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Abstrakt

Bipartizujuce parenia v kubickych grafoch su jednymristupov, ako n&jsv grafe
dvojité pokrytie cyklami a nikde nulovy 5-tok. Krtmu je potrebné n&jsk grafu dominujicu
kruznicu a k nej dve dizjunktné bipartizujuce paaefrleischner (2002) vyslovil hypotézu, Ze
pre kazdy snark a jeho dominujucu kruznicu sa #attadvojica pareni néjs Hoffmann-
Ostenhof (2007) hypotézu vyvratil a vznikla novtor& je slabSim tvrdenim predoSlej.

V diplomovej praci sa podrobne zaoberame bipadi@o)i pareniami. Podrobne
analyzujeme definiciu a ilustrujeme ju na priklabDelej ukdZzeme, ako né#js/ grafe nikde
nulovy 5-tok a dvojité pokrytie cyklami, e pozname dominujicu kruznicu ak nej dve
dizjunktné bipartizujlice parenia. V experimentéléagti preskimame pomocou programu,
do akej miery plati povodna hypotéza o n4jdeni Hvdaparitizujacich pareni na
potencialnych kontraprikladoch (snarkoch) do 30Ohslov a akd vEk4 je sila zmenenej
hypotézy.

KlGcové slova:Bipartizujuce parenie, Dominujuca kruznica, Snakminating Cycle
Conjecture, Sabidussi Compatibility Conjecture, I€ygdouble Cover Conjecture, Bipartizing
Matchings Conjecture, Nowhere-zero 5-flow Conjeetur
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Kapitola 1
Uvod

Hypotéza o dvojitom pokryti cyklami hovori, Ze vZki@m bezmostovom grafe existuje
taky systém kruznic, Ze kazd4 hrana je obsiahnytéave dvoch kruzniciach zo systému.
Hypotéza sa objavila na prelome 60./70.-tych roROyvstor@dia a dnes sa povaZuje za jeden
z najdélezitejSich otvorenych problémov v tedriiafgv. Skdmali sa viaceré pristupy
k problému. Je zname, Ze na rieSenie tohto problpostZuje uvazova snarky — savislé
kubické grafy s chromatickym indexom 4. Jeden zmyol pristupov rieSenia problému
dvojitého pokrytia cyklami je cez bipartizujuce gaia v kubickych grafoch [4]. Ukazalo sa,
Ze ak sa pre dany kubicky graf najde dominujucazkiaa taka, Zze najdeme potom dve
dizjunktné bipartizujuce péarenia, vieme majwojité pokrytie cyklami daného grafu. Navyse
sme potom schopni rie’&aj problém najdenia nikde nulového 5-toku v togtafe.

Kvoli tomuto je dos vel'ka motivacia nagsdvojicu dizjunktnych bipartizujucich pareni
v kubickych grafoch. Postaje uvazové snarky. Predpokladom je, Ze kazdy snark ma
dominujucu kruznicu. O tom hovori jedna hypotézypgetéza o dominujucej kruznici [4]),
budeme predpokladaZe plati. Herbert Fleischner [4] vyslovil hypatéZe kazdy snark so
svojou dominujucou kruznicou ma dve dizjunktné Higajuce parenia (Hypotéza
o bipartizujacich pareniach [4]). Ak by tato hypzaéplatila, bol by pristup rieSenia problému
dvojitého pokrytia cyklami cez bipartizujuce pamespravny. Arthur Hoffmann-Ostenhof [6]
uviedol kontrapriklad ku Fleischnerovej hypotézeiddol snark s konkrétnou dominujlicou
kruZnicou a dokazal, Zze tam dve dizjunkiné bipajtice parenia nie su [6]. Zarave/Sak
naSiel vtomto istom grafe in0 dominujucu kruznigore ktord sa uZz naSla dvojica
dizjunktnych bipartizujacich pareni. Preto vzniklava hypotéza, ktora je slabSim tvrdenim
Hypotézy o bipartizujucich pareniach. Hovori saey, rée kazdy kubicky graf, ktory je
snarkom, ma asmojednu dominujucu kruznicu taku, Ze tento graf mé dlizjunktné
bipartizujuce parenia. Tato hypotéza je otvorerenasiel sa jej dékaz a nebola zZatani
vyvratena.

V diplomovej praci sa zaoberdme bipartizujacimigwéami v kubickych grafoch a ich
aplikaciami. V experimentalnggasti skimame platnégpovodnej a zmenenej Fleischnerovej
hypotézy na vybranych snarkoch pomocotif@dového programu.

V prvej kapitole je uvedena terminoldgia z teorieafgv, ktord budeme v praci
pouziva. V druhej kapitole je uvedena definicia bipartimgho pérenia a je tu aj popisany
suvis bipartizujacich pareni s eulerovskymi grafvitretej kapitole je popisany suvis
bipartizujucich pareni s nikde nulovym 5-tokom wafgr Vo Stvrtej kapitole je popisany savis
bipartizujucich pareni s problémom dvojitého poiaytyklami. V piatej kapitole je uvedené
znenie Fleischnerovej hypotézy a kontrapriklad jk Ziérovei je tam presné znenie zmenenej
Fleischnerovej hypotézy. V Siestej kapitole je e popisana experimentakies’ prace.
Je tam popis vstupnych udajov, vystupnych Udajdgoramov pouzitych v praci, popis
programov, icltasova a pamava zlozitos, ako aj popis vysledkov experimentu.

Skkagd’ou obsahu je aj CD prilozené k praci. Obsahuje josiéo kody vSetkych
programov, ktoré sa v experimente pouZzivali, akeSajky vystupy z programov. Konkrétne
nazvy adreséarov a suborov na CD su uvedené v gmigthcastiach Siestej kapitoly.



1.1 Zakladné pojmy

V praci predpokladame zakladné znalosti Teorie ayraf rozsahu Gvodnej kapitoly
knihy od Reinharda Diestela [3] a niektatélSie zakladné pojmy z tejto knihy. Zakladnym
rozdielom je skuttnog’, Ze pripugsame aj nasobné hrany adty. Dolezitymi pojmami,
ktoré si zadefinujeme, su pojmy dominujuca kruzntoky, rozklad a pokrytie grafu, ako aj
homeomorfizmus grafov.

1.2 Dominujuca kruznica

Definicia 1.2.1 Dominujuca kruznica grafu ¢& tak& kruznica v graf€, Ze pre kazdu hranu
grafu G plati, Ze bd’ je na dominujucej kruznici, alebo asppeden z jej vrcholov lezi na
dominujacej kruznici.

Poznamka 1.2.1 Kazda hamiltonovska kruZnica grafd je zarové aj dominujucou
kruZznicou grafuG. Opa&na implikacia neplati, dominujuca kruznica gra®u méze by
zarove aj hamiltonovskou kruznicou grafs, ale nemusi.

1.3 Toky

Definicia 1.3.1[2] NechG je orientovany grafTok v grafeG nazyvame také ohodnotenie
hran realnymgislami f : E(G) - R, ktoré pre kazdy vrchol sdna Kirchhoffov zakonktory
je dany rovnogou > f(e)= > f(e).

eIE—(V)

eIE+(v)

Inymi slovami, pre kazdy vrchot grafu G plati, Ze s@et ohodnoteni hran, ktoré do neho
vchadzaju, sa rovna &in ohodnoteni hran, ktoré z neho vychadzaju.

Definicia 1.3.2 Tok od zdroja k spotretii sdia vlastnosti toku v grafe z definicie 1.3.1
s rozdielom, Ze pre dva vrcholy neplati Kirchhoffodkon. Pre jeden vrchol plati, Ze vSetky
jeho hrany su orientované smerom od neho, takytbolrsa nazyvadroj a pred’alSi jeden
vrchol plati, Ze vSetky jeho hrany su orientovam&®m daho, takyto vrchol sa nazyva
spotreb#, aleboustie

Definicia 1.3.3 k-tok grafu G nazyvame taky tok grafiz, Ze vSetky jeho hrany su
ohodnotené nezapornymi celyislami od 0 ddk-1.

Definicia 1.3.4 Nikde nulovy k-tolgrafuG nazyvame taky tok graf@, Ze vSetky jeho hrany
su ohodnotené kladnymi celywislami od 1 d-1.

1.4 Rozklad a pokrytie grafu

Definicia 1.4.1 Rozklad grafuG na podgrafyGy, G, ... ,Gy je taky systém podgrafov grafu
G, ze platii, j;i # j: E(G,) n E(G,)=0 a| JE(G,) = E(G).
i=1



Definicia 1.4.2 Pokrytie grafuG podgrafmiG,, G,, ... ,G, je taky systém podgrafov grafy
ze plati| JE(G,)=E(G).
i=1

1.5 Homeomorfizmus grafov

Definicia 1.5.1 Subdivizia hrany & koncovymi bodmu, v je rozdelenie hrany na dvasti
(e1, &) prostrednictvom pridania nového vrch@alaSusedom vrchola sa stane novy vrchol
w a bude ich spafahranae;, susedom vrcholasa stane vrchal a bude ich spéafehranae,.

Obrazok 1.5.1 Hranae = uv
u v
O——0
Obrazok 1.5.2 Subdivizia hrang;, e; =uwae, =wv

n W ¥

O—0O——0O

Definicia 1.5.2 Subdivizia grafuG je grafG', ktory vznikne subdivizou hran v gra&

Definicia 1.5.3 Dva grafy G a G' s homeomorfng ak existuje izomorfizmus nejakej
subdivizie grafuG a nejakej subdivizie grafG' .

Obrazok 1.5.3 Ukazka homeomorfizmu grafds aH:

@, QO O—0—0 O—0O—0O

N AN

Q) O o O O O

N N

O 0 O—0—0 O—0—0
H

G G H'

G' je subdivizia grafu G, tento graf vznikol subdiwiz hornej, dolnej, pravej avej
hrany, H' je subdivizia grafid, tento graf vznikol subdiviziou uhloptieej hrany. GrafyG'
a H' st izomorfné (pretoZe su rovnaké) a teda pévoday & aH si homeomorfné.
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Kapitola 2
Bipartizujlce parenia

2.1 Definicia bipartizujuceho parenia

Definicia 2.1.1[4] Ak ma kubicky grafG, dominujicu kruznicuC, potom parenieM
nazyvame bipartizujicim, ak plati, 3 n E(C)=0, M pokryva vSetky vrcholy z rozdielu
V(Gg)—V(C) agrafG, —M je homeomorfny s bipartitnym kubickym grafom.

Teda ak méa kubicky graf dominujucu kruzniCupotom pareni®, ktoré ma vlastnosti
1. Ziadna hrana v pareni nelezi na dominujucej kruZdic
2. M pokryva vSetky vrcholy, ktoré su v grafe, ale siiena dominujucej kruzni€
3. graf G, —M , ktory vznikne odstranenim hranM z grafu G, , je homeomorfny
s bipartitnym kubickym grafom
je bipartizujuce péarenie. Dominujucu kruznicu sradefinovali v podkapitole 1.2.

Priklad 2.1.1

Obrazok 2.1.1 Obrazok 2.1.2

O—O o O\ /Q Q\

O O

\ | | |
/ = / / S

@ ) O O
// N

Na obrazku 2.1.1 je kubicky gré&f; s dominujucou kruznicoQ. Pre jednoduchdsnie
su vrcholy ani hrany ozgané. Dominujlca kruzniod je tu oznéena na zeleno. Na obrazku
2.1.2 je ozn&né cervenou farbou parenieM. Ukazeme, Ze je bipartizujuce. Prva
z podmienok parenid/, teda Ze Ziadna hranaMz nelezi na dominujucej kruznicT, je
splnend. Splnena je aj druha podmienka, I¥bpokryva obidva vrcholy, ktoré nelezia na
dominujtcej kruzniciC . Otazne jefi je spinena aj tretia podmienka. Ze je splnentiaje
vysvetlené pomocodialSich dvoch obrazkov.

11



Obrazok 2.1.3 Obrazok 2.1.4

./@) @\.\ DH— )
I ] > < | \)
NN O—G

Na obrazku 2.1.3 je gra, —M . Po odstraneni hran ostali vrcholy, ktoré su saup

a su ozné&ené modrou farbou. Zvysné vrcholy su a@re ¢islom. Vrcholy stupa dva
porusuju vlastnas kubického grafu kvoli svojmu stiip. Preto tieto vrcholy odstranime
pomocou operacie opaej k subdivizii hrany. K& odstranime vSetky vrcholy, dostavame
graf na obrazku 2.1.4. Tento graf je kubicky ajjeipartitny (prva particia su vrcholy 1 a 3,
druh& particia su vrcholy 2 a 4). Z toho vyplyve, Splnena aj tretia podmienka, pretoze
subdiviziou bipartitného kubického grafu na obra2ki.4 dostaneme graf na obrazku 2.1.3,
ktory je izomorfny sG, - M (pretoze je totozny). A ke su splnené vsetky tri podmienky,
je parenie vyzngné na obrazku 2.1.2 bipartizujuce.

2.2 Kubické grafy s dominujucou kruznicou

V definicii bipartizujuceho parenia pozadujeme, abgl kubicky grafG; dominujlcu
kruznicuC. Na obrazku 2.1.1 je priklad kubického grafu, tora dominujldcu kruznicu.

Obréazok 2.2.1
O
oéo\g—o/o—o

NNV

Na obrazku 2.2.1 je zasa priklad kubického grm@gy ktory dominujacu kruznicuC
nema. Je to tak z dévodu, Zze ma most. Podmienksteexie dominujucej kruzZnic€
v zna&nej miere wuje, ako bude kubicky grabs vyzera. Zostrojme teda kruznicu nejakej
diZky (obrazok 2.2.2).

Q)

12



Obrazok 2.2.2

AN

N o

Tato kruznica bude dominujuca v kubickom graBs. Pomocou obrazku 2.2.3
vysvetlime, ako sa da dopfnilominujuca kruZnic& na kubicky grafss.

Obrazok 2.2.3

/ N, e

\\0—9/

Aby mohol by graf Gz kubicky, kazdy vrchol musi nddroch susedov. Kazdy vrchol na
kruznici ma uz dvoch susedov. Zarayeod’a definicie 1.3.5 musi Bykazdé hrana grafu du
na kruznici, alebo musi Bysusedna s nejakym vrcholom na kruZznici. Takto mprage dva
pristupy, ako zvy$istupe vSetkych vrcholov kruznice o jedna:

1. Vytvorime d’alSi vrchol, mimo dominujlcej kruznicg Z tohto vrcholu pdjdu
tri hrany do troch vrcholov kruznice. Na obrazk@.3.su tieto vrcholy a ich

13



hrany oznaené modrou farbou. Vrcholy 2, 3, 5, 7, 8 a 9 makid stupe 3.
Takéto utvary (vrchol mimo kruznice a tri hrany egtdo vrcholov kruZnice)
nazyvame vidly.

2. Spojime dva vrcholy dominujucej kruzni€ehranou. Na obrazku 2.2.3 su tieto
hrany ozna&ené ¢ervenou farbou. Vrcholy 1, 4, 6 a 10 maju taktgoaiu3.
Pod’a definicie 1.3.4 sa tieto hrany nazyvaju chordy.

Dospeli sme teda k zaveru, Zze ak ma kubicky Geflominujicu kruzniclC, sklada sa
z nej samej, z vidiel a chérd. Otazkanii, je mozné najs v takomto grafe bipartizujuce
parenie, a k& ano,ci ich nie je viac, sa budeme zaoheval’alSom texte.

2.3 Suvis medzi kubickymi a eulerovskymi grafmi

Hypotéza 2.3.1(Sabidussiho hypotéza kompatibility [4Nech G je suvisly eulerovsky graf s
J(G) > 2 aeulerovskyrah T grafu G. Potom S je cyklovy rozklad grafu ®ytaze pre

[ubovdné dve po sebe idlce hrany z T plati, Ze patrieoddielnych prvkov S. Hovorime, Ze
cyklovy rozklad S je kompatibilny s T.

Ak pre eulerovsky gra6 plati, Zze4 < A(G) < 6 a nhavySe pdth hypotézy 2.3.1 plati, ze
J(G) > 2, potom ide o eulerovské grafy, ktorych vrcholgja len stupne 4 alebo 6 a takéto
grafy s uzko spojené s kubickymi graf@y, ktoré maja dominujicu kruznid. Totiz, akT
je eulerovsky tah, potom je mozné eulerovsky grd s eulerovskymtahom T
pretransformovéna prave jeden kubicky gr&,, ktorého dominujicou kruznicoG bude

eulerovskytahT. NavysSe je mozné pomocou bipartizujucich pareabitrcyklovy rozkladS.
Postup ukazeme v podkapitole 4.3.

Algoritmus 2.3.1 Transforméciu G,T) na(G,,C) vykoname nasledovne:

1. Pre kazdy vrchol vyzrigme, ako nim iSiel eulerovskiah T. Ak ma vrchol
stupei 4, iSiel nim prave dvakrat, ak ma stie iSiel nim prave trikrat.
2. Ak ma vrcholv stupé 4, potom vytvorime dva nové vrcholy, aVv", ktoré

koreSponduju s vrcholoma spojime ich hranou. Oba tieto vrcholy budu feza
naC. Vrchol v' obsahuje jednu z dvojic hran, po ktorych ide zsoe&¢ah T
a vrcholv" obsahuje druha z dvojic hran, po ktorychTde
3. Ak ma vrcholv stupéi 6, potom vytvorime Styri nové vrcholy,, V', v" aVv”,
ktoré koreSponduju s vrcholoma. Hranou spojime vrcholyw', v' a v"
s vrcholomv'. Vrchol v’ nebude lezanaC, zvy$né tri vrcholy ano. Vrcha
obsahuje jednu z dvojic hran, po ktorych ide zaosefah T, vrchol V"
obsahuje druh( z dvojic hran, po ktorych iflea vrcholv" obsahuje tretiu

z dvojic hran.

Vysledkom algoritmu 2.3.1 je kubicky grd6,,C), ktory vznikol z grafu(G,T).
Hovorime, 7€(G,,C) je zdruZeny §G,T). Ako ziskame z takto vytvoreného grdfg,,C)
graf (G, T) je intuitivne jasné, vykoname len @pé operacie, ktoré st popisané v druhom
a tre'om bode algoritmu 2.3.1.
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Obrazok 2.3.1

X

Obrazok 2.3.2

Obrézok 2.3.1 vizualizuje bod 2 algoritmu 2.3.11@Rl zn&ia dvojice hran, po ktorych
ide bezprostredne po sebe eulerovealy. Obrazok 2.3.2 vizualizuje bod 3 algoritmu 2.3.1
Obldky zn&ia dvojice hran, po ktorych ide bezprostredne e silerovskyah. Algoritmus
2.3.1 budeme teraz prezentévarostrednictvom dvoch prikladov. V prvom priklaoede
dany eulerovsky grafG,T), kde budi mavsetky vrcholy stuge4, v druhom priklade bude
dany eulerovsky graﬁG,T), kde budlu mévsetky vrcholy stupe4, az na jeden, ktory bude
ma’ stupe 6.

Priklad 2.3.1

Je dany eulerovsky gr46,T), v ktorom maju vietky vrcholy stupe. Znazorneny je
na obrazku 2.3.3. Vrcholy su oztemé pismenami A az H, hrany su aargécislami od 1 do
16. Hrany su ozrn#né v takom poradi, v akom prechadza gra(@ﬂ') eulerovskytah T.

Pod obrazkom 2.3.3 sa nachadza obrazok 2.3.4, &kdmgzorneny vysledny gr(ﬂg,C),
ktory vznikol z grafu(G,T). Popis postupu sa nachéadza niz$ie.
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Obrazok 2.3.3

Obréazok 2.3.4
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V priklade 2.3.1 majua vSetky vrcholy stupé, teda pri zostrojeni grai(mGs,C) z grafu
(G,T) danych obrazkami 2.3.3 a 2.3.4 sme aplikovalikaredy vrchol druhy krok algoritmu
2.3.1. Vrcholom A idu dve dvojice po sebe iducichrheulerovskéhahuT, prva dvojica je
1 a2, druha je 6 a 7. Obe dvojice hran st po sbee aj v grafgG,,C), akurat Ze su
oddelené. V pripade vrchola A prechadza dvojica liréa 2 vrcholom A’, dvojica hran 6 a 7
vrcholom A”. Vrcholy A’ a A” spaja hrana, ktoraduld’uje obe dvojice po sebe iducich hran.
Analogické uvahy platia aj o vSetkych ostatnych hatoch, len dvojice hran su iné.
Vysledkom je graf(G,,C), ktory je kubicky a m& dominujicu kruZni€ ktora je tvorena
hranami eulerovskéhéahu v grafe(G,T), na obrazku 2.3.4 je oztena zelenou farbou.

Takto ndm vznikol kubicky grafGz s dominujdcou kruznicolC. Hrany, ktoré vznikli
aplikaciou algoritmu 2, st chordami.

Priklad 2.3.2

Je dany eulerovsky grdG,T), v ktorom maju vSetky vrcholy stuped, s vynimkou
jedného, ktory ma stupes. Znazorneny je na obrazku 2.3.5. Vrcholy sU 6&né pismenami
A az H, hrany su ozranécislami od 1 do 19. Hrany su ozemé v takom poradi, v akom
prechadza grafor(G,T) eulerovskytah T. Pod obrazkom 2.3.5 sa nachadza obrazok 2.3.6,
kde je znazorneny vysledny gré®,,C), ktory vznikol z grafu(G,T). Popis postupu sa
nachadza nizSie.

Obrazok 2.3.5

A
> 19 N
B 12 C 13 D
15 14
11
4
6 F z
15
. 17
o G 16 H
F
8 3
I

17



Obrazok 2.3.6
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V priklade 2.3.2 maju vSetky vrcholy stupd, s vynimkou jedného, vrchola E, ktory
ma stupé 6. Pri zostrojeni graf{G,,C) z grafu(G,T) danych obrazkami 2.3.5 a 2.3.6 sme
aplikovali pre kazdy vrchol okrem vrchola E druhpk algoritmu 2.3.1, v pripade vrcholu E
sme aplikovali bod 3 tohto algoritmu. Vrcholom Alidive dvojice po sebe iducich hran
eulerovskéhaahuT, prva dvojica je 19 a 1, druha je 4 a 5. Obe deofiran su po sebe iduce
aj v grafe(Gg,C), akurat Ze su oddelené. V pripade vrchola A pddzhdlvojica hran 4 a5
vrcholom A’, dvojica hran 19 a 1 vrcholom A”. Vroly A’ a A” spdja hrana, ktora oddigje
obe dvoijice po sebe iducich hran. Analogické Uvallagia aj o vSetkych ostatnych vrcholoch
okrem vrcholu E, len dvojige hran su iné. Z vrchBlsa stali pokh bodu 3 algoritmu 2.3.1
Styri vrcholy. Jeden z nich, Enelezi na dominujucej kruzni€, tri z nich, E’, E”, E’ ano.
Vrchol E je spojeny s tymito troma vrcholmi hranou. Vysledk je graf(Gs,C), ktory je
kubicky a m& dominujacu kruznidD, ktora je tvorend hranami eulerovskétatu T v grafe
(G,T), na obrazku 2.3.6 je oztena zelenou farbou. Takto nam vznikol kubicky gEaf
s*dominujl]cou kruznico@. Hrany, ktoré vznikli aplik&ciou algoritmu 2, sbiardami. Vrchol
E a vSetky tri hrany, ktoré z neho vychadzaju, @@polu dohromady vidlu.
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Kapitola 3

Suvis s tokmi v kubickych grafoch

3.1 Zakladné pozorovania a postupy

3.1.1 Taitovo farbenie a rozdelenie grafu na 2-fakiry

Nech H je kubicky nebipartitny hamiltonovsky graf a neofa jeho hamiltonovska
kruznica ozné&nie C. Graf H ofarbime pomocou Taitovho farbenia. Taitovo faiben
kubického grafu je ofarbenie hran grafu troma farbtakym sp6sobom, Ze vSetky tri hrany
vychadzajuce z kazdého vrcholu maju navzajom réfarbu. V naSom pripade budeme
ofarbova hrany patriace hamiltonovskej kruzni€ striedavo pismenamB aR, vSetky
ostatné hrany budeme ofarbév@pismenomY. ReSpektujic terminolégiu dominujlcej
kruZznice a vyuZzivajuc faktu, Zze hamiltonovska kioanC je zarové aj dominujucou,
pismenonY budeme ofarbovachordy grafu.

Nech Q; aQ. su 2-faktory grafuH (2-faktor je podgraf grafu, ktory tvori mnoZinu
kruznic tak, Ze pokryva kazdy vrchol grafu). PrwaRtor, Q;, definujeme ako mnoZzinu
orientovanych kruznic danych po sebe iducimi hranafarbamiR aY. KedZze z kazdého
vrchola vychadza prave jedna hrana s farBpB aY, potom je postupndéshran s farbamR
aY jednoznana.Co sa tyka orientacie kazdej jednotlivej kruznicktéaa Q:, je jedno, ako ju
zvolime, plati’ musi len to, Ze kazda kruZznica je aj cyklicky ntevana. Druhy 2-faktoiQs,
je definovany analogicky, ak@Q,. Jedind zmena je v tom, Ze 2-fak@y tvoria po sebe idluce
hrany s farbamB a.

Obrazok 3.1.1.1 ilustruje oba 2-faktory jednotliaio aj spolu v jednom obrazku. Graf
H je v obrdzku zvoleny tak, aby bol kubicky, nebtgay a hamiltonovsky, ale nie prilis
vel’ky. Hamiltonovska kruznic& je ozn&ena na zeleno, 2-faktory su oZamécervenymi
Sipkami na hranach. Hrany su ozeaé pismenani®, B a.
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Obrazok 3.1.1.1

3.1.2 Rozdelenie na dve dizjunktné bipartizujuce p&nia

Teraz ukadZzeme, ako je mozné pomocou oboch 2-faktarzdeli’ chordy grafuH do
dvoch neprazdnych bipartizujucich péareni. UvazujgraeenieM,, v ktorom budu vSetky tie
chordy, ktoré maju v 2-faktorod®; aQ, rdzne orientacie a parerig, v ktorom budud vetky
tie chordy, ktoré maju v 2-faktorod®, a Q, rovnaké orientacie. Ze st mnoziny hidpaM,
dizjunktné, je zrejmé, ostava ukéizde obe tvoria bipartizujlce parenie. Zjavne Zitrana
I'ubovd’nej mnozinyM nelezi na dominujucej kruzni€. Ked’ze je dominujaca kruznic@
zarove: aj hamiltonovska, v grafel nie s Ziadne vidly, len chordy, teda obe parspi#ajl
vlastnos, Ze pokryvaju vSetky vrcholy grafu, ktoré nie sdominujucej kruznicC (lebo tam
Ziadne také vrcholy nie su). Otazne je teda uzdeéi graf homeomorfny & — My, resp.H —
M, je bipartitny. NechH; je graf homeomorfny s graford — M;. V grafe H; budeme
uvazovd, Ze hrany su orientované a reSpektuju orientadakrov Q; aQ,. MézZzeme si to
dovolit' preto, lebo vSetky hrany, ktoré maju obojakiu déemu (t.j. roznu 2J; aQy), su
v mnozineM; a teda sa v grafd — My, ani v grafeH; nenachadzaju. Kiépotom v grafeH;
zmenime smer hran, ktoré su prvkami mnodhy zistime, Ze kazdy vrchol grafty je bud’
zdrojom, alebo ustim, teda #iusu z neho vSetky hrany orientované v smere od,rekbo
v smere daho (v r&i tokov, bul’ z vrchola téie hranami vSetko pee alebo sa vSetko dbo
vlieva). Z toho potom vyplyva, Ze gréf; je bipartitny, pretoZze kazdy sused istého vrchola
bude mad v terminolégii zdroj — Ustie ogaul ulohu (ak je isty vrchol zdroj, jeho sused bude
Ustie, a naopak).

PredoSlé myslienky vizualizuje obrdzok 3.1.2.1ravej ¢asti sa nachadza péarerig
(zeleno) aM, (cerveno), v strednefasti sa grafH; homeomorfny s graforH — M, aj
s prisluSsnymi orientaciami pda 2-faktorov Q; aQ,, napravo sa nhachadza graf;
S reverzovanymi orientaciami hran, ktoré patria hmeM,.
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Obrazok 3.1.2.1
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Uké&zali sme, Ze grdfl; je bipartitny. Ostava ukagaze aj graH, je bipartitny. Vratime
sa k 2-faktoruQ, a urobime viom zmenu. A sice, otéme orientaciu vSetkych hran, ktoré
obsahuje 2-fakto,. Takto sa stane, Ze mnoziny htdn a M, si vymenia svoje ulohy (stale
plati, Ze vM; sU chordy s rdznymi orientaciami hran 2-faktoiQy aQ,). Z toho potom
vyplyva, Ze aj grafH, je bipartitny a teda mnozinWl; aM, sU bipartizujuce parenia. Pre
lepSiu predstavivasje vizualizované zreverzovanie hran 2-fakt@aa vymenenie si tloh
pareniM; aM,. Na obrazku 3.1.2.2 sa nachadzBavej ¢asti grafH s oboma predoslymi
orientdciami 2-faktorov, v stredneépsti sa nachadza graf s reverzovanymi hranami 2-
faktoraQ, a vlavejcasti sa hachadzaju pareia aM, s vymenenymi tlohami.

Obrazok 3.1.2.2
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3.1.3 Rozdelenie homeomorfnych grafov na 2-faktory

V tejto podkapitole ukaZzeméalSie pozorovanie dadom 2-faktorov. Poznatky z tohto
pozorovania budua délezité pri tvorbe nikde nulovéhtoku v kubickom grafe. UvaZzujme
op& graf H a 2-faktory Q; aQ, z podkapitoly 3.1.1, péarenidli, M, a grafy Hy (graf
homeomorfny $1 — M;) aH, (graf homeomorfny Bl — M,) z podkapitoly 3.1.2. Taitovo
farbenie spomenuté v podkapitole 3.1.1 je moZzn&aadt’ aj na grafyH; aH,. Aj tieto grafy
maju svoju hamiltonovskd kruznicu, ktorej hrany w@ené hamiltonovskou kruznicoG
grafuH. Tieto hamiltonovské kruznice nazvei@e pre grafH, aC, pre grafH,. Hrany grafu
H; prei = 1, 2 su zafarbené aoproma farbamiR, B aY, analogicky ako v pripade farbenia
hran grafuH. Po Taitovom zafarbeni grafty uvazujeme 2-faktor®;; aQ;,. Su analogické,
ako 2-faktoryQ; aQ,, s tym rozdielom, Ze tieto su len v grade 2-faktorQ;; obsahuje po
sebe iduce hrany s farbarRj Y v grafe H; a 2-faktorQ;, obsahuje po sebe idldce hrany
s farbamiB, Y v grafe H;. VSimajme si teraz orientaciu mnoziny kruznic Rdaa Q;; pre
nejakd fixnG hodnotuj 0{12}. PretoZe je grafH; pod'a definicie bipartizujiceho parenia
bipartitny, potom existuje cyklickd orientacia hrdaka, Ze orientacia hran v mnozine
Q.; n G, urtuje cyklicku orientaciu hamiltonovskej kruzni€ Plati to vSak aj naopak, ak

uvazujeme, Ze je dana cyklicka orientacia kruzriGetak potom tato orientacia dwje
cyklicka orientaciu obidvoch 2-faktoro®;;. Prave tento poznatok ocawvani cyklickych
orientacii vyuzijeme pri tvorbe nikde nulového &tiov kubickom grafe.

Pre ilustriciu sa na obrazku 3.1.3.1 nachadzajiy dta (vfavo) aH, (vpravo). Hrany
zafarbené zelenou farbou ozopl hamiltonovskd kruznicC,, resp.C,, ¢ervené Sipky na
hranach oznauju 2-faktorQ;; a modré Sipky oziaju 2-faktorQ;» prei = 1, 2. Orientécie 2-
faktorov nie s momentéalne podstatné, v ilustrdleiiuvazujeme fixovanua cyklick orientaciu
Ci1, resp.Ci, po smere hodinovych tigiek.

Obrazok 3.1.3.1
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3.1.4 Veta o nikde nulovom 6-toku

Postup, ako mozno vytvdrinikde nulovy 6-tok v kubickom graf€&; s dominujucou
kruznicou C, je uvedeny ako konstruktivny dbkaz vety 1@lanku [5]. Tato veta znie
nasledovne:

Veta 3.1.4.1 (Veta o nikde nulovom 6-toku) Nech G je kubicky graf s dominujicou
kruZnicou C. Potom ma nikde nuldd4ok taky, ze

1. vSetky hrany, ktoré maju ozfemie presahujuce hodnot3, lezia na
dominujucej kruznici C,
2. C je cyklicky orientovana.

V d'alSom texte sa nachadza konstruktivny dékaz tejtg. \de zarovie o postup, ako je
mozné skonstruov¥eanikde nulovy 6-tok v kubickom grafe s dominujudauznicou.

3.2 Dominujuca kruznica ako hamiltonovska

V pripade, Ze je dominujlica kruzni€a zaroveé aj hamiltonovska, uvazujeme dve
moznosti. Bd’ je grafG; bipartitny, alebo nie.

3.2.1 Kubicky graf je bipartitny

Nech je kubicky graiG; bipartitny a jeho dominujlica kruZnica je hamiltonovska.
Potom ma grafs; nikde nulovy 3-tok a teda nam pastdvojaké ohodnotenie hran — hrany
s ozngenim 1 ahrany s ozéenim 2. P6jde totiZz o zloZzenie dvoch mnozin cyklBwa
mnozina cyklov bude jednoprvkova, a sice dominuj&icgnicaC. Zavedieme jej cyklicku
orientaciu, ptom na jej viibe nezélezi, je len potrebné, aby bola kruZz@carientovana.
Druha mnozina cyklov je 2-faktdD,;, popisany v podkapitole 3.1.1. Tento 2-faktor §ak
v tomto pripade orientovany a jeho orientaciéuje prostrednictvom hran v mnozigg n C

orientdcia dominujucej kruznic€. Orientaciu toku pre jednotlivi hranu udava oréerd
dominujucej kruzniceC, ak je hrana na nej, alebo orientacia kruznid@,;,zak hrana
na kruzniciC nie je (a je teda chordou). Totiz, vtomto pripadé graf len dominujucu
kruZnicu C a chordy, vidlu nema Ziadnu, pretoZze dominujucazikica C je zarové aj
hamiltonovska. Ozrnie, resp. hodnotu toku pre danu hranu zistimégppditu patrénosti
do mnoziny cyklovC aQ;. Povedané jednoduchSie, n&iatiku je kazda hrana ohodnotena
ako 0 a ak ta hrana pa€j potom zvySime hodnotu o 1 a ak patri@g zvySime jej hodnotu
tiez o 1. Takto sa stane, @ema kruhovu cirkulaciu s hodnotou toku 1 a aj kagglus zQ;
ma tiez kruhovu cirkulaciu s hodnotou toku 1.

Vysledkom je graf, ktory ma orientované hrany taoe nikde nulovy 3-tok, piom
kazda hrana leziaca@, n C ma hodnotu 2 a inak ma hodnotu 1. Tym je splneaipenka

1 zvety 3.1.4.1. NavyS€ je cyklicky orientovanagim je splnena podmienka 2 z vety
3.1.4.1. Ke&'Ze nikde nulovy 3-tok je aj nikde nulovy 6-tok, &gire tuto triedu grafovd je
hamiltonovska &3 je bipartitny) plati. Pre uplnéslodame, Ze ak by sme namie&pozvolili
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Qq, tiez by sme dostali nikde nulovy 3-tok, rozdigltmol len ten, Ze hodnotu 2 by mali hrany
z mnozinyQ, n C a hrany z mnoziny, n C by mali hodnotu 1.

Pre ilustraciu su tu dva obrazky. Obrazok 3.2.1nAzpnuje graf Gz (primeranej
vel’kosti) s dominujucou kruznico@, jej orientaciu (zelena farba), Taitovo farbempéshena
R, B aY) aorientaciu hran 2-faktor®, (¢ervena farba). Na obrazku 3.2.1.2 sa nachadza
vysledny graf s nikde nulovym 3-tokom, orientaclo@n a ich ozngenim.

Obrazok 3.2.1.1 Obrazok 3.2.1.2
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3.2.2 Kubicky graf nie je bipartitny

Nech dominujuca kruznic& grafu Gz je hamiltonovska, ale nech gr&s; nie je
bipartitny. Potom je mozné v tomto grafe wajskde nulovy 4-tok. Dominujucej kruzni€
priradime cyklicku orientaciu. Nezalezi na smeresitby’ len cyklicky orientovana. Oga
uvazujeme Taitovo farbenie a 2-faktd®y aQ,. Teraz vSak potrebujeme tieto 2-faktory len
na rozdelenie chérd do dvoch dizjunktnych bipajtizich pareniM; aM,. Tieto parenia su
popisané v podkapitole 3.1.2. Kesu obe parenia ndjdené, vytvorime gkif ktory je
homeomorfny s grafonGs — M; a graf Hp, ktory je homeomorfny s graforss — M.
(poznamka: grafyH; aH, v tejto podkapitole nemaju dispol@né s grafmi s tym istym
ozn&enim z predoslych podkapitol). V oboch grafoeh, H, uvazujeme hamiltonovsku
kruZnicu C,;, C,, ktora je ukena kruznicouC grafu Gs. V dalSom kroku ofarbime kazdy
z grafov Hy, H, Taitovym farbenim a uvazujeme potom 2-fakt@y; a Q. (podkapitola
3.1.3) pre fixné hodnoty,k 1{1,2}. V&etkym hranam, ktoré st v tychto dvoch 2-faktbro

(pre kazdy zgrafovH;, H, pradve jeden) priradime orientaciu. Orientaciu oykl
v 'ubovd’nom z 2-faktorov ufuje orientacia dominujucej kruzni€e Dostavame sa k tvorbe
samotného nikde nulového 4-toku. Naciatku maju vSetky hrany hodnotu O asu bez
orientacie. Hrany, ktoré su na kruznigi dostavaju orientaciu péa orientacie tejto kruznice
a ich hodnota toku sa zvysi ofalSie zvySenie hodnoty o 1 dostavaju tie hranyrétografe
G; odpovedaju hranam v 2-faktof@ ;. Odpovedajucimi hranami @; rozumieme tie hrany,
ktoré sa, obrazne povedané, zliali (pri operaciiopj k subdivizii grafuG; — M) do nejakej
hrany grafuH;. Povedané inak, zvySenie hodnoty o 1, pripadrsdusr orientaciu ziskavaju
tie hrany grafuGs, ktoré sa pri procese operéacie épg k subdivizii grafuss — M; zobrazili
do hrany WH; takej, ze ta hrana i, patri 2-faktoruQ, ;. Pre lepSie pochopenie tohto bodu
sltzi obrazok 3.2.2.2DalSie zvysenie hodnoty o 1 je podobné, ako to dgém pripade.

24



ZvySenie hodnoty o 1, pripadne aj prisluSna origntadostavaju tie hrany, ktoré v graig
odpovedaju hranam v 2-faktor®,x. Pricom pojem ,odpovedajuce hrany* je vysvetleny
rovnako, ako v predoSlom odstavci, rozdielom je len Ze ide o grafH,, ktory je
homeomorfny €G3 — M, a ide o 2-faktof, k. Pre lepSie pochopenie tohto bodu slUzi obrazok
3.2.2.3.

Celkovy vysledok je taky, Ze mame gr&f; s nikde nulovym 4-tokom. Vznikol
spojenim troch mnozin cyklov, kruzni€ 2-faktoraQ;; a 2-faktoraQ. . Kazda hrana &;
ma oznaenie hodnoty asgiol. Hrany na kruznidC maju hodnotu aspiol vd’aka tomu, z&
je jednym z prvkov kruznic, ktoré tvoria tok. Hramymo kruznice su chordy, ktoré sudu
v M;, aleboM; a ich hodnota je prave 1. Ak je konkrétna chordidy vpotom jej ohodnotenie
velkosti 1 zabezpg 2-faktorQ,; a ak je MMy, potom jej ohodnotenie Vkosti 1 zabezp# 2-
faktor Q.. Z toho celkovo vyplyva, Ze tok jedite nikde nulovy. Ze ide celkovo o 4-tok sa
ukazelrahko. Kazda hrana ma mozdi@ysit’ svoju hodnotu o 1 prave trikrat (ak je Gaak
patri Q. alebo ak patrQ,x). Maximalne mozné ozdanie hrany je takto 3jze ide o nikde
nulovy 4-tok. Pre hrany s oz&enim viac ako 1 plati, Ze ich orient4cie u jedrgtth mnozin
cyklov su vzdy v jednom atom istom smere, pretodentacie 2-faktorovQi; a Qzx su
uréené orientaciolC. Kazda chorda ma oz¢enie 1 alen hrana na kruzniCi méze ma
vysSie oznéenie.

Nasledujuce obrazky demonStruju postup tvorby toktomto odstavci na 16
vrcholovom kubickom grafe. Kruznicu orientujememese hodinovych riciek a bez ujmy
na vSeobecnosti si vyberame 2-fakt®@y; aQ, 1. Obrdzok 3.2.2.1 zobrazujelavej casti
dany graf s Taitovym farbenim, ako aj orientacisanh2-faktorovQi, Q. a v pravejcasti
parenieM; (¢ervena farba), parenM, (modra farba), ako aj dominujacu kruzniCuzelena
farba). Obrazok 3.2.2.2 zobrazuj&avejcasti grafH; s Taitovym farbenim a orientovanym
2-faktorom Q) ; (orientécie su n#rveno a kazdd hrana 2-faktora ma priradené peeoj
¢islo), v pravejéasti grafGsz s odpovedajucimi si orientovanymi hranami patriaciaktoru
Q11 (vyzna&ené cerveno, kazdd hrana ma tiekslo — podla toho, ktord hrana H; jej
odpoveda). Obrazok 3.2.2.3 zobrazujelavej casti graf Hy, s Taitovym farbenim
a orientovanym 2-faktoromQ,; (orientacie su nmrveno akazda hrana 2-faktora mé
priradené prave jedndislo), v pravejcasti graf G3 s odpovedajucimi si orientovanymi
hranami patriacimi faktor@®, ; (vyzna&enécerveno, kazda hrana ma ti&klo — poda toho,
ktora hrana H, jej odpovedd). Obrazok 3.2.2.4 zobrazuj@avejcasti grafGz s orientaciami
hran zC (zelena farba)Q, 1 (Cervena farba) &, : (modré farba), v pravepasti vysledny graf
s orientaciami a ohodnoteniami hran.
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3.3 Dominujuca kruznica ako nehamiltonovska

Uvazujeme, Ze dominujuca kruzni€anie je hamiltonovska. To znamena, Ze existuju
vrcholy grafuGgs, ktoré nelezia na dominujucej kruzn@i Tieto vrcholy su prave tie, ktoré su
sitag’ou nejakej vidly. NaSou snahou bude tidjskde nulovy 6-tok v takomto grafe.
UvaZujeme, Ze kubicky graGs; ma bipartizujace parenidl. V dalSom texte budeme
potrebovd aj d’alSie parenie, ktoré budeme ozoea® M' . Definované je nasledovne:

Definicia 3.3.1 PéarenieM' je parenie mnoZinyG, - E(C) také, Ze grafG,-M' je
homeomorfny s hamiltonovskym kubickym grafd®) a zarové plati, zeM'n M =0.

Povedané inakiM' je parenie, ktoré ma podobné vlastnosti, ako bipgéice parenie.
Rozdiel je v tom, Ze pokryva len tie vrcholy, ktari@ si na dominujlcej kruzni€j, ¢ize tam
urcite nebude patfiZiadna chorda, ale len hrana, ktora tvori vidlalkGvo to vyzera tak, ze
toto pérenie obsahuje prave jednu hranu z kazdély.viPretoZze navySe aj plati, Ze
M'n M =0, potom plati, Ze toto parenie obsahuje prave jédanu z dvoch v kazdej vidle
(tretiu hranu vidly obsahuje vzdy bipartizujluce gréie M). Z tohto vyplyva aj to, Ze get
vSetkych takychto pareni v danom kubickom grGfeje prave 2 kder je paset vrcholov,
ktoré nie st na dominujacej kruzniCi V porovnani s bipartizujuacim parenim je rozdigles
ten, Ze graf, ktory je homeomorfnyG, —M ", nemusi by nutne bipartitny. Ale, samozrejme,
moze. Faktom je, Ze ak je gr&f (ktory je homeomorfny €&, —M") bipartitny, potom je
parenie M’ bipartizujuce. A naopak, ak je parenid’' bipartizujuce, potom je graG,
bipartitny. Postup Fadania nikde nulového 6-toku je iny v zavislostitotio, ¢i je graf G,
(ktory je homeomorfny €5, — M ") biparitny, alebo nie.

3.3.1 Homeomorfny kubicky graf nie je bipartitny

Uvazujeme, Ze gra®,, homeomorfny <G, - M', nie je bipartitny. Nikde nulovy 6-tok
grafu Gz ndjdeme potom tak, Ze zloZzime dva toky. Prvy hiiade 4-tok, ktory vSak bude
ma’ aj neorientované hrany s ozeaim 0. Budeme tom hovort’ ako ociastaznom 4-toku.
Pri tvorbe tohto ¢iastatného toku nam poslizi spomenuté paremiE a poznatky
z podkapitoly 3.2.2. GraGz ma dominujucu kruznic, nie je vSak hamiltonovska. Ak by
bola hamiltonovska, vedeli by sme z podkapitoly.8.84j$’ nikde nulovy 4-tok. Problémy
nam robia vidly, pretoZe len tie obsahuju vrchdiyoré sa na dominujucej kruzni€
nenachadzaju. Vyuzijeme vysSie definované paréhie ktoré obsahuje prave jednu hranu
z kazdej vidly. Zostrojime grab;, homeomorfny S5, —M ', ktory nie je potla predpokladu
bipartitny. Graf G; mé& tieZz dominujdcu kruznicu, nazveme @i . Tato kruZnica je
jednozn&ne ugkena kruznicou C. DOlezité ale je, Ze kruznic&C' je zarové aj
hamiltonovskou kruznicou grafG;. To preto, lebo odstranenie hran pareiia z grafuGs
zabezpéi, Ze vSetky vidly, ktoré boli v graf€s;, uz potom v jeho homeomorfnom graig
nie su, z kazdej vidly sa stanu dva vrcholy a abaakruzniciC'. Takto dostaneme gr&,,

ktorému vieme zostrajinikde nulovy 4-tok. P6jde vSak len o nikde nulaigok grafuG;,

28



ale nie grafuGs. Co sa tyka grafuGs, tomu vytvorimegiastany 4-tok. Pri procese, ke

budeme pomocou operacie 6pej k subdivizii grafu pretvéfagraf Gz na grafG;, si musime
zaznameng do ktorych hrarG; sa zobrazuje kazda z hran v gr&g. Potom, k&’ ndjdeme
(pomocou podkapitoly 3.2.2) nikde nulovy 4-tok gr&,, prenesieme orientacie a oZeaia
hran z tohto grafu do grafas, pod’a toho, aké hrany &, zodpovedaju akym hrananGs.

Vytvorenie Ciastainého 4-toku ukazeme teraz na priklade 24 vrcholovaibického
grafu, prostrednictvom troch obrazkov. Tvorbu nikddového 4-toku grafz; nebudeme

vizualizova’ podrobne, podrobne je to ukazané v podkapitol®3\2tomto pripade ukadzeme
len vysledok, teda samotny nikde nulovy 4-tok. Maaaku 3.3.1.1 sa nachadz#iavejcasti
priklad grafuGs; na ktorom ukazeme, ako sa vytvérastainy 4-tok. V pravejéasti sa
nachadza grafss, kde je ozn&na dominujuca kruznic& (zelena farba) a parenié’
(cervena farba). Na obrazku 3.3.1.2 sa nachadfavej casti graf G, s vyzn&enou

dominujucou kruznicolC' (zelena farba) adtslovanymi hranami (pre kazdd hranu prave
jednogislo), v pravegasti grafG; s dominujucou kruznico@ a aislovanymi hranami €islo

je tu priradené pre kazdu hranu padisla prislichajacej hrany v graf®;. Na obrazku
3.3.1.3 sa nachadza’avejcasti nikde nulovy 4-tok graf@; a v pravegasticiastany 4-tok
grafu Gs, vytvoreny pomocou nikde nulového 4-toku v gr&e. Pri tvorbe nikde nulového
4-toku grafuG; nie je potrebna len dominujuca kruzniCa, ale aj jej orientacia. Podobne

ako v predoslych prikladoch, budeme uvaZouge orientacia dominujlucej kruznicg je
v smere pohybu hodinovychdidiek.
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Pozrime sa nagiastainy 4-tok grafuGs. Vysledok vyzera celkom dobre, problém vSak
robia hrany, ktoré boli v pareril’ . Tieto sa v homeomorfnom grafé; nenachéadzaju

a ztoho dévodu maju v graf&; hodnotu 0 (a teda nema z#itiamysel uvazoua ich
orientaciu). Dociastaného 4-toku vstlpi druhy tok. Vyuzijeme skétog’, ze grafG; ma
bipartizujuce pareni® a plati, zeM' n M =/0V d'alSom texte budeme uvazowvgraf, ktory
je homeomorfny kG, —M a nazveme hél. Pre prefadnos je dobré opési ozndit hrany

homeomorfného grafu prave jednyiislom a hrany grafi@; ¢islami tych hran \H, ktoré su
odpovedajuce hranam v homeomorfnom grafe. TentbHjrma pre nas doélezitl vlastnos
obsahuje vSetky tie hrany, ktoré neobsahuje paretieprave kvéli tomu, zev'n M =/ 0
a teda po odstraneni hrhz G; tam tieto hrany ostanu. GrHifje kubicky a ma dominujicu
kruZnicu, utenu podla dominujucej kruznic€ grafu G;. Tato dominujuca kruznica grafd

je vSak aj hamiltonovska a teda je mozné mu tedfigppodkapitoly 3.1.1 uroBiTaitovo
farbenie a rozloZi ho na 2-faktoryQ; aQ,. DOlezity bude pre nas prave jeden 2-faktor, je
jedno,¢i si zvolimeQs, aleboQ,. Tento 2-faktor bude cyklicky orientovany a jeh@eataciu
bude utova® dominujuca kruZznica grafiH (v obrdzkoch budeme opauvazovd, Ze
orientcia kruZznice je v smere hodinovyckiéiek).Spomenuty 2-faktor obsahuje vSetky
chordy grafuH. PretoZe graH vznikol odstranenim hran od Gs, jeho chordami su kil
chordy grafuGs, alebocasti vidiel grafuGs (cag’ou vidly méme na mysli vzdy dve hrany
kazdej vidly — tie dve, ktoré nie suM). Z toho vyplyva, Ze kazda hrana, ktora boldv,
ma v 2-faktore ohodnotenie aj orientaciu.

Mohlo by sa zd§ Ze stai uz len spoji 2-faktor s¢iastainym 4-tokom a bol by to
platny vysledok, teda Ze by vznikol @; nikde nulovy tok. Nie je to mozné preto, lebo
niektoré hrany ¢iastaznom 4-toku maju opanl orientaciu, ako v 2-faktore. Hrany na
dominujucej kruznici su v poriadku, lebo tie sdiastaznom 4-toku vSetky, a tie, ktoré su aj
v 2-faktore, su orientované jednym a tym istym snerHrany, ktoré maja diastanom 4-
toku hodnotu 0 a su bez orientécie, ziskajiaka 2-faktoru aj orientaciu, aj ohodnotenie.
Nakoniec ostavaju hrany, ktoré su chordami gi@fu Pod’a podkapitoly 3.2.2 maju tieto

hrany ozn&enie prave 1. Ak by sme uvazovali, Ze kazda kr@&boitentovaného 2-faktora ma
velkos’ toku 1, mohlo by sa dtaze v pripade nerovnakej orientacie hratiastainom toku

a 2-faktore by sa toky zloZili do hrany Ikesti 0. Preto uvaZzujeme, Ze Il'kes’ toku

v kruzniciach 2-faktora je 2. Po tejto Uvahe jemuiZné zlozi navzajonxiastany 4-tok a 2-
faktor. Pretoze 2-faktor ma tok Rkesti 2, ide o 3-tok a zlozZenithastaného 4-toku a tohto
3-toku vznika nikde nulovy 6-toko je nasim ciom.

ZloZenie ciastainého 4-toku a 2-faktora je nasledovné: VSetky hraktoré sa
nenachadzaju v 2-faktore, ziskavaju orientaciu @dabtenie Ziastaného 4-toku. Pre
ostatné hrany plati, Ze ak maju rovnaku orientactiastainom 4-toku, i 2-faktore, potom
ziskavaju orientaciu z 2-faktora, ohodnoteniéiastainého 4-toku a navySe sa im zvysi
ohodnotenie o 2 (to preto, lebo su to hrany 2-flaktsu tam zahrnuté aj hrany, ktoré maju
v ¢iastatnom 4-toku ohodnotenie 0). No a pre hrany, ktor&igalo 2-faktora, ale nemaju
rovnaku orientaciu, ako &astainom 4-toku, ziskavaju orientaciu z 2-faktora a ataidnie
1. Ide vlastne o zloZenie toku kesti 1 zciastaného 4-toku a toku V&osti 2 z 2-faktora,
kvoli tomu je orientacia v smere 2-faktora &dk@st’ 1 vyplyva z rozdielu 2 — 1. Vysledkom je
nikde nulovy 6-tok.Ostava nam uk#izde su splnené oba body vety 3.1.4.1 a Ze ide&keit
o nikde nulovy 6-tok. VZzdy uvazujeme cyklickl ori@éaiu dominujucej kruZniceC, tato
orientacia zasahuje do tvorbiastainého 4-toku, aj 2-faktora, teda je orientovana ajkde
nulovom 6-toku, takZe bod 2 vety 3.1.4.1 pl@iastainy 4-tok obsahuje hrany s ozeaim 0
az 4. Potla podkapitoly 3.2.2 s hrany nikde nulového 4-tgkafu G, ozn&ené hodnotami

1, 2 alebo 3, p¢om hrany na kruznicC' su oznéené 1, 2 alebo 3 a chordy su o&@ ako
1. Pre graf3; to znamen4, Ze hrany @asu ozn&ené ako 1, 2 alebo 3 a zvysné ako 0 alebo 1.
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Ked tam pridame pdth vysSie uvedeného postupu 2-faktor, hrany tolktmfa sa zvySia o 2,

pricom Ziadna hrana neostane nulova. Potom hrany raikilC mézu mé& ohodnotenie od 1

do 5 a hrany mimo kruznic€ od 1 do 3. Takto je splnené, Ze ide o nikde nuléwpk

a navySe plati bod 1 vety 3.1.4.1, teda Ze kaZaidahs ohodnotenim nad 3 leZi na kruzZ@ici
Na d’alSich Styroch obrazkoch vizualizujeme bipartizej(marenieM, 2-faktor, jeho

ohodnotenie, jehodenenie do vysledného grafu, ako aj graf s vysledmykde nulovym 6-

tokom. Budeme poktava’ v tom istom grafe, na akom sméalali ¢iastainy 4-tok. Na

obradzku 3.3.1.4 sa nachadzdiavej ¢asti grafGs, v pravejcéasti sa nachadza bipartizujice

parenieM (ozna&ené ¢ervenou farbou, dominujdca kruzni€aje na zeleno). Na obrazku

3.3.1.5 sa nachadza’avejcasti grafH s vyzn&enou dominujucou kruznicou (zelena farba) a

oc¢islovanymi hranami (pre kazdu hranu prave jedtislo), v pravej casti graf Gz

s dominujacou kruznico€ a aislovanymi hranami <€islo je tu priradené pre kazdu hranu

pod’a ¢isla prislichajucej hrany v grafé. Na obrazku 3.3.1.6 sa nachadzéavejcasti graf

H s Taitovym farbenim a s 2-faktorom, vybrali sm&si(dany hranami s oztenimR a B).

ReSpektuje sa pritom orientacia dominujicej krugn@ v smere hodinovych uiciek.

V pravejcasti obrazku sa nachadza tento 2-faktor zobrazegmafe G3, pod’a toho, aka hrana

vH patri akym hrandm @;. Na obrazku 3.3.1.7 sa nachadzdavej casti graf Gs

s ohodnotenymi hranami. Sipky a modigla symbolizuju orientaciu a ozfemniaciasta:ného

4-toku, cervené Sipky &isla zasa orientaciu a ozmmia 2-faktoraQ;. V pravej casti sa

nachadza potom vysledny nikde nulovy 6-tok gi@su
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Obrazok 3.3.1.7

3.3.2 Homeomorfny kubicky graf je bipartitny

UvaZujeme, Ze graB,, homeomorfny <5, —-M"', je bipartitny, teda Ze parenM’ je
bipartizujuce. V tomto pripade postupujeme presikeidto, ako v pripade, Ze gr&f, nie je
bipartitny, az na jednu odliSnbsTato odliSnos je vtom, Ze grafuG; vytvorime nikde
nulovy 3-tok podla podkapitoly 3.2.1. Ostatny postup je uz potomlagieky s postupom
v podkapitole 3.3.1. Z toho dévodu uz len &t popiSeme, ako vytvorime nikde nulovy 5-
tok grafu Gz, strieny bude aj obrazkovy priklad. V celom postupe uyerhe cyklicku
orientaciu dominujacej kruznic@' . Grafu G, vytvorime podla podkapitoly 3.2.1 nikde
nulovy 3-tok, préom si pri tvorbe grafus, paméatame, aka hranaG, pripada akym hranam
v Gs. Potom vytvorime z nikde nulového 3-toku gr&y ciastany 3-tok grafuGs. Teraz
vyuzijeme bipartizujuce pareni®l. Vytvorime grafH, homeomorfny G, - M (op& si
pamatame, aka hranaHv prislicha akym hranam @3). V nom urobime Taitovo farbenie
a zvolime si prave jeden 2-faktor, ktory &hae s nikde nulovym 3-tokom. Podobne aj tu je
orientacia hran 2-faktora ¢ena orientaciou dominujucej kruzni€ea hodnota toku v hranach
je rovna 2. Takto sme dostali poskladartiastainého 3-toku grafi; a zvoleného 2-faktora
nikde nulovy 5-tok. Je tomu tak preto, lebdiastaznom 3-toku su hrany oztené ako 0, 1
alebo 2, a k& tam pridame zvoleny 2-faktor, m6Zzu sa hranycgifao 2, teda potom je
oznaenie hran od 0 do 4. NavySe vieme, na zaklade popisodkapitole 3.3.1, Ze kazda
hrana, ktord ma ¥astainom 3-toku hodnotu 0, ziska'aka 2-faktoru orientaciu a hodnotu 2,
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teda tok bude nenulovy. Z toho vyplyva, Ze vysledike nikde nulovy 5-tokd je aj nikde
nulovy 6-tok, ako sa uvadza vo vete 3.1.4.1). Daijdica kruZniceC je cyklicky orientovana
a len hrany na tejto kruznici mézu dosiatimznaenie vé&Sie ako 3. Z toho vyplyva, Ze veta
3.1.4.1 plati aj pre tento pripad.

V nasledujucom priklade ukazeme tvorbu nikde nutové-toku na 10 vrcholovom
kubickom grafe. Na obrazku 3.3.2.1 sa nachadfavej casti graf G;, v pravejcasti sa
nachadza grafG;, kde je ozn&na dominujuca kruznic&€ (zelena farba), pareni#’
(Cervena farba) a parenid (modra farba). Na obrazku 3.3.2.2 sa nachadiave] casti
Ciastainy 3-tok grafuGz a v pravefasti sa nachadza nikde nulovy 5-tok gr@f.
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Kapitola 4

Suvis s hypotézou dvojiteho
pokrytia cyklami

4.1 Hypotéza dvojitého pokrytia cyklami

Hypotéza 4.1.1(Hypotéza dvojitého pokrytia cyklami [4]V kazdom bezmostovom grafe G
existuje mnozina cyklov S taka, Ze kazda hranauggapatri prave dvom prvkom mnoziny S.
Inymi slovami, kazda hrana grafu G je pokryta prdvema cyklami z S.

Zaoberame sa kubickymi grafmi, ktoré maju dominujlicuznicu. Potla podkapitoly
2.2 plati, Ze kubicky graf s dominujacou kruZznicoem& most. Takto plati predpoklad
hypotézy 4.1.1 a pdid nej teda existuje spomenutd mnozina cylgoke kazda hrana grafb
patri prave dvom prvkom mnozing Hlavnym predmetom tejto kapitoly bude dékaz
nasledujucej vety. D6kaz bude demonstrovany ajrikdaple jedného konkrétneho grafu.

Veta 4.1.1[4] Nech G je kubicky graf s dominujucou kruznicou C. Ak maf @3 dve
dizjunktné bipartizujuce parenia, potom mévojité pokrytie cyklamistcycle double cover)
S také, zeCOS;.

K vete 4.1.1 je nevyhnutné uviedve definicie. Ide o pojmy cyklus (cyclek#DC.
Vo vSeobecnosti sa pod pojmom cyklus chape kruanigafe. V tejto celej kapitole budeme
pod tymto pojmom chagdo, ¢o je uvedené v nasledujlcej definicii.

Definicia 4.1.1 Pojem cyklus uvedeny vo vete 4.1.1 definujeme abagpaf grafuG, ktory
ma vSetky stupne parne. Je to podobné s eulerovpkygigrafom, rozdielom ale je, Ze tento
podgraf nemusi kysavisly. Inymi slovami, cyklus uvedeny vo vete.4.Je podgraf grafi
taky, Ze kazdy jeho komponent je eulerovsky.

Definicia 4.1.2 k-Dvojité pokrytie cyklamik-CDC (k-cycle double cover) je mnozina
cyklov grafuG taka, Ze pre kazdu hranu graduplati, Ze je prave v dvoch cykloch z tejto
mnoziny cyklov.

V zmysle definicii 4.1.1 a 4.1.2 sa da zadanie vielyl vysvetli nasledovne: Mame
dany kubicky grafGs a naSou uUlohou je ndlj$ podgrafov takych, Zze kazdy vrchol tohto
podgrafu ma parny stupejeden z podgrafov je dominujlica kruzniCaa pre kazdu hranu
grafu Gs plati, Ze patri prave dvom tymto podgrafom. Dékaty 4.1.1 je popisany
v podkapitole 4.2.2. Ide o konstruktivny dékaz alggkom bude n4jdenie spomenutého 5-
CDC v kubickom grafe. Vysledkom bude vSak aj €&t iné. Postupom v ddkaze vety 4.1.1
sa najde zaroweaj cyklovy rozklad v prislusSnom eulerovskom gré& T) taky, Ze Ziadne
dve po sebe idlce hrany v eulerovsktahu T nebudu z toho istého cyklu. O tomto hovori
hypotéza 2.3.1 a vysvetlené to bude v podkapit@e 4
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4.2 Dve dizjunktné bipartizujuce parenia a 5-CDC

4.2.1 Popis triedy kubickych grafov pre 5-CDC

Dbkaz vety 4.1.1 vychadza z eulerovského gr&uT), z ktorého sa vytvori grafcg,
C). Oba tieto grafy a spojitésnedzi nimi su popisané v kapitole 2. Gr&f T) je eulerovsky
graf, ktory ma vrcholy stufa iba 4 alebo 6. Pismenomje ozn&eny eulerovskyah. Graf
(G3, C) je kubicky graf s dominujucou kruznicdlia je vytvoreny z grafu@, T) algoritmom
2.3.1. Hovorime, Ze grafGg, C) je zdruzeny s grafomG T). 5-CDC budeme teda rabi
a demonstrowaiba na triede tych kubickych grafo®4, C), pre ktoré existuje eulerovsky
graf G, T) taky, Ze Gs, C) je zdruzeny s grafonG T).

4.2.2 Néajdenie 5-dvojitého pokrytia cyklami

Zaginajuc grafom G, T) vytvorime podla algoritmu 2.3.1 grafGs, C), ktory je
zdruzeny s tymto grafom. Vytvorime gi@f, ktory ziskame z grafGs tak, Ze zdvojnasobime
tie hrany grafuGs, ktoré nepatria dominujucej kruznici. Péjde tedaSetky hrany, ktoré su
chordami a vidlami v graf&;. Graf G* sa takto stane eulerovskynCagrafuGs bude aj jeho
dominujucou kruznicou. NaSou ulohou bude zostrdjra eulerovské orientované podgrafy
D: aD, grafuG®. Po zostrojenD; aD, budeme uvazovadva rozklady na cykly. Prvy cyklus
bude vytvoreny z podgraf, n D, adruhy cyklus z podgraf®, - D, n D,. PodgrafD;
zostrojime pomocou bipartizujticeho pareMa kdei = 1, 2. Najprv vytvorime gra®s",
ktory je homeomorfny s grafors;s — M. Graf G5" je bipartitny, zoho vyplyva, Ze ma
orientovany podgrabs taky, Ze susedné hrany dominujlcej a zatoaieHamiltonovskej
kruznice C” (ktora koredponduje s dominujicou kruZnicGugrafu Gs) sU orientované
striedavo, raz v sthlasnom smere (smeruju obe al@Eho vrchola) a raz v nesuhlasnom
smere (smeruju obe do spahe@ho vrchola). Je tomu tak preto, lebo kruirm%\mé parny
poset hran. Ostatné hrany (neleziace Gid) grafu G su tiez v podgraf®;". Pre kazdu
takuto hranu plat| Ze prave jeden z jej dvoch bU?Ch vrcholov je taky, Ze ddo smeruju
hrany kruzniceC" a jeden taky, Ze hrany kruzni€& smerujt z neho. Orientacia tychto hran
je potom jednoznime ukena — ide z vrchola, do ktorého hrany kruzr@deésmerujt, smerom
do druhého vrchola. ZjednoduSene povedané, ididogjazsmerom k Ustiu.

V d'alsom kroku prevedieme orientaciu hran podgi2dtl na grafG*. Vznikne nam tak
podgraf grafuG" atento budeme oz¢mva’ D;. Pri prevadzanl je treba davpozor na to, Ze
jedna hrana ;") moze prislich@viacerym hranam G*. To zavisi od toho, do akej miery
sa hrany skratili pri operacii opaej k subdivizii hrany, k& sa graf Gz prevadzal na
homeomorfny grafss"). Po prevedeni je eSte potrebné zab&Zperientaciu hran grafG”,
ktoré vznikli zdvojenim hran leziacich mimo domiacgj kruznice. Ak ide o hranu, ktora
nebola v bipartizujacom pareM; grafu G, t.j. jedna z dvojice tychto hran je orientovana v
Di, potom druha z tychto hran ziskava orientaciuwnakom smere, ako prva hrana z dvojice.
Ak ide o hranu, ktora bola v bipartizujicom paréi t.j. ani jedna z dvojice hran nema
orientaciu vD;, potom tieto hrany ziskavaju orientaciu v podoly&ic dizky 2, t.j. su
orientované tak, Ze tvoria cyklus. Takto mame vigw@ oba grafyD; aD,, ktoré su
podgrafmi grafuG’. Ide o orientované eulerovské podgrafy.
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V dalsSom kroku uvazujeme dva grafy. Prvy z nichDg, :=(A(Dl N D2)> a druhy
z nich jeD, :=<A(Dl - DL2)>. MnoZinaA je mnozina orientovanych hran (arcs). Prienikom
grafovD; aD; su tie orientované hrany, ktoré patria obom grafBoedielom grafD; aD; »
su tie orientované hrany, ktoré sa nachadzdpj,\ale nie vD; . Oba tieto grafy, teda grafy
D:.a D,, st podgrafy grafG" a st to cykly. Pozrime sa teraz bliz&ie,plati o grafoctD; ,
a D,. Pre kazdy vrchok, ktory ma v grafeG" stupe 6 plati, ze kazdy z grafoR; , a D,
obsahuje prave dve zo Styroch orientovanych hrémé kprislichaju prienikuv, 0 M, aE,.
Je tomu tak preto, lebo ide o vrchol, ktory mavugrafe G, T) stupé 6, pri transformécii na
graf Gz sa z neho potom stala vidla gra®g4 (obrazok 2.3.2). AM;, aj M, obsahuje prave
jednu hranu z tejto vidly. No a pretoZe pri premgrefuGs na grafG’ sa tieto hrany z vidly
zdvojnasobili (nelezia na dominujucej kruznicile id Styri hrany a to su prave tie hrany — dve
z M; adve zM,. VSetky tieto hrany si samozrejme navzajom rozZtwySna jedna hrana
z vidly v grafeGs, resp. dve v graf€" nie st v ani jednom z pareni a z toho dévodu galc

obe tieto orientované hrany prave v jednom z gré&fgyaleboD, . Z tohto vyplyva, Ze ak ma

vrchol x stupéi 4 v jednom z grafo; , alebo D,, potom dve zo Styroch orientovanych hran

susediacich g su parelelné orientované hrany (a sice vo zdvpjerame, ktora nepatri ani

jednému bipartizujGcemu pareniu). Vo v3eobecnadtima vrcholx stupé 4 v D1, (D,),

potom ma stupe2 v D, (D1,) prave vtedy, ké xDV(G*)—V(C). V pripade, Ze ma vrchal

stupa 4 axDV(C), potom ma stupe4 prave v jednom z grafd; , aleboD,. Ak plati, Ze

xDV(C) a vrcholx nie je susedny so 6 stgvym vrcholom vG*, potom ma bdi stupei 2

v oboch z grafo\D; », D, alebo ma stuge4 prave v jednom z nich a v druhom nema Ziadne

zastUpenie. Zavisi to od bipartizujucich pardii a M,. V pripade, ZexDV(C) anie je

susedom 6 stugového vrchola VG', tak to znamena, Ze tento vrchol je susedny sdchor

v Gs. Ak jedno z bipartizujucich pareni tuto chordu alngjie, potom nastava prvy pripad, teda

Ze vrcholx ma stupa 2 v oboch grafoctD;, , D,, v op&nom pripade méa stupet prave

v jednom z nich a v druhom nie je zastlpené. Peefddti, zeM, n M, =0, potom z toho

vyplyva, Ze v pripade dvojstiipvého vrcholax v jednom z grafoD; » , D, patri nanajvy3

jedna orientovan& hrana obsahujlca vretaminujucej kruznicC.

V&etky predoslé tuvahy o grafo€h , a D, vedi k nasledujicim vysledkom:
a) D:, (D,) je buf mnozina kruznic, alebo je homeomorfny s 2-direguyld

digrafom D, , (D,), ktorého kazdy vrchol je susediaci s parom pamd
orientovanych hran. Pre Uplnp®-diregularny digraf je graf, ktory ma vSetky

vrcholy stupia 4 ado kazdého vrchola vchadzaju a z kazdéhooblach
vychadzaju prave dve orientované hrany.

b) Ak D1, (D,) nie je mnozina kruznic, potoi@;, (D; ) je bipartitny graf.

C) Z a) a b) vyplyva, Ze kazdy z graf® , a D, ma cyklovy rozklads; , a S, do
najviac dvoch paralelnych tried. To znamena, Zelfazcyklovych rozkladov
Si»a S, sa da rozdelido dvoch tried tplne dizjunktnych cyklov.

Kazdy z grafovD;, a D, ma teda dva cyklové rozklady. Délezité je tu préweaby
v pripade, ak sa v graf@; , aleboD, nachadzaji obe orientované hrany v nejakej zdepjen

hrane (mame na mysli zdvojen( hranu, ktora vznpiiazostrojeni grafuG" z grafu Gs),
potom tieto orientované hrany musia patrbznym cyklovym rozkladom. Mame dva
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podgrafy grafuG"™ aoba maju dva cyklové rozklady. Dovedna mameotakt cykly.
Upozomujeme na to, Ze tieto cykly su cykly v zmysle difie 4.1.1, konkrétne je kazdy
cyklus zjednotenim dizjunktnych kruznic. Pojem jdikktné kruznice* chapeme ako
kruznice bez prieniku na hranach. NaSinfa@me v tejto podkapitole bolo ukazaze kubicky
graf Gz ma 5-CDC. Z grafuG’, vktorom mame rozklad na 4 cykly, ho vytvorime
jednoducho: Kazdu zdvojenu hranu premenime na jédaou. Takto sa stane to, Ze kazda
chorda grafuGs, ako aj vSetky tri hrany kazdej vidly ®; buda patti prdve dvom cyklom.
Kazda hrana dominujucej kruzni€ bude prostrednictvom 4 tychto cyklov pokryta prave
raz. AvSak, aj intuitivne, aj pdd vety 4.1.1, piatym cyklom (ktory je vlastne jedno
kruZnicou) bude samotna dominujuca kruzr@calakto plati togo uvadza veta 4.1.1: Kazda
hrana grafuG; je pokryta prave dvoma r6znymi cyklami, tych cykie 5 a jednym z nich je
dominujuca kruznic&.

4.2.3 Poznamka k originalnemulanku

V ¢lanku [4] sa vyskytuje dbélezita nezrovnalosterminoldgii. Ide o pojem ,cycle.
Tento pojem sa v te6rii grafov pouziva v rdznyctzngmoch. Tu sa pouZiva vo vyzname
definicie 4.1.1, ale aj vo vyzname pojmu ,kruzniclevhodné je ¥lanku prave to, Ze sa to
zlieva, raz sa tam ma na mysli jedno, inokedy draiki@kaz na stranach 79 az @anku [4]
sa kvoli tomu zle chape.

Viaceré tvrdenia su pri korekthom chapani sloveclgly nepravdivé, ale opraviteé.
Termin ,dominating cycle“ tu figuruje vo vyznamerdmujlcej kruznice. V tomto dékaze by
bolo vhodnejSie pougitermin ,dominating circuit®. Termin ,circuit* jedijasnejSi — ide totiz
prave o kruznicu. Termin ,circuit* by bolo vhodnérzent’ aj v pripade bodov a) a b) na
strane 80 spominanélianku. Nejedna sa tam totiz o mnozinu cyklov v zimydefinicie
4.1.1, ale o mnozinu kruznic. Termin ,cycle* togiigslicha grafonD; > a D,. No a napokon

v bode c) by bolo vhodnejSie nahragiosledné slovo tiez terminom ,circuit*, ndko ide
0 mnozinu uplne réznych kruznic, a nie cyklov.

4.3 Suvis so Sabidussiho hypotézou kompatibility

Sabidussiho hypotéza kompatibility je uvedenéa algpdtéza 2.3.1. Hovori o tom, Ze ak
je eulerovsky gra6 suvisly, plati, Zeﬁ(G) > 2 aT je eulerovskyah grafuG, potom existuje
cyklovy rozkladS grafuG taky, Ze préubovd’né dve po sebe iduce hrany plati, Ze patria
do rozdielnych prvko\S. Takyto cyklovy rozklad ozriajeme potom ako cyklovy rozklad
kompatibilny sT. Dékaz vety 4.1.1 uvedeny v podkapitole 4.2.2 ipsal nielen dvoijité
pokrytie hran piatimi cyklami kubick(vého gra€ss vytvoreného z grafuQ, T), ale aj cyklovy
rozklad grafu G, T) kompatibilny sT. Co sa tyka grafuG, T), sme obmedzeni neroviiami
J(G) >2a4d< A(G) < 6. Kazdy vrchol méa stuped alebo 6 a pre tuto triedu grafov je mozné
pomocou bipartizujucich pareni urélmyklovy rozkladS kompatibilny sT.

Postup je rovnaky, ako v pripadé¢adania 5-CDC na kubickom grafe vniknutého
z grafu G, T). Rozdielom je, Ze neuvaZzujeme v tomto pripade idojicu kruznicu ako
cyklus (ale iba 4 cykly vzniknuté z grafd; , a D,). Dolezitym rozdielom je aj to, Ze na
konci odstranime v graf&” pokrytom 4 cyklami v3etky zdvojené chordy a v3etklyojené
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vidly, ktoré vznikli pri premene grafu3, T) na grafGs (tie sa potom eSte zdvojili pri premene
na grafG"). Vlastne urobime ogaé operéacie, ako s popisané v algoritme 2.3.Jlstdeme
op& graf G, T). Z konstrukcie dokazu vety 4.1.1 a skirtosti, Zze grafyD;, a D, sa daju
rozdelt’ na dve triedy Uplne dizjunktnych kruznic vyplyva, Ziadne dve po sebe idldce hrany
v eulerovskomtahu nebudu z jedného a toho istého cyklu. Zardwede plati, Ze kazda
hrana eulerovskéhéahu T bude pokrytd4 prave jednym cyklom. Takto je potofadany
cyklovy rozkladS zjednotenim vSetkych Styroch cyklov — dvoch z giaf » a dvoch z grafu

D,.

4.4 Ukazka na konkrétnom priklade

Dbkaz vety 4.1.1, 5-CDC kubického grdB4 a cyklovy rozkladS grafu G, T) teraz pre
lepSie pochopenie ukdZzeme na priklade konkrétnehfu.gP6jde o graf znamy z obrazku
2.3.5, resp. 2.3.6, pretoZe je vhodny na tert. (Graf G, T) je eulerovsky s eulerovskym
tahomT, ma vrcholy len stuga 4 alebo 6, nema priliS Rke®@ mnozstvo vrcholov a ma aj jeden
vrchol stupa 6.

Na obrazku 4.4.1 sa nachadza gfaf T) s oznagenim vrcholov a eulerovskéiahuT.
Poradie toht@’ahu utuju ¢isla pri jednotlivych hranach. Na obrazku 4.4.2 Javejc¢asti graf
Gs. Zelenou farbou je vyziana dominujaca kruznidg, ¢ervenou je vyzngené bipartizujace
parenieM; a modrou farbou bipartizujice pareMe. V pravejcasti tohto obrazku je gr&".
Na obrazku 4.4.3 saliavejcasti nachadza gr&s;", ktory je homeomorfny s grafofs — M
spolu s orientovanym podgrafoB™. V pravejcasti je grafGs'?, ktory je homeomorfny
s grafomG; — M, spolu s orientovanym podgrafoby'?. PodgrafyDs") a Ds® sti nazn&ené
Sipkami. Na obrazku 4.4.4 salavej ¢asti nachadza podgrdd;. Je vyzna&eny Sipkami.
V pravej¢asti sa nachadza podgids, tiez vyznaeny Sipkami. Ide o podgrafy gra@i”. Na
obrazku 4.4.5 sa Kavejcéasti nachadza podgrék . Je vyznaeny Sipkami. V pravejasti sa
nachadza podgrdD,, tiez vyznaeny Sipkami. Ide o podgrafy gra@i’. Na obrazku 4.4.6 sa

v lavej ¢asti nachadza podgréf; », aj s vyznaenymi rozkladmi na kruznice. Prvy rozklad
podgrafuD; , je ozng&eny ¢ervenou farbou a zaie dve kruznice, prva z nich je dana bodmi
B’, B”, C', C”, A", A’ adruha z nich je dana bdmi F’, F", E’, E', E*, H", H', I, I
Druhy rozklad podgraflD;» je ozn&eny zelenou farbou atvori ho prave jedna kruZnica
uréena bodmi A’ I, I, G', G”, E”, E”, E*, D“, D', A“. V pravej &asti obrazku 4.4.6 sa
nachadza podgraD, aj svyzndenymi rozkladmi na kruznice. Pretoze podgraf

neobsahuje Ziadne paralelné orientované hrany vgerdych chordach alebo vidlach, ma len
jeden rozklad a aj ten tvori prave jedna kruZnic@né bodmi B*, B, E', E, E*“, C*, C/,

D“, DY, H', H", G, G', F*, F'. Kruznica je ozn atenacervenou farbou. Na obrazku 4.4.7 sa
nachadza Vavejcasti grafGz s 5-CDC. V naSom priklade post@i na dvojité pokrytie hran

4 cykly. Dva cykly st z podgraflD;, jeden je z podgrafD, ajeden cyklus tvori
dominujuca kruznic&. Farby, ktorymi su cykly zafarbené, su zelena (mhadca kruznica),
gervena (zD1), modra (zD1,) a oranzova (D,). V pravejéasti obrazku 4.4.7 sa nachadza

graf G, T) s cyklovym rozkladong kompatibilnym sT. Cyklovy rozkladS tvoria spominané
dva cykly z grafuD; » (jeden ma dve kruznicecéervend farba, druhy jednu kruZnicu — zelena

farba) a jeden cyklus z grafd, (jedna kruznica — modra farba).
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Obréazok 4.4.1

Obrazok 4.4.2
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Obrazok 4.4.3

Obrazok 4.4.4
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Obrazok 4.4.7

Na obrazku 4.4.7 vidime vysledok. G&f je pokryty nanajvys piatimi cyklami tak, ze
kazda jeho hrana je pokryta prave dvoma z tychkdogy Graf G, T) je pokryty cyklami tak,
Ze prelubovdné dve po sebe idldce hrany v eulerovsktahu T plati, Ze sa nachadzaju
v réznych cykloch.
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Kapitola 5

Hypotezy o bipartizujucich
pareniach

Najdenie dvoch dizjunktnych bipartizujacich parenéd poda kapitoly 3 a kapitoly 4
urcitl motivaciu. Ich najdenie znamena mozhasobi’ v grafe nikde nulovy 5-tok a rozlazi
graf na 5-CDC. Osobitné postavenie maju Specialiécké grafy — snarky.

Definicia 5.1([3]) Snarkje suvisly bezmostovy kubicky graf a jeho chromlatiindex je 4.

Povedané inak, ide o suvisly bezmostovy kubickyf,gkeorého hrany nie je mozné
zafarbt’ troma farbami tak, aby pre kazdy vrchol potomifdate vSetky tri hrany, ktoré su
s nim incidentné, maju rdéznu farbu.

5.1 Pévodna Hypotéza o bipartizujucich pareniach

Hypotéza 5.1.1(Hypotéza o bipartizujucich pareniach; Bipartizimgtchings conjecture [4])
Ak je graf G snark s dominujlicou kruznicou C, potom obsahugedixjunktné bipartizujice
parenia.

Hypotéza 5.1.1 hovori otom, Ze ak si zoberiefnbovd’ny snark, kde najdeme
hocijakl dominujicu kruznicu, tak vzdy bude platze tam vieme n&jsdve dizjunktné
bipartizujuce parenia. Tato hypotéza bola vyvratendanku [6]. NaSiel sa konkrétny
kontrapriklad. Teda nasiel sa snark, v ktorom gdaukonkrétna dominujlca kruZnica takym
spbsobom, Ze nebolo mozné tiaghve dizjunktné bipartizujuce parenia. O kontrajadie,
teda najdeni vhodného snarku ajeho vhodnej dobniejijkruznice, sa podrobne uvadza
v ¢lanku [6]. Je tam podrobne popisana konstrukcigotgjnafu, dokaz, Ze neobsahuje dve
dizjunktné bipartizujuce parenia a v zavere je evgdaj obrdzok zobrazujuci dany snark.
Tento snark mé 68 vrcholov.

V tejto kapitole uvedieme z konStrukcie kontrapdd len obrdzok snarku
predstavujuceho kontrapriklad ku hypotéze 5.dldnpk [6], strana 10). ZvySok tejto kapitoly
sa budeme zaoberaZ len zmenenou Hypotézou o bipartizujacich paemi
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Obrazok 5.1.1
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Na obrazku 5.1.1 sa nachadza kontrapriklad k hgpo8&1.1. Dominujluca kruznica je
vyznaena nahrubo, resp. ide o kruznicu neobsahujucwiych ads.

5.2 Zmenena Hypotéza o bipartizujucich pareniach

Hypotéza 5.2.1(Zmenendé hypotéza o bipartizujicich pareniach [§§zdy kubicky graf ¢
ktory je snark, ma aspgednu dominujucu kruznicu C takd, Ze gra,(G) ma dve dizjunktné
bipartizujace parenia.

Hypotéza 5.2.1 je o podstatne slabsSie tvrdenie,gkmtéza 5.1.1. Hovori, Ze v grafe
existuje aspd jedna dominujluca kruznica taka, Ze graf ma prievgbtejto kruznice dve
dizjunktné bipartizujuce parenia. Poévodna Bipantizimatchings conjecture hovorila, ze
spomenuté dve parenia existuju pre kazdu takatoimdgdtu kruznicu. Experimentalnou
cag’ou prace je napisaprogram, ktory tuto hypotézu overuje pre nejakékkétne grafy.
Podrobny popis vstupov, programu, pouzitych alguoit, ¢asovej zloZitosti, vystupov
a vysledkov sa nachadzalalSom texte prace.
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Kapitola 6

Experimentalna ¢ast’ prace

V nasledujucej kapitole je popisana experimentalfes prace. V skratke ide
o testovanie hypotézy 5.2.1 na konkrétnych grafpgmocou péitacového programu.
V dalSom texte sa nachadza popis vstupnych dat alpayrpopis metdéd a postupov pri
tvorbe programu. \@alSom texte bude pojem ,dve dizjunktné bipartizejEarenia“ das
frekventovany, pre préadnos ho budeme ozrava’ skratkou 2DBP.

6.1 Cid’ experimentu

Ciel'om experimentu je prevérido akej miery je pravdiva hypotéza 5.2.1. Jémie
pravdepodobné, Ze sa ju nepodari vyvratakd’ko ide o slabé tvrdenie. $fandjq’ totiz pre
dany graffubovd’nd dominujicu kruznicu, pre ktord ma graf s toutmzkicou 2DBP.
Predpokladom ale je, Ze sa vyskytnu grafy, ku ktosa najde dominujdca kruZnica taka, ze
sa 2DBP nenajdu¢ by znamenalo, Ze dany graf je kontraprikladonypokéze 5.1.1). Tieto
grafy a ich dominujuce kruznice potom preverimerpbdejSie — budeme sa snanijs’ im
iné dominujuce kruznice, ku ktorym sa uz potom n&®BP.

Overova hypotézu 5.2.1 budeme pomocou programu na isteZnen grafov, ktoré
budu popisané v podkapitole 6.3. Najprv popiSem&ienku algoritmu na overenie hypotézy
5.2.1, myslienku Padania dominujucich kruznic, myslienkurakania 2DBP. Potom
popiSeme, ako sme tieto myslienky realizovali poouogrogramu.

6.2 Popis vstupnych dat

Vstupnymi datami su snarky s cyklickou suvisims aspé 4, obvodom aspp 5
a patom vrcholov najviac 30. Tieto zoznamy snarkov skonstruované pomocou
Brinkmannovho algoritmu z prace [1] aziskané odfgsora Brinkmanna. Pri tvorbe
programu sa vzdy predpokladd, Ze ide prave o Vistiopy a je napisany na&el spracovania
tychto suborov. Grafy na vstupe maju niBko d’alSich vlastnosti, ktoré sa vyuzivaju pri
tvorbe programu. Prvou je fakt, Ze Ziaden z grafeméa hamiltonovski kruznicalsim
faktom je, Ze sa v grafe nenachadza Ziaden trajihaini Stvorec, t.j. Ziaden graf neobsahuje
podgrafKs, ani G = ({ 1234};{(12),(23),(34),(41)}). Vstupnymi stbormi st stbosx c4.c,
kde x = {18,20,22,24,26,28,30}. Premenn& ozn&uje paet vrcholov grafu.

Format vstupu je nasledovny:
1. riadok: ozn&enie grafu {islované su prirodzenyndislami z&inajuccislom 1)
2. riadok: mnoZzina prvych susedov kazdého vrchdkde<€islo riadku znamena, Ze ide
o prvého susedateho vrchola
3. riadok: analégia s druhym riadkom — mnoZina glelhsusedov kazdého vrchola
4. riadok: analdgia s druhym riadkom — mnozinadhesusedov kazdého vrchola
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Pre kazdua hodnotu premenmxge paet grafov v subore iny, pre zvySujucexsastie aj
pocet grafov. Pre 18 ide o 2 grafy, pre 20 ide o Gayapre 22 ide o 20, pre 24 ide o 38, pre
26 ide 0 281, pre 28 ide 0 2901 grafov a nakoniec3p vrcholové grafy ide o 28400 grafov.

6.3 Popis vystupnych dat

Grafy sU popisané prirodzenyriislami od 1 do nanajvys 30, vymenovanim mnozin
susedov. Vystupnych dat bude viacero. Ako sa pifalSom texte, program mozno rozdeli
na dve véSie ¢asti: na najdenie dominujucej kruznice v grafe, amac konsStantny paet
vidiel a na njdenie 2DBP za predpokladu, Ze maaestupe dominujucu kruZnicu. Z tohto
poladu budu vystupnymi datami v prvom rade suborytovykch bude k popisu grafu
pridany aj popis dominujucej kruZnice a v druhomeratbory, v ktorych budu pre kazdy graf
vymenované 2DBP, alebo informéacia, Ze sa takatojicopareni nenasla. V pripade
dominujucich kruznic bude dbélezity ajdm vidiel, ktory bude dany graf mapreto pre jeden
graf bude vzdy viac vystupov s ngjdenymi dominujtidiruZznicami.

Format vystupného suboru, ktory ma na vystupe Emidujicu kruznicu ku danému grafu,
bude md tento formét:
1. riadok: ozn&enie grafu {islované su prirodzenyndislami z&inajuccislom 1)
2.riadok: paéet vrcholov grafu, kvoli zjednoduSeniudi@nia
3. riadok: mnozina prvych susedov kazdéeho vrchakae<islo riadku znamena, ze ide
o prvého susedateho vrchola
4. riadok: analdgia s tretim riadkom — mnozina galhsusedov kazdého vrchola
5. riadok: analdgia s tretim riadkom — mnozZinai¢tesusedov kazdého vrchola
6. riadok: dzka dominujucej kruznice
7. riadok: popis dominujucej kruZnice — postughasholov, dva po sebe iduce vrcholy
su vzdy susedné a susedny je potom aj prvy s pogiedrcholom
Format vystupného suboru, ktory ma na vystupe n&@DBP (jeho vstupom je graf s danou
dominujucou kruznicou), ktoré sa nasli, je naslegov
1. riadok: ozné&enie grafu
2. riadok: napis ,Dominujuca kruznica:, potom \twa@irke uvedena jejidka ad’alej jej
vrcholy, ktorymi je uéena
3. riadok: napis ,Prve bipartizujuce parenie:*”
4. riadok az (3 +n)-ty riadok: Po riadkoch vymenované prvé bipartimg parenie,
v kazdom riadku je jedna hramaje paiet hran tohto parenia
(4 +n)-ty riadok: napis ,Druhe bipartizujuce parenie:*
(5 + n)-ty az (4 +n + m)-ty riadok: Po riadkoch vymenované druhé bipajtizea
parenie, v kazdom riadku je jedna hramge paet hran tohto parenia
(5 +n + m)-ty riadok: kvali prefiadnosti prazdny riadok
Format vystupného suboru, ktory ma na vystupe 2B#¢é sa nenasli, je nasledovny:
1. riadok: ozn&enie grafu
2. riadok: napis ,Dominujuca kruznica:*, potom \ta@rke uvedena jejidka adalej jej
vrcholy, ktorymi je uéena
3. riadok: napis ,Pre tento graf a dominujucu kiaarsa nenasli ziadne 2DBP."
4. riadok: kvoli preliadnosti prazdny riadok

Vystupné data mézu maaj ind podobu. Je pravdepodobné, Ze sa najde ynejak
kontrapriklad ku hypotéze 5.1.1 a tento graf samobude skumadalej, nakdko to bude
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kandidat na vyvratenie hypotézy 5.2.1. Z toho potgdu ajd’alSie, dodaténé vystupy. Ich
popis bude potom Specifikovany v prislusnej podicigi

6.4 Algoritmus na overenie zmenenej BMC

Ku grafu na vstupe potrebujeme najprv famgominujucu kruznicu. Problém jej
hradania je sam o sebe obtiazny aje vysvetleny podros podkapitole 6.5. Potom, ke
mame graf a k nemu dand dominujicu kruznidiaddame 2DBP. Podrobne je tento postup
popisany v podkapitole 6.6.

6.5 Algoritmus na najdenie dominujucej kruznice

Ako uz bolo spomenutélada’ hamiltonovskd kruznicu vo vstupnych grafoch nedreb
pretoZze vieme, Ze ani jeden graf takato kruZniam&ele preto nutné naczatku uvazové,

Ze ma graf nejaké vidly, ktoré sa z tohto grafutigasa (odstrani sa vrchol, ktory je ,cipom*
vidly, ako aj jeho traja susedia), vtomto odstréome grafe sa najde hamiltonovské kruznica
a nakoniec sa tejto kruznici pridaju odstranenéeic (pre kazdu vidlu tri — ,cip® vidly sa
neprida, len jeho traja susedia).

Hlavnou myslienkou algoritmu je priddavanie do Sirky. Uvazuju sa pritom stavy,
ktoré hovoria, do akej miery j@astana kruznica uz najdena. Tieto stavy potom pomocou
algoritmu do Sirky ziskavaju svojich predchodco¥,p@ prejdeni do jedného z koncovych
stavov algoritmus kafi. V pripade, Zze uZz Ziaden novy stav nie jéeay na spracovanie
a nepreslo sa do Ziadneho z koncovych stavov, itiiges koréi tym, Ze dominujica kruznica
najdena nebola. Algoritmus do Sirky reSpektuje mainé hrany. Ide o hrany, ktoré musi
kruznica bezpodmiekae obsahowa Vynimoéné hrany vznikaju pri odstraneni vidiel
z pévodného grafu, konkrétne pri odstraneni susedgw” vidly. Pre dany péet vidiel
platia iné metdédy pre tovanie vynimaénych hran. V jednom pripade je dokonca nutné
odstranf navyse jednu hranu.

Pre lepSie pochopenie si vysvetlime najprv to, gexuje algoritmus do Sirky v pripade
algoritmu pre Badanie dominujlcej kruznice na upravenom grafepreto, lebo vyniméné
hrany sa potom duju tak, aby ulahodili myslienke tohto algoritmuedie pre iny poet
vidiel platia iné postupy na &nie vynim@nych hran, ma kazdy pet vidiel samotnu
podkapitolu. Pre potreby spracovania vstupnych sabpostg&ovali najviac tri vidly. Pre
pref’adnos budeme pdvodny graf ozéava’ pismenonts a graf, ktory vznikol odstranenim
vynimocnych hran z grafs, budeme ozr@va’ pismenonH.

6.5.1 Algoritmus do Sirky

Na vstupe mame gr&f. Ulohou je najg hamiltonovsku kruznicu v tomto grafe, @im
musi tato kruZnica obsahavaynimotné hrany. Tieto hrany vznikli pri procese odstraaen
vidiel z grafuG. Dévod, préo musia by tieto hrany v hamiltonovskej kruznici je ten, &e i
o hrany, ktoré vznikli tak, Ze tam bol pévodne jedechol stupia dva a stala sa z toho jedna
kontrahovana hrana. Tento vrchol je susedom vr¢hbday je v grafeG ,cipom* vidly. Tato
hrana je takto nosifem tohto vrchola, ktorym musi v grafé prechadzé& dominujica
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kruZznica ateda tato hrana musit' by hamiltonovskej kruznici grafuH. Ked” sa tato
hamiltonovska kruznica najde, potom sa urobi subiivwSetkych vyniménych hran (je
potrebné si preto pri evidovani vynigiych hran zapamétaaj to, ktoré vrcholy boli
kontrahované) a z hamiltonovskej kruznice gidfsa stane dominujica kruznica gré&fu

Algoritmus do $irky uvazuja*2" stavov, kden je paset vrcholov grafiH. Tento stav sa
da rozpiséina bitové pole idky n a na jednaislo z rozsahu 1 ai Co sa tyka bitového pa,
ak jei-ta zlozka tohto pa nastavena na 0 (false), znamena toi-t¥evrchol eSte nebol
navstiveny. V op&gnom pripadeifta zloZka je nastavena na 1, resp. true) to znapiai-ty
vrchol uZ bol navstivenyCo sa tykacisla, ak je jeho hodnota znamena to, Ze sa v tomto
vrchole prave uskutauje d’alSie preliadavanie.

Ked sa nachddzame vditom stave, vZzdy vieme dve informécie: Aké vrchely uz
navstivené a v akom vrchole sa prave nachadzanmwinz si zdiatocny vrchol z. Takto
zaneme Vv stave, ktorého vsetky zloZzky bitovéh@gpsi nastavené na 0, okrertej zlozZky,
ktora je nastavena na dislom v rozsahu In.je ¢&islo z. Koncovych stavov bude viac. Budu
to vSetky tie stavy, kde budu vSetky zloZky bitowdgtd’a nastavené na 1 a navySe sa budeme
nachadzéna nejakom zo susedov Startovného vrchola. Tysiedov bude v naSom pripade
najviac 3. Na z&atku je v rade len jeden stav —Cidocny — teda stav, kde su vSetky zloZky
nastavené na 0, okrem zlozky predstavujucéiprany vrchol acislom je zdiato¢ny vrchol.
Evidujeme mnozinu navstivenych stavov. Naliatku je navstiveny prave tento jeden
pociatocny stav, vSetky ostatné nastavime ako nenavstivené.

Pre kazdy prvok radu, do ktorého sa ukladaju stawgné na spracovanie, vykoname
nasledovné kroky:

1. Prejdeme vSetky vynindmé hrany. Ak sa aspigeden koniec tejto hrany rovna
vrcholu, na ktorom sa prave nachadzame, vSimnemakgivrchol je ten na
opa&nom konci vyniménej hrany. Nech ide o vrch@. Snazime sa prejs
potom do stavu, kde je okrem dovtedy navstivenyataolov navstiveny aj
vrchol a a navySe sa budeme nachadga vrcholea. V pripade, Ze je tento
stav uz navstiveny, nedeje sa.nf opanom pripade sa tento novy stav afna
ako spracovany, prida sa do radu spracovavanydiole, zapamata sa, Ze
predchodcom tohto nového stavu je aktualny staaza&i sa, Ze sa uz nema
pokraiova’ krokom¢islo 2.

2. Ak sa vrchol, na ktorom sa nachadzame, nendjdadndm z koncom nijakej
vynimocnej hrany, potom sa pozrieme na vSetkych suseddualaeho
vrchola. Snazime sa potom prego stavu, kde su dovtedy navstivené vsetky
vrcholy a okrem nich aj dany susedislo sa méa rovrtadanému susedovi. Ak
je uz tento stav navstiveny,créa nedeje, ak nie je, potom ho ofinge ako
spracovany, pridame ho do radu spracovavanych laelgozapamatame si, ze
predchodcom tohto nového stavu je aktuélny stav.

Algoritmus korti v pripade, ak sa navstivi jeden z koncovych staatebo ak uz nie je
vrade ZiadendalSi stav na spracovanie. Ak je navstiveny jedeiornrovych stavov,
hamiltonovska kruznica grafdl sa naSla. Ak uz nie je vrade Ziad€alSi stav a navySe
Ziaden z koncovych nie je navstiveny, kruznica saasla. Pomocou pa predchodcov
stavov sa skonStruuje hamiltonovskd kruznica grdfulde sa od prvého navstiveného
koncového stavu a postupne sa prechadza pomocdohoacov az k psatocnému stavu.
Nakoniec sa prevadza grdfsp& naG. Pridaju sa vrcholy, ktoré boli kontrahované (slise
,Cipov“ vidiel) a vypiSe sa na vystupe dominujucadnica grafuG.
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6.5.2 Vynimainé hrany pre 1 vidlu

Ide o najjednoduchS$ie evidovanie vyningch hran. Prave jeden vrchol je ozeay
spola:ne so svojimi troma susedmi ako vidla. Tento vr@®pri transformovani z graina
grafH aplne vytrati a jeho traja susedia budu kontrahbda vynim@nej hrany. NajlepsSie si
to vysvetlime pomocou obrazku.

Obrazok 6.5.2.1

o o o o o o
a b C d £ f

Cip vidly je ozndeny akov, jeho traja susedia alsp, s, as;. Susedia vrcholg; sua, b;
susedia vrchol&, suc, d a vrcholas; st e, f. Je jasné, Ze ina situacia, ako je na obrazku,
nemdoZe nasta To preto, lebo vieme, Ze Ziaden z grafov na \stupma podgraks (t.j. ani
jedna z dvojic susedov vrcholanie je spojena hranou) a nema ani ako podgrafeityteda
graf G = ({1,234}:{(12),(23),(34),(41)}) (t.j. ani Ziadna dvojica vrcholoa aZf nie je spojena
hranou). Do evidencie vynininych hran sa pridaju tri hrany. Prva je hrana b, kde si
pamatame, Ze jej prostrednym vrcholom je vrcioDruha hrange ¢ — d, kde si pamatame,
Ze jej prostrednym vrcholom je vrche). Tretia hrange e — f, kde si pamatame, Ze jej
prostrednym vrcholom je vrchel.

Jedna vidla v grafe ma svoje vyhody i nevyhody. &jdu je jednoducha evidencia
vynimocnych hran. Nevyhoda je, Ze z pévodného gfafmizna len 4 vrcholy. Pri menSich
grafoch (s p&tom vrcholov 18, 20, 22) je to v poriadku, pri 2&clwloch je to staléasovo
uspokojivé. Pri 26 vrcholoch to uz trva pomerneodlpam#ova zloZitos je tu navySe das
vysoka. BlizSie sa o tom piSe vo vysledkoch expenim. Pri 28 a 30 vrcholoch uz nie je
mozné z pamavych dévodov hada’ dominujicu kruZnicu len pomocou jednej vidly.

6.5.3 Vynimainé hrany pre 2 vidly

Spaiiatku sa zdalo evidovanie vynirdroych hran pre dve vidly ako jednoducha vec.
Domnieval som sa, Ze postaak budu cipy oboch vidiel a ich susedov dizjmékimnoziny.
Ukazalo sa ale, Ze nemozno pautivnaké postupy, ako pre jednu vidlu, nEtm susedia
susedov prvej i druhej vidly mozu btie isté vrcholy.
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RieSenie sa najde prostrednictvom vhodnej vzdiakenadiel, alebo ich susedov.
K tomu budeme potreboveazisti’ vzdialenog od kazdého vrchola ku kazdému. Hrany su
jednotkové, pouZijeme na to znamy Floyd-Warshal&goritmus ([2]). Aby sme mohli
pouzt postup, ako v pripade jednej vidly, potrebovali dmge, aby boli dve vidly od seba
vzdialené na ktku 5. Len vtedy by boli cipy, susedia, aj suseslisedov oboch vidiel
dizjunktné mnoziny. Takychto dvojic vrcholov v grah, najma tych mensich, je malo. Pri
tejto podmienke nasSiel algoritmus v pripade dvoicleV dominujacu kruznicu len méalokedy.
Bolo treba vymyslié iné stratégie.

Nakoniec som nasiel stratégiu pre situciu, Zedsseba vidly vzdialené na vzdialerios
aspa 3. VSimame si najprv vzdjomnu vzdialehasedov cipu jednej vidly a cipu druhej
vidly. Ak je tato vzdialenasaspa 4, vtedy mézeme pokojne potifire tohto suseda postup
z podkapitoly 6.5.2, pretoZe je od druhej vidlyliprifaleko. Jeho dvaja susedia budu t¥ori
vynimo¢nld hranu a zapamatdme si, Ze touto hranou predhéldrg sused. Pre lepSiu
predstavivos, ide o pripad, akym je naobrazku 6.5.2.1 vrchplajeho susedia, b.

V d’alSom kroku si vS8imame vzajomnu vzdialeheasedov oboch vidiel. Ak je rovna prave
2, (a teda vzdialenésvidiel je tym padom rovna 4), vznikne situaciaagk zobrazena na
obrazku 6.5.3.1.

Obrazok 6.5.3.1

o2

Q0 o0
, 3 r
&) 4 fC'

Cip prvej vidly je ozn&ny akov,, jeho sused, ktorého si vS§imame, je é¢eng akoa.
Cip druhej vidly je ozngny akov; a jeho sused, ktorého si vSimame, je ¢eng@ akob.
Dalej, susedia vrcholastc, d a susedia vrchola sue, f. PretoZe vzdialenés/rcholova ab
je 2, tak jeden ich spatay sused musi liytotozny. Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladé, Zec ae ozna&uju ten isty vrchol.

Situacia ofiadom vyniménych hran je nasledovna: Vrchala vrchol b sa budu
kontrahovd. Z toho vyplyva, Ze vynimmymi hranami budd hrana—d (vrchol, ktory bude
na tejto hrane, je boa) a hranae —f (vrchol, ktory bude na tejto hrane, je bod Takto ale
moZe nastajeden problém. VSimnime si vrchola jeho suseda r6zneho adb, na obrazku
ozn&eného ako vrchaj. Ak by bol algoritmus na vrcholg a preSiel by do vrcholg potom
by nutne jedna z vynindmych hranc —d ae —f nebola v hamiltonovskej kruznici grafu Je
tomu tak preto, lebo ak by preSiel do vrchola vrcholug, potom by musel z neho vyjs
pricom by zobral so sebou len jednu vynimd hranu. Vrati by sa uz diho ale nemohol,
lebo by bol uz navstiveny. Takto by sme dostali\gJgledok. Aby sme tomu zabranili, je
nutné odstrai hranuc — g. V tomto pripade méze nastaSte jeden problém. A totiz, ak je
vrchol d susedomv,, alebo vrcholf je susedomv;. V tomto pripade nie je mozné potiZi
popisany postup, lebo vrcholy, ktoré by sa malf st&#ag’ou vynima@nej hrany, sa musia
kontrahovd. Preto v tomto pripade nerobime Ziaden zasahoRmajd, Ze ak by bol napriklad
vrchol d susedonv,, potom by boli vrcholya ad susedmi vidiel, vzdialeniizkou 1. Toto je
d’alSi Specialny pripad, ktory si rozoberieme.
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Uvazujeme tedd’alSi pripad, a sice Ze susedia prvej i druhej uiaju vzdialenos 1.
Situacia je na obrazku 6.5.3.2.

Obrazok 6.5.3.2
—0 (—0
r a r
v, \o O/b v,
e d

Cip prvej vidly je ozn&ny akov;, jeho sused, ktorého si vS§imame, je éeng akoa.
Cip druhej vidly je ozngny akov; a jeho sused, ktorého si vSimame, je ¢eng@ akob.
Susedmi vrchola su vrcholyb ac, susedmi vrchol®d s vrcholya ad. V tomto pripade je
zrejmé, Ze vyniména hrana bude len jedna, asice- d. AvSak, bude ma az dva
kontrahované vrcholy. Ak pdjde o orientaciu hramesom zc dod, potom bude prvy vrchol
aadruhyb, v pripade opanej orientacie bude prvy vrchdl a druhya. Tu uz nenastane
problém, Ze by bol vrchal susedonv, alebo vrchok susedonv,, nakd’ko graf neobsahuje
Stvorec ako svoj podgraf. Tymto smeceypali vSetky pripustné moznosti pre dve vidly. Ak
by boli totiz na vzdialena's2, mali by jedného suseda sp@iého. Tento vrchol by priSiel pri
odstraneni vidly o dvoch svojich susedov, takZzenkynohol nijakym spésobom lgZzaa
kruznici grafuG. Teda najmenSia vzdialenoglvoch vidiel, o ktorej ma zmysel pre&aly
algoritmu do Sirky uvazovaje rovna trom.

Nevyhodou pri dvoch vidlach je n&mejSia evidencia vynintmych hran, ako v pripade
jednej vidly. Vyhodou je, Ze z graf@ ubudne 8 vrcholov. Preto su grafy sfwon vrcholov
od 18 do 24 spracovanélwa rychlo. Aj v pripade 26 a 28 vrcholov sa najdezaica rychlo.
Pri 30 vrcholoch jecas najdenia uz horSi, ale Wddavanie dominujlcich kruZnic
prostrednictvom dvoch vidiel uz v tomto pripade n#®je, na rozdiel od jednej vidly.

6.5.4 Vynimainé hrany pre 3 vidly

V pripade dvoch vidiel sme sa zarfg nad otdzkou, ako evidowaynimotné hrany,
ked budl od seba vidly vzdialené na istl vzdialénd3ospeli sme k zaveru, Ze je nutna
vzdialenos aspadi 3, vtedy je mozné zmysluplne evidéwaynimocné hrany. V pripade troch
vidiel nie je vS8ak moZné, aby boli od seba po avagih vzdialené na vzdialerto, t.j. aby sa
vzdialenos prvej od druhej, prvej od tretej a druhej od freidly rovnala 4. UkdZzeme si to
prostrednictvom obrazku 6.5.4.1.
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Obrazok 6.5.4.1
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Na obrazku vidime, Ze vzdialenoBubovd’nych dvoch vidiel je 4. Problém nastava
prave v pripade, ki sused suseda kazdej vidly je jeden a ten istyolréhpripade obrazku
ide o vrchold, h, resp.f. VSetky tri tieto premenné oz&igu jeden a ten isty vrchol. Vrcholy,
ktoré majua by kontrahované, su susedia vidiel, teda vrchalyp, ac. Vynimoéné hrany
musia by takto tri, a sice hran@a—d (iou prechadza vrchal), hranag — f (nou prechadza
vrchol b) a hranai — h (nou prechadza vrchot). Potom ale vrcholond (resp.f, h)
prechadzaju az tri vynindoé hrany. KéZze ma lezé na kruznici, mdze sa dbo raz vojs
araz vyjs. TakZe sa zarataju do kruznice len dve vyrindohrany a tretia nie. Potom ale
jeden zvrcholova, b, alebo c nebude m&t byt v kruznici a preto nebude kruznica
dominujucou. (To preto, lebo jedna z hsdn-a, v, — b, v3 — ¢ nebude incidentn&a so Ziadnym
vrcholom dominujlcej kruznice). Tento pripad jeaatkekorektny. Samozrejme, nemusi sa
nutne sté, Ze susedom suseda vSetkych troch vidiel narae fmein a ten isty vrchol, ale ak
také ¢osi nastane, nebudu sa mdvidova vynimacné hrany a susedia vidiel tam ostana.
Tym v8ak bude ntagraf H takmer rovnaky péet vrcholov, ako grafs a straca sa potom
vyhoda zmenSenia ptu vrcholov. Z toho dbévodu bolo potrebné sa zamyshiad inou
stratégiou.

Mal som myslienku, Ze sa budd uvazoaavidly také, Zze vzdialen6ésprvej a druhej
bude aspb 3, vzdialenos prvej a tretej bude aspd a vzdialenasdruhej a tretej bude tiez
aspa 5. Vynimainé hrany sa potom spracuju tak, Zze prva s druhdilowisa spracuju
rovnako, ako v pripade dvoch hran. Kvoli vzdialgnaspai 5 oboch vidiel od tretej vidly je
totiz jasné, Ze tretia vidla nijakym spdsobom niegase do evidencie vynindoych hran.
Vynimocné hrany tretej vidly sa potom spracuju podobne, alripade prvej vidly. Je to
mozné opé kvoli dostat@nej vzdialenosti od prvej i druhej vidly. Skusilnsgotom spusti
tuto stratégiu na grafoch, uspedhagjdenia dominujucej kruznice bola vSak relatimieka.
Potom som vymyslel lepSiu stratégiu, kde bola Usp#Snajdenia dominujlcich kruznic
d’aleko vysSia.

Touto stratégiou su iné vzgjomné hodnoty vzdialgnegliel. Vzdialenos prvej
a druhej vidly nech je aspa3. Vzdialenog druhej a tretej vidly nech je tiez asp8. No
a vzdialenos prvej a tretej vidly nech je asp®. Takto sa stane, Ze prva a tretia vidla su od
seba bezpme vzdialené. Vyniminé hrany sa lladaju tak, Zze pre prvid adruhd vidlu
pouZzijeme postup evidovania vynigmych hran z pripadu pre dve vidly a podobne pooije
tento postup evidovania aj v pripade druhej ajtreidly. Tato stratégia uz bola Uspesna.
Z 2901 grafov s 28 vrcholmi sa naSla v pripade ky&kt dominujlica kruznica s troma
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vidlami a z 28400 grafov s 30 vrcholmi sa nena@midujuca kruznica s troma vidlami len
v pripade jedného grafu. BliZzSie sa o tom piSeysderlkoch experimentu.

Vyhodou troch vidiel je dobra rychlbwyhladavania kruznic aj v pripade grafov s 30
vrcholmi. M&zZe za to odstranenie az dvanastichalmhz pévodného grafu. Touto metédou
by bolo mozné Fada dominujuce kruZnice aj na grafoch sfmn vrcholov 32 alebo 34.
Nevyhodou je, Ze na menSich grafoch je méalo pravdi@né, Ze sa najde dominujica
kruznica s troma vrcholmi. Napriklad pre 18 a 2€halové grafy sa takato kruZnica nenasla.

6.5.5 Iterativne vylPadavanie dominujucich kruznic

Dominujuca kruznica v graf€& sa najde tak, Ze sa vzdyciyraky vrchol, resp. aké
vrcholy budu cipy vidiel, odstranenim vidiel vznékigrafH, viiom sa najde hamiltonovska
kruznica, potom sa do tejto kruZnice zarataju agedia cipov vidiel avysledkom je
dominujuca kruznica graf@. Pre konkrétnu mnozinu cipov vidiel sa vSak hamiitvska
kruZnica grafuH nemusi najs Preto je potrebné urabvyhladavanie vSetkych-prvkovych
podmnozin mnoziny vSetkych vrcholov, uugZe to budu cipy vidiel a pre tieto podmnoziny
skust’, ¢i sa nengjde hamiltonovska kruznica greéfuTak to je urobené aj v programe. Pre
praktickejSie vyuZitie je to rozdelené do trochgreomov. Kazdy z nich sa tyka iného¢po
vidiel. Praktické je to preto, lebo nema zmyselrildad spusat’ program pre jednu vidlu,
ked’ ide o graf nad 22 vrcholov, alebo pre tri vidlgdkide o menSi graf.

Pre nas experiment pos&tge vo v&Sine pripadov najdenie jednej dominujucej kruznice
grafu. Je predpoklad, Zze sa pre tato dominujucirkow grafu sa najdu 2DBP. Program
korci, ak najde prva dominujucu kruznicu avypiSe juk Aenajde v pripade vSetkych
podmnozin vidiel dominujldcu kruznicu, skdma vystupe s touto informaciou.

Jednoduchou Upravou programu je ale mozné skifsida’ dominujlce kruznice pre
vSetky podmnoziny cipov vidiel. V pripade 1 vidg/ to jednoduché, lebo tam nie su Ziadne
obmedzenia. Kikko je vrcholov, téko je aj kandidatov na dominujuce kruZnice. VSetky
dominujuce kruznice, ktoré sa takto najdu, stiterrdzne, pretoZze vzdy neobsahuju jeden
vrchol, prcom pre lubovd’né dve je tento vrchol rézny. V pripade dvoch \idié uz
obmedzenia, ich vzdialenbsipov musi b aspa tri. Cim je ale graf v&i, tym je ale takych
dvojic vrcholov viac. Pre kazdu takuto dvojicu j@imog, Ze sa najde dominujlca kruznica.
Celkovo mézZzeme takto ndljsvela kruznic, so zvySovanim @gom vrcholov rastie pfet
kvadraticky. V pripade troch vidiel je eSte viagy@xzeni, vzdialendsl. a 2. vidly musi
aspa 3, 2. a 3. tiezZ aspd3 a vzdialenasprvej a tretej aspo5. Op& plati, Zecim v&si graf,
tym viac kandidatov na najdenie dominujicej kruénieri malych grafoch sa tam taka trojica
nemusi ale nachadza/ opanom pripade je narast takychto trojic vrcholov kil takze je
mozné najs dog’ vel'a dominujucich kruznic. Vyitadavanie viacerych dominujicich kruznic
sa nam zide v pripade tych grafov, pre ktoré sajdarDBP pre prvu najdend dominujicu
kruznicu.

6.6 Algoritmus na najdenie 2DBP

Ulohou je néjg dve dizjunktné parenia, ktoré maju vlastnosti Hipajiceho parenia.
To znamend, Ze pozadujeme, aby Ziadna hrana releaatiominujlucej kruznici, aby bol
kazdy vrchol neleZiaci na dominujucej kruznici ohentny s nejakou hranou tohto parenia
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a aby bol graf, ktory vznikne odstranenim danéhemia z poévodného grafu, homeomorfny
s kubickym grafom, ktory je bipartitny.

Na uvod si odpovieme na otazk&i, méZze by nejaké z tych dvoch bipartizujucich
pareni prazdne. Taka situacia by mohla nmatta vtedy, keby bola dominujica kruZnica
hamiltonovskou. Grafy na vstupe vSak hamiltonovekuZnicu nemaju, teda je jasné, ze graf
s dominujucou kruznicou bude thaspa jednu vidlu, Zoho vyplyva, Ze obe péarenia budu
neprazdne. Hlavna myslienkachaa tym, Ze najdeme vSetky chordy a vidly. Vytvagisi ich
zoznam.

Chorda je taka hrana, ktorej oba konce lezia naimlgjdcej kruznici, ale ona sama tejto
kruznici nepatri. Najprv si zazéiane, ktoré vrcholy st na dominujucej kruznici anajakom
poradovom mieste. Potom prechddzame vSetky hraafy grak sa stane, Ze oba konce hrany
su na kruznici, potom overimej, su susedné. V pripade, ak nie su susedné, znarogna
hrana je chordou, pridame si ju do zoznamu vidieh@d a zapamatame si ju ako chordu.
Vidla je mnozina troch hran grafu, ktoré su incithéns jednym a tym istym vrcholom, ktory
nelezi na kruznici. Najdenie je o ttejednoduchsSie, ako v pripade chordy.¢cEt&am najs
prislusny vrchol a potom vSetky tri hrany s nimidglenitné tvoria tuto vidlu. Pridame ich do
zoznamu a zapamatame si ich ako vidlu.

UvaZujme,co plati pre kazdu chordu a vidlu a ako si ich m@ga dizjunktné parenia
rozdelt. V pripade chordy plati, Ze $unepatri Ziadnemu z péreni, alebo patri len prvému,
alebo len druhému z nich. Teda ide prave o tri rmoetinV pripade vidly platia tiez tri
moznosti. Tou prvou je, Ze prva hrana vidly bud&ipgrvému pareniu a druhd hrana vidly
druhému. Druhou mozntisu je, Ze prva hrana bude pétprvému pareniu a tretia druhému.
Tretou moznosou je, Ze druhd hrana vidly bude patprvému pareniu a tretia hrana
druhému. Toto plati v pripade, Ze nezalezi na pgrarceni, inak by bolo moznosti 6. Kvoli
tomu, Ze pre vSetky chordy sa vZdy uvaZzuju vSeatksnbznosti (a viac ich nie je), nam &ta
uvazovd len tieto tri pripady pre rozdelenie hran z vidly pareni. Ké&ze pre kazdu chordu
avidlu mame prave tri moZznosti, ako ich rozlelpre kazdécislo v trojkovej suUstave
dostaneme dve dizjunktné parenia. Toislo bude mé dizku n a bude predstavovesitet
chérd a vidiel v grafe. V zavislosti od toh p6jde o chordu alebo vidlu a o akislicu (0, 1,
alebo 2)xisla pdjde, rozdelime hrany do pareni nasledovne:

Cislica 0, pojde o chordu: chorda nepatri Ziadnerpareni

Cislica 0, péjde o vidlu: 1. hrana do prvého pareRidirana do druhého
Cislica 1, pojde o chordu: chorda patri prvému péren

Cislica 1, péjde o vidlu: 1. hrana do prvého pargBidirana do druhého
Cislica 2, pojde o chordu: chorda patri druhémumére

Cislica 2, péjde o vidlu: 2. hrana do prvého pareBidirana do druhého

QA WNE

Dve dizjunktné parenia, ktoré dostaneme pre kazddndtu n-ciferného cisla
v trojkovej sustave, $ppaju zatid len dve vlastnosti bipartizujiceho parenia (Ziadhshrana
nelezi na dominujucej kruznici a kazda vidla obgataspa jednu hranu z tychto pareni).
Treba ovet tretiu vlastnog, a sice — k& odstranime prvé parenie z pévodného grafu, potom
je tento graf homeomorfny s kubickym grafom, ktggybipartitny a Ze toto isté plati aj pre
graf, z ktorého odstranime druhé parenie. Z poévbdrgrafu teda odstranime prvé parenie.
Dostaneme graf, ktorého stupne su len 2 alebo gddmorfny graf urobime tak, Ze dokia
sa v grafe najde vrchol stig dva, tento vrchol z grafu vyhodime a spojime apm jeho
susedov. Ide teda o operaciu épa k subdivizii hrany. Tymto Ukonom sa strati lechel
stupia 2, stupne inych vrcholov sa nezmenia. Trebagatizacii tychto krokov uvazovaze
su povolené aj nasobné hrany acklu Vysledkom bude graf homeomorfny s rozdielom
povodného grafu a parenia. Nakoniec treba 6Gyeii je tento upraveny graf bipartitny.
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Problém mo6Zzu rolsislueky, ktoré z grafu vyhodime. Algoritmus na overehipartitnosti je
jednoduchy. Z&neme wubovd’nom vrchole, ktory zafarbime jednou farbou (naadkl
bielou). Potom jeho susedov zafarbime druhou farfp@priklad¢iernou) a rekurzivne sa
zavolame pre jeho susedov. Ak po skami farbenia zistime, Ze nejaké dva vrcholy spojené
hranou su zafarbené tou istou farbou, potom gmfiaibipartitny. V opénom pripade, teda
Ze pre vSetky hrany grafu plati, Ze su ich dva aefclzafarbené inou farbou, potom je graf
bipartitny. Ak plati, Ze oba grafy homeomorfné kozdielu pévodného grafu a prvého
parenia, ako aj ku rozdielu pévodného grafu a dmahgarenia, su bipartitné, potom iSlo
skutaine o bipartizujluce pérenie. PretoZe nepoZadujerhadganie vSetkych dvojic 2DBP,
po najdeni prvého vypiSeme tato dvojicu parenialstedok a algoritmus kain

6.7 Popis programu na najdenie dominujucej kruznice

Chronologicky je tento program vytvoreny ako druhyporadi, program, ktory bol
vytvoreny ako prvy v poradi, bol program na najderdDBP. Program naTladanie
dominujucich kruznic je mysleny ako pomocny prograpmeto sa tu nachadza l'ee
globalnych poli, premennych a malo funkcii alebocedur. Program ma nazdeminuj.pas

Doélezitym prvkom na popisanie programu je popiseeentacie stavov v algoritme do
Sirky. Je vyhodné ntigeden stav reprezentovany v dvoch réznych podahBeinou podobou
je samotné celéislo, druhou podobou je bitové pole (informuje mtdtoré vrcholy uz boli
navstivené) a jedndslo islo vrchola, na ktorom sa nachadzame). Pri algeritio Sirky su
zastupené dve jednorozmerné polialkého rozsahu, polevisited a pole predchodca
V pripade tychto poli je vyhodny tvar jedného samébbcisla. Polevisited je bitové pole
a zaznamenava saiem, ktoré stavy uz boli algoritmom do Sirky vyhotsre, resp. ktoré uz
boli navstivené. V polpredchodcasa nachadza predchodca kazdého stavu, v podaiehed
samotnéhdaisla. Podoba bitového pm acisla je zasa dobra pri&dani stavov, do ktorych sa
ma z konkrétneho stavu piad algoritmu do Sirky £ Na prevod medzi tymito podobami
stavov slUzia funkciana_cislo a procedurana_pole (dodavame, Ze procedura je funkciou,
ktora nevracia Ziadnu hodnotu, méze sa jej ale ndigvna vstupe parameter s odkazom
a dai ulozit’ vysledok — tak to bude aj v tomto pripade). Fuaka_cislodostava na vstupe
bitové pole &islo vrchola, v ktorom sa nachadzame a vracia je@mého samotnéhéisla.
Najprv sa vyhodnoti hodnota bitovéholpdj-ta zlozka znamena hodnotfi 2, ak je rovna
1, inak znamena hodnotu 0), potom sa tato hodngtasobi pétom vrcholov a prirata sa
hodnota vrchola, na ktorom sa nachadzame zmenséndakto dostanem&slo z intervalu
od 0 don*2", kden je paset vrcholov grafu. Procedirea_poledostava na vstupéslo (to
samotné) a jeflalSie dva parametre su s odkazom — slUZia na zagrene vystupu — do
nich ulozi bitové pole aislo vrchola. Najprv sa dor hodnota vrchola, na ktorom sa
nachadzame a potom sa naplni bitové pole. Postypegne opmy, ako v pripade behu
funkcie na_cisla Program meria afjas svojho behu, vyuzZiva sa pritom kniznoas a jej
funkcia gettime Ide ocas v stotindch sekundy. Pre krajSi forrsa@su slUzi funkciaspracuj
ktordA ma na vstupeasovl drku v stotinach sekundy ana vystupas vo formate
hh:mm:ss:cc (hodiny, minaty, sekundy, stotiny sekundy§as behu programu ma
informativny charakter a slizi ako informécia pysledky experimentu.

Dostavame sa ku popisu samotného tela programenimninazaznamenava mocniny
¢isla 2 a je potrebné pri behu funkeia_cisla Program pracuje s troma subormi. Ich nazvy
sa piSu do tela programu. Prvy znich je vystupipos, jeho forméat je popisany
v podkapitole 6.3. Zapisuju saidw vysledky. Pre kazdy graf sadwypiSe dominujlica
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kruZnica, alebo informacia, Ze sa kruznica nend3tahy subor je vstupny. Jeho forméat je
popisany v podkapitole 6.2. Treti subor je vystymiyzi ako protokol. Dtho sa vypisuju
Cisla grafov, pre ktoré sa dominujuca kruznica nienako aj poéet grafov, pre ktoré sa nasla
a pre ktoré sa nenaSla. VypiSe sa tam aj celkagybehu programu. Premenménajdenych
pocita grafy, ktorym sa nenaSla dominujica kruZniceentennastart zaznamen&ias,

v ktorom program z#ina spracovavavstupny subor. Nasleduje hlavny cyklus, v ktoraam s
vzdy na&ita graf zo vstupného suboru Eatla sa jeho dominujuca kruznica. Koutedy, kel

uzZ nie je na vstupe &iokrem tzv. bielych znakov (medzery, konce riadkRé¢Spektujuc
formatu vstupu, n#ta sa graf. Dany graf sa potom vypiSe do vystuprséiboru, s vynimkou
vypisu dominujucej kruznice. V pripade dvoch alrodadiel treba zisti vzdialenogs od
kazdého vrchola ku kazdému v gr&@eNa to sluzi Floyd-Warshallow algoritmus. Vzajomna
vzdialenog sa eviduje v dvojrozmernom polzdialenost vzdialenodt, j] predstavuje
vzdialenog medzi vrcholmii aj. Dalej sa postupuje pdd toho algoritmu — inicializuje sa
matica vzdialenosti a prebehnu tri for-cykly. B#ogremennaaslo_sazaznamenava; sa
pre aktualne spracovavany graf uz naSla dominuf@ganica. Ak sa pri iteraciach vrcholov
predstavujucich cipy vidiel zisti, Ze kruznica bokgdend, nastavi sa tato premenndrna
(inicializovana je ndalse adalSie iteracie uz nepokfaju. Vymazanie a vynechanie tejto
premennej by malo za nasledok, Ze by sa vypisabtkyS dominujice kruZnice
spracovavaného grafu pre danygbovidiel. Nasledujen for-cyklov, kden je paet vidiel,
ktoré maju v grafe iy Pre kazdy z programov (pre 1, 2, alebo 3 vidéytgnto poet for-
cyklov teda iny.

Najprv sa transformuje grab (graf na vstupe) na grad (graf bez cipov vidiel, ich
susedov asvyninkoymi hranami). Graf G je popisany tymito premennymi:
v_pocet_vrcholo\pccet jeho vrcholov)y_pocet_susedofpole,i-ta zlozka znamena, Rko
susedov mé vrcha), v_susediadvojrozmerné pole,i[j] znamena, aky j¢ty sused-teho
vrchola). GrafH je popisany tymito premennynpocet_vrcholoWpotet vrcholov grafuH),
pocet_susedofpole,i-ta zloZzka znamena, Rko susedov mé vrcho), susediadvojrozmerné
pole, [i, j] znamena, aky jg-ty susedi-teho vrchola). Pri transformacii graf@d naH su
dblezité poliabude v _novomaprecisluj Bitové polebude v _novomaznamenava vrchol
z grafuG bude aj v grafeH. Ide o vrcholy, ktoré nie su cipmi vidiel, ani ishisedmi. Tie
vrcholy, ktoré budu v grafll, sa do tohto grafu zaznamendjpalsie pole jerecisluj GrafH
je totiz zatid len kopiou grafuG, z ktorého su vyhadzané vsSetky cipy vidiel a iokeslia.
Aby boli vrcholy grafuH oznaené spojito (t.j. aby sa nestalo, Ze napriklad grafe H
vrchol 5, vrchol 7, ale vrchol 6 nie, pretoZze bgbam vidly), musi nastapreiislovanie
vrcholov. To funguje tak, Zeta zloZka polgrecislujje rovna 0, ak dany vrchol v grafenie
je, inak ide do nej hodnota o vrcholov grafuH, ktora je inicializovana na 0 a §as cyklu
sa zvysi 0 1 vzdy, ak ide o vrchol, ktory v gréfge. Pri dopnani vrcholov najdenej kruznice
sa nam zide potom aj spatnégisovanie, ktoré sa zaznamenava v podicislujinv

Dalej nasleduje evidovanie vynifoych hran. Ich pget sa zaznamenava v premennej
pocet_vynimiekprvé vrcholy vyniménej hrany su v polvl, druhé vrcholy v polv2. V poli
medzi_nimisa zaznamendéva, aky vrchol, resp. vrcholy su mamagnej hrane. BlizSie
popisovd toto evidovanie nebudeme, lebo zodpoveda presriiankam z podkapitol 6.5.2,
6.5.3 a6.5.4. Pdd nich sa da Wjtat’, ¢o uvedeny kdéd robi. Tatéas’ je individualna
v pripade jednej, dvoch a troch vidiel.

Nasleduje algoritmus nalddanie dominujucej kruznice v grafé Urcia sa konéné
stavy (dva budua vzdy, treti v pripade, Ze zéiatak bude ufeny vrchol s troma susedmi
v grafe H) a uloZia sa do premenny&oniec] koniec2akoniec3 Bitové polepomocneje
pomocnym pbom pri ugeni z&iatocného stavu a kokaeych stavov. Zé&éatocny stav sa
vyberd inym spésobom pre 1, 2 a 3 vidly — kvolirmgnetddam evidovani hran. V pripade 1
vidly je to prvy vrchol grafH, v pripade dvoch vidiel je to vrchol, ktory nie j@
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vynimocnych hranéch (v pripade grafov na vstupe taky \&ilyv pripade troch vidiel je to
rovnaké, ako v pripade dvoch vidiel. Tam uz ale fpdpad, kedy sa taky vrchol nenasSiel,
v tom pripade sa vyberie zacmtok vrchol, ktory je vzdialeny od tretieho cipidly na
vzdialenog dva a od druhého cipu na vzdialehaspad tri. Taky vrchol sa uz naSiel potom
vzdy. Metdda prefadavania do Sirky je tu implementovana cez dva.radyznaené akal
aqg2 Ide o poliacisel — poddb stavov cez samoftfislo. VZzdy sa najprv zist&i vrchol, na
ktorom sa nachadzame, nie je na nejakej vytimaphrane. Toto zaznamenava premenna
extra nastavena na giatku nafalse ak sa najde vynintma hrana pre dany vrchol, priradi sa
do nejtrue. Prvy rad, tam su stavy spracovavané v aktualine¢ §Sirka = poet stavov od
pociatocného) a do druhého z nich sa ukladaju stavy v dagleej Sirke. Ak sa najde
vynimo¢na hrana pre dany vrchol, pridd sa do druhého guiny stav zodpovedajuci
navstivenému vrcholu z druhého konca tejto hrangiMocnych hran pre dany vrchol moéze
byt aj viac. Ak sa nenajde Ziadna, tak sa do druhéloo dostanl stavy zodpovedajlce
prechodu do susedov aktualneho vrchola. Ppol@ocneje bitové pole aktualneho vrchola,
hlava je aktualny vrchol. Polpomocnede bitové pole stavu, ktory sa spolu s nasleduojlci
aktualnym vrcholom zapiSe do druhého radu v prip@egetento stav nie je navstiveny.
Nakoniec sa obsah poig priradi do pdaql. V pripade, Ze je navstiveny koncovy stav, zisti
sa, ktory to je a skonstruuje sa hamitonovska koazgrafuH pomocou pta predchodcaJej
dizka sa eviduje v premennejlzka_dom V poli dom_kruznicasa uklada dominujtca
kruznica.Cislovanie vrcholov tejto kruznice sa prevedie pomwpd’a precislujinvspd na
Cislovanie grafuG. Kvoli doplneniu vrcholov, ktoré leZzia na vynigmych hranach, sa
kruznica pret#i o1 prvok — jej posledny bude prvym prvkom — kedli tomu, keby
vynimo¢na hrana mala konce na konci g&iatku nedoplnenej kruznice. Pre kazdu vynsmo
hranu sa potomTIladaju jej dva konce, ktoré su na kruznici po seliea. Tieto sa eviduju
v poli medzi_nimiV pripade, Ze ide o dva vrcholy, je to rieSeré ¥ su reprezentované ako
(2. vrchol)*100 + (2. vrchol). Da sa to tak reprewava’ preto, lebo maximalny get
vrcholov je mensi, ako 100. Pri dapni do kruZnice sa preto prihliada na togg prvok
pola medzi_niminad 100, ak ano, potom sa spracuva Specialneipdqge 1 vidly ide ale
vzdy len ojeden vrchol, v pripade dvoch alebo hHrawbZze i€ uz aj o dva vrcholy na
vynimocnej hrane. Dominujlca kruznica sa potom vypiSe ygiupného suboru. V pripade,
7e sa nenasla, vypise sa do vystupného sutibka @ruznice 0 a ddalSieho tieZ jeden znak
,0%, do protokolucislo grafu. Nakoniec po skoéeni hlavného cyklu sa vypiSe do protokolu,
kol'ko bolo najdenych a nenajdenych dominujucich kruzwé dané grafy na vstupe, ako aj
celkovyc¢as behu programu.

6.8 Popis programu na najdenie 2DBP

Chronologicky je tento program vytvoreny ako prvgaoradi, je napisany préddnejSie,
nez program na vyadavanie dominujacich kruznic, nachadza sa tu fuakcii a procedur.
Nazov programu jenodifBMC.pasPre cely program sa uvazuje maximalnggiosrcholov
grafu 100, i kd’ pre naSe &ely post&uje 30. Globalnymi premennymi su vystupné textové
subory yystup aprotoko) a premenné pre oz¢enie spracovavaného grafznacka, poitu
najdenych 2DBPr@jdenych a nenajdenych 2DBménajdenych

Graf je tu reprezentovany zaznamom. To ufiogg pohodInt manipuléciu s nim,&kesa
zada ako parameter funkcie, resp. procedury. PrvkaanamuTgraf si nasledovné polia
a premennépocet_vrcholoypaset vrcholov grafu)dizka_dom(dizka dominujtcej kruZnice
grafu), je_bip (bitova premenna, hovorfj je dany graf bipartitny, k& sa robi jeho test na
tuto vlastnos), pocet_susedogjednorozmerné poleésta zloZzka udava get susedov vrchola
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i), susedia(dvojrozmerné pole,i[j] udava, aky jg-ty sused vrchold), matica (matica
susednosti, i[ j] udava, kdkonasobny sused vrcholavrchol j je), dominujuca
(jednorozmerné pole — zadanie dominujucej kruznefgrba (jednorozmerné pole, farba
vrcholov — vyuZiva sa pri zisvani,¢i je graf bipartitny). Zaznamom je reprezentované a
parenie, teda mnozina hran. Prvkami zazngratenie je pocet_hran(pcocet hran pérenia)
a poliavl av2 (konce vrcholov hran parenia). Nakoniec su tane efta vlastné typy
premennychpolel (jednorozmerné pole celiselnych premennych)@ole2 (jednorozmerné
pole bitovych premennych).

Prva z procedur jerypisanie Ma na vstupe graff a pareniaml am2 Jej ulohou je
pod’a formatu popisaného v podkapitole 6.3 vypis@ vystupného suboru dominujicu
kruZnicu, prvé a druhé bipartizujuce parenie. Vedav pripade, ki sa uz walej popisanej
procedurevyhladavanienasli 2DBP. Jej telom su jednoduché prikazy ndsae do suboru
a jednoduché for-cykly. Nasleduje funk@dober parenigna vstupe ma graf a pareniam,
na vystupe graf, ktory je rozdielom grafy a pareniam. Vysledny graf sa udrZiava
v premennejh. Najprv sa doh priradi mnozina susedov a susedia z grgfuPotom sa
prechadza hranami parenia a v pripade oboch vrergdoodoberie sused, ktory je druhym
koncom hrany parenia. Pracuje sa s reprezentaamzim susedov pre kazdy vrchol a edituju
sa pri odoberani parenia tieto mnozZiny. Premepaoaicia uvadza poziciu prvku danej
mnoziny susedov, ktory sa ma z tejto mnoziny od#trdNakd’ko sa graf, ktory je vystupom
tejto funkcie, bude meti kontrahovanim hran dalej sa bude testovaci je tento
kontrahovany graf bipartitny, nebolo potrebné grafuvystupe ,odovzdava dominujicu
kruznicu.

Funkciahomeomorfnydostava na vstupe grgfa vracia graf, ktory je homeomorfny
s grafomg. Op& sa pracuje s mnozinami susedov pre kazdy vrchrelvdélenie na maticu
susednosti a pracovaniéi@u by bolo mozno elegantnejSie, ale zaberalo @btdaine véa
casu, pretoze graf je kubicky, t.j. rei riedky. P6vodne napisana funkdi@meomorfny
pracovala s maticou susednosti, snahou bolo akt'zfsis vylfadavania, preto bola prepisana
do podoby, k& sa pracuje s mnozinami susedov pre kazdy vrchigiorAmus pracuje na
podklade, Ze treba odstréniSetky vrcholy stujpa 2 a vzdjomne prepdjich susedov. Stiky
sa do tohto ale nerataju. Premerugav signalizuje, je eSte stale mozné, Ze sa v grafe
nachadza nejaky vrchol stig 2. Kazdym odstranenim vrchola stapdva z grafu sa totiz
moZze vytvor? iny vrchol stupia dva. Len v pripade, Ze sa uz taky nenaSiel, mézem
prehlasf, Ze dany graf je homeomorfny s grafom na vstupetoPe niektoré vrcholy z grafu
g zmizli, ¢islovanie vrcholov nie je spojité a je potrebnécfmievanie. Vrcholy, ktoré maju
kladny p@et susedov, budul aj v gislovanom grafe, inak nie. Na gfslovanie slUzi pole
precisluja pomocna premenméslo. Vystupnym grafom je grdf. Tento graf p6jde potom na
kontrolu, ¢i je bipartitny, preto bude dobré odstiamiasobné hrany. Odstraneniecgbk je
potrebné vyslovene. Gréifsa vytvara z grafg. Pouziva sa pri tom polerecisluj aby bolo
Cislovanie grafth spojité. V pripade, Ze ma vrchol grajuprave 0 susedov, taky v grdfe
nebude. Ak ma vrchol grafg jedného suseda, bude aj v grafeAk ma dvoch susedov,
skontrolujeme¢i ide o réznych susedov. Ak nie, ide o&u a do vrchola grafi ide iba
jeden sused, ak su r6zne, potom idu do vrcholwdrabaja susedia. V pripade, ak ma vrchol
grafu g troch susedov, je tu niekko moznosti. Bd su vSetci traja susedia rovnaki — vtedy
ide do vrchola grafin len jeden z nich. Ak jeé’alej jedna z dvojic susedov rovnaka a treti je
rézny od nich (p&et tychto dvojic je tri — 1. a 2. sused mézd byvnaki,dalej 1. a 3., alebo
2. a 3.), potom vrchol graf bude mé dvoch susedov — ten jeden rézny vrchol a jeden
z rovnakych. V pripade, Ze su vSetci traja susediola grafug navzajom r6zni, potom tych
istych susedov ziska aj vrchol v grafeCo sa tyka ozngenia vrcholov v kodea predstavuje
aktualny vrchol a jeho nanajvys traja susedia si&@ni premennymb, ¢ ad.
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Procedura do_hlbky je pomocna procedira ku funkciie bipartitny Funkcia
je_bipartitny ma na vstupe gra§ a na vystupe informaciwi je tento graf bipartitny.
VyuzZivaju sa premenné v zazname grafu. Hatba udrziava informaciu, akou farbou su
ofarbené vrcholy. Na Zatku nie su ofarbené (to predstavdjslo -1). Premennge_bip
zaznamenavai je graf bipartitny psas behu algoritmu. Na Zatku sa predpoklada, Ze je.
Prvy vrchol sa zafarbi farbou 0 a jeho susediakarzivne zafarbia opaou farbou. Takto sa
postupne zafarbuju vSetky vrcholy. Ak saé@®e rekurzivneho behu zisti, Zze si dva susedné
vrcholy zafarbené tou istou farbou, do premeneebip sa priradifalse a algoritmus koéi.

Ak sa nendjde dvojica susedov, ktora je zafarbemaakou farbou, algoritmus vracieue.
Procedlrado_hlbkyje Standardnou $ablénou algoritmu dbKy, s pridanou podmienkou na
jej z&iatku.

Hlavnou procedirou programu je procedunayhladavanie V podstate ide
0 naprogramovanie myslienok z podkapitoly 6.6. ka&dy vrchol sa df, ¢i je na kruznici
a ak je, tak sa trjeho poloha v kruznici — poleoloha Potom sa vyfadavaju chordy — pre
kazdu hranu grafu sa skontrolu§e jej oba vrcholy leZia na dominujlcej kruZnictianie su
na nej po sebe idice. Pomahame si pritorfopopoloha Ak ide o chordu, prida sa do
zoznamu hréan, ktoré budi v pareniach a z&mmaju ako chorduDalej sa vyliadavaju vidly
— ak vrchol nie je na dominujucej kruznici, ideidlu. Tri hrany vidly sa pridaju do zoznamu
hran a zazna sa, Ze ide o vidlu. Dvojrozmerné pdieany sliZi na zaznamenavanie hran,
ktoré budu v péareniach. Prva zlozZzka je poradiist hrany. Druha zloZzka su konce hran. Pri
chorde ide o 2 vrcholy — jej konce. Pri vidle id® ercholov — pre kazda hranu vidly dva
konce. Bitové polechorda zaznamenav&li je i-ta hrana chordou, alebo vidlotrue =
chorda false =vidla). Bitova premennéajdenezaznamenavaj eSte neboli nadjdené 2DBP.
Na za&iatku je nastavena rfalse Po najdeni prvych 2DBP sa nastavitme a vyiadavanie
kor¢i. Paiet hran, ktoré budu pareniam pgétrie ozn&ené premennown. Generovanie
vSetkychn-cifernychcisel v trojkovej sustave je zabezpaé cez pol@. Ide o jednorozmerné
pole. Na za&iatku su nastavené vSetky prvky na 0. Tyka sa tprngfu s indexonm+1. Do
prvého prvku pta sa priradi -1. Cyklus while bezi dovtedy, dékia 2DBP stale nenasli
a prvok sindexorm+1 pda p je rovny nule. V kazdom prechode cyklu sa ndiathu
pripacita do prvého prvku gia p jednotka a potom sa pole zmodifikuje. Do prememnmneg
na z&iatku 1. Dokid je i-ty prvok pda p rovny trom, vynuluje sa iasa zvasi o 1. Tymto
spbsobom dostaneme vzdy nasledovriigda v trojkovej sustave, gom v polip su jeho
cifry. PretoZe sa to robi vZdy nacitku, bolo potrebné na &Gatku priradi’ do prvého prvku
polap ¢islo -1. Ak sa stane, Ze hodnota prvku s indexethje rovna 1, znamena to, Ze sa uz
preSlo vSetkymi hodnotami-cifernéhocisla a cyklus sa ukeh s vysledkom, Ze sa Ziadne
2DBP nenasliDalej nasleduje pda popisu v podkapitole 6.6 rozdelenie hran do dvoch
pareni. Tieto parenia stilam2 Grafhl je rozdielom grafig a parenianl Urobi sa z neho
graf, ktory je ku nemu homeomorfny a skontroluje 8ge tento graf bipartitny. Ak ano,
urobi sa analogicky postup s graftid Ak sa 2DBP nasli, vypiSu sa do vystupného suboru,
ak sa nt nenaslo, vypiSe sa to do vystupného suboru i koo Zvysi sa prislusna premenna
najdenychresp.nenajdenych

Aj v tomto programe sa meria pre informativriiely ¢as. Pouziva sa kniznicksa jej
funkcia gettime Cas je merany v stotindch sekundy. Na Upravu formiasw slizi funkcia
spracujpopisana v podkapitole 6.7. V hlavhom tele prograa inicializuju subory — jeden
vstupny adva vystupné. Ich nazvy sa piSu do prograGlobalne premenngajdenych
anenajdenychsa inicializuja na nulu. Do premennstart sa priradicas na zé&atku behu
programu. Naitava sa pokh formatu popisanom v podkapitole 6.2, dbkime je koniec
suboru (do konca sa nefiaju biele znaky). PretoZze dominujuca kruznicgpsa dany graf
nemusi vo vstupnom sibore nach&dgaedy je jej d’ka nulovd), vyhadavanie nastava len
vtedy, kel’ tento graf na vstupe dominujdcu kruznicu ma. Ran&ni n&itavania suboru sa
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zaznamena do premenrajish ¢as, v ktorom beh programu skilndo protokolu sa vypiSe
informacia o péte najdenych a nenajdenych 2DBP grafov na vstupelkavy ¢as behu
programu.

6.9 Casové a pam#ové zloZitosti algoritmov

V tejto kapitole si povieme &asove] a pam@ve] zlozitosti algoritmu na lladanie
dominujucich kruznic, ako aj algoritmu nBakdanie 2DBP. Obe tieto zloZitosti su dolezité pre
experimentalnkag’ prace. Nejde tu len o zlozZitbalgoritmov vO-notéacii, ale aj o skutmu
diZku trvania behu programov a mnoZzstva paméte, ktagramy potrebuju.

6.9.1 Zlozitog’ pri hPadani dominujucej kruZnice

Pcatet vrcholov graflG nech jen. Patet vidiel nech jea. Potom ma grafl praven — 4*a
vrcholov, pretoZe kazda vidla spdsobi, Ze sa odug odpaitaja 4 vrcholy. Casovéa
zlozitog’ algoritmu na Badanie dominujucej kruznice j@((n —4* a)* 2“‘4*6‘). Pri inicializacii
pola navstivenych stavov sa prechadza totiz v3etkymitd stavmi a tych je pravie* 2°,
kdeb je paiet vrcholov grafuH. Samotny algoritmus do Sirky pracuje uz ale ryjéide ako
by sa @akavalo od tejto celkovepsovej zlozitosti. To sa ukazalo aj pri experimedeedos
vel’kd Sanca, Ze ak algoritmus prejde do Sirky rovegja pdétu vrcholov, dominujica
kruznica sa najdedalej je predpokladom, nakko je graf kubicky, a teda riedky, Zelae
stavov nebude vbbec navstivenych a rad spracovéhastavov bude po relativne krdtkom
case prazdnyCo sa tykacasovej zlozitosti procedur a funkcii, zloZifdsinkcie na_cisloa aj
procediryna_pole je O(Zb), kde b je paet vrcholov grafuH. Casova zloZitas funkcie
spracuj je O(l), pretoze tam ide o vyptové operacie a operacie sagcami, ktoré maju
zlozitog’ v konStantnontase.

Priestorova zlozitasalgoritmu je tieZO((n —4* a)* 2“‘4*6‘), pretoze kazdy stav ma svoj
pam&ovy priestor. Exponencialny rast pafo@ého priestoru ma za nasledok &ducim sa
n alokovanie vEkého mnoZstva opefaej pamate. Jej Vkos' je individualna v ramci
paocitaca, na ktorom bezi program. V mojom pripade idegigabajt. V pripade, ze — 4*a =
22, je to eSte mozné. Konkrétrisla hovoria, 7e 22 = 92 274 688. Poleisited je
jednobajtové a poleredchodcastvorbajtové. Celkovo budl takto zabera*22* 2°2 =
461 373 440 bajtov. D& sa predpokigdee radygl ag2 nebudu vémi dihé, ale pre istotu je
dobré im vyhradi dostatok pamate. Ide o Stvorbajtové polia, v mojmpade sa im dalo
vyhradt’ kazdému 200 MB pamati (rozsah 50 000 000, 2*4*80 000 je celkovo 400 MB).
Pre vysSiu hodnotu rozdieln — 4*a by bolo potrebné wdie mnozZstvo pamate. Z tohto
vyplyva to, préo je mozné programom pre jednu vidlu skiSpracovavéa nanajvys 26
vrcholové grafy. Je to preto, lebo jedna vidla aetab grafuG len 4 vrcholy a graH ma
potom 22 vrcholov. Pri grafoch s 28 vrcholmi by matom grafH celkovo 24 vrcholov. Pre
dve vidly je mozné spracovavgrafy v p@&tom vrcholov do 30 vratane. Pri 32 vrcholoch by
to uz mozné nebolo, lebo 32 — 2*4 = 24. V pripaseby boli na vstupe grafy s vrcholmi 32
alebo 34, dalo by sa inT&da dominujace kruznice len s pouzitim troch vidiek By boli na
vstupe grafy s eSte &im mnoZstvom vrcholov, bolo by potrebné utopiogram s vé&im
mnozstvom vidiel.Co sa tyka priestorovej zloZitosti procedir a fufikeioZitos® funkcie
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na_cislo a aj proceduryna_pole je O(b), kde b je paet vrcholov grafuH. Priestorova
zlozitog’ funkcie spracujje O(1), pretoZe vystup je uvedeny wWazci s konstantnym pom
znakov.

6.9.2 Zlozito®’ pri hadani 2DBP

Hlavna procedura vyladava vSetky dvojice dizjunktnych bipartizujacichreni. Nech
pocet vidiel v grafe jev a pa@et chérdc, ich siget nech jen. PretoZe sa generuju vSetky
cifernécisla v trojkovej sustave, je z tohto fFakducasova zlozitas O(3"). To vSak Uplné nie
je. Pre kazdé totn-cifernécislo sa deji’alSie operacie zavisiace od premennych. Pozrime sa
na to blizSie. Nech get vrcholov grafuG, teda grafu s dominujicou kruzZnicougje

Funkciaodober_parenidezi véaseO(m), kdem je paet hran parenia. To preto, lebo
ostatné jej operécie su uz konstantné. KonStamtdatiZ aj pdet susedov pre kazdy vrchol,
a sice 3. PretoZze hran v kazdom pareni nebudeakiacsiet chord a vidiel (premennd),
mozno potom napisaze funkciaodober_pareniédezi vcaseO(n). Ked’ odstranime parenie
z grafu, takto upraveny graf prechadza do funkweneomorfny Najprv prebieha cyklus,
ktory odstraiuje vrcholy stupa dva aspaja ich susedov. & spdjanie susedov
a odstréaovanie prebieha v konStantnafase (poet susedov kazdého vrchola je konstanta),
potom jec¢asova zlozitasO(a * pocet prechodov cyklu). Ras jedného prechodu nantite
zmiznu vsSetky vrcholy stufa 2. Odstranenim takéhoto vrcholu sa nemeni sta@eneho
iného vrchola. Preto je tento prechod cyklu namajiiya celkova zlozitoscyklu je takO(a).
Pretislovanie prebieha tiez daseO(a). Pre&islovany graf ma nanajvyslko vrcholov, ako
pdvodny. Uprava pegslovaného grafu prebieha tiexaseO(a), lebo p@et susedov kazdého
vrchola je konStanta. Cela funkdimmeomorfnyma tedatasovu zlozitog O(a)+O(a)+ O(a),
¢o je celkovoO(a). Program obsahuje pod komentarom aj start véurikcie homeomorfny
Tato bola prepisanadalej nepouzivana prave kvaiasovej zlozitosti. Vyuzivala sa tam
matica susednosti vrcholov, preto bolagagova zloZitas O(a?). Aj experimenty ukazali, Ze
ju je kvoli usporecasu potrebné prepisaGraf potom ide na kontroldj je bipartitny. M6ze
nasta pripad, Ze sa zakratko zisti, Ze nie je. Najhorfiad z pobhaducasu je pripad, Ze graf
je bipartitny, lebo vtedy sa zafarbia vSetky jelrohely. Preto jecasova zlozZitas funkcie
je_bipartitnyrovndO(a).

Pre kazdé zo zvolenyam-cifernychcisel v trojkovej sustave je takto zlozito®(n) +
O(a) + O(a), kde prvy gitanec je zlozitas odobratia parenia, druhy je zlozifogrevodu na
homeomorfny graf atreti je zlozZitbzistenia,¢i je graf bipartitny. Pretoze &ét vidiel
a chérd je ufite menSia, alebo rovna, ako je¢gbvrcholov grafu, potom sa da zlozifgsre
kazdé n-ciferné ¢islo v trojkovej sustave uviésako O(a). Aby sme nezabudli, testuje sa
potom eSte jeden graf (v pripade, ak je prvy bipag, ale 2 je konStanta, preto sa zloZitos
nemeni. Celkova zlozitéshradania 2DBP je potor®(a*3"), v rozpisanom tvar®(a*3"*),
kdea je paet vrcholov grafuG, v je paet vidiel ac je paet chérd.

V praktickom pouziti mbéze bycas naozaj vsSelijaky. Po prvych najdenych 2DBP
algoritmus korii. Z toho vyplyva, Ze ak sa ndjdu 2DBP rychlo, altgaous aj rychlo sko#.

V najhorSom pripade, Keziadne 2DBP nenajde, prechadza vsetkjfernécisla v trojkovej

sustave. Vieme, Ze vrcholov je nanajvys 30. Otézkia, aky je stet vidiel a chérd. Tento

si&et totiz napovie, ako dlho moZe pradavanie vSetkych moZznosti ttvaPretoze

uvazujeme vzdy presny pet vidiel, nech je tento get (v) konStanta. Zaujima nas potom
3*a

pocet chérd. Vieme, Ze kubicky grafasyrcholmi méa hran. Kazda vidla ma tri hrany
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a jej odobratie spbsobi, Ze tri vrcholy grafu bustupa dva (pre kazdé dve vidly piad
podkapitoly 6.5 plati, Ze su vrcholovo dizjunktnBn odstraneni vidiel bude thtakyto graf

*

3*a . , i . L .
teda —3*v hran. Pre tieto hrany plati, zeddpatria dominujucej kruznici, alebo potom

ide o chordy. Dominujuca kruznica marko hran, kéko ma vrcholov. A p&et vrcholov
leZiacich na tejto kruZznici ja —v, ¢o zodpoveda vrcholom, ktoré su v grafe, ale nieiptni

—-4* , ,
a V. Slet chérd

vidiel. Paset chérd grafu bude teda potong—a—3*v—(a—v):

—_ *
a vidiel bude potomazﬁ+v=g—v. Ak chceme, aby bola tato hodnata najvysSia,

e Wt

podkapitoly 6.9.1 mozna nie je. Pri 30 vrcholoctivach vidlach je stet vidiel a chord 13,
¢o je maximalny s&et pri danych grafoch. Jedna vidla je povolena wr26olovych grafov,
ale 13 — 1 je rovné len 12. Hodnota exponentude teanajvys 1350 je prijaténé. BlizSie
informacie su uvedené vo vysledkoch experimentu.

Priestorova zlozZitas algoritmu na hadanie 2DBP Jami nizka relativne kiwtasovej
zlozitosti. Co je v pripadetasovej zloZitosti exponencialny narast, tu ide dbaole p, ktoré
ma priestorovl zlozita’s O(n) (resp. O(a)). Proceduraodober pareniema priestorova
zlozitog’ O(a), lebo sa tam len robia zmeny na jednom grafayktabera stale rovnako kee
priestoru. Funkcischomeomorfnyma tiez zlozitos O(a). Jej stara verzia mala priestorovu
zloZitog’ O(a®). Podobne je na tom aj funkgia bipartitny aj jej zloZitos je O(a) — kvoli
pol'u farba. VSetky polia a datové typy v procedirghladavaniesu v zlozitostiO(a) — ¢i uz
ide o dominujucu kruznicu (Gite nema viac vrcholov, ako samotny graf), pobiany (jeho
druh& zloZka ma 6 prvko¥p je konStanta), polehordg alebo polep. Celkova priestorova
zlozitog’ algoritmu na hadanie 2DBP je teda(a). ZjednoduSene povedané, mame jeden graf
savrcholmi ulozeny v pamati a pre vSetky operacimrd nanom robime, nam postaje
nanajvys nejaky konstantny nasobok tejto pamaéte.

6.10 Realizacia a vysledky experimentu

Experiment sa realizuje tak, aby sa potvrdila matrhypotézy 5.2.1 pre vSetky grafy,
ktoré mame k dispozicii. Mame 7 suborov, ktoré lpapisané v podkapitole 6.2. Kazdy
z nich obsahuje grafy, ktoré je potrebné sprato¥nd spracovanim budeme chgpae
kazdému grafu sa budeme pokiisajs’ jednu dominujicu kruznicu (pda moznosti jednu
pre kazdy peet vidiel) a potom pre tato kruznicu overim#, v grafe stouto kruZnicou
existuju 2DBP. Subory sa spracovavaju pomocou pragv popisanych v kapitole 6. Fad
uspesSnosti Fadania dvoch dizjunktnych bipartizujacich pareni sadu robf dalSie
experimenty.

Vo vSeobecnosti je zbywoé vyladavad ku konkrétnemu grafu 2DBP pre vsetky
dominujuce kruznice, ktoré méZzeme pomocou programag’. V pripade 30 vrcholovych
grafov zavézi, Ze ich je 28400 a teda by totoleglavanie vimi dlho trvalo. Hypotéza 5.2.1
hovori, Ze sté& najg’ jednu dominujucu kruznicu taku, Ze vieme 6&BBP. Ak teda pre isty
graf takato dominujucu kruznicu najdeme, ifre uz potom tato hypotéza plati a hibSie sa
nim zaoberd nemusime. Pre kazdy ¢ vrcholov boli uplatnené iné postupy a vysli tu
Specifické vysledky. V pripade 28 a 30 vrcholovygrafov bolo potrebné hibSie skimanie.
Teraz popiSeme v kazdej samostatnej podkapitole,sakpostupovalo a aké vysledky boli
najdené pre kazdy pet vrcholov grafov na vstupe.
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Casy uvedené v jednotlivych podkapitolach maju infativny charakter. Nejde tam ani
o konkrétne hodnoty tychttasov, ide skor o informéciu, aké sdasového hadiska vZahy
medzi Wadanim dominujucich kruznic pre 1, 2 alebo 3 vallfadanim 2DBP v pripade, Ze
bola dominujuca kruznica najdend danynétpm vidiel. Meranie¢asu bolo uskut@ované
na mojom poitaci (procesor rychlosti 3 GHz). V pripade rychlej$eprocesora, alebo
pouZzitim viacerych péitacov by bol¢as spracovania samozrejme rychlejsi.

6.10.1 Grafy s 18 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maju 18 vrcholov, obsahuredea grafy. Z praktickéholhdiska
posluzili dobre najma pri tvorbe programu, ktorhkgdava dominujuce kruznice, lebo sa dali
l'ahko nakresfi na papier a vysledok sa dal jednoducho dvd?re nizky poet vrcholov
a celkovo maly peet grafov trvalo Badanie dominujucich kruznic, ako aj 2DBP minimalny
¢as. Pre jednu vidlu a pre dve vidly sa nasli dondioel kruznice a k tymto kruZniciam sa
nasli aj 2DBP. Pre tri vidly sa kvéli obmedzeniampfsanym v podkapitole 6.5.4 nenasla
Ziadna dominujuca kruznica.

Vysledkom je teda, Ze pre vSetky (dva) 18 vrcholgrafy bola najdena aspgedna ich
dominujuca kruznica taka, Ze sa e nasli 2DBP. Vystupnymi subormi 18 c4 dom,c
kde su zaznamenané dominujace kruznice (2védbor pre jednu a zviaPpre dve vidly)
asl8 c4 2dbp,ckde su zaznamenané 2DBP pre danu dominujucu ikwZiez zvIlag pre
jednu vidlu a pre dve vidly). Subgrotokol.txtv prislusnych adresaroch ma v tomto pripade
¢isto informativny charakter.

Pri dvoch grafoch na vstupe sa déhko skontrolov ¢i program na vyfadavanie
dominujucich kruznic naSiel naozaj platni dominujdeuznicu. Bolo vSak jasné, Ze pri
viacerych grafoch to uz mozné nebude. Z toho dévibduvytvoreny pomocny program
S nazvontest_domV struenosti si popiSeme, ako progrdest_donpracuje. Jeho vstupom je
subor s grafmi, ktoré maju zistené dominujuce kitgn Jeho format je popisany
v podkapitole 6.2. Program graf dita a preverigi ide jednak o kruznicu a potofi ide
o dominujucu kruznicu. Ak pre graf nie je najden@mihujuca kruZnica, takyto graf sa
ignoruje — nepovaZuje sa to za neplatni dominukiaédnicu. Aby bola kruznica kruznicou,
musi prenu platt, Ze dva jej po sebe iduce vrcholy musia’ lByusedné v danom grafe
a Ziadne dva vrcholy sa nesmu opakbva@oto je v programe vyrieSené jednoduchymi
cyklami a maticou susednosti. V pripade, Ze s fietdmienky splnené, overi sa egiepre
vSetky hrany grafu plati, Ze aspgeden koniec lezi na kruznici. Ak toto vSetko plg¢ to
v poriadku, ak nie, vypiSe sa sprava, pre aky omgfle o platni dominujacu kruznicu.
V pripade, Ze su vSetky kruznice v subore platméidojuce kruZnice, program o tom vypisSe
Spravu.

6.10.2 Grafy s 20 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maja 20 vrcholov, obsahujgréfov. Hadanie dominujacich
kruznic a 2DBP je &ni podobné, ako v pripade grafov s 18 vrcholmi. Dujuice kruznice
sa nasli pre jednu a dve vidly. Pre tri vidly saa&i, pdet vrcholov je na to stale malgas
hradania dominujacich kruznic je miniméalny. Ku krudam s jednou a dvoma vidlami sa
nasli 2DBP .Cas néjdenia tychto pareni v pripade 6 grafov jeypadé uz aj naom je vidno
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rozdiel v pripade uvaZovania jednej a dvoch vidi.islo o dominujtcu kruZniculidky 19
(jedna vidla), bokas behu 4,20 sekundy, pre dominujlcu kruzniigkyd18 (dve vidly) bol
¢as behu 1,75 sekundy. Korektfiosajdenych dominujicich kruznic bola skontrolovana
programontest_dom

Vysledkom je teda, Ze pre vSetkych t8@9€ vrcholovych grafov bola ndjden& aspo
jedna ich dominujuca kruznica taka, Zze sa puenasli 2DBP. Vystupnymi subormi su
s20_c4_dom,kde su zaznamenané dominujuce kruznice (2\@éBor pre jednu a zviagre
dve vidly) as20_c4_2dbp,ckde s zaznamenané 2DBP pre danu dominujucu ikwuftez
zvla® pre jednu vidlu a pre dve vidly). Subgrotokol.txt v prisluSnych adresaroch ma
v tomto pripade opé@nformativny charakter.

6.10.3 Grafy s 22 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maja 22 vrcholov, obsahujeglffov. Pre kazdy z tychto grafov
sa naSla dominujuca kruznica pre jednu vidlu addéy. Pre tri vidly sa na rozdiel od 18
a 20 vrcholovych grafov nasli tiez dominujice kngen aj kel’ nie pre vSetky, nasli sa pre 15
grafov. Cas behu Padania kruznic bol zanedbktg, ale dali sa Witat’ rozdiely v pripadoch
jednej, dvoch a troch vidiel. Ak sa uvazovala kigans jednou vidlou, balas adania pre
vSetkych 20 grafov 0,69 sekundy, s dvoma vidlan®i60sekundy a s troma vidlami 0,01
sekundy. Skutinog’, Ze sa naSla pre tri vidly v 75% pripadoch dominaj kruznica je
mozné vysvetti tym, Ze 22 vrcholovy graf je uz v niektorych pdpah postéujuci na to, aby
sa viiom nasla trojica vrcholov &mjica podmienky z podkapitoly 6.5.4. Sprawhos
najdenych dominujicich kruznic bola overena progmanest_dom Co sa tyka hadania
2DBP, aj vtomto pripade sa tiez nasli pre kazdgf.gBolo tomu tak v dominujucich
kruzniciach dzky 21 (1 vidla). Prvykrat sa ale stalo, Ze bolavrégyena hypotéza 5.1.1.
V pripade dominujlcich kruZnicizky 20 (2 vidly) sa nenasli 2DBP pre gréilo 17.
Podobné vec sa stala aj v dominujucich kruznicidizky 19 (3 vidly). Graiislo 1 — prého
sa naSla takato dominujlica kruznica, ale puesa nenasli 2DBP. ZvlaStnma je, Ze
hypotéza 5.1.1 bola &tanku [6] vyvratena na priklade 68 vrcholového gradle v tomto
pripade ide len o 22 vrcholovy gréfasy pre najdenie 2DBP boli uz o &gevyssie, v pripade
dominujtcich kruznic ktky 21 bol¢as behu 31,49 sekundyizly 20 bol 20,25 sekundy a pre
kruznice dzky 19 bol 4,79 sekundy (i Kev tomto pripade sa spracovalo len 75% grafov).

Vysledkom je, Ze pre vSetkych 20 grafow’kesti 22 vrcholov sa nasla dominujuca
kruZnica taka, Ze sa k nej nasli 2DBP. V pripadduyfl7 so svojou dominujucou kruznicou
dizky 20 a grafu 1 so svojou dominujicou kruznicitky 19 sa ale 2DBP nenasli. Tieto dva
grafy so svojimi dominujucimi kruznicami su tu ajobrazené na obrazku 6.10.3.1. Griafo
17 so svojou dominujticou kruznicoizky 20 je vlavejcasti tohto obrazku a gréfslo 1 so
svojou dominujtcou kruZnicoulZky 19 je v pravejasti tohto obrazku. Kvoli préadnosti
nie su vrcholy tychto grafovégslované. Dominujuca kruznica je u oboch grafovnatena
na zeleno.

Vystupnymi subormi sis22_c4 _dom,ckde su zaznamenané dominujuce kruZnice
(zvl&¥ subor pre jednu, pre dve a pre tri vidly322 c4 2dbp,kde su zaznamenané 2DBP
pre danu dominujucu kruznicu (tiez zwagre jednu, pre dve apre tri vidly). Subor
protokol.txt v prislusnych adresaroch uvadza,boli pre vSetky grafy najdené dominujluce
kruznice, resp. 2DBP. Ak to tak pre niektoré ndpkai tam vypisan&sla prislusnych grafov.
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6.10.4 Grafy s 24 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maju 24 vrcholov, obsahujegBfov. Pre kazdy z tychto grafov
sa naSla dominujuca kruznica pre jednu aj pre daly.vPre tri vidly sa naSla dominujuca
kruznica v 37 grafoch, nenaSla sa len v gréido 38. Dva vrcholy navySe spdsobili, ze
uspeSnasnajdenia dominujacich kruznic s troma vidlami 3% namiesto 75% v pripade
22 vrcholovych grafovCas behu fadania kruznic bol stéle relativne ku grafom sefigimi
vrcholmi maly, opé sa dali vyitat’ rozdiely v pripadoch jednej, dvoch a troch vidigk sa
uvazovala kruznica s jednou vidlou, ldals Wadania pre vSetky grafy 5,28 sekundy, s dvoma
vidlami 0,42 sekundy a s troma vidlami 0,05 sekung8igravnog najdenych dominujucich
kruznic bola overena programatest_dom V pripade badania 2DBP — nasli sa apgre
kazdy graf.Co do pd@etnosti vidiel dominujtcich kruZnic su vysledky pbaé, ako u grafov
s 22 vrcholmi. V pripade dominujicich kruzniizky 23 (1 vidla) sa nasli 2DBP u v3etkych
dominujacich kruznic. U dominujucich kruznitzly 22 (2 vidly) sa nenasli 2DBP pre graf
gislo 24, u ostatnych grafoch ano. A u dominujudichznic dzky 21 (3 vidly) sa nenasli
2DBP pre gratislo 30.Casy pre najdenie 2DBP boli uZ ditejSie, v pripade dominujtcich
kruznic dzky 23 bol¢as behu 2 mindGty a 48 sekundzld/ 22 bol¢as 1 minGta a 7 sekdnd
a pre kruznice kitky 21 bol¢as 33,13 sekundy (pre 97,37% grafov).

Vysledkom teda je, Ze pre vSetkych 38 grafokkesti 24 vrcholov sa nasla dominujuca
kruZnica taka, Ze sa k nej naSli 2DBP. Hypotézalhbla vyvratena aj v pripade tohtotho
vrcholov, v pripade grafu 24 so svojou dominujikauznicou dzky 22 a grafu 30 so svojou
dominujicou kruznicou ldky 21 sa 2DBP nenasli. Vystupnymi sibormis@4 c4 dom,c
kde su zaznamenané dominujuce kruznice (2védbor pre jednu, pre dve a pre tri vidly)
as24 c4_2dbp,ckde su zaznamenané 2DBP pre dand dominujucu ikwZiiez zvIlas pre
jednu, pre dve a pre tri vidly). Subprotokol.txtv prislusnych adresaroch uvadzaboli pre
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vSetky grafy najdené dominujuce kruznice, resp. RDBK to tak pre niektoré neplati, si tam
vypisan&isla prislusnych grafov.

6.10.5 Grafy s 26 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maju 26 vrcholov, obsahujé g8afov. Je to uz o nie vasie
mnozstvo, ako Vv suboroch s menSimétpm vrcholov. Kvoli dévodom uvedenym
v podkapitole 6.9.1 sa v grafoch s tymto¢toon vrcholov daju eSte 'lada’ dominujlce
kruZnice s jednou vidlou. Dominujuca kruznica sa jdnu vidlu nasla pre kazdy z grafov,
podobne to platilo pre dominujice kruznice s dvosiaami. Co sa tyka troch vidiel, v troch
grafoch sa nenaSla. Percento UspeSnosti najdenméndidicej kruznice pre tri vidly je tak
98,93%, opé o nigo viac, ako v predoSlom pte vrcholov grafu. ZvySenie ptu vrcholov
a mnozstva grafov mal za nasledok aj zvysésy behu Padania kruznic. Ak sa uvazovala
kruZnica s jednou vidlou, balas Wadania pre vSetky grafy 3 minaty a 48 sekind, &k iS
0 dominujucu kruznicu s dvoma vidlami, b&ds 14,50 sekundy, pre tri vidly bsas 1,69
sekundy. Spravnésajdenych dominujucich kruznic bola overena prognatest dom

Aj v tomto subore sa nasli sa pre kazdy graf 2DBRripade dominujacich kruznic
s jednou vidlou sa nasli 2DBP pre vSetky tieto kioé. Pre kruznice s dvoma vidlami sa
nenasli 2DBP pre 4 grafy, iatisla su 197, 198, 217 a 227. Pre dominujluce krezsizoma
vidlami sa nenasli 2DBP pre 6 grafowislami 31, 89, 95, 99, 161 a 177. Spomeriisé
grafov nebolo potrebné&alej skimd, pretoze 2DBP sa tu nasli v pripade dominujacich
kruznic s jednou vidlowCasy pre najdenie 2DBP uz trvali diggisovy Gsek, najméa v pripade
dominujucich kruznic s jednou vidlou. Pri kruZnidias jednou vidlou batas vylradavania
2DBP 54 minut a 43 sekdnd, pri kruzniciach s dvoritlami 19 minut a 51 sekdnd a pri
kruZniciach s troma vidlami 7 minat a 50 sekunce (98,93% grafov).

Vysledkom je, Ze pre vSetkych 281 grafoWkasti 26 vrcholov sa naSla dominujuca
kruZnica taka, Ze sa k nej nasli 2DBP. HypotézalDbla vyvratena aj tu, v pripade 4 grafov
s dominujicou kruZnicoulzky 24 a v pripade 6 grafov s dominujicou kruZnidbiky 23.
Vystupnymi subormi si626_c4 _dom,ckde su zaznamenané dominujuce kruznice (2vlas
subor pre jednu, pre dve a pre tri vidly326_c4_ 2dbp,kde su zaznamenané 2DBP pre danu
dominujucu kruznicu (tiez zvléSpre jednu, pre dve apre tri vidly). Subprotokol.txt
v prislusnych adresaroch uvadzaboli pre vSetky grafy nadjdené dominujlice kruzni@sp.
2DBP. Ak to tak pre niektoré neplati, s tam vypésssla prislusnych grafov.

6.10.6 Grafy s 28 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maju 28 vrcholov, ma 290faywale to uz dasve’ké mnozstvo
grafov. Dominujuce kruznice sdddaju uz len pre dve a tri vidly. Dominujace kriganpre
dve vidly sa naSli v pripade vSetkych grafov. Peykrat sa naSli pre vSetky grafy aj
dominujtce kruznice s troma vidlandias najdenia kruznic s dvoma vidlami pre v3etkyygraf
bol 10 minut a 24 sekdnd, pre tri vidly b&ds 1 mindta a 17 sekund. Sprawhagjdenych
dominujtcich kruznic bola opéverena programortest_domCo sa tyka badania 2DBP,
bol uz problém gasom. V pripade dominujucich kruznic s dvoma vidléwmlo potrebné
rozdelt subor na trcasti a spracovakazdy osobitne — naraz by to trvalo priliS dlhotden
sa to zldilo do jedného suboru. Vysledkom bolo, Ze pre 2§#8ov sa nasli 2DBP, pre 23
nie. Toto vyliadavanie trvalo 9 hodin a 18 minuat. V pripade dandicich kruznic s troma

68



vidlami bol ¢as behu programu kratSi a nebolo potrebné subatdimza’. Tam bolo
vysledkom, Ze pre 2866 grafov sa nasli 2DBP, prai@5Cas behu programu bol 3 hodiny
a 55 minut.

Prvykrat sa ale stalo, Ze sa nasli grafy, pre ksar@opisanym spésobom nenasli 2DBP.
Prienikom 23 grafov, pre ktoré sa nenaSli 2DBPipaute dvoch vidiel a 35 grafov v pripade
troch vidiel, boli tri grafy. Ichiisla s 2150, 2151 a 2163iastanym vysledkom je teda, ze
mame najdené 2DBP pre 2898 grafov, pre 3 batie. Hypotéza 5.1.1 bola vyvratena
celkovo pre 55 grafov (23 + 35 — 3 ako prienik).stpnymi subormi s828 c4 dom,kde
sU zaznamenané dominujuce kruznice (2vitbor pre dve a pre tri vidly)s28 c4 2dbp,c
kde su zaznamenané 2DBP pre danu dominujicu kuuiéz zvlag pre dve a pre tri vidly).
Subor protokol.txt v prislusnych adresaroch uvadza, boli pre vSetky grafy ngjdené
dominujuce kruznice, resp. 2DBP. Ak to tak pre toe&k neplati, si tam vypisariésla
prislusnych grafov.

Na grafy 2150, 2151 a 2163 sa pozrieme podrobneifie kazdy z nich vytvorime
samostatny subor a zmodifikujeme programy Fedhanie dominujlcich kruznic a program na
hradanie 2DBP tak, aby sa to dalo pgydie prave jeden graf. Zmodifikované programy na
hradanie dominujucich kruznic sdomin2exadomin3ex Vznikli z programovdominuj2
adominuj3tak, Ze v pripade najdenia dominujucej kruznicegmm nekodi, ale pokréuje
v hradanid’alSich dominujucich kruznic. Takto najde prograretkg kruznice, ktoré je pre
dany graf schopny najsZmodifikovany program nalbdanie 2DBP jenodBMCexZmena
je len vo vypisecisiel do suboruprotokol.txt a na obrazovku sa vypisuje poradaiiglo
dominujtcej kruzniceCislo grafu je tu totiz stale rovnaké. Pre kazdyf gégdeme najprv pre
dve i tri vidly vSetky mozné dominujuce kruznicga@om skusime najsku vSetkym tymto
dominujucim kruzniciam 2DBP. TakZe robime podobmgtpp, ako doteraz, na vstupe je
v3ak len jeden graf a v3etky jeho najdené domirujraznice.Co je jasné — Ze sa 2DBP
nenajdu pre prva najdend dominujucu kruznicu vamtgpdvoch aj troch vidiel. Otazkou je,
ako to bude vyzeraak skusime n&fs2DBP pre vSetky dominujlce kruznice, ktoré najdeme
Nepredpokladalo sa, Ze sa nenajdu 2DBP pre vSetidnice, ale mozno sa predpokladalo, Ze
takychto kruznic bude nejaké vySSie percento. Ukéza, Ze hypotéza 5.2.1 sa vyvrati 0zaj
len vé’mi tazko. Po podrobnom priddani 2DBP pre vSetky dominujuce kruznice sa aistil
Ze len pre maldag’ dominujucich kruznic sa nenasli 2DBP.

Pre graftislo 2150 sa naslo 110 dominujacich kruznic s dveiami a pre 105 z nich
sa nasli 2DBP, pre 5 nie. Pre graf 2151 sa na®d&il®nic s dvoma vidlami, pre 127 sa nasli
2DBP a pre 6 nie. Nakoniec, pre graf 2163 sa na&lb kruznic s dvoma vidlami, pre 116
z nich sa naSli 2DBP a pre 5 nie. Preratané naep&ic 2DBP sa nasli v pripade 95,5%,
95,5% a 95,9% dominujucich kruznic s dvoma vidlai@da ozaj ani naznak na vyvratenie
hypotézy 5.2.1. Pre gréfslo 2150 sa naslo 234 dominujucich kruznic s tremdé&ami a pre
217 z nich sa nasli 2DBP, pre 17 nie. Pre graf Zibmhaslo 169 kruznic s troma vidlami, pre
167 sa naSli 2DBP a pre 2 nie. Nakoniec, pre gtéBXa naSlo 114 kruznic s troma vidlami,
pre 110 z nich sa nasli 2DBP a pre 4 nie. Preraten@ercenta, 2DBP sa nasli v pripade
92,7%, 98,8% a 96,5% dominujucich kruznic s tromdlami. TakZze nielen v pripade
dominujucich kruznic s dvoma vidlami, ale aj v ade kruznic s troma vidlami vyslo, ze
hypotéza 5.2.1 jéaZko vyvratiténa.

Po hlbSom a podrobnejSom skumani troch vybranyefogy ktorym sa nenasli 2DBP
ku prvej najdenej dominujucej kruznici s dvomaarta vidlami bolo zistené, Ze ku lvei
vysokému percentu kruznic (vzdy nad 90%) sa n&@#PR2 Je predpoklad, Ze ak by sme takto
dopodrobna skumali vSetkych 2901 grafov v suboeehy boli vysledky podobné. Podrobné
skumanie by ale trvalo Vi dlho. Pre informaciu, najdenie vSetkych domimrigh kruznic
a 2DBP k nim trvalo pre vSetky tri grafy dovednaddinu a 23 minat. Ak by sme takato
rychlog’ podrobného spracovania uvazovali ako priemerndrqgimmé spracovanie vSetkych
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2901 grafov by trvalo priblizne 1338 hodin (rado®otyZzdiov). Subory s néjdenymi
dominujucimi kruznicami a 2DBP k nim su v adreddodrobne_skumanieSu tam vstupné
subory (tvarws28_¢islo grafu).c) a potom samostatne pre dve a tri vidly najdenéidojuce
kruZznice (subory tvarus28 ¢islo grafu) dom.c) a 2DBP (subory tvarus28 ¢islo
grafu)_2dbp.9. Subomrotokol_gislo grafu).txtobsahuje&as behu programu pre dominujlce
kruznice a 2DBP. V pripadelddania 2DBP obsahuje aj porado¥i&la grafov v subore
s28_¢islo grafu) _dom.cpre ktoré sa 2DBP nenasli.

6.10.7 Grafy s 30 vrcholmi

Subor s grafmi, ktoré maja 30 vrcholov, ma 2840&fay. Ide o véké mnozstvo grafov
a preto spracovanie vSetkych grafov maloc¢meaodliSny priebeh, ako v pripade vSetkych
predoslych suborov s grafmi. Dominujuce kruznickyema vidlami sa nasli pre vSetky grafy.
Trvalo to vSak dlho¢as behu programu bol 7 hodin a 36 minat. Dominukiaénice s troma
vidlami sa nasli v pripade 28399 grafov, pre graiskbom 10055 sa takato kruznica nenaSla.
Cas behu programu bol podstatne niz3i, ako v pripadeh vidiel — 57 minat a 31 sekdnd.
Spravnos najdenych dominujucich kruznic bola overena progna test_ dom Najdenie
2DBP nemohlo bty z ¢asovych dévodov kvoli w&ému mnozstvu grafov uskutoené pre
dominujuce kruznice s dvoma a aj troma vidlami. dghejSie bolo skusginajs’ 2DBP iba
pre dominujuce kruznice s troma vidlami. V podkalgit6.9.2 je objasnené, preje casovo
menej naréné Hada 2DBP pre dominujuce kruznice s vysSimtiom vidiel. Grafu 10055
bola najdend kvoli kompletnosti siboru dominujucazkica pre dve vidly. Bolo jasné, Ze
hrada’ 2DBP suboris30_c4 dom,os ktorom su uloZené vSetky dominujuce kruznitesa
vidlami (s vynimkou grafu 10055) sa na jedno spuisteprogramu kvoéli dlhému behu
programu neda. Pomocou progranozdel sa rozdelil tento subor na 2@sti, 28 po 1000
grafov s dominujacimi kruZnicami a jeden so 400frgia(programrozdelje vytvoreny prave
na tento del a blizSie ho popisovanebudeme, lebo je intuitivne jasré, ktory jeho prikaz
znamena). Subory maju naz®80_c4 _dom((slo cast).c. VSetkych tychto 29 suborov
s dominujacimi kruznicami bolo potom vstupom pregrammodifBMC

Dostali sme takto 28iastanych vysledkov, kazdy z nich mal svoj subor s ndyei,
resp. nenajdenymi 2DBP a svoj protokol. Nazvys80 c4 2dbp ¢(slo casti).c aprotokol-
_(cislo casti).txt Bolo dobré ich zl&it do jedného suboru. Na to slizi progralmcenie(Tiez
ho nebudeme podrobne popistivalizi vyhradne na tentaiél. Je vSak o ni® dlhsi, lebo
itava aj pdet najdenych a nendjdenych 2DBP a celk@¢ag behu). Po zé@ni suboru
s 2DBP a protokolov do jedného suboru bolo zistaeéy pripade 28071 grafov sa nasli
2DBP a v pripade 329 grafov nie. Celkaias behu Padania 2DBP bol pritom 50 hodin a 21
minut. Bolo potrebné n&2DBP aj pre tych 329 grafov. Druhym krokom boldppavit’ si
subor, v ktorom budu iné dominujlce kruznice tycbtafov. Tie iné dominujuce kruznice
boli tie, ktoré sa nasli pri dvoch vidlach u tychgeafov. Progranvyber slizi na to, aby
presital suborprotokol.txt v ktorom s&isla grafov, pre ktoré neboli ndjdené 2DBP v prépad
troch vidiel a vytvoril subor, ktory bude obsahtyaedpis a dominujucu kruznicu s dvoma
vidlami tychto grafov. Konkrétne bol vstupnym sOtor sibor s dominujacimi kruZnicami
s dvoma vidlami vSetkych 28400 grafov a vystuporhdudbor, ktory obsahoval dominujuce
kruznice s dvoma vidlami len tychto 329 grafov.

V dalSom kroku sme skusili n&js2DBP k tymto 329 grafom sinou dominujicou
kruznicou. Vysledkom bolo, Ze pre 303 grafov sa PD®&SIi, pre 26 nie. Ictisla st 10309,
10314, 10865, 10866, 10916, 10978, 10981, 1099203,111021, 11025, 11033, 11035,
11048, 11050, 11056, 11065, 11066, 12043, 1213%33,718323, 20836, 20844, 26248
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a 26251. Tymito 26 grafmi sa budeme zaobepmdrobne, rovnakym spésobom, ako
v pripade grafov 2150, 2151 a 2163 pri 28 vrcholdtte informaciu, Fadanie 2DBP tychto
329 grafov trvalo 3 hodiny a 46 minat. PretoZze p& anejedna o viké mnozstvo grafov,
vstupné subory s grafmi boli uroben&ma. Ich nazov jes30_¢islo grafu).c Programami
domin2exadomin3exboli najdené vSetky dominujuce kruznice s dvontgma vidlami pre
kazdy graf. Su ulozené v suboroch s nazw3® ¢islo grafu) _dom.cpre kazdy péet vidiel

v samostatnom adresari. Pre kazdy graf so svojfmidujucimi kruznicami sa spustil
programmodBMCex vystupom bola informacia, pre Ka dominujucich kruznic (pre dve
a pre tri vidly) sa naSli 2DBP. Vysledky su kvolep’adnosti uvedené v tatke.

TabuPka 6.10.7.1

V 1. sfpci je ¢islo grafu, v 2. peet najdenych dominujucich kruznic pre dve vidig.v
najdenych 2DBP ku kruzniciam s dvoma vidlami, vpgicet nenajdenych 2DBP ku
kruZzniciam s dvoma vidlami, v 5. je podiel najdemy2DBP pre dominujlice kruznice
s dvoma vidlami v percentach, v 6.¢gb najdenych dominujucich kruznic pre tri vidly7v
n4jdenych 2DBP ku kruZniciam s troma vidlami, \p&et nenjdenych 2DBP ku kruZniciam
s troma vidlami a v 9. Kici je podiel najdenych 2DBP pre dominujice krugngtroma
vidlami v percentéch.

Cislo Dominujuce kruznice s dvoma vidlam|  Dominujlce krigg s troma vidlami
grafu
10309 157 150 7 95,54% 260 251 9 96,5¢4%
10314 151 145 6 96,03% 282 272 10 96,45%
10865 148 143 5 96,62% 199 191 8 95,98%
10866 156 151 5 96,79% 222 210 12 94,58%
10916 165 164 1 99,39% 241 237 4 98,34%
10978 143 137 6 95,80% 229 221 8 96,51%
10981 135 130 5 96,30% 207 195 12 94,20%
10992 161 158 3 98,14% 218 212 6 97,25%
11003 152 147 5 96,72% 193 186 7 96,3[/%
11021 156 151 5 96,79% 187 183 4 97,86%
11025 151 147 4 97,35% 191 186 5 97,38%
11033 123 120 3 97,56% 200 194 6 97,00%
11035 140 137 3 97,86% 212 207 5 97,64%
11048 157 152 5 96,82% 195 191 4 97,95%
11050 144 140 4 97,22% 203 197 6 97,04%
11056 140 139 1 99,29% 184 176 8 95,65%
11065 132 129 3 97,73% 195 192 3 98,46%
11066 135 133 2 98,52% 182 178 4 97,80%
12043 159 155 4 97,48% 173 170 3 98,2[/%
12135 158 155 3 98,10% 163 161 2 98,7 %
17133 185 183 2 98,92% 174 171 3 98,28%
18323 191 185 6 96,86% 94 91 3 96,81%
20836 202 201 1 99,50% 121 118 3 97,52%
20844 182 181 1 99,45% 107 105 2 98,18%
26248 211 209 2 99,05% 184 182 2 98,91%
26251 218 215 3 98,62% 191 185 6 96,86%
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Po hlbSom a podrobnejSom skimani 26 vybranych gré&torym sa nenasli 2DBP ku
prvej najdenej dominujucej kruznici s dvoma a tromdlami bolo zistené, ze ku imni
vysokému percentu vSetkych ich najdenych dominafudiruznic (vzdy nad 94%) sa nasli
2DBP. Podobne ako v pripade grafov s 28 vrchojenipredpoklad, Zze ak by sme takto
dopodrobna skumali vSetkych 28400 grafov v subbedyy boli vysledky podobné. Podrobné
skumanie vsSetkych grafov by trvalo ale’'ne dlho. Podrobné skimanie priniesialSie
kontrapriklady ku hypotéze 5.1.1. Pri vSetkych 2&fgch so vSetkymi svojimi najdenymi
dominujucimi kruznicami sa naslo 240 dominujuciclunic, ku ktorym sa nenasli 2DBP.
V pripade dominujdcich kruznic s dvoma vidlami @85 kruZznic, v pripade kruzZnic s troma
vidlami ide o 145 kruznic. Subory s najdenymi doupircimi kruznicami a 2DBP k nim su
v adresariPodrobne_skumaniesa tam vstupné subory (tvas@0_¢islo grafu).c) a potom
samostatne pre dve atri vidly najdené dominujucezrkce (subory tvarus30_¢islo
grafu)_dom.c) a 2DBP (subory tvars30_ ¢islo grafu) 2dbp.c). Sudbor protokol ¢islo
grafu).txt obsahujeas behu programu pre dominujice kruznice a 2DBpripade fadania
2DBP obsahuje aj poradovésla grafov v subore30_¢islo grafu) dom.cpre ktoré sa 2DBP
nenasli.

6.10.8 Zhrnutie vysledkov

Zistili sme, Ze zmenend Bipartizing Matchings Cohjee plati pre vSetky grafy, ktoré
sme dostali ako vstupné data. Pre grafy s vrchothii8 do 26 sa nasli 2DBP asipare jednu
prva ndjdend dominujucu kruznicu v pripadadiania s jednou, dvoma, alebo troma vidlami.
Pri 28 a 30 vrcholoch sa nasli grafy, pre ktorééplatilo. Tieto sme podrobili dékladnému
skimaniu. Toto skiimanie potvrdilo silu zmenenejaBiizing Matchings Conjecture, &ere
kazdy z grafov sa vzdy vo vySe 90% dominujucichzkia nasli 2DBP aje mozné takto
vyslovit’ predpoklad, Ze zmenend Bipartizing Matchings Gadoje skuténe plati.
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zaver

Hlavnymi prinosmi prace su:

1. Odstranenie chyb z Fleischnerovej prace [4]

2. Experimentalne overenie zmenenej Fleischnerovejotégy o bipartizujacich
pareniach na snarkoch do radu 30 a ndjdenie padstaenSich kontraprikladov
k pévodnej Fleischnerovej hypotéze.

Co sa tyka jednotlivych kapitol prace, v druhej kajg sme definovali bipartizujlice
parenie a vysvetlili sme si ho ina prikladoch. klda sme suavis s eulerovskymi grafmi.
V tretej kapitole sme ukazali suvis s nikde nuloviistokom. Ukazali sme, ako najdeme
nikde nulovy 5-tok v kubickom grafe, #epozname jeho dominujucu kruznicu a k nej dve
dizjunktné bipartizujace parenia. Vychadzali snmadkazu v jednontlanku, prinosom prace
je podrobné vysvetlenie tohto ddkazu a ukdzka nakidé&nych grafoch prostrednictvom
obrazkov. Vo Stvrtej kapitole sme ukéazali savisvejilym pokrytim cyklami. Ukazali sme,
ako najdeme dvojité pokrytie cyklami kubického grakel’ pozndme jeho dominujlucu
kruznicu a k nej dve dizjunktné bipartizujuce pdaerVychadzali sme z dokazu v jednom
¢lanku. Prinosom prace je podrobné vysvetlenie tdbt@azu a uz spomenuté upozornenie na
nezrovnalog v terminologii dékazu. Prinosom je aj vysvetledékazu na konkrétnych
grafoch prostrednictvom obrazkov. V piatej kapitelenenie Fleischnerovej hypotézy, ako aj
kontrapriklad k nej. Zarowe je tam uvedené slabSie tvrdenie Fleischnerovejotégy.

V Siestej kapitole je popisana experimentdtiaa’ prace. lde o popis vstupnych udajov,
vystupnych udajov, algoritmov, ktoré boli pouziténéaci. Nechyba popis programov, ich
casova a pamava zlozitos a popis vysledkov experimentu.

Vysledkom experimentu je zistenie, Ze zmenena ¢Hemsrova hypotéza plati na
vSetkych skimanych grafoch a mozno uvazie je vémi pravdepodobné, Ze plati aj vo
vSeobecnosti. V kazdom grafe vo vstupnych datachizdg nasla asppjedna dominujica
kruZnica, pre ktor sa naSli dve dizjunktné bigaijtice parenia. V pripade 29 grafov sa
zdalo, Ze by to tak nemuselotbyodrobné vyfadavanieo najvasieho pétu dominujacich
kruZznic v tychto grafoch a nasledny pokus o nagletvoch dizjuktnych bipartizujucich
pareni ukazalo, Ze tychto kruznic je ozdjava len pre malo z nich sa nenasla takato dvojica
bipartizujacich péareni. Z tohto dévodu je presigrde, Ze zmenena Fleischnerova hypotéza
plati, také silné.

Vysledkom experimentu je aj to, Ze sme nasli radsteoky kontraprikladov k pévodnej
Fleischnerovej hypotéze. Podarilo sa to dokoncavpzipade grafu s 22 vrcholmi. Pre
porovnanie, graf, ktory uviedol ako kontraprikladffitnann-Ostenhof, ma 68 vrcholov. Tento
vysledok hovori, Ze pristup na rieSenie problémajitho pokrytia cyklami, resp. najdenia
nikde nulového 5-toku v grafe prostrednictvom Feigrovej hypotézy nie je vhodny,
pretoZze pre konkrétny snark s dominujucou kruznieemusi plati, Ze sa vaiom najdu dve
dizjunktné bipartizujuce parenia. A podrobnejSie hliadavanie dominujucich kruznic
v grafoch s 30 vrcholmi ukézalo, Ze percento kraZpie ktoré sa nenasli dve dizjunktné
bipartizujuce parenia, je relativne vysoké, podmho ukazuje tadlka v zavere Siestej
kapitoly. Programy a vystupy z programov sa nacagidaa prilozenom CD.
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