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Abstrakt

Snark je neorientovany kubicky graf, ktorého hrany nie je mozné zafarbit tromi farbami.
V tejto praci sa zaoberame problémom nezafarbitelnosti takychto grafov a skimame

sposoby ich vizualizacie, ktoré tato vlastnost zvyraziuju.

KTacové slova: snark, kreslenie grafov, nezafarbitelnost, cyklicka stvislost
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Abstract

A snark is an undirected cubic graph whose edges cannot be colored with three colors.
In this thesis, we examine the uncolorability of such graphs and explore visualization

techniques that highlight this property effectively.

Keywords: snark, graph drawing, uncolorability, cyclic connectivity
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Uvod

Nakreslenie grafu predstavuje jeho vnorenie do roviny. Pre kazdy netrividlny graf exis-
tuje nekonecne vela roznych vnoreni. Vo vSeobecnosti uprednostiiujeme také znazor-
nenia, ktoré minimalizuji pocet krizeni hréan. Takéto zobrazenie vSak nemusi vzdy
zabezpecit prehladnost alebo odhalit doélezité Strukturalne vlastnosti grafu.

Cielom tejto prace bolo vytvorit nastroj na pozorovanie Struktiry nezafarbitel-
nych kubickych grafov, znamych ako snarky. Nasou snahou bolo automatizovat analyzu
tychto grafov tak, aby bola ¢o najprirodzenejsia pre Tudské oko, ale zaroven vhodné aj
na dalSie spracovanie poc¢itacom. Navrhnuty program identifikuje zname podgrafy a ge-
neruje nakresy, ktoré pomahaju objasnit, preco dany kubicky graf patri medzi snarky.
KedZe naSe poznatky o tejto problematike st zatial nedplné, program umoziuje iden-
tifikovat trividlne casti grafu a tym sustredit pozornost na zaujimavé podgrafy alebo
strukturalne vlastnosti.

Snarky st predmetom zaujmu, kedZe sa im venuju viaceri pedagbdgovia na nasej
fakulte, a zaroven doposial neexistuje systematické studia o tom, ako tito triedu grafov
efektivne vizualizovat. Ich dolezitost spociva aj v tom, Ze mnohé zname problémy v
teorii grafov maju svoj ekvivalent prave v ramci snarkov. V tejto praci sa budeme z
vlastnosti grafov zameriavat predovSetkym na cyklickii hranova suvislost, ktora pre

nas bude kIi¢ovym parametrom pri ich zobrazovani.
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Kapitola 1
Snarky

V tejto kapitole sa budeme zaoberat snarkami. Urobime podrobnu analyzu tychto gra-
fov a zameriame sa na vlastnosti, ktoré budeme vyuzivat pri ich kresleni.
V celej praci sa nebudeme zaoberat nesuvislymi grafmi, kedZe nie st relevantné pre

nasu problematiku.

1.1 Definicia

Snarky st neorientované kubické grafy, ktoré majia chromaticky index Styri, ¢o zna-
mena, ze sa nedaju hranovo zafarbit tromi farbami. Tychto grafov je vzhladom na
celkovy pocet kubickych grafov relativne mélo, a taktiez vSeobecny dovod, preco si
vynucuju Styri farby, je neznamy.

Vo vSeobecnosti budeme pracovat s grafmi ako s multip6lmi, ktoré boli po prvykrat
popisané v ¢lanku od Fiola [2]. Multipdl je taky graf, ktory moze obsahovat visiace
hrany. Visiaca hrana je hrana, ktoré je incidentna iba s jednym vrcholom. K-pél je
multipol s k visiacimi hranami. Ak nejakému multip6lu odstranime vrchol, susediacim
vrcholom vznikne visiaca hrana. Formalne je multipol M (S, ..., S,,) graf, ktory je defi-
novany disjunktnymi mnozinami visiacich hran S; az S,,. Jedna takdato mnozina .S; sa
nazyva konektor. Spojenie dvoch hran vytvori jednu hranu. Vo vSeobecnosti spojenie
2n hran nam vytvori n hran.

Na popis farbenia grafu budeme vyuzivat Taitovo farbenie |7]. Taitovo farbenie
priraduje hranam farby z mnoziny Zy X Zs, pricom vyluéuje farbu (0, 0). Tato mnozinu
budeme oznacovat ako KK. V préaci budeme hovorit vyhradne o 3-farbeni, a preto
nam takato mnozina staci. Snarky budeme oznacovat ako nezafarbitelné. Ked budeme
hovorit o stéte farieb, bude to sticet v mnozine Zy X Zo.

Toto farbenie, spolu s Kirchhoffovym zakonom o toku v grafe, vedie k Paritne;j
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lemme, kde mnozinu visiacich hran povazujeme za tok. Paritnti lemmu budeme vyuzivat

pri analyze skladby snarkov.

Veta 1 (Parity lemma): Nech je M k-pdl a ki, ko a ks, pocty visiacich hrdn farieb
(0,1), (1,0) a (1,1) postupne. Potom

ki = ko = k3 = k(mod2)

Obvod grafu je minimalna dlzka cyklu v fiom.

1.1.1 Cyklicka suvislost

Kazdy kubicky graf je nanajvys 3-hranovo suvisly. Preto tato vlastnost nie je taka
zaujimava. Zaujimavejsia vlastnost je cyklickd hranova savislost A.(G), kde sa navyse
pridédva podmienka, ze v oboch rozdelenych komponentoch sa musi nachadzat cyklus.
Hrany, ktoré takto rozdeluju graf, sa nazyvaju cykly-separujtci rez.

Nejaké algoritmy na hladanie cyklickej hranovej suvislosti:
1. Exaktné (brute-force) prehladavanie

e Funguje dobre len pre malé grafy. Pre kazdd mnoZinu hran velkosti < k sa

overi, ¢i jej odstranenie vedie na viac komponent obsahujtcich cyklus.
2. Algoritmus zalozeny na DFS a detekcii cyklov po reze
o V kazdej iterécii sa odstrani kandidatska mnozina hréan a nasledne sa pomo-
cou DFS overuje existencia cyklu v kazdej komponentnej Casti.
e Vyhodou je moznost rychleho pruning-u pri nesplneni podmienky:.
e Zdroj: Zhang, C. Q. Integer Flows and Cycle Covers of Graphs."Marcel
Dekker, 1997. [9]
3. Exaktny algoritmus pre kubické grafy
e Pre kazdy par vrcholov sa identifikuju hrany, ktorych odstranenim sa graf
rozdeli na komponenty obsahujice cykly.

e Vyuziva sa vlastnost, ze v kubickych grafoch je pocet moznych rezov obme-

dzeny, ¢o umoznuje efektivne prehladévanie.

e Zdroj: Dvorak, Z., Kara, J., Kral’, D., & Pangréac, O. (2004). An Algorithm
for Cyclic Edge Connectivity of Cubic Graphs. In Algorithm Theory - SWAT
2004 (pp. 236-247). 1]
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1.2 Analyza skladby snarkov

V literature o snarkoch sa casto stretavame s pojmom netrividlny snark. V tejto préaci
sa budeme venovat ako trivialnym, tak aj netrividlnym snarkom, kedZe naSim cielom
je navrhnut sposob kreslenia pre vSetky snarky bez vynimky. Za délezité povazujeme
najmaé sposob, akym budeme vizualizovat trividlne vlastnosti snarkov. KedZe o trivial-
nych ¢astiach snarku vieme jednoznac¢ne urcit, ¢ (ne)prispievaju k jeho zafarbitelnosti,
mozeme ich jednoducho a prehladne zobrazit.

V tejto Casti sa tiez zameriame na to, ako mozno dany graf zjednodusit, aby sme
pri jeho kresleni mohli vyuzit vyhodu prace s jednoduchsou struktirou. Takéto zjed-
nodusenie ndm umozni efektivnejsie aplikovat nés pristup ku kresleniu.

Analyza stavby snarkov bola podrobne popisana v praci [5], ktora bola pre tuto

diplomovi pracu vyznamnym inSpira¢nym zdrojom.

1.2.1 Trivialne vlastnosti

Ak kubicky graf obsahuje most, potom tento most priamo sposobuje nezafarbitelnost
grafu. Vyplyva to z paritnej lemy, podla ktorej mozno graf rozdelit na dva 1-poly. Z
tohto dovodu sa vo vSeobecnosti predpokladé, Ze snarky st bezmostové.

Ak je graf 2-hranovo suvisly, existuje dvojica hran, ktorych odstranenim vzniknu
dva 2-poly. Z paritnej lemy vyplyva, Ze obe visiace hrany takéhoto 2-p6lu musia byt za-
farbené rovnakou farbou — inak by bol graf nezafarbitelny. To znamena, Ze graf mozeme
rozdelit na dva mensie grafy: odstranime hrany v dvoj-reze a jednotlivé komponenty
znovu spojime tak, aby vznikol novy graf. Ak je teda povodny graf nezafarbitelny,

aspon jeden z tychto mensich grafov je takisto nezafarbitelny.

Obr. 1.1: Rozdelenie grafu pomocou 2-rezu

Ak je graf 3-hranovo suvisly, potom existuje trojica hran, ktorych odstranenim
vzniknt dva 3-poly. Paritna lema nam v tomto pripade hovori, Ze kazdéa z visiacich
hran musi mat int farbu — inak je graf nezafarbitelny. Graf méZeme rozdelit na dva
mensie tak, ze ku kazdému 3-pélu pridame novy vrchol, ktory spojime s visiacimi
hranami. Ak je povodny graf nezafarbitelny, aspon jeden z tychto mensich grafov musi

byt nezafarbitelny.
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CFO—Q0

Obr. 1.2: Rozdelenie grafu pomocou 3-rezu

Ak graf obsahuje 3-cyklus (trojuholnik), je mozné tieto tri vrcholy zredukovat na

jeden bez toho, aby sa tym ovplyvnilo farbenie alebo regularita grafu.

Ak

Obr. 1.3: Redukcia trojuholnika

Analogicky, ak graf obsahuje 4-cyklus (Stvoruholnik), je mozné tieto Styri vrcholy

zredukovat na dve cesty, opét bez ovplyvnenia farbenia alebo regularity.

i%

Obr. 1.4: Redukecia stvoruholnika

Vzhladom na tieto vlastnosti sa v literatire snark ¢asto definuje ako bezmostovy,

4-hranovo suvisly kubicky graf s obvodom aspon pat.



1.3. CASTO VYUZIVANE MULTIPOLY 7

1.2.2 I-rozsirenie a redukcia

I-rozSirenim snarku rozumieme operaciu, pri ktorej vyberieme dve Iubovolné hrany,
prerusime ich pridanim vrcholov a medzi nové vrcholy vlozime dalsiu hranu. Tymto
sposobom zachovame regularitu grafu a zaroven zvysime pocet jeho vrcholov. Opaé¢na

operécia sa nazyva redukcia hrany.

redukcia

I-rozSirenie
—"ETT

Obr. 1.5: I-rozsirenie a redukcia

1.2.3 Dot produkcia

Dot produkcia je operédcia na kubickych grafoch, ktora vyuziva 4-hranovy rez. Po roz-
deleni grafu na dve ¢asti vznikne Stvorica visiacich hran. Tie spojime pomocou dvoch
novych vrcholov, pricom kazdy novy vrchol je incidentny s troma hranami — dvoma
visiacimi a jednou novou medzi nimi.

Tato konstrukcia zachovava kubickost grafu a ¢asto sa pouziva pri skladani zlozi-

tejsich snarkov z mensich komponentov.

dot produkcia
_

Obr. 1.6: Schéma dot produkcie pomocou 4-rezu

1.3 Casto vyuzivané multipoly

V tejto ¢asti si predstavime niekolko multipolov, ktoré sa casto vyuzivaju pri opise

tried snarkov.
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Negator mozno vytvorit zo snarku S obsahujiceho cestu dlzky dva wwv, pri¢om
predpokladame, ze vrcholy u a v nemaju ziadnych dalsich spolo¢nych susedov. Negator
je (2,2, 1)-pdl, ktory vznikne odstranenim vrcholov u, v a w, pricom po u a v nam ostant
mnoziny visiacich hran I = ey, e; a O = e3, ¢4, a po w nam ostane jedna visiaca hrana

r. Takyto 5-pol nazyvame Neg(S,u,v), vieobecne ho ozna¢ujeme N alebo N(I,O0;r).

Obr. 1.7: Vytvorenie negatoru

Negator je zaujimavy tym, Ze pre kazdé jeho farbenie plati, ze bud hrany v I, alebo
hrany v O musia mat rovnaku farbu. Ak by to neplatilo, farbenie N by sa dalo rozsirit
na farbenie celého grafu. Z paritnej lemmy zaroven vyplyva, Ze stucet farieb v druhom
dvojprvkovom konektore sa musi rovnat farbe v r. Pética visiacich hran (e, eq, €3, €4, 7)

teda musi byt zafarbena niektorym z nasledovnych spésobov:
C=A{(z,z,a,b,a+0b) | x,a,b € K a#b}U{(a,b,x,z,a+0b) | x,a,b € K, a # b},

alebo graf nie je zafarbitelny.

Negatory vytvorené z Petersenovho grafu oznacujeme N,. Vdaka symetrii Peterse-
novho grafu je takyto negéator jednozna¢ne urceny.

Py(I,0;7r) oznacuje (2,2,1)-pol vzniknuty z cesty uwv, kde I = a,b a O = d,e.

Zafarbenie visiacich hran tohto multipélu splha nasledovné podmienky:
Col(Py) = {(a,b,r,d,e) €EK° |a+b#0d+e#0,a+b+7r+d+e=0}

Riadny (2,3)-p6l vznika zo snarku S vyberom hrany e a vrcholu v, ktoré nie st
incidentné. Multipol vytvorime tak, zZe hranu rozdelime na dve visiace hrany D = ey, ey
a vrchol v odstranime, ¢im vznikne mmnozina visiacich hran F = wvq,vs,v3. Takyto

multipol oznacujeme T'(E, D).

@@36 S

Obr. 1.8: Vytvorenie (2,3)-polu
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O farbeni jeho visiacich hran plati, Ze usporiadania (ey, e, v1, va, v3) musia splhat:
C ={(a,b,c,de) €K’ a+b=c+d+e,a+tb#0,c+d+e#0},

inak vznika spor s tym, Ze S je snark. Ak by niektory konektor mal sucet farieb rovny
nule, musel by ho mat aj druhy. V pripade dvojprvkového konektora by sa dali visiace
hrany spojit do jednej hrany, a v pripade trojprvkového by museli byt vsetky farby
rozne, a teda by sa im dal priradit vrchol. Vysledny graf by potom nebol snarkom.

Riadny (3, 3)-p6l mozno vytvorit zo snarku S vyberom dvoch nesusednych vrcho-
lov u a v. Po ich odstraneni vznikne multipol M (7, O), kde I a O stt mnoziny visiacich
hran po vrcholoch u a v.

Sucet farieb ani jedného konektora nemdze byt nula, inak by bolo mozné rozsirit
farbenie multipolu na cely graf S, ¢o je v rozpore s tym, ze S je snark.

Z Kirchhoffovho zakona vyplyva, ze pre kazdé 3-farbenie M (I, O) musi platit, ze

sucet farieb v jednom konektore sa rovna suctu farieb v druhom konektore.

=m0 —=( =

Obr. 1.9: Vytvorenie (3,3)-polu

Parny, respektive neparny (2,2, 2)-p6l je pomenovany podla toho, & ma parny
pocet nenulovych suctov farieb, alebo neparny pocet nulovych. Takéto multipoly boli

skiimané a opisané v praci Goldberga [3].

<L

Obr. 1.10: Vytvorenie (2,2,2)-polu

Multipol vytvorime odstranenim vrcholu v a jeho troch susedov uy, us, us zo snarku
G, pricom predpokladame, Ze tieto susedné vrcholy nie st navzajom susedné. Po odstréa-
neni vzniknu tri konektory S; = e;, f; pre i = 1,2, 3, ¢im vznikne multipol H (S, S, Ss).

Pre komplementarny graf Vj, ktory vznikne z odstranenych styroch vrcholov, plati:

C = {(e1, f1, €2, fa, €3, f3) € K° ler+fites+ fotes+ f3=0,(Vie{1,2,3})(e; # fi)}

Je zrejmé, ze Vj je tiez (2,2,2)-pol.
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1.3.1 5-cyklové klastre

Cykly dlzky pét sa ¢asto vyskytuju v snarkoch a zvycajne prispievaju k ich nezafarbi-
telnosti, pretoze — ako sme si uz ukézali — cykly kratsej dizky pre nés nie st zaujimavé.
Pateyklovym klastrom budeme nazyvat maximélny stvisly podgraf, v ktorom kazdy
vrchol patri do nejakého 5-cyklu. Vsetky takéto klastre s najviac desiatimi vrcholmi
si zadefinujeme a budeme ich povazovat za zakladné stavebné jednotky snarkov. Pre
kazdy takyto klaster zaroven plati, Zze obsahuje aspon pét visiacich hrén a Ze jeho obvod
je pat.

Vicsina tychto H-klastrov vznika z Petersenovho grafu. Pre zjednodusenie ozna¢ime

modré cykly v grafe ako vonkajsi cyklus a vnutorna hviezdicu.

Obr. 1.11: Petersenov graf

Pentagon (pentagon) P je najmensi z tychto objektov. Tvori ho jeden 5-cyklus a pét
visiacich hrén, pricom kazda je incidentné prave s jednym vrcholom a tvori samostatny
konektor. Pentagon teda obsahuje pét vrcholov, pat hran a pat visiacich hréan.

Dyada (dyad) D je negator vytvoreny z Petersenovho grafu. Tvori ju dve 5-cykly,
ktoré maju spoloénu cestu dizky dva. Vrcholy u, w a v pochadzaju z vonkajsicho cyklu,
pricom zvySok grafu tvoria vntutorna hviezdica a dva susedné vonkajsie vrcholy. Vrcholy
st prirodzene rozdelené do mnozin I, O a R, ¢m vznikd multipol D(I,O,R), ktory
obsahuje dvojprvkové konektory I a O a jednoprvkovy konektor R. Dyada obsahuje
sedem vrcholov, osem hréan a pat visiacich hréan.

Triada (triad) T je (2,3)-pol, ktory je vytvoreny z Petersenovho grafu. Tvori ju tri
5-cykly. Hranu e berieme z vonkajsieho cyklu a vrchol v tiez vyberame z vonkajsieho
cyklu, pricom susedné vrcholy nie st incidentné s hranou e. Visiace hrany st rozdelené
do konektorov B a C tak, ze do konektora B patria visiace hrany vzniknuté pretnutim

hrany e, zatial ¢o do konektora C patria visiace hrany, ktoré boli predtym incidentné



1.3. CASTO VYUZIVANE MULTIPOLY 11

s vrcholom v. Tridda obsahuje devét vrcholov, jedenast hran a pat visiacich hran.

Kvézitriada (quasitriad) qT je tvorena tromi 5-cykly. Dva z nich, C} a Cy, zdielaju
prave dve incidentné hrany, a treti cyklus, C5, zdiela jednu hranu s C; a druht hranu
s Uy, pricom tieto dve hrany su zaroven incidentné. Visiace hrany st umiestnené na
vrcholoch, ktoré patria bud iba jednému cyklu, alebo na vrcholoch, ktoré sa nachadzaju
v strede spolo¢nej cesty cyklov C7 a Cy. Z cyklu C3 vychéddzaju dve visiace hrany,
pricom z cyklov C a Cs tiez vychadzaja dve visiace hrany, pricom jednu maji spolo¢n.
Kvazitridda obsahuje devét vrcholov, jedenast hran a péat visiacich hran.

Dvojity pentagon (double pentagon) dP je tvoreny z dvoch 5-cyklov, ktoré zdielaju
jednu hranu. D4 sa tiez ziskat z Petersenovho grafu a tvori (2,2,2)-pol, oznacovany
dP(A,B,C), pricom do jedného konektora patria visiace hrany zobrazené na obréazku
1.12. Dvojity pentagon obsahuje osem vrcholov, devat hran a Sest visiacich hran.

Trojity pentagon (triple pentagon) tP je tvoreny tromi 5-cykly, ktoré zdielaju
vSetky jeden spolo¢ny vrchol a kazdy z nich jednu hranu. Tieto hrany st incidentné so
spolo¢nym vrcholom. Takto spojené 5-cykly tvoria cyklus dizky deviit, ktory obsahuje
iba hrany, ktoré patria iba jednému cyklu. VSetky visiace hrany vychadzaji z tohto
cyklu. Tento (2,2,2)-pol, oznacovany tP(A,B,C), mé rozdelené visiace hrany do konek-
torov tak, Ze pri pohybe po 9-cykli v smere hodinovych ruciciek, zac¢inajic v jednom
z cyklov, visiace hrany tvoria postupnost BACBAC. Trojity pentagon obsahuje desat
vrcholov, dvanast hran a Sest visiacich hran.

Trojbunka (tricell) tC je tvorena tromi 5-cykly. Vytvara sa tak, ze k dvojitému
pentagonu prilepime dalsi cyklus C3 k jednému z cyklov Cy alebo Cs tak, Ze s tymto
novym cyklom bude zdielaf cestu dlzky dva, ktora sa nachadza medzi vrcholmi, ktoré
nie st zdielané s druhym cyklom z dvojitého pentagonu. Bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladajme, ze Cy zdiela hrany aj s C7 a C3, ¢o znamena, ze z C; idu dve visiace
hrany a z Cj tri visiace hrany, pricom jedna z nich ide aj z C5. Rozdelenie vrcholov
do konektorov (2,2,2)-pélu je zobrazené na obrazku 1.12. Trojbunka obsahuje desat

vrcholov, dvanast hran a Sest visiacich hran.
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a) pentagon b) dyada ) triada ) kvazitriada
— 5
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(e) dvojity pentagon  (f) trojity pentagon (g) trojbunka

Obr. 1.12: 5-cyklové klastre



Kapitola 2

Softvér

V tejto kapitole popiseme sposob, akym sme vytvorili program na analyzu snarkov.
Tento softvér je Specidlne zamerany na identifikdciu Struktiry snarku, vyhladavanie
minimalnych cyklicky oddelujacich rezov a rozpoznéavanie multipolov, z ktorych je graf
zlozeny.

Na nasledujicich obrazkoch je mozné vidiet, aky zlozity je nakres celého Loupi-
novho snarku. Zatial ¢o v préci [5] autori ukézali jeho jednoduchu schému, ktoré jasne
demonstruje jeho nezafarbitelnost, uplné zobrazenie grafu posobi vyrazne komplikova-

nejsie.

N1 Ny

Obr. 2.1: Loupinov snark jednoduché zobrazenie a jeho schéma z prace [5]

Zretelna Struktura snarku je na obrazku viditelna najmé vdaka jednoznacnej iden-
tifikacii konektorov multipolov. Tieto konektory zaroven predstavuja cyklicky oddelu-
juce rezy v snarku. Preto je zdkladom nasho programu prave vyhl'adavanie tychto rezov

a nasledna identifikacia jednotlivych multipélov.

13
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Program je rozdeleny do troch hlavnych ¢asti:
e priprava grafu
e nijdenie minimalnych cykli-oddelujicich rezov

e rozdelenie snarku a vystup

2.1 Priprava grafu

Grafy, ktoré chceme analyzovat, su ulozené v subore input vo formétoch graph6 alebo
sparse6, pricom kazdy riadok predstavuje jedno zakédovanie grafu.

Aby sme dosiahli zmysluplné vysledky, rozhodli sme sa grafy predspracovat, t. j.
odstranit z nich trivialne struktiry, ako su trojuholniky a Stvorce. Ako sme si ukéizali v
kapitole 1.2.1, takéto ¢asti neprispievaji k podstatnym vlastnostiam snarku a je mozné
ich jednoducho eliminovat.

Pouzité algoritmy spocivajia v prehladavani grafu z kazdého vrchola do poZzadovane;
hibky.

Pri hladani trojuholnikov testujeme vietky cesty dizky tri, ¢ st trojuholnikom.
Vyuzivame jednoduchti optimaliziciu: kladieme podmienku, aby hodnoty haSovacej
funkcie vrcholov boli vzostupné pri prehladavani ciest dlzky tri, ktoré by mohli pred-
stavovat trojuholniky. Je l'ahko dokazatelné, Zze ak graf obsahuje trojuholnik, existuje
aspoii jedno usporiadanie jeho vrcholov, ktoré tato podmienku spliia. Ak prehladava-
nie opakujeme dovtedy, kym v danom cykle nezredukujeme Ziaden trojuholnik, tymto
sposobom identifikujeme a odstranime vsetky trojuholniky.

Pri identifikacii stvoruholnikov pouzivame podobny algoritmus s mierne upravenou
optimalizaciou. Vyzadujeme, aby iba prvé dva vrcholy na ceste mali vzostupné hodnoty

hasovacej funkcie.

2.2 NAajdenie minimalnych cykly-oddel'ujtcich rezov

Pre najdenie miniméalnych cyklicky oddelujucich rezov sme sa rozhodli pouZit polyno-
mialny algoritmus prezentovany v ¢inskej praci [4]. Tuto pracu sme si zvolili pre jej
jednoduchost a dostupnost.

V d'alsom texte, pokial neuvadzame inak, budeme pod pojmom ,rez* rozumiet prave
minimalny cyklicky oddelujuci rez. Zaroven sme potrebovali algoritmus, ktory nielenze
ur¢i hodnotu minimalnej cyklickej hranovej suvislosti, ale zaroven najde aj konkrétne

hrany tvoriace tento rez.
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V tejto casti najskor struéne popiSeme princip fungovania uvedeného c¢inskeho algo-
ritmu, néasledne na konkrétnych prikladoch poukaZzeme na jeho nedostatky, a napokon
sa budeme venovat nasim tpravam algoritmu. Na zaver zhodnotime kvalitu vysledného

rieSenia, ktoré sa nam podarilo dosiahnut.

2.2.1 Opis c¢inskeho algoritmu

Cinsky algoritmus [4] je rekurzivny algoritmus, ktorého vstupom je kubicky graf a vy-
stupom tdajne vietky jeho cykly-oddelujice rezy. Tento algoritmus budeme analyzovat

krok po kroku, aby sme mohli neskér podrobne rozobrat jeho jednotlivé casti.

1. Skontrolujeme, ¢i je graf K. Ak ano, vratime prazdnu mnozinu, pretoze Ky

neobsahuje ziadne cyklicky oddelujice rezy.

2. Ak k(G) = 1, graf obsahuje mosty. VSetky mosty predstavuju cyklicky oddelujuce

rezy, a preto ich vratime ako vysledok.

3. Ak k(G) = 2, existuju tri pripady, ako moze vzniknut rez velkosti dva. Z mini-

|

pripad 1 pripad 2 pripad 3

malnych vrcholovych rezov takto ziskame vSetky pozadované rezy.

v

—

Obr. 2.2: Sposoby rozdelenia grafu pri vrcholovej suvislosti dva.

4. Dalej vieme, 7e £(G) > 2 a graf nie je K. Vyberieme hranu e, ktort odstranime z
grafu G tak, aby vysledny graf Géfe bol opéat 3-regularny. Zaruc¢ime to kontrolou,
ze ziaden z vrcholov incidentnych s e sa nenachadza v trojuholniku. Ak sa taky
vrchol nachadza, vyberieme hranu priamo z trojuholnika. Kedze x(G) > 2, je

zarucené, ze redukcia hrany vedie k 3-regularnemu grafu. Ak by to tak nebolo,

Obr. 2.3: Vrchol nachadzajuci sa v dvoj trojuholnikoch = vrcholova suvislost dva
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znamenalo by to, Ze niektory vrchol patri do dvoch réznych trojuholnikov, ¢o by

implikovalo x(G) < 2.

5. Nasledne najdeme vsetky najkratsie cykly obsahujice hranu e = zy. Algoritmus

na ich vyhladanie je podrobne opisany v praci [4].

6. Z tychto cyklov ziskame prislusné rezy a ulozime ich do mnoziny c. Premenné

lenc reprezentuje velkost (pocet hran) vsetkych rezov v c.

Obr. 2.4: Rezy (zelend), z cyklov (¢ervend), kde e je ¢iarkované hrana, lenc =5

7. Ziskame mnozinu s minimélnych rezov grafu Gfe rekurzivnym volanim algoritmu.

Premennéa lens oznacuje velkost vetkych rezov v s.

8. Ak je s = (), skontrolujeme pomocou rovnice v > 2lenc — 2, ¢ oba komponenty
rozdelené pomocou rezov z ¢ obsahuju cyklus. Ak ano, vratime mnozinu ¢, inak

vratime prazdnu mnozinu. Tato rovnica bola dokadzana v ¢lanku o algoritme [4].

9. Skontrolujeme, ¢i hrana e spaja vsetky dvojice komponentov rozdelenych rezmi

Z S

(a) Ak ano a zéaroven lenc = lens, vratime mnozinu c.
(b
(c

(d) V opa¢nom pripade vratime mnozinu s.

Inak rozsirime kazdy rez z s o hranu e.
Ak lenc = lens + 1, vratime mnozinu c U s.

)
)
)
)

10. Z mnoziny s odstranime tie rezy, ktorych komponenty spaja hrana e.

11. Tterujeme cez rezy v s. Ak niektory z nich obsahuje hrany vzniknuté odstranenim
vrcholov x a y, tento rez v Gfe odstranime a nahradime ho dvoma ekvivalentnymi

rezmi v péovodnom grafe G.
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Obr. 2.5: 11. krok

12. Ak lenc = lens, vratime mnozinu ¢ U s.

13. Ak sa algoritmus dostane az sem, plati lenc > lens, a teda vratime mnozinu s.

2.2.2 Netuplnost ¢inskeho algoritmu

éinsky algoritmus deklaruje, ze najde vSetky cyklicky oddelujtuce rezy v kubickom
grafe. V tejto cCasti si na priklade 5-Goldbergovho snarku ukazeme, ako moze algoritmus
zlyhat a vratit nedplnd mnozinu rezov. Nésledne si vysvetlime, preco je tato chyba

zasadna.

(c) (d)

Obr. 2.6: Graf G — postupné vnaranie alg. vyberom ¢ervenych hréan

Na obrazku 2.6 je znazorneny podgraf Goldbergovho snarku. V jednotlivych krokoch

odstranujeme hrany zvyraznené ¢ervenou farbou. Hoci je vyber tychto hran v tomto
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poradi nepravdepodobny, je platny. Po troch takychto vyberoch sa algoritmus dalej
nevnori, kedze graf v kroku (d) ma vrcholovu suvislost x(G) = 2.

Algoritmus spusteny na grafe (d) vrati mnozinu obsahujicu jediny rez velkosti
dva. Nasledne algoritmus v krokoch (c), (b) a (a) postupne rozsiri tento rez o kazdu z
predtym odstranenych ¢ervenych hran. Vysledkom je jediny rez velkosti pat. Hoci ide
o minimalny cyklicky oddelujici rez, je zrejmé, ze tento graf obsahuje aj dalSie rezy,
ktoré algoritmus nedetekoval.

Klacovy problém nastéava v kroku 9 algoritmu, kde sa overuje, ¢i vSetky najdené
komponenty (rozdelené pomocou rezov) s spojené odstranenou hranou. Ak algoritmus
vrati len také rezy, kde komponenty hrana spaja, hoci v grafe existuju aj iné — relevantné
— rezy, ktoré takto spojené nie su, algoritmus ich opomenie. Nasledne moze vratit rezy,
ktoré st o jednu hranu vacsie ako skutoéné minimélne rezy.

Okrem uvedeného pripadu obsahuje algoritmus aj dalsie problematické situécie,
ktoré sme sa pokusili vyriesit. Napriek tymto snahdm sa ndm nepodarilo dosiahnut,
aby algoritmus korektne generoval uplni mnoZinu minimélnych cyklicky oddelujucich

rezov.

2.2.3 NasSa implementacia ¢inskeho algoritmu

Skor nez popiSeme fungovanie celého nasho programu, uvedieme zmeny, ktoré sme
vykonali na povodnom ¢inskom algoritme, ako aj ich opodstatnenie a prinos.

Samotné porozumenie algoritmu na zaklade dostupného pseudokoédu predstavovalo
naro¢ny proces, kedze povodny pseudokod je znacne abstraktny a vyzadoval vysoku
mieru interpretacie. Implementacia si preto vyzadovala dokladnu analyzu jednotlivych
krokov, ich spravne pochopenie a nasledné prevedenie do konkrétneho programovacieho
jazyka.

NajvyznamnejSou zmenou bola zmena formatu vystupu. Namiesto toho, aby al-
goritmus vracal mnoZinu minimélnych rezov rovnakej velkosti, sme navrhli navratova
hodnotu vo forme datovej struktury typu dictionary. Kluce tohto slovnika predsta-
vuju velkosti ndjdenych cyklicky oddelujtcich rezov (od 1 po 6) a hodnoty st mnoziny
rezov prislusnej velkosti. V désledku tejto upravy vracia algoritmus tuto Struktiru na
konci kazdého volania, pricom rozlisuje vetvy iba na zaklade vrcholovej stivislosti grafu.

Upraveny algoritmus mozno popisat nasledovne:

1. Nech vs oznacuje vrcholovu studrznost grafu G.

2. Ak vs = 1, algoritmus vrati dictionary, kde pod kIi¢om 1 sa nachéddza mnozina

vSetkych mostov.
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3. Ak vs = 2, graf rozdelime pomocou jedného dvojvrcholového rezu (pozri obr. 2.2)
a vytvorime dva multipoly. Na kazdom z nich spojime dvojicu visiacich hran x,
y do novej hrany e a rekurzivne spustime algoritmus. Vo vystupe nasledne kazdé
rezy obsahujice hranu e nahradime spéat hranami x a y. Vystupy z oboch volani

nad multipolmi sa spoja s dvojrezom z vrcholového dvojrezu.

4. Ak vs = 3, postupujeme podobne ako v péovodnom algoritme, avSak s upravami

vystupov, ktoré zohl'adhuju vysSie popisany format.

Tato uprava umoznila, aby vetva s vs = 2 nekoncila navratom najdenych rezov, ale
pokracovala rekurzivnym delenim, az pokial sa dosiahne podgraf izomorfny s Ky, ¢o
vedie k navratu prazdneho dictionary podla prvého kroku éinskeho algoritmu. Vplyv
tejto zmeny analyzujeme podrobnejsie v kapitole 2.2.4.

Dalsou dolezitou zmenou bolo nahradenie vypoctu vietkych dvojvrcholovych re-
zov. Hoci povodny algoritmus vyzaduje vSetky mozné takéto rezy, implementacia tejto
poziadavky je vypoctovo néro¢na a v dostupnych knizniciach neexistuje efektivna a
spolahliva implementéacia. Nasa implementécia povodne vyuzivala funkciu
networkx.all _node _cuts, avSak t4 mala nepredvidatelni vykonnost. Preto sme ju na-
hradili funkciou networkxz.minimum _node cut, ktora pracuje spolahlivo aj pre grafy
so stovkami vrcholov (pozri obr. 2.16).

Dalsi problém povodného algoritmu spocival v tom, Ze niektoré vystupy obsahovali
hrany, ktoré sa v pévodnom grafe nenachadzali. Tento problém nastaval, ak bol rez
ziskany na zredukovanom grafe a obsahoval prave jednu novovytvorend hranu f. Po6-
vodny algoritmus tento pripad nijako neoSetril. Namiesto toho sme zaviedli kontrolu
struktiry grafu okolo povodne zredukovanej hrany e. RozliSujeme, ¢i e bola sucastou

trojuholnika:

f[0]

f1]

f[1]

Obr. 2.7: Cerveny podgraf je zredukovany a zelena hrana je sucastou jeho rezu. Modry

vrchol je vychodiskovym bodom pri hladani cesty do vrcholov hrany f.
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e Ak ano, nahradime hranu f, v reze, hranou medzi f[1] a vrcholom e, s ktorym
f[1] susedi.

e Ak nie, odstranime z grafu hrany daného rezu a hrany medzi vrcholmi f a su-
sedmi vrcholov z e, a hTadame cestu z druhého vrchola e do vrcholov f. Nasledne

doplnime do rezu hranu medzi f[1] a prislusnym vrcholom z e.

Dalsim vylepSenim je rozsirené ziskavanie rezov z cyklov v kroku 6. Zaviedli

sme pomocny algoritmus, ktory generuje nové rezy nasledovne:

1. Iterujeme cez vSetky dvojice: cyklus a rez najdené v krokoch 5 a 6.

2. Identifikujeme dvojicu hran, ktorych koncové vrcholy sa nenachadzaju v danom

cykle, ale st medzi sebou spojené d'alsou hranou.

3. Vytvorime pomocni mnozinu ,,branch, do ktorej pridame tuto dvojicu a dalsiu,

ziskant na zaklade topologickej blizkosti v grafe.

Obr. 2.8: Miniméalny cyklus (¢ervena), najdena dvojica, ktora je sucastou pdvodného

rezu ( ), nova dvojica (modra)

4. Pre kazdua takto ndjdent dvojicu hran, pridaj nové rezy. Nové rezy ziskaj takym
spdsobom, ze zo vietkych najdenych ,branch“-y vytvor vSetky kombinacie dvojic

hran, a k tomu pridaj najdent dvojicu hran a doteraz nespracovanych hran z rezu.

5. Tento proces opakujeme, kym sa najdené dvojica neprekryva s inou vetvou alebo

s povodnym rezom.

Napokon sme zaviedli heuristiku vyberu hrany e pri rekurzivnom deleni grafu.
Preferujeme vyber hran, ktoré este neboli pouzité v ziadnom reze pocas predchadza-
jacich iteracii. Takéto hrany maja spravidla vacsi vplyv na ndjdené rezy, najméa ak sa

nachadzaju v malo zredukovanych ¢astiach grafu.
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2.2.4 Testovanie

Nas algoritmus sme testovali na viacerych pripadoch. V8etky grafy, okrem velkych gra-
fov s viac nez 50 vrcholmi, boli ziskané z prislusnych policok v tabulke 1 na internetove;j
stranke House of Graphs [6].

Ako casto algoritmus najde minimalny rez? Tuto otédzku sme testovali na

viacerych grafoch. Zacali sme so Sestdesiatimi grafmi velkosti 38 s obvodom aspon 5.

100 60 grafov s min. rezom velkosti 4

80

70+

% spravnych odpovedi

60

50

Graf

Obr. 2.9: Pravdepodobnost spravnej odpovede pre 60 grafov s minimalnym rezom vel-

kosti 4

Algoritmus sme pre kazdy graf spustili 1000-krat. Ak vratil minimalny rez velkosti
Styri, povazovali sme to za spravnu odpoved. Iné velkosti sme klasifikovali ako ne-
spravne. Po zobrazeni vysledkov na obrazku 2.9 sme si v8imli, ze pravdepodobnosti
spravnych odpovedi sa koncentrujiu okolo 70% a 90%. Tuto distribticiu potvrdil aj
histogram 2.10.

f)alej sme skumali dovod tejto dvojitej Spicky v rozdeleni. Vyslovili sme hypotézu,
ze pocet minimélnych rezov ma vplyv na pravdepodobnost ich néjdenia. Vytvorili sme
preto dve testovacie skupiny grafov s minimélnym cyklicky-separujicim rezom velkosti
tri.

V prvej skupine sme pouzili dva Blanusa snarky, z kazdého sme odstranili nahodny
vrchol a nasledne sme sparovali ich susedov.

Ked7e Blanusa snark ma minimélny cykly-separujici rez vel'kosti 4, takto vytvoreny
graf ma prave jeden cykly-separujici trojrez. Vygenerovali sme 60 takychto grafov

(duplicity neprekazali) a na kazdom sme algoritmus spustili 1000-kréat.
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Histogram grafov s min. rezom velkosti 4
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Obr. 2.10: Distribucia grafov, podla pravdepodobnosti spravnej odpovede.

(1,1)-Blanusa snark

Obr. 2.11: Blanusa snark [8]

Druhu skupinu sme vytvorili z Petersenovho grafu tak, aby vysledny graf obsahoval
prave dva miniméalne rezy velkosti tri. Vybrali sme BlanuSu a Petersenov graf kvoli
podobnej velkosti — grafy vytvorené z Blanusu mali 34 vrcholov a tie z Petersenovho
grafu 26 vrcholov. Tento rozdiel sme povazovali za akceptovatelny, pretoze takyto roz-
diel velkosti podla naSej hypotézy nema vyrazny vplyv na pravdepodobnost spravne;j
odpovede, pricom sme zaroven chceli testovat na dostato¢ne malych grafoch, aby bol
vypocet zvladnutelny (celkovo 60 000 spusteni).

7 obrazku 2.12 mozno vidiet, Zze nasa hypotéza sa potvrdila: pre grafy s jednym

minimalnym rezom je pravdepodobnost najdenia spravneho rezu priblizne 78%, zatial
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Obr. 2.12: Pravdepodobnost spravnej odpovede pre 60 grafov s min. rezmi velkosti 3

fy s dvoma rezmi je to okolo 98%.

¢o pre gra

v

Percento odpovedi pre grafy s 2 min. rezmi velkosti 3

BN 2 nijdené rezy
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Obr. 2.13: Poc¢et min. rezov pre 60 grafov s dvomi min. rezmi velkosti 3

Zaujimalo nas aj to, ako Casto algoritmus najde oba rezy, iba jeden z nich alebo
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ziadny. Na tuto analyzu sme pouzili tie isté grafy s dvoma minimélnymi rezmi a vy-
sledky zobrazili na obrazku 2.13.

Hoci statistika vyzera priaznivo, nie je mozné z nej vyvodit vSeobecné pravidlo pre
uspesnost algoritmu pri najdeni vsetkych minimalnych rezov.

Efektivnost algoritmu v porovnani s metédou hrubej sily. Ako sme uviedli
v kapitole 2.2.3, predpokladali sme, ze pokracovanie vo vnarani algoritmu aj do kom-
ponentov po dvojreze zvySuje pocet najdenych rezov. Ttuto hypotézu sme testovali
porovnanim 60 grafov velkosti 38 s cyklickou suvislostou 5. Algoritmus sme na kazdom
grafe spustili 1000-krat — raz bez a raz s vnaranim. V priemere sa s vnaranim naslo o

5,13% viac rezov.

—-- Priemer = 5.13%

(%)

nych rezov

najder

Obr. 2.14: VylepsSenie pri najdeni dvoj-rezu

Distribuicia po¢tu najdenych rezov pre jednotlivé grafy bola nasledovné:

Obr. 2.15: Distribtucia pri jednom grafe

Casova zlozitost algoritmu. Testovanie prebehlo dvakrat: najprv pre velké grafy
a potom v porovnani s metdédou hrubej sily.

Pre velké grafy (s 50 az 600 vrcholmi) sme merali ¢as behu, pocet najdenych rezov
a pocet novych rezov najdenych v 10 iteraciach pre kazdy graf.

Pre pouzivatel'ské aplikacie je dolezité, ze pre grafy do velkosti 200 algoritmus bezi

v radoch sekund. Snark s 200 vrcholmi nie je mozné jednoducho vizualizovat, no nas
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Obr. 2.16: Priemerny ¢as trvania algoritmu pri velkych grafoch

efektivny algoritmus poskytuje praktické vysledky aj v takychto pripadoch — aj napriek
tomu, ze niekedy nenajde vSetky rezy alebo vrati mnozinu hran, ktora rezom nie je.

Porovnanie s metédou hrubej sily. Porovnanie prebehlo na mensich grafoch
(kvoli vypoctovej naro¢nosti hrubého prehladavania). Algoritmus hrubou silou pre-
chadza vsetky podmnoziny hran danej velkosti a overuje, ¢i st cyklicky-separujice.
Testovali sme grafy s cyklickou suvislostou 4 a 5, pricom sme merali ¢as vypoctu a
percento rezov, ktoré nas algoritmus nasiel pocas 10 behov.

Grafy st pomenované ich po¢tom vrcholov a pismenom, na odliSenie grafov rovna-
kych velkosti.

Porovnanie ¢asu vypoc¢tu nemé zmysel znazoriiovat v jednom grafe. Napr. pri grafe
,»,28 ¢ bol priemerny ¢as nasho algoritmu priblizne 0,02595 s, pri¢om sme hladali vietky
rezy do velkosti 6. Hrubou silou sme cielene hladali len rezy velkosti 4. Nas algoritmus
bol rychlejsi o priblizne 99,9%.
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Pocet vysledkov v desiatich spusteni algoritmu
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Obr. 2.17: Pocet najdenych rezov pri velkych grafoch

Pocet novych vysledkov v desiatich spusteni algoritmu

1 T
\ o)
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:

Index spustenia algeritmu

Obr. 2.18: Pocet najdenych novych rezov pri velkych grafoch v desiatich iteraciach
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Obr. 2.19: Cas vypoctu hrubou silou, A\. =4
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Obr. 2.20: Percento najdenych rezov velkosti 4 pri 10 behoch

Zaroven sme si v8imli, Ze ¢im viac rezov velkosti 4 graf obsahuje, tym mensia je
pravdepodobnost, Ze ich nas algoritmus najde vSetky. Tento jav sa vSak neprejavuje pri
rezoch velkosti 5 (vid obr. 2.22), kde sa percento najdenych rezov stabilizovalo okolo

70%.

Hruba sila pri rezoch velkosti 5 trvala radovo dlhsie ako pri rezoch velkosti 4, ¢o je

vyznamné nevyhoda — najmé ak nie je cyklicka suvislost grafu znama vopred.
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Obr. 2.21: Cas vypoc¢tu hrubou silou, A\, =5
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Obr. 2.22: Kol'ko percent rezov velkosti 5 v priemere nasiel nas algoritmus v 10 behoch

2.3 Uzivatel'sky program

Hlavnu ¢ast tejto diplomovej prace tvori uzivatel'sky program, ktory vyuZiva minimalne
cykly-separujice rezy na vytvorenie prehladnej schémy snarku, v ktorej st zname pod-
grafy zakreslené ako oznac¢ené multipoly.

Jednotlivé kroky interaktivneho uzivatel'ského programu st nasledovné:

1. Pre kazdy riadok v input stubore sa nacitanie grafu vo forméate graph6 alebo

sparse6.
2. Odstranenie vSetkych trojuholnikov a Stvoruholnikov.
3. Vytvorenie vizualizacie grafu. 2.23

4. Néajdenie cykly-separujucich rezov velkosti najviac 6.
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Obr. 2.23: Pévodny graf

5. Iteracia cez vSetky néjdené rezy, ktoré su zaroven minimalne.

(a) Filtrovanie nevyhovujucich vystupov algoritmu.

(b) Vytvorenie vizualizacie grafu so zvyraznenym rezom. Uzivatel ma $tyri moz-

nosti:

e Odoslanim prazdneho vstupu (stlacenim klavesu Enter) sa program pre-

sunie na dalsf rez.

e Odoslanim ,Y* sa rez akceptuje a program vytvori vystup z daného

rezu (podrobne vysvetlené nizsie).
e Odoslanim ,,E* sa program presunie na dalsi riadok vstupu.

e Odoslanim , R sa prepocitaja nové pozicie vrcholov a vytvori sa nova

vizualizacia grafu so zvyraznenym rezom.

6. Po prejdeni celého zoznamu, sa algoritmus na najdenie minimalnych cykly-separujtacich

rezov spusti znova.

Program ma niekol'ko malych vylepSeni. Ako napriklad na zaciatku sa spusti algo-
ritmus na najdenie minimalnych cykly-separujtcich rezov aby sa ziskala predpokladana
velkost minimalnych rezov. TaktieZ sa presunie na dalsi graf na vstupe ak 3-krat ne-
nasiel ziadny este neakceptovany minimalny rez, a podobne.

V kroku 5.(a) sa zo zoznamu vystupov algoritmu odstrafiuju tie, ktoré nespliaju
podmienky spravneho rezu. Overuje sa, ¢i mnozina hran skutoc¢ne tvori rez. Dalst para-
meter algoritmu, skip_cycles, odfiltruje rezy, ktoré z grafu oddelia iba cyklus velkosti
pét alebo Sest.

Na povodnom grafe (obr. 2.23) bolo v prvej iteracii najdenych nasledujtcich pét
rezov:

Vystup programu zavisi od velkosti rezu.
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Obr. 2.24: Najdené rezy (usporiadané podla velkosti mensicho komponentu)

e Pre rezy velkosti jedna sa iba uloZi prislusny obrazok do nového priecinka.

e Pre rezy velkosti dva, tri a Styri sa okrem obrazka vytvoria aj g6 siubory grafov,
ktoré predstavuji komponenty poévodného grafu. Sposob, akym sa tieto grafy
vytvorili, bol opisany v kapitole o trivialnych vlastnostiach 1.2.1 a dot produkte
1.2.3.

e Pre rezy velkosti pat a Sest sa aktivuje nova procediura — schematizicia grafu.

Schematizdacia grafu spociva v tom, Ze po akceptovani rezu pomocou volby , Y sa
mensia komponenta grafu nahradi jednym vrcholom so Specidlnym oznacenim. K tejto
nédhrade vsak dojde len v pripade, ze tato komponenta neobsahuje vrcholy, ktoré uz

boli v predchédzajucich krokoch nahradené. Schematizacia moéze prebiehat:

1. pomocou izomorfizmu,
2. doplnenim do snarku,

3. alebo manualnym oznacenim uzivatelom.

Podrobnosti o roznych sposoboch schematizacie budu rozobraté v nasledujucich ka-
pitolach. Po kazdom tspesnom nahradeni komponenty sa vytvori obrazok zobrazujuci
vSetky doteraz vykonané redukcie. Z piatich rezov znazornenych na obr. 2.24 sa pod-
graf uspesne nahradil po prvom, druhom a Stvrtom reze. Pri trefom a piatom reze
uz oddelené vrcholy patrili do komponentov, ktoré boli v predchadzajicich krokoch
nahradené.

Dalsie ukazky priebehu programu, vratane konzolovych vypisov a vstupov, sa na-

chadzaju v apendixe A (pozri 2.3.4).
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Obr. 2.25: Zredukované grafy (1. 2. a 4. rez)

2.3.1 Silou riadeny algoritmus kreslenia grafov

Pozicie vrcholov vo vSetkych vizualizacidch grafov uvedenych v praci boli vypocitané
pomocou silami riadeného algoritmu.

Silou riadené (alebo fyzikalne modelované) algoritmy kreslenia grafov predstavuju
triedu algoritmov na vizualizaciu, ktoré vyuzivaju analogiu s fyzikalnymi silami na
urcenie rozmiestnenia vrcholov v rovine. Zékladnou myslienkou tychto algoritmov je
modelovanie grafu ako fyzikidlneho systému, v ktorom na vrcholy podsobia odpudivé a
pritazlivé sily. Najcastejsie st hrany modelované ako pruziny, ktoré pritahuja priamo
spojené vrcholy, zatial ¢o medzi vSetkymi dvojicami vrcholov posobi odpudiva sila
podobna elektrostatickému odpudzovaniu.

Pocdiato¢né rozmiestnenie vrcholov byva zvolené ndhodne alebo na zéaklade pravi-
delnej mriezky. Algoritmus nésledne iterativne vypocitava vysledné sily posobiace na
kazdy vrchol a aktualizuje jeho polohu smerom k rovnovaZnemu stavu systému. Cielom
je dosiahnut esteticky pritazlivé rozlozenie, ktoré minimalizuje pocet prekryti a dlzky
hrén a zaroven vizuélne zvyraznuje struktiru grafu.

Medzi najznamejsie algoritmy tejto kategorie patria Fruchterman-Reingoldov al-
goritmus a Kamada-Kawaiho algoritmus, ktoré sa c¢asto pouzivaju v softvéroch na
vizualizaciu grafov pre svoju univerzalnost a relativne jednoducha implementaciu.

V ramci tejto prace pouzivame kniznicu networkx a v nej funkciu spring_layout (),
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ktora realizuje prave fyzikalny model rozlozenia. Funkcia zohladiuje parameter weight
v hranach. Hrany, ktoré tvoria rezy, maja priradent nizsiu hodnotu tejto vahy, zatial
¢o ostatné hrany maja vyssiu. Tymto spdsobom sa zabezpeci, ze hrany tvoriace rezy

budua v zobrazeni dlhsie, ¢im sa opticky zvyraznia.

2.3.2 Sposoby schematizacie grafu

Vybrany podgraf sa mdze nahradit multipélom réznymi sposobmi. Oznacenie nového
vrcholu je pri neautomatizovanom nahradeni ponechané na pouzivatelovi. Hrany sa
vtedy nenazyvaji. Ostatné typy schematizacii st vopred definované a je mozné ich
upravovat a rozsirovat. Oba sposoby nahradzania st reprezentované pomocou vlastnych
json suborov. K dispozicii je aj stubor shortcut json, ktory je definovany ako slovnik.
Schematizacia pomocou izomorfizmu
Ide o nahradenie podgrafu, ktory je izomorfny s niektorym z vopred definovanych multi-
polov (napr. 5-clustre z tedrie na obr. 1.12). Zodpovedajuci json subor je truktirovany

nasledovne:

[{

"name": string,
"g6": string,
"edge_distribution": [{
"vertex_id": string,
"conn_name": string,
+]
3]

Tieto subory je mozné vygenerovat pomocou nasho programu, ktory prechadza
vietky 5-cyklové klastre (napr. obr. 1.12). Forméat je platny, ak retazec ,,g6* predsta-
vuje graf vo formate graph6, v ktorom st vSetky vrcholy bud stupna tri, alebo ak st
stupna dva, ich ID musi byt uvedené v poli ,,edge distribution“. Tieto vrcholy stupna
dva interpretujeme ako vrcholy stupna tri s jednou visiacou hranou. Tieto visiace hrany
predstavuju minimélny cykly-separujici rez, a ich rozdelenie do konektorov je Specifi-
kované v ,,edge distribution®.

Porovnavanie izomorfizmu vykonédvame pomocou GraphMatcher(g, iso) z kniz-
nice networkx.algorithms.isomorphism. Vysledok zistujeme cez gm.is_isomorphic ()
a zodpovedajice mapovanie vrcholov ziskame z gm.mapping. Tento sposob umoznuje
urcit, ktoré hrany rezu patria do ktorého konektora. Pre tuto kniznicu sme sa rozhodli

pretoze poskytuje nie len samotné porovnanie grafov ¢i si navzajom izomorfné, ale aj
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{
"name": "tricell",
"g6": "Ihe@G_QAG",
"edge_distribution": [
{
"vertex_id": 1,
"conn_name": "A"
C {
lg "vertex_id": 5,
"conn_name": "C"
"vertex_id": 6,
f} "conn_name": "B"
"vertex_id": 7,
"conn_name": "C"
"vertex_id": 8,
"conn_name": "A"
"vertex_id": 9,
"conn_name": "B"

Obr. 2.26: Priklad definicie multip6lu ,.tricell“ v json sibore a jeho zobrazenie v prog-

rame.
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mapovanie vrcholov podgrafu na izomorfizmus. Toto mapovanie je dolezité na zistenie,

ktoré hrany rezu patria do ktorého konektora, podla rozdelenia v ,edge distribution®.
Schematizacia pomocou doplhania do snarku

Ide o nahradenie podgrafu veobecne znamym multipélom. Identifikacia multipolu pre-

bieha tak, Zze podgraf doplnime podla definicie multipolu v json stubore a nasledne

overime, Ci je vysledny graf kubicky a nezafarbitelny tromi farbami. Ak ano, pred-

pokladame, ze podgraf zodpoveda definovanému multip6lu. Napriklad, ak doplnenim

cesty dlzky dva vznikne snark, povazujeme podgraf za negator.

Obr. 2.27: Doplnenim cesty dlzky dva ku konektorom multipolu mézeme ziskat negétor.

Json stibor dopliania do snarku je definovany nasledovne:

[{

"name": string

"conn_sizes": [{
"conn_name": (string),
"conn_size": (int)

1,

"new_vertices_conn_dist": [
["conn_name" (string)...],

1,

"new_edges_conn_dist": [
["conn_name" (string), "conn_name" (string)],

1,

"new_edges_vert_idx": [
["id" (int), "id" (int)],

]

+]
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Pouzivatel méze definovat Tubovolny pocet multipolov.

Definicia ,,conn_sizes* udéva pocet hran v kazdom konektore. Napr.:

"conn_sizes": {
"ot 2,
LR

+,

7 takéhoto rozdelenia generujeme vsetky permutacie mozného priradenia visiacich
hran do konektorov. Zoznam ,new vertices conn_dist urcuje, ktoré konektory su
pripojené ku ktorym novym vrcholom. Pole ,ne edges conn dist* udava, ktoré ko-
nektory sa maji medzi sebou spojit a ,new edges vert idx“ definuje nové hrany
medzi novymi vrcholmi.

Aby bola definicia multipélu validna potrebujeme aby pocet oznaceni konektorov v
podzoznamoch v ,new vertices conn dist“ a ,new edges conn_dist“ sa rovnal ich
velkosti. Teda validné zoznamy ,new vertices conn_dist* a ,new edges conn dist*

mozu byt napriklad takéto:

"new_vertices_conn_dist": [

[I|3Cll, ll3cll’ II3CII]
s
"new_edges_conn_dist": [
[II2CII "2C"]
1,

Dalej, 7iaden zoznam v ,new vertices conn_ dist“, nemoze obsahovat index, ktory
nie je intiger. TaktieZ tento index nemdze byt mensi ako nula alebo va¢si rovny poctu
zoznamov v ,new _vertices conn_ dist®.

Cize to ako zistime, ze dany podgraf je nejaky multipdl je, ze zistime vSetky distri-
bicie jeho visiacich hran do konektorov a pre kazdua distribuciu, podgraf doplnime do
grafu podla definicie z json siboru. Ak sa nam vytvoril kubicky graf, ktory je neza-
farbitelny troma farbami, tak vieme, ze dana distribucia hran splita podmienky tohto
multipolu. Z porovnéavania, ¢i dany podgraf je nejaky multipol, teda vratime pre kazdy

vrchol zoznam vsSetkych jeho rozdeleni do konektorov. Takto kazda visiaca hrana méa
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{
"name" : "(2,2,2)-pole",
"conn_sizes": [
{
"conn_name": "si1",
"conn_size" :2
¥y
"conn_name": "s2",
"conn_size" :2
¥y
{
"conn_name": "s3",
¢ "conn_size" :2
}
1,
"new_vertices_conn_dist": [
["s1", "s1"],
["s2", "s2"],
["s3", "s3"],
[]
1,
"new_edges_conn_dist":
null,
"new_edges_vert_idx": [
[0,3],
Obr. 2.28: 81 (Cervena), [1,3],
82 (modré), ,82¢ ( ), [2,3]
,new edges vert idx“ (ruzova) ]
+

Obr. 2.29: Priklad zadefinovania ,,(2,2,2)-pole“ v json stubore a jeho néakres.

rovnaky pocet nazvov konektorov, do ktorych moze patrit. A teda pri analyze obrazka,
budeme uvazovat ako jedno rozdelenie hran do konektorov, rovnaky index v kazdom

zozname hrany
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Postup nahradenia podgrafu multipélom:

1.

Najprv sa kontroluje, ¢i je podgraf izomorfny s niektorym z multipolov.

. Ak ano, pouzivatel mé moznost nahradit podgraf tymto multipélom. Ak si na-

hradenie nezvoli, pokracuje sa doplhovanim do snarku.

Ak podgraf nie je izomorfny s nijakym multipélom, tiez sa pokracuje doplhovanim

do snarku.

Pri doplhovani sa vygeneruju vsetky mozné platné distribiicie konektorov a vy-

sledné doplnené grafy sa otestuju, ¢i su nezafarbitelné.

. Pouzivatel si vyberie z platnych moznosti multipolov (nie ich distribtucii). Ak

ziadna nevyhovuje, moze podgraf nahradit vlastnym oznacenim.

. Nakoniec mé pouzivatel moZnost akceptovat alebo zamietnut automaticky vy-

pocitané rozlozenie vrcholov. Ak rozlozenie odmietne, pocita sa znova, az kym

jedno nepotvrdi a to sa ulozi.

Obr. 2.30: Analyza zobrazovania nazvov hrén a ich rozdelenia do konektorov.

Pri analyze obrazkov je dolezité rozlisit nazvy konektorov. Tieto sa zobrazuju aj

priamo na obrazku. V pripade viacnasobnych hran si ich nézvy zobrazené vedla seba,
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oddelené ¢iarkou. Rozdiel je aj v sposobe zobrazenia medzi pripadmi, kde bol podgraf

nahradeny pomocou izomorfizmu a pripadmi, kde bol nahradeny pomocou dopliiania

do snarku (obr. 2.30). V pripade izomorfizmu st konektory pevne dané definiciou, zatial
[

¢o pri doplhani sa uvazuju vSetky mozné rozdelenia.

2.3.3 Automatizované odpovede

Uzivatel'sky program obsahuje parameter automatizacie, ktory umoznuje automatické

schematizovanie vsetkych grafov na vstupe. V tomto rezime program necaka na vstup
N i s bl . 2z s

od pouzivatela, ale snazi sa odpovedat namiesto neho. Zmeny v spravani programu v

automatizovanom rezime s nasledovné:

e najdené miniméalne cyklicky separujiice rezy su prefiltrované od neziaducich a

usporiadané podla po¢tu vrcholov mensej komponenty,

e ak méa rez menej ako péat vrcholov, vystup sa vygeneruje pre prvy takyto rez a

program pokracuje na dalsi graf,
e ak ma rez aspon péat vrcholov, program akceptuje viacero rezov pre jeden graf,
e program sa pokusi nahradit vrcholy podla kazdého najdeného rezu,

e ak sa najde multipél pomocou izomorfizmu, program automaticky odstuhlasi re-

dukciu nan,

e ak sa najde snark pomocou réznych doplneni, program vyberie posledny néjdeny,

t. j. ten, ktory je v json siibore definovany neskor,

e namiesto toho, aby pouZzivatel mohol odmietnut ponuknuty obrazok zredukova-

ného grafu, program automaticky vygeneruje a ulozi tri rozne obréazky.

Jednym z problémov automatizovaného generovania obrazkov je, ze poradie vy-
beru rezov nemusi byt optimélne, ¢o moze viest k tomu, ze vysledné grafy budu stale
pomerne velké. Této situacia nastava najméi vtedy, ak dany graf obsahuje viacero roz-
nych rezov, pricom niektoré zname multipoly mozu obsahovat iné zndme multipoly.
Takéto schematizovanie je potom vyrazne zavislé od najdenych grafov, ich poradia a
mé nahodny charakter.

Dalsim problémom, ktory sme riesili, bolo uréit, kedy mé program ukoncit hladanie
rezov a prestat sa pokusat o nahradzanie casti grafu. KedZe nas algoritmus na hladanie

rezov nezarucuje najdenie uplného zoznamu minimalnych rezov a spustame ho iba na
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povodnom trojreguldrnom grafe, moze sa stat, Ze ani po viacerych spusteniach nenajde
vhodny rez, ktory by bolo mozné vyuzit na dalsie nahradenie vrcholov.

MoZnym vylepSenim programu by bolo nahradit alebo upravit algoritmus na hla-
danie rezov tak, aby bol schopny pracovat aj s grafmi, ktoré nie st trojregularne. Nas
aktualny algoritmus je v niekol'kych krokoch viazany na vlastnost trojregularity. Napri-
klad v tretom kroku, pévodného algoritmu, pracujeme s vrcholovymi rezmi, pri ktorych
by bola analyza (¢i a ako z nich ziskat hranovy dvojrez) v pripade netrojreguléarneho
grafu vyrazne komplikovanejsia. Rovnako v stvrtom kroku predpokladédme, ze ak je
hrana stcastou trojuholnika, jej vrcholy sa nenachadzaji vo viacerych trojuholnikoch

— Co tiez plati len pri trojregularnych grafoch.

2.3.4 Diskusia

Program na schematické kreslenie snarkov a algoritmus na hladanie minimalnych cyk-
licky separujucich rezov maju vyrazne nahodny charakter. Vystupy tychto dvoch kom-
ponentov sa zriedkavo opakuji, no zasadné otazka znie, ¢i je to v kontexte cielov tejto
prace neziaduci jav. V kazdom pripade vysledkom je schematické znazornenie snarku,
ktoré je mozné dalej analyzovat. KedzZe v tejto oblasti zostava stale vela nezodpove-
danych otéazok, schopnost generovat velké mnozstvo ¢itatelnych vystupov v kratkom
Case sa javi ako efektivny a vhodny pristup.

Tato praca spolu s vyvinutym softvérom otvéra priestor pre mnohé zlepSenia a
upravy podla potrieb konkrétneho pouzivatela. V nasledujicom texte uvidzame nie-
kolko potencialnych smerov d'alsieho vyvoja, ktoré by mohli byt predmetom budtceho

vyskumu alebo implementécie:

e Zohl'adnenie zavislosti medzi jednotlivymi nahradeniami: V stucasnosti
sa pri kazdom dalSom nahradeni podgrafu neberie do uvahy sposob zobrazenia
predchédzajicich nahradeni. Zakomponovanie tychto zavislosti medzi jednotli-
vymi fazami schematizacie nie je trivialny problém, a bezné grafické softvéry
takuto funkcionalitu zatial nepontukaji. Napriek tomu by tato schopnost mohla
vyrazne zlepsit vizualnu konzistenciu a porozumenie vyslednej schémy. Imple-
mentéicia takychto zavislosti predstavuje zaujimavy smer pre dalSie rozsirenie

tejto prace.

e Vylepsenie heuristiky vyberu rezu: Aktudlne pouzivana heuristika, ktora
vyberé rez podla velkosti mensej komponenty, je velmi jednoducha a do velkej

miery ndhodna. Nevedie vzdy k optimalnym vysledkom. Zvazenie inych stratégii
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vyberu, ako napriklad preferencia rezov, ktorych mensia komponenta ma najvacsi
pocet vrcholov, alebo vyber podla miery prekryvania s uz nahradenymi ¢astami
grafu, by mohlo viest k efektivnejsiemu a prehladnejSiemu rozloZeniu vyslednej

schémy.

Vyuzitie symetrii v grafoch: Pri hfadani izomorfizmu pocas nahradzania pod-
grafov sa v aktuélnej implementacii nebertt do tvahy symetrie grafov. Pri gene-
rovani doplneni do snarkov st zobrazované vsetky mozné distribucie hran do
konektorov. Otazkou ostava, ¢i ma zmysel explicitne uvazovat vSetky symetrie
alebo zobrazit len zastupcov tried ekvivalentnych distribicii. Tato oblast pontika

priestor na redukciu vystupov a zvySenie prehladnosti.

Parametrizacia vystupov a zlepSenie pouZivatel'skej skiisenosti: Prino-
som by bolo zavedenie konfigura¢ného stiboru, z ktorého by sa nacitavali para-
metre ovplyviujtice sposob zobrazovania vystupnych grafov. Pridanie moznosti
na prisposobenie vizualizacii, ako aj dalsich parametrov interaktivneho chodu

programu, by mohlo zna¢ne zlepsit celkovy pouZivatelsky dojem.



Z.aver

V tejto praci sme sa zamerali na navrh algoritmu a heuristik na identifikdciu malych
casti snarkov oddelenych malymi cyklicky separujtcimi rezmi. Ziskané informécie o
tychto ¢astiach sme nésledne vyuzili pri automatizovanom generovani nakresov grafov,
pricom ciefom bolo podporit vizudlnu analyzu nezafarbitelnosti snarkov.

Stanovené ciele sa podarilo naplnit. Pri implementacii sme uprednostnili rychlost
pred uplnostou a korektnostou vypoctov, no pomocou dodato¢nych kontrol sa podarilo
dosiahnut vizualne kvalitné a informativne vystupy. Tieto nédkresy umoznuju jednodu-
chu a efektivnu analyzu nezafarbitelnosti jednotlivych grafov.

Navrhnuté postupy maji do znacnej miery ndhodny charakter, ¢o sa vSak v kontexte
skumanej problematiky ukazalo ako prinos. Vdaka tomu je moZné generovat viacero
roznorodych vystupov, ktoré mézu napomoct pri hlbsej analyze struktary snarkov.

V priebehu rieSenia sme sa opakovane stretéavali s otazkou optimélneho postupu.
Kedze vyskum snarkov stale obsahuje mnoZstvo otvorenych problémov, tato préca
sa okrem samotnej vizualizacie stala aj prispevkom k ich analyze. Vysledky moézu v
budtcnosti posluzit ako nastroj pri hladani odpovedi na niektoré z tychto otvorenych
otazok.

Préaca zaroven pontka Siroky priestor na dalsi vyvoj. Obsahuje niekol'ko heuristik
a algoritmickych komponentov, ktoré je mozné zefektivnit, nahradit robustnejsimi me-
todami alebo prisposobit $pecifickym poziadavkam pouZivatela ¢i konkrétnemu typu

grafov.
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G20

Obr. 2.31: Porovnanie vystupu nasho programu pre Loupinov snark s ru¢ne vytvorenou

schémou.
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Priloha A: beh programu

V elektronickej prilohe prilozenej k préaci sa nachadza zdrojovy kéd programu. Zdrojovy
kod je zverejneny aj na stranke:

https://github.com/NikaRadosinska/SchematicDrawing0fSnarks.git

2.4 Interaktivny beh na Flower snarku

V input sibore bol iba jeden riadok s Flower snarkom. Dalej je vidno ukazka interak-

tivneho behu programu.

Obr. 2.32: Konzolovy vstup/vystup
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duplicate, sum: O

Obr. 2.33: Vybrané vystupy
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2.5 Automaticky beh na Goldbergovom snarku

V input subore bol iba jeden riadok s Goldberg snarkom. f)alej je vidno ukazka auto-

matického behu programu.

Obr. 2.34: Konzolovy vstup/vystup

Obr. 2.35: Pévodny graf
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(f)
Obr. 2.36: Vybrané vystupy



2.6. AUTOMATICKY BEH NA SNARKOCH VELKOSTI > 38 49

2.6 Automaticky beh na snarkoch velkosti > 38

Toto je ukazka niekolko roznych grafov, ako ich dokazal automaticky beh programu
schematizovat. Na tychto obrazkoch je dobre vidiet nadhodnost programu a taktiez

podobnost schémy snarkov.

(c) 3. ndhodny graf (2 rozne schematické kreslenia)

Obr. 2.37: Vybrané niektoré vystupy
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