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Abstrakt

Snark je neorientovaný kubický graf, ktorého hrany nie je možné zafarbiť tromi farbami.

V tejto práci sa zaoberáme problémom nezafarbiteľnosti takýchto grafov a skúmame

spôsoby ich vizualizácie, ktoré túto vlastnosť zvýrazňujú.

Kľúčové slová: snark, kreslenie grafov, nezafarbiteľnosť, cyklická súvislosť
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Abstract

A snark is an undirected cubic graph whose edges cannot be colored with three colors.

In this thesis, we examine the uncolorability of such graphs and explore visualization

techniques that highlight this property effectively.

Keywords: snark, graph drawing, uncolorability, cyclic connectivity
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Úvod

Nakreslenie grafu predstavuje jeho vnorenie do roviny. Pre každý netriviálny graf exis-

tuje nekonečne veľa rôznych vnorení. Vo všeobecnosti uprednostňujeme také znázor-

nenia, ktoré minimalizujú počet krížení hrán. Takéto zobrazenie však nemusí vždy

zabezpečiť prehľadnosť alebo odhaliť dôležité štrukturálne vlastnosti grafu.

Cieľom tejto práce bolo vytvoriť nástroj na pozorovanie štruktúry nezafarbiteľ-

ných kubických grafov, známych ako snarky. Našou snahou bolo automatizovať analýzu

týchto grafov tak, aby bola čo najprirodzenejšia pre ľudské oko, ale zároveň vhodná aj

na ďalšie spracovanie počítačom. Navrhnutý program identifikuje známe podgrafy a ge-

neruje nákresy, ktoré pomáhajú objasniť, prečo daný kubický graf patrí medzi snarky.

Keďže naše poznatky o tejto problematike sú zatiaľ neúplné, program umožňuje iden-

tifikovať triviálne časti grafu a tým sústrediť pozornosť na zaujímavé podgrafy alebo

štrukturálne vlastnosti.

Snarky sú predmetom záujmu, keďže sa im venujú viacerí pedagógovia na našej

fakulte, a zároveň doposiaľ neexistuje systematická štúdia o tom, ako túto triedu grafov

efektívne vizualizovať. Ich dôležitosť spočíva aj v tom, že mnohé známe problémy v

teórii grafov majú svoj ekvivalent práve v rámci snarkov. V tejto práci sa budeme z

vlastností grafov zameriavať predovšetkým na cyklickú hranovú súvislosť, ktorá pre

nás bude kľúčovým parametrom pri ich zobrazovaní.
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Kapitola 1

Snarky

V tejto kapitole sa budeme zaoberať snarkami. Urobíme podrobnú analýzu týchto gra-

fov a zameriame sa na vlastnosti, ktoré budeme využívať pri ich kreslení.

V celej práci sa nebudeme zaoberať nesúvislými grafmi, keďže nie sú relevantné pre

našu problematiku.

1.1 Definícia

Snarky sú neorientované kubické grafy, ktoré majú chromatický index štyri, čo zna-

mená, že sa nedajú hranovo zafarbiť tromi farbami. Týchto grafov je vzhľadom na

celkový počet kubických grafov relatívne málo, a taktiež všeobecný dôvod, prečo si

vynucujú štyri farby, je neznámy.

Vo všeobecnosti budeme pracovať s grafmi ako s multipólmi, ktoré boli po prvýkrát

popísané v článku od Fiola [2]. Multipól je taký graf, ktorý môže obsahovať visiace

hrany. Visiaca hrana je hrana, ktorá je incidentná iba s jedným vrcholom. K-pól je

multipól s k visiacimi hranami. Ak nejakému multipólu odstránime vrchol, susediacim

vrcholom vznikne visiaca hrana. Formálne je multipól M(S1, ..., Sn) graf, ktorý je defi-

novaný disjunktnými množinami visiacich hrán S1 až Sn. Jedna takáto množina Si sa

nazýva konektor. Spojenie dvoch hrán vytvorí jednu hranu. Vo všeobecnosti spojenie

2n hrán nám vytvorí n hrán.

Na popis farbenia grafu budeme využívať Taitovo farbenie [7]. Taitovo farbenie

priraďuje hranám farby z množiny Z2×Z2, pričom vylučuje farbu (0, 0). Túto množinu

budeme označovať ako KK. V práci budeme hovoriť výhradne o 3-farbení, a preto

nám takáto množina stačí. Snarky budeme označovať ako nezafarbiteľné. Keď budeme

hovoriť o súčte farieb, bude to súčet v množine Z2 × Z2.

Toto farbenie, spolu s Kirchhoffovým zákonom o toku v grafe, vedie k Paritnej

3



4 KAPITOLA 1. SNARKY

lemme, kde množinu visiacich hrán považujeme za tok. Paritnú lemmu budeme využívať

pri analýze skladby snarkov.

Veta 1 (Parity lemma): Nech je M k-pól a k1, k2 a k3, počty visiacich hrán farieb

(0, 1), (1, 0) a (1, 1) postupne. Potom

k1 ≡ k2 ≡ k3 ≡ k(mod2)

Obvod grafu je minimálna dĺžka cyklu v ňom.

1.1.1 Cyklická súvislosť

Každý kubický graf je nanajvýš 3-hranovo súvislý. Preto táto vlastnosť nie je taká

zaujímavá. Zaujímavejšia vlastnosť je cyklická hranová súvislosť λc(G), kde sa navyše

pridáva podmienka, že v oboch rozdelených komponentoch sa musí nachádzať cyklus.

Hrany, ktoré takto rozdeľujú graf, sa nazývajú cykly-separujúci rez.

Nejaké algoritmy na hľadanie cyklickej hranovej súvislosti:

1. Exaktné (brute-force) prehľadávanie

• Funguje dobre len pre malé grafy. Pre každú množinu hrán veľkosti ≤ k sa

overí, či jej odstránenie vedie na viac komponent obsahujúcich cyklus.

2. Algoritmus založený na DFS a detekcii cyklov po reze

• V každej iterácii sa odstráni kandidátska množina hrán a následne sa pomo-

cou DFS overuje existencia cyklu v každej komponentnej časti.

• Výhodou je možnosť rýchleho pruning-u pri nesplnení podmienky.

• Zdroj: Zhang, C. Q. Ïnteger Flows and Cycle Covers of Graphs."Marcel

Dekker, 1997. [9]

3. Exaktný algoritmus pre kubické grafy

• Pre každý pár vrcholov sa identifikujú hrany, ktorých odstránením sa graf

rozdelí na komponenty obsahujúce cykly.

• Využíva sa vlastnosť, že v kubických grafoch je počet možných rezov obme-

dzený, čo umožňuje efektívne prehľadávanie.

• Zdroj: Dvořák, Z., Kára, J., Král’, D., & Pangrác, O. (2004). An Algorithm

for Cyclic Edge Connectivity of Cubic Graphs. In Algorithm Theory - SWAT

2004 (pp. 236–247). [1]
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1.2 Analýza skladby snarkov

V literatúre o snarkoch sa často stretávame s pojmom netriviálny snark. V tejto práci

sa budeme venovať ako triviálnym, tak aj netriviálnym snarkom, keďže naším cieľom

je navrhnúť spôsob kreslenia pre všetky snarky bez výnimky. Za dôležité považujeme

najmä spôsob, akým budeme vizualizovať triviálne vlastnosti snarkov. Keďže o triviál-

nych častiach snarku vieme jednoznačne určiť, či (ne)prispievajú k jeho zafarbiteľnosti,

môžeme ich jednoducho a prehľadne zobraziť.

V tejto časti sa tiež zameriame na to, ako možno daný graf zjednodušiť, aby sme

pri jeho kreslení mohli využiť výhodu práce s jednoduchšou štruktúrou. Takéto zjed-

nodušenie nám umožní efektívnejšie aplikovať náš prístup ku kresleniu.

Analýza stavby snarkov bola podrobne popísaná v práci [5], ktorá bola pre túto

diplomovú prácu významným inšpiračným zdrojom.

1.2.1 Triviálne vlastnosti

Ak kubický graf obsahuje most, potom tento most priamo spôsobuje nezafarbiteľnosť

grafu. Vyplýva to z paritnej lemy, podľa ktorej možno graf rozdeliť na dva 1-póly. Z

tohto dôvodu sa vo všeobecnosti predpokladá, že snarky sú bezmostové.

Ak je graf 2-hranovo súvislý, existuje dvojica hrán, ktorých odstránením vzniknú

dva 2-póly. Z paritnej lemy vyplýva, že obe visiace hrany takéhoto 2-pólu musia byť za-

farbené rovnakou farbou – inak by bol graf nezafarbiteľný. To znamená, že graf môžeme

rozdeliť na dva menšie grafy: odstránime hrany v dvoj-reze a jednotlivé komponenty

znovu spojíme tak, aby vznikol nový graf. Ak je teda pôvodný graf nezafarbiteľný,

aspoň jeden z týchto menších grafov je takisto nezafarbiteľný.

Obr. 1.1: Rozdelenie grafu pomocou 2-rezu

Ak je graf 3-hranovo súvislý, potom existuje trojica hrán, ktorých odstránením

vzniknú dva 3-póly. Paritná lema nám v tomto prípade hovorí, že každá z visiacich

hrán musí mať inú farbu – inak je graf nezafarbiteľný. Graf môžeme rozdeliť na dva

menšie tak, že ku každému 3-pólu pridáme nový vrchol, ktorý spojíme s visiacimi

hranami. Ak je pôvodný graf nezafarbiteľný, aspoň jeden z týchto menších grafov musí

byť nezafarbiteľný.
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Obr. 1.2: Rozdelenie grafu pomocou 3-rezu

Ak graf obsahuje 3-cyklus (trojuholník), je možné tieto tri vrcholy zredukovať na

jeden bez toho, aby sa tým ovplyvnilo farbenie alebo regularita grafu.

Obr. 1.3: Redukcia trojuholníka

Analogicky, ak graf obsahuje 4-cyklus (štvoruholník), je možné tieto štyri vrcholy

zredukovať na dve cesty, opäť bez ovplyvnenia farbenia alebo regularity.

Obr. 1.4: Redukcia štvoruholníka

Vzhľadom na tieto vlastnosti sa v literatúre snark často definuje ako bezmostový,

4-hranovo súvislý kubický graf s obvodom aspoň päť.
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1.2.2 I-rozšírenie a redukcia

I-rozšírením snarku rozumieme operáciu, pri ktorej vyberieme dve ľubovoľné hrany,

prerušíme ich pridaním vrcholov a medzi nové vrcholy vložíme ďalšiu hranu. Týmto

spôsobom zachováme regularitu grafu a zároveň zvýšime počet jeho vrcholov. Opačná

operácia sa nazýva redukcia hrany.

redukcia

I-rozšírenie

5

1

2

3

4

6

1

2

3

4

Obr. 1.5: I-rozšírenie a redukcia

1.2.3 Dot produkcia

Dot produkcia je operácia na kubických grafoch, ktorá využíva 4-hranový rez. Po roz-

delení grafu na dve časti vznikne štvorica visiacich hrán. Tie spojíme pomocou dvoch

nových vrcholov, pričom každý nový vrchol je incidentný s troma hranami – dvoma

visiacimi a jednou novou medzi nimi.

Táto konštrukcia zachováva kubickosť grafu a často sa používa pri skladaní zloži-

tejších snarkov z menších komponentov.

dot produkcia

Obr. 1.6: Schéma dot produkcie pomocou 4-rezu

1.3 Často využívané multipóly

V tejto časti si predstavíme niekoľko multipólov, ktoré sa často využívajú pri opise

tried snarkov.
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Negátor možno vytvoriť zo snarku S obsahujúceho cestu dĺžky dva uwv, pričom

predpokladáme, že vrcholy u a v nemajú žiadnych ďalších spoločných susedov. Negátor

je (2, 2, 1)-pól, ktorý vznikne odstránením vrcholov u, v a w, pričom po u a v nám ostanú

množiny visiacich hrán I = e1, e2 a O = e3, e4, a po w nám ostane jedna visiaca hrana

r. Takýto 5-pól nazývame Neg(S, u, v), všeobecne ho označujeme N alebo N(I, O; r).

w

u v

O I

r

Obr. 1.7: Vytvorenie negátoru

Negátor je zaujímavý tým, že pre každé jeho farbenie platí, že buď hrany v I, alebo

hrany v O musia mať rovnakú farbu. Ak by to neplatilo, farbenie N by sa dalo rozšíriť

na farbenie celého grafu. Z paritnej lemmy zároveň vyplýva, že súčet farieb v druhom

dvojprvkovom konektore sa musí rovnať farbe v r. Pätica visiacich hrán (e1, e2, e3, e4, r)

teda musí byť zafarbená niektorým z nasledovných spôsobov:

C = {(x, x, a, b, a+ b) | x, a, b ∈ K, a ̸= b} ∪ {(a, b, x, x, a+ b) | x, a, b ∈ K, a ̸= b},

alebo graf nie je zafarbiteľný.

Negátory vytvorené z Petersenovho grafu označujeme Np. Vďaka symetrii Peterse-

novho grafu je takýto negátor jednoznačne určený.

P2(I, O; r) označuje (2, 2, 1)-pól vzniknutý z cesty uwv, kde I = a, b a O = d, e.

Zafarbenie visiacich hrán tohto multipólu spĺňa nasledovné podmienky:

Col(P2) = {(a, b, r, d, e) ∈ K5 | a+ b ̸= 0 d+ e ̸= 0, a+ b+ r + d+ e = 0}

Riadny (2, 3)-pól vzniká zo snarku S výberom hrany e a vrcholu v, ktoré nie sú

incidentné. Multipól vytvoríme tak, že hranu rozdelíme na dve visiace hrany D = e1, e2

a vrchol v odstránime, čím vznikne množina visiacich hrán E = v1, v2, v3. Takýto

multipól označujeme T (E,D).

v E
De

Obr. 1.8: Vytvorenie (2,3)-pólu
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O farbení jeho visiacich hrán platí, že usporiadania (e1, e2, v1, v2, v3) musia spĺňať:

C = {(a, b, c, d, e) ∈ K5, a+ b = c+ d+ e, a+ b ̸= 0, c+ d+ e ̸= 0},

inak vzniká spor s tým, že S je snark. Ak by niektorý konektor mal súčet farieb rovný

nule, musel by ho mať aj druhý. V prípade dvojprvkového konektora by sa dali visiace

hrany spojiť do jednej hrany, a v prípade trojprvkového by museli byť všetky farby

rôzne, a teda by sa im dal priradiť vrchol. Výsledný graf by potom nebol snarkom.

Riadny (3, 3)-pól možno vytvoriť zo snarku S výberom dvoch nesusedných vrcho-

lov u a v. Po ich odstránení vznikne multipól M(I, O), kde I a O sú množiny visiacich

hrán po vrcholoch u a v.

Súčet farieb ani jedného konektora nemôže byť nula, inak by bolo možné rozšíriť

farbenie multipólu na celý graf S, čo je v rozpore s tým, že S je snark.

Z Kirchhoffovho zákona vyplýva, že pre každé 3-farbenie M(I, O) musí platiť, že

súčet farieb v jednom konektore sa rovná súčtu farieb v druhom konektore.

u I O
v

Obr. 1.9: Vytvorenie (3,3)-pólu

Párny, respektíve nepárny (2, 2, 2)-pól je pomenovaný podľa toho, či má párny

počet nenulových súčtov farieb, alebo nepárny počet nulových. Takéto multipóly boli

skúmané a opísané v práci Goldberga [3].

u1 u3

u2

v

S1

S2

S3

Obr. 1.10: Vytvorenie (2,2,2)-pólu

Multipól vytvoríme odstránením vrcholu v a jeho troch susedov u1, u2, u3 zo snarku

G, pričom predpokladáme, že tieto susedné vrcholy nie sú navzájom susedné. Po odstrá-

není vzniknú tri konektory Si = ei, fi pre i = 1, 2, 3, čím vznikne multipól H(S1, S2, S3).

Pre komplementárny graf V4, ktorý vznikne z odstránených štyroch vrcholov, platí:

C = {(e1, f1, e2, f2, e3, f3) ∈ K6 | e1+f1+e2+f2+e3+f3 = 0, (∀i ∈ {1, 2, 3})(ei ̸= fi)}

Je zrejmé, že V4 je tiež (2, 2, 2)-pól.
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1.3.1 5-cyklové klastre

Cykly dĺžky päť sa často vyskytujú v snarkoch a zvyčajne prispievajú k ich nezafarbi-

teľnosti, pretože – ako sme si už ukázali – cykly kratšej dĺžky pre nás nie sú zaujímavé.

Päťcyklovým klastrom budeme nazývať maximálny súvislý podgraf, v ktorom každý

vrchol patrí do nejakého 5-cyklu. Všetky takéto klastre s najviac desiatimi vrcholmi

si zadefinujeme a budeme ich považovať za základné stavebné jednotky snarkov. Pre

každý takýto klaster zároveň platí, že obsahuje aspoň päť visiacich hrán a že jeho obvod

je päť.

Väčšina týchto 5-klastrov vzniká z Petersenovho grafu. Pre zjednodušenie označíme

modré cykly v grafe ako vonkajší cyklus a vnútornú hviezdicu.

Obr. 1.11: Petersenov graf

Pentagon (pentagon) P je najmenší z týchto objektov. Tvorí ho jeden 5-cyklus a päť

visiacich hrán, pričom každá je incidentná práve s jedným vrcholom a tvorí samostatný

konektor. Pentagon teda obsahuje päť vrcholov, päť hrán a päť visiacich hrán.

Dyáda (dyad) D je negátor vytvorený z Petersenovho grafu. Tvorí ju dve 5-cykly,

ktoré majú spoločnú cestu dĺžky dva. Vrcholy u, w a v pochádzajú z vonkajšieho cyklu,

pričom zvyšok grafu tvoria vnútorná hviezdica a dva susedné vonkajšie vrcholy. Vrcholy

sú prirodzene rozdelené do množín I, O a R, čím vzniká multipól D(I,O,R), ktorý

obsahuje dvojprvkové konektory I a O a jednoprvkový konektor R. Dyáda obsahuje

sedem vrcholov, osem hrán a päť visiacich hrán.

Triáda (triad) T je (2,3)-pól, ktorý je vytvorený z Petersenovho grafu. Tvorí ju tri

5-cykly. Hranu e berieme z vonkajšieho cyklu a vrchol v tiež vyberáme z vonkajšieho

cyklu, pričom susedné vrcholy nie sú incidentné s hranou e. Visiace hrany sú rozdelené

do konektorov B a C tak, že do konektora B patria visiace hrany vzniknuté pretnutím

hrany e, zatiaľ čo do konektora C patria visiace hrany, ktoré boli predtým incidentné
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s vrcholom v. Triáda obsahuje deväť vrcholov, jedenásť hrán a päť visiacich hrán.

Kvázitriáda (quasitriad) qT je tvorená tromi 5-cykly. Dva z nich, C1 a C2, zdieľajú

práve dve incidentné hrany, a tretí cyklus, C3, zdieľa jednu hranu s C1 a druhú hranu

s C2, pričom tieto dve hrany sú zároveň incidentné. Visiace hrany sú umiestnené na

vrcholoch, ktoré patria buď iba jednému cyklu, alebo na vrcholoch, ktoré sa nachádzajú

v strede spoločnej cesty cyklov C1 a C2. Z cyklu C3 vychádzajú dve visiace hrany,

pričom z cyklov C1 a C2 tiež vychádzajú dve visiace hrany, pričom jednu majú spoločnú.

Kvázitriáda obsahuje deväť vrcholov, jedenásť hrán a päť visiacich hrán.

Dvojitý pentagon (double pentagon) dP je tvorený z dvoch 5-cyklov, ktoré zdieľajú

jednu hranu. Dá sa tiež získať z Petersenovho grafu a tvorí (2,2,2)-pól, označovaný

dP(A,B,C), pričom do jedného konektora patria visiace hrany zobrazené na obrázku

1.12. Dvojitý pentagon obsahuje osem vrcholov, deväť hrán a šesť visiacich hrán.

Trojitý pentagon (triple pentagon) tP je tvorený tromi 5-cykly, ktoré zdieľajú

všetky jeden spoločný vrchol a každý z nich jednu hranu. Tieto hrany sú incidentné so

spoločným vrcholom. Takto spojené 5-cykly tvoria cyklus dĺžky deväť, ktorý obsahuje

iba hrany, ktoré patria iba jednému cyklu. Všetky visiace hrany vychádzajú z tohto

cyklu. Tento (2,2,2)-pól, označovaný tP(A,B,C), má rozdelené visiace hrany do konek-

torov tak, že pri pohybe po 9-cykli v smere hodinových ručičiek, začínajúc v jednom

z cyklov, visiace hrany tvoria postupnosť BACBAC. Trojitý pentagon obsahuje desať

vrcholov, dvanásť hrán a šesť visiacich hrán.

Trojbunka (tricell) tC je tvorená tromi 5-cykly. Vytvára sa tak, že k dvojitému

pentagonu prilepíme ďalší cyklus C3 k jednému z cyklov C1 alebo C2 tak, že s týmto

novým cyklom bude zdieľať cestu dĺžky dva, ktorá sa nachádza medzi vrcholmi, ktoré

nie sú zdieľané s druhým cyklom z dvojitého pentagonu. Bez ujmy na všeobecnosti

predpokladajme, že C2 zdieľa hrany aj s C1 a C3, čo znamená, že z C1 idú dve visiace

hrany a z C3 tri visiace hrany, pričom jedna z nich ide aj z C2. Rozdelenie vrcholov

do konektorov (2,2,2)-pólu je zobrazené na obrázku 1.12. Trojbunka obsahuje desať

vrcholov, dvanásť hrán a šesť visiacich hrán.
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(a) pentagon

I O

r

(b) dyáda

B C

(c) triáda (d) kvázitriáda

C C

B

BA

A

(e) dvojitý pentagon

AB

C

A B

C

(f) trojitý pentagon

A
A

B

B

C

C

(g) trojbunka

Obr. 1.12: 5-cyklové klastre



Kapitola 2

Softvér

V tejto kapitole popíšeme spôsob, akým sme vytvorili program na analýzu snarkov.

Tento softvér je špeciálne zameraný na identifikáciu štruktúry snarku, vyhľadávanie

minimálnych cyklicky oddeľujúcich rezov a rozpoznávanie multipólov, z ktorých je graf

zložený.

Na nasledujúcich obrázkoch je možné vidieť, aký zložitý je nákres celého Loupi-

novho snarku. Zatiaľ čo v práci [5] autori ukázali jeho jednoduchú schému, ktorá jasne

demonštruje jeho nezafarbiteľnosť, úplné zobrazenie grafu pôsobí výrazne komplikova-

nejšie.

N1 N2

N3

Obr. 2.1: Loupinov snark jednoduché zobrazenie a jeho schéma z práce [5]

Zreteľná štruktúra snarku je na obrázku viditeľná najmä vďaka jednoznačnej iden-

tifikácii konektorov multipólov. Tieto konektory zároveň predstavujú cyklicky oddeľu-

júce rezy v snarku. Preto je základom nášho programu práve vyhľadávanie týchto rezov

a následná identifikácia jednotlivých multipólov.

13
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Program je rozdelený do troch hlavných častí:

• príprava grafu

• nájdenie minimálnych cykli-oddeľujúcich rezov

• rozdelenie snarku a výstup

2.1 Príprava grafu

Grafy, ktoré chceme analyzovať, sú uložené v súbore input vo formátoch graph6 alebo

sparse6, pričom každý riadok predstavuje jedno zakódovanie grafu.

Aby sme dosiahli zmysluplné výsledky, rozhodli sme sa grafy predspracovať, t. j.

odstrániť z nich triviálne štruktúry, ako sú trojuholníky a štvorce. Ako sme si ukázali v

kapitole 1.2.1, takéto časti neprispievajú k podstatným vlastnostiam snarku a je možné

ich jednoducho eliminovať.

Použité algoritmy spočívajú v prehľadávaní grafu z každého vrchola do požadovanej

hĺbky.

Pri hľadaní trojuholníkov testujeme všetky cesty dĺžky tri, či sú trojuholníkom.

Využívame jednoduchú optimalizáciu: kladieme podmienku, aby hodnoty hašovacej

funkcie vrcholov boli vzostupné pri prehľadávaní ciest dĺžky tri, ktoré by mohli pred-

stavovať trojuholníky. Je ľahko dokázateľné, že ak graf obsahuje trojuholník, existuje

aspoň jedno usporiadanie jeho vrcholov, ktoré túto podmienku spĺňa. Ak prehľadáva-

nie opakujeme dovtedy, kým v danom cykle nezredukujeme žiaden trojuholník, týmto

spôsobom identifikujeme a odstránime všetky trojuholníky.

Pri identifikácii štvoruholníkov používame podobný algoritmus s mierne upravenou

optimalizáciou. Vyžadujeme, aby iba prvé dva vrcholy na ceste mali vzostupné hodnoty

hašovacej funkcie.

2.2 Nájdenie minimálnych cykly-oddeľujúcich rezov

Pre nájdenie minimálnych cyklicky oddeľujúcich rezov sme sa rozhodli použiť polyno-

miálny algoritmus prezentovaný v čínskej práci [4]. Túto prácu sme si zvolili pre jej

jednoduchosť a dostupnosť.

V ďalšom texte, pokiaľ neuvádzame inak, budeme pod pojmom „rez“ rozumieť práve

minimálny cyklicky oddeľujúci rez. Zároveň sme potrebovali algoritmus, ktorý nielenže

určí hodnotu minimálnej cyklickej hranovej súvislosti, ale zároveň nájde aj konkrétne

hrany tvoriace tento rez.
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V tejto časti najskôr stručne popíšeme princíp fungovania uvedeného čínskeho algo-

ritmu, následne na konkrétnych príkladoch poukážeme na jeho nedostatky, a napokon

sa budeme venovať našim úpravám algoritmu. Na záver zhodnotíme kvalitu výsledného

riešenia, ktoré sa nám podarilo dosiahnuť.

2.2.1 Opis čínskeho algoritmu

Čínsky algoritmus [4] je rekurzívny algoritmus, ktorého vstupom je kubický graf a vý-

stupom údajne všetky jeho cykly-oddeľujúce rezy. Tento algoritmus budeme analyzovať

krok po kroku, aby sme mohli neskôr podrobne rozobrať jeho jednotlivé časti.

1. Skontrolujeme, či je graf K4. Ak áno, vrátime prázdnu množinu, pretože K4

neobsahuje žiadne cyklicky oddeľujúce rezy.

2. Ak κ(G) = 1, graf obsahuje mosty. Všetky mosty predstavujú cyklicky oddeľujúce

rezy, a preto ich vrátime ako výsledok.

3. Ak κ(G) = 2, existujú tri prípady, ako môže vzniknúť rez veľkosti dva. Z mini-

málnych vrcholových rezov takto získame všetky požadované rezy.

Obr. 2.2: Spôsoby rozdelenia grafu pri vrcholovej súvislosti dva.

4. Ďalej vieme, že κ(G) > 2 a graf nie je K4. Vyberieme hranu e, ktorú odstránime z

grafu G tak, aby výsledný graf Gθe bol opäť 3-regulárny. Zaručíme to kontrolou,

že žiaden z vrcholov incidentných s e sa nenachádza v trojuholníku. Ak sa taký

vrchol nachádza, vyberieme hranu priamo z trojuholníka. Keďže κ(G) > 2, je

zaručené, že redukcia hrany vedie k 3-regulárnemu grafu. Ak by to tak nebolo,

Obr. 2.3: Vrchol nachádzajúci sa v dvoj trojuholníkoch ⇒ vrcholová súvislosť dva
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znamenalo by to, že niektorý vrchol patrí do dvoch rôznych trojuholníkov, čo by

implikovalo κ(G) ≤ 2.

5. Následne nájdeme všetky najkratšie cykly obsahujúce hranu e = xy. Algoritmus

na ich vyhľadanie je podrobne opísaný v práci [4].

6. Z týchto cyklov získame príslušné rezy a uložíme ich do množiny c. Premenná

lenc reprezentuje veľkosť (počet hrán) všetkých rezov v c.

Obr. 2.4: Rezy (zelená), z cyklov (červená), kde e je čiarkovaná hrana, lenc = 5

7. Získame množinu s minimálnych rezov grafu Gθe rekurzívnym volaním algoritmu.

Premenná lens označuje veľkosť všetkých rezov v s.

8. Ak je s = ∅, skontrolujeme pomocou rovnice v > 2lenc − 2, či oba komponenty

rozdelené pomocou rezov z c obsahujú cyklus. Ak áno, vrátime množinu c, inak

vrátime prázdnu množinu. Táto rovnica bola dokázaná v článku o algoritme [4].

9. Skontrolujeme, či hrana e spája všetky dvojice komponentov rozdelených rezmi

z s:

(a) Ak áno a zároveň lenc = lens, vrátime množinu c.

(b) Inak rozšírime každý rez z s o hranu e.

(c) Ak lenc = lens+ 1, vrátime množinu c ∪ s.

(d) V opačnom prípade vrátime množinu s.

10. Z množiny s odstránime tie rezy, ktorých komponenty spája hrana e.

11. Iterujeme cez rezy v s. Ak niektorý z nich obsahuje hrany vzniknuté odstránením

vrcholov x a y, tento rez v Gθe odstránime a nahradíme ho dvoma ekvivalentnými

rezmi v pôvodnom grafe G.
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x

y
S'

e

S1 S2

Obr. 2.5: 11. krok

12. Ak lenc = lens, vrátime množinu c ∪ s.

13. Ak sa algoritmus dostane až sem, platí lenc > lens, a teda vrátime množinu s.

2.2.2 Neúplnosť čínskeho algoritmu

Čínsky algoritmus deklaruje, že nájde všetky cyklicky oddeľujúce rezy v kubickom

grafe. V tejto časti si na príklade 5-Goldbergovho snarku ukážeme, ako môže algoritmus

zlyhať a vrátiť neúplnú množinu rezov. Následne si vysvetlíme, prečo je táto chyba

zásadná.

(a) (b)

(c) (d)

Obr. 2.6: Graf G – postupné vnáranie alg. výberom červených hrán

Na obrázku 2.6 je znázornený podgraf Goldbergovho snarku. V jednotlivých krokoch

odstraňujeme hrany zvýraznené červenou farbou. Hoci je výber týchto hrán v tomto
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poradí nepravdepodobný, je platný. Po troch takýchto výberoch sa algoritmus ďalej

nevnorí, keďže graf v kroku (d) má vrcholovú súvislosť κ(G) = 2.

Algoritmus spustený na grafe (d) vráti množinu obsahujúcu jediný rez veľkosti

dva. Následne algoritmus v krokoch (c), (b) a (a) postupne rozšíri tento rez o každú z

predtým odstránených červených hrán. Výsledkom je jediný rez veľkosti päť. Hoci ide

o minimálny cyklicky oddeľujúci rez, je zrejmé, že tento graf obsahuje aj ďalšie rezy,

ktoré algoritmus nedetekoval.

Kľúčový problém nastáva v kroku 9 algoritmu, kde sa overuje, či všetky nájdené

komponenty (rozdelené pomocou rezov) sú spojené odstránenou hranou. Ak algoritmus

vráti len také rezy, kde komponenty hrana spája, hoci v grafe existujú aj iné – relevantné

– rezy, ktoré takto spojené nie sú, algoritmus ich opomenie. Následne môže vrátiť rezy,

ktoré sú o jednu hranu väčšie ako skutočné minimálne rezy.

Okrem uvedeného prípadu obsahuje algoritmus aj ďalšie problematické situácie,

ktoré sme sa pokúsili vyriešiť. Napriek týmto snahám sa nám nepodarilo dosiahnuť,

aby algoritmus korektne generoval úplnú množinu minimálnych cyklicky oddeľujúcich

rezov.

2.2.3 Naša implementácia čínskeho algoritmu

Skôr než popíšeme fungovanie celého nášho programu, uvedieme zmeny, ktoré sme

vykonali na pôvodnom čínskom algoritme, ako aj ich opodstatnenie a prínos.

Samotné porozumenie algoritmu na základe dostupného pseudokódu predstavovalo

náročný proces, keďže pôvodný pseudokód je značne abstraktný a vyžadoval vysokú

mieru interpretácie. Implementácia si preto vyžadovala dôkladnú analýzu jednotlivých

krokov, ich správne pochopenie a následné prevedenie do konkrétneho programovacieho

jazyka.

Najvýznamnejšou zmenou bola zmena formátu výstupu. Namiesto toho, aby al-

goritmus vracal množinu minimálnych rezov rovnakej veľkosti, sme navrhli návratovú

hodnotu vo forme dátovej štruktúry typu dictionary. Kľúče tohto slovníka predsta-

vujú veľkosti nájdených cyklicky oddeľujúcich rezov (od 1 po 6) a hodnoty sú množiny

rezov príslušnej veľkosti. V dôsledku tejto úpravy vracia algoritmus túto štruktúru na

konci každého volania, pričom rozlišuje vetvy iba na základe vrcholovej súvislosti grafu.

Upravený algoritmus možno popísať nasledovne:

1. Nech vs označuje vrcholovú súdržnosť grafu G.

2. Ak vs = 1, algoritmus vráti dictionary, kde pod kľúčom 1 sa nachádza množina

všetkých mostov.
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3. Ak vs = 2, graf rozdelíme pomocou jedného dvojvrcholového rezu (pozri obr. 2.2)

a vytvoríme dva multipóly. Na každom z nich spojíme dvojicu visiacich hrán x,

y do novej hrany e a rekurzívne spustíme algoritmus. Vo výstupe následne každé

rezy obsahujúce hranu e nahradíme späť hranami x a y. Výstupy z oboch volaní

nad multipólmi sa spoja s dvojrezom z vrcholového dvojrezu.

4. Ak vs = 3, postupujeme podobne ako v pôvodnom algoritme, avšak s úpravami

výstupov, ktoré zohľadňujú vyššie popísaný formát.

Táto úprava umožnila, aby vetva s vs = 2 nekončila návratom nájdených rezov, ale

pokračovala rekurzívnym delením, až pokiaľ sa dosiahne podgraf izomorfný s K4, čo

vedie k návratu prázdneho dictionary podľa prvého kroku čínskeho algoritmu. Vplyv

tejto zmeny analyzujeme podrobnejšie v kapitole 2.2.4.

Ďalšou dôležitou zmenou bolo nahradenie výpočtu všetkých dvojvrcholových re-

zov. Hoci pôvodný algoritmus vyžaduje všetky možné takéto rezy, implementácia tejto

požiadavky je výpočtovo náročná a v dostupných knižniciach neexistuje efektívna a

spoľahlivá implementácia. Naša implementácia pôvodne využívala funkciu

networkx.all_node_cuts, avšak tá mala nepredvídateľnú výkonnosť. Preto sme ju na-

hradili funkciou networkx.minimum_node_cut, ktorá pracuje spoľahlivo aj pre grafy

so stovkami vrcholov (pozri obr. 2.16).

Ďalší problém pôvodného algoritmu spočíval v tom, že niektoré výstupy obsahovali

hrany, ktoré sa v pôvodnom grafe nenachádzali. Tento problém nastával, ak bol rez

získaný na zredukovanom grafe a obsahoval práve jednu novovytvorenú hranu f . Pô-

vodný algoritmus tento prípad nijako neošetril. Namiesto toho sme zaviedli kontrolu

štruktúry grafu okolo pôvodne zredukovanej hrany e. Rozlišujeme, či e bola súčasťou

trojuholníka:

e

f[0]

f[1]

f[0]

f[1]

e
?

Obr. 2.7: Červený podgraf je zredukovaný a zelená hrana je súčasťou jeho rezu. Modrý

vrchol je východiskovým bodom pri hľadaní cesty do vrcholov hrany f .
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• Ak áno, nahradíme hranu f , v reze, hranou medzi f [1] a vrcholom e, s ktorým

f [1] susedí.

• Ak nie, odstránime z grafu hrany daného rezu a hrany medzi vrcholmi f a su-

sedmi vrcholov z e, a hľadáme cestu z druhého vrchola e do vrcholov f . Následne

doplníme do rezu hranu medzi f [1] a príslušným vrcholom z e.

Ďalším vylepšením je rozšírené získavanie rezov z cyklov v kroku 6. Zaviedli

sme pomocný algoritmus, ktorý generuje nové rezy nasledovne:

1. Iterujeme cez všetky dvojice: cyklus a rez nájdené v krokoch 5 a 6.

2. Identifikujeme dvojicu hrán, ktorých koncové vrcholy sa nenachádzajú v danom

cykle, ale sú medzi sebou spojené ďalšou hranou.

3. Vytvoríme pomocnú množinu „branch“ , do ktorej pridáme túto dvojicu a ďalšiu,

získanú na základe topologickej blízkosti v grafe.

Obr. 2.8: Minimálny cyklus (červená), nájdená dvojica, ktorá je súčasťou pôvodného

rezu (zelená), nová dvojica (modrá)

4. Pre každú takto nájdenú dvojicu hrán, pridaj nové rezy. Nové rezy získaj takým

spôsobom, že zo všetkých nájdených „branch“-ý vytvor všetky kombinácie dvojíc

hrán, a k tomu pridaj nájdenú dvojicu hrán a doteraz nespracovaných hrán z rezu.

5. Tento proces opakujeme, kým sa nájdená dvojica neprekrýva s inou vetvou alebo

s pôvodným rezom.

Napokon sme zaviedli heuristiku výberu hrany e pri rekurzívnom delení grafu.

Preferujeme výber hrán, ktoré ešte neboli použité v žiadnom reze počas predchádza-

júcich iterácií. Takéto hrany majú spravidla väčší vplyv na nájdené rezy, najmä ak sa

nachádzajú v málo zredukovaných častiach grafu.
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2.2.4 Testovanie

Náš algoritmus sme testovali na viacerých prípadoch. Všetky grafy, okrem veľkých gra-

fov s viac než 50 vrcholmi, boli získané z príslušných políčok v tabuľke 1 na internetovej

stránke House of Graphs [6].

Ako často algoritmus nájde minimálny rez? Túto otázku sme testovali na

viacerých grafoch. Začali sme so šesťdesiatimi grafmi veľkosti 38 s obvodom aspoň 5.

Obr. 2.9: Pravdepodobnosť správnej odpovede pre 60 grafov s minimálnym rezom veľ-

kosti 4

Algoritmus sme pre každý graf spustili 1000-krát. Ak vrátil minimálny rez veľkosti

štyri, považovali sme to za správnu odpoveď. Iné veľkosti sme klasifikovali ako ne-

správne. Po zobrazení výsledkov na obrázku 2.9 sme si všimli, že pravdepodobnosti

správnych odpovedí sa koncentrujú okolo 70% a 90%. Túto distribúciu potvrdil aj

histogram 2.10.

Ďalej sme skúmali dôvod tejto dvojitej špičky v rozdelení. Vyslovili sme hypotézu,

že počet minimálnych rezov má vplyv na pravdepodobnosť ich nájdenia. Vytvorili sme

preto dve testovacie skupiny grafov s minimálnym cyklicky-separujúcim rezom veľkosti

tri.

V prvej skupine sme použili dva Blanuša snarky, z každého sme odstránili náhodný

vrchol a následne sme spárovali ich susedov.

Keďže Blanuša snark má minimálny cykly-separujúci rez veľkosti 4, takto vytvorený

graf má práve jeden cykly-separujúci trojrez. Vygenerovali sme 60 takýchto grafov

(duplicity neprekážali) a na každom sme algoritmus spustili 1000-krát.
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Obr. 2.10: Distribúcia grafov, podľa pravdepodobnosti správnej odpovede.

Obr. 2.11: Blanuša snark [8]

Druhú skupinu sme vytvorili z Petersenovho grafu tak, aby výsledný graf obsahoval

práve dva minimálne rezy veľkosti tri. Vybrali sme Blanušu a Petersenov graf kvôli

podobnej veľkosti – grafy vytvorené z Blanušu mali 34 vrcholov a tie z Petersenovho

grafu 26 vrcholov. Tento rozdiel sme považovali za akceptovateľný, pretože takýto roz-

diel veľkostí podľa našej hypotézy nemá výrazný vplyv na pravdepodobnosť správnej

odpovede, pričom sme zároveň chceli testovať na dostatočne malých grafoch, aby bol

výpočet zvládnuteľný (celkovo 60 000 spustení).

Z obrázku 2.12 možno vidieť, že naša hypotéza sa potvrdila: pre grafy s jedným

minimálnym rezom je pravdepodobnosť nájdenia správneho rezu približne 78%, zatiaľ
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Obr. 2.12: Pravdepodobnosť správnej odpovede pre 60 grafov s min. rezmi veľkosti 3

čo pre grafy s dvoma rezmi je to okolo 98%.

Obr. 2.13: Počet min. rezov pre 60 grafov s dvomi min. rezmi veľkosti 3

Zaujímalo nás aj to, ako často algoritmus nájde oba rezy, iba jeden z nich alebo
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žiadny. Na túto analýzu sme použili tie isté grafy s dvoma minimálnymi rezmi a vý-

sledky zobrazili na obrázku 2.13.

Hoci štatistika vyzerá priaznivo, nie je možné z nej vyvodiť všeobecné pravidlo pre

úspešnosť algoritmu pri nájdení všetkých minimálnych rezov.

Efektívnosť algoritmu v porovnaní s metódou hrubej sily. Ako sme uviedli

v kapitole 2.2.3, predpokladali sme, že pokračovanie vo vnáraní algoritmu aj do kom-

ponentov po dvojreze zvyšuje počet nájdených rezov. Túto hypotézu sme testovali

porovnaním 60 grafov veľkosti 38 s cyklickou súvislosťou 5. Algoritmus sme na každom

grafe spustili 1000-krát – raz bez a raz s vnáraním. V priemere sa s vnáraním našlo o

5, 13% viac rezov.

Obr. 2.14: Vylepšenie pri nájdení dvoj-rezu

Distribúcia počtu nájdených rezov pre jednotlivé grafy bola nasledovná:

Obr. 2.15: Distribúcia pri jednom grafe

Časová zložitosť algoritmu. Testovanie prebehlo dvakrát: najprv pre veľké grafy

a potom v porovnaní s metódou hrubej sily.

Pre veľké grafy (s 50 až 600 vrcholmi) sme merali čas behu, počet nájdených rezov

a počet nových rezov nájdených v 10 iteráciách pre každý graf.skontrolovat po-

ziciu Pre používateľské aplikácie je dôležité, že pre grafy do veľkosti 200 algoritmus beží

v rádoch sekúnd. Snark s 200 vrcholmi nie je možné jednoducho vizualizovať, no náš
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Obr. 2.16: Priemerný čas trvania algoritmu pri veľkých grafoch

efektívny algoritmus poskytuje praktické výsledky aj v takýchto prípadoch – aj napriek

tomu, že niekedy nenájde všetky rezy alebo vráti množinu hrán, ktorá rezom nie je.

Porovnanie s metódou hrubej sily. Porovnanie prebehlo na menších grafoch

(kvôli výpočtovej náročnosti hrubého prehľadávania). Algoritmus hrubou silou pre-

chádza všetky podmnožiny hrán danej veľkosti a overuje, či sú cyklicky-separujúce.

Testovali sme grafy s cyklickou súvislosťou 4 a 5, pričom sme merali čas výpočtu a

percento rezov, ktoré náš algoritmus našiel počas 10 behov.

Grafy sú pomenované ich počtom vrcholov a písmenom, na odlíšenie grafov rovna-

kých veľkostí.

Porovnanie času výpočtu nemá zmysel znázorňovať v jednom grafe. Napr. pri grafe

„28 c“ bol priemerný čas nášho algoritmu približne 0,02595 s, pričom sme hľadali všetky

rezy do veľkosti 6. Hrubou silou sme cielene hľadali len rezy veľkosti 4. Náš algoritmus

bol rýchlejší o približne 99,9%.
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Obr. 2.17: Počet nájdených rezov pri veľkých grafoch

Obr. 2.18: Počet nájdených nových rezov pri veľkých grafoch v desiatich iteráciách
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Obr. 2.19: Čas výpočtu hrubou silou, λc = 4

Obr. 2.20: Percento nájdených rezov veľkosti 4 pri 10 behoch

Zároveň sme si všimli, že čím viac rezov veľkosti 4 graf obsahuje, tým menšia je

pravdepodobnosť, že ich náš algoritmus nájde všetky. Tento jav sa však neprejavuje pri

rezoch veľkosti 5 (viď obr. 2.22), kde sa percento nájdených rezov stabilizovalo okolo

70%.

Hrubá sila pri rezoch veľkosti 5 trvala rádovo dlhšie ako pri rezoch veľkosti 4, čo je

významná nevýhoda – najmä ak nie je cyklická súvislosť grafu známa vopred.
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Obr. 2.21: Čas výpočtu hrubou silou, λc = 5

Obr. 2.22: Koľko percent rezov veľkosti 5 v priemere našiel náš algoritmus v 10 behoch

2.3 Užívateľský program

Hlavnú časť tejto diplomovej práce tvorí užívateľský program, ktorý využíva minimálne

cykly-separujúce rezy na vytvorenie prehľadnej schémy snarku, v ktorej sú známe pod-

grafy zakreslené ako označené multipóly.

Jednotlivé kroky interaktívneho užívateľského programu sú nasledovné:

1. Pre každý riadok v input súbore sa načítanie grafu vo formáte graph6 alebo

sparse6.

2. Odstránenie všetkých trojuholníkov a štvoruholníkov.

3. Vytvorenie vizualizácie grafu. 2.23

4. Nájdenie cykly-separujúcich rezov veľkosti najviac 6.
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Obr. 2.23: Pôvodný graf

5. Iterácia cez všetky nájdené rezy, ktoré sú zároveň minimálne.

(a) Filtrovanie nevyhovujúcich výstupov algoritmu.

(b) Vytvorenie vizualizácie grafu so zvýrazneným rezom. Užívateľ má štyri mož-

nosti:

• Odoslaním prázdneho vstupu (stlačením klávesu Enter) sa program pre-

sunie na ďalší rez.

• Odoslaním „Y“ sa rez akceptuje a program vytvorí výstup z daného

rezu (podrobne vysvetlené nižšie).

• Odoslaním „E“ sa program presunie na ďalší riadok vstupu.

• Odoslaním „R“ sa prepočítajú nové pozície vrcholov a vytvorí sa nová

vizualizácia grafu so zvýrazneným rezom.

6. Po prejdení celého zoznamu, sa algoritmus na nájdenie minimálnych cykly-separujúcich

rezov spustí znova.

Program má niekoľko malých vylepšení. Ako napríklad na začiatku sa spustí algo-

ritmus na nájdenie minimálnych cykly-separujúcich rezov aby sa získala predpokladaná

veľkosť minimálnych rezov. Taktiež sa presunie na ďalší graf na vstupe ak 3-krát ne-

našiel žiadny ešte neakceptovaný minimálny rez, a podobne.

V kroku 5.(a) sa zo zoznamu výstupov algoritmu odstraňujú tie, ktoré nespĺňajú

podmienky správneho rezu. Overuje sa, či množina hrán skutočne tvorí rez. Ďalší para-

meter algoritmu, skip_cycles, odfiltruje rezy, ktoré z grafu oddelia iba cyklus veľkosti

päť alebo šesť.

Na pôvodnom grafe (obr. 2.23) bolo v prvej iterácii nájdených nasledujúcich päť

rezov:

Výstup programu závisí od veľkosti rezu.
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Obr. 2.24: Nájdené rezy (usporiadané podľa veľkosti menšieho komponentu)

• Pre rezy veľkosti jedna sa iba uloží príslušný obrázok do nového priečinka.

• Pre rezy veľkosti dva, tri a štyri sa okrem obrázka vytvoria aj g6 súbory grafov,

ktoré predstavujú komponenty pôvodného grafu. Spôsob, akým sa tieto grafy

vytvorili, bol opísaný v kapitole o triviálnych vlastnostiach 1.2.1 a dot produkte

1.2.3.

• Pre rezy veľkosti päť a šesť sa aktivuje nová procedúra – schematizácia grafu.

Schematizácia grafu spočíva v tom, že po akceptovaní rezu pomocou voľby „Y“ sa

menšia komponenta grafu nahradí jedným vrcholom so špeciálnym označením. K tejto

náhrade však dôjde len v prípade, že táto komponenta neobsahuje vrcholy, ktoré už

boli v predchádzajúcich krokoch nahradené. Schematizácia môže prebiehať:

1. pomocou izomorfizmu,

2. doplnením do snarku,

3. alebo manuálnym označením užívateľom.

Podrobnosti o rôznych spôsoboch schematizácie budú rozobraté v nasledujúcich ka-

pitolách. Po každom úspešnom nahradení komponenty sa vytvorí obrázok zobrazujúci

všetky doteraz vykonané redukcie. Z piatich rezov znázornených na obr. 2.24 sa pod-

graf úspešne nahradil po prvom, druhom a štvrtom reze. Pri treťom a piatom reze

už oddelené vrcholy patrili do komponentov, ktoré boli v predchádzajúcich krokoch

nahradené.

Ďalšie ukážky priebehu programu, vrátane konzolových výpisov a vstupov, sa na-

chádzajú v apendixe A (pozri 2.3.4).
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Obr. 2.25: Zredukované grafy (1. 2. a 4. rez)

2.3.1 Silou riadený algoritmus kreslenia grafov

Pozície vrcholov vo všetkých vizualizáciách grafov uvedených v práci boli vypočítané

pomocou silami riadeného algoritmu.

Silou riadené (alebo fyzikálne modelované) algoritmy kreslenia grafov predstavujú

triedu algoritmov na vizualizáciu, ktoré využívajú analógiu s fyzikálnymi silami na

určenie rozmiestnenia vrcholov v rovine. Základnou myšlienkou týchto algoritmov je

modelovanie grafu ako fyzikálneho systému, v ktorom na vrcholy pôsobia odpudivé a

príťažlivé sily. Najčastejšie sú hrany modelované ako pružiny, ktoré priťahujú priamo

spojené vrcholy, zatiaľ čo medzi všetkými dvojicami vrcholov pôsobí odpudivá sila

podobná elektrostatickému odpudzovaniu.

Počiatočné rozmiestnenie vrcholov býva zvolené náhodne alebo na základe pravi-

delnej mriežky. Algoritmus následne iteratívne vypočítava výsledné sily pôsobiace na

každý vrchol a aktualizuje jeho polohu smerom k rovnovážnemu stavu systému. Cieľom

je dosiahnuť esteticky príťažlivé rozloženie, ktoré minimalizuje počet prekrytí a dĺžky

hrán a zároveň vizuálne zvýrazňuje štruktúru grafu.

Medzi najznámejšie algoritmy tejto kategórie patria Fruchterman-Reingoldov al-

goritmus a Kamada-Kawaiho algoritmus, ktoré sa často používajú v softvéroch na

vizualizáciu grafov pre svoju univerzálnosť a relatívne jednoduchú implementáciu.

V rámci tejto práce používame knižnicu networkx a v nej funkciu spring_layout(),



32 KAPITOLA 2. SOFTVÉR

ktorá realizuje práve fyzikálny model rozloženia. Funkcia zohľadňuje parameter weight

v hranách. Hrany, ktoré tvoria rezy, majú priradenú nižšiu hodnotu tejto váhy, zatiaľ

čo ostatné hrany majú vyššiu. Týmto spôsobom sa zabezpečí, že hrany tvoriace rezy

budú v zobrazení dlhšie, čím sa opticky zvýraznia.

2.3.2 Spôsoby schematizácie grafu

Vybraný podgraf sa môže nahradiť multipólom rôznymi spôsobmi. Označenie nového

vrcholu je pri neautomatizovanom nahradení ponechané na používateľovi. Hrany sa

vtedy nenazývajú. Ostatné typy schematizácií sú vopred definované a je možné ich

upravovať a rozširovať. Oba spôsoby nahrádzania sú reprezentované pomocou vlastných

json súborov. K dispozícii je aj súbor shortcut_json, ktorý je definovaný ako slovník.

Schematizácia pomocou izomorfizmu

Ide o nahradenie podgrafu, ktorý je izomorfný s niektorým z vopred definovaných multi-

pólov (napr. 5-clustre z teórie na obr. 1.12). Zodpovedajúci json súbor je štruktúrovaný

nasledovne:

[{

"name": string,

"g6": string,

"edge_distribution": [{

"vertex_id": string,

"conn_name": string,

}]

}]

Tieto súbory je možné vygenerovať pomocou nášho programu, ktorý prechádza

všetky 5-cyklové klastre (napr. obr. 1.12). Formát je platný, ak reťazec „g6“ predsta-

vuje graf vo formáte graph6, v ktorom sú všetky vrcholy buď stupňa tri, alebo ak sú

stupňa dva, ich ID musí byť uvedené v poli „edge_distribution“ . Tieto vrcholy stupňa

dva interpretujeme ako vrcholy stupňa tri s jednou visiacou hranou. Tieto visiace hrany

predstavujú minimálny cykly-separujúci rez, a ich rozdelenie do konektorov je špecifi-

kované v „edge_distribution“ .

Porovnávanie izomorfizmu vykonávame pomocou GraphMatcher(g, iso) z kniž-

nice networkx.algorithms.isomorphism. Výsledok zisťujeme cez gm.is_isomorphic()

a zodpovedajúce mapovanie vrcholov získame z gm.mapping. Tento spôsob umožňuje

určiť, ktoré hrany rezu patria do ktorého konektora. Pre túto knižnicu sme sa rozhodli

pretože poskytuje nie len samotné porovnanie grafov či sú navzájom izomorfné, ale aj
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A
A

B

B

C

C

{

"name": "tricell",

"g6": "Ihe@G_@AG",

"edge_distribution": [

{

"vertex_id": 1,

"conn_name": "A"

},

{

"vertex_id": 5,

"conn_name": "C"

},

{

"vertex_id": 6,

"conn_name": "B"

},

{

"vertex_id": 7,

"conn_name": "C"

},

{

"vertex_id": 8,

"conn_name": "A"

},

{

"vertex_id": 9,

"conn_name": "B"

}

]

}

Obr. 2.26: Príklad definície multipólu „tricell“ v json súbore a jeho zobrazenie v prog-

rame.
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mapovanie vrcholov podgrafu na izomorfizmus. Toto mapovanie je dôležité na zistenie,

ktoré hrany rezu patria do ktorého konektora, podľa rozdelenia v „edge_distribution“ .

Schematizácia pomocou dopĺňania do snarku

Ide o nahradenie podgrafu všeobecne známym multipólom. Identifikácia multipólu pre-

bieha tak, že podgraf doplníme podľa definície multipólu v json súbore a následne

overíme, či je výsledný graf kubický a nezafarbiteľný tromi farbami. Ak áno, pred-

pokladáme, že podgraf zodpovedá definovanému multipólu. Napríklad, ak doplnením

cesty dĺžky dva vznikne snark, považujeme podgraf za negátor.

u

w

v

Obr. 2.27: Doplnením cesty dĺžky dva ku konektorom multipólu môžeme získať negátor.

Json súbor dopĺňania do snarku je definovaný nasledovne:

[{

"name": string

"conn_sizes": [{

"conn_name": (string),

"conn_size": (int)

}],

"new_vertices_conn_dist": [

["conn_name" (string)...],

...

],

"new_edges_conn_dist": [

["conn_name" (string), "conn_name" (string)],

...

],

"new_edges_vert_idx": [

["id" (int), "id" (int)],

...

]

}]
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Používateľ môže definovať ľubovoľný počet multipólov.

Definícia „conn_sizes“ udáva počet hrán v každom konektore. Napr.:

...

"conn_sizes": {

"2c": 2,

"3c": 3

},

...

Z takéhoto rozdelenia generujeme všetky permutácie možného priradenia visiacich

hrán do konektorov. Zoznam „new_vertices_conn_dist“ určuje, ktoré konektory sú

pripojené ku ktorým novým vrcholom. Pole „ne_edges_conn_dist“ udáva, ktoré ko-

nektory sa majú medzi sebou spojiť a „new_edges_vert_idx“ definuje nové hrany

medzi novými vrcholmi.

Aby bola definícia multipólu validná potrebujeme aby počet označení konektorov v

podzoznamoch v „new_vertices_conn_dist“ a „new_edges_conn_dist“ sa rovnal ich

veľkosti. Teda validné zoznamy „new_vertices_conn_dist“ a „new_edges_conn_dist“

môžu byť napríklad takéto:

...

"new_vertices_conn_dist":[

["3c", "3c", "3c"]

],

"new_edges_conn_dist": [

["2c", "2c"]

],

...

Ďalej, žiaden zoznam v „new_vertices_conn_dist“ , nemôže obsahovať index, ktorý

nie je intiger. Taktiež tento index nemôže byť menší ako nula alebo väčší rovný počtu

zoznamov v „new_vertices_conn_dist“ .

Čiže to ako zistíme, že daný podgraf je nejaký multipól je, že zistíme všetky distri-

búcie jeho visiacich hrán do konektorov a pre každú distribúciu, podgraf doplníme do

grafu podľa definície z json súboru. Ak sa nám vytvoril kubický graf, ktorý je neza-

farbiteľný troma farbami, tak vieme, že daná distribúcia hrán spĺňa podmienky tohto

multipólu. Z porovnávania, či daný podgraf je nejaký multipól, teda vrátime pre každý

vrchol zoznam všetkých jeho rozdelení do konektorov. Takto každá visiaca hrana má
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Obr. 2.28: „s1“ (červená),

„s2“ (modrá), „s2“ (zelená),

„new_edges_vert_idx“ (ružová)

{

"name" : "(2,2,2)-pole",

"conn_sizes": [

{

"conn_name": "s1",

"conn_size" :2

},

{

"conn_name": "s2",

"conn_size" :2

},

{

"conn_name": "s3",

"conn_size" :2

}

],

"new_vertices_conn_dist":[

["s1", "s1"],

["s2", "s2"],

["s3", "s3"],

[]

],

"new_edges_conn_dist":

null,

"new_edges_vert_idx": [

[0,3],

[1,3],

[2,3]

]

}

Obr. 2.29: Príklad zadefinovania „(2,2,2)-pole“ v json súbore a jeho nákres.

rovnaký počet názvov konektorov, do ktorých môže patriť. A teda pri analýze obrázka,

budeme uvažovať ako jedno rozdelenie hrán do konektorov, rovnaký index v každom

zozname hrany.
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Postup nahradenia podgrafu multipólom:

1. Najprv sa kontroluje, či je podgraf izomorfný s niektorým z multipólov.

2. Ak áno, používateľ má možnosť nahradiť podgraf týmto multipólom. Ak si na-

hradenie nezvolí, pokračuje sa doplňovaním do snarku.

3. Ak podgraf nie je izomorfný s nijakým multipólom, tiež sa pokračuje doplňovaním

do snarku.

4. Pri doplňovaní sa vygenerujú všetky možné platné distribúcie konektorov a vý-

sledné doplnené grafy sa otestujú, či sú nezafarbiteľné.

5. Používateľ si vyberie z platných možností multipólov (nie ich distribúcií). Ak

žiadna nevyhovuje, môže podgraf nahradiť vlastným označením.

6. Nakoniec má používateľ možnosť akceptovať alebo zamietnuť automaticky vy-

počítané rozloženie vrcholov. Ak rozloženie odmietne, počíta sa znova, až kým

jedno nepotvrdí a to sa uloží.

Obr. 2.30: Analýza zobrazovania názvov hrán a ich rozdelenia do konektorov.

Pri analýze obrázkov je dôležité rozlíšiť názvy konektorov. Tieto sa zobrazujú aj

priamo na obrázku. V prípade viacnásobných hrán sú ich názvy zobrazené vedľa seba,
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oddelené čiarkou. Rozdiel je aj v spôsobe zobrazenia medzi prípadmi, kde bol podgraf

nahradený pomocou izomorfizmu a prípadmi, kde bol nahradený pomocou dopĺňania

do snarku (obr. 2.30). V prípade izomorfizmu sú konektory pevne dané definíciou, zatiaľ

čo pri dopĺňaní sa uvažujú všetky možné rozdelenia.

2.3.3 Automatizované odpovede

Užívateľský program obsahuje parameter automatizácie, ktorý umožňuje automatické

schematizovanie všetkých grafov na vstupe. V tomto režime program nečaká na vstup

od používateľa, ale snaží sa odpovedať namiesto neho. Zmeny v správaní programu v

automatizovanom režime sú nasledovné:

• nájdené minimálne cyklicky separujúce rezy sú prefiltrované od nežiaducich a

usporiadané podľa počtu vrcholov menšej komponenty,

• ak má rez menej ako päť vrcholov, výstup sa vygeneruje pre prvý takýto rez a

program pokračuje na ďalší graf,

• ak má rez aspoň päť vrcholov, program akceptuje viacero rezov pre jeden graf,

• program sa pokúsi nahradiť vrcholy podľa každého nájdeného rezu,

• ak sa nájde multipól pomocou izomorfizmu, program automaticky odsúhlasí re-

dukciu naň,

• ak sa nájde snark pomocou rôznych doplnení, program vyberie posledný nájdený,

t. j. ten, ktorý je v json súbore definovaný neskôr,

• namiesto toho, aby používateľ mohol odmietnuť ponúknutý obrázok zredukova-

ného grafu, program automaticky vygeneruje a uloží tri rôzne obrázky.

Jedným z problémov automatizovaného generovania obrázkov je, že poradie vý-

beru rezov nemusí byť optimálne, čo môže viesť k tomu, že výsledné grafy budú stále

pomerne veľké. Táto situácia nastáva najmä vtedy, ak daný graf obsahuje viacero rôz-

nych rezov, pričom niektoré známe multipóly môžu obsahovať iné známe multipóly.

Takéto schematizovanie je potom výrazne závislé od nájdených grafov, ich poradia a

má náhodný charakter.

Ďalším problémom, ktorý sme riešili, bolo určiť, kedy má program ukončiť hľadanie

rezov a prestať sa pokúšať o nahrádzanie častí grafu. Keďže náš algoritmus na hľadanie

rezov nezaručuje nájdenie úplného zoznamu minimálnych rezov a spúšťame ho iba na
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pôvodnom trojregulárnom grafe, môže sa stať, že ani po viacerých spusteniach nenájde

vhodný rez, ktorý by bolo možné využiť na ďalšie nahradenie vrcholov.

Možným vylepšením programu by bolo nahradiť alebo upraviť algoritmus na hľa-

danie rezov tak, aby bol schopný pracovať aj s grafmi, ktoré nie sú trojregulárne. Náš

aktuálny algoritmus je v niekoľkých krokoch viazaný na vlastnosť trojregularity. Naprí-

klad v treťom kroku, pôvodného algoritmu, pracujeme s vrcholovými rezmi, pri ktorých

by bola analýza (či a ako z nich získať hranový dvojrez) v prípade netrojregulárneho

grafu výrazne komplikovanejšia. Rovnako v štvrtom kroku predpokladáme, že ak je

hrana súčasťou trojuholníka, jej vrcholy sa nenachádzajú vo viacerých trojuholníkoch

— čo tiež platí len pri trojregulárnych grafoch.

2.3.4 Diskusia

Program na schematické kreslenie snarkov a algoritmus na hľadanie minimálnych cyk-

licky separujúcich rezov majú výrazne náhodný charakter. Výstupy týchto dvoch kom-

ponentov sa zriedkavo opakujú, no zásadná otázka znie, či je to v kontexte cieľov tejto

práce nežiaduci jav. V každom prípade výsledkom je schematické znázornenie snarku,

ktoré je možné ďalej analyzovať. Keďže v tejto oblasti zostáva stále veľa nezodpove-

daných otázok, schopnosť generovať veľké množstvo čitateľných výstupov v krátkom

čase sa javí ako efektívny a vhodný prístup.

Táto práca spolu s vyvinutým softvérom otvára priestor pre mnohé zlepšenia a

úpravy podľa potrieb konkrétneho používateľa. V nasledujúcom texte uvádzame nie-

koľko potenciálnych smerov ďalšieho vývoja, ktoré by mohli byť predmetom budúceho

výskumu alebo implementácie:

• Zohľadnenie závislostí medzi jednotlivými nahradeniami: V súčasnosti

sa pri každom ďalšom nahradení podgrafu neberie do úvahy spôsob zobrazenia

predchádzajúcich nahradení. Zakomponovanie týchto závislostí medzi jednotli-

vými fázami schematizácie nie je triviálny problém, a bežné grafické softvéry

takúto funkcionalitu zatiaľ neponúkajú. Napriek tomu by táto schopnosť mohla

výrazne zlepšiť vizuálnu konzistenciu a porozumenie výslednej schémy. Imple-

mentácia takýchto závislostí predstavuje zaujímavý smer pre ďalšie rozšírenie

tejto práce.

• Vylepšenie heuristiky výberu rezu: Aktuálne používaná heuristika, ktorá

vyberá rez podľa veľkosti menšej komponenty, je veľmi jednoduchá a do veľkej

miery náhodná. Nevedie vždy k optimálnym výsledkom. Zváženie iných stratégií
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výberu, ako napríklad preferencia rezov, ktorých menšia komponenta má najväčší

počet vrcholov, alebo výber podľa miery prekrývania s už nahradenými časťami

grafu, by mohlo viesť k efektívnejšiemu a prehľadnejšiemu rozloženiu výslednej

schémy.

• Využitie symetrií v grafoch: Pri hľadaní izomorfizmu počas nahrádzania pod-

grafov sa v aktuálnej implementácii neberú do úvahy symetrie grafov. Pri gene-

rovaní doplnení do snarkov sú zobrazované všetky možné distribúcie hrán do

konektorov. Otázkou ostáva, či má zmysel explicitne uvažovať všetky symetrie

alebo zobraziť len zástupcov tried ekvivalentných distribúcií. Táto oblasť ponúka

priestor na redukciu výstupov a zvýšenie prehľadnosti.

• Parametrizácia výstupov a zlepšenie používateľskej skúsenosti: Príno-

som by bolo zavedenie konfiguračného súboru, z ktorého by sa načítavali para-

metre ovplyvňujúce spôsob zobrazovania výstupných grafov. Pridanie možností

na prispôsobenie vizualizácií, ako aj ďalších parametrov interaktívneho chodu

programu, by mohlo značne zlepšiť celkový používateľský dojem.



Záver

V tejto práci sme sa zamerali na návrh algoritmu a heuristík na identifikáciu malých

častí snarkov oddelených malými cyklicky separujúcimi rezmi. Získané informácie o

týchto častiach sme následne využili pri automatizovanom generovaní nákresov grafov,

pričom cieľom bolo podporiť vizuálnu analýzu nezafarbiteľnosti snarkov.

Stanovené ciele sa podarilo naplniť. Pri implementácii sme uprednostnili rýchlosť

pred úplnosťou a korektnosťou výpočtov, no pomocou dodatočných kontrol sa podarilo

dosiahnuť vizuálne kvalitné a informatívne výstupy. Tieto nákresy umožňujú jednodu-

chú a efektívnu analýzu nezafarbiteľnosti jednotlivých grafov.

Navrhnuté postupy majú do značnej miery náhodný charakter, čo sa však v kontexte

skúmanej problematiky ukázalo ako prínos. Vďaka tomu je možné generovať viacero

rôznorodých výstupov, ktoré môžu napomôcť pri hlbšej analýze štruktúry snarkov.

V priebehu riešenia sme sa opakovane stretávali s otázkou optimálneho postupu.

Keďže výskum snarkov stále obsahuje množstvo otvorených problémov, táto práca

sa okrem samotnej vizualizácie stala aj príspevkom k ich analýze. Výsledky môžu v

budúcnosti poslúžiť ako nástroj pri hľadaní odpovedí na niektoré z týchto otvorených

otázok.

Práca zároveň ponúka široký priestor na ďalší vývoj. Obsahuje niekoľko heuristík

a algoritmických komponentov, ktoré je možné zefektívniť, nahradiť robustnejšími me-

tódami alebo prispôsobiť špecifickým požiadavkám používateľa či konkrétnemu typu

grafov.
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N1 N2

N3

Obr. 2.31: Porovnanie výstupu nášho programu pre Loupinov snark s ručne vytvorenou

schémou.
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Príloha A: beh programu

V elektronickej prílohe priloženej k práci sa nachádza zdrojový kód programu. Zdrojový

kód je zverejnený aj na stránke:

https://github.com/NikaRadosinska/SchematicDrawingOfSnarks.git

2.4 Interaktívny beh na Flower snarku

V input súbore bol iba jeden riadok s Flower snarkom. Ďalej je vidno ukážka interak-

tívneho behu programu.

Obr. 2.32: Konzolový vstup/výstup
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(a) (b)

(c) (d)

Obr. 2.33: Vybrané výstupy
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2.5 Automatický beh na Goldbergovom snarku

V input súbore bol iba jeden riadok s Goldberg snarkom. Ďalej je vidno ukážka auto-

matického behu programu.

Obr. 2.34: Konzolový vstup/výstup

(a)

Obr. 2.35: Pôvodný graf
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(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Obr. 2.36: Vybrané výstupy
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2.6 Automatický beh na snarkoch veľkosti ≥ 38

Toto je ukážka niekoľko rôznych grafov, ako ich dokázal automatický beh programu

schematizovať. Na týchto obrázkoch je dobre vidieť náhodnosť programu a taktiež

podobnosť schémy snarkov.

(a) 1. náhodný graf (2 rôzne schematické kreslenia)

(b) 2. náhodný graf (2 rôzne schematické kreslenia)

(c) 3. náhodný graf (2 rôzne schematické kreslenia)

Obr. 2.37: Vybrané niektoré výstupy
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