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Uvod

Préaca je venovana metrickym vlastnostiam c¢iasto¢nych boolovskych funkcii.
Uvedena problematika patri do oblasti teoretickej informatiky, v ktorej nasli
uz mnoho aplikacii vysledky tedrie ndhodnych grafov. Jednoducho povedané,
spravidla nas zaujima prave priemerny pripad pri pouziti niektorého algo-
ritmu. Ak st nasim modelom grafy, potom teéria ndhodnych grafov zavadza
do tychto modelov pravdepodobnost.

Boolovské funkcie st vhodnym modelom pri rieSeni mnohych problémov
v roznych oblastiach. Zohravaju doélezitt ilohu v otazkach komplexnosti, v
navrhu logickych obvodov, kde zlozZitost schémy priamo suvisi so zlozitostou
jemu prislusnej DNF. Vlastnosti boolovskych funkcii maju tiez vyznamnu
ulohu v kryptoldgii, hlavne pri navrhu Sifrovacich algoritmov so symetrick-
ymi klaémi. Dalej v algoritmoch pri rozpoznavani obrazcov a v tedrii testov.
Oblast nédhodnych boolovskych funkcii je pomerne dobre preskiimand, za-
oberali sa nou napriklad Glagolev, Sapozhenko (pravdepodobnostny model s
pripadom, ked n-tica sa zobrazi na hodnotu 0 resp. 1 s pravdepodobnostou
1), ale aj Weber a Yablonski (minimalizdcia DNF). V tejto praci sme nadvé-
zovali hlavne na vysledky Skovieru, ktory sktimal ndhodné tiplné boolovské
funkcie a pracoval so vSeobecnym modelom pravdepodobnosti.

V Gvode sme definovali zédkladné pojmy a zaviedli oznacenia, ktoré sme
v praci pouzivali. Tiez sme definovali minimalnu, najkratsiu, iredundantna

a skrateni DNF. Formulovali sme tlohu v geometrickej forme, kedZe to bol



pristup, ak§m sme sa na problém pozerali. Dalej sme uviedli zakladné po-
jmy z pravdepodobnosti, ktoré sme pouzivali. V dalSej casti sme popisali
vztahy medzi parametrami DNF tplnych a ¢iastoénych boolovskych funkcii
a uviedli sme aj vyznamné vysledky niektorych autorov. V dalsich kapitolédch
sa nachadzaju vlastné vysledky. Pozostavaju zo zadefinovania pravdepodob-
nostného priestoru, v ktorom sme pracovali. Urcili sme strednit hodnotu a
disperziu poc¢tu k-rozmernych intervalov funkcie, ohranicili a asymptoticky
odhadli ich pocet. Na zaklade takto ziskanych vysledkov sme mohli odhad-
nut zlozitost tiplnej DNF ¢iastoénej boolovskej funkcie. Dalej sme sa snazili
odhadnut zlozitost skratenej DNF, ktora je rovna poc¢tu vSetkych maximal-
nych intervalov. Na to sme potrebovali vypocitat stredni hodnotu poctu
k-rozmernych maximalnych intervalov funkcie.

Pri dokazovani tychto vysledkov sme pouzivali roézne pravdepodobnos-
tné metédy a kombinatorické odhady, Markovovu a CebySevovu nerovnost,

stredni hodnotu a disperziu.



Kapitola 1
Zakladné pojmy a oznacenia

V Gvodnej kapitole zavedieme zakladné pojmy a oznacenia ktoré budeme
v praci pouzivat. Tiez definujeme minimélnu, najkratsiu, iredundantna a
skratenit DNF a na ukazku uvedieme niekolko prikladov. Dalej formulujeme
geometricky pristup k problému, ktory uprednostnime pred algebraickym
a popiSeme pravdepodobnostné metédy, ktoré budeme neskor potrebovat.
Pojmy, definicie a vysledky nachadzajice sa v tejto kapitole st prebraté z

pouzitej literatury.

Ciasto¢na boolovska funkcia premennych x;, xo, . .., z, predstavuje
zobrazenie, ktoré podmnozine mnoziny {0, 1}" priraduje hodnotu z mnoziny
{0,1}. Funkcia teda definuje zobrazenie, ktoré nie je nutne totalne (funkcia

nemusi byt definovand vo vSetkych bodoch definiéného oboru).

Mnozinu vSetkych n—tic mozeme rozdelit do troch mnozin. Prva mnozina
st body, v ktorych funkcia nadobtida hodnotu 1, druha body, v ktorych
nadobtda hodnotu 0 a tretia body, v ktorych funkcia nie je definovana.

Existuje teda 32" ¢iasto¢nych boolovskych funkcii.



Kazdu ¢iastoént boolovsk funkciu mozno realizovat pomocou disjunk-
tivnej normalnej formy (DNF). Lubovolné ¢iastond boolovska funkcia moze
byt vo vSeobecnosti vyjadrena vo forme DNF viacerymi sposobmi. V stvis-
losti s tym vznikd moznost v¥beru najvhodnejsej realizicie. Uloha, ktoré sa
zaoberd tym, ako pre Iubovolni ¢iasto¢nit boolovskil funkciu zostrojit min-
imalnu DNF vzhladom na niektory index jednoduchosti', sa nazyva problém

minimalizacie ¢iasto¢nych boolovskych funkcii.

Ciastotna nahodna boolovska funkcia premennych zi,zo,...,z, pred-
stavuje zobrazenie, ktord mnozine {0, 1}" priraduje hodnotu z mnoziny {0, 1}
alebo je v danom bode nedefinovana, v zavislosti od parametrov py, ps, p3 €
(0,1), p1 + p2 + p3 = 12. Tieto parametre mozu byt konstantné, alebo modzu
zavisiet od n. Vyznam parametrov je taky, ze sa kazda n-tica zobrazi na hod-
notu 1 s pravdepodobnostou p;, na hodnotu 0 s pravdepodobnostou p, a nie

je v danom bode definovana s pravdepodobnostou ps.

1.1 Minimalna DNF, najkratsia DNF

Oznacenie 1.1.1
27 =x0V To
kde o je parameter rovnajici sa O alebo 1. Je zrejme, Ze

" z, ak 0 =0

! :{1’, ak 0 =1

Vidiet, Ze x7 = 1 vtedy a len vtedy, ked x = o, t.j. hodnota zdkladu sa rovnd

hodnote exponentu.

!Definované neskor.
2Pripady, ked niektory z parametrov nadobtida hodnotu 0 alebo 1 st trividlne, preto

ich nebudeme v tejto diplomovej praci uvazovat.
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Definicia 1.1.1 Vyraz

K=az" Ao ANzl (i, # 4y pre v #u)

i1 .

sa nazyva elementdrnou konjunkciou. Cislo v sa nazyva rddom elementdrnej

konjunkcie. Definitoricky povaZujeme konstantu 1 za konjunkciu rddu 0.

Definicia 1.1.2 Implikantom ciastocnej boolovskej funkcie f nazyvame
elementarnu konjunkciu K, taki Ze existuje &, f(&) = 1, Ze K(a) = 1 a
zdroveri, pre kazdé 5, f(5) = 0 plati K(j3) = 0.

Definicia 1.1.3 Vyjraz

D=\/K; (Ki#K; pre i # j)
i=1
kde K; (i =1,...,s) je elementdrna konjunkcia radu r;, sa nazgva

disjunktivna normdlna forma.

Pre kazdu ciasto¢nit boolovskt funkciu existuje viacero DNF, ktoré ju
realizuji. Preto zavedieme index jednoduchosti L(D), ktory charakterizuje

zlozitost DNF D. Pre funkcional L(D) vyzadujeme splnenie tychto axiom:
I. Axiéma nezapornosti. Pre Tubovolni DNF L(D) > 0.

II. Axiéma monoténnosti (vzhladom na nasobenie). Nech D = D' v 27 K'.
Potom L(D) > L(D" v K').

III. Axiéma vypuklosti (vzhladom na sumadciu). Nech D = D; v Dy. Ak

IV. Axiéma invariantnosti (vzhladom na izomorfizmus). Nech DNF D’ bola
ziskand z DNF D premenovanim premennych (bez stotoznenia). Potom
L(D) = L(D’).



Priklady rozli¢nych indexov jednoduchosti DNF:

1. I(D) je pocet symbolov premennych, ktoré sa vyskytuju v zapise DNF
D.

2. L(D) je pocet elementarnych konjunkcii vyskytujucich sa v DNF D.
3. L=(D) je pocet symbolov s negaciou vyskytujtcich sa v zéapise DNF D.

Definicia 1.1.4 Minimdlna DNF D, ktora realizuje ciastocni boolovski funkciu
f(ai, ..., an) vzhladom na index jednoduchosti [(N), sa nazyva jednoducho
minimdlna DNF. Oznacujeme ju M(f). Minimdlna DNF vzhladom na index
jednoduchosti L(D) sa nazyva nagkratsou DNF. Oznacujeme ju K(f).

1.2 Iredundantna DNF
Nech D je lubovolnd DNF a
D=D'VK a D:D'\/xfiK’

kde K je nejaké elementarna konjunkcia z D, D’ je DNF vytvorena z ostatnych
konjunkeii nachadzajicich sa v D, 27" je neurcity ¢initel z K a K’ je suéin

zvy$nych ¢initelov z K. Pozname dva typy transformécii na D:

[. Operacia vynechania elementarnej konjunkcie. Prechod od DNF D
k DNF D’ sa nazyva transformécia, ktord spociva vo vynechani ele-
mentarnej konjunkcie K. Tato transformécia je definovana vtedy a len
vtedy, ked D = D'.

II. Operécia vynechania ¢initela. Prechodom od DNF D k DNF D’V K’ je
transforméacia, ktora spociva vo vynechani ¢initela x7*. Tato transfor-

macia je definovana vtedy a len vtedy, ked D' v K’ = D.



Definicia 1.2.1 Prostym implikantom disjunktivnej normalnej formy D ¢i-
astocnej boolovskej funkcie budeme nazyvat implikant K, na ktory sa nedd

aplikovat transformdcia I1.

Definicia 1.2.2 DNF D, ktori nemozno zjednodusit pomocou transformdcii
1 a 2 sa nazjva iredundantnou DNF ¢iastocnej boolovskej funkcie f vzhladom

na transformdcie I a 11. Oznacujeme ju T(f).

1.3 Formulacia tlohy v geometrickej forme

V tejto praci budeme preferovat geometricky pristup k minimalizacnému
problému ¢iastocnej boolovskej funkcie pred algebraickym. Mnozinu vsetkych
Clastocénych boolovskych funkcii n premennych budeme oznacovat ako P™
a mnozinu vSade definovanych funkcii budeme oznacovat ako P". Mnozinu
vSetkych binarnych stborov dlzky n nazyvame jednotkova n-rozmerna kocka
B™ alebo n-rozmernd kocka B". Vahou stboru (as, ..., «,) nazyvame stucet

jeho stradnic. B} oznacujeme mnozinu suborov vahy k z B".

Oznacenie 1.3.1 Nech f(ay,...,ay,) je lubovolnd nahodnd ¢iastocnd boolovskd

funkcia. Pre tuto funkciu zadefinujeme tri podmmnoziny vrcholov kocky B™

nasledovne
(aq,...,00) € Ny <= flaq,...,0p) =1
(a1, ..., ap) ENf_ — flai,...,a,) =0
(a1,...,00) € Nj <= funkcia f nie je definovand v bode (ay, ..., ay)

Vrcholy mnoziny Ny budeme na obrazkoch znazortiovat bielou farbou, vi-
choly mnoziny N; budeme znazornovat Cervenou farbou a vrcholy mnoziny

N f_ ¢iernou.
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Z Tubovolnej dvojice mnozin Ny, N, N sa povodnd ¢iastocnd boolovskd

funkcia f urcuje spétne jednoznacne.

N-rozmerni kocku B™ mozeme jednoducho rozsirif na graf takym spo-
sobom, Ze dva vrcholy a, § € B" budu susedné prave vtedy, ked st odlisné

prave v jednej stradnici. Teda B™ ma 2" vrcholov a n * 2"~ hran.

Definicia 1.3.1 Nech o;,,...,0,. je pevne zvolend r-tica c¢isel z 0 a 1 takd,
Zel < iy < ... < i, < n. MnoZina véetkych vrcholov (a,...,a,) kocky
B"™ takych, Ze a;, = 04,04y = Giyy ..., 0y, = 0y, Sa nazyva (n-r)-rozmernou

hranou.
(n-r)-rozmernd hrana je (n-r)-rozmernou podkockou kocky B™.

Definicia 1.3.2 Hrana n-rozmernej kocky B™ zodpovedajica implikantu K
(prostému implikantu) ciastocnej boolovskej funkcie f sa nazgva jej inter-
valom (mazimdlnym intervalom) a oznacuje Ni. Pocet premennych, ktoré

vystupuji v implikante K nazgvame radom intervalu a oznacujeme r(K).

Interval r-tého radu Ny indukuje (n-r)-rozmerntt podkocku B™. Tiez ak

ki a ko st elementérne konjunkcie, potom N (k; V ky) = Nk, U Nk, .
Priklad 1.3.1 Konjunkciam
Ky(x1, 29, 3) = Ty A\ T3

Ky(x1, 29, 23) = 21 N\ Zg
Ks(z1, 29, x3) = 11

odpovedaju intervaly
Ng, ={(0,0,0),(1,0,0)}

NKz = {(17 0, O)? (17 0, 1)}

11



Ny, = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0), (1,1,1)}

ktoré maju prislusné rady 2, 2 a 1. Tieto intervaly odpovedaji jednorozmernej

hrane (Nk, ), jednorozmernej hrane (Nk,) a dvojrozmernej hrane (N, ).

DNF ciastocnej boolovskej funkcie f odpovedd pokrytie Ny intervalms
Ngk,,..., Nk, a kaZdému pokrytiv mnoZiny Ny intervalmi odpovedda DNF

funkcie.

Z prikladu vyplyva, Ze existuje priama stvislost medzi disjunktivnymi
normalnymi formami ¢iastoc¢nej boolovskej funkcie a vrcholovymi
pokrytiami mnoziny Ny intervalmi funkcie f. Z tohto pohladu je stadium ¢i-
asto¢nych boolovskych funkcii izko spojené so studiom intervalovych pokryti

nahodnych indukovanych podgrafov v n-rozmernej kocke B"™.

S
Nech r; oznac¢uje rad intervalu N, ¢islor, kde r = 3 r;, budeme nazyvat
i=1
radom pokrytia.

12



Priklad 1.3.2 UvazZujeme ciastocni boolovski funkciu f(xy, xa, x3) dant nasle-

dujiicou Karnaughovou mapou

Obr. 1.1: Projekcia 3-rozmernej kocky do roviny a Karnaughova mapa ¢ias-

toc¢nej boolovskej funkcie f

H
R 3

(| 1 1 1 1

000

Definicng obor funkcie f je mnozZina {000,010,100,101,110,111}. Obor
hodndt funkcie f je mnozina {0, 1}.

Ny = {000,100, 101,110,111}
N7 = {010}
N = {011,001}

Uplnd DNF funkcie f:
U(f) = 21093 V X1T2T3 V 1Tox3 V T1X9X3 V T1X2T3
Skratena DNF' funkcie f:

C(f) =11 VIV I3

13



Ireducibilneé® pokrytie danej kocky je
Nz UN,,

kde
Nz =1{(0,0,0),(0,0,1),(1,0,0)(1,0,1)}
N,, ={(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

Tieto intervaly maju prislusné rady 1, 1 a odpovedaju dvojrozmernym hranam.

Rdd pokrytia je 2.

Iredundantna DNF' funkcie f:

T(f) =22V 1
Minimadlna DNF' funkcie f:

M(f) =123V
Nagkratsia DNF' funkcie f:

K(f) =22V n

1.4 Skratena DNF

Definicia 1.4.1 Interval Ng sa nazyva mazimdlny, ok neexistuje interval
Nj; taky, Ze

1. Ng € Nt € (N;UN;) A Ng € Nj

2. Rad intervalu N, je menst ako rdd intervalu Nk .

3Definované v Podkapitole 1.5.

14



Poznamka 1.4.1 Konjunkcia K odpovedajica maximdlnemu intervalu Ny

mnoziny Ny je prostym implikantom ciastocnej boolovskej funkcie f.

Definicia 1.4.2 DNF, ktord je disjunkciou vsetkych prostych implikantov
funkcie f, sa nazyva skratend DNF. Oznacujeme ju C(f)

C(fy=K{VK}V...VK?

1.5 Iredundantnost na zaklade geometrickych

znazorneni

Definicia 1.5.1 Pokrytie mnoZiny Ny, pozostdvajice z mazimalnych hran
sa nazyva ireducibilné, ak mnoZina hran, ktord sa ziska z povodnej vynechanim

lubovolnej hrany, nebude pokrytim Ny.

Definicia 1.5.2 DNF, odpovedajica ireducibilnému pokrytiu mnoziny Ny,

sa nazyva iredundantnd (v geometrickom zmysle).

Pojem iredundantnej DNF vzhladom na transformacie I a II a iredun-

dantnej DNF v geometrickom zmysle st ekvivalentné.

Medzi definovanymi DNF - skratenou, iredundantnou a minimélnou exis-
tuji nasledujice vztahy. Iredundantnd DNF sa ziska zo skratenej vynechanim
niektorych jej ¢lenov. Minimélna DNF (vzhladom na index [(D)) je iredun-
dantna. Medzi iredundantnymi DNF sa nevyhnutne nachiddza minimélna
DNF (vzhladom na index jednoduchosti).

Nech M(f), K(f) a T(f) oznacuji mnozinu minimalnych, najkratsich a
iredundantnych DNF ¢iasto¢nej boolovskej funkcie f. Nech I1€(f) = I[(C(f))
je dizka skratenej DNF, LM (f) je zlozitost minimalnej DNF, I%(f) je dizka

15



najkratsej DNF a I”7(f) je najvicsia z dlzok iredundantnych DNF, potom

oznadime:
I6(n) =maxi“(f),  I5(n) = maxI"
o(n) max (f) o(n) max (f)
o(n) max (f), o (n) max (f)

ozna¢ujeme v uvedenom poradi maximalne hodnoty dizok skratenjch, ire-
dundantnych, najkratsich a maximalnu hodnotu zlozitosti minimalnych DNF

na mnozine ) C P".

16



Priklad 1.5.1 UvazZujeme ciastocni boolovski funkciu f(x1, o, x3, x4) dand

nasledujicou Karnaughovou mapou

Obr. 1.2: Projekcia 4-rozmernej kocky do roviny a Karnaughova mapa cias-

to¢nej boolovskej funkcie f
m

Kq
a3

Defini¢ny obor funkcie f je mnozina {1111,1110, 1101, 1100, 1011, 1010,
1001, 1000,0111,0110,0101, 0100, 0011, 0010, 0001}. Obor hodnét funkcie f je

mnozina {0,1}.

Ny = {1101, 1100, 1011, 1010, 1000, 0111, 0101, 0011, 0010, 0001}

Ny = {1111, 1110, 1001,0110,0100}
Ny = {0000}
Mazimalnym hranam Ny, ..., N; odpovedaji prosté implikanty

Ky = 2o%4, Ky =117y, K3 =T174, Ky4= Tox3
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Ky = xoX314, K¢ = 1120273, K7 = 117374

Skratenda DNF':
C(f) = T9T4 V T1To V T1x4 V {Z'QZL'3 V 1@@31’4 \ xll'gfg vV l’lf3f4

Dve hrany - N3 a Ny patria do lubovolného pokrytia, pretoZe iba ony
pokryvaji vrcholy (0111) a (1011). Na pokrytie vrcholu (1000) treba vziat
hranu Ny alebo hranu N7 a na pokrytie vrcholov (1100), (1101) treba vziat

hranu Ng alebo dvojicu hrdn N5 a N.

Iredundantné DNF, ktoré dostaneme:
T1 = T9Z4 V X104 V i‘gl‘g V ZL‘Qi‘3I4 vV ZL‘1f3f4

T2 = ToX4 V T1x4 V i’Ql’g \ l’ll'gifg
T3 =T1x4 V i‘gflfg \% ZZ‘221_731C4 V I‘lfgfl_ﬁ'gl

T4 = T124 V .fgl‘[), V .%'11'2%3 vV Ilfg.fz;

WTy) =12, I(Ty) =9, UT3) =U(Ty) =10
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Obr. 1.3: Mnozina N; a maximalne hrany

m

1.6 Pravdepodobnost

Definicia 1.6.1 Nech ) je neprizdna mnoZina a nech S C 2. Usporiadani

dvogicu (€2, S) nazgvame Q-algebra, alebo Q-algebra udalosti, ak plati:

1. Qe S
2. AeS=0\AeS

8. Ak (A;),c; je spocitatelnd postupnost prvkov systému S, tak |J A; € S
i€l

Definicia 1.6.2 Nech (2, S) je Q-algebra. Proky mnozZiny ) nazveme ele-

mentarne vysledky a podmnoZiny ) patriace do systému S nazveme udalosti.

Definicia 1.6.3 Pravdepodobnostna miera na Q-algebre udalosti (2, 5) je

zobrazenie P : S — R sphiajiice nasledovné podmienky:
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1. Pre vsetky A € S plati 0 < P(A) <1
2. PQ)=1,P0)=0
8. Ak (A;),c; je postupnost disjunktnyjch udalosti, tak P(UI A;) = ZI P(A))
ic i
Definicia 1.6.4 Nech (X2, 5) je Q-algebra udalosti a nech P je pravdepodob-

nostnd miera udalosti na (£2,S). Potom trojicu (£2,S,P) nazveme pravde-

podobnostny priestor.

Definicia 1.6.5 Nech (2, S, P) je pravdepodobnostny priestor. Budeme
hovorit, Ze funkcia X : Q — R je ndhodnd premennd, ak pre kaZdé v € R
platt

{weQ:X(w)<x}esS

Definicia 1.6.6 Ndhodni premenni X na pravdepodobnostnom priestore (2, S, P)

nazyvame diskrétna, ak jej obor hodndt X(Q) C R je spocitatelnd mnozina.

Definicia 1.6.7 Nech X je diskrétna nahodnd premennd, ktora nadobida
hodnoty (x;),.; s nenulovou pravdepodobnostou. Potom strednd hodnota ndhod-
nej premennej X je definovand nasledovne
E(X) =) xP[X =xj
el
V pripade, Ze suma E(X) =Y x,P[X = x;] neezistuje, hovorime, Ze X nemd
iel
stredni hodnotu.
Veta 1.6.1 Nech X a'Y su diskrétne nahodné premenné, ktoré maji konecnu
stredni hodnotu. Nech a, b su redlne cisla. Potom aj diskrétna nahodnd pre-

mennd aX + bY md koneéni stredni hodnotu a plati
E(aX 4+ bY) = aE(X) + bE(Y)
Specidlne, E(aX) = aE(X) a E(X +Y) = E(X) + E(Y).
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Definicia 1.6.8 Nech diskrétna ndhodnd premennd X md konecni stredni

hodnotu. Disperziou nahodnej premennej X nazveme hodnotu
D(X) = E((X - E(X))*)

Veta 1.6.2 Nech X je diskrétna nahodnd premennd s konecnou strednou

hodnotou aj disperziou. Potom plati:
1. D(X) = E(X?) - (B(X))?
2. D(aX +b) = a®*D(X) pre vietky a, b € R

Veta 1.6.3 (Markovova nerovnost). Nech X je nezdpornd nahodnd premennd.

Potom pre kazdé a > 0 plati

E(X)

PIX >a| <
a

Veta 1.6.4 (Cebysevova nerovnost). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd
s konecnou disperziou (t.j. aj s konecnou strednou hodnotou). Potom pre

kazdé b > 0 plati
D(X)

PI(X = B(X) 2 8 < =5

V tejto diplomovej praci budeme uvazovat vsetky nédhodné premenné

celociselné a nezaporné.

1.7 Asymptotické ohranicenia

Nech S je istéa vlastnost a f je ndhodné cCiastoénd boolovska funkcia. Ak
lim P[f mé vlastnost S] = 1 budeme hovorif, ze funckia f ma vlastnost S
gl_c;(l);o 7e funkcia f spliia vlastnost S takmer uréite. Budeme pouzivat

O-notéaciu a o-notaciu. Symbol o(a,) oznacuje vyraz, ktory ide k 0, ked je

deleny a,. Symbol O(a,) oznacuje vyraz, ktory ostédva ohraniceny, ked je
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deleny a,,. Postupnosti (a,) a (b,) st asymptoticky ekvivalentné, ak
1}1_{1& 2 =1 Asymptoticka ekvivalenciu oznacujeme a, ~ b,. Symbol log x

oznacuje algoritmus pri zaklade 2.
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Kapitola 2

Odhady niektorych parametrov

¢iastoénych boolovskych funkcii

V tejto kapitole popiSeme vztah medzi parametrami DNF vSade definovanych
a iastoénych boolovskych funkcii. Dalej definujeme rozptyl dlzok a zlozitosti
iredundantnych DNF a uvedieme vysledky L. V. Vasielieva, ktory asymp-
toticky odhadol tento rozptyl pre uplné boolovské funkcie. My tieto dva
parametre asymptoticky odhadneme pre ¢iastoéné boolovské funkcie. Tiez
uvedieme vysledky Lin Sin-Ljana, ktory porovnal zloZitost najkratsich a min-

imalnych DNF pre uplné boolovské funkcie.

2.1 Vztah medzi parametrami DNF vsade defi-

novanych a ¢iasto¢nych boolovskych funkcii
Nech x(f), x(f) je niektory ¢iselny parameter definovany na mnozine P,
P". Oznacime x p(n) = max ¥(f) a xp(n) = max x(f).
fepn

fepn

Poznamka 2.1.1 Pretoze P" C P", potom zrejme xp(n) < xp(n). (1)
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Budeme sa snazit ukézat, Ze pre zakladné parametre charakterizujice
zlozitost DNF nerovnost (1) sa meni na rovnost. Na druhej strane musime

zistit, kedy pri niektorych parametroch plati ostra nerovnost.

Nech f € P™ a D je niektord DNF, ktora realizuje ¢iasto¢nii boolovsku
funkciu f. Fp budeme oznacovat vSade definovani boolovska funkciu reali-

zovanu disjunktivnou normalnou formou D.

Lema 2.1.0.1 Nech f € P" a D je jej skratend DNF. Potom kaZdy prosty
implikant funkcie f je aj prosty implikant pre vsade definovani funkciu

FDZQD.

Dokaz 2.1.1 Plati, Ze Ny C N, NJ? C N, . Nech K je prostym implikantom
funkcie f. Z definicie funkcie ¢ vyplyva, Ze N, N\ N # 0, N, NNk = 0, t.j.
K je implikantom funkcie p. UkdZeme, Ze nie je mozné z K vynechat Ziadne
cinitele. Nech K’ je konjunkcia, ktoru dostaneme z K vynechanim niektorého
¢initela. Dostdvame Ny O N ;7 (0, pretoze K je prosty implikant funkcie f.
Ale Ny C N . Z toho vyplyva, Ze K’ nie je implikantom funkcie . Lema je

tymto dokdzand.

Z predchadzajicej lemy vyplyva, ze [°(f) < 19(Foyp).

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze tato nerovnost moze byt ostra pre niektoré

funkcie.

Priklad 2.1.1 UvaZujeme funkciv f(x1, 39, 23) € P3 pre ktord
Ny =(0,1,0),(1,0,1), N5 = (0,1,1),(1,1,1) a funkciu p(z1, x2, 3) pre ktori
N, =(0,1,0),(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1).
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Obr. 2.1: Projekcia 3-rozmernej kocky do roviny, funkcie f a ¢ a prislusné

Karnaughove mapy
11

o "3

0 1 - 0

w1 0 0 - 1
W *3

11| O o 1 1

000
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Potom D = C(f) = ZyxoV 2123 a sucasne skratend DNF funkcie Fp = ¢
md tvar C(Fp) = T122 V 1123 V Tax3, teda 1°(f) < 19(Feop).

Lema 2.1.0.2 Nech D je iredundantnda DNF ciastocnej boolovskej funkcie
f € P". Potom D je iredundantnd DNF pre funkciu Fp.

Doékaz 2.1.2 Z predchddzajicej lemy vyplyva, Ze kazdd konjunkcia DNF D
je prostym implikantom funkcie Fp. Z toho vyplyva, Ze zo Ziadnej konjunkcie
nemozeme vynechat cinitela. UkaZeme, Ze nemozno vynechat konjunkciu. Po
vynechani lubovolnej konjunkcie z D dostdvame DNF D’, ktord nerealizuje
funkciu f. Tdto novd DNF D’ nemoze realizovat ani funkciu Fp, pretoZe

Np € Ny C Np,. Teda z D neméozeme vynechat Ziadnu konjunkciu.

Lema 2.1.0.3 Ak D je minimdlna (najkratsia) DNF funkcie f € P™, potom
D je minimdlna (najkratsia) DNF funkcie Fp.

Dokaz 2.1.3 Sporom. Nech D; je minimdlna DNF funkcie Fp, pricom

I(Dy) < (D). Uvazujme DNF Dy zloZeni zo vsetkych konjunkcii K, vys-
tupugicich v Dy a takych, Ze Nx N Ny # (0. Samozrejme, Ze Ny C Np,. To
znamend, Ze Dy realizuje a md mensiu zloZitost ako D. Dostali sme sa do

sporu, ¢o dokazuje tuto lemu.
Vznika otazka, ¢i plati obratené tvrdenie k tejto leme.

Tvrdenie 2.1.1 Nech D je minimdlna (najkratsia) DNF vsade definovanej
funkcie @. Nech f je lubovolnd ciastocnd boolovskd funkcia, pre ktori D je

iredundantnd DNF. Potom D je minimdlna (najkratsia) DNF funkcie f.
Toto tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, ako ukazuje nasledujtci priklad.

Priklad 2.1.2 Nech ¢ je vsade definovand funkcia, ktora realizuje DNF
D = z1x9Vx123. DNF' D je minimdlnou a najkratsou pre funkciu . Nech f je
¢iastocnd funkcia takd, Ze Ny = {(1,1,1),(0,1,1)}, Ny = {(1,0,1),(0,1,0)}.
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Obr. 2.2: Projekcia 3-rozmernej kocky do roviny, funkcia f

H
o 4

#1|] O 0 1 -

0oo

DNF D je iredundantnd pre funkciu f avsak najkratsia a minimdlna DNF

pre funkciu f je D1 = xox3.

Veta 2.1.1 Nech x(f) je lubovolny z parametrov 1€ (f), 17 (F), 1*(f), LM(f).
Potom xp(n) = xp(n).

Dokaz 2.1.4 7 predchddzjicich liem vyplyva, Ze pre lubovolny parameter x
uvedeny vo vete a lubovolnej funkcii f € P™ existuje funkcia p € P™ takd, Ze

X(f) < x(¢). Odtial a z poznamky 2.1.1 vyplyva turdenie vety.

2.2 Rozptyl dlZok a zloZitosti iredundantnych
DNF

V préci 7] sa uvazovali vztahy medzi dlzkami a zlozitostami iredundantnych

DNF realizujucich jednu a ti isti vSade definovana funkciu algebry logiky.
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Definicia 2.2.1 Nech f je lubovolnd ciastoénd boolovskd funkcia. Velicina

-~ L(Dy)
Y= Dy DREr(f) L(D,)

sa nazjva rozptyl diZok.
Definicia 2.2.2 Nech f je lubovolnd ciastocnd boolovskd funkcia. Velidina

_ [(Dy)
R(f) N D1,%128é};(f) l(Dg)

sa nazyva rozptyl zloZitosti iredundantnych DNF funkcie f.

Nech @) C P". Potom Yy (n) = max Y(f), Ro(n) = max R(f). V praci [7]
S S
Y.L.Vasiliev dokazal, ze

2n—% S Y[}(n) S 2n—logn

2"V < Ry(n) < 2"

Ukazuje sa, Ze pre mnoziny nie vSade definovanych funkcii mozeme ziskat

asymptotické odhady.
Veta 2.2.1 Yp(n) ~ 2" Rp(n) ~nx2"1

Doékaz 2.2.1 Odhad zhora pre Yp(n). Nech funkcia f € P" taka, Ze
Y(f) =Yp(n) a nech Dy, Dy si iredundantné DNF funkcie f take, Ze
Yp(n) =Y (f) = L(D1)/L(Dy).

Moézu nastat dva pripady:

1. L(Ds) = 1. Potom existuje hrana g kocky B™, obsahujica vSetky vrcholy
z N¢. Hodnost tejto hrany je vicsia ako 0, pretoze v opacnom pripade
funkcia md jedini iredundantni DNF a z toho vyplyva, Ze Y (f) = 1.

Nech hrana g md hodnost r > 1, potom

Yp(n) =Y (f) = L(D;) < |Ng| <2m" < 2n !
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2. L(Dy) > 2. Potom Yp(n) = Y (f) < |Ny|/L(D2) < 2"t Odtial vy-
plyva, Ze Yp(n) < 2771,

Odhad zhora pre Rp(n). Nech funkcia f € P™ je takd, Ze R(f) = Rp(n)
a nech Dy, Dy su iredundantné DNF funkcie f take, Ze R(f) = 1(D1)/l1(Ds).
Ny # 0 a teda lubovolny implikant funkcie f md hodnost vacsiu ako 0. Potom

L(Dy) max r(K7)

Reln) = R(f) = %3 = I(Dy) ing i) < Vel < n2™

kde r(K) je hodnost konjunkcie K. A teda
Rp(n) < n2"!

Dolné odhady. Uvazujme lubovolni vsade definovani funkciu o(x1,xo,. .., Ty 1).

Definujeme ciastocni funkciu f,(x1,xo, ..., z,) nasledugicim sposobom:
foloa, ..., a,-1,0) =0, ak @(a,...,0-1) =0

foloa, ... an_1,1) =1, ak ploa,...,0n1) =1

Na ostatngjch siboroch (ou, . .., o) funkcia f, nie je definovand. Funkcia

ma nasledujice vlastnosti:
1. DNF z,, realizuje f, a je minimdlnou a nagkratsou.
2. KaZdi iredundantni DNF' funkcie ¢ je iredundantna DNF funkcie f,

V praci V.V.Glogoljeva [6] je zostrojend pre lubovolné (dostatocne velkeé)
n funkcia o(x1, za, ..., x,_1), pre ktord existuje iredundantnda DNF D takd, Ze
L(D) ~ n2"' (D) ~ n2"~1. Odtial vypljva, Ze pre zodpovedajicu funkciu
fo plati:

11

Y(fe) > 2"71(1=46,), R(fy)>n2""H(1-4,), d, 8, — 0,1 — oo

n’-n
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2.3 Porovnanie zloZitosti najkratsich a
minimalnych DNF

V préaci Lin Sin-Ljana [5] sa Studovali vzfahy medzi zloZitostami réznych
najkratsich DNF jednej a tej istej vSade definovanej funkcii. Skiima sa taktiez

otazka vzfahu zlozitosti najkrat$ich a miniméalnych DNF. Nech

_ [(K4)
U<f) - Kl,%%)f(((f) Z(KQ)

kde maximum uvazujeme pre vSetky dvojice najkratsich DNF funkcie f. Nech

V(f) = mm@ kdef, € M(f)

1(fm)’
V praci [5] je ukazané, ze
n
s V(f) ~ max U(f) ~ 2
fepn febn 2
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Kapitola 3

Odhady niektorych parametrov
pre skoro vsetky cCiastocné

boolovské funkcie

V tejto kapitole najprv popiseme pravdepodobnostny priestor, v ktorom
budeme pracovat. Dalej sa budeme venovat asymptotickému odhadu po¢tu k-
rozmernych intervalov ¢iasto¢nej nahodnej boolovskej funkcie a dizke tplne;
DNF funkcie. Nasledne asymptoticky odhadneme pocet k-rozmernych max-

imalnych intervalov a dlzku skratenej DNF.

3.1 Pravdepodobnostny priestor

Nahodné ciastocné boolovské funkcie tvoria diskrétny pravdepodobnostny
priestor (P", 2" P), kde P™ je mnoZina n-arnych nahodnych ¢iastoénych
boolovskych funkcii a P je pravdepodobnost, ktorej definicia je motivovana
nasledujicimi tvahami.

Néhodny vyber funkcie f € P™ si mozeme predstavit ako nahodné rozde-

lenie prvkov B™ do troch disjunktnych mnozin - mnoziny Ny, N ; a N >
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pricom pre kazda n-ticu o € B™ plati, Ze sa zobrazi na hodnotu 1 s pravde-
podobnostou py, na hodnotu 0 s pravdepodobnostou p, a nebude definovana
s pravdepodobnostou ps, pri¢om p; + ps + p3 = 1. Pravdepodobnost vyberu

funkcie f € P" je rovné

P =gy

Teda pre Tubovolni podmnozinu ¢iastoénych boolovskych funkcii A C P"

= PI{/f]

feA

plati

Veta 3.1.1 Nech U, V a W st po dvoch disjunktné podmmnoziny
={0,1}" a F={f € P";U C Ny VC N; ;W C N}. Potom

PF]=P[{feP"; UCN;AVCN; AW C N} =py bt py"!

Dokaz 3.1.1 Oznacéme sia=2"—|UUV UW|.

a a—Fk
—k g
P =Y () o (M) e
k=0 Jj=0

a a
a Ul+k |V w a —j

() U1+ IlllZ(-) i =
=0 =0

‘/a

U4k V] W o

Z() p|1 a Plzl pgl (p2 +ps)* "

=0

a

U 1% w a _
=ppy 'Z(k)p’f-(pz+p3)“ =

k=0

N

.

U 1% w a U 174 w
= 7 T VT (o) + py + pa)® = PV T plY]

Veta 3.1.2 Nech K je k-rozmernd podkocka B™, potom

k k

P[K C (NjUN;AK & Ng] = P[K C (N;UN;)|-P[K C Nf] = (p1+ps)* —p3
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3.2 Intervaly

V nasledujicej podkapitole uré¢ime strednit hodnotu a disperziu poc¢tu
k-rozmernych intervalov ndhodnej funkcie f z P", vypocitame dolny a horny
odhad nahodnej premennej oznacujiicej tento pocet. Dalej asymptoticky odhad-
neme pocet k-rozmernych intervalov ¢iasto¢nej boolovskej funkcie, ¢o nam
umozni asymptoticky odhadnit pocet bodov funkcie, ktoré sa zobrazia na

hodnotu 1, teda dizku tplnej DNF &iastoénej boolovskej funkcie.

Nech i, oznacuje ndhodni premennt na P" taki, Ze i,,(f) je rovné

poctu k-rozmernych intervalov funkcie f z P™.
Veta 3.2.1 Eiyy = (1) - 2% - ((p1 + ps)® — p2")

Dokaz 3.2.1 Majme lubovolni k-rozmerni podkocku K kocky B™. Nech ng

je nahodnd premennd (alebo aj indikdtor), definovand nasledovne:

1 ang(NfUNf)/\KZNf
’[’] =
K 0 mak

Potom pre ndhodni premenni i, plati :
in,k = E K
K

kde K symbolizuje vsetky k-rozmerne podkocky B"™.
Z Vety 3.1.2 vyplyva:

Eng = P[K C (N;UNp) AK & Ni| = Pl = 1] = (p1 +ps)” —p3

Kedze v B" existuje (2) -2k L_rozmernijch podkociek, tak musi platit:

, n\ on- ~
Ein e = ZE”K - (k) 2R (o +ps)” = 13)
K
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Veta 3.2.2

2
_ n
D, , <2" k. <k> : ((pl +p3)2k —pgk)

Dokaz 3.2.2 Dékaz sa skladd z vgpoctu E(in;)* a (Eiyk)?. Ndhodni pre-

menni i, mozme vyjadrit ako sumu indikdtorov ny a teda

(ins)? = (ZW) =) ke

(K,L)
kde (K, L) st vsetky usporiadané dvojice k-rozmernych podkociek B".

Moézu nastat 2 moznosti

1. KNL#0
Nech prienikom je j-rozmernd podkocka, 0 < j < k, |[KUL| = 2k+1 27,
KedZe obe kocky musia obsahovat aspon jednu jednotku, pre vipocet

pravdepodobnosti vyuzijeme princip inkluzie a exkliuzie.

2k+17 2k+172j

)2k72j +p3 = E(ngnr)

Plng-nr = 1] = (p1+ps3) Y23 (prps
2. KNL=10, |KUL|=2k1!
Pk -np = 1] = (m +p3)2k+1 —2 'p:%)k (;m +P3)2k +pz2;k+1 = E(nx -n1)
Pocet dvojic (K, L) s prienikom dimenzie j je
e ()6
J k= k—j
a pocet takych dvojic (K, L), ktoré nemaji spolocny prienik je:
n 2 r n n—j n—k
X 2n—k _ 2n—] X X
(()=) -2 () G)- ()
7=0
7 predchadzajicich vysledkov dostdvame
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E(ink)?* =

K n—ij(n\ (n—j\ (n—k ok+1_9j ok ok _9j ok+1_oj
= > 2" (5) (22 Goy) (o1 + p3) —2.pF (p+pa)? Y 2 )

+
>3

((G) '2nk)2_j§; 2779 (1) (20 G2 (o1 +p2)* " =203 (prps)* 493 ) =

k _ .
= 2" (Z) > (f) (2:5)2#((?1 +P3)2k+172] —(m +p3)2k+1 —2p§k (p1 +p3)2k*2] +

0
k k k+1_o9j k n n— k k
202 (p1+p3)2 05 Y =) (1) 27 ((py 4+ pa)® - p2))?

sir=(() (oo )

Z predosljch vztahov teraz mozZeme vyjadrit a ohranicit disperziu.

D; . = E(ing)® — E*(ing)

In,k
k . )
Di,, =2 ()2 () (=) 27 ((m+p2)* "7 = (pr+p2)* " =203 (11 +

7=0
k_9oj k k k+1_9j k+1
p3)? Y +2p2 (1 +pa)¥ +p2 Y —pd )

Aby sme vedeli zhora dany vijraz ohranicit, potrebujeme ukdzat neklesaji-

cost virazu

279 (p1+p3)? Y — (01 +pa)? T 208 (01 +p3)? Y 203 (01 +ps)? +
ok+1_9j ok+1
P3 —P3 ) = ay

7 4 v
Chceme ukdzat, Ze a; < aji;.

279 (p1+p3)? Y — (o1 pa)® T =202 (01 +p3)? Y 203 (pr+ps)?

§k+1_2j B p§k+1) < 2%1 ) ((pl +p3)2k+1,2j+1 B (p1 +p3>2k+1 —9 _pgk’ . (p1 +
o k1 _ojtl
p)? T w2 pF (i ps)? YT =2
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0 < 2((pr4+ps)? ((pr+p3) 2" —2(p1+ps) ¥ +1)—2p3" (p1+ps)* ((p1 +
_9oj+1

pa) 2 = 2pr )Y A ) 2 (3 — 203+ 1) =a

Teraz ukdzeme, Ze ak posledny vyraz (ps T 2ps Yy 1) nahradime vijra-
zom

((ps + ]71)*2]'+1 —2(ps + p1)’2j + 1), cely vyraz zmensime

_9Jj+1

_9J _9j+1 _9J
s =Y 1> (s +p) P = 2ps )Y 41

(3% = 12> ((ps+p1)2 — 1)

Kedse ps,py + ps € (0,1), potom p3? (p1 + ps)~? € (1,00). Vieme, Ze
P+ ps > ps, Cize (p +p3)_2j < p§2j Z toho vyplyva, Ze zamenenim ps

za p1 + p3 v poslednej zatvorke dany vyraz zmensime.

a > %((p1 +p3)2k+1 ((p1 +p3)_2j+1 —2(p1 +p3)_2j +1)— 2p§k (p1 +p3)2k ((p1+
p3) ¥ = 2(p1 +p3) 7Y + 1) +p§k+1((p1 +p3) P = 2(ps 4+ p1)F +1)) >0
a > 4((m+ps)” = p3 (01 +ps)™" =120

Z nezapornosti druhych mocnin je zreymé, Ze vyraz a > 0, ¢im sme ukazali

neklesajicost a;.

Teraz mozeme D zhora ohranicit

in,k

Do =2 ()35 () ()ay <2 () 33 () () =22+ ()7

j=0 7=0

Po dosadeni za a;, dostavame

n\ 2
Dy, < 270 (1 +p5)? — (1 +ps)? " — 28" + 202 (py +ps)® + 2" —
— n 2
p§k+1> _ gn—k . (k) ) ((p1 +p3)2k _pgk B ((p1 +p3)2k —p?),k)2> <
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_ n\ 2
<27k (7 ((py+pa)? — p2)

V nasledujticom kroku vyuzijeme CebySevovu nerovnost na ohranicenie

strednej hodnoty nahodnej premennej 4, ;. Zvolime

b= o) ()2 - (1 + pa)? — ), kde s = o(1).
Dostaneme

Plliny — Ei | >b] < D ! 0
ik — B, | 2 0] < =—
b 2 ()

Preto limita Plli, . — Ej,,| < b] = 1. Na zaklade tohto ohrani¢enia mozeme

sformulovat nasledujicu vetu.

Veta 3.2.3 S pravdepodobnostou idicej k 1 pre n — oo, pre vsetky ¢iastoéné

boolovskeé funkcie f plati

<Z> <2nk ((pr+p2)* —p3) - @(”)\/2"*’“ ((p1 +p3)? — p%k)> <l <

< (D) (2 e =)+ oty (ot = )
kde lim ¢(n) = oo.

n—oo

1

Predpokladame, ze postupnost (p;+p3) konverguje a o = o(n) = L

T=(p1tps)
p%. Predchadzajtca veta nam dava moznost ziskat asymptotické odhady i, x

pre k ohranicené v ramci istych limit. Vyuzijeme to v nasledujtcej vete.

Veta 3.2.4 Predpokladajme, Ze pil =o(n) = piz. S pravdepodobnostou idicou
k 1 plati:

(i) ndhodnd c¢iastocnd boolovskd funkcia neobsahuje intervaly rozmeru vicsieho

ako = |logn — loglog —— o ———| + 1. Nawiac,

+p)

(ii) pre k < [logn —log log —1 = p—2 pocetin(f) k-rozmernych

P1+IJ3 J
intervalov ciastocnej boolovskej funkcie je asymptoticky rovny

()2 (1 + p3)? —p2), teda
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. n\ .,
Ink ~ (k:)2 "(m +p3)2k —ng)

Dokaz 3.2.3 Cast (i). Nech k > p. Zvolime k = p+r, kde r > 1. UkdZeme,
Ze pre takto zvolené k horny odhad nahodnej premennej i, tde k 0 pre
n — oo.

Chceme ukdzat, Ze:

n—oo

n +r +7r
l. 271—#—7“ 2K _ 2H
“QHJ (o +po)*" = 2 )+

n At
+( )w(n)\/”“r((pl +ps) T —py ) =0

n+r

n T pntr
li on—p—r 2 2
im (M N r) ((p1 + p3) p3 )t

n—oo

n
li on—p—r et 2Ty —
‘%MQWJ“WV (o1 +ps)* — 53)

n—oo

Na to, aby sme dokdzali Ze obidve limity idd k O nam staci ukdzat, Ze

2
n +r +7r
li 2 on—p—r #TT 2K =0
1m (M‘f’r) ©*(n) ((p1 + p3) ps )

Plati:

2
n n—u—r —+7r +r
(u+r) P (n)2" T ((pr+p3)* =Py <

2
n +r
< 2(p)2n kT 24 <
<(,1,) Pz <
< p?(n)23ptr)logngno2 T log(prtps)

1
, 22(log n—log log W+1+T)-logn
= ¢"(n) =

log n—loglog —L1 — +1+4
2—n2—2 ogn—loglog {0y T'log(pl-i-p:;)

log n—log log (1711T3)+1+r o 1 9.9r

V odhade pouzijeme nasledujict vypocet 2 =N Siogoiie) |

22(log n—log log T%Jrl%»'r) logn

1 pu—
9-nQ ™" TTorlprira) 22 08P pa)
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22(log n—log log m—&-lﬁ—r)log n

- 802 (n) 2(2T+1,1),n S
) 22(log n—log log m—i—r—i—l) logn
S SO (n) 2(2’"—1)77, = Xl (n)

Riesenie si mozeme rozdelit na tri pripady:
1. lim p; +p3=pe€ (0,1)

= lim X;(n) =0

n—oo

2. lim p; + p3 = 0, potom lim loglog lelrpg =0
= lim X;(n) =0
3. lim p; + p3 = 1, potom lim loglog PlJlrps = —00, avsak
—loglog ——logn 1 1
lim LIPS = lim —log ———logn =
n—00 n n—oo n 1
P1+Pp3
li L log( )1 li ! 1 ! 1 0
= Jim L loe(( Ty o8 = i g, s logn =
nolog(l+ SRR n " 1—(p1+ps)
= lim X;(n) =0
dokonca aj ked’w =o(n).

Cast (ii). Potrebujeme ukdzat, Ze

p(n) <Z> V2 (4 pe)® —p3) =0 < (Z) 2" ((p1 +ps)” — p?))

Teda, Ze

lim p(n)
2 () — )
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pre vhodne zvolené p(n) a k < u— 2. Na to staci overit, ¢i

lim 2% ((py + ps)®" — p2) = o0

n—oo

Pouzijeme binomicku vetu na to aby sme ohranicili tento vyraz

P1
p1+Dp3

_ k k _ k__ o k
2" F (o1 +pa)® =5 ) > 2" Fpi(py +pa)? =2 (p1 +p3)? >

1 k 1 log n—log log _ 14

—k 2 n—logn+loglog ——+1 ~—1 2 P1+p3

> 2" —(prtpy)t 2 27T b T 2T RN (p) ) =
n

1 1 1
_ 2n—2logn+loglog M—H . 2n‘m.§-logm+p3 _

1 1
sn—2logn+loglog ——+1
= 22 p1+P3 = XZ(n)

Na dokaz toho, Ze lim Xs(n) = oo pouZijeme podobné vypocty ako v

dokaze prvej casti vety.
Kedze dizka tiplnej DNF ¢iastocnej boolovskej funkcie je rovna
|N¢| = in0(f), mézeme pouzit predchadzajicu vetu na asymptoticky odhad

poctu n-tic, ktoré sa zobrazia na hodnotu 1.

Veta 3.2.5 S pravdepodobnostou idicej k 1 pre n — oo, pocet bodov
patriacich do mnoZiny Ny (dlZka tplnej DNF &iastocnej boolovskej funkcie)

je asymptoticky rovna 2" - py

INg| = ino(f) ~ 2% ((pr + ps)® —p2) = 2" -y

3.3 Maximalne intervaly

V tejto kapitole sa budeme snazit odhadnut zlozitost skratenej DNF cias-
toc¢nej boolovskej funkcie, ktora je rovna poctu vsetkych maximalnych inter-
valov. Na to potrebujeme urcit strednt hodnotu poctu k-rozmernych max-

iméalnych intervalov funkcie.
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Nech I, ;. je pocet k-rozmernych maximalnych intervalov funkcie f € P"

a s(f) je zlozitost skratenej DNF funkcie f. Potom s(f) = > I, x(f).
k=0

Veta 3.3.1

ny\ .. _ e
Bl = ()27 40 = 0 o

Doékaz 3.3.1 Nech K je lubovolnd k-rozmernd podkocka kocky B™. Definu-

jeme indikdtor 0,, nasledovne

1 ak K je mazximdlny interval funkcie f
Onf) = 0 mnak

feB,

Teraz pre ndhodni premenni plati I, = > 0k, kde K ide cez vsetky
k-rozmerné podkocky B,. Preto staci vypocv{tat’KEln’k = PlOk(f) = 1] pre
pevne zvolené K.

Dekompoziciou c¢iastocnej boolovskej funkcie [ vzhladom na prvych n — k

premennych dostavame

flze,. ... x,) = \/ TN AT EANF (O, T peity ey Tn) =

U:(O'lwﬂo'nfk)Eank

= Il/\l'g/\. . ./\.I'n,k/\fo(xn,k+1, C ,$n)Vf1/\.ZL’2/\. . ./\Z‘n,k/\fl (xn,k+1, Ce ,l’n)\/. ..

VT ATIN ATk A frok (Tt T0) VL

Podkocka K je mazimdlnym intervalom prdve vtedy, ked meexistuje pod-
kocka dimenzie k+ 1, ktord by ju obsahovala. Inymi slovami, ked podkocku K
nemozeme rozsirit Ziadnym z n — k smerov, spojit ju s podkockou dimenzie
k a vytvorit podkocku dimenzie k + 1. Teda K je mazimdlnym intervalom

prave vtedy, ked plati
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(i) fo sa rovnd 1 alebo nie je def. a obsahuje aspon jednu 1
(ii) f; obsahuje aspori jednu 0 prei=1,2,...,n—k

Dostdvame
Plf € Bu; ()] = (1 +p3)* —p}

P[f € By (i1)] = 1 — (p1 +ps)*

pre pevne zvolené n.

Pretoze udalosti f; a f; su nezdvislé pre i # j, pravdepodobnost
PlOx(f) =1] = ((pr +p3)¥ — p2)A = (p1 + p3)2" )" F. Kedse v B, existuje

(2) 20—k k-rozmernych podkociek, dostavame

n
Bl = ()24 0+ 00 =)0 o

V nasledujicich vetach odhadneme zlozitost skratenej DNF nahodnej ¢i-

astocnej boolovskej funkcie.

14+e1(n))-log lo; n
Veta 3.3.2 Fs <2". n( Hmos b , €1(n) — 0. Navyse, ak

lim p; +ps =p € (0,1), potom £1(n) = O(m).
n—oo

p1+p3

Doékaz 3.3.2 Vieme uz, Ze s(f) = I, ;. Nagprv nds bude zaujz’mat’orgix EL, .
k=0 <k<n

Pozrieme sa na pomer

ElLigr  (J)2"7 ()% =03 (= (o +ps)* )

ELy ()2 (1 +ps)* = p3) (1 = (o1 + ps)* )"t
—k 1 2k \n—k—1
Q(k + 1) 1+p3 -1
(P1+p3)2k+17§k

Pri ohranicovani Xs3(n, k) pouZijeme nasledujice nerovnosti.
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Pre k <log logplip3 n — 1 =loglogn — loglog PlJlrps — 1 plati
. log log i n—1 log log i n % 1
2 > 2 P1TP3 _ 2 P1TP3 -
o1+ 9% = (01 + 29 (91 ) ) -=
1 .
Pre k > loglogn — loglog T plats
. log log i n 1
(1 +p3)* < (1 +p3)? = I
Potrebujeme ukdzat, Ze pre k < loglogn — loglog pl}rm — 1 a dostatocne

velké n plati X3(n, k) > 1.

n —loglogn + loglog —— + 1 n—loglog n-+loglog -——
Xy(n, k) > g log g log 1 ( 1) P1+P3

P1+p3 RS
2(loglogn — log log M) vn NG
Mozu nastat tri pripady:

1. Tim pr+ps =pe(0,1)

2. nhiilopl +p3 =0

3. Jlngopl +p3=1

Na overenie vsetkych troch pripadov pouZijeme rovnaké argumenty ako v

predchadzajicich dokazoch.

n — loglogn + loglog —— + 1 1\ "loslognitloglog
lim p11+p3 — =00 = lim (1+_) 1+p3
n—oo 2(loglogn — loglog m)\/_ﬁ n—o0 NG

Preto lim X3(n,k) = oo pre k < loglogn — loglog lelrps — 1. Z toho
ElL, ki1

By 1 pre dostatocéne velké n.

vyplyva, Ze pomer
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1
p1+p3’

Ak vezmeme k > loglogn — log log

1

n — loglogn + log log 1 1\ " loglogn+loglog 1
0< A)(?’(n7 k) < . . - p1tps 1‘(1_’__) 1tp3
2(loglogn — log og(pﬁm)—i—l) n— n

Dostavame limaty

1
p1+p3 =0

lim T
n—o0 2(loglogn —loglog ;mms +1) - (n — 1)

1
. 1 n—log log n+log log m71
lim |14 — =e
n

n—oo

n — loglogn + loglog

Preto lim X3(n, k) =0 pre k > loglogn — loglog ;D1Jlrp3 a %’“:1 <1 pre

dostatocne velké n.

Z toho vyplyva, Ze El, ) ako funkcia od k nadobida svoje mazimum bud
pre k rovné |log log n—log log plimj = )\ alebo |loglogn—loglog plipaj +1=
A+ 1. Nawviac,

n

<

n— A A1 A1y gy
)'2 M) =) (L= (g ) )<

n— A A n—
1

1
S n)\-i-l . 2n—)\ L. (1 o _2)71—)\ S
n n
1+¢" log 1
< on . n( +e7(n))log Ogﬁ”

1—0—% logn—loglog 1 n

kde Ell(n) = log n-log log 11’1*2'3 — 0. Ak nhj{.lopl +p3s=DpE€E (07 1); potom
p1+p3
1
e1(n) = Oliggiog_—)-
P1+p3

Zhrnutim tychto vysledkov ziskavame nasledujici odhad

Es<(n+1) -m]?XEInyk <
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log(n+1) (14€}(n))loglog 1 n
< n logn . 2” -n ! p1+p3 =

(14e1(n))-loglog 1 n
=2 . n p1+p3

Veta 3.3.3 S pravdepodobnostou idicou k 1 pre n — oo plati, Ze
s(f) > A2 pde 4= [logn — loglog ——| + 1

(’A‘)QH—A’ P1+p3

a X = |loglogn — loglog ——| + 1.

p1+p3

Dokaz 3.3.3 Vieme uz, Ze ciastocna boolovskd funkcia f neobsahuje maz-
imdlne intervaly dimenzie vicsej ako p takmer urcite. Z toho vyplyva, Ze pre
kazdy maximalny interval plati, Ze neobsahuje viac ako (ﬁ) 2= \-rozmernijch
intervalov. Na druhej strane, kazdy A-rozmerny podinterval je obsiahnuty v

aspon, jednom mazximalnom intervale funkcie f. Preto

ina(f) < s(F) (ﬁ) -

takmer urcite.

V nasledujucej casti skombinujeme predchadzajtce vety, aby sme ziskali
odhad nahodnej premennej s(f), teda zlozitosti skratenej DNF ¢iastocne;
boolovskej funkcie f. Dokazali sme, ze s(f) < U.B., s(f) > L.B. , teda
hornt a dolnt hranicu s( f) takmer urcite. My chceme ale dokazat ohranicenie

L.B. < s(f) < U.B. takmer ur¢ite. Oznac¢ime si mnoziny
F,={feP"s(f) <UB.}

G,={f€P"s(f) > L.B.}

Potom
lim P[F,] =1= lim P[G,)]

n—oo n—oo

Teraz
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1> lim P[F,NG,]=1- lim P[P"— (F,NG,)] >

n—oo n—oo

>1— lim P[P" — F,] — lim P[P" — G,] =1

n—oo n—oo

Ale lim P[F,, N G,] = 1 je ekvivalentna tvrdeniu L.B. < s(f) < U.B.

n—oo

takmer urcite.

Takéto kombinovanie takmer istjych udalosti ndm umoznuje lema, ktora
dovoluje obmedzif nase konstrukcie na podmnoziny P", ktorych pravde-

podobnost pre n — oo ide k 1.

Lema 3.3.0.4 Nech (X, S, Q,)>2, je postupnost pravdepodobnostnych priestorov.
Predpokladajme, Ze Y,,Z, € S, su udalosti také, Ze lim Q,(Y,) = 1 =
lim Q,(Z,) a nech A, € S. Potom

(i) lim Qu(Y,NZ,) =1
(ii) lim Qu(An]Y,) =1= lim Q,(A,) = 1.
Dokaz 3.3.4 Dokaz je trivialny, z toho dovodu ho nebudeme uvddzat.

Veta 3.3.4 Predpokladajme, Ze pil =o(n) = L. Potom s pravdepodobnostou

p2”
wducou k 1 pre n — oo plati, Ze

1—e2(n))-loglo n 1 n))-loglo n
2nn( 52( )) g gplipig S S(f) S 2nn( +€3( )) 2 gplip'j 52(71)’53(70 N 0

Ak Ji_)rglopl +ps=p € (0,1), potom e3(n) = O(m) = e3(n)

p1+p3

Dokaz 3.3.5 Na dokaz horného ohranic¢enia pouZijeme Markovovu nerovnost
s b = n, ktori potom spojime s Vetou 3.3.2 o odhade strednej hodnoty E's.

Dostdvame

s(f) <n-Es takmer urcite
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1
+loglog 1n

p1+pr3

1+e3(n))-loglo "
(1+e3(n))-log ot kde e3(n) =e1(n) —0

s(f)<2"-n

Plati 53(7@) = O(m) ked’nh_g)lopl +p3s=pc (O, 1)
pP1+pP3

Pri dokaze dolného ohranicenia najskor odhadneme ndhodni premennt

ina(f). Z Vety 3.2.8 vyplyva, Ze

inp(f) > (Z) <2’H ((pr+ps)” = 13) = o(n) \/2”‘A (o1 +ps)? — p?»f))

Pouzitim nerovnosti (K) > (%)%, vlastnosti koeficientov v binomickej vete

a substituciov N dostaneme

A
i) 2 (5) (270 B e = ) 2 ) 2

—n—XA

>2m.prt N (270 n P —n-277 on %)2

—Alog A 5
> 9" . gt TTeen n227r (1=n2-272 ) >

AlogA g

> 2" . Toen -(1—n%~2A;2n)>

(1—e5(n))loglog_ 1 n

> 2% .n p1+DP3
3logn+loglog 1 n-ogloglog 1 n—log 1—\/;‘—2~10g 1. n
kde EI (TL) _ p1+p3 p1+p3 p1+p3 N O
2 - logn-loglog 1 n
p1+p3

Aplikovanim Vety 3.3.3 ziskame

. gn (b)) loglog_y_n (s tog
7 -n P1TP3 —eg(n))-loglog 1 n
n,A > > 2” -n p1+pP3

S(f) Z (;;)2#_)\ = M/\ L Qu—A

log(log n—loglog ﬁ—&—l) 0

kde eo(n) = eh(n) + oz n
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1 . ,
oglor —) prdve vtedy, ked
P1+P3

Dalsie vijpocty ukazuji, Ze e5(n) je rdadu O(

lim p; +p3 =p € (0,1) aje rozna od 0 a 1.
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Zaver

V zévere prace niekolko poznamok. Predtym, ako sme sa pokusili odhadnit
zlozitosti DNF ciastocnej boolovskej funkcie sme si definovali pravdepodob-
nostny model. Na zacCiatku sme sa pokusili pracovat s modelom, v ktorom
bol z 2" vrcholov presne dany pocet bodov, v ktorych nahodné c¢iastocna
boolovské funkcia nie je definovand a pravdepodobnost p = % s ktorou sa
hodnota bodu, v ktorom je funkcia definovana zobrazi na hodnotu 0 resp.
1. V tomto pripade sme sa dostali k zlozitym sumam, ktoré bolo technicky
naro¢né zvladnut a vyjadrif ich v kompaktnom tvare. Preto sme sa rozhodli
pre iny pravdepodobnostny model. Mame teda pravdepodobnost py, s ktorou
sa vrchol zobrazi na hodnotu 1, pravdepodobnost p,, s ktorou sa vrchol zo-
brazi na hodnotu 0 a pravdepodobnost ps, s ktorou funkcia nie je v danom
vrchole definovana. Pre takyto pravdepodobnostny model sme ziskali horné
a dolné ohranicenie, stredni hodnotu a disperziu pre ndhodnt premennu -
pocet k-rozmernych podkociek ¢iastocnej boolovskej funkcie a asymptoticky
odhad tejto premennej, tiez sme ohranicili k, teda dimenziu tychto podko-
ciek. Na zaklade tychto vysledkov sme odhadli zloZitost iplnej DNF funkcie.
V druhej casti sme ziskali stredni hodnotu pre pocet maximélnych inter-
valov a dolny a horny odhad pre zlozitost dizky skratenej DNF ¢iastocnej
boolovskej funkcie. V pripade ¢iastocnych ndhodnych boolovskych funkcii je

mozné formulovat zmysluplné problémy.
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