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Abstrakt

Vigcsina vysledkov pre nahodné grafy sa dosahuje pomocou pravdepodob-
nostnych metéd. Na skiimanie hodnot nahodnych premennych, ktoré vyjad-
ruji vlastnosti ndhodnych grafov, sa ¢asto vyuziva Markovova a Cebysevova
nerovnost’. Pre vSeobecnu pravdepodobnost’ vzniku hrany sa vyjadruju pra-
hové funkcie, urcujice od akej pravdepodobnosti dana vlastnost’ plati pre
skoro vsetky grafy. Tato diplomova préaca sa zaobera zakladnymi vlastnos-
t’ami k-partitnych ndhodnych grafov, ako su existencia izolovanych vrcholov,
pocet a existencia izolovanych hran, hribka, sivislost’, eulerovskost’, pocet
kratkych ciest a kruznic v ndhodnom grafe. V prvej casti definujeme poj-
my potrebné na priblizenie problematiky ¢itatel'ovi. V druhej casti sa za-
oberdme zjednodusenym pravdepodobnostnym priestorom - dané vlastnosti
skiimame v pripadoch, kde sa hrany v podgrafe vyskytuju s konstantou prav-
depodobnost’ou (konkrétne 1/2). Tretia ¢ast’ prace sa venuje vseobecnému
pravdepodobnostnému priestoru a ur¢ovaniu prahovych funkcii pre niektoré

z horeuvedenych vlastnosti.

Klicové slovd. Nghodné grafy, prahové funkcie, Markovova a Cebysevova

nerovnost’.



Abstract

Most of the results in random graph theory are achieved by probabilis-
tic methods. Markov’s inequality and Chebyshev’s inequality are often used
for examination of values of random variables which represent properties of
random graphs. This Master’s thesis covers basic properties of k-partitional
random graphs like existence of isolated vertices, number of edges, existence
of isolated edges, thickness, connectivity of graph, existence of Eulerian path
and number of short paths and cycles in graph. In the first chapter we are
defining basic terminology which will be needed in the rest of the document.
In the second chapter we examine properties of random k-partitional graphs
where edges are added with constant probability (p = 1/2). The third chap-
ter of thesis deals with generalised probability space - edges are added with
probability p € (0,1). We are looking for treshold probabilities for given

properties of random graph.

Key words. Random graphs, treshold function, Markov’s and Chebyshev’s

inequality.
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Uvod

Tedria grafov ma rozsiahle vyuzitie v praktickej, ale aj v teoretickej in-
formatike. Pouziva sa v datovych struktirach, v siet’ach, vo formélnych
jazykoch a automatoch, v overovani spravnosti programov, atd’. Ako vedna
disciplina vznikla priblizne v 18. storodci.

Jednym z objektov skimania tedrie grafov st nahodné grafy. Véacsina
vysledkov v tejto oblasti bola dosiahnuta pocas poslednych 40 rokov. Ich
vyuzitie spoc¢iva hlavne v roziahlych strukturach, ktoré mozu byt’ pomocou
grafu popisané (matice, nekonecné boolovské vyrazy, ...). Pomocou vysled-
kov z tedrie nahodnych grafoch sa daju urcit’ vlastnosti danej struktury.

Tato praca sa zameriava na k-partitné nahodné grafy. Skimame v nej
rozne vlastnosti, ako s existencia hran, existencia izolovanych vrcholov, su-
vislost’, eulerovskost’, pocet hran, atd’. Pri dokazoch tvrdeni pouzivame prav-
depodobnostny a kombinatoricky aparat spolu s poznatkami z tedrie grafov.
Pre skiimanie jednotlivych vlastnosti zaviddzame celoc¢iselné nahodné premen-
né, ktoré charakterizuju dany problém. Namiesto skimania hodnot tychto
premennych skimame ich strednii hodnotu a disperziu. Néasledne, pouzitim
Markovovej a Cebysevovej nerovnosti dostdvame vysledky pre samotné né-
hodné premenné, ¢im ziskavame predstavu o danej vlastnosti. Skdmanim
strednych hodnot a disperzii namiesto samotnych nahodnych premennych sa
vyhneme zavislostiam a nekompatibilnosti nahodnych udalosti. Vsetky vy-
sledky st zavislé od poc¢tu vrcholov grafu. Uvazujeme, ze pocet vrcholov sa
blizi k nekoneénu.

V prvej kapitole definujeme potrebné pojmy z pravdepodobnosti a tedrie



grafov. Uvadzame tu aj niektoré zakladné tvrdenia z tychto oblasti, ktoré
nam pomozu v d’alsich kapitolach. Na konci definujeme pravdepodobnostny
model, s ktorym budeme v celej praci pracovat’. Vécsina definicii a tvrdeni
tejto kapitoly je prevzatd z [7] a z [4].

V druhej kapitole sa zaoberame zakladnymi vlastnost’ami k-partitnych
nahodnych grafov, v ktorych si hrany obsiahnuté s pravdepodobnost’ou %
Skiimame pocet izolovanych vrcholov a ohrani¢ujeme priemerny pocet hréan,
ktoré pri tejto pravdepodobnosti vznikni. Ohrani¢ujeme aj hribku a mini-
mélny a maximélny stupeii vrcholov. Dalej dokazujeme, Ze takmer vietky
k-partitné grafy su suvislé a nie su Eulerovské. V poslednej ¢asti kapitoly sa
zameriavame na ohranic¢enie poctu ciest diiky 2 a kruznic diiky 3 v grafoch
z nasho modelu.

V tretej kapitole zovSeobecnime nas pravdepodobnostny priestor. Bu-
deme pouzivat’ pravdepodobnostny priestor, v ktorom grafy obsahuju dant
hranu s pravdepodobnost’ou 0 < p < 1. Vysvetlime spravanie ndhodnych
grafov v takto zavedenom modeli a zavedieme pojem prahovej funkcie. Uve-
dieme sposob hl'adania prahovych funkcii. Pre niektoré z vlastnosti z druhej
kapitoly nédjdeme prahovu funkciu a dokazeme spravnost’ jej vyberu. Bliz-
Sie preskimame existenciu izolovanych vrcholov a existenciu hran. V tejto

kapitole navyse preskiimame aj existenciu izolovanych hran.



Kapitola 1
Zakladné definicie a pojmy

V tejto kapitole zavedieme pojmy, ktoré si pouzité v tejto praci. Su to
pojmy z pravdepodobnosti, grafov a niekol’ko kombinatorickych odhadov. V
poslednej casti zadefinujeme nami pouzivany model k-partitného nahodného
grafu. Takmer vSetky pojmy a vysledky tejto kapitoly su prebraté z pouzitej

literatury.

1.1 Pojmy z pravdepodobnosti

Nech € je mnozina moznych vysledkov nejakého ndhodného pokusu. Prv-
ky mnoziny €2 nazyvame elementarnymi udalost’ami. Podmnoziny €2 nazy-

vame udalost’ami.

Definicia 1.1.1. Nech Q je mnozina elementdrnych udalosti, pricom Q # (.
Neprazdny systém S podmnoZin mnoziny elementdrnych udalosti nazyvame
pole nahodnych udalosti (a oznacujeme o-pole), ak spl/ﬁa nasledovné podmien-
ky:

1. A€ S, potom AC € S (pricom AC je komplement vzhl'adom na Q)

[e.e]

2. A, Ag, .. A,,... €S8, potom | J A, €S

=1
Definicia 1.1.2. Majme mnozZinu §2 pozostdvajicu z n elementdarnych vzd-

jomne sa vylucugicich rovnako moznijch udalosti. Ak m (pricom m < n)
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z tjchto elementdrnych udalosti md za ndsledok nastatie udalosti A, potom

m

pravdepodobnost’ udalosti A definujeme ako podiel P(A) = ™.

Poznamka 1.1.3. Pravdepodobnost’, Ze udalost’ A nenastane je P(A°) =
1—P(A).

Pravdepodobnostnym priestorom nazveme trojicu (€2, S, P).

Definicia 1.1.4. Nech je dany pravdepodobnostny priestor (2, S, P). Fun-
kciu X (w) definovani na Q (w € Q) budeme nazgvat’ ndhodnou premennou

vzhl’adom na S, ak vzor lubovol'ného intervalu (—oo, z) je prvkom S, t.j.

X (~00,7) = {wlweQ X(w) € (~o0,7)}
= {wlweQ X(w)<z}eS;z€R

Definicia 1.1.5. Ndhodni premenni X nazyvame diskrétnou ndhodnou pre-
mennou, ak nadobida konecne vel'a alebo spocitatel'ne vel’a redlnych hodnot

Cisel.

Definicia 1.1.6. Nech ndhodnad premennd X nadobida hodnoty x; s pravde-

podobnost'ou p; = P|X = x;]; i =1,2,...n. Potom vjraz tvaru
E(X) = Z Li-Pi

sa nazyva strednd hodnota diskrétnej nahodnej premennej, ak plati

Z |z;|.pi < 00?
i

Poznamka 1.1.7. Viastnosti strednej hodnoty ndhodnej premennej. X a 'Y

st nahodné premenné. B a C su konstanty.

o H(C)=C

In — m elementdrnych udalosti nem4 za nésledok nastatie udalosti A

2Vyraz musi absolitne konvergovat’.
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o E(C.X)=C.E(X)
o E(BY +C.X)=B.E(Y)+C.E(X)
o E(X —E(X)) =0

Definicia 1.1.8. Strednd hodnota z funkcie g(X) = (X — E(X))* sa nazjva

centralnym momentom k-teho rddu.

e = E[(X = B(X))] = ) (X; = B(X))"p,

i
Definicia 1.1.9. Centralny moment druhého rdadu nazgyvame disperzia nd-

hodnej premennej a oznacujeme ho D(X):
D(X) = E[(X - E(X))’]

Poznamka 1.1.10. Viastnosti disperzie ndhodnej premennej. X a Y si

nahodné premenné. B a C su konstanty.
e D(C)=0
e D(C.X)=C%D(X)
e D(BY +(C.X)=B2D(Y)+ C?.D(X)
Veta 1.1.11. Pre ndahodni premenni X plati
D(X) = B(X?) — E*(X)

pricom X? je ndhodnd premennd, ktori nazjvame kvadrdt ndhodnej premen-

nej X.

Viacsinu uloh v tejto praci budeme riesit’ s vyuzitim nasledovnych dvoch

nerovnic. Su vel'mi zname a rozsirené v tedrii pravdepodobnosti.

Veta 1.1.12. (Markovova nerovnost’). Nech X je nezipornd ndhodnd
premennd a nech existuje E(X). Potom pre kazdé e > 0 plati

E(X)

P[X>¢] <

11



Veta 1.1.13. (CebySevova nerovnost’). Nech X je nezdpornd ndhodnd
premennd a nech existuje E(X) a D(X). Potom pre kazdé 6 > 0 plati

D(X)

P[|X —E(X)| > 4] < "

Poznamka 1.1.14. Markovovu aj Cebysevovu nerovnost’ moZeme pomocou

poznamky 1.1.3 nasledovne pozmenit’:

Markovova nerovnost’. Ak plati E(X)/e — 0, tak

E(X)

P[X <e]>1- -

Cebysevova nerovnost’. Ak plati D(X)/6% — 0, tak

D(X)

P[|X —E(X)|<d] >1- 5

1.2 Niektoré pojmy z teodrie grafov

Definicia 1.2.1. Nech k > 2,k € N. Graf nazveme k-partitny, ak mnoZinu
jeho vrcholov dokdzZeme rozdelit’ na k disjunktnych mnozZin, ktoré nazyvame
particie, pricom hrany mozu byt’ iba medzi vrcholmi z roznych particii. For-
mdlnejsie V(G) = ViUVaU. . .UV, pricom Vi Vi # 0 a Vi, j;i # j; VinV; = 0.
Navyse Ve = (u,v) € E(G) plati, Ze ak u € V; Nv eV, tak i # j.

Definicia 1.2.2. Vichol v € V(G) nazgvame izolovany, ok Yu € V(G) plati

(u,v) ¢ E(G).

Definicia 1.2.3. Hranu h = (u,v) € V(G) nazgvame izolovand, ak Vw,w' €
V(G) plati (w,u) ¢ E(G) a (v,w') ¢ E(G).

Definicia 1.2.4. Striedavi postupnost’ vrcholov a hrdn s nasledovnou vlast-

nost’ou nazyvame sledom dizky n : vpe1vy ... €, _1Un_1€,0,.

Definicia 1.2.5. Tohom nazjvame sled, v ktorom si vsetky hrany rézne -

t.j. plati: e; # e; pre i # j.
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Definicia 1.2.6. Cestou nazjvame t’ah, v ktorom su vsetky vrcholy rozne -

t.g. plati v; # vj pre i # j.

Definicia 1.2.7. Kruznicou nazijvame t’ah, v ktorom si vsetky vrcholy okrem
prvého a posledného rézne a prvy a posledny vrchol su totozné 3 t.j. plati

vy = v, a pre vsetky iné dvojice plati podmienka z definicie cesty.

Definicia 1.2.8. Nech G = (V, E). Pocet vrcholov, s ktorymi je v € V

spojeny hranou, nazyvame stuper vrchola v. Oznacujeme ho degg(v).

Definicia 1.2.9. Nech G = (V, E). Mazimdlny stupen grafu definujeme ako

maz,cydege(v). Mazimdlny stupen grafu oznacujeme A(G).

Definicia 1.2.10. Nech G = (V, E). Minimdlny stupen grafu definujeme ako

minyeydega(v) a oznacujeme w(Q).

Definicia 1.2.11. Najmensi pocet plandrnych grafov, zjednotenie ktorych je

totozné s grafom G, nazgvame hribka grafu G a oznacujeme 0(G).

1.3 Popis pouzitého modelu

V tejto praci sa budeme zaoberat’ vlastnost’ami k-partitnych ndhodnych
grafov. Pre jednoduchost’ vypoctov budeme uvazovat’ iba k-partitné grafy,

ktoré maju v kazdej particii n vrcholov. Vyjadrime tento model formélnejsie.

Nech G, oznacuje mnozinu vSetkych neorientovanych k-partitnych gra-
fov, ktoré maju v kazdej particii prave n vrcholov. Vrcholy su ocislované -
V ={vy,v9,... 0, }. Kazda hrana sa v grafe G bude vyskytovat’ s pravdepo-
dobnost’ou % nezavisle od ostatnych hran. Pocet moznych hréan v G je (g) n?.
Za tychto podmienok tvori mnozina G, pravdepodobnostny priestor, kde
elementdrne udalosti si jednotlivé grafy G z G, a pravdepodobodobnost’

k
2

vzniku daného grafu G € G, je 1/2( )n*

3Kruznica konéi v svojom poé¢iatoénom vrchole

13



Nech F je niektora vlastnost’ grafu, ktoru graf moze, ale nemusi mat’.
Mnozinu vsetkych grafov G z G, x, ktoré maju vlastnost’ F oznacme Gi I

Skutocnost’, ze graf G ma vlastnost’ F ozna¢me G € F.

Budeme hovorit’, ze takmer vSetky grafy maji vlastnost’ F, ak plati na-

sledujuci vzt’ah.

|Gl
P[G € F] = lim ——— =

1 (1.1)

Naopak budeme hovorit’, ze takmer ziadny graf nemé vlastnost’ F, ak

G]-'
PG € F] = lim Gl _

=0 1.2

Lema 1.3.1. Nech X je ndhodnd premennd urcend na mmnozine grafov z
Gur a E(X) > 0 pre n — oo. Ak plati D(X)/E(X)? =50, potom
P[X = 0] — 0 pre takmer vsetky grafy G € G k.

Dékaz. Zrejme pre I'ubovolny graf G € G,, pre ktory X(G) = 0 pla-
ti vzt'ah |X(G) — E(X)| = E(X). Vyuzitim Cebysevovej nerovnosti, kde
polozime 6 = E(X), dostdvame

PX = 0] < P|IX = BX)| 2 BX)] < 5555 ==

Teraz ukazeme s akou pravdepodobnost’ou je ndhodny graf k-partitny.
Veta 1.3.2. Skoro Ziadny graf nie je k-partitny.

Doékaz. Nech G,, oznacuje mnozinu vSetkych grafov z n vrcholmi. Rozdel'me
mnozinu vrcholov V grafu G € G,, do k disjunktnych mnozin. Teda V =
ViUVaU.. .UV, apre Vi, j;1 <i,j < k;i # j plati V;N'V; = 0. |V;| oznac¢me
ako t;.

Oznac¢me mnozinu vSetkych moznych k-partitnych grafov Gi. Skisme

urcit’ jej mohutnost’. Aby bol graf G k-partitny, nemoze mat’ v rdmei particii

14



ziadne hrany. Teda moéze mat’ maximalne t;.t5....t; hran. Tento vyraz
nadobuda maximum pre ¢; = 7. Particie mozeme vybrat’ k" sposobmi.* Z

predchédzajiceho vidno, ze

Gl < 3 ol

Ked’ porovname pocet k-partitinych grafov s vsetkymi grafmi dostavame

Gl _ n o(5) (%)

G.l = 93
=k 206)H=(5)
— kn'kan2+4n — 0

Podl'a definicie 1.2 dostavame platnost’ tvrdenia.

OJ
1.4 Kombinatorické odhady
e Stirlingova aproximacia faktorialu
n\" 1
| = _ = -3
" 27m<e) <1 10 T aggm T OO )> (13)

° Prenﬁoo,xﬁooa\’;—%HOplati

£ () 5, (st oo

L+5v/n<s<n 0<s<B—%yn<s

4Pri tychto vyberoch uvazujeme aj moznosti, ked’ v niektorych particidch nebudd vi-
choly - ¢ize nevzniknu k-partitné grafy. Mozeme si to v8ak dovolit’, lebo pre nase potreby

nam staci odhad zhora.

15



e Pre kombinacné ¢isla platia tieto rovnosti

=)

k

> () - (50

k k
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Kapitola 2

Z.akladné vlastnosti

k-partitného nahodného grafu

V tejto kapitole blizsie preskiimame niektoré zakladné vlastnosti k-partitnych
nahodnych grafov, aby sme ziskali lepsiu predstavu o ich struktire. Budeme
pracovat’ s pravdepodobnostnym priestorom, v ktorom grafy obsahuju danu

hranu s pravdepodobnost’ou 1/2.

2.1 Izolovanost’ vrcholov a pocet hran

Lema 2.1.1. Nech I(G) je ndhodnd premennd uréugica pocet izolovanich
vrcholov v grafe G € G, . Potom jej stredni hodnotu moézZeme vyjadrit’

nasledovne:
B(I) = =

Dékaz. Oznacéme mnozinu grafov, ktorych j-ty vrchol je izolovany ako G(j).
Sumu cez vsetky grafy z G, i, ktort dostaneme z definicie strednej hodnoty
E(I), nahradime sumou cez vSetky vrcholy, pricom sa budeme zaujimat’ o

pocet grafov, ktoré obsahuju dany izolovany vrchol.
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k

= 9= 9(5)* fp.0-(k=D)n
k.n
9(k=1).n

Lemu vyuzijeme v nasledujicej vete.
Veta 2.1.2. Takmer Ziadny graf z G, neobsahuje izolované vrcholy.

Dokaz. Pouzijeme Markovovu nerovnost’ s € = 1.

k.n

PI(G) <1 > 1 - B(I) = 1 - 555

Vyraz 2(,1‘3_—’})” =5 0 a teda P[I(G) < 1] — 1. To ale znamen4, ze takmer

ziadny graf neobsahuje izolované vrcholy.

Podobnym sposobom moézeme urcit’ pocet hran nahodného grafu z G, .

Veta 2.1.3. Nech H(G) je ndhodnd premennd oznacujica pocet hrdan grafu

G € G, . Potom H méZeme ohranicit’ nasledovne:

E\ n? \/Z E\ n? 4
S (T “ (1 =
()3 (=) o< ()3 (+45)
Dékaz. Oznac¢me mnozinu grafov G € Gy, , ktoré obsahujui j-tu hranu ako
G(j). Potom plati |G(j)| = 92(3)"*~1 1 podobne ako v predchadzajicej leme

nahradime sumu cez vsetky grafy z G, , sumou cez vSetky hrany.

'Lebo j-ta hrana v nich uréite je a ostatné hrany sa v nich mézu, ale nemusia vyskyto-

vat’.

18



V d’alsom vypocte budeme potrebovat’ aj disperziu D(H). Nech H?(G) je
ndhodna premennd, urcujica pocet dvojic hran v grafe G € G, ;. Oznacme
mnozinu vsetkych grafov, ktoré obsahuji hrany i a j ako G(i,j). Vypocitaj-
me stredntt hodnotu H*(G).

E(H*(G)) = Z |G (i,

_ p ((’;) i (’5) ) 2072 4 ()t

Poslednti rovnost’” sme dostali rozobratim nasledovnych pripadov:

e Ak i # 7, tak je (g)n2 moznosti na vyber prvej hrany a ( )n -1
(5)"n*
,le

bo dve

moznosti na vyber druhej hrany, pricom ((g) ) (( ) )
2

(k)n Predchadzajici vzt’ah musime eSte prenasobit’ 9(5)n-2

hrany su uréené pevne a ostatné mozu a nemusia vzniknut’.

e Ak i =j, tak je ( )n moznosti na vyber hrany a tato jedna hrana je

pevne urcéens .
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D(H) potom nadobiida nasledovni hodnotu:

D(H) = E(H*) — E*(H)

Na odhad poétu hrén pouzijeme CebySevovu nerovnost’:

D
PIH(G) - B(H)| <] > 1 - 270
Po dosadeni dostavame
k\ n? (5%

Chceme, aby sa predchédzajica pravdepodobnost’ blizila k 1. Takze musi

k) n?
platit’ lim <25)24 = 0. Na splnenie danej limity nam staci zvolit’ § = (g)n%
n—oo

=)< (o)

Po rozpisani poslednej nerovnice a naslednej iprave dostavame znenie vety:

(- () <nore ()50 ()om

()50 <n@< ()50

Désledok 2.1.4. Pre takmer vsetky grafy G € G, plati nerovnost’

0(G) > M(1 - f)

12 n
Doékaz. 7 vety 2.1.3 vyplyva, zZe takmer vsetky grafy z G, obsahuju viac

ako (g) %2 (1 — \/%> hran. Na druhej strane z tedrie grafov vieme, ze planarny
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graf s kn vrcholmi moze obsahovat’ maximélne 3kn—6 hran. Tym dostavame

vzt’ah pre hribku

Gz (1-/4)

o0& > =5
- gt (0 V3)

(o)

2.2 Suvislost’

Dalsou vlastnost'ou, o ktorii sa budeme zaujimat’ je stivislost’.
Veta 2.2.1. Takmer vsetky grafy z G, su sivislé

Doékaz. Oznacme mnozinu vsetkych grafov z G, j, ktoré maju aspon jeden
komponent sivislosti s ¢ vrcholmi ako G, x(t). Mozeme si vSimnut’, ze graf
G € G, je nestuvisly <= ked’ ma aspon jeden komponent suvislosti s

t < L’%"j vrcholmi. Dalej oznaéme mnozinu stvislych grafov z G ako Sy k.
L5

Z predchadzajiceho l'ahko vidno, ze plati: G, — Spx € | Gni(t), a teda
t=1
plati aj:

52 )
|Gkl = 1Snal < Y |Ga(?)] (2.1)
t=1

Odhadnime |Gy, x(t)| zhora:

Rozdel'me mnozinu vrcholov V na 2 podmnoziny Vi a V5, pre ktoré platia
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nasledovné rovnosti:

V = ViUl
0 = vinl,
Wil = ¢

Vo] = kn—t

Na rozdelenie V do V; a Vo, méme (kf) moznosti. Vypocitajme teraz
pocet moznych grafov pre dané rozdelenie. Nech je pocet vrcholov mnoziny
V) patriacich prvému komponentu t;, pocet vrcholov mnoziny V; patriacich
druhému komponentu t,, atd’. Teda plati: ¢t = t; + to + ... + tx. Pre
jednoduchost’ zapisu zavedieme funkciu h(V;) (i = 1,2), ktord vyjadruje
pocet hran vychadzajicich z vrcholov mnoziny V.

Funkcia h(V;) pocita kazdu hranu v grafe G dvakrat, a preto pocet hran

(Vi)+h(V2)
B E—

v G dostaneme ako Vysledny pocet moznych grafov pre dané

rozdelenie bude
h(V1)+h(Va)
2

Struktira G, nds nuti, aby hrany vramci V; boli iba medzi réznymi kom-

ponentami. To urcuje tvar nasledovnych vzorcov.

h(Vi) = ti.(ta+ts+ ... +tg)+to. (tr +ts+ ... +te)+. .. +tp. (B + o+ ...+ te1)

(. 7 . i -

7

vV vV Vv
t—t1 t—to t—tg

= (ht+tot+. ... +tpt)— (T +t5+...+12)
=ttt ) (4. 1)

t
= -+t +...+t])
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h(Vo) = (n—t))(n—ta+...4+n—1t)+...+

J

(k—l):l’—t—f—tl
—|—(n—tk)(n—t1—|—n—t2+...+n—tk_1)

(& J/

(k—l);r—t-i—tk
= k=-1Dn*—tn—ty(k—2)n—1t)—ti+... +
Prv;’élen

+(k—=1)m* —tn—t,((k—2)n —t) — t;

-

~
Posledny ¢len

= kn(k—1n—-t)—(k=2n—t)(t1 +ta+...+tp) — (5 +15+ ...

= kn(k—1Dn—t)—(k—=2nt+t*— (3 +2+... +13)
= kn.((k—1)n—2t) —2nt+t>— (5 +t5+... +13)

Teda pocet vsetkych moznych grafov pre dané rozdelenie je:

2(S)nQf(k+1)nt7nt+t27(t§+t§+...+ti)

Teraz mozeme urcit’ aj |G, . (f)[:

|G ()] = (kn) o(5)n —(k+ Dnt+1>—(F +3+..+17)
n, " .

Po dosadeni do vzt’ahu (2.1) dostdvame:

L& ]
|Grk| — i <kn>_2(§)n2(’€+l)nt+t2(t%+t%+,,,+ti)
’ t

t=1

’Sn,k|

v

1S ] 2l LZ

> 1= - (kn) o~ (ktD)nt+t?—(tF+3+..+3)
‘Gn,k| N 2(5)”2 — t

t

Ozna¢me vyraz (kt").2_("’H)”th_(t%“g*'*t%) ako f(t). Mozeme si vSimnut,
zepret € <1, L’%"D plati £ ng)

t
. <1
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ft+1) ( ks ) 9= (k+)n(t+1)+(t4+1) =t +t5+...+ (i +1) > +...+17)

e (2.2)
f(t) (ktn) 9= (k+1)nt+t2—(t+t5+...+t] +...+17)
_ (kn —1) 9= (k+1)n—2ti42¢ (2.3)
(t+1) '

Majme jedno z rozdeleni vrcholov do mnozin V; a V; vo funkcii f(¢t + 1).
Nech sa (t + 1)-vy vrchol z mnoziny V; v tomto rozdeleni nachadza v i-tej
particii.2 Tento predpoklad vyuzijeme vo vatahu (2 + 12+ ... + (t; + 1)* +
...+ t2) v citateli vyrazu (2.2).

Vzt'ah (2.3) nadobuda pre t € <1, L"%"D hodnoty mensie ako 1, a teda
vietky f(t) moézeme zhora odhadnit’ pomocou f(1). Teda:

1552

|Sn,k:| > 1_ Z (kn).Q(kJrl)m‘thQ(t%+t§+.‘.+ti)

Gurl = T 2
k
> 1--f(1)
— 1 . k2n2'2—(k+l)n—1 —>1

n—oo

Poslednti rovnost’ sme dostali dosadenim za f(1). Predpokladali sme, ze je-
diny vrchol v mnozine V; sa pre f(1) nachddza v j-tej particii.®

‘Sn,k"

Fakt, ze (- ==-1 dokazuje podl'a vzt'ahu (1.1) nase tvrdenie.

2.3 FEulerovskost’

Lema 2.3.1. Skoro vsetky grafy z G, i obsahuji vrchol s nepdrnym stupriom.

2Tento predpoklad je uréeny rozdelenim vrcholov medzi mnoziny Vi a V. Pre iné
rozdelenie vrcholov moéze byt’ (¢4 1)-vy vrchol v inej particii, a preto uvazujeme vseobecne
o i-tej particii.

3Podobne ako vo vyraze (2.2) aj tu je tento predpoklad zavisly od daného rozdelenia

vrcholov medzi mnoziny Via Vs, a preto uvazujeme vSeobecne o j-tej particii.
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Dékaz. Nech ndhodnd premennd N (G) vyjadruje pocet vrcholov s nepdrnym
stuptiom v grafe GG. Pri urcovani jej strednej hodnoty pouzijeme pomocni

ndhodnu premennu X'?(G), ktora nadobida nasledovné hodnoty.

XyP(G) =1 ak v € G, a M4 neparny stupen
XyP(G)=0 inak

Strednd hodnota X!'*P(G) sa rovné pravdepodobnosti pripadu, ze vrchol v
m4 v grafe G nepdrny stupeii. Nech G,(j) je mnozina vsetkych grafov, v

ktorych ma vrchol v stupen j.

E(X]}?) = P[ve V(G) a md neparny stupeii
— 9=, > 1G]
j mod 2=1
(k—1)n
k — 1)’/1, kY, 2
= o) ( 2(5)n*~(k=1)n 2.4
2 (o 24)
h=0
1
_ 27(k71)n.2(k71)n71 _ = 2.5
: (25)

Vzt’ah (2.4) dostdvame pomocou nasledovnych uvah - z (k — 1)n hran,

ktoré mozu incidovat’ s v vyberieme 2h + 1, ktoré s nim naozaj incidovat’ bu-

I; n?—(k—1)n

di. To uréi stupen vrchola. Ostatné hrany dourcime 2(3) sposobmi.

Vo vzt'ahu (2.5) sme vyuzili vzorec (1.6).

Teraz vypocitajme E(N)

E(N) = E( 3 X;“fp>

= D, B

UGGn,k

kn

- 5 mox X

4Je to sposobené tym, ze nadobiida iba hodnoty 0 a 1.
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Platnost’ E(N')5=s*00, nehovori ni¢ o pravdepodobnosti P[./\f > 1}.
Moze totiz nastat’ pripad, ze pre par grafov G je N(G) vysoké a pre ostatné
grafy G’ bude platit’ N(G’) = 0. Aby sme dokdzali, ze v nasom pripade
tato situdcia nenastala, musime vypocitat® disperiziu D(N), ktord urcuje
odchylku A od strednej hodnoty E(N). Pouzitim lemy 1.3.1 ukdzeme, ze
vysSie opisand situdcia nenastane, a teda plati nase tvrdenie. Na to, aby sme
mohli pouzit’ lemu 1.3.1 vsak potrebujeme splnit’ jej predpoklady - pre n —

oo musi platit’ vzt’ah 5(%)2 — 0. Na urcenie D(N) je potrebné vypocitat’

stredni hodnotu kvadratu ndhodnej premennej A (podl'a pozndmky 1.1.11).
Nech N%(G) vyjadruje pocet dvojic vrcholov s nepdrnym stupiiom v grafe
G. Majme pomocni ndhodnt premenni X}P(G), ktord bude nadobuidat’

nasledovné hodnoty:

Xoh(G) = ak u aj v ma neparny stupen

1
Xo(G)=0 inak
Jej strednt hodnotu vyjadrime podl'a toho, v akom vzt’ahu st u a v.
e Ak u = v, tak plati

1
B(X) = B(X37) = 3

e Ak u # v, ale su v rovnakej particii, tak vybery incidentnych hran pre

oba vrcholy s iplne nezavislé a plati

(k—1)n (k—1)n
E<Xnep) _ kl ) Z (k _ 1)n ‘ Z (k' — 1)n ‘2(’;)n272(k71)n
o o(5)n? " < 20+ 1 , 27 +1
=0 7=0
— 2(1671)7171 Z(kfl)nfl 272(1671)71 — 1

e Ak uw # v a su v roznych particiach, tak mézu byt’ spojené hranou -

vybery hran od seba zavisia, a teda plati
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B = - (1>( ((k;alinl— 1>_ ((k . 1)>

(k—1)n—1 (k—1)n—1
N Z (k—1)n—1 (k—=1)n—1 o(5)n2=2(k=1)n+1
2c 2d
c=0 d=0
1

n?—2(k—1)n+1

N T

= ——.2.20n=2 plk=ln=2 9
(2)”

V danom grafe najprv urcime, ¢i je medzi v a v hrana. Ak je, tak
pre u a v vyberieme parny pocet d’alsich hran. Musime si uvedomit’,
ze je o jednu moznost’ vyberu hrany menej (hrana (u, v) je uz uréend).
Naopak ak medzi u a v hrana nie je, tak vyberieme neparny pocet hran

pre u aj v.

Teraz lahko uréime strednii hodnotu E(N?)

BNV = B( Y X

u,vEG, &

= ) EX (2.6)

u,v€EG, &

1 1. (n 1/(k
= élm + Zk(2> 24 1 (2> 2n?
k*n? + kn
4
Na vyber jedného vrchola mame totiz kn moznosti, na vyber dvoch vrcho-
lov z rovnakej particie mame k:(g)? moznosti a na vyber vrcholov z roznych
particii mame (g) n%.2 moznosti.’

Teraz skisme, ¢i N spfﬁa predpoklady lemy 1.3.1.

>V sume vo vzorci (2.6) sa totiz zaujimame aj o poradie v akom st u a v vybraté. Preto

sme museli dané dva s¢itance prenasobit’ dvomi.
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D)

E2(N)

4.(k*n® + kn — k*n?)
4.k?n?

kn
k2n?
- k’?’L n—oo

Predpoklady lemy 1.3.1 su splnené a teda naSe tvrdenie plati.

Ako dosledok lemy dostavame dolezitejsie tvrdenie.
Veta 2.3.2. Takmer Ziadny graf z G, nie je eulerovsky.

Dokaz. 7 teorie grafov vieme, ze graf je eulerovsky prave vtedy, ked’ je
suvisly a vSetky jeho vrcholy maju parny stupen. Z lemy 2.3.1, vSak vieme, ze
takmer vsetky grafy G € G, ,, maji aspon jeden vrchol s neparnym stupnom,

a preto nemozu byt eulerovské.

2.4 Stupne vrcholov

Veta 2.4.1. Pre skoro kazdy graf G € G, plati

AG) < %(k: )+ %\/Q(k: ~ (k= n

12(k—1)n e(n)\/(k—1)n
8 In(k — 1)n ln(k =L + 2In(k — 1)n

kde o(n) je lubovol'nd funkcia, ktord sa pre n — oo blizi k oo a plati p(n) =

o(Inln(k — 1)n).
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Dékaz. Nech G, je mnozina grafov, ktoré maju stupen vrchola v rovny ¢.

Gual = (17, )

Nech G, 4, je mnozina grafov, v ktorych mé vrchol v stupen aspon ¢,. Oznac-

me mnozinu takychto grafov G, ;,. Lahko vidno, ze

(k-1)
‘Gv,t0| S Z |Gv,t‘

t=to
(k—=1)n
t
t=to
(k—1)n
2 k—1
t=to

Na vypocet vyrazu (2.7) pouzijeme upraveny vzorec (1.4)

k1 2(k—1)n 2
> (")iset e
S
G=bn 2 [(k—1)n<s<(k—1)n o

;. 23 C e
Tento vzorec plati iba pre x == 00 a pre Jo—m — 0. Existuje viacero

vyrazov, ktoré spiﬁajli tieto podmienky. Aby sme uréili ¢o najpresnejsie
ohranicenie pre A(G), potrebujeme vybrat’ najmensi z nich. Nech ¢(n) je
T'ubovol'na funkcia, pre ktord plati ¢(n) s=s 00 a ¢(n) = o(Inln(k — 1)n).

Budeme uvazovat’

T = \/21n(l{—1)n—i—lnln(l{;_l)n+ @(n)

V2 _e)
In(k —1)n In(k —1)n

Tento vyraz spiia podmienky pre vzorec (2.8) a teda plati
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|Gotol ~ 2@)”2—(’“—1)”'2_'6—%

9(5)n? VIn (k= Dny/In (k — Dn

- V2r (k—1Dn(v2In(k—1)n— tinln(k — 1)n + ¢(n)).e(mv2
k n2
~ 2(2) .eflp(n)ﬂ

2(k — 1)ny/m

Nech Gy, je mnozina vsetkych grafov, ktoré obsahuju aspon jeden vrchol so

stupniom aspon ty (tieto grafy maju A(G) > tg). Z predchadzajiceho vidno,

ze
o(5)n?
G| ~ kn——— V2
Gl "ok — Dnyr©
N (3 L B

2k — 1)/7

Porovnajme teraz pocet tychto grafov so vSetkymi moznymi grafmi:

1Gul ok ez (b
Gl 2k — )/
k
M V2
2k — D/m e

Takmer vsetky grafy teda maji A(G) < to pre dané x. Teraz uz len uréime

to. Zo vzorca (2.8) vidno
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1 x

= ; n+ = \/2 —1)nln(k — 1)n
- E—E@Ziﬁqmmk—nn+wm)(k_mn
8/In(k — 1)n 2In(k — 1)n

¢o dokazuje vetu.

Podobnym sp6sobom moézeme ohranicit’ aj minimalny stupen grafu w(G).

Veta 2.4.2. Pre skoro kazdy graf G € G, plati

w(G) > —1n——\/2 —)nln(k —1)n
E—E@ZiLJMMk—Un—¢m>(k_D”
8 /In(k — 1)n 2In(k — 1)n

kde o(n) je lubovol'nd funkcia, ktord sa pre n — oo blizi k oo a plati p(n) =
o(lnln(k — 1)n).

Dokaz. Nech G;Jfo je mnozina grafov, v ktorych ma vrchol v stupen mensi

ako tg. Podobne ako v predchadzajicej vete plati

G| = 28—t i ((k ’ 1)n)

t=0

Tento vyraz opit’ odhadneme pomocou upraveného vzorca (1.4).

kE—1 ok—ln o
3 << )”> ~ e T (2.9)
S T/ 21
o<s<®2n 2 /(k_1)n

Pre dosiahnutie najpresnejsiecho odhadu pre w(G) musime vyuzit’ ¢o naj-

mensie® z, ktoré splni podmienky = == 00 a — 0. Opét’ vyuzijeme

3
(k—1)n

.....

takze ho potrebujeme minimalizovat’.
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z=+/2In(k - 1)n - iﬁ Inln(k — 1)n + —lng(plf;n—) o

pricom ¢(n) je 'ubovolné funkcia, pre ktort plati p(n) 5555 00 a ¢(n) =
o(Inln(k — 1)n).

Rovnako ako v predchédzajicej vete urcime

Gl ~ R
v,to

20k — Dnym <

a nasledne aj

G ot B otva

2(k — 1)/7
kde G;O je mnozina vsetkych grafov, ktoré maji minimélny stupen vrcholov

mensi ako t5. Ked'ze

|G;0| -~ k e—go(n)\/i -0
Gkl 2(k—1)/7 nee

tak mozeme povedat’; ze takmer ziadny graf neobsahuje vrcholy so stupnom

mensim alebo rovnym .

Ostédva ndm urcit’ ¢o. Urobime to pomocou vzorca (2.9).
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Dosledok 2.4.3. Vety 2.4.1 a 2.4.2 okrem iného ukazuju, Ze vrcholy takmer
vsetkych grafov G € Gy, maji stupen ohraniceny nasledovnymi nerovnost’a-

mi

1
dega(v) < 2(k—1n+ \/2 (k—1)nln(k —1)n

1 \2(k—1)n e(n)\/(k—1)n
-8 In(k — 1)n i ln(k =L + 2In(k —1)n
degg(v) > ; n — —\/2 —nln(k —1)n
+ l—z(k —Un Inln(k — 1)n — Py (k= Dn
8/In(k —1)n 2In(k — 1)n

2.5 Cesty a kruznice v k-partitnom grafe

Veta 2.5.1. Skoro Ziadny graf z G, neobsahuge viac ako n®.Inn ciest dl/éky
2.

Doékaz. Nech ndhodnd premennd Cy(G) vyjadruje pocet ciest dIZky 2 v grafe
G € G, anech G,(C) je mnozina vietkych grafov, ktoré obsahujui cestu C.

Potom:

E(Cy) = Z C2(Gi).-P(Gy)

GiEGn,k

= 27()”, Z G (C)

k

- 2*(2)"2.2(k)"2*2 Sk = Dn.((k = 2)n + (n = 1)) (2.10)

- (g) ”ZQ((/g —1n—1) (2.11)

Pre vytvorenie vzorca v rovnici (2.10) sme zohl'adnili nasledujice fakty:
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e Dve hrany sd pevne urcené a ostatné mozu, ale nemusia vzniknut’:
k\,,2
2(2)71 —2

e Vzorec pocita kazdu cestu 2-krat (z oboch smerov), a preto ho musime

vydelit’ dvoma.

e Na vyber prvého a druhého vrchola, medzi ktorymi bude prva hrana
cesty je kn.(k — 1)n moznosti (lebo ndm staci iba vybrat’ dve particie

a dva vrcholy v nich)

e Vyber tretieho vrchola je zlozitejsi, lebo bud’ vyberieme tretiu particiu,
alebo sa vratime pri tomto vybere do prvej particie. Z toho vyplyva
vzorec ((k—2)n+ (n — 1))

Po pouzit{ Markovovskej nerovnosti s € = n® Inn a rovnosti (2.11) dostdvame:

k k
3 (2)(k — ) B (2)
PGy 2 nInn] < 41lnn dnlnn

Pre n — oo nadobida posledny vyraz hodnotu 0 a teda pravdepodobnost’,

7e v grafe G je viac ako n®Inn hrén je 0.

OJ
Veta 2.5.2. Skoro Ziadny graf z G, neobsahuje viac ako n®Inn kruznic
dizky 3.

Dokaz.

Nech ndhodné premennd K3(G) vyjadruje pocet kruznic dizky 3 v grafe
G € G, anech je mnozina G, (K) zlozena z grafov, ktoré obsahuju kruznicu
K. Potom:

E(K;) = Y K3(Gy).P(Gy)

G¢€Gn7k

= 273 |G (K)|

= 9= (3)n* o(5)n*-3, (g) n® (2.12)

- -
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Vzt’ahy v rovnici (2.12) dostdvame z nasledovného:

e Tri hrany su pevne urcené a ostatné mozu, ale nemusia vzniknut’:

e Na vyber troch vrcholov tvoriacich kruznicu ndm treba (lg) n? hran (lebo
struktira nasho modelu nas niti, aby kazdy z tychto vrcholov bol v inej

particii).

Pouzijeme Makrovovski nerovnost’ s € = n®Inn a vzt'ahom (2.13):

k\ 3 k
3 (3)” _ (3)
PlKs = nnn] < 8n3lnn  8lnn

Podobne ako v predchadzajicom pripade sa poslednad rovnost’ pre n — oo

blizi k 0, ¢o dokazuje nase tvrdenie.
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Kapitola 3

Zovseobecneny

pravdepodobnostny priestor

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ zovseobecnenym pravdepodobnost-
nym priestorom - hrany budd v grafoch obsiahnuté s pravdepodobnost’ou
0 < p < 1. Pravdepodobnost’, s ktorou dana hrana nie je obsiahnutéd v grafe
GG, oznacime q. Dahko vidno, ze ¢ = 1—p. Tento pravdepodobnostny priestor
budeme oznacovat’ G, i .-

Uvazujme dve konStantné pravdepodobnosti p a p’, s ktorymi su hrany
obsiahnuté v grafe G. Zist'ujeme, ze pre p a p’ platia rovnaké tvrdenia.
Tento fakt by nas mohol priviest’ k nazoru, ze vlastnosti nahodnych grafov
nezavisia na pravdepodobnosti vzniku hran. Nie je to vSak celkom pravda.
Pri konstatnych rozdieloch pravdepodobnosti sa zmeny neprejavia. Vlast-
nosti grafov sa menia az pre pravdepodobnosti, ktoré sa s n — oo blizia k
0. Fakt, ze konStantna zmena pravdepodobnosti nezmeni vlastnosti grafov
je prirodzeny, lebo ked’ sa pozrieme na dokazy z predchadzajicej kapitoly,
zistime, ze hodnoty strednych hodnot a disperzii nahodnych premennych po-
uzitych pri vypoctoch boli asymptotické a zaviseli od n — co. Preto rozdiel
v konstantach nemohol radikalne zmenit’ vysledok.

V d’alsom texte sa teda budeme zaoberat’ pravdepodobnost’ami vzniku

hrén, ktoré zavisia od n. Formalne budeme pisat’, ze pravdepodobnost’ vzni-
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ku hrén je funkcia p(n). Pozrime sa teda, ako sa menia vlastnosti vzhl'adom
na pouzitu pravdepodobnost’. Vo vSeobecnych grafoch s n vrcholmi sa v za-
vislosti na n postupne objavujui jednotlivé vlastnosti a v literatire sa casto
tento jav prirovndva k evolicii organizmov. Pri p(n) = n™? sa v ndhodnych

grafoch objavujt prvé hrany a pri pravdepodobnosti y/n.n =2

maju grafy sko-
ro ur¢ite komponent s viac ako dvomi vrcholmi. Postupne vznikaji aj d’alsie
komponenty a rastti do stromov. Pri pravdepodobnosti n=! sa objavuji
prvé cykly. Postupne sa jednotlivé komponenty zacni prekrizovat’ a vznik-
ne neplanarny graf az napokon jeden komponent pojme vsetky ostatné a pri
pravdepodobnosti In n.n! je graf skoro uré¢ite stvisly. Pre pravdepodobnost’
(1+¢€)Inn.n~! dokonca vznikad Hamiltonovsky cyklus.

Navyse sa ukdzalo, Ze vicSina vlastnosti sa sprava monoténne a skokovito?
t.j. pre danu vlastnost’ existuje urcita hranica, pricom pre pravdepodobnos-
ti mensie ako tato hranica takmer ziadny graf danu vlastnost’” neméa a pre
pravdepodobnosti vécsie ako tato hranica takmer vsetky grafy dani vlast-
nost’ maju. Dand hranicu nazveme prahova funkcia. V [4] ju definuje autor

nasledovne.

Definicia 3.1.3. Redlnu funkciu t(n) taki, Ze t(n) # 0 pre vSetky n, nazgva-
me prahovou funkciou vlastnosti F, ak nasledujice rovnosti platia pre vsetky

p(n) a G € Gy

t(n)

p(n)

lim P[G € F] = n
1 akt(—n)—>oop7"en—>oo

n—oo

{0 akm—ﬂ)pren—mxa

Z predchadzajicej definicie je vidno, ze aj vSetky kladné konstanté nasob-
ky prahovej funkcie su prahovymi funkciami pre dant vlastnost’. Definicia je
teda necitliva vzhl'adom na konstanty. Prahovi funkciu mozeme zadefinovat’
citlivi aj na konstanty (napriklad ako to bolo treba na odliSenie spojitosti a
Hamiltonovskosti v predchadzajicom odseku), ale pre vaésinu vlastnosti to

nema vyznam.

1V poslednej &asti tejto prace vsak ukdzeme aj vlastnost’, ktord sa takto nespriva a

musi byt’ popisand zlozitejsSim aparatom.
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Stretdavame sa vsak aj s vlastnost’ami, ktoré sa spravaji presne naopak.
Pre pravdepodobnosti mensie ako prahova funkcia takmer vsetky grafy danui
vlastnost’ majui a pre pravdepodobnosti vicsie ako prahova funkcia takmer
ziadny graf vlastnost’ nema. To nas vedie k zovSeobecneniu definicie prahovej
funkcie. Nasa definicia bude necitliva aj na neklesajicost’ pravdepodobnosti
pre danu vlastnost’. Namiesto neklesajicosti nam postaci monoténnost’ -

oproti povodnej definicii bude moct’ nastat’ aj pripad

(n)
0 ak%ﬁooprenﬁoo

lim P[G € F] =

n—oo

{1 ak@—%)pren%oo

ale budeme vyzadovat’, ze pre jednu vlastnost’ moze nastat’ iba jedna z tychto
dvoch situdcii (inymi slovami prahové funkcia stale musi oddel'ovat’ grafy s

danou vlastnost’ou a bez nej).

Definicia 3.1.4. Redlnu funkciu t(n) taki, Ze t(n) # 0 pre vsetky n, nazjva-
me prahovou funkciou vlastnosti F, ak pre vsetky p(n) a G € G, nastdva

jeden z pripadov:

ak%%Opren—M)o

n—oo

0
limP[GE}"]:{l

ak%ﬁooprenﬁoo

alebo

lim P[G € F] = n)

n—o0

{1 aki@—ﬂ)prenﬁoo

0 ak%ﬁooprenﬂoo

Aby sme dokazali, ze nejaka vlastnost’” F mé prahoviu funkciu, treba ukazat’
platnost’ oboch rovnosti z definicie prahovej funkcie. Najprv zistime, ktoru
cast’ definicie dana vlastnost’ spiﬁa. Néjdeme si ndhodni premenni, ktora
charakterizuje dant vlastnost’.? Zistime ako sa sprava strednd hodnota tej-
to nahodnej premennej v Gy, ;1/2. Ak sa pre konstantni pravdepodobnost’

strednd hodnota blizi k 0, tak vlastnost’ spfﬁa druhi podmienku z definicie

2T4to ndhodné premennd bude nadobidat’ kladné hodnoty iba pre grafy s danou vlast-

nost’ou.
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prahovej funkcie. V opa¢nom pripade spfﬁa prvia podmienku. Teraz néjde-
me prislichajicu prahovi funkciu a dokazeme, ze spfﬁa obe rovnosti z danej
casti definfcie 3.1.4. Struktiru dokazu si ukdzeme pre prvy pripad z definicie
3.1.4.

e Ukazeme, ze pre % — 0 skoro ziadny graf z G,, ., nema vlastnost’ F.
Nech X je charakterizujica ndhodnd premenns® pre dani vlastnost’.
Aby sme ohranicili pravdepodobnost’ P[X > 1] vyuzijeme Markovovu
nerovnost’ s e = 1. Ak plati vyraz lim E(X) = 0, tak X(G) moze byt’
pozitivne (a teda rovné aspon 1) 7lle—iloopre maly pocet grafov z G, . p.
To ale znamend, ze vicsina grafov vlastnost’ F nemda. Odhad E(X)
sa robi I'ahsie ako odhad samotnej X (G), lebo nemusime uvazovat’ isté

faktory ako su nezavislost’ a nekompatibilnost’ udalosti.

e Druha cast’ dokazu je troska komplikovanejsia. Na to aby sme dokazali,
ze lim P[X > 1] = 1 nestadi iba ohranicit’ £(X) zdola, lebo X (G) nie
je ggli);niéené zhora a moze nastat’ pripad, ze pre malo grafov G ma
X (G) velki hodnotu a pre vsetky ostatné sa X(G) = 0. To nas vedie
k pouzitiu disperzie D(X). Disperzia urc¢uje ako vel'mi sa X (G) lisi od
E(X), respektive z Cebysevovej nerovnosti 'ahko uréime pravdepodob-
nost’ s akou sa X(G) a E(X) lisia o dant §. NavySe mozeme vyuzit’
lemu 1.3.1, ktora priamo dokéze pozadované tvrdenie. Problémom na
tomto postupe je obtiaznost’ vyjadrenia disperzie D(X). Na vypocet
disperzie totiz potrebujeme urcit’ stredni hodnotu kvadratu ndhodnej
premennej (veta 1.1.11) a to moze byt’ pre zlozitejsie vlastnosti t'azké.

Casto sa disperzia ani neda vyjadrit’ presne a musime sa uspokojit’ s

odhadmi - to ale nijako neovplyvni vysledok.

Dokaz pre pripad, ze vlastnost’ spiﬁa druhd podmienku z definicie 3.1.4 sa

bude robit’ symetricky.

3Pripominame, ze charakterizujica ndhodna premenns nadobtda kladné hodnoty iba

pre grafy z vlastnost’'ou F.
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3.2 Izolované vrcholy

Veta 3.2.1. Nech F oznacuje vlastnost’, ze graf G € Gy, obsahuje izolo-

vany vrchol. Potom t(n) = 11(1kk+11;m je prahovd funkcia pre F.

Doékaz. Vytvorime ndhodni premenni X,(G), ktord bude mat’ dve mozné
hodnoty:

X, (G) =1 ak v € V(G) a je izolovany

X, (G)=0 inak

Ked'ze X,(G) nadobuda iba hodnoty 0 a 1, tak plati
E(X,) = P[v € V(G) a je izolovany]

Teda na vyjadrenie vzorca pre E(X,) si ndm staci uvedomit’, ze izolovany
vrchol v nemodze mat’ susedov, z ¢oho vyplyva, ze v grafe bude o (kK — 1)n
hran mene;j:

E(X,) = q¢* "

Nech Z,(G) je nahodnéd premennd urcujica pocet izolovanych vrcholov

grafu G. Z predchadzajiceho vyplyvaji nasledovné vzorce:

L,(G) = Z Ay
veV(G)
BE(I,) = E( 3 X)
veV (G
= kn.qk 1)

Teraz dokazme, ze t(n) je naozaj prahovou funkciou. Pre konstantni
pravdepodobnost’ p plati E(Z,) w=s 0. Izolovanost’ vrcholov bude teda

n—oo

spiﬁat’ druht podmienku z definicie prahovej funkcie:

lim P[G obsahuje izolovany vrchol] =

n—oo

{0 akf((—z))ﬂoopreneoo

1 ak%—%)pren%oo

Tieto vzt’ahy dokazeme podl'a postupu, ktory sme uvadzali na zaciatku tejto

kapitoly.
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1. Na dokaz faktu, ze pre pravdepodobnosti asymptoticky vécsie ako t(n)
takmer ziadny graf neobsahuje izolované vrcholy nam staci dokazat’, ze
E (Ip) = 0

PIT, > 1] < B(T,) = kn(1—p(n))* " = kn(1 -
V poslednej rovnosti sme dosadili p(n) = yt(n) (¢ize v = IL"))) A teda:

Ink +Inn), *=1"
lim kn(l — M) — lim kn.ef'y.(lnk+lnn)

Posledny vyraz sa pre n — oo a v — oo blizi k 0, ¢o sme chceli dokazat’.

2. Druhd podmienka, ktort musi ¢(n) podl'a nasej definicie splitat’ je, Ze
takmer vSetky grafy, ktoré vznikli s pravdepodobnost’ou asymptoticky
mensou ako je t(n) obsahuju izolovany vrchol. Na to ale podla lemy
1.3.1 treba dokazat’ vzt’ah

DI
EX(Z,) "

0

Potrebujeme vypocitat’ dispeziu. Zavedieme novi ndhodni premennt
X, (G), ktord nadobida nasledovné hodnoty

Xuo(G)
Xuo(G) =0 inak

)

1 ak u,v € V(G) a su izolované

Jej strednd hodnota sa rovna pravdepodobnosti, ze dané dva vrcholy

st izolované v danom grafe. Tu vSak vznika viacero pripadov.

glk=m ak u=wv
E(X,,) =< ¢**k-bn ak u # v, ale st v jednej particii
GP*=Dn=1 ak u # v a st v roznych particidch
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Zaved'me d’alsiu ndhodnu premennt, Iz(G), ktord bude urcovat’ pocet
dvojic izolovanych vrcholov v grafe G. Jej stredni hodnotu vypocitame

nasledovne.

E(I?) = E(Z Yo 7,1)

g€G heG

= Y B, (3.1

g€G hed

= kn.g® b 4 k(g) 2=Dn (g) n? 2k—Dn-1

Posledni rovnost’ sme dostali rozobratim jednotlivych pripadov.

(a) Moznosti, ze u = v je kn a ich pravdepodobnost’ je ¢*=1".

b) Moznosti, ze u # v, ale su v jednej particii* je k(%).2 a ich prav-
2

depodobnost’ je g2k—1n,

> ;> . ~ 2 . k\, .2 .
) )
(c) Moznosti, ze u # v a su v roznych particiach je (2)n 2 a ich

pravdepodobnost’ je ¢?F~1n—1,

Teraz mozeme vypocitat’ disperziu D(Z,)

D(1,) = E(I;) - E(L,)’
n k
= kn.q(k_l)” + k(z)Q-QQ(k_l)n + (2) 2n2.q2(k—1)n—1 _ k‘2n2.q2(k_1)n

1 1
= qZ(k_l)".<k;n.q_(k_1)” + (— - 1) k*n? + (1 - —)kn2 - kn)
q q

= kb, (kn.q’(kfl)” + (B) k*n? — (]—)) kn? — kn)
q q

4V sume (3.1) poéitame kazdi dvojicu vrcholov dvakrét a teda pocet moznosti musime

vynasobit’ dvomi.
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D(Z,)
E2(Z,)
g?=n, (k:n.q_(k_l)” + §k2n2 — %knz — k’n)

k2n2.q2(k=1n

|
N
I
=]
IA

_opk=p 11
B kq kn ' kng2k-Dn
Inn+Ink
B (k—l)% _L_i_ .
k;<1 — W) kn  kn(l — 'y—h(l;_"'ll)nnk)(k—l)n
_ v(Inn + Ink) 1 R

kn —ky(Inn+Ink) kn

Pren — oo ay = p(n)/t(n) +=s 0 nadobida posledny vyraz hodnotu

0. Tym sme dokazali aj druhti podmienku z definicie prahovej funkcie.

O

3.3 Existencia hran

Veta 3.3.1. Nech F oznacuje vlastnost’, Ze graf G € Gy, obsahuje aspon
1 hranu. Potom t(n) = (,C);Q je prahovd funkcia pre F.
9 n

Doékaz. Nech X,(G) je ndhodna premennd, ktora bude mat’ nasledovné

hodnoty:

Xp(G)=1 akhe E(G)
Xn(G)=0 inak

Lahko vidno, ze strednd hodnota F(X}) sa rovnd pravdepodobnosti s akou

je hrana h obsiahnuta v grafe G.

E(Xy) =p
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Zadefinujme ndhodnu premenni H,(G), ktora bude urc¢ovat’ pocet hran grafu

G. Vyjadrime jej stredni hodnotu.

k
B340 = X B = (5 )
Pre vyjadrenie disperzie budeme potrebovat’ d’alsie dve nahodné premenné:

e X, 1(G) je premennd, ktora nadobuda nasledovné hodnoty:

X,u(@) =1 akgheEQG)
Xyn(G)=0 inak

Jej stredna hodnota sa rovna pravdepodobnosti vzniku hran g a h v

grafe G. Mozu nastat’ dva pripady.

p akg=h
E(Xg,h) = { . J
p° inak

e Premennti oznacujicu pocet dvojic hran oznac¢me H,*(G).

B = B(Y Y X,u(6))

g€G heG

= Z Z E(Xg,h)

g€G heG

K\ of (K 2 2 LA
= —1
() () ) ()
Poslednti rovnost’ sme dostali po zvazeni nasledovnych faktov:
— Ak g = h tak je jedna hrana uréend (pravdepodobnost’ p) a zvolit’
ju mozeme (5)n? sposobmi.
— Ak g # h tak st ur¢ené dve hrany (pravdepodobnost’ p?) a zvolit’

ich mozeme ('2“) n2<(§) n? — 1> sposobmi.
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Pomocou danych ndhodnych premennych mézeme vypocitat’ D(H,)

P

() (o ()
- (- () Qe (o

= (g) n?p(1 - p)

Overme teraz platnost’ nasho tvrdenia.

D<Hp) = E(H2)_E2(Hp)

Pre konstantné p(n) plati E(H,) s=s 00, z Coho vyplyva, ze pre praho-

v funkciu musi platit’

0 ak 2% — 0 pre n — oo
lim P[G € F] = o P
n—00 ak B — oo pre n — oo

t(n)

Dokazme to.
1. Nech v = p(n)/t(n) s=s 0. Potom plati

P[H,>1] < E(H,)

- (S) n%@

Y = 0

2. Nech v = p(n)/t(n) === 00. Potom plati

_ D(H,)
P[H,=0] < )
O ()
(5)27’472 (g)lznz;
1




Funkcia t(n) spfﬁa obe podmienky z definicie a teda je prahovou funkciou

pre existenciu hran.

O

3.4 Izolovanost’ hran

Veta 3.4.1. Nech F oznacuje vlastnost’, Ze neprdzdny graf G € Gy, obsa-

huje izolovani hranu. Potom t(n) = W je prahovd funkcia pre F.
Dékaz. Majme ndhodni premenni X, (G), ktord nadobtda nasledovné hod-
noty:

Xn(G) =1 ak h € F(G) a je izolovana

X,(G)=0  inak
Ked'ze X),(G) nadobida iba hodnoty 0 a 1, platia nasledobné vzt’ahy:

E(X,) = Plhe€ E(G) a je izolovand]

— A ne)
Nech H;(G) je ndhodna premennd urc¢ujica pocet izolovanych hrén v grafe.

Jej stredni hodnotu mozeme vyjadrit’ nasledovne:

B(H,) = E(Z Xh<a>) _ (’;) . =)

heE

Skusme teraz vybrat’ spravnu prahovi funkciu:

1. Uvazujme konstantné p(n) = P (P € (0,1)).

lim E(H,) = (’;) n?P(1 — p)*h—tn=2

n—oo

Posledny vzt’ah sa pre n — oo blizi k 0. Prahova funkcia musi preto
spiﬁat’ tieto podmienky

t(n)

1 ak%HOprenﬁoo

lim P[G obsahuje izolovani hranu] =

{0 akM—M)oprenHoo
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2. Moznost’ou, ktora sa zda byt’ spravna je t(n) = O
2 n

Skutocne

‘ ' B, 1 1\ 20k—Dn—2
o= g () e (- a)

2 2
¢o indikuje, ze pre pravdepodobnosti asymptoticky mensie ako ¢(n) tak-
mer ziadny graf nebude obsahovat’ izolovani hranu. Tato funkcia vsak
nevyhovuje podmienke, ze pre vSetky pravdepodobnosti p asymptotic-
ky vécsie ako t(n) je nh_)IIOlO D(H;)/E*(H;) = 0, a teda to nie je prahovd

funkcia.

3. Aby sme dosiahli, ze pre prahovi funkciu ¢(n) bude platit’

lim E(H;) = 1, tak po odmyslen{ konstant® ziskavame rovnost’:

n—od

n.T = e’ pre n — oo, pricom T = t(n).n

/ . s e, . T . . 1
Jednym spravnym rieSenim rovnice n.T" = e’ je prave t(n) = -5 (z

pripadu 2), ale ako sme uz povedali, tak toto nie je prahova funkcia.

Problém je v tom, ze druhé riesenie danej rovnice nema algebraicky
zapis a tak ho moézeme iba odhadnut’. Odhad druhého rieSenia ma na-
sledovny tvar:

T=lnn+Inlnn

nT = e’

n.(Inn +Inlnn) = emr.eton

Inn+Inlnn = Ilnn
Inlnn
= 1
Inn
Inlnn

Pre n — oo plati — 0 a rovnost’ plati.

Inn

Pre jednoduchost’ vysledkov zjednodusime tvar E(H;) na E(H;) = n?p.(1 — p)™.

Moézeme si to dovolit’, lebo nasa definicia prahovej funkcie nie je citliva na konstanty.

6Vyuzili sme fakt,ze pre n — oo sa vyraz (1 — L) rovnd e=7
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Overme teraz, ze funkcia t(n) = % = W je naozaj prahova pre izolo-

vané hrany.

1. Prey = 1% 55> 00 musi platit’ E(H;) 5= 0.

E(H,) = ()n P2
(oo

(g)n’y(lnn +1Inlnn) (1 — ylondlninn

n

k—1)n
) (—'y)?lﬂlnﬁ'(_ﬁo(lﬂ n-+lnlnn)

(1 - ,y.lnntllnlnn)Q

(5)n*(lnn + Inlnn)

(TL — . Inn + ol Inln n)Q e7(2(k—1)Inn+2(k—1)Inlnn)

(g) n3lnn (g) n*Inlnn
nZ.nQ(kfl)'y. (h’l n)Q(kfl)'y nQ.nQ(kfl)'y‘ (hl n)Z(kfl)’y

(/;).nl—Q(k—l)w (1;:).<lnn>1—2(k—1)7

(Inn)20k=1) n2(k=1)y

Posledny vyraz sa pre v =5 oo blizi k 0.

2. Na druhé tvrdenie budeme potrebovat’ disperziu D(H;). Nech X, je

nahodna premennd, ktora nadobtuda tieto hodnoty

Xyn(G) =1 ak hrany g, h € E(G) a st izolované
X,n(G) =10 inak

Nech Hf,(G) je ndhodnd premenna urcujica pocet dvojic izolovanych
hran v grafe G. Na urcenie jej strednej hodnoty musime preskiimat’

nasledovné moznosti:

e Ak g = h, tak existuje ( )n moznosti na vyber vrcholov pre hrany

g,h. Ked'ze je 1 hrana urcend a zaroven je izolovana, dostavame
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pravdepodobnost’ p.¢g>*~1D"=2_ Celkovy vzorec pre tento pripad je

teda:
(;f) n2p.q2(k—1)n—2

Druhy pripad nastava, ked’” hrany ¢ a h maju spolocny vrchol a
vrcholy, ktoré nemajui spoloéné si v rovnakej particii. Formal-
nejsie, g = (v1,v2) a h = (vg,v3), pricom vy a vs si v rovnakej

particii. Vzorec pre tento pripad vyzera nasledovne:

2 <l;) n2 (n o 1)p2.q3(k71)n74

V tomto pripade vSak hrany g a h nie su izolované (lebo maju
spolo¢ny vrchol), a preto sa X2(G) rovna 0. Tento pripad teda
nebude zardtany v E(X?).

Ked’ hrany g a h maju spoloény vrchol a vrcholy, ktoré nemaju
spolo¢né nie sd v rovnakej particii (¢ = (vi,v2) a h = (ve, v3)
pricom v; a vz st v roznych particiach), tak vzorec vyzerd nasle-
dovne:

k(k —1)(k — 2)n3p?.g3k-Dn—4

Ani v tomto pripade g a h nie st izolované, a preto tiez nebude
zardtany v E(X?).

Dalsi pripad je, ked’ hrany ¢ a h nemaji spoloény vrchol, ale
vsetky ich vrcholy st iba v 2 particiach. Vzorec pre tento pripad

ma tvar:

k 1y
(2)n2(n— 1>2p2q4(k 1)n—4

Ak hrany g a h nemaju spoloény vrchol a vSetky ich vrcholy su v

3 particiach, dostavame vzt’ah:
k(k —1)(k — 2)n3(n — 1)p?.g*k-bn—4

49



e Posledny pripad je, ked’ hrany ¢g a h nemaju spolo¢ny vrchol a
vsetky ich vrcholy su v 4 particiach. Vzt'ah je :

K\ (kE—=2Y 45 4(k—1)n—4
(o) (")

E(H}%) dostaneme ako stcet predchadzajicich pripadov. Vyjadrime

disperziu.
1
D(Ht) — k‘(/{? 1)n2p2q4(k 1)n— 4(4(k3—2)(k—3)n2+k(k‘— 1)n2
1 1 1
— (k—=2n+ 5712 —n+ 5~ Zk(k — 1)n2> + (l;) n2pg?k-ln=2
_ 1 AYERS 4(k—1)n—4 K\ 2(k—1)n—2
= 2<2)pnq ( 4(k 1)n+2)+ o )P4

Teraz mozeme vyjadrit’ aj pomer 5(%’3)2

)n4p gAE=Dn

1-p)’

D) 1 (§)pn2gte- 01 (2 -4 )+<';>n2pq2<k—l>n_2
6
L
kn?kno (5np(1 — p)t

2 4 (n—~y.Inn+ylnlnn)? 2k-Nyinn 2k-1)ylninn

kn?  kn n? - (®)ny(lnn +Inlnn)

nooo  N2FTDY (Inp)2k—1y

n2p(n)

Ked'Zze chceme dokazat’ existenciu izolovanych hrén iba v neprazdnych

grafoch, mozeme pocitat’ s pravdepodobnost’ami asymptoticky vacsimi
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1
n2’

ako - " Nech ¢(n) je l'ubovol'na funkcia, ktord sa pre n — oo

2
blizi k oo a plati pre nu podmienka

o) ) .
t(n)  n.(lnon+Inlnn) "7
Potom mozeme p vyjadrit’ ako “"75?) a plati:
D(H,) n2kE=17 (Inn)2k-1y
E(H,)? n2p
n2(k_1)7_(1n n)?(k‘—l)'y
N p(n)
Dany vyraz sa pre 7 = @% == 0 a pre vietky ¢(n) spliiajice dané

podmienky blizi k 0, ¢im je tvrdenie dokazané.

Poznamka 3.4.2. Z poslednych dvoch tvrdeni je vidiet’ aki pravdepodobnost’
treba na existenciu izolovanych hran v takmer vsetkych grafoch z Gy, i ,. Veta
3.8.1 hovort, Ze na existenciu hrdn nam treba pravdepodobnost’ asymptoticky

VacSiu ako m— a veta 3.4.1 turdd, Ze pre izolovanost’ hrany musi byt prav-

(5)n?

depodobnost’ asymptoticky mensia ako Bntnnn

. Teda takmer vsetky grafy s
pravdepodobnost’ou vzniku hran medzi danymi hranicami obsahuji izolované

hrany.

Poznamka 3.4.3. [zolovanost’ hran v grafoch je jednou z vlastnosti, ktoré
sa nedaji popisat’ dokonca ani nasou zovseobecnenou definiciou prahovej fun-
kcie. Ako sme z predchadzajucich tvrdent videli, tdto vlastnost’ je ohranicend
az dvomi prahovymi funkciami. Fxistuje teda trieda vlastnosti, ktoré mu-
sia byt’ popisané “pravdepodobnostnymi intervalmi” ®, ¢o je zovieobecnenie

pojmu prahovej funkcie.

O

"Vyplyva to z vety 3.3.1.
8Pre pravdepodobnosti z tychto intervalov plati, ze takmer vsetky grafy, v ktorych

st hrany obsiahnuté s tymito pravdepodobnost’ami, dant vlastnost’ maji. Naopak pre

ostatné pravdepodobnosti plati, ze takmer ziadny graf dani vlastnost’ nema.
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Zaver

V praci sme sa zaoberali vlastnost’ami k-partitnych nahodnych grafov.
Viacsinu vysledkov sme dosiahli skimanim ndhodnych premennych, ktoré
charakterizovali dané vlastnosti. V druhej kapitole sme pracovali s pravde-
podobnostnym priestorom, v ktorom st hrany v grafoch obsiahnuté s pravde-
podobnost’ou 1/2. V tomto pravdepodobnostnom priestore sme preskimali

nasledovné ndhodné premenné:

1. I(G) - pocet izolovanych vrcholov v grafe G

2. H(G) - potet hrén v grafe G

3. C3(@G) - pocet ciest dizky 2 v grafe G

4. K3(G) - pocet kruznic dizky 3 v grafe G

5. N(G) - pocet vrcholov s neparnym stupiiom v grafe G

V tretej kapitole sme uvazovali vS§eobecnejsi pravdepodobnostny priestor.
Hrany v grafe vznikali s pravdepodobnost'ou 0 < p < 1. Zadefinovali sme
pojem prahovej funkcie a pre jednotlivé vlastnosti sme urcili prislichajice
prahové funkcie. Na skiimanie vlastnosti sme opét’ pouzivali ndhodné pre-

menné. Podobne ako v druhej kapitole sme vyuzili
e pocet izolovanych vrcholov v grafe G - Z,(G) a

e pocet izolovanych hran v grafe G - H,(G)
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Navyse sme sa zaujimali o pocet izolovanych hran v neprazdnom grafe G -

H,(G).

V préci sme dosiahli nasledovné vysledky.

e Ukdzali sme, ze takmer ziadny graf nie je k-partitny (Veta 1.3.2).

e Uréili sme stredni hodnotu F(Z,) = kn.(1 — p)*~" a disperziu poctu
izolovanych vrcholov v grafe G. Pre pravdepodobnost’ p = 1/2 to
viedlo k tvrdeniu, ze takmer kazdy graf obsahuje izolovany vrchol (Veta

2.1.2). Pre v8eobecnu pravdepodobnost’ sme uré¢ili prahovi funkciu

t(n) = % (Veta 3.2.1).

e Pomocou strednej hodnoty ndhodnej premennej poctu hran E(H,) =
(;)an a disperzie D(H) sme pre p = 1/2 ohranicili pocet hrdn v k-
partitnom ndhodnom grafe (Veta 2.1.3).

(- %) mor< (-5

Pre vseobecnu pravdepodobnost’ sme urcili prahovu funkciu pre exis-

tenciu hrdn (Dosledok 2.1.4) t(n) = (’“);712 (Veta 3.3.1).

e Pomocou ohranic¢enia pre pocet hran sme ohranicili aj hribku grafu

0(G) > MO - f)

12 n

vzt’ahom

e V 3. kapitole sme urcili prahovi funkciu pre pocet izolovanych hran
v neprazdnych k-partitnych ndhodnych grafoch t(n) = W (Veta
3.4.1). Vyuzili sme pri tom nédhodni premenni H,(G), vyjadrujicu
pocet izolovanych hran v danych grafoch. Potrebovali sme urcit’ jej
strednd hodnotu E(H;) = (g) n?.p.g2F=Dn=1) 5 disperziu.
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e Posledné dva body ndm pomohli ohrani¢it’ pravdepodobnosti pre vznik
izolovanych hran. Hovori o tom poznamka 3.4.2. Tato vlastnost’ ukaza-
la, ze existuju aj vlastnosti, ktoré sa nedaji opisat’ iba pomocou jednej

prahovej funkcie. Hovori o tom poznamka 3.4.3.
Pre pravdepodobnost’ vzniku hrany 1/2 sme dokazali aj tieto tvrdenia:

e Pomocou strednej hodnoty a disperzie poctu vrcholov s neparnym stup-

niom E(N) = % pre pravdepodobnost’ vzniku hrany 1/2 sme dokéazali,
ze takmer vsetky grafy obsahuju vrchol s neparnym vrcholom (Lema
2.3.1). Tym sme dokazali aj dolezitejsie tvrdenie - skoro ziadny graf

nie je eulerovsky (Veta 2.3.2).

e Porovnanim poctu nesuvislych grafov a poctu vsetkych grafov sme do-

stali tvrdenie, ze vSetky takmer vsetky grafy su sivislé (Veta 2.2.1).

e Ohranicili sme maximalny a minimdalny stupen vrchola (Vety 2.4.1 a
2.4.2). Uvedené nerovnosti zdroven urcuji v akom intervale sa budd
pohybovat’ stupne vrcholov v takmer vsetkych grafoch z G, . (Dosledok
2.4.3).

AG) < %(k: —Dn+ %\/Q(k: ~ (k= n

2(k—1
LVAE= D0 = 1+
8/In(k — 1)n 2In(k — 1)n

W(@) > %(k - %ﬁ(kr ~ (k= D)n

1/2(k—1)n I n(k — 1) — o(n)y/(k—1)n
8 /In(k — 1)n 2In(k — 1)n

e Pomocou strednej hodnoty ndhodnej premennej, urcujicej pocet ciest
2

dizky 2, E(Cy) = ()2 ((k — 1)n — 1) sme uréili, ze takmer ziadny graf

nema viac ako n?.Inn tychto ciest (Veta 2.5.1).

e Podobne sme zistili, ze takmer kazdy graf nema4 viac ako n?. In n kruznic
dIZky 3 (Veta 2.5.2). Vyuzili sme strednit hodnotu ndhodnej premennej

3

pocitajuicej kruznice diZky 3 E(K;) = (g)%
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Zaujimali sme sa aj o existenciu dlhsich ciest a kruznic v grafoch z G, 1,1 /2.
Konkrétnejsie sme skuimali existenciu Hamiltonovskej cesty a kruznice. Ne-
podarilo sa nam presne spocitat’ pocet Hamiltonovskych ciest pre k-partitné
grafy a obmedzili sme sa na horny a dolny odhad. Strednd hodnota sa sice
pre n — oo blizila k oo, ale nepodarili sa nam dokézat’ predpoklady le-
my 1.3.1, a teda nemozeme potvrdit’, ze vacSina grafov z Gy, 112 obsahuje

Hamiltonovsku cestu a kruznicu.
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