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Abstrakt

V diplomovej praci sa zaoberame problematikou gmreemia neizomorfnych 1-
faktorizacii (t.J. particii hrdn na perfektné paaaia, 1-faktory) na regularnych grafoch. Praca
prind3a zékladny préad pojmov, technik a dosiahnutych vysledkov v dbl&pecialne sa
zameriavame na hyperkocky a star grafy. NasSim iiawvaid’om je navrhnutie algoritmov pre
generovanie perfektnych a semi-perfektnych 1-fakéoii na hyperkockach a star grafoch
nizSich dimenzii, ako aj implementécia heuristi¢tkyoetéd do navrhnutych algoritmov. Na
zéklade vysledkov testovania rb6znych heuristik edist navrhujeme ich optimalnu
kombinaciu pre uvaZované grafy vy3sich dimen2alsim ci&om prace je najdenie semi-
perfektnych a perfektnych 1-faktorizacii na hypedkéach a star grafoch pomocou nasSich
algoritmov. Sdag’ou prace je aj program vhodny na testovanie a vybcavanie @Ginnosti
jednotlivych heuristickych metéd.

Kracové pojmy: 1-faktorizicia, semi-perfektnost, hyperkocka, stgaf, izomorfizmus,
heuristika



Abstract

In diploma thesis we focus on generating nonisgmarl-factorizations (partitions of
edges into perfect matchings, 1-factors) on regyiaphs. This thesis provides basic overview
of terms, techniques and results gained in thid figf study. Especially we focus on
hypercubes and star graphs. The main goal of a@areh is the develepment of algorithms
for generating perfect and semi-perfect 1-factdiares for hypercubes and stargraphs of lower
dimension, as well as implementation of heuristiesthods into algorithms. Based on the
results of various heuristics we have proposed thgimal combination for graphs of higher
dimensions. Additional goal of thesis is enumeratiof semi-perfect and perfect 1-
facotizations on hypercubes and stargraphs founoubyalgorithms. The part of this thesis is

also useful software application for testing coaséd heuristic methods.

Keywords: 1-factorization, semi-perfect, hypercube, star gragomorphism, heuristic
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Kapitola 1

Uvod

V beznom Zivote sa stretavame s mnohymi problém&torych rieSenie je aj pri
relativne malej mnozine vstupnych (dajov a \peej sile dneSnych procesorov v realnom
c¢ase nedosiahnudiee. Na ilustraciu si uvedieme Kklasicky problém mmaa savisiaci s
tematikou naSej prace. Uvazujeme turnaj Sportovgalistiev, v ktorom sa ma strethkazdé
s kazdym. Kékymi spésobmi je mozné navrhhaystém turnaja, ak rozvrhy, ktoré sa liSia len
v poradi hracich dni, pripadne také, v ktorych wyime navzgjom dva timy povazujeme za
totozné? Pre dvan@smuZstiev existuje az 526 915 620 navzajom rozmvrhov, pre

Strnag timov presnéislo eSte nebolo vygitané.

Problém izomorfizmu 1-faktorizacii, v naSom prilkdadoZadovanych navzajom
réznych rozvrhov, patri do triedy NRZkych rozhodovacich problémov, t.j. takych, ktbryc
najdenie rieSenia je zloZitejSie ako rozhodnut@bfrmu na nedeterministickych Turingovych
strojoch v polynomialnomiase. Dosledkom prisluSnosti do tejto triedy jeratny narastasu
potrebného na rozhodnutie o izomorfizme Ratom na zwé8ujlcu sa vikos® vstupu,
konkrétne grafu. Praktickd vyuZiteog’ algoritmov rieSiacich problém izomorfizmu je tak
obmedzena na grafy s pomerne malynttpm vrcholov a hran. Napriek Me&mu Usiliu,

doposid nie je znamy vSeobecny algoritmus rieSiaci problgpolynomialnomtase.
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Hoci je otazka izomorfizmu 1-faktorizacitj grafov vSeobecne NPazka, v ugitych
pripadoch sme schopny s jej pomocou urychlirieSenie inych zlozitych problémov. Ak je
tento situovany do Struktdry umagucej vhodnu klasifikaciu, spravnym algoritmompariine
heuristickou metédou sme schopny obmeédas jeho vyp&tu. Pri otazke existencie rieSenia
namcasto vznika potreba prédania celej Struktlry. Jednu z moznosti, ako ¥gpskratr,
pontka prave vlastnégzomorfizmu.Nou sa budeme v nasej praci podrobnejie zacbera
Uké&Zeme si niektoré algoritmy na Specialnych traddgrafov ako st hyperkocky star grafy,
ako aj pouzitie heuristik na obmedzerigsu ich vypoétu. Na zéklade experimentalnych
vysledkov nasledne navrhneme metddy a heuristiky ggoritmy na StruktGrach vysSich

dimenzii.
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Kapitola 2

1-faktorizacie na regularnych grafoch

V nasledujucich pasazach si uvedieme zékladne idfia pojmy suvisiace s naSou témou,
nevyhnutné predalSie kapitoly. Uvedieme si aj préd vysledkov dosiahnutych pre 1-

faktorizacie na regularnych grafoch.

2.1 Zakladné definicie

V praci sme uvazovali len o kotreych jednoduchych grafocks bez cyklov a
orientovanych hran. Zékladne terminolégie a vlastingl uvedené v [1]. Bez ujmy na

vSeobecnosti méZeme ozian vrcholovG ¢islami z postupnosti 0,1,n-1.

Definicia 2.1.1.1-faktor grafu G je podmnozina jeho hran pokryvajd@zdy vrchol z G

prave raz.
Definicia 2.1.2.1-faktorizacia G je particia mnoziny hran E naakibry.

1-faktorizacia F=(f,...,f) sa nazyvasemi-perfektna ak f; O fx tvoria v G

Hamiltonovsku kruznicu pre vSetky 1k< n. Perfektnasa nazyva taka, ktorej zjednotenie
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I'ubovd’nych dvoch navzajom réznych 1-faktorov tvori Haomlbvska kruznicu. V
d’alSom texte budeme pod pojmami faktorizacia a fakta’ na mysli 1-faktorizaciu resp. 1-
faktor.

Dalej budeme hovatio faktorizaciiF aj ako o ofarbeni hran grafs , kde 1-faktory
predstavuju jednotlivé farebné particie. Zadefimgesi teraz lexikografické usporiadanie.
Hranae je usporiadana dvojica(h) kde 0<a < b <n. Prelubovdné dve hrany; = (a1, b)
ae = (ap, bp) ozn@&mee; < e, ak platia; < a,, alebo plath; = a, a sitasneb; < b,. 1-faktorf =
(es,...,q) zapisujeme ako usporiadanu postugnbgan, kdee < g pre vSetkyi < j. Pre
Tubovd’né dva 1-faktoryf; = (ei,....ek) afj = (€j,....ek) ozn&ime f; < f; prave vtedy, ké
existuje 1< t také, Ze platéis = ejs a zarove ei; < ej; pre vsetkys < t. Faktorizacie zapisujeme
ako usporiadanu postupmofaktorov. Prelubovd’né dve 1-faktorizacié¢ = (fy,...,f) aH =
(hy,...,h) ozn&ime F < H prave vtedy, k& existuje 1< t, také zd; < h, afs= hs pre vSetkys
< t. Faktrorizéciu, resp. faktor nazverkanonickou ak je lexikograficky najmensia. 1-faktor
fiz(ey,....&,...) nazyvamearcialny, ak existuje take, zeg = @ pre vSetky <. Faktorizaciu
= (f,...,§) ozn&ujeme parcialnoy ak neobsahuje vSetky hranyEz Indexi ozn&uje rad

parcialnejF.

Definicia 2.1.3.Dve 1-faktorizacie F = ...} aH = {hy,...,h} st izomorfné, ak existuje
bijektivhe zobrazeni@ medzi vrcholmi grafu G, ktoré mapuje 1-faktory Inéaktory. Inymi
slovami {{ @ £, @ ,....5® }={h 1, hy,...,h} kde f @ = h; je mnoZina hran (@, b®) takych, Ze (a,

b) je hrana vf

Automorfizmugrafu G je izomorfizmusG na seba saméhdutomorfna stabilizéna
grupa Aut(G) je mnozina vSetkych permutégiizobrazujucichG naG. Formalne Aut(G)={y
U S |G =G}, kde S, je symetrickd grupa o prvkoch - mnoZina vSetkych ich permutacii.
Grupa automorfizmu ofarbeného grafs, (z) je mnozina vSetkych permutagil S, takych
Zze G = G ar’ = n. Hovorime, Zey zachovava ofarbenie. ¥alSom texte uz budeme

ozn&enimS, ozna&ova’ star graf dimenzie.

Pre particiu vrcholow = {0,...,n-} = = (V1, ..., M), nech jec(z) particia tvaru
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({0,1,...IM|-11{| Val,--,|Va|+|V2-1},...{ n-|W,..,n-B). c je teda particia s rovnako qEnymi
mnozinami akorx, v rovnakom poradi, ale inak je nezdavisla madDiskrétnou particiou

nazyvame taku, ktorej mohutniosaZzdej mnoziny je 1.

Definicia 2.1.4.Canocical labeling map (kanonicka mapovacia funkg@afunkcia C, kde pre
lubovadny graf G, particiu vrcholov ¥, a permutaciy plati:

(1) C(G,n) = G na gamu, pre nejakl permutaciu gama takdy’ zec(r)

(2) C@, ) =C(Gn)

2.2 Dosiahnuté vysledky pre 1-faktorizacie

Hradanie 1-faktorizacii na grafoch je predmetom $tadi viac ako 100 rokov.
Problematikou sa zaoberalol'é mnoZstvo vedcov, vysledkotoho je dnes obrovsky pet
publikacii a literatary. V&ina z nich sa zaobera faktorizaciou na kompletngcifoch,
nakd’ko maju najblizSie k probléemom kazdodenného zivdiaistencia l1-faktorizacie na
kompletnom grafeK,, je 'ahko vidit¢nd. P@et navzajom neizomorfnych sa uz javi ako
zlozity problém, suvisiaci najma s exponencionalngarastom rieSeni so zvySujucim sa
poctom vrcholov. Do dneSnej doby boli neizomorfné ktéaizacie spoitané len pr&,, kde
n < 6, pre vysSie rady boli vyslovene priblizne odhadyK,, Ki, Ks existuje len jedna
neizomorfna faktorizacia, g 6, v Kip uz 396. V pripad&,, ich existuje az 526 915 620

navzajom neizomorfnych [2] [3].

Hypotéza 2.2.1(A.Kotzig): Pre kazdé r= 2 kompletny graf l umoZziuje taky rozklad hran

na n-1 1-faktorov, Z&ubovdné dva z nich tvoria perfektné parovanie.

V naSej praci sa primarne zaoberame pravé senefiayfimi a perfektnymi 1-
faktorizaciami. Z doposladosiahnutych vysledkov sa zda, Ze medzi nimi eiepfiama
suvislos.

A.Kotzig vyslovil predpoklad o existencii perfekjriefaktorizacie pre kompletny graf
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Kon pre vSetkyn > 2 [4]. Tato hypotéza je stale otvorena, a hocijeptibkaz pod dihé roky
predmetom mnohych Studii, podarilo sa ju dokdea pren = {16, 28, 36, 40, 50, 52, 126,
170, 244, 344, 730, 1332, 1370, 1850, 2198, 31860% pre prvaiselnén a pre prvoisla
tvaru -1 [3]. Do dneSnej doby boli perfektné 1-faktorigd@exaktne vyislené len pre
kompletné grafy malych radov. PKg, Ks, Kg, Kig existuje jedina, pr&i, 5 [3] preKys 23
[5]. Hoci sa hypotézu zafianepodarilo dokdza nenaSiel sa ani taky gr&h,, ktory by ju

vyvracal.

NaSu pozornassme primarne upriamili na hyperkocky a star gré@fyniektorych ich
vlastnostiach je podrobnejSie popisané v kapitol-dimenzionalna binarna hyperkocka,
je graf, ktorého vrcholy tvoria binarne vektorizkly n. Dva jej vrcholy susedia prave vtedy,
ked’ sa ich vektory liSia prave v jednom bite. Existarfaktorizacie pre vSetky regularne grafy

umoziujucu Hamiltonovskd dekompoziciu, kam patria ajdmnocky, bola ukdzana v [3].

Hypotéza 2.2.2D. Craft):Pre kazdeé r» 2 existuje semi-perfektna 1-faktorizacia pre Q

Craftova hypotéza je podobne ako Kotzigova stalorend. Bola dokazana pre
neparne dimenzie [6] [7], rieSenia pren = 6 je mozné najsv [7]. Myslienka ddkazu pre
hyperkocky neparnej dimenzi@x.1 je zaloZzena na znamom fakte, Ze pre kdZd& je Qo
rozlozite’'na nak Hamiltonovskych kruznic [8] [9] , @ 281 je zloZzena z dvoch képay,
ktorych prislusné kopie vrcholov st navzajom spéjeranami. Vhodnou kombinaciou tohto
1-faktora spajajuceho dve hyperkock¥x a faktorov obsiahnutych v Hamiltonovskych
kruzniciach v samotnycl, vznikne semi-perfektna 1-faktorizacia. V [6] boleZt ukazané,
Ze semi-perfektné faktorizacie existuju pre vSe€iya torusiTo, X Ton.

Jednym zo spbsobov ako sa postupne doprd@ckvddkazu silnej Kotzigovegi
Craftovej hypotézy je postupne dokézdabSie tvrdenia, a vytvaritak zaklad pre budice
Studie. V zavere prace ke vyslovime tvrdenia zaloZzené na v§fmech na uvazovanych
grafoch nizSich dimenzii, nazhglce mozno¢i nemoznos existencie perfektnych a semi-

perfektnych 1-faktorizacii pre vysSie dimenzie.
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Kapitola 3

Metddy neizomorfného generovania

Ako sme spomenuli v Uvode, otdzka izomorfizmu ltdakacii, ako aj grafov, je NP-
tazky problém. Dnes znamy vSeobecny algoritmus desovu zlozitos exgO(log n)) .
Rozhodovanie o izomorfizme objektov &gnou zalna Hadanie generatorov stabilizee
grupy automorfizmu, jej kanonickych (najmensSich)sta@cov, ¢i kanonicki mapovaciu

funkciu. Na zaklade tychto faktorov je nasledne n&zodpovedaotazku izomorfizmu.
3.1 Typy metdd generovania neizomorfnych vysledkov

Techniky neizomorfného generovania spadaju do wabeoblasti, v zavislosti od
typu generovaného objektu. Hlavne pri zloZitejSighoch sacasto vyuZivaju konverzie na
Strukturyc¢i objekty, pre ktoré s metddy generovania znampeeskimané. Grafy v porovnani
s grupami, particiaméi inymi jednoduchsimi kombinatorickymi objektamitpa medzi tie
zloZitejSie, a ich neizomorfné generovanie je azniektoré Specialne triedy vy{ovo
narane.

Vo vSeobecnosti rozliSujeme dve hlavné fazy : gevearie vysledkov (napr. zastupcov
izomorfnych tried), a nasledne priebezne ¥ghanie nevyhovujucich danym podmienkam.

Uvedieme si zakladné typy metdd a technik. Rozdwedyglzi nimi nie su vzdy jednoziree,
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casto sa pri konkrétnej implementécii stretavamects kombinaciou. Oblas zahnajuca
generovacie algoritmy sa rozSiruje tak rychlo, Zektoré najnovSie metddy nie je mozné
jednoznane klasifikova do niektorej z nizSie uvedenych tried.

NiZSie uvedené techniky su zaloZené na ¥fg@anamom ako backtrack (obr 4.2.1), no

je mozné ich vyuZiaj na v&Sich Struktirach nevhodnych pre tento spésoblpd&vania.
3.2 Globalna Struktura vysledkov

VSeobecnda metdda, ukladajuca si informéacie o tdedaomorfnych objektov
generovanych v priebehu vyia. Udaje ako generatory tychto tried, ich kanopatk

zastupcov, pripadne prislusna kanonicku funkciukida do globéalnej Struktary.

Vyhody :

» rychla a jednoducha implementacia

Nevyhody :

» v pripade distribuovaného vy§ta, k mnozine globalnych vysledkov potrebuje naraz
pristupovad viac procesorov kvoli rozhodovaniu o izomorfizmasipadne dalSim
heuristikam, dosledkoroho je naréna paralelizacia

e pri mohutnejSich Struktdrach silky pocet vysledkov vyZzaduje Va pamate, ako aj
vhodna metddu rychleho pristupu k nim napr. dolashiovaciu funkciu.

» kazdy jeden potencionalny vysledok je nutné porwatiégs doterajSimi uloZzenymi
vysledkami, hlavne kvéli moznému orezaniu featavacieho stromu.

* miesto vhodnych invariantov metodBadda kanonicki mapovaciu funkciu ku kazdému
potencionalnemu vysledku potrebnu pre rozhodnutizomorfizme, ¢o je zn&ne

neefektivne
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3.3 Metoda kanonickych reprezentantov

Metdédu nezavisle od seba predstavili Faradzev flBead [11]. Princip metody je
zaloZeny na postupnom (orderly) generovani objekfdgoritmus backtracku predpoklada
kanonickog parcialnych vysledkov, pre ktoré nasledntadd dalSie mozné rozSirenie.
V pripade nekanonickosti vygenerovaného objektdadbm na jeho triedu izomorfizmu, je
tento vdalSom kroku vyp&tu opomenuty. Priklad implementacie metody pre geranie

neizomorfnych 1-faktorizacii ¥;, je mozné najv [2].

Vyhody :

* metdda priamo neimplikuje potrebu globalneho ukteal&ysledkov

» test izomorfizmu je mozné vykotiéokalne, na zaklade kanonickosti kandidatéaka
c¢omu je mozné vypeet distribuova

e pre navzgjom rozne uzly vypmvého stromu nevznika potreba vzajomnej
komunikacie

» Tahko sa implementuju invarianty, pripadne iné sty na orezanie vypgtového
stromu

» ako koneéné vysledky su generované len kanonicki zastupcmdaotlivych tried

izomorfizmu

Nevyhody :
* metdda sa’azko implementuje pre netrividlne automorfné grupujuce izomorfné
triedy

» testovanie kandidata na kanonicitu je v§owo nar@éne
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3.4 Metdda kanonického rozSirovania

Metdda bola predstavena B.D. McKayom roku 1986,rpimaly popis sa nachadza v
[12]. Generované su len neizomorfné objekty, deje saalakspdsobom kanonického
rozSirovania — na rozdiel od kanonickych reprezeiota danej triedy izomorfizmu pri
predoslej metdde, je pre kazdu takuto triedu objekterovany kanonickym spdsobom a to za
pomoci kanonickej mapovacej funkcie.

Vyhody :

e vypoitovo nar@gnému testu na izomorfizmus moézu predchédzsSie vypoitate’né
invarianty, \@Waka ¢comu méze by tento obmedzeny len na mald podmnozinu
potencionélnych kandidatov

» otadzka kanonickosti rozSirovania objektu je rozhddind v ramci komunikécie
s rodtovskym uzlom stromu konkrétneho vypo, coho dbésledkom jelahké
paralelizacia

e pripadny automorfizmus objektu sa tyka len moznsadsireni z nehaiim nevznika
potreba komunikacie réznych vetiev vypo

» kanonicka funkcia méze vyt mozné rozSirenia objektu za predpokladu Ze tieto n
su z neho kanonicky rozSirfteé

e rovnako ako pri metdéde kanonickych zastupcov suegmmné len neizomorfné
vysledky

e v porovnani s klasickym generovanim, s pouzitinpamhych heuristik poskytuju

lepSie¢asy a menSie pamidvé naroky

Nevyhody :
* tazko sa implementuje

* rozhodovanie o kanonickom rozSirovani je v§to@o nargné
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3.5 Metdéda homomorfizmu

Bola predstavena Grunerom, Lauem a Meringerom. [M@tdda je vyuzivana hlavne
pri generovani a Kklasifikovani Specidlnych Struktirvopred zndmymi stabilizaymi
automorfnymi grupami objektov. WuZiva jednoducbperacie na grupach, na zaklade
ktorych generuje neizomorfné podobjekty tmdiského objektu. Metdda gasto vyuziva aj v

inych oblastiach ako v informatike napr. pri otaz@morfizmu chemickych Struktar.

Vyhody :
* homomorfizmus mapuje objekt na jeho automorfnd grufm poskytuje moznas
rychlej klasifikacie objektu vAladom na jeho automorfnd grupu

* VyuZivaju sa jednoduché grupové operécie neéméraa vypoet

Nevyhody :
* metdda je vhodné pre Struktary s vopred znamynhilsgacnymi grupami

e nutnos vyuZzitiad’alSich metdd a heuristik vditych nerozhodnutiych situaciach
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Kapitola 4

Algoritmy pre Q, a5,

V nasledujucej kapitole si najskor ukazeme niekizaéjimavé vlastnosti hyperkociek
a star grafov. Zakladné terminologie a pojmy zige@rup je mozné néjsv [1]. Predstavime
si nami navrhnuté algoritmy pre generovanie neiztmych 1-faktorizacii na tychto grafoch.
Nasledne vymenujeme a popiSeme uvazované heuristdtédy ako aj ich implementéaciu
v algoritmoch. Namerané vysledky uvedieme v kapitol

4.1 Hyperkocky, star grafy a ich vlastnosti

V dneSnej dobe vyuZiva mnoZstvo paralelnych ¥§mo topoldgiu hyperkociek
umoziujucu efektivnu komunikaciu medzi procesormi. Zvlak sa daju naprogramava
spbsobom, ktory vyZaduje vzajomné vyiraaie informacii len medzi susednymi procesormi.
S vy38im pstom vrcholov, t.j. procesorov priamo Gmerne rasfieizka komunikanej cesty.
Podrobne sa skimaju topoldgi€s najlepSou komunikaou cenou t.j. priemerom grafu v
zavislosti od rastuceho #o vrcholov. Medzi takéto topoldgie patria starfgrg..

Qn @ S, zaral'ujeme do mnoziny Cayleyho grafov, ktoré su defimevaasledovne: pre
dané generatony;,..,a« konenej grupyH, su vrcholmi grafu prvky grupy, a hranami su

spojené také vrcholgab, Zeag = b pre 1< i < k. Hrany Cayleyho grafu predstavuju akcie
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generatorov na jednotlivych vrcholoch. A je symetricka grupan prvkov a
generatory su transpozicie prvéholabovdného prvku, ide o star grah,.Uzitocnymi
vlastnogami triedy Cayleyho grafov su ich vrcholové a hrghgymetrieQ, a S, st navySe
silne hierarchickégo znamena Ze préubovd’né usporiadané generatorgs, ..., ¢ sU
rozlozitdné na grafy nizSich dimenzii, pom i-ty podgraf je generovany vSetkymi
generatormi okreny,. Star grafS, mdZe by reprezentovany aka navzgjom spojenych
grafov S,; grafov Gy,..,G, pricom G; obsahuje vrcholy, ktoré kéia symbolomi. (obr. 4.1.1)

DekompoziciuQ, na dve kopi€,; sme spomenuli v Gvode.

1234 4231
c a
3214 2134 3241 4131
2314 3124 2341 3421
1324 4321
3412 2413
B12Y 1432 4213 1423
1342 4132 1243 4123
b‘Z Nd
3142 2143

Obr. 4.1.1: Star graf S

HyperkockaQ, méa 2 vrcholov an-2"* hran,stupei (degree) apriemer(diameter)Q,
je n. Star grafS, man! vrcholov an!nT_1 hran, stupe grafu jen-1 a jeho priemetBnT_lJ

[14]. VSimnime si, Ze stupevrcholov star grafu aj jeho priemer s rastacindtpm vrcholov
rastie pomalSie ako p@,. S, ma prin! vrcholoch priemer aj stugieO(n), kym hyperkocka s
O(n) vrcholmi ma stupe aj priemerO(nlogn). Star grafy tak dok&dzu sptjrovnaky péet
vrcholov s menSou komuni&aou cenou a mensim priemerom ako hyperkocky, astaed|u
voci nim velmi atraktivnu alternativnu topolégiu.

NaSe algoritmy pre semi-perfektné a perfektné ief@acie boli spi&né prave na

tychto dvoch grafoch niZSich dimenazii.
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4.2 Algoritmy pre 1-faktorizacie pre Q, a S,

Navrhnuté algoritmy generovania neizomorfnych Itdakacii su zaloZené na
klasickom backtracku (obr 4.2.1), ktory na vypbvyuziva hrubu silu pre préddanie celého
grafu. My sa ho budeme snézi naSich algoritmoch obmedziak, aby nevynechal Ziadny
vysledok a zarowve sa zrychlil jeho vypéet. Vo vSeobecnosti existuju dva spdsoby
generovania 1-faktorizacii graf@, a to spdosobom vrchol za vrcholom, alebo 1-faktorl-

faktorom. Priblizime si obidva.

procedure Backtrack (ry,..,»; : flastoéné riesenie) :
(1): if »,..,7: je vhodné rieienie then
Eetum »j,..,7:
(2% else
{3y z#y,.,rvvrata) mnozinu dalfich momvch refeni M vvhowvujucich problému
4y forpre vietkvm € M
(>): Backtrack (»;,..,7 1)
end for
end if

end procedure

Obr. 4.2.1: Backtrack

Vypocet nasich algoritmov na grae budeme reprezentoako strom. Jeho vrcholy
budeme kvoli jednozreamosti nazyvé uzlami. Koré predstavuje p#iatok vypatu. Listy
vypoctového stromu budu predstavav@nené rieSenia, t.j. Uplné 1-faktorizacie.

Budeme sa tiez zaobéramplementaciou niekixych heuristik v réznych uzloch
vypoitového stromu algoritmu a skamih efekt na tku vypaitu, pam#ové naroky ako aj
vyslednu mnozinu vysledkov a nuttigej dalSieho spracovania. Na zaklade naSich vysledkov
nasledne navrhneme vhodné postupy a optimalizaeevypaty na hyperkockach a star
grafoch vysSich dimenzii.

Algoritmy budd postupne (orderly) prechadzgafmi a fada’ vyhovujace rieSenia.

V rozliénej miere kombinuju metédu ukladariastkovych vysledkov do globalnych Struktar



Kapitola 4 Algoritmy pre Qa S, 23

v uréitych uzloch vypétového stromu s modifikovanou metddou kanonickyeprezentantov.
Zmena oproti metdde kanonickych reprezentantowispov Hadani prvého zastupcuciej
izomorfnej triedy, nie nutne kanonického. Pri vhegdniprave su tak vygty l'ahko

paralelizovaténé a distribuovatimé medzi viacero procesorov.
Pociatoéné podmienky algoritmov:

Vrcholy v Qn sU ozn&enécislami v desiatkovej sustave prislichajiucimi ichdshym
vektorom. Hrany ozridme &islami z postupnosti 0,n:2"*-1 nasledovnym spésobom:
Zacneme vo vrchole 0, a hranu ktord ma s najmensiradeus (0,1) ozndme ako 0. Ako
hranu 1 ozn&me ta, ktora patri vrcholu 0 a jeho druhému nagienu susedoviize (0,2).
Podobne ozndame vSetky hrany incidentné s vrcholom 0, a postugprejdeme do
lexikograficky v&Sich vrcholovQ,, pricom ozn&ujeme uz len hrany, ktoré ozfemeé eSte
neboli.

Permutacie predstavujuce vrcholy & zoradime od najmenSej po najséi, a

postupne ozr@me cislami z postupnosti 0,nl;1. Hrany v §, o¢islujeme ¢islami z
postupnosti 0, ...n!nT_1 -1 rovnakym spésobom ako pri hyperkockéach.

FaktorizaciuF = (fi,..,&) nazvemevhodnou(proper), ak jeji-ty faktor z&ina i-tou
hranou susediacou s vrcholom 0. Pre kazdu 1-faéan H, ktord sme naSou myslienkou
vylUgcili, existuje nejakd vhodnk z mnoziny vSetkych 1-faktorizécii gra€s, najdenych pri
Uplnom preliadani grafu, pre ktort plaf=H’, kde y je permutacia 1-faktorov . Dalej
budeme uvazovaen o vhodnych faktorizaciach,cpho vyplyva inicializ&né ofarbenie hran
incidentnych s vrcholom 0.

Preffadavanie grafov zéname vo vrchole 0, jednotlivé 1-faktory budemeizeye’
ako postupnashranf = (ey,...,8) miestof = ((0, 9),...,, U)), pokid’ nebude uvedeny inak.

K faktorizaciiF budeme pristupovaako k ofarbeniu hran grafa. Cubovd’naF jednoznéne
uréuje prislusné ofarbenie. V pripade parcialnej fakéxie, hrany z G ktoré nepokryva

nazveme neofarbené.
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4.2.1 Generovanie metddou faktor po faktore

Algoritmus 1 (obr. 4.2.1.1) generuje parcialne BtdaizacieF = ( fy,..., {,..) faktor po
faktore, préom strom vypeétu preffadava metédou doitbky - deep first searchlalej len
DFS. Vstupom procedury najdi-faktorizaciu je faktécia F radui. Ak je tato Uplna (1),
predstavuje vysledné rieSenie. Ak je len parcigR)a algoritmus generuje vSetky mozné jej
rozSirenia, t.j.i+1-vé 1-faktory pomocou funkcie najdi_prvu_farbbro4.2.1.2) (3). Ako
nahle algoritmus vygenerujgubovdny uplny faktorf; vyhovujici ofarbeniu danorf;, a
pripadnom vykonani heuristik na pozadované vlattn¢$), zavola sa proceduira
najdi_faktorizaciu pref'alSi rad 1-faktorizacie rozSirent o 1-faktorFi.1 = (fi, ..., f, f) (5).
Vypocet algoritmu prejde celym grafom a vygeneruje wetlozné faktorizacie viladom na
vstupné podmienky a pripadne heuristiky. Metédos BB algoritmus najrychlejSie dopracuje
k prvému rieSeniu, nakko je procedura najdi_faktorizaciu pre ri&d volana hné pre prvé

mozné rozSirenik;.

procedure najdi_faktorizaciui(F;):
(1} if F;je uplna then

Eetumn F;
(2% else
(3} forpre vietkv vhodnéf vvgenerované najdi_prvu_farbu(F; @) vzhladomna F;
4 for pre vietkv vhodné f vzhladom na heuristiky
(3) najdi_faktorizaciu{ F; w7

end for
end for
end if

end procedure

Obr. 4.2.1.1: Algoritmus 1

Vypocet algoritmu 1 je mozné paralelizavpre jednotlivé faktorizaci€; radui. Ak
bola v procedure najdi_faktorizaciu vykonana hdikas zar&ujuca ich vzaomny

izomorfizmus (4), pred jef’alSim volanim (5), pre vetvy nasledného paralelnefyooctu
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plati, Ze faktorizacie vygenerované jednotlivyravedjom ré6znymi vetvami vy@gtu nemozu
byt izomorfné, inak by totiz museli byt navzajom izafné aj parcidlne faktorizacig , ¢o je
vrozpore s predpokladom. Alternativne, pri neuvahd heuristiky pre vyltenie
izomorfnych parcidlnych faktorizacii pas vypd@tu (4) je nutné vykonanie testu na

izomorfizmus na konmych vysledkoch. Tato moznbale vyZaduje ich globalne porovnanie.

procedure najdi_prvu_farbu(F;, f):
(1):if £ je uplny then
Retum f

(2): else
(3):  forpre vietky dalsie moZne hrany ¢ vzhladomna f a F;
(4): for pre vietky hranv vvhovujuce heuristikam
(3): najdi_prvu_farbu(F;. ff v e)

end for

end for

end if
end procedure

Obr. 4.2.1.2: Procedura najdi_prvu_farbu

Spomenuta funkcia najdi_prvu_farbu (obr. 4.2.12)guje nasledovne: jej vstupom je
1-faktorf; = (ey,...,&). Ak je tento Uplny (1), vrati ho ako vyhovujucez8irenie prd=. Ak je
parcialny (2), najdi_prvu_farbu postupne pisté a vyhodnoti vSetky hrargyvhodné pre
rozSireniefj (3), vzifadom na ofarbenie hran dané parcialfoici pripadnou heuristikou pre
parcidlne 1-faktory (4). Funkcia potom zavola sassba pre vSetky vyhovujlce hrany
metdédou DFS (5). Na gitku je jej vstupom 1-faktor obsahujuci lerl-va hranu vrcholu 0.

Prelfadavané graffQ, a S, su hranovo a vrcholovo symetrické, naiptku volania
funkcie najdi_prvu_farbu sme hrangy pre’adavali len smerom cez jej najmensSieho suseda.
Vypocet sa nam zrgme skratil, pgom sme Ziadne rieSenie newilij nakolko je funkcia
konStruovana spésobom pradavajucim vSetky moznosttjm sa dopracuje ku kazdému

moznému faktord; zatinajicim hranowe;.
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Algoritmus 2 (obr. 4.2.1.3) mé& podobnu Strukturo akgoritmus 1. Na rozdiel od neho
ale preliadava graf do Sirky - breadth first searciialej BFS. Pre svoj vstup, ktorym je
parcidlna faktorizaci&; najprv v jednom kroku vygeneruje pomocou najdi upffarbu vSetky
mozné 1-faktoryi+1l-vé ho raduf; (3), a az po ich vyhodnotentj pripadnom pouziti
heuristickych metdéd (4) sa procedura najdi_fakawia zavola pre vSetky kombinacie
parcialnejF; radui a vyhovujucichi+1-vych 1-faktorovf; (6). Vyhodu vyuzitia metddy BFS

si ukdZzeme pri vyhodnocovani experimentalnych e v nasledujucej kapitole.

procedure najdi_faktorizaciu(F;):

{1): if F;jeuplna then
Fetum F;

(2% else

{3}  pomocou najdi_prvu_farbuiF;, 0 vvgenerj vietkv momeé f vzhladomna F;

4y wvlué f ktoré nevvhovuju heuristikam

(3} forpre vietkv zostavajuce |

(6 najdi_faktorizaciu{ F; v 7}
end for

end if
end procedure

Obr. 4.2.1.3: Algoritmus 2

Paralelizacia vyptu je rovnako ako v prvom pripade mozna pre jedrétiozSirenia
parcialnejF;, za rovnakych podmienok ako pri algoritme 1. Fuakaajdi_prvu_farbu je
totoZna s funkciou z algoritmu 1, a rovnaka je gflenka generovania faktorov pre parcialny

faktor f; obsahujdci len pgatocnu hranue;.

4.2.2 Generovanie metddou vrchol po vrchole

V nasledujucich algoritmoch budeme pristupbka generovaniu 1-faktorizacii inym
spbsobom, a to tak, Zze budeme paetdva graf postupne vrchol po vrchole, a ofarbowa
prislichajuce hrany, nasledkokoho budeF; parcidlna, az kym algoritmus nenavstivi

posledny vrchol grafuG. Ofarbenie zTubovd’ného vrcholuv budeme reprezentowa
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permutaciou fariels;C,..c;, kde farbac naj-tej pozicii pre < j <sznamena ofarbenie hrany
prislichajucej vrcholw a jehoj-teho suseda farbau PreQ, je srovnén, v pripadeS, je s =
n-1

procedure najdi faktorizaciu(F; u):
(1): if F;je uplna then
Eetum F;
2y else
{3}  sko¢ do dalsicho vrchola v v lexikografickom poradipo u
4y forpre vietkv pennutdcie vvgenerované pomocou ofarbi_vrchol(F; v)

(3): for pre vietkv permutdcie vvhovujice heuristikam
(6 najdi_faktorizaciu(F; '\ permutacia, v)
end for
end for
end if

end procedure

Obr. 4.2.2.1: Algoritmus 3

Algoritmus 3 (obr. 4.2.2.1) pracuje nasledovne: jakprocedura najdi_faktorizaciu
zavolana pre uplnu 1-faktorizaciou, vrati tato dfadané rieSenie (1). V pripade nesplnenia
podmienky uUplnosti (2), algoritmus prejde d@alSieho vrcholu grafw v lexikografickom
poradi (3). Viiom sa zavola funkcia ofarbi_vrchol (obr. 4.2.2.2nerujuca vSetky mozné
ofarbenia hran incidentnychvsvzhfadom na predchadzajlce ofarbenie susedianér; (4),
reprezentované permutaciou. Po vygenerovariovd’nej permutacie, a po pripadnom
vyhodnoteni uvazovanych heuristik (5), sa procediaeola preF; rozSirend o prislusnua
permutaciu (6). Algoritmus tak preddava grafs metdédou do toky, DFS. Nakdko vrcholmi
grafu G prechadzame v lexikografickom poradi, procedueatmfvSetky hrany incidentnévs
a strom vypoétu sa rozvetvuje pre vSetky moznosti ofarbenia fprésiichajdcichv. Je zrejmé,
Ze procedura nachadzajuca sa v poslednom vrehgtafu G uz neméco ofarbt’, nakd’ko
kazda jemu prislichajuca hraeabola v priebehu vypitu ofarbena vo chvili, k& sa tento
nachadzal v lexikograficky mensich vrcholoch prslgjucich hranee. Vysledné ofarbenie,

resp. 1-faktorizaci&; je Uplna a vhodnadiaka p@iatocnym podmienkam algoritmov.
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procedure ofarbi_vrchol (F; v):
(1): for pre vietky permutdcie reprezentujuce ofarbenia v a jemu prishichajicich hran

(2):

vvlié tie, ktore nesuhlasia s F;

end for
{3): return zostavajiuce permuticie
end procedure

Obr. 4.2.2.2: Procedura ofarbi_vrchol

Funkcia ofarbi_vrchol (obr. 4.2.2.2) vygeneruje tigepermutaciek prvkov, kdek je

pocet farieb faktorizaci€; v grafeG, a nasledne vylii tie, ktoré nemaju natej pozicii farbu

reprezentujucu ofarbenie hrargy medzi vrcholmiv a jehoi-tym susedom. Uvazované

ofarbenie hrang je ukenéF;, inak ju povazujeme za neofarbenda.

Algoritmus je mozné distribuova pre jednotlivé faktorizacieF; rozSirené

permutaciami reprezentujucimi ofarbenia hran incidgch s vrcholonv. V pripade, ak na

permutaciach nebola vykonana heuristika ¥yjaca izomorfné parcialne rieSenia (5), je

nutné konéné vysledky navzajom eSte porovna

procedurenajdi faltorizacin(F; u):
(1}: if F;je uplna then

Fetum F;
(2} else
(3} skoédodalsicho vrchola v vi1exikografickom poradipo u
(4):  wvvgeneryj vietkv moime penmutdcie pomocou ofarbi vrchol(F; .v)
{3y wvlié¢ permutacie vzhladom na heuristiky
{6):  forpre vietkv zostavajuce permuticie
{7y najdi faltorizaciu(F; ) permuticia, v)
end for
end if

end procedure

Obr. 4.2.2.3: Algoritmus 4
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Algoritmus 4 (obr. 4.2.2.3) je modifikaciou algoni 3, na rozdiel od neho vSak
vyuZiva metdédu BFS pri vyhodnocovani moznych peéaciutprisiichajucich vrcholw.
Procedura najdi_faktorizaciunom zavola funkciu ofarbi_vrchol (4), a az po vygevani
vSetkych moznych permutécii vrcholwzhadom kF; v jednom kroku vypé&tu, a pripadnom
pouziti heuristickych metdéd (5), zavold samu seba zostavajuce mozné rozSirerita
prislusnymi permutaciami. Na @atku vypcatu algoritmov 3 a 4 sa proceddra
najdi_faktorizaciu zavola len s ofarbenymi hranamsediacimi s vrcholom 0. Rovnako ako
pri algoritme 3, prefadavame grafG v lexikografickom poradi. UpInds a vhodnos
vygenerovanej faktorizaci€; v poslednom vrcholeG, ako aj podmienky pre pripadnu

paralelizaciu su rovnaké ako v predchadzajuconmapdp

VSetky Styri predstavené algoritmy volaju backt@aokproceduru najdi_faktorizaciu
so vstupom v podobe parcialnej faktoriza€ie pripadne aj s vrcholomv ktorom sa vypeet
nachadza. Pri jeho paralelizacii tak nevznika goztrekladania déti parcialnych vysledkov.
Tieto sa mOzu zapisovalokalne pre jednotlivé procesyj procesory. Potreba globalnej
Struktdry nastava len v pripade testovania fakémoiizvzi’adom na izomorfizmus az na

koneinych vysledkoch, kde je tieto nutne eSte navzajoroyna’.

4.3 Heuristiky a metody optimalizacie

Ako sme spomenuli v predchadzajucich kapitolachzkd izomorfizmu grafov a 1-
faktorizacii je NPfaZzka. Jednym zo spdsobov ako urtthira@ny vypaet problémov z tejto
triedy je pouzitie heuristik. Heuristika, gréckfpioxw, je preloziténd ako nachadzanié
objavovanieCasto ide o metédy nahradzajlce neexistujlci algost pripadne nezafwjice
objavenie spravneho rieSeni& ani pri zrychleni vyp&iu nie je vémi Ziaduce. My sa

budeme zaoberaheuristikami, ktoré pri generovani Ziadne rieSeméwyl(tia, pricom ich
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vhodnou impelentaciou sa nas vypbskrati.

4.3.1 Uvazované heuristiky a ich popis

UvaZované heuristiky:
* vhodné 1-faktorizacie
» test identity
* test (semi)perfektnosti
» d-tabuka
e paralelizmus

e testizomorfizmu

Vhodné 1-faktorizacie stanovenim poatocnej podmienky ofarbenia vrcholu 0 sme
predisli generovaniu mnohych izomorfnych rieSenizsb popis myslienky sa nachadza v
predchadzajucejasti.

Test identity- elementéarna heuristika vylujuca duplicitné rieSenia, v naSom pripade

pojde o faktory generovane funkciou najdi_prvubiar

D-tabuka — invariant 1-faktorizaci€ = (fy, ..., f). Zjednoteninfubovd’nych jej dvoch
1-faktorov vznikne graf tvoreny parnymi cyklamizky aspa 4, v pripade star grafov su
dizky cyklov aspé 6. D-vektor faktoraf; tvoria dzky jednotlivych cyklov tvorenych
kombiné&ciouf; s ostatnymi 1-faktormi. D-tabu’ka 1-faktorizacie pozostava z prislusSnych d-
vektorov jej faktorov. Vyhodou d-tabky ako invariantu je Vémi 'ahka vypgitate’nos’ v
porovnani s drahSimi heuristikami, napr. testomzoenorfizmus. Detaily sa daju néjs[3].
Nakd’ko nas primarne zaujimaju semi-perfektné a peréeRtiaktorizacie, prvy, respektive
kazdy riadok d-tabiiky musi obsahovaiba cykly dzky Hamiltonovskej kruZnice. V3imnime
si, Ze d-tablka nedokaze rozhodti@ izomorfizme perfektnych 1-faktorizacii, a dokanani

o semi-perfektnych, ak tieto maju rovnaké kombie&tivektorov. Navzajom rézne d-tdky
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implikuja izomorfizmus faktorizacii im prislichajiin.

Test (semi) perfektnostt z polfadu spomenutych d-tabuliek, d-vektor prislichajuci
prvému faktorufy , resp. vietkym faktororh musi obsahovalen ¢isla rovnajlce saitke
Hamiltonovskej kruZnice daného grafu. Test je v3akzné vyuAi aj na parcialnych
faktorizaciach, pripadne faktoroch. Prakdani semi-perfektnyck = (fi,..,f) plati, Ze alk; pre
1 <i <tv kombinécii sf; vytvori cyklus kratSi ako je Hamilonovska kruZniceemdze i
o semi-perfektnu faktorizaciu, a faktfirje mozné zdalSieho vypétu vyllcit. V pripade
perfektnych faktorizacii podmienka uki&smia vyp@tu plati pre kombinacidubovd’nych

dvoch jej faktorov.

Paralelizmus— vypaitové naroky algoritmov na grafoch s rastucingétpm vrcholov
rastu zavratne rychlo. Distribuovany vyed sa mnohokrat stava nevyhnuttms Snazili sme
sa vypa@et paralelizové vo vhodnych uzloch s ¢dadom na koneu efektivnos, ¢i nutnos’

pristupu do globalnych Struktar.

4.3.2 Test izomorfizmu a program nauty

Posledna uvazovana heuristika nAm umozni genéreaszajom neizomorfné rieSenia
nasich algoritmov. O izomorfizme faktorizacii stasti schopné rozhodti@j d-tabuiky, ich
moznosti ale ko¥ia v bode, kde maju 2 faktorizacie v nich rovnakénkinacie d-vektorom.
My preto v naSich algoritmoch vyuZivame jeden zrydjlejSich programov vhodnych na
rozhodovanie o izomorfizme grafov, nauty. Zakladeénicie a pojmy potrebné na pribliZzenie
jeho vypd@tu su uvedené v uUvode. PodrobnejSie informécie @zné najs v [16].
Matematické zéklady algoritmu nautyho sa nachadzaj(15]. Na rozhodovanie o

izomorfizme grafov vyuziva nasledujuce tvrdenie]{15

Veta 4.3.2.1:Nech G a H su ofarbené grafy s rovnakynatpm vrcholov v kazdej farbe.
Potom C(Gr1)=C(G,), prave vtedy, kB G' = H pre nejakd permutéciy zachovavajucu

ofarbenie. £1 a 7> sU particie ich vrcholov na jednotlivé farby, d;mn poradie farieb je
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rovnaké)

Nauty dokaze rozhodrito izomorfizme grafovG a H na zaklade porovnania im
prislichajucich  kanonickych ekvivalentov. Veta 2.3. predpoklada permutéciu
zachovéavajucu poradie ofarbeni. Na poradi vrchamfov G aH v jednotlivych triedach
particii 71 am, nezalezi. Pd&é definicie izomorfizmu faktorizacii, su tieto izonné pri
uréitej permutacii svojich faktorov, désledkotoho bolo v naSich vyptoch pri teste na
izomorfizmus medzi faktorizaciarki aH ¢asto krat nevyhnutné vhodne permutbugarbenia
v F, vypcitat’ jej kanonicky grafC(F) a nasledne porovtia kanonickym grafonC(H). Aby
sme sa pokh moznosti vyhli zbyttnému volaniu programu nauty, pouzivali sme funkciu
Z jeho kniZniceupdatecan Je uéena na pr&slovanie vrcholov graf@ tak, aby sme z neho
ziskali kanonicky grafC(G). Funkciaupdatecanna kanonické prgslovanie potrebuje len
“kanonickd” permutaciu vrcholoc. Nakd’ko sanou len préisluja vrcholy grafuG, ide
o omnoho lacnejsi vyget ako v pripade volania nautyho, ktory ma expoiwerdtnu
zlozitog’. Pre kazdé vyhovujuce rieSenie ¥itom uzle vypd@tového stromu sme si do
lokalnej datovej Struktury ulozili prislusné “kanoké” permutéacie. Pri prvom najdenom
rieSeni, ktoré nemamecsn porovna, sme si ulozili vSetky jeho “kanonické* permutacie
V pripade d’alSieho potencionalneho rieSenid sme potom funkciouupdatecan ziskali
kanonické grafy k uz ulozenym rieSeniam, a tietezagom porovnali s kanonickym grafom
C(R). R aj naSe uloZené rieSenia muselitmavnaky p@et vrcholov v jednotlivych farbach,
resp. faktoroch. V pripade, Zze €4R) nezhodoval ani s jednym uvazovanym kanonickym
grafom, ateda boR izomorfny vzifadom na doterajSie rieSenia, bolo nutné si dloZi
“kanonické” permutécie prislichajuée

V zavislosti od pouzitych algoritmov tak bolo pding vhodne permutovaaktory
resp. ofarbenia. Pri algoritmoch 1 a2 pre nejaliciglnu faktorizaciuF; radu i Slo
oi faktorov, generovanych postupne Vatiom na rad, no pre algoritmy 3 a 4 bolo nutné
spermutové vSetky farebne particie, ndik@ sa v priebehu ich vygtov v kazdom vrchole
grafu G zafarbovali hrany vSetkymi farbami naraz. Pripoanie, Ze v pripad®, je paiet
farebnych particiin, v S, n-1. Neofarbené hrany sme samozrejme nepovazovalarbal.

Désledky vyplyvajuce z nutnosti permutdvavSetky relevantne farby kvoli  testu
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izomorfizmu, si ukazeme pri vyhodnocovani experitdgrych vysledkov v nasledujicej

kapitole.

Nauty je pre nekomeéné pouZitie vbne Siritény program. Ide o kniZnicu procedur
napisanych v jazyk«. Jeho vstupom je vrcholovo ofarbeny gr&x), a jeho moznymi
vystupmi s kanonicky graiC(Gx) urceny kanonickou mapujucou funkciou, permutacia

vrcholovG takd, zeG'= C(Gr), a mnoZzina generatorov automorfnej grupy@re

Samotny nauty prechadza stromom svojho ¢fgpalasickym backtrackom (obr 4.2.1).
Koreniom je vstup Gx) a particiaz’ vhodne zvolend nautym viddom naz. Ak je =’
diskrétna, stabilizma (automorfna) grupa pré je trividlna, a kanonicky gra€(Gx) je
definovany premenovanim vrcholov V poradi v akomns&hadzaju v«'. Ak 7' nie je
diskrétna, obsahuje aspgednu nejednoprvkovd podmnoziMuvrcholov zG. Nauty rozvetvi
strom vyp@tu pre vSetky vhodné kombinacie vytvorené' nahradeninM v 7' mnozinami
{v} a {M}-{ v} v poradi, kdev su vrcholy nachadzajuce saM: Kazdy uzol vypoétoveho
stromu nautyho s diskrétnou partici@upredstavuje wité atislovanie vrcholov. Ak su dva
uzly s diskrétnymi particiami zhodne&islované, ich prislusné grafy su izomorfné. Kankaic
mapovacia funkcia, netrivialne vygitana nautym, tak zodpoveda nejakému z tychto
ocislovani, presnejSie kanonickému. Sofistikovanyo#gb nautyho nasledne orezava strom
vypoctu pre vhodne zvolené vetvy, a je relativnémieefektivny pre viky potet réznych
tried grafov. Pre 1840 réznych faktorizacii gr&u bol napriklad schopny rozhodh ich
vzajomnom (ne)izomorfizme za ~1.5 sekundy.

Nakd’ko nauty pracuje s vrcholovo ofarbenymi grafmiaanin uvazované faktorizacie
su particie hran, bolo nutne prekonvertbwami grafyQ, a S, na ich hranové ekvivalenty,

a az nasledne bolo mozné pre ne zavoutyho.

NaSe algoritmy, na rozdiel od kanonickych zastuppowzivanych metédou popisanou
v kapitole 3, si pri volani testu na izomorfizmusuniitom bode vypétu uloZia prvého
vygenerovaneého zastupcu triedy izomorfizmu, akgelap “kanonické” permutécie, &ujlce

kanonickeé grafy pre r6zne permutécie jeho ofarbesp. faktorov faktorizacie.
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Korektnos' algoritmov: spbsoby pré&adavania grafov nasSich algoritmov popisané
predchadzajlucefasti prace, zatwju prefadanie kazdého vrchoha a hranoue grafu G.
V uzloch stromu vyp&tu sa priebeZne nachadzali vSetky mozné parciaétemnia, pokih
neboli zamietnuté heuristickymi metéodami. Spra¥nogenerovania neizomorfnych
faktorizacii sa zaklada na vete 4.3.2.1, ktoru WwauZprogram nauty, a vhodnej permutécii

jednotlivych particii, t.j. farebnych tried vrcheloG. Korektnog vzhladom na ostatné

heuristiky je evidentn& z ich popisov.
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Kapitola 5

Experimentalne vysledky

V tejto casti prace sa budeme zaolemostupnym vkladanim réznych kombinacii
heuristickych metod do prislusnychasti algoritmu a nasledne vyhodnocoweh dosah na
vypocet. Aby sme dosiahli objektivne namerane data uwedetablikach, vypdty boli v
priemere 50x zopakované. V ptadavanych hyperkockadch a star grafoch sme Ziadnu
perfektna 1-faktorizaciu nenasli, v tdkdch aich popisoch sa preto budld nachédea
experimentalne vysledky pre test na semi-perfekitrida pripady, kedy sme brali do Gvahy aj
test na perfektndsupozornime zvl&s

Test identity budeme pouZitvzden pri algoritmoch 1 a 2. Funkcia najdi_prvu_farb
ktord je volana v bode (3) proceddry najdi_faktaciz (obr 4.2.1.1 a 4.2.1.3) pri Uplnom
pre’adavani grafiG generuje aj faktory navzajom totoZzné. Budeme jplémentovéd pred
Pubovd’nou inou optimalizénou metédou. Jediné miesto v ktorom mu bude p#edicdi ina
heuristika je vo funkcii najdi_prvu_farbu (4), ndko sa faktory daju otestowaa zhodu len
pri ich Uplnosti.

Ku kazdému algoritmu si uvedieme dve tBbu V prvej budd zhrnuté dosiahnuté
priemernécasy vypa@tov pre rézne modifikacie algoritmov, v druhej sadbh nachadza
jednotlivé heuristické metdédy v nich uvaZzované. 8udé pre ne pouZzivanasledujluce
ozna&enia: S — test na semi-perfekttipaN — test na izomorfizmus (program nauty); D € pr
d-tabulky; a |- pre peet identickych faktorov vygenerovanych ¢as celého vypu.

V pripade heuristik S, D a N budeme uvdddaa udaje. Prvy bude ozfmva’ padet ich
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volani p@&as celého vyp#iu a druhy poet potencionalnych rieSeni, ktoré v priebehu il
V algoritmoch boli pouZité v poradi, v akom st ueed tabikkach. V pripade d-tabuliek bude
druhy Udaj ozndova’ patet takych volani a zarosefaktorizacii, pre ktoré uz nebolo nutne
zavola' test na izomorfizmus, ktorému tato heuristika Zakan predchadza. V kombinacii
testu na semi-perfektnosasledovaného d-tatkami, bolo postéujuce prislusné riadky d-
tabuliek vyhodnocovalen pre faktoryfi af;, kdei # j # 1, nakdko d-vektor prislichajuci
faktoru f; obsahuje len prvky rovnéiike Hamiltonovskej kruznice @. V nasledujtcich
riadkoch podoriebeznotlheuristikou mame na mysli jej volanie v priebelpattu, na rozdiel
od volania metddy aZz na kafrg/ch vysledkoch. Pre algoritmy 1 a 2 tym mysliméanace v
proceddre najdi_faktorizaciu (4), pre algoritmy 3 a procedure najdi_faktorizaciu (5).
Heuristika volana vo funkcii najdi_prvu_farbu (4jpki pouZzivaja prvé dva algoritmy méze

byt volana len priebezne.

5.1 Vysledky pre generovanie metddou faktor po fakire

Tabu’kové oznéenie kombinacii heuristik pre algoritmy 1 a 2 (di2.1.1 a 4.2.1.3)

Al - kompletné prefadanie grafu, generovanie len nezhodnych faktarizac

Al.1 — priebezZny test izomorfizmu vykonany v praoednajdi_faktorizaciu (4)

Al.2 - test izomorfizmu pre koteé vysledky

Al.3 - d-tabuiky vypctitané na konaych vysledkoch a nasledny test izomorfizmu
A2 - test na semi-perfektnbgykonany vo funkcii najdi_prvu_farbu (4)

A3 — priebezny test na semi-perfektiogkonany v procedure najdi_faktorizaciu (4)
A4 - test na semi-perfektndgpre konéné vysledky

A5 - najlepSia heuristika z A2-A4 a nasledny tesmorfizmu na konsych vysledkoch
A6 - A2 + priebezny test izomorfizmu vykonany v pedure najdi_faktorizaciu (4)

A7 - A3 + priebezny test izomorfizmu vykonany v pedure najdi_faktorizaciu (4)

A8 - priebezny test izomorfizmu vykonany v procesldajdi_faktorizaciu (4) + A4
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A9 - najlepSia heuristika z A2-A4 + d-tallky na konénych vysledkoch nasledované testom

na izomorfizmus.

Qs Qs S
Al 0.000021 1.374312 0.711306
Al.l 0.000135 9.075259 1.403243
Al.2 0.000081 2.624630 0.778289
Al.3 0.000088 2.729105 0.780835
A2 0.000026 0.613199 0.784601
A3 0.000023 0.660783 0.725943
A4 0.000022 1.395047 0.728365
Ab 0.000023 0.676394 0.725943
A6 0.000087 1.156336 1.021723
A7 0.000080 1.179201 1.008063
A8 0.000135 9.083241 1.413967
A9 0.000023 0.638524 0.721067
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Tab. 5.1.1Casové hodnoty pre algorimtus 1

Udaje namerané pre algoritmus 1 sa nachadzajoubkéth 5.1.1 a5.1.2. Na prvy
pohad si vSimneme Veni zlé vysledky pre priebezny test na izomorfizmdsesahujuce
nasobkycasu vypdtu v pripade jeho volania na kamgch vysledkov (Al.1, A8). Rovnako
narast potu volani vypétovo drahého nautyho v tychto metodikach bez prédzania inou
heuristikou je neZiaduci. Metodiky, v ktorych muedchadzame testom na semi-perfekinos
(A6, A7) maju vysledky lepSie namerané hodnotySakvstale podstatne horSie v porovnani s
volanim nautyho na konci (Al1.2 A1.3)i s kombinaciou ratajucou d-tabky (A9). Tieto
rozdiely su désledkom préhdavania grafu spdosobom DFSTaka ktorej sa v procedure
najdi_faktorizaciu vyp&tovo drahSie heuristiky volaju aj pre parcialneSeeia, ktoré by
v neskorSom vyptie boli zruSené lacnejSou (A8). Pri porovnani s)(8i7mo6zme vSimndl
dosledok zmeny v poradi volania nautyho a omnobidgieho testu na semi-perfektti@®

kazdom vygenerovanom faktore.
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Wilucovanie potencionalnych 1-faktorov pri posudzovahidalSich moznych hran sa
ukazalo vyhodne uz pQ.. V pripade v&Sich grafov sa preto da predpokladste vasSia
efektivnos. Za pozornoétieZ stoji tempo narastu vygovych narokov 2J; naQ,, ktoré su
v najlepSom pripade ~20 000 krat dihSie¢c@m sa poet r6znych faktorizacii zvysil zhruba
400-kréat (A6, A7, A9).

Qs Qs S
Al 17 | 462605 | 15513
A1l | Ns8a4 N 35254/35167 | N 5753/5263
Al2 | N4~ N 1840/1805 N 84/75
AL | D41 D 1840/26 D 84/7
: N 3/2 N 1814/1805 N 77/67
A2 S 13/5 S 532688/161908 S 186632/44758
A3 S 16/7 S 223745/162823 S 9791/9412
Ad S 43 S 1840/1808 S 84/84
A5 S 4/3 S 532688/161908 g 3/7(?1/ 9779
N 1/0 N 32/31 o
e N 5/2 S 50281/11964 | S 41052/9760
S7/3 N 12680/12660 | N 262/142
A7 N 5/2 S 32644/16578 | S 2494/2166
S 13/4 N 12680/12660 | N 262/142
8 N 8/4 N 35254/3518 | N 5753/5736
son S 35/34 S 9/9
20 D 1/0 D 32/1 D 0/0
N 1/0 N 31/1 N 0/0

Tab. 5.1.2: Pety volani heuristik pre algoritmus 1

Ani v pripade zakomponovania d-tabuliek v snahdrifSgolanie nautyho sa ndm
Zelany efekt nepodarilo dosialthunakd’ko su takmer vSetky vhodné a Uplné faktorizicie

nasich grafov navzgjom izomorfné (z 1840 je lenn@zomorfnych), a po vygdtani pre
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vasSinu z nich rovnakych d-tabuliek, je nutné ihlSie otestovanie nautym.

Metodiky vhodné pre nezavislé distribuované Wtpobez nutnosti porovnavania
koneinych vysledkov sa ukazali ako vyftovo neefektivne (Al.1, A6-A8). Ako lepSia
alternativa sa tak pre DFS javi vyeo generujuci izomorfne rieSenia, a dodat centralne
vyhodnotenie kongych vysledkov (A9). UZ pri samotnom generovanilegkov (Al)
vznika ve’ky pocet identickych faktorov, v priebehu vy§ta naQs az 462 605. Porovnanim
r6znych implementacii semi-perfekt testov, ako ddsk neefektivneho generovania, dosahuje
jeho volanie na konci (A4) najhorsie vysledky, hboivolame len 1840 krat oproti 223 745
priebeZznym volaniam (A3§i dokonca 532 688 (A2). Posledne dve spominané dikgto
dosahuju takmer rovnake udaje pri vySe dvojnasobpotte volani (A3),¢im sa prakticky
demonstruje vypiiovo lacna cena priebezného volania. Pri kombin@&t) sme sa WQq
rozhodli pre semi-perfekt test uz pri kazdej hrafektora volaného vo funkcii
najdi_prvu_farbu (A2). Hoci je volanasto, je rychly, a orezava strom v¥poco najskorg¢o
je vyhodné najma pri vysSich dimenziach. V prip&l€A5) nie je nauty volany ani raz,
nakd’ko vSetky faktorizacie vyki test na semi-perfektntis

Algoritmus 1 spusteny @s sa dopracoval k prvému semi-perfektnému rieSeniaau
par minut, z nameranych udajov pre menSie hyperkgelale zrejme, Ze préhdanie celého
grafu by mu trvalo tyzdne. V pripads sa ndm nepodarilo dopracevia semi-perfektnému
rieSeniu ani po vySe desiatichiath distribuovaného vygtu vyuZivajiceho metodiku (A6),
pricom stihol prebada’ len 2/10 grafu.

Pre vysSie dimenzie sa algoritmus 1 s metddou D&® @ko celkovo znme
neefektivny. Dobré vysledky dosahuje len pri nazhad prvych rieSeni danej vetvy stromu
vypoctu. Z uvazovanych kombinécii by sme optimalnou mabkva’ priebezny semi-perfekt
test s nautym na kotieych vysledkoch (A9).
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Qs Q4 S
Al 0.000017 1.274881 0.686318
Al.l 0.000077 0.123734 0.300457
Al.2 0.000055 2.598596 0.727538
Al.3 0.000063 2.658399 0.722934
A2 0.000005 0.023926 0.755250
A3 0.000005 0.021891 0.680068
A4 0.000008 1.314548 0.696976
Ab 0.000005 0.021809 0.680068
A6 0.000022 0.022035 0.328274
A7 0.000018 0.022226 0.299810
A8 0.000057 0.129266 0.307131
A9 0.000010 0.023312 0.680068

Tab. 5.1.3Casové hodnoty pre algorimtus 2

Vyslednécasy vyp@tov a p@ty volani jednotlivych heuristik pre algoritmus@®echadzajici
grafom metddou BFS, sa nachadzaju v taaoh 5.1.3 a 5.1.4 Tieto sU vo vSeobecnosti lepSie
ako v predchadzajucom pripade, hlavée sa tyka metodik s priebeZznym testom na
izomorfizmus (A1l.1,A6-A8). Je to dané spdsobom pamdhAvania grafu, kde sa vSetky
parcialne vysledky dandj; radui+1 najskér vyhodnotia v jednom kroku, a az naslegne
procedura najdi_faktorizaciu volana pre zostavaj@tgominame, Ze jednotlivé heuristiky su
primarne vyhodnocované v poradi jfadch vypd@tovej ceny. Funkcia najdi_prvu_farbu sice
nachadza rovnaké mnozstviastkovych identickych rieSeni ako pri algoritmgAlLL), no ich
vylu¢ovanie je omnoho efektivnejSie tym, Ze test na ahm@ cely uzol vyp&tu predchadza
ostatnym heuristikam, okrem semi-perfekt testu iglgghu generovania faktorov (A2).
Samotné generovanie nezhodnych vysledkov (Al) ggeritme 2 nepatrne rychlejSie, pri
rovhakom péte ngjdenych identickych vysledkov.

Tak ako v prvom algoritme, test na semi-perfekfn(&2,A3) dosiahol navzjom
podobnécasové vysledky, p@t jeho volani sa ale z&ree znizil v pripade testovania az na
aplnych faktoroch v procedure najdi_faktorizaciBJAV & ich bolo az tisic krat menej ako
pri totoZnej heuristike pouzitej vo funkcii najdrvp_farbu, vQ, 500-nasobne menej.

V porovnani s algoritmom 1 sa k vysledkor@ymetdédou BFS algoritmus 2 dopracujeme 20-
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nasobne rychlejSie. Volanie nautyho priebezneghtofoch (Al1.1) v porovnani s testom na
koneinych vysledkoch (Al.2), ukazalo vyznamné zlepSeéasal vypdtu uz priQ, a$, aj bez

pouZzitiad’alSej heuristiky.

Qs Qs S
Al |17 | 462605 115513
ALl |N62 N 303/216 N 63/46
AL2 | N4 N 1840/1805 N 84/75
AL3 | D41 D 1840/26 D 84/7
N 3/2 N 1814/1805 | N 77/67
A2 | s18/9 S 476461/154764 S 186690/4453B
A3 | S16/7 S 1448/1044 S 130/84
A4 |S4a3 S 1840/1808 S 84/84
S 1448/1044 | S 130/84
AS N1/ N 32/21 N 0/0
RECE S 35756/11594 | S 48062/10738
N 4/2 N 96/78 N 43/34
ny | N2 S 201/104 S 64/21
S 9/4 N 96/78 N 43/34
ng | N84 N 303/216 N 63/46
S 2/1 S 35/34 S 9/9
o B low 3

Tab. 5.1.4: Pety volani heuristik pre algoritmus 2

Cas dosiahnuty pre (A3) je takmer totozny s (A2)pne v&sie grafy predpokladame &&iu
asporuc¢asu vypatu pre heuristiku (A2), nak&o je vypdtovo lacna a oreze strom vyjto
skor ako ktorakbvek ind uvaZovand metdda. V kombinacii s nautym zdaerénych
vysledkoch (A5), je WQ, dosiahnuty eSte lep&ias, no len miniméalne, zatiato v$, je

priebezné volanie nautyho 2x rychlejSie ako v migpakonénych vysledkov. \Qs je
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samozrejme vZladom na semi-perfekt test najlepSie valautyho az na zaver (A5, A6, A9),
ked'’Ze je v podstate nepotrebny. Existuje totiz lem@gsghodna semi-perfektna faktorizacia.
Pripomaéime, Ze v pripade S4 neexistuje Ziadna. Metodikgjuée d-tabtky pred volanim
konetného nautyho (A1.3, A9) poskytuju takmer totoZégs vypd@tu ako tie, ktoré ich
nevyuzivaju (A5). Spbsobuje to nizkyged semi-perfektnych faktorizacii, na ktorych sa ich

vyhoda neprejavi.

Ako optimélna sa ukazala kombinacia pribeznéhautssimi-perfektnosti s volanim
nautyho, ¢i uz priebezne alebo az na zaver (A5-A7, A9). Ré6zpésoby volania testu
izomorfizmu mdzu vyhovouav zavislosti od Zelanej distribucie vyfia a naslednej moznosti
porovnavania konmych vysledkov. \Waka metdde BFS sa algoritmus 2 spusten@sv
s priebeznym testom semi-perfektnosti ako aj izdmou (A6) ani za tyZdé nedopracoval
k Ziadnemu vysledku. Pri kombinacii s volanim naatyaz na zaver (A9), vyZzadujlcou Si
zaverene porovnania vysledkov, takisto Ziadnu faktorisanevygeneroval. Modifikovany
a distribuovany algoritmus 2 namQg za priblizne 20 hodin vygeneroval 117 837 nazvéjom

r6znych 1-faktorizacii radu 1, z nich bolo 339 wamrfnych.

5.2 Vysledky pre generovanie metodou vrchol po vraie

Spbsob, akym sa priddavaju grafy pri algoritmoch 3 a .4 neunigg vygenerové
zhodné rieSenia, a teda test na identitu nebugenmasledujucich algoritmoch brat do Uvahy.

Oznaenie kombinacii heuristik pre algoritmy 3 a 4 (di2.2.1 a 4.2.2.3).

B1 - kompletné prdladanie grafu a vSetky vysledky

B1.1 — priebeZny test izomorfizmu vykonany v pragednajdi_faktorizaciu (5)

B1.2 - test izomorfizmu pre kotieé vysledky

B1.3 - d-tabiiky vypatitané na kongych vysledkoch a nasledny test izomorfizmu

B2 — priebeZny test na semi-perfekthggkonany v procedure najdi_faktorizaciu (5)
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B3 - test na semi-perfektndken na konénych vysledkoch

B4 - lepSia heuristika z B2-B3 nasledna testom @dizmu na konénych vysledkov
B5 - B2 + test izomorfizmu vykonany v procedurednajaktorizaciu (5)

B6 - priebezny test izomorfizmu vykonany v procedirajdi_faktorizaciu (5) + B3

B7 - lepSia z B2-B3 + d-talfky na konénych vysledkoch nasledované testom na

izomorfizmus
Qs Qu S
Bl 0.000018 0.021090 0.0492112
B1l.1 0.000612 0.608378 8.012870
B1.2 0.000065 1.524644 0.055032
B1.3 0.000077 1.586347 0.066325
B2 0.000033 0.003315 0.117058
B3 0.000036 0.010883 0.047611
B4 0.000033 0.006571 0.480781
B5 0.000226 0.381163 3.385654
B6 0.000694 0.611503 8.013662
B7 0.000031 0.007320 0.047611

Tab. 5.2.1Casové hodnoty pre algorimtus 3

V nasledujdcich riadkoch si popiSeme vysledky pgergmus 3 uvedené v tabiach
5.2.1 a5.2.2 Namerané udaje su vo vSeobecnosielgko pre predchadzajlce algoritmy,
okrem metodik s priebeznym volanim nautyho (B1.]B8% Pre star grafy su v tychto
pripadoch ¢asy vypétov ve'mi zlé. Samotné generovanie faktorizacigaka spbsobu
ofarbovania vrcholu po vrchole, ktory v nich nepis{a identické zafarbenia, je rychlejSie ako
v pripade prvych algoritmov (A1,B1). V takke 5.2.2 je nasledkom toho prislusny riadok
ignorovany. Hoci je samotné generovanie ofarbergktaéfejSie, vémi zlé hodnoty
zaznamenané pre test na izomorfizmus priebeznezdoka vrchole grafu su désledkom
nutnosti permutécie vSetkych particii, resp. farfie@ktorizacie. P&t premutacii je od prvého

momentu vypstu rovnaky ako na konci — na rozdiel od algoritnioa 2, kde sd’alSie farby
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pridavali az prel’alSie rady faktorizaci€;.

V pripade volania nautyho na zawargch vysledkoch v porovnani s priebeznym
v kazdom bode, sme horSie vysledky zaznamenal leripade uvaZovanidialSej heuristiky
(B1.2). V tomto pripade bol zaznamenany aj ngi@aet jeho volani. Akonahle sme test na
izomorfizmus skombinovali Bubovd’nym semi-perfektnym testom (B4,B7), boli namerané
udaje len zlomky oproti priebeZzne volanému nautyB&B6), kde aj p&ty jeho volania boli

vyrazne mensie.

Qs Qs S
B1 - - :
B1l.1 N 13/2 N 868/205 N 3246/1390
B1.2 N 4/2 N 1840/1805 N 84/75
B1.3 D 4/2 D 1840/26 D 84/7
) N 2/2 N 1814/1805 N 77/67
B2 S 12/3 S 2077/618 S 29466/285
B3 S 4/3 S 1840/1808 S 84/84
B4 S 12/3 S 2077/618 S 84/84
N 1/0 N 32/31 N 0/0
B5 S7/2 S 186/29 S 2547/23
N 6/2 N 225/53 N 2524/1127
B6 N 15/2 N 868/205 N 3246/1390
S 6/5 S 9/8 S 9/9
S 12/3 S 2077/618 S 84/84
B7 D 1/0 D 32/6 D 0/0
N 1/0 N 6/5 N 0/0

Tab. 5.2.2: Pety volani heuristik pre algoritmi 3 a 4

Metdéda umoi#tujuca paralelizmus bez potreby dodaie) komunikacie medzi uzlami,
t.j. test na izomorfizmus v kazdom vrchole grafus& javi ako znmé neefektivna uz pri
malych dimenziach. NajlepSie vysledky dosahovaloombinacii s priebeznym testom na
semi-perfektnost (B5), avSak aj tie su ~100 nasdtmie ako v pripade volania nautyho az
na konénych vysledkoch (B4, B7).
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Narast dzky vypostu zQs na Q4 bol pre najlepsie metodiky (B4, B7) priblizne 200-
nasobny¢o je v porovnani s predchadzajucimi algoritmaniimiedobry vysledok. PouZitie d-
tabuliek ndm Ziadny vypet vyraznejSie nezrychlilo, naopak ho minimalnedgiiéo. Ako
velmi dobra heuristika sa opéukazal test na semi-perfektipsktory vyl&il ciastkové
rieSenie pri kazdom tfem volani (B2, B5, B7). Algoritmus spustenyQg sa dopracoval
k prvému semi-perfektnému rieSeniu pomocou vrchéthav semi-perfekt testu (B2)
v porovnaténe rovnakomtase ako v pripade algoritmu 1, a W@aka spésobu préadavania
grafu do Hoky DFS. Na rozdiel od neho v3ak vyes algoritmu 3 skatil za par dni, pdom
nasiel stovky semi-perfektnych faktorizacii, z Ktcin ale mnohé boli navzajom izomorfné.

Idealnou heuristikou pre generovanie neizomorfngemi-perfektnych faktorizacii sa
ukazala byt kombinacia vrcholového testu semi-pmfesti s volanim nautyho az pre
konené vysledky (B4), prip. aj s vyuzitim d-tabuliekqB

Qs Qs S
Bl 0.000018 0.017978 0.047348
B1.1 0.000548 0.604259 7.687617
B1.2 0.000063 1.484591 0.054838
B1.3 0.000072 1.544731 0.064437
B2 0.000026 0.002923 0.114809
B3 0.000028 0.007871 0.043308
B4 0.000026 0.005997 0.046198
B5 0.000199 0.358060 3.805009
B6 0.000559 0.607393 7.689583
B7 0.000028 0.006321 0.043308

Tab. 5.2.3Casové hodnoty pre algorimtus 4

Vtabuke 5.2.3 sa nachadzaju namerané Uddjekd trvania vypotov pre nas
posledny algoritmus 4. Tento sa od algoritmu 3Mipodstate len metdédou volania procedury
najdi_faktorizaciu principom BFS. Konkrétne ju v@a po vykonani uvazovanych heuristik
pre vSetky mozné permutécie ofarbenia vrcholMnejakom uzle vyp#iu v jednom kroku,

kym predchadzajlci algoritmus ju zavola tingo najdeni prvej takejto moznej permutacie.
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Tabu’ky pactov volania jednotlivych kombinacii heuristik stepsba algoritmy rovnaké 5.2.2.
Rozdielne merania, hoci #inou len nepatrne, sme zaznamenali len wamz k dzkam
trvania vypd@tov. Prakticky vSetky kormé casy mal algoritmus 4 lepSie, a tal’aka
jednorazovému vyhodnoteniu parcialnych rieSeni,stoiesolania backtrackovej procedury
najdi_faktorizaciu, a dodatoého vracania sa z nej pre vSetky permutacie png dechol v.
Rovnako ako vo vSetkych predchadzajucich meraniadim heuristika pouzivajuca d-tdky
vypodet jemne preltila. Optimalna kombinacia heuristik, tak ako vdmeadzajicom pripade
sa javi priebezny semi-perfekt check v kombinaciiolanim nautyho na zaverg/ch
vysledkoch (B4,B7).

Algoritmus 4 s implementovanym testom na perfekindsortil vypocet vQs do 12
hodin, nevygeneroval vSak Ziadne rieSeni&s ga algoritmy 3 a 4 bez priebezného volania
nautyho pohybovali podstatne rychlejSie ako prva, awo za tyzde distribuovaného vypiu
sa ani jednému nepodarilo naj® len jednu semi-perfektnu faktorizaciu. Taktieavgpocet

nepodarilo ukodit, aj kel prefadali viac ako polovicu grafu.

5.3 Zhrnutie experimentalnych vysledkov

V nasledujdcich riadkoch si zhrnieme namerané Udayghodnotime vysledky pre
nase 4 algoritmy. Vo vSeobecnosti dosiahli algoyiBra 4 radovo lepSigasy vypd@tov ako 1
a 2, zvlas ¢o sa tyka volania testu na izomorfizmus aZ na &oeh vysledkoch. V og@om
pripade volania nautyho priebeZne, dopadol nagepEjoritmus 2. Specialne r& boli
vysledky pri metdéde ofarbovania vrcholu po vrchaleprijaténé. V star grafoch nami
uréenym lexikografickym poradim postupne vrcholy nievZdy susedné s uz ofarbenyito,
spbsobuje kU neefektivnosvolania nautyho hlavne v piatkoch prechadzania grafu. No aj
pre hyperkocky, kde vrcholy v postupnosti vzdy slises nejakymi uz ofarbenymi, nam
metdda priniesla horsie vysledky v porovnani s i@igom 2.

Spbdsob optimalizovaného generovania neizomorfnydtiofizacii metédou BFS je
vhodnejSi pre vypay, pri ktorych je po ich pripadnej distriblGcii n@dlce volanie testu na

izomorfizmus na konmych vysledkoch. V kombinécii s testom na semi-gdrfost volanym
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priebezne eSte pred nautym tak predstavuje ide@senie spomedzi predstavenych.

Algoritmus 1 generujuci metdédou DFS faktor po faktsa ukdzal ako najmenej
efektivny spomedzi vsetkych, pravé kvoli pratiavaniu grafu do ibky, umo#ujicemu
volanie drahSich heuristik na parcialne rieSeriarékby inak mohli byt vyléené skoér. \Q,
bol tak program nauty priebezne volany az 100 ktfat v porovnani s algoritmom 2.
Algoritmus 1 je vS8ak mozZné vyuZiv pripade Badania prvych rieSeni z daného uzla
vypoctového stromu. Pre algoritmy 1 a 2 je vyhodne ¥/éést na semi-perfektnost hiheri
generovani moznej hrany priamo vo funkcii najdi uprfarbu. Narast ggu jeho volani rastie
velmi rychlo so zvySujucou sa dimenziou, avSak tesymitovo nenardny, a orezava vetvy
prislichajuce moznym parcialnym rieSeniam v najs&or moznom moment&im uSetri
pouzivanie narnejSich heuristickych metéddalSich krokoch. V pripade algoritmu 3 a 4 je
taktiez vémi vyhodné z pofadu celkovéha@asu trvania vokaho v kazdom vrchole ktory
ofarbuja.

Pri teste na izomorfizmus vykonanom az na kKogeh vysledkoch, sme v kombincii
s priebeznymi lénejSimi heuristikami namerali najlepSie vysledkg ptgoritmy 3 a 4. Pokia
existuje moznastestovania vysledkov pomocou globalnej StruktGryna zaver vypgu, ich
namerané kor@é casy su niektkonasobne menSie ako v pripade algoritmowi12.
Spominané rozdiely spdsobené réatiu implementaciou testu izomorfizmu su spdsobené
faktom, Ze kym pri metdde ofarbovania vrcholu zehetom je nutné permutovaSetky farby
faktorizacieF;, pri metdde generovania faktora za faktorom ga permutéacie tykaju lein+1
farieb pri priebezne volanom teste jptea jeho rozSirujucom faktorfe

V zavislosti od typu Padanych faktorizacii, je vhodné predchatiz@stu na
izomorfizmus ¢asovo menej natoymi heuristikami, zvlas test na (semi)perfektnissa
ukazal ako viEmi efektivny. d-tablky na naSich grafoch neukazali Ziadne vyraznejSie
zlepSenie vypétu, skdr ho nepatrne predizili. M6Zu sa vSak peaéi prejaw pri vySSich
dimenziach, hlavne v pripade vysSiehaitponeizomorfnych faktorizacii, ktoré su schopné
rozpozn& omnoho rychlejSie ako program nauty.

Co sa tyka generovania len navzajom roznych fakioiizlepSie vysledky dosahuijl
metddy ofarbovania vrcholu za vrcholom aim pribigjcice algoritmy 3 a 4. Pre prvé dva

algoritmy pa@et generovanych identickych faktorov na Ukor paelania celého grafu rastie
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rychlogou v praxi znemakjucou ich vyuZzitie bez implementacie lacnejSejepeznej
metody optimalizacie. V pripad®; je paet zhodnych faktorov v priebehu celého vitoo7,
v Q4 uz 462 605.

VSetky naSe 4 algoritmy sliahko paralelizovatelné a vhodné pre distribuovany
vypocet. Pre svoje vypiy potrebuju iba lokalne datove Struktury. Jedina@égia, pri ktorej je

nutné uvazowvaglobalnu Struktaru, nastava pri teste izomorfizmaukonénych vysledkoch.

Predstavili sme si 4 algoritmy s réznym pristupoemeyovania faktorizacii. Pre prvé
dva algoritmy je zrejmé, Ze spbsob generovania #&nkch 1-faktorov umaiujici
duplicitné parcialne rieSenia je nevhodny pre reampaty na grafoch vysSich dimenzii.
Umoznili nam ale aplikowardézne kombinacie heuristickych metdd a demonStraysan ich
(ne)vyhodnos. Druhé dva algoritmy sa zdaju tby praxi lepSie aplikovatelné, avSak za
predpokladu moznosti vzajomného porovnania vysledka izomorfizmus. Modifikacie
algoritmov vyZadujuce&aste volania testov izomorfizmu, a zwl&se, ktoré vyzaduju &
permutacii vstupnych ofarbeni pre ktoré sa vol@m@m nauty, nam ukazali silu NRzkych

problémov.

5.4 DalSie dosiahnuté vysledky

Cielom prace nebola len implementacia a nasledne @ ®w6znych kombindcii
heuristik, ale aj dopracovanie sa ku konkrétnym igmfektnym ¢i inym rieSeniam pre

pre’adavané grafy nizSich dimenzii. Uvedieme si ichrsih

V S aQ:; ¢o je vlastne Sesholnik resp. Stvorec existuje jedno neizomorfingédine
riedenie, shhajlice podmienku perfektnosti. B, neexistuje Ziadna semi-perfektna a tym
padom ani perfektna faktorizaci& sme po vySe tyzdni pri préddani viac ako polovice
moznosti vSetkych faktorizacii taktiez Ziadnu serarfektni nenasli. Tento fakt nam

nazn&uje neexistenciu semi-perfektnej 1-faktorizaciestaa grafoch vysSich dimenzii.

V Qs existue len 1 neizomorfnd semi-perfektna faktcia a to
fl:{(o!1)!(2!3)’(4!5)’(6!7)} f2:{(0’2)1(1!5)!(3’7)1(4!6)} f3:{(o’4)!(1!3)’(2!6)1(517)} Nakiko
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Qs nie je Hamiltonovsky rozlozitea, uvedena faktorizacia nema kon&tnik vlastnog
pouzitt pri dokaze o existencii semi-prefektnyctaltorizaciach na hyperkockach neparnych

dimenziiQ,, uvedenu v Uvodnej kapitole 2.

V Q, nam vSetky algoritmy nasli zhodne 1840 vhodnycldergickych rieSeni,
pricom len 35 z nich bolo navzdjom neizomorfnych. Zcetkgch vhodnych rbéznych
faktorizacii 32 spialo podmienku semi-perfektnosti, a v3etky boli @gem izomorfné.

Z nich kanonicka, t.j. najmensSia je nasledujuca

f1={(0,1), (2,6), (3,11), (4,12), (5,7), (8,10), (9)1(14,15)}
f={(0,2), (1,3), (4,5), (6,7), (8,9), (10,14), (1%)1(12,13)}
f3={(0,4), (1,5), (2,10), (3,7), (6,14), (8,12), (9)1(13,15)}
f4={(0,8), (1,9), (2,3), (4,6), (5,13), (7,15), (10)1(12,14)}

Ak by sme nebrali do Uvahy len vhodné faktorizap@et vSetkych neidentickych v
Q4 je 411840 = 44 160. \&, existuje 84 r6znych faktorizacii s naSims@docnym ofarbenim
vrcholu 1234, z nich je 9 navzdjom neizomorfnyctanajedna nedpa podmienku semi-

perfektnosti.

V Qs sme nasli desiatky neizomorfnych vhodnych semigseniych 1-faktorizacii, no
ani jedna nedpala podmienku perfektnosti, napriek tomu, Ze ickepoyrazne vzrastol oproti
Q.. Neexistencia perfektnej faktorizacie na hyperlémtk Qs, Qs, a Qs nas vedie k
presvedeniu o0 jej neexistencii aj na hyperkockach vyssiiomenzii. NaSe presveéenie

potvrdzuje aj fakt, Ze smeQ@s za 2 tyZdne vyp#iu Ziadnu nenasli
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Kapitola 6

Implementacia algoritmov a testovaci

program

Okrem samotného algoritmu a pouzitych heuristik vp&v na rychlog vypaoitu
vyber programovacieho jazyka ako aj vhodna implddea. Ako najlepSia moZnbHssa
ukazal jazyk C++, vZladom na jeho rychl@suniverzalnog a modularnas Dali dévod bol
samotny program nauty, ktory je napisany v jazgkua ktorého kniZznice a procedury v
programe vyuzivame.

Celaiiselné premenné sme gadmoznosti pouZili typu unsigned (kladné ceigla).
Nemalou vyhodou je tiez zaptsai casto pouzivané premenné do lokalnych statickych pol
namiesto dynamického vyhodnocovania, nafr.sa tyka susednych vrcholov grafu. Pri
grafoch s vyS8Sim m@dom vrcholov, samozrejme vznika potrebal’lp vhodnej hashovacej
funkcie. V pripade prilis Jy&ého vstupného grafu G, sa javi ako najlepSia m&zno
kombinacia lokalnych premennych s vhodnou’bau dynamickej rozhodovacej funkcie,
samozrejme s dhdom na distribuovany vypet. V samotnom algoritme je kvoli
optimalizcii takmer nevyhnutnd vhodna hierarchigriaritizacia cyklov¢i rozhodovacich

podmienok. Pri teste na zhodu acagselnych prvkov je najrychlejSie porovnanie ngdmu by
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sa podla moznosti mali prisposabdatove Struktary programu.

Kompilator zdrojového kédu, v naSom pripade gpgleojmoznosti hraju tiez svoju
tlohu pri zrychleni vyp&tu. Program je mozné skompilavapésobom zameranym prave na
rychlog’, na ukor vékosti jeho kédu v cache pamati procesora. \&paovedené v taldikach
v kapitole 5 boli vykonané na 2 jadrovom 64 bitov@mocesore s frekvenciou 2.1 GHz.
ZloZitejSie vypaty pre vySSie dimenzie grafov boli vykonané distdbané na viacerych
procesoroch.

Prilohou diplomovej prace je softvérovy program tBakacia, primarne deny na
testovanie a vyhodnocovanie pouzitia nami uvazoslanfeuristik na grafoctQ, a S.
Vysledky pre vysSie dimenzie ako 4 sU uvedené vtdlgp5, a tieto nie sU gag’ou
testovacieho programu, ndko dizky vypaitov pre ne exponencionalne rastd, a trvaju
nieka’ko hodin az dni. Samotny testovaci program be¥stemoch unix/linux. Je mozne ho
spusti’ prikazom ./faktorizacia v adresari /Faktorizadatup aj vystup je smerovany priamo
cez konzolu. Menu programu Faktorizacia je intméy a nevyZaduje si takmer Ziadne
opisovanie. Uzivate ma mozno8 si vybra kazdy z predstavenych algoritmov, ako aj
heurustik uvazovanych v praci. Zdrojové kody obgalsamostatné kniznice pre kazdy
algoritmus ako aj pre kazdu testovanu topoldQiua S;. TaktieZ je v nich zakomponovany
skompilovany program nauty ver.2.2, blizSie infooedo nom je mozné néisv [16].
Uvedieme si kratky popis funckii k triedam algoritml a 2 (obr. 4.2.1.1 a 4.2.1.3), pre
ostatné algoritmy sU popisi a vyuZzitie procedur Pedom na ich pseudokdody a heuristiky

intuitivne.

» void najdi_faktorizaciu hlavna procedura backtracku

« void najdi_prvu_farbu —procedira volanad v (3) procedurou najdi_faktorizaci
generuje prislusné 1-faktory

» int check_P1Ffunkcia ratajuca semi-perfekt test priebezne

» int check_P1F_koniecfunkcia ratajuca semi-perfekt test na kémgch vysledkoch

» void vyrataj_D_tabulku procedura rata d-tabku prislusnej 1-faktorizacie

« void NaplnDefault() —generuje péiatocné podmienky vyp&tu, ako su uvazovane
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grafy, ich pdgiato¢né ofarbenia, tality susednych vrcholov a hran, inicializuje
hranové grafy k nami uvazovanymi (pre potreby vaarautyho) a iné
» int RunNautyPocas funkcia volajuca priebezny test izomorfizmu

* int RunNautyKoniec funkcia volajuca test izomorfizmu na kamgch vysledkoch
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Kapitola 7

zaver

1-faktorizacie su témou zasluhujucu si nemall pozgr Presviedaju nas o tom
mnohé jej vyuZzitia v praxi, ako &gasto netuSend blizkbk problémom a otazkam denného
Zivota. Hoci su mohutne Studované uz par dekadkypaisl coraz viac priestoru préalSie
otazky, na ktoré sa stalazSie fiadaju odpovede.

Jednym z cibov naSej diplomovej prace bola aj snaha priblidtate’ovi prave
tematiku 1-faktorizacii na grafoch. Zaoberali sn@easdzkou ich vzajomného izomorfizmu,
ako aj zloZitosou a vyp@tovou nargnog’ou algoritmov suvisiacich sich generovanim.
Dufame, Ze sme fom vzbudili aspd minimalny zaujem o tuto atraktivnu a zarwesmi
aktualnu tému vedy zvanej informatika.

V praci sme poskytli vSeobecny piald metdd a dosiahnutych vysledkov v oblasti 1-
faktorizacii na regularnych grafoch, fwm sme sa zamerali hlavhe na semi-perfektné
a perfektné faktorizacie. Ukazali sme, Ze ani phiyfgavéké mnoZstvo prvych nam nezauje
existenciu druhych.CitatePovi sme tieZz priblizili techniky a spdsoby neizofmého
generovania objektov.

Hlavnym ci#om nasSej prace bola ale snaha navthalgoritmy pre generovanie

neizomorfnych 1-faktorizacii v hyperkockach a sggafoch. Predstavili sme si 4 algoritmy
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vyuZivajuce rézne metody prdavania grafov a generovania faktorizacii. Do rsohe
postupne vkladali r6zne heuristiky, a nasledne dylogovali ich efekt na vyget. Na zaklade
nameranych hodndét sme sa pokusili navthnihodne kombinacie jednotlivych
optimalizanych metdd pre uvaZzované grafy vySSiamedzii.

Dalsim ci€om nasho Usilia boli odpovede na otazky existersemi-perfektnych
a perfektnych 1-faktorizacii na hyperkockach a gtafoch nizSich dimenzii, ktoré sméasti
aj uspeSne zodpovedali. Na zaklade naSich zistené, vyslovili predpoklady o pripadnej
(ne)existencii Badanych objektov na uvaZovanych grafoch vysSichedmin VedajSim
efektom nasej snahy je priloha diplomovej pracstoteaci program vhodny na demonstraciu
efektu jednotlivych heuristickych metéd. Dufame,vZeudicnosti poslizi minimalne tomuto

ucelu.
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