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Abstrakt

Skiimame néhodné boolovské funkcie n premennych, ktorych pocet jednotiek je dany
funkciou m(n), 0<m(n)<2". Tato praca prezentuje asymptotické odhady
maximalnej dizky iredundantnej disjunktivnej normélnej formy a poétu iredundantnych

disjunktivnych normélnych foriem ndhodnej boolovskej funkcie.
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Kapitola 1

Uvod

N-arna boolovské funkcia je l'ubovol'né zobrazenie z mnoZiny 0,1}

do mnoziny [0, 1]. Z tohto dovodu existuje prave 2% n-arnych boolovskych

funkcii. Kazdu boolovsku funkciu (okrem f =0) mozno vyjadrit’ pomocou

disjunktivnej normalnej formy (DNF), priCom pre jednu boolovsku funkciu moze
existovat’ viacero vyjadreni pomocou DNF. Konkrétne pre 2% n-arnych boolovskych

funkcii existuje az 2 disjunktivnych normalnych foriem. Teda mézeme hovorit’

o zloZitosti aj o minimalizacii DNF. Ddlezitu tlohu tedrie boolovskych funkcii tvori
prave hl'adanie ¢o najjednoduchsieho vyjadrenia boolovskej funkcie v danej triede
formul. Okrem samotného matematického hladiska je motivaciou rieSenia problému i
fyzikalne hl'adisko. Kazde; DNF odpoveda urcity elektricky obvod, pri¢om

komplikovanost’ schémy daného obvodu priamo stvisi so zlozitost'ou jemu



prisluchajicej DNF. Vlastnosti boolovskych funkcii, ktoré vyjadruji kvantitativnu
stranku minimalizacie a zlozitost” jednotlivych krokov, nazyvame metrické vlastnosti
boolovskych funkcii.

Na urcenie zlozitosti disjunktivnej normalnej formy sluzi tkz. index
jednoduchosti. Ide o funkcional, ktory nie je konkrétne ureny, avSak su naitho kladené
Styri podmienky (axi6my) a to nezdpornost’, monotonnost’ (vzhl'adom na nasobenie),
vypuklost’ (vzh'adom na sumaciu) a invariantnost’. V praci budeme pouzivat’ pocet
elementarnych konjunkcii v disjunktivnej normalnej forme ako index jednoduchosti
danej DNF (ozn. L(N)). Disjunktivnu normalnu formu, ktora je minimalna
vzhl'adom na index jednoduchosti L(N) budeme nazyvat najkrat$ia DNF. Je zrejmé,
ze kazda boolovska funkcia mé len kone¢ny pocet roznych DNF, a teda konstrukciu
minimalnej disjunktivnej normalnej formy mozno uskuto¢nit’ kone¢nym poctom
krokov. Problém je, ze zloZitost’ tipIného prehl'adavania je privelkd uz pre malé
hodnoty n. Preto je vhodnejSie pristupovat’ k minimalizacii postupne, v niekol’kych
krokoch.

Zname algoritmy na hl'adanie minimalnej DNF v danej triede formul pracuja
vo viacerych etapach. Ako prva sa skonstruuje skratend DNF pomocou nejake;]
jednoducho konstruovatel'nej reprezentacie DNF, ako je uplna disjunktivna normalna
forma, uplna konjunktivna normalna forma, pripadne tabulka. Odstranenim
nadbyto¢nych implikantov zo skratenej DNF dostadvame iredundantné DNF. Nasledne

prehl’adavanim vSetkych iredundantnych DNF n4jdeme pozadovanii minimalnu DNF



vzhl'adom na dany index jednoduchosti. Metrické vlastnosti charakterizuji obtiaznost’
jednotlivych krokov minimalizacie, poukazuji na pocet variantov, ktoré treba navzajom
porovnat’, ¢i prehliadnut’ a tym umoznujt zvolit’ v konkrétnych pripadoch spravny
postup rieSenia a vo vSeobecnosti dat’ komplexny pohl'ad na problematiku s cielom
najdenia novych uc¢innejSich minimaliza¢nych algoritmov. Pociatky skiimania v oblasti
minimalizacie siahaju az do 50 rokov minulého storoc¢ia, dokonca existuje aj niekol’ko
skorsich prac, napriek tomu je skiimanie stale aktudlne.

Vo vSeobecnom modeli sa odhadujt zloZitosti na mnoZine vSetkych boolovskych
funkcii o n premennych (ozn. B,) a nahodny vyber boolovskej funkcie zavisi

od parametra p,. Ide o parameter, ktory mozno charakterizovat’ ako pravdepodobnost’,

ze T'ubovolny vrchol «€(0, 1|" patri generovanej nahodnej boolovskej funkcii f; teda
7ze f(o)=1. Ciel'om tejto prace je najst’ asymptoticky odhad zloZitosti maximalnej

iredundantnej DNF a poctu iredundantnych DNF nédhodnej boolovskej funkcie s danym

poctom jednotiek. Boolovské funkcie s danym poétom jednotiek (ozn. F,, pripadne
len F,) tvoria podmnozinu mnoziny vsetkych boolovskych funkcii B, kde
pre f€F, plati podmienka |f~'(1)|=m(n)

teda prave m(n) prvkov mnoziny

’

[0, 1)" patri do mnoZiny identifikovanej funkciou f, €ize do N, Model nahodnych

boolovskych funkcii, s ktorym pracujeme, zaviedli F. Mileto a G. Putzolu [5]. V d’alSom
texte budeme Casto pouzivat’ namiesto m(n) len m, neznamena to vsak, ze sa jedna

o konstantu.



M. Skoviera riesil obdobné otazky pre iny model pravdepodobnosti [10], o ktory
sa v tejto praci opierame. Dalej vyuzivame vysledky dosiahnuté M. Kovalikovou [4],

ktoré nam slizia ako pomocné tvrdenia.



Kapitola 2

Predbezné kroky

Definicie a zakladné pojmy

Nech je dané abeceda premennych {xl, x,,}- Nech D=0, 1].

Nech X oznaCuje negaciu x.

Nech x“=xoVxao.

Definicia: (elementarna konjunkcia, rad elementarnej konjunkcie)
Vyraz K=x]'Ax;*A..Ax]", kde i;#i; pre j#k, sanazyvaeclementirna
konjunkcia. Cislo » sa nazyva rad elementarnej konjunkcie. Definitoricky povazujeme

konstantu 1 za konjunkciu radu 0.



Definicia: (disjunktivna normdlna forma)

S
Vyraz \/Kp kde K #K, pre i#j aK;pre i=1,...,s jeelementarna
i=l1

konjunkcia, sa nazyva disjunktivna normalna forma (DNF).

Zavedieme teraz formélne uz spominany index jedn. L(N) charakterizujuci
zlozitost DNF. Od funkcionalu L(N) vyzadujeme splnenie tychto Styroch axiom:

1. Axiéma nezapornosti. Pre 'ubovolna DNF L(N)=>0.

2. Axiéma monotonnosti (vzhladom na nasobenie). Nech N=N'Vx/'K"'.
Potom L(N)=>L(N'VK').

3. Axiéma vypuklosti (vzhladom na sumaciu). Nech N =N,VN,. Ak

N\AN,=0, takplati L(N)>L(N)+L(N,).
4. Axidma invariantnosti (vzh'adom na izomorfizmus). Nech DNF N’ bola

ziskand z DNF N premenovanim premennych (bez stotoznenia). Potom

V tvode uz bolo spomenuté, Ze naSim indexom jednoduchosti L(N) bude pocet
elementarnych konjunkcii v danej disjunktivnej normalnej forme a miniméalnu DNF

vzhl'adom na index jednoduchosti L budeme nazyvat’ najkratSia DNF.



Teraz definujeme dva typy transformacii disjunktivnej normalnej formy. Nech N
je T'ubovolna disjunktivna normélna forma,nech N=N'VK a N=N'Vx]'K',
kde K je nejaka elementarna konjunkcia z N, N' je disjunktivna normalna forma
vytvorena z ostatnych konjunkcii nachadzajucich sav N, x7' je uréity ¢initel' z K a K’
je logicky sucin zvysnych Cinitelov z K.

Transformacia A je operacia vynechania elementarnej konjunkcie. Prechod

od DNF N ku DNF N'sa nazyva transformacia, ktora spoc¢iva vo vynechani
elementarnej konjunkcie K. Této transformacia je definovana vtedy a len vtedy, ked’
N=N".
Transformacia B je operacia vynechania Cinitel'a. Prechodom od DNF N ku DNF
N'VK' jetransformacia, ktora spo¢iva vo vynechani ¢initela x;'. Tato

transformacia je definovana vtedy a len vtedy, ked N=N'VK'.

Definicia: (iredundantna DNF)
Disjunktivna normalna forma, ktort nemozno zjednodusit’ pomocou
transforméacii A a B (teda nemozno tieto transformacie aplikovat’) sa nazyva

iredundantnd DNF (ozn. ir DNF) vzhl'adom na transformacie A a B.

Definicia: (boolovska funkcia)

N-éarna boolovska funkcia je 'ubovolné zobrazenie z mnoziny D" do mnoziny D.



Definicia: (mnozina identifikovana boolovskou funkciou a elementadrnou konjunkciou)

Nech fje boolovska funkcia (K je konjunkcia). Potom

Nf=[o<;(x€D/\f((x)=l} (NK=[o<;o<€D/\K((x)=l]).

Okrem algebraického pristupu je mozné zvolit’ 1 geometricky pristup. Kvoli
nazornosti budeme uprednostiiovat’ prave geometricky pristup. Mnozinu vsetkych
binarnych n-tic (&, ..., ®,) povazujeme za mnoZinu (vSetkych) vrcholov n-rozmerne;
jednotkovej kocky. Ked’ze ziadne iné body okrem vrcholov neuvazujeme, budeme
mnozinu D" nazyvat’ n-rozmernou kockou a n-tice («;,...,&,) vrcholy kocky. Dva
vrcholy su susedné, ak sa liSia v prave jednej siradnici. Potom zrejme n-rozmerna

jednotkova kocka m4 2" vrcholova n-2""' hran.

Na obrazku je ukazka 3-rozmernej a 4-rozmernej jednotkovej kocky.



Definicia: (n-r rozmerna hrana)

Nech (U i Oy e, O l) je pevne zvolena r-tica Cisel z D taka, ze

2

1<i,<i,<..<i,<n. Mnozina vSetkych vrcholov («....,&,) kocky D" takych, ze

i,» -, & =0; sanazyva n-r rozmerna hrana.

Definicia: (interval, rad intervalu)
Mnozina Nx odpovedajtica konjunkcii K =xZ‘ A sz/\ ..AX]", sanazyva
interval r-t¢ho radu. V n-rozmernom priestore je interval -t¢ho radu taktiez n-r

rozmernym intervalom (alebo aj intervalom dimenzie n-r).

Tiez je zrejmé, Ze n-r rozmernd hrana je zaroven interval r-tého radu.

Definicia: (maximalny interval)
Nech fje n-arna boolovské funkcia, nech K je konjunkcia. Interval Nk

obsiahnuty v N;sa nazyva maximalny (vzh'adom na N;), ak neexistuje interval Ny

mensicho radu ako Nk taky, ze NgENEN .

Definicia: (prosty implikant)
Konjunkcia K, odpovedajica maximalnemu intervalu Ny mnoziny N, sa nazyva

prosty implikant funkcie f.



Z definicie ir DNF vyplyva, ze vSetky implikanty nachadzajtice sa v ir DNF su prosté.

Definicia: (skratend DNF)
DN, ktora je disjunkciou vSetkych prostych implikantov funkcie £, sa nazyva

skratena disjunktivna normalna forma boolovskej funkcie f.

KTIdcova vec pre nas pristup je, Zze 'ubovol'na boolovska funkcia fidentifikuje
podgraf Nykocky D", rovnako I'ubovolny podgraf N, kocky D" identifikuje boolovska
funkciu g. Podobne pre 'ubovol'ny implikant K radu £ plati, Ze mnozina Nk tvori
(n-k) rozmernu podkocku kocky D" a naopak pre 'ubovol'nti podkocku existuje
implikant K taky, ktory ju cez N identifikuje. Zo zavedeného priradenia f < N,
vypyvaju aj d’alSie dolezité vlastnosti:

Ak f(xl, xn)=g(xl, xn)vh(xl, xn) tak:
1. N,&N,N,EN,
2. N,=N,UN,
Konkrétne, ak je funkcii f(xl, o) xn) priradenda DNF NV, kde N=K,V..VK_, tak

potom NgSEN, pre i=[1,2,.., 5]

Inak povedané, obraz konjunkcie K;
disjunktivnej normdlnej formy funkcie f, je intervalom, nachadzajucim sa vnutri

mnoziny Nya N =N UN U..UN . Teda disjunktivnej normalnej forme funkcie

fodpoveda pokrytie mnoziny Nyintervalmi N, N, ..., Ng . Plati aj opatné
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tvrdenie, kazdému pokrytiu mnoziny N, intervalmi, nachddzajicimi sa vnatri mnoZiny
Ny, odpoveda DNF funkcie f.

Pre Gplnost’ doplnime eSte dve definicie.

Definicia: (ireducibilné pokrytie)
Pokrytie mnoZiny N, pozostavajice z maximalnych hran (intervalov) vzhl'adom
na N, sa nazyva ireducibilné, ak mnoZina hran, ktora sa ziska z pdvodnej mnoZiny

vynechanim l'ubovol'nej hrany, nebude pokrytim N

Definicia: (iredundantnd DNF v geometrickom zmysle)
DNF, odpovedajuca ireducibilnému pokrytiu mnoZiny N, sa nazyva

iredundantna disjunktivna normalna forma v geometrickom zmysle.

Pojmy iredundantnej DNF vzhl'adom na transformécie A a B a iredundantnej
DNF v geometrickom zmysle st ekvivalentné. Kazda iredundantna disjunktivna
normalna forma boolovskej funkcie fje prepojena s iredundantnym pokrytim mnoziny
Nymaximalnymi podkockami (intervalmi, hranami) a naopak, kazdé iredundantné
pokrytie mnoZziny Ny maximalnymi podkockami identifikuje iredundantnt DNF funkcie

f- Preto budeme d’alej v praci pouzivat’ len spojenie iredundantna DNF.

11



Pravdepodobnostné metody

V praci budeme pouZivat’ $tandardné oznacenie strednej hodnoty E(X) a

disperzie D(X) néhodnej premennej X. VyuZijeme aj dobre znamy vztah

Tvrdenie (Markovova nerovnost’)

Nech £>0 je ndhodné premenna, nech E(&) je jej stredna hodnota, nech &£>0.

E(E)

&

Potom P(E=¢)<

Tvrdenie (CebySevova nerovnost’)

Nech £>0 je ndhodna premennd, nech E (&) je jej strednd hodnota, D(E) jej

D
disperzia, nech £>0, potom P(E—E(E)>e)< (5)-
£

Notacie
V praci budeme pouzivat’ O-notaciu.

Nech g(n) je funkcia. Potom
o(g(n))=[f(n);(‘v’c> 0)(3N0>0)(Vn>N0)(0<f(n)<c-g(n))].

12



O(g(n))={f(n);(5lc, N0>O)(Vn >NO)(0< f(n)<c-g(n))}.

Definujme klesajicu mocninu: (a)kza-(a—l)-...~(a—k+1), kde k €IN.

Formula 1

a—k) . .
-k
Nech £k <b<a Potom =(—)k<(é).
a (a) a
b
(a—k) .
b—k
Naviacked k=o0(a"?) a k=o0(p"?) plati vztah ( ~(g)
a
b)

V praci vyuzijeme okrem inych aj nasledujice zjednoduSenia a vzt'ahy:

Namiesto /og,(x) budeme pisat’ len /g(x).
Nech a€IN,bEIN, b=a. Potom (Z) =0.

Nech symbol [xJ (dolné cela Cast’) oznacuje najvicsie prirodzené Cislo mensie alebo
rovné x. Symbol | x| definujeme |x|=—|—x]| (horna cel4 &ast). Zrejme ide

o najmensie prirodzené¢ ¢islo vacsie alebo rovné x.

13



Formula 2

Nech (X ns Pns Qn) je postupnost’ pravdepodobnostnych priestorov. Nech

Y, Z, €, sitakéudalosti,ze limQ,(Y,)]=1=1mQ,(Z,), nech 4,Eq,.

n— o0 n— o0
Potom

i) limQ,(Y,NnZ,)=1

n—oo

i) Ak limQ,(4,|Y,)]=1, tak limQ,(4,)=1.

n—o0 n—o

Formula 3

Nech n=2k>=1, potom

k k C\k
i) (") =1 <2< (e_kn) , kde e je Eulerovo ¢islo.

Trieda F,,

V préci sa zaoberame triedou boolovskych funkcii F,,.. Ide o podmnoZzinu

mnoziny vietkych boolovskych funkcii B,, s predpisom F,, = { f€B,;IN,| =m} . Tato

14



podmnozina obsahuje prave (fn) prvkov (funkcii), a kedZe predpokladame

rovnocennost’ v zmysle pravdepodobnosti vyberu, kazda funkcia mé pravdepodobnost’

S\l
vyberu prave Po({f})=(2 ) . Tiez plati, ze Py(4)=2. Py([f1):

m fEA

Pravdepodobnostné priestory

Zakladny pravdepodobnostny priestor tejto prace je priestor (F,,, Py). Limity
a asymptoty uvazujeme len pre n idice do nekone¢nu. Niektoré tvrdenia neplatia,
pokial’ # nie je dostatocne velké. Aby sme sa vyhli ¢astému opakovaniu v d'alSom texte,
zmieflujeme sa o tom tu.

Nech ¥V je nejaka vlastnost’ boolovskych funkcii. Hovorime, Ze nahodna

boolovska funkcia ma vlastnost’ V prave vtedy, ked’

lim P, ([f €F,,; [ mavlastnost V])= 1.V takom pripade budeme hovorit, e

n— o0

nédhodna boolovska funkcia (triedy F,,) spiiia danu vlastnost’ skoro isto.
Podobne ako vo v§eobecnom modeli, aj v naSom modeli definujeme

pravdepodobnost’ p,, Ze 'ubovol'ny vrchol patri do N,. P6jde o ohranic¢enie podielu

15



n no\7! ®
-1 2 =T <:l ) . Je rozumné predpokladat’, Ze postupnost’ ﬂ”
m(n)—1) \m(n) 2 2

n=1

konverguje k nejakému p€(0, 1). V krajnych pripadoch budeme musiet’ dat’

)
2"—m(n)|

obmedzenia na rast funkcii i = ( 2 ) a ! =
p, \m(n) (1= p,)

Okrem pravdepodobnostného priestoru (F,,, Py) budeme pracovat’ aj v inych
pravdepodobnostnych priestoroch. Buda zohravat’ len vedl'ajsiu rolu, no pomézu nam

ziskat vysledky savisiace s priestorom (F,,, P,).
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Kapitola 3

Ciel’ prace

Este predtym ako za¢neme so samotnymi vypoc¢tami, presnejSie popiseme ciel
tejto prace a uz dosiahnuté vysledky, ktoré preberame z inych prac.
Ako pomocné tvrdenia nam budu sluzit’ vysledky, ktoré dosiahla M. Kovalikova

vo svojej diplomovej praci [4]. Preberané vysledky zhrnieme do tvrednia 0.

Tvrdenie 0
Nech i, ; oznacuje nadhodnt premennti na (F o P 0) taka, ze i, A f) je rovné poctu

k-roznernych intervalov funkcie f€F,.

n k n -1
i) Potom Ein,k=(,’j)-2”"‘-(2 _jk)-(z) : 0. 1)
m-— m

17



Nech (—) =oln) a (2n2 )= o(n). S pravdepodobnostou idicou k 1 (pre
—m

n— o) plati:

i1) Ndhodna boolovska funkcia neobsahuje intervaly dimenzie vicsej ako
2" ..
u=[lg(n)—lglg( )J+1. (0. ii)

m

iii) Dizka skratenej DNF nahodnej boolovskej funkcie s(f) spliia nerovnost

1—¢,(n))lg log . (n) "1+£2['n)l’/0 2,‘(}1)
n( Jig < resiflen ) ig < 2" (0. 1i1)
1
kde &0, -0, Ak (%)—)pé(o,l), potom & (n), &(n]=0 Telog.n|

m

A tak dostavame lgs( f)~n+(lgn)-lg log,.n.

m

iv) Nech 1, , (f) je pocet k-rozmernych maximalnych intervalov funkcie £, nech

n

A1=lglogzmn—l=lglg(n)—lglg(2;)— I, A=lglog,n+liglglog ,n+e, e>0,

m

nech [,,=> 1,,a I,, =2 I, Potom I, , I, =ol2). (0. iv)

n,A» T on,A,
k<, k>,

18



Dokazy dvoch nasledujucich tvrdeni st ciel'om tejto diplomovej prace.

Tvrdenie 1
Nech (f) oznaduje maximalnu dizku (poéet implikantov) iredundantnej DNF

nahodnej boolovskej funkcie. Potom s pravdepodobnostou idiicou k 1 (pre n— )

plati, ze m(n)~(1—63(n))<l(f)<m(n), kde &(n)—0. Teda I(f)~m(n).

. m 1
Naviac ked lim (—|=p€(0,1), tak &(n)=0|—"""—"|.
aviac ke ,Hoo(z") p ( ) a 3( ) (Zg(n)-lglg(n))

Tvrdenie 2

S pravdepodobnostou idiicou k 1 (pre n— ) podet iredundantnych DNF 7( f)

nahodnej boolovskej funkcie f €F,, spiia nerovnost

m-lg(n)Iglog ,n-(1—¢&,(n)) m-lg(n)-lglog ,n-(1+&;(n))

. kde g,(n), &(n)—0. Teda

2 <T(f)<2

lgT(f)Nm'lg(M'lglngn- Ak naviac 1im (%)=p€(0,1), tak

1
Iglog .n |

n

54(”): 55(”) =0
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Kapitola 4

Intervaly

Ako bolo spomenuté v kapitole 2, kI'i¢ovl ulohu v tejto praci zohrava

pravdepodobnostny priestor (F wr P 0), pri¢om pre kazda f €F, plati
2\ ~1
Po(lf }) = (2 ) . Definujme pravdepodobnostny priestor (Bn, PO), kde pre

)2”_|N/|

f€B, plati P({f])=p"(1-p, , pricom p,=m27".

Nech F,XB,, kde X predstavuje Kartézsky (Karteziansky) sucin, je

mnozina dvojic boolovskych fukncii, na ktorej definujeme pravdepodobnost’

P,=P,XP,. Pre (f, f,)EF,XB, potom plati

20



Pl({fl, fz}) = PO([fl})P,O({fz}). Dalej definujme mnozinu C, ako podmnozinu
priestoru F,XB,, pricom C, obsahuje iba také dvojice boolovskych funkcii

(f1. /). prektoréplati N, SN, (teda /,<f,). NamnoZne C, definujeme

podmienent pravdepodobnost P,=P, ( |C,,) atakpre A<C, P ,l4)= ) .
Nech a€D", definujme mnozinu C; ako podmnoZinu mnoziny C,,

pre ktorti plati ®EN ;. Formalne CZ={(f1, fz)EC,,;fl((X)=lJ. Zavedieme

; , _Pl4) _ P[4
pravdepodobnost’ P3, kde P3=P2(-|Cn). Dostavame Psl4)= i e
P(ci) PlC)

n n

Tvrdenie 3
2’1 2"—m
1) PI(C”):( znm)
n 2"—m
i) Pl(Cj)=ﬂ(2 _’")
2]1 2}’[
iii) Pz(CiT)=§
Dékaz:
) P(c)=2 2 Plr gl)=2 Pl 2 Pillgl)=
fEF”7 gEB, fEFm gEB,
gsf g<f
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JEF, g€B
flaj=1 g<f
m i 2'—i n 2"=m
_mN (m\[m\[{_m| _[m)l2=m
2nl_=0 l 2n 2n 211 2n
o) _ Pl(Ci) M , v p .
1i1) Pz(C,,)— 7 (C ) z ¢oho dostavame pozadované tvrdenie.
1 n

Sapozhenko vo svojej praci [7] aplikoval myslienku uvazovat’ boolovski
funkciu f €8, spolu s, vyznatnou* podmnozinou 4,SN , a dokazal tak tvrdenie 1
a tvrdenie 2 pre pripad klasického modelu, ked p,=1/2. M. Skoviera aplikoval
podobnt myslienku a dokézal tvrdenia pre vSeobecny model [10], t.j. pre p, €(0,1).
My zrealizujeme podobny postup a dokaZeme tak tvrdenia 1 a 2 pre triedu boolovskych
funkcii F,.. Myslienka 4,SN , je zachytena v konstrukcii mnoziny C,. Zaklad
takéhoto postupu je vo vyuziti algoritmu konstrukcie iredundantnej DNF uplatneného
v dokaze tvdrenia 1. VSetky tvrdenia v tejto kapitole su iba pomocné tvrdenia, ich
vysledky nam vSak umoZznia dokazat’ dve hlavné tvrdenia tejto prace vyslovené
v kapitole 3.

Zacneme so skimanim maximalnych intervalov obsahujucich fixovany vrchol

x€D". Definujeme ndhodnt premenntt M ,(f), na (C ., P3) nasledovnym
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sposobom:

Nech f = ( fi. f 2)EC .- Potom M | f] je podet k-rozmernych maximalnych
intervalov KSN, takych,ze €K a K—|a|SN .- Pre kazdy k-rozmerny
interval K<D" x€K definujeme indikator &x na (C . P3)

([ f)= 1 Kjemax.int.flaK—{(x}ENf
&= 0 inak

> Interval K, pre ktory
E\ f1, f,]=1 sanazyva interval vnoreny do N .. Zrejme Mj,k(f):zgk’
k\J1:J2 Y Y I d

K

kde suma ide cez vSetky k-rozmerné intervaly K obsahujtice vrchol «.

Tvrdenie 4

Dokaz:

EM:,k = Z P3({f})M:k(f)= z P3([f})z EK(f)=Z Z P3({f})§1<(f)

fecs fecs K K rec:
Je zrejmé, Ze hodnota vyrazu nezalezi na vol'be vrchola «, preto bez ujmy

na vSeobecnosti, nech o<=( 1,..,1 ) Rovnako mézeme bez ujmy na vSeobecnosti
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vybrat’ jeden konkrétny k-rozmerny interval, nechteda K'=N_, . . . Kedze

o, n n . , y
existuje prave (n _ k) = ( k) k-rozmernych intervalov dostavame, Ze

EMs,k=(Z) )3 Pz({f])EKv(f)=(Z)Pg((f;feCS,kAEK/(f)= 1)) Nech
VASIoN

An={f;f€C;x/\§K,(f)=1}, nech a; je pocet parov (/1. f2J€4,. takych, ze

)~PI1(C2‘) Pritom

‘Nfz‘=i. Staci vypocitat’ Pl(An), ked’ze P3(A,1)=P1(A

n

PI(AH)=iai.(z")_l(ﬂ)i(zn—m) N (4.1)

2’1 2’1

Potrebujeme zistit’ hodnotu a;. Nech ¢ je pocet vsetkych parov ( fio. f 2)€C:

takych,ze K'SN,, K '—[tX}E N, a ‘N fz| =1i. Maximalitu zabezpe¢ime pomocou

principu zapojenia a vypojenia. Nech y; je vlastnost’, Ze interval N, . v ax. rorx.,

je obsiahnuty v N, . Nech y,’ jenegicia y,;. Potom chceme vypocitat hodnotu
@y’ . ¥Yui'). Teda polet parov, ktoré obsahuji v N, interval K, ale

neobsahuju v N, Ziadny interval radu o 1 mensieho (teda radu n-k-1). Pomocou

principu zapojenia a vypojenia dostavame

® yl’,-'-,yn_k’)=:(—1)j( 2 @(y,-,,-uyi,))=§(—1)'j("_.k)<p(y1,'-,yj)-

J

Vyuzivame fakt, Ze rozhoduje len pocet vlastnosti y; vo ¢ atak mdzeme bez ujmy
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na vSeobecnosti vybrat’ prvych j. Naviac plati

(m—(zk—l)

i—(2f=1)

2"—(j+1)2"
m—(j+1)2"

(0 (3’1 s e Yj) = ( ) Poslednu rovnost’ ziskame z toho, ze

®lyi, .y, jeposetparov (f,, f,JECT, ktorév N, obsahujii K'. Teda maji
definovanych 2* vrcholov. Takisto obsahuji j (k+1)-rozmernych intervalov, aviak
prispevok kazdého takéhoto intervalu je len 2°, pretoze 2F vrcholov maju
spolo¢nych s K'. TaktieZ si treba uvedomit’ fakt, e mnoziny tychto 2* prispievajicich

vrcholov st po dvoch disjunktné. Aplikovanim Bonferroniho nerovnosti dostdvame
n k n k+1 _ k_ n_ k _ k_
=28 (22 | (2k 1) <a<(?-2)[m (2/{ 1) 42)
m=2 m=2 1‘—(2 —1) m—2 i—(2 —1)

Upravujme najprv horny odhad EM, ,, zo (4.1) mame

m -1 i n 2"—i
P(4,)= Z(:) ai-(z ) (%) (2 ;m ) a pomocou (4.2) dostdvame

ot ] N e I

27— ok (2" “[2"=m i(m—zkﬂ

Podobne pre dolny odhad EM , dostaneme
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- 2"—m 2F_1
2n_2k 2n_2k+1 2n 1 2”_m m o
P,(A4,)= —\n—k — . Vyuzitim
LS [Cae R G| G S B Y B
« _[n _|n Pl(An) , v r
EM; , =("|Py(4,)= — v oboch odhadoch dostdvame pozadované
=)
tvrdenie.
Tvrdenie 5

n

n k+1 n K\~!
- - 1
Nech [1+lglgn—lglg2—]<k, potom (n—k)(2 2 )(2 2) <— a
m m m— n

gkl
n k n -1 2-2 1
(2 —ik)(2) (%) (Z)(l—;)SEM:’k.
m— m
Dokaz:

Aplikovanim Formuly 1 a z naslednych uprav dostadvame
2n_2k+1 2!1_2]{ -1 2)1_21(_2/( 2}1_2]{ -1 (m_2k)2k
(n—k] k1 k = (n—k] Y k <ln—k)-——=
m—2 m—2 m—2"=2"\m=2 )
K\ 2
=(n—k| m—2k <n |2 .
2"=2 2"

n

Nech k=1+Iglgn—Iglg 2— Ked’Ze k je prirodzené Cislo, je tato podmienka
m

n

ekvivalentna s podmienkou £ > [ 1+lglgn—Iglg 2—] . Vyuzitim predpokladu
m
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Ozname k= [ 1+Ig Ign—lglgz— ]
m

Teraz zhora odhadneme E (M ff’K)z.

Tvrdenie 6

(2,1_2K)2
5 —9¥ 22 =2) 7 \2 n 3
E(me )<A= L2 ol 25
» 2,, 2}’! K m n
m
Dokaz

s, = 3 Pl = 2 (S E) =

fEC fecy 1

=2 P3(If])(IZ; Ez(f)ff(f))- Definujme indikétor

fecy

, 1 [ jeinterval f a I—{O(}ENf .
= 7> Potom plati, ze
&l 0 inak ' P

1,J) fece

E(my,) < ZP(fJ)(Z £,(/E, )(ZZP( SIESIE ).

fece

27
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Prienik intervalov I a J je podkocka kocky D", ktora obsahuje prave 2*"'—2/
vrcholov, kde j je dimenzia priestoru /N J. Intervaly / aJ nie su disjunktné, kedze
oba obsahuju vrchol «. Je zrejmé, Ze hodnota vyrazu nie je ovplyvnena konkrétnou

vol'bou intervalov 7 a J, zavisi len od dimenzie priestoru / NJ. Pritom pocet dvojic

n k), A tak
n—k|\k—j

20 (6.1) dostavame E(M;, )< Z()( f)( K)ZP( slE e, (r),

N=KJ]\K—] ] rec ' '

intervalov (1, J) takych, ze dim(INJ)= j je presne (j)

kde pre fixovanu dvojicu intervalov (I, J) plati dim(1,NJ ;)=j. Definujme mnoziny

G,=|f;reCing, ()€, (f)=1] pre 0<,j<k. Potom

J

R [ e L D v ST

Podobne ako pri strednej hodnote, staéi nam vypogcitat’ P, (G j).
Nech b, , jepocetparov (fy, f,)ECy takych, Ze

fz‘ =t. Potom zrejme

(6.3)

2" y2i4

p —2=2w2)
Jjot k+1 J
m=2""4+2

( 24074

271

t=0

i n K+1 Kk+1 j -1 t2”_ 2=

P.(G)= Z m=2""112711 (2) (ﬂ) fn) _
=0 "“+2 (=227 41 2" 2"

28
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)y ) ( 2" m) , pomocou (6.3) dostdvame

Kedze P,(G,)= ibl ( )_1




2;1_2K+l+2j (2n)_1 211_m 2w m_2K+l+2j+1 ( m )Z=
m=2""4+2/ 2" ) =\ =2 2741\ 2"—m
2n 2K+1+2j 2" - 2n_m o m 2 .
- , — — . Odtial
m_2K+1+2_1 m 2n 211
n K+1 J n m 2722
Py(G,)= 2-2 4202 — , z ¢oho dostavame, ze
To\m=2" 2 \m ] \2

2) (ﬂ) o (6.4)

04 2 .
E(M:,) <(”)/§ 5

K

K) n—K 2}’1_2K+1+2j
JNk=jJ\m—=2"""+2
Pozornému c¢itatel'ovi urcite neuniklo, Ze sme doteraz nijako nevyuzili hodnotu

premennej «, mohli sme preto v predchadzajiicich vzt'ahoch pisat’ namiesto «

Tubovolné 0<k<n. V tejto chvili vSak upozoritujeme na fakt, ze

K= [ 1+lglgn—lglg2——|.
m

Nech ¢; jerovnéj-tému prvku sumy zo vztahu (6.4), teda pre j 6{0, 1,...,K}
k\(n—k\[2' =2 +27\(22\" [m yiore
c/:( ) ' ! ) (—) . 6.5)
S\ N\k=j\m=2""+2"\m] \2
C .
Ukéazeme, ze pre j>1 plati ¢,=c;, tedaze limc—=0. (6.6)
n—owo €]
(2” 2"—2“)
lg|—- p
m m—2 O . :
Nech = - . Nas vypocet rozdelime do dvoch vetiev.
lg2—
m
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1. pripad: 4u+2<.

J

Nech jE{O,l,...,K—l} Pre podiel . potom plati
1

-1
2"—=2"142) o
K+1 =

m=2"""42

Ci_ K"i(n—K)K_j(K—l)/ (2_")2]_2 A _ Kty
€ j/(K—j).’K(l’l—K)K:L m m—=2""+2/

-1

=1 2\ 22
| (K—l) (k1] (2_) 2—2F\(2'= 242
kK=j\ J (n—ZK-i-j)J;l m m=2"\m=2""+2

;(K—l)((xi(zn)z"—zw

AW )J;l m (m—2K)2K_2

m
(K_l)zj (2_”)2K_2(2”_2K)2K_2< (K_1)2j (2_".2”_2K )QK:
(I’l—2K+j)j_1 m m—2" (n—ZKJrj)j_1 m m—2"

0ok 0ok 2
222 2vang+2K‘1g(2—~2 2K —(j—l)-lg(n-(l——K))
1 ) n

<

X

n—2k+j

N

2~j~lg(K—l)+2”~lg(n : zk)—(j—l)‘lg(n—ZK-%—j)
m—

=2 <2

n

Vyuzijeme, ze k <2+Iglgn—Iglg—. Potom dostavame
m

noan_ ok 2 " noan_ok 2
2~K~lg;<+2”-lg(%~2—2k)—(j—1]-(lgn+lg(l—’—f)) 2~K~lg;<+4(lgn)1g7'2—~1g(2—-2 ZK)—(j—l)~(lgn+lg(l—7K))

—_ m m _
<2 m=2 <2 m=2

2-klgk+4v—j+1)Ign— U—l)-lg(l—ﬁ) 2-k-lgk —Ign— K-lg(l—ﬁ)
< n

<2 "2

—0.

c
Pre podiel C—k to plati tiez, podobnym postupom dostavame
1

¢ (k=1)1 (27 2tV 2KlgK+2klg(%n”'i::22:)—(x—1)(1gn+lg(1—:))
g “ . < <
¢ K(I’l—K)K_l m m=2"

2k-lgk —Ign—(k—1)Ig[1-X
gk —Ig )g( ")—>O.
2. pripad 4uv+2>j>1.
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Zo (6.5) dostavame

Ci_ K’i(n—K)K;I(K—l)/ (2_”)21_2(2;1_2”1_’_2/‘
Cr k=g k(n—K) T\ m—=2""42/

-1
n +1

-2\
Kk+1

m=2""+2

22 ( )2’_—2

<L(K-1) [k=1)” (2_) -2+
k=j\ J J(n=2k+ )" \m (m—ZKH-i-Zj)Zi—_Z

ket (z_)(z_zﬂ)\
3

(n=2x+j)" \m m=2""4+2/

<

DR iR 1
(71—2K+j)j_1 m m=2"427 h

2'2”_2K+1+2/ —(j=1)-1 (n—2K+ ) :
m oy )T /I pritom
<

2. jIg(k—1 )+(2'—2)-1g(

=2

) 2u 2n_2;<+1+2] 2Kk
(8u+4)Igk+2°* ”'lg(?m—z”#z" )—lgn -1g(1—7)

<2 —0.

Vratme sa spat’ ku vzt'ahu (6.4)
2 il n k+1 J a7t =22 .
E(M:K)Snz(l( n—x|(2'=2""427\ (21| (m —("\> e
' )i\ j)\k=j \m=2""+2/ [\ m] \2" =T

n k\2 [ An\ 2 2
(2 -2 ) (2 ) (ﬂ) , potom vyuzitim (6.6) dostavame, ze

m=2"] \m 2"

E(M:,K)z S (Z)(COJFK"H) - (Z)(n;K)(ii:g:Ill)(721:)_1(2&

K+l

4l n)[(n—x 2% 112\ [\ ﬂz _4:
k \k=1\m=2""+2 )\ m 2"

2x+1_3
+
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| (";")(K)'(

2"—2""141
K+l+1

)2

m—2
2" =2
m—2"

|

2n
m

|

(27 =2 1) 1 {m=29) H(m=2%) (2" =1) !

V. 2, n\
(m=2"1)1(2"=2)1(2"=2") 1 {m—1)! i (K—l)(K)
]

_v. (m—ZK)ZK—_L(Z"—I)ZK;l_i_Kz‘(n—K)(n)_l(’77_2K)2K—_2(2n)l

(22 =1 DT (22 )
<y 1+(m_2K)21—_2(2n_2)2K—_20 < 2_")2) <

. (2n_2K)2;2(m_2)T;2 n\m

i «\2 =2 an K2K_2 3 n\2 n
<v. 1+(mn_2K2K_2(2 _2,()2220 K—(z—) =v|1+o|| =

| (22 T (m-2r) moAm m

A to sme chceli dokazat’.

Tvrdenie 7

Py\\f s fECIAM (f)=EM,

Dokaz:

Z CebySevovej nerovnosti pre ¢ =

=

04

n,K

dostavame

32

|
2n_2K+1+2
2K+l+2
<
2
2!1_ K
m—2"
|
| |
2"=2""42
) m=2""42
2
m 2" =2"
m—=2"




Py

n,K

o o « EM:K s DM‘;(K
fifeCinMs [ f)-EM, |>——= e

x \2 o \2
2 E(MHK) _(EM}’!,K)

=K , naslednymi Gpravami dostdvame

' k] g

2

1+0

X

22" 2(2”)_2 ﬂ)z'(“) n
2 m=2"] \m 2"
= 2 -2 2(2“_2) 2 2
2n—2K 2n i n (1_1)
m—=2] \m 2" K n

3

Teraz pre kazdu dvojicu f =(/,, f2)€C, definujeme podmnozinu vrcholovz N,

>k EM:'K} . Vrcholy

nasledovnym spésobom: Z,= {(X ; (xENfl/\|M2,K(f)—EMS,K

mnoziny Z,budeme nazyvat’ zI¢ vrcholy péru f.

Tvrdenie 8

2" 2"—2“)
— —|, potom
m m-=2

Nech f€C,, nech x€N, —Z, anech U=lg_]%~lg(
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Dokaz:

Nech je dany par f € C, spliajici predpoklady. Ked’ze o nie je zIy vrchol paru f

1 « « 1
1+—) ZM,,,K(f) ZEMM(l —;) Pouzitim tvrdenia 5 a

. N «
vieme, ze EM, . p

naslednych tprav dostavame

wear= ()G (-2

2
ff (k) VT kg T +(2°=1)1 ",’,'("’H'ZKK)
=(£) (m (m 2 )) (1_0(1))=2 gt g(z‘(z_z))(l—o(l))Z
K

42" m-(m—ZK)
g zx(lgn—/gx)+1lgn)(lg 1)2/8(2”-(2"—2“))(1 —o ( 1 )) _ 2K(zgn—1gx)—z-(1gn)u(1 —0 ( 1 )) _
kigln)(1- 8K _20 xig(n)[ 1-291
=2 i “)(1—0(1 >0 § )(1—0(1))

Dokézali sme, Ze ked’ mame vrchol €N, paru ( fi. f Z)EC,,, ktory
nepatri medzi zI¢ vrcholy tohto paru, tj. X%Z, ;). tak (skoro isto) existuje aspofi

jeden taky k rozmerny maximélny interval K., ze K,SN, a K,—[«|SN,.

Teraz sa pozrieme prave na zl¢ vrcholy parov z C,, priCom prejdeme
z pravdepodobnostného priestoru (C’,’; P3) do priestoru (C,, P,).

Nech f€C,, definujme Z(f) ako nahodni premennd na (C,,,Pz), ktora
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oznauje pocet zlych vrcholov paru f: Definujme indikator ¢ (f)= I aez,

Q0 inak
Tvrdenie 9
E§=2”-O(2—nK—5).
m n
Dékaz:
Eg=2 Pl/)els)= 2 Pllr)) 2 gulr)= 2 2 Paflf))Eds)=

=2"> P[f))C;)(f), kde T oznadujevrchol T=(1,1,..1). Dalej dostivame,

J&C,

ze 2" ), Pz“ﬂ)&(f)=2"-P2([f;feCnATer})=

fec,
n T 1 n 2" : KS m n 2" K5
=2"P,([f:feC,ATEZ |)-P,(C})=2"0 (Z) =20l )

Tvrdenie 10

6 ~2n
Nech f€C,, potom (skoro isto) plati |Z|< K2
n

o
Dokaz:

6

y . : n K .
Kedze Cf)=|Z f‘ z Markovovej nerovnosti pre &=2""—— dostavame
' m-n

poZadované tvrdenie.
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Tvrdenie 11

Pre kazdu funkciu f € F',, existuje (skoro isto) v (F m P 0) taky par

6 ~2n
(o fd€C s fi=f0 V=27 a |z|< <2 kae
’ n m

X =2+[lglog2,,n+lglglgnJ.

Dokaz:

6
K 22n

n om)|

Definujme mnoziny Q,=\f; f € Cn/\‘Zf|<

R}’l

\f:reB,alN <27,

S,=|f:/r€F,A(3gEeR, (1 ¢l€0,).

Chceme teda dokazat’, ze nahodna boolovska funkcia ma skoro isto vlastnosti funkcii

z mnoziny S,, teda ze lim PO(Sn)=1. Nechnaviac 7,=F XR, a U,=0,NT,.

n—o

Potom Pl(Un)= z P1({(f1:fz)})= Z PO({fl})P(;({fA)

(£, )V, (£, f)eu,
Nech U [nl) je projekcia na prvé prvky parov z U,. Podobne nech U f ’ je projekcia na

druh¢ prvky parov z U,. Potom

> Pl Pollfa))< X Pollr)) iU <

(/1. f2)€U, f.€u,
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P\(U,) . P[O,NT,]

lim Py(S,)> lim —

- w—o Po(R,)  n=x P\(F,XR,
i Lo PlOr VT 1= P(08)=PTE) L PATL = Pal0F)Pi(C)
now P\(T,) nw P(T,) nova P,(T,)

kde OF oznaduje komplement (doplnok) mnoziny O,. podobne T komplement

mnoziny T ,. Z tvrdenia 10 vieme, ze P 2(Qn)—> 1, ¢&onam dava pozadované

tvrdenie.

Zavedieme novu premennu, nech pre f €F, symbol 4, , (f) oznacuje pocet

vrcholov v N, ktoré st pokryté nejakym k-rozmernym intervalom funkcie f.

Tvrdenie 12

Nech je dana l'ubovolna funkcia f €F,,. Potom (skoro isto) plati nerovnost

hn,k(f)<<p(n)-(Z)-2”-(%)Zk, kde

Dokaz

Nech je dana l'ubovolné funkcia f €F,. Nech in‘k( f) oznacuje podet

k-rozmernych intervalov funkcie f. Potom zrejme plati 74, , ( f J<2%i, k-

o e (2 =2R 2L
Z tvrdenia 0 i) vieme, ze Ei, ;= 2 . Pocitajme

k m=2% \m
P, f;hn,k(f)><p<n>-(,’j)~2"-(§) ] < 12.1)
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pomocou formuly 1 dostdvame

i imofife () )
<p, {f ;,-n,k(f)-z"%p(n)'(Z)'zn'(Z:g’f)'(g)_l]):

=P, {f sl )2 ‘P<”)(Z)2k(;2n:§:)(i)_l}) )

=Po({f;in,k(f)>(P(n)'Ein,k])~

Pomocou Markovovej nerovnosti z (12.1) dostavame

P,

P,

f;hn,k(f)><p(n)-(Z)'2"-(ﬂ)2A
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Kapitola 5

Hlavny dokaz

Tvrdenie 1
Nech /(f) oznaduje maximalnu dizku (poget implikantov) iredundantnej DNF. Potom

s pravdepodobnost'ou idicou k 1 (pre n—o00) plati, Ze

m(n)-(l—s3(n))<l(f)<m(n), kde &(n)—0. Teda I(f)~m(n). Naviac ked

gg(g)we(o,n, ke 53(n)=0(m).
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Dokaz, horny odhad

Chceme dokazat, ze /(f)<m. Nech je dan l'ubovolna funkcia fE€F,,
nech U je jej iredundantné pokrytie maximalnymi intervalmi (je zrejmé, ze
idedundantna DNF je zloZena len z prostych implikantov a teda iredundantné pokrytie
pozostava len z maximalnych intervalov). Kazdy maximalny interval /; v pokryti U
musi obsahovat’ aspoii jeden taky vrchol «;, ktory nie je pokryty ziadnym inym
intervalom v U, presnejsie ((xk € Ik) A (O(k & Uj¢k1j . Inak by bolo mozné dany
interval vynechat’ a pokrytie by nebolo iredundantné. Ked’ze graf indukovany funkciou

fobsahuje prave m vrcholov, dizka iredundantnej DNF prislichajucej pokrytiu U

nemdze prekrocit’ m. A to sme chceeli dokazat'.

dolny odhad

Z tvrdenia 11 vieme, Ze

Py(S,)=lim P,

n— o0

6 ~2n
K 2
f;fEFm/\(385(f7g)Ecn/\Z(f,g)<nm)})=1. Nech

, kde @(n)—o. Pomocou tvrdenia 12

Vn=[f; feFm/\hn,k<<P(n)(Z)2”(ﬁ)

dostavame, ze lim P ( Vn) =1 atak lim P, (Sn N V,,) =1. Chceme dokazat, Ze

n—o n—o

Tubovolna funkcia f € (S ne Vn) ma (skoro isto) iredundantné pokrytie dizky aspofi

40



m-(l —63(11)), kde 53(n)—+ 0.

Nech teda fje I'ubovol'na funkcia z mnoziny (Sn N Vn) . Nech g je funkcia taka,

6 ~2n

n— 2
WI=r a7, < E

kde

26 (f’g)ecn’

X =2+[lglog2,,n+lglglgnJ.

Z tvrdenia 8 vieme, ze pre XE€ N ,—Z, , plati M (f, g)>1. Inymi slovami,

kazdy vrchol @x€N,—Z, . je obsiahnuty v nejakom k rozmernom maximalnom

intervale K funkcie f takom, ze K —{(x} S N,. Iredundantné pokrytie mnoziny Ny
skonS$truujeme nasledovnym sposobom:

Najprv nech U, je iredundantné pokrytie mnoziny Z(, ,) maximalnymi
intervalmi / funkcie /. Nevyzadujeme [SZ(, ).

Kazdy vrchol e (N —UU 1) je obsiahnuty aspon v jednom Kk rozmernom
maximalnom intervale K, funkcief takom, ze K (X—{(x} S N,. Nech U;je
I'ubovol'né iredundantné pokrytie mnoziny (N —UU 1) takymito maximalnymi
intervalmi. Znakom UU pritom myslime zjednotenie vrcholov obsiahnutych

v jednotlivych intervaloch pokrytia U.

Podobne kazdy vrchol &€ (N ,—U(U,uU 2)) je obsiahnuty v nejakom  «
rozmernom maximalnom intervale K, takom,ze K (X—[O(} S N,. Mame prave
M :K( £, g) moznosti ako zvolit maximaélny interval K,. Volbou prave jedného
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takéhoto maximalneho intervalu pre kazdy vrchol « dostavame iredundantné pokrytie

U; mnoZiny (N ,~Ulu,uU 2)) Treba si uvedomit’ fakt, ze kazdy interval K,

pokryva prave jeden vrchol mnoziny (N ~Ulu,uu 2)) Dovod je zrejmy. Ked'ze
K, - {(x} S N,, tak vietky vrcholy intervalu K, okrem vrcholu o st uZ pokryté

intervalmi z U(U,0U,).
Nakoniec nech U je iredundantné pokrytie ziskané z U ,UU,UU;. Zjavne
dizka iredundantnej DNF identifikovanej pokrytim U nebude mensia ako Us. Pritom

‘U3‘: |Nf_ U(U1UU2)|>‘N,;“_|U U1|_|UU2

, (1.1)
V tejto chvili upozornujeme na fakt, ze (prva) rovnost’ vo vzt'ahu (1.1) nie je tplne

trividlna, vyuziva fakt spominany v predoSlom odstavci, ze kazdy interval v Us pokryva
prave jeden vrchol mnoziny N ,—U(U,UU,) apreto |Uy|=|UU;—=U(UUU,|.
Neplati viak (vo vSeobecnosti) N ,=U; na ¢o by predosla rovnost’ spolu so vztahom
(1.1) mohli zvadzat.

Nech U, je podmnozina mnoziny U, pozostavajiica iba z intervalov dimenzie
mensej ako X. Nech U, =U,-U,. Zrejme |UU)|<2"|U]|<2" Z ;| Kazdy
vrchol «€UU, je obsiahnuty v maximalnom intervale /€U, dimenzie aspon

X. Ztoho vyplyva, ze vrchol « je obsiahnuty v intervale (nie nutne maximalnom)

JEI sdimenziou prave X. Teda |UU/1'|<hn,X(f).
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U, je iredundantné pokrytie mnoziny N,—UU, takymi intervalmi K., Zze
K (x—{(x} S N,. Ziredundantnosti vyplyva fakt |U,|<|N,| akedZe kazdy interval
pokrytia Us; pokryva najviac 1 vrchol nepatriaci do N, dostdvame |U U 2| <2 |N g‘.

Z doterajsich uvah vyplyva, ze

U120 V- UU |- UU -2 IV -2z, b, (r)-2I8 2

n m X 2"

n\2 6 X 21 n—X+1
{25
m n X 2" m

2 6 3n 52" m n—X+1
2n x K X-lg— lgn-lg~ —Iglgn-lg — 2
>m 1—(— T —pln)2 X2 S

K 22n 2"
>m_zx_ _(p(n)(n)zn(ﬂ) _2:1—x+1>

n m

2n 2 ’ n n, -1
=>m|1-0 2" Ig"(n] —p(n) 27l _ o iM a dostavame,
m> n m Ig(n)lg Ig(n)
n n, -1
ve [UlzU|=m|1-0 Z—M) (12)
m Ig(n)igig(n)

a to sme chceli dokazat’.

Tvrdenie 2
S pravdepodobnostou idiicou k 1 (pre n— ) podet iredundantnych DNF 7( f)

nahodnej boolovskej funkcie f €F,, spiiha nerovnost

m-Ign-lg log, n-(1—¢,(n)) m-lgn-lglog , n-(1+&5(n))
z . kde &,(n),e5(n)—0. Teda

2 <t(f)<2
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lgT(f)Nm'lg(”)'ngngn- Ak naviac 1im (%)=p€(0,1), tak

n

g n), esln)= O(Ig_llogzmn).

Dékaz, horny odhad
Z tvrdenia 0 iii) vieme, Ze pre dizku skratenej DNF plati vzt'ah

( 1+52(”))lg10g1n
slf)<n non o
Nech #, je mnozina vietkych funkcii z F),, ktoré spliiaj tito nerovnost’. Nech X, je

mnozina vietkych funkcii, ktoré spiiiaji tvrdenie 1. Potom zrejme

lim P, ( w,nX n) =1. Naviac je jasné, Ze pocet iredundantnych DNF mozno

n— oo

1(f)
zhora ohranic¢it’ hodnotou Z (S Lf )) Oznaéme i-ty prvok tejto sumy d,. Pre funkciu
i

i=1 )

f€[R,NS,) zjavne plati lim%ﬁ:w aprvok d;(, je najvacsi.
Odtial’ dostavame

1) 10/)-1 d
tlf1<2d <d i+ 2 d;<dz(f,1(1+l(f)' ;(_f)—1)<

i=1 i=1 I f)

-1 1(f)

<[sU N\ 147 ( s(/) )(sm) \(3_<f>) (i ot}
<(l(f) U =) VT Y S

Vyuzitim tvrdenia O iii) tvrdenia 1 dostdvame
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(l+éz(n))lglogi,n \ " n+(lgn)(1+£2(n))lglog£n m
rlf)<|22 2| (1+0l1))=[ 22— (1+0f1]))=
m(1—53(n)) 2lg(n12”)+lg(l—e3['n))
n+lg n)(1+¢,(n))lg log, n "
3:2 :
= 7 I+oll))<
n—lg%-%—lg(l—s;[n)) ( 0( ))
(lg n)(1+£2(n])lg logz,n-(l-*—O(lgi:-( lgn-lgllag n)))m
<2 " 1+0(1)) <

m~(lgn)<lglog,,,11-(l+ez(n))- 1+0 lg;- S —
= m \ Ign-Ig log,n

dokazat’.

m-lg n~lglog£n~(1+£5(n)) A to sme chceli

<2 =2

Dokaz, horny odhad

V tvdreni 1 sme konstruovali iredundantné pokrytie U; funkcie [ € (S N Vn) a
pripomenuli sme, Ze pre kazdy vrchol &€ (Nf— u(U,u Uz)) mame M. (f, g
moznosti ako vybrat maximalny interval K,. Kazdy takyto interval K, pokryva
prave jeden vrchol mnoziny (N e U( U,uU 2)) preto existuje

H M :K(f 4 ) moznosti, ako skonStruovat’ iredundantné pokrytie Us.
xe(N,~U(U,u0,))

Potom pomocou tvrdenia 8 dostavame

20+1

(o8
K(zgn)(l- « )(1_0(1))) > z(1.2) mame

LIPS [ G g>>(2

a€(N,~U(U,LD,)
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K(lgn)(l—M - )m~(1—£3(n))

>2 K Klgn _2mlgn(;<—(‘2-u+1)—lg_'n)(1—£3(n))>
mlgn(lglgn—lglgz—n—ZU—lg"n)(l—es(n]) m-lgn~lglgz,‘n<(l—e4[n))
=2 " =2 "
VIR (2" 2"—2K)
Pripominame, ze v=Ig —-lg|— — .
m m m—2
Naviac zrejme ak 21— pelo, 1), potom gyln)= 1 .
" lglgz_,,n

A to sme chceli dokazat'.
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Kapitola 6

Z.aver

V tejto kapitole by sme chceli zhrnt’ dosiahnuté vysledky. V préci sme sa
zaoberali maximalnou dizkou a poétom iredundantnych disjunktivnych normalnych
foriem nahodnej boolovskej funkcie. Dokazali sme, Ze pre maximélnu dizku /(f)

iredundantnej DNF nahodnej boolovskej funkcie fplati vztah
m (n)-(l— 83(11)) <I(f)<m(n). Dalej sme zhora aj zdola odhadli podet

iredundantnych DNF T(f) nahodnej boolovskej funkcie vzt'ahom

m-lgn-lglogzn-(l—q(n)) <lgT(f) Sm-lgn-lglogzw(l +&5(n)).

m m

Problematika ndhodnych boolovskych funkcii a minimalizacie DNF vsak stale
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ostava nevycerpana. Ukazuje sa, ze vhodnym parametrom na skiimanie je pocet
minimalnych a najkratSich DNF, pripadne porovnanie ich poctu. Kazda najkratSia DNF
je iredundantné, mozno takisto skimat’, aky je pomer najkratSich DNF oproti vSetkym

iredundantnym DNF néhodnej boolovskej funkcie.
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