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Abstrakt

Jedným z formálnych modelov skúmajúcich paralelné výpo£ty je bezdrôtový paralelný Tu-

ringov stroj. Tento deterministický model dovo©uje po£as výpo£tu vytvára´ nové procesy,

ktoré spolu vedia komunikova´. Na komunikáciu procesy pouºívajú ²peciálnu kanálovú

pásku, ktorá udáva, na aký kanál je proces naladený. Procesy naladené na rovnakom ka-

náli môºu spolu komunikova´.

V práci sme ukázali, ºe pouºitie jednosmerných vstupných hláv nezmen²í silu priesto-

rovo ohrani£eného modelu. �alej sme ukázali, aký vplyv má ohrani£enie po£tu procesov

na skúmaný model.

K©ú£ové slová: Turingov stroj, paralelné výpo£ty, komunikácia



Abstrakt

One of the formal models used to study parallel computations is wireless parallel Turing

machine (WPTM). During the computation of this deterministic model it is possible to

create new processes, which can communicate together. Each process uses a special channel

tape for communication and the contend of the tape speci�es the channel the process is

tuned on. Processes tuned on the same channel can exchange messages.

In the thesis, we show that the use of one-way input heads does not decrease the power

of space-bounded WPTM. We also show how the use of a limited number of processes in

a computation would impact the power of our model.

Key words: Turing machine, parallel computation, communication
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Úvod

Pri rie²ení praktických problémov je k©ú£ové pozna´, ko©ko prostriedkov musíme vynaloºi´

na vyrie²enie daného problému. Preto skúmame zloºitostné triedy na rôznych modeloch,

ktoré sú motivované ur£itým výpo£tovým strojom. V prípade paralelných výpo£tov sa ako

formálny model £asto pouºíva alternujúci Turingov stroj (ATM) [1]. ATM má dva druhy

stavov, univerzálne stavy a existen£né stavy. V prípade existen£ného stavu sa ATM pod©a

δ-funkcie nedeterministicky rozhodne, do ktorej kon�gurácie sa dostane. V univerzálnom

stave sa výpo£et vydá v²etkými cestami naraz a dôjde k rozvetveniu na viac súbeºne

beºiacich procesov. Vstupné slovo akceptujeme, ak v²etky paralelne beºiace procesy ak-

ceptujú. ATM je pomerne dobre preskúmaný model a sú známe aj vz´ahy medzi ním

a inými paralelnými modelmi, ako napríklad uniformné booleovské obvody [6].

Po£as výpo£tu ATM sú jednotlivé paralelne beºiace procesy oddelené. Prirodzeným

krokom je prida´ procesom moºnos´ komunikácie. Skúmali sa rôzne moºnosti, ako umoºni´

komunikáciu medzi jednotlivými procesmi.

V prácach [5] a [4] bol Slobodovou skúmaný model synchronizovaného alternovania.

Synchronizovaný alternujúci Turingov stroj (SATM) je model ATM roz²írený o moºnos´

pouºitia synchroniza£ného prvku. Proces si môºe po£as behu zvoli´ nejaký synchroniza£ný

prvok a tento proces potom £aká na ostatné procesy, kým si aj oni nezvolia synchroni-

za£ný prvok. Výpo£et sa zasekne a vstupné slovo neakceptuje, ak sa zvolený synchroni-

za£ný prvok nezhoduje. Pouºitie synchroniza£ného prvku umoº¬uje posielanie správ medzi

procesmi. Odosielate© si vyberá synchroniza£né prvky pod©a obsahu správy a prijímate©

nedeterministicky háda obsah správy a synchronizáciou svoje hádanie overuje.

Deterministické paralelné výpo£ty s komunikáciou boli skúmané v práci [3], kde bol

navrhnutý model SATM bez existen£ných stavov, teda nedeterminizmu. Uvedený model

v²ak nedovo©uje procesom priamo posiela´ správy.
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Na skúmanie sily deterministických paralelných výpo£tov s komunikáciou navrhli Par-

dubská a Wiedermann model nazvaný bezdrôtový paralelný Turingov stroj (WPTM) [7].

Tento deterministický model dovo©uje procesom rozvetvova´ sa rovnakým spôsobom, ako

pouºitím univerzálnych stavov ATM. Procesy majú navy²e ²peciálnu kanálovú pásku, kto-

rej obsah ur£uje, na akom kanáli sú jednotlivé procesy naladené. Po£as výpo£tu si môºu

procesy naladené na zhodný kanál posiela´ správy.

V tejto práci sa budeme zaobera´ prevaºne tým, ako sa zmení sila WPTM pri ohrani£ení

prostriedkov. V prvej kapitole zade�nujeme WPTM a niektoré jeho zloºitostné triedy.

Taktieº uvedieme pouºívané ozna£enia.

V ¤al²ej kapitole budeme skúma´ prevaºne bezdrôtové paralelné kone£né automaty

(WPFA), model, ktorý nemá pracovné pásky a vie sa naladi´ iba na kon²tantný po£et

rôznych kanálov. V tejto kapitole preskúmame vplyv jednosmernosti vstupných hláv na

výpo£tovú silu WPFA. Neskôr preskúmame vplyv jednosmernosti aj na model s kanálovou

páskou.

V poslednej kapitole sa zaoberáme vplyvom po£tu procesov vyuºitých po£as výpo£tu

stroja WPTM na jeho silu. Budeme skúma´, za akých podmienok pridanie ¤al²ích procesov

zvä£²í silu priestorovo ohrani£eným WPTM.
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Kapitola 1

Bezdrôtový paralelný Turingov stroj

Model WPTM vychádza z alternujúceho Turingovho stroja. Kaºdý proces môºe rovnako

ako pri ATM vytvori´ kone£ný po£et procesov, ktoré pokra£ujú vo výpo£te z rovnakej

kon�gurácie ako ich rodi£. Procesy môºu spolu komunikova´, a to tak, ºe sa naladia na

rovnaký kanál, £o sa docieli zápisom kanálového £ísla na kanálovú pásku. Potom v²etky

procesy naladené na rovnaký kanál môºu navzájom komunikova´ a vymie¬a´ si správy.

Správy modelujeme ako prvok komunika£ného stavu. Správa poslaná v £ase t sa doru£í

v £ase t + 1 v²etkým po£úvajúcim procesom, ktoré sú naladené na daný kanál v £ase

t + 1. Poºadujeme, aby v²etky správy vysielané v jednom kanáli v konkrétnom £ase boli

rovnaké. V opa£nom prípade sa výpo£et zasekne. Ke¤ºe ná² model je deterministický,

jeho akceptácia je vyrie²ená inak ako pri ATM, kde výpo£et automaticky akceptuje, ak vo

výpo£tovom strome existuje akcepta£ný podstrom. Na akceptáciu sa vyuºije komunikácia.

WPTM akceptuje, ak sa v²etky procesy navzájom dohodnú, ºe chcú akceptova´.

1.1 De�nícia modelu

Neformálne de�nujeme bezdrôtový paralelný Turingov Stroj. Formálna de�nícia sa nachá-

dza v práci [7].

De�nícia 1.1 k-páskový bezdrôtový paralelný Turingov stroj so vstupnou páskou (na ktorú

sa nedá zapisova´) a kanálovou páskou je dvanástica

M = (k,B, L,Q,R,Σ,Γ,∆, g0, ε, qaccept, greject), kde

• k je po£et pracovných pások,
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• B, L, Q a R sú navzájom disjunktné kone£né mnoºiny vysielacích, na£úvacích, lo-

kálnych a komunika£ných stavov.

Mnoºinu K = B ∪ L ∪Q nazveme mnoºinou pracovných stavov.

R = {qaccapt, greject, ε}, kde ε je prázdny komunika£ný stav, ktorý sa pouºíva, ke¤

práve nekomunikujeme.

• Σ, Γ sú kone£né neprázdne vstupné a pracovné abecedy. $ /∈ Σ je zaráºka, ] ∈ Γ∧ ] /∈

Σ je blank.

• ∆ ⊆ K ×R× (Σ∪{$})×Γk+1×K ×R× (Γ \ {]})k+1×{−1, 0, 1}k+2 je prechodová

relácia, prvky ∆ nazývame prechody. Prechod s novým komunika£ným stavom r′

nazývame vysielací prechod. Hovoríme tieº, ºe prechod vysiela r′.

De�nícia 1.2 Kon�gurácia WPTM je prvok K ×R×Σ∗ × ((Γ \ {]})∗)k+1. Kon�gurácia

môºe by´ vysielacia, na£úvacia alebo lokálna, pod©a druhu pracovného stavu.

Hlavová kon�gurácia je prvok K ×R× (Σ ∪ {$})× Γk+1, a teda zodpovedá sú£asnému

stavu stroja a obsahu práve £ítaných znakov. Zavedieme e²te jedno obmedzenie na ∆: v²etky

vysielacie prechody z rovnakej hlavovej kon�gurácie musia vysiela´ ten istý stav.1

Kon�gurácia je naladená na kanál c, ak re´azec c je napísaný na©avo od pozície hlavy

na kanálovej páske. Vysielacia kon�gurácia vysiela komunika£ný stav r′ na kanáli c,r′ 6= ε,

ak z tejto kon�gurácie prechádzame prechodom, ktorý má r′ ako nový komunika£ný stav.

De�nícia 1.3 Výpo£tový krok má dve fázy. V prvej fáze sa na kaºdú kon�guráciu apli-

kujú v²etky moºné prechody pod©a prechodovej relácie. Ak je viacero moºných prechodov

pre jednu kon�guráciu, vytvorí sa viacero nových kon�gurácií. Táto fáza zodpovedá uni-

verzálnemu vetveniu ATM. V druhej fáze sa uskuto£¬uje komunikácia. Komunika£né stavy

na£úvacích kon�gurácií sa prepí²u komunika£ným stavom vysielaným na rovnakom kanáli.

De�nícia 1.4 Pre kaºdý vstup w stroja M , výpo£tový graf G(w) stroja M je zakorenený

orientovaný potenciálne nekone£ný acyklický multigraf, ktorého vrcholmi sú kon�gurácie

stroja M a hrany zodpovedajú prechodom a komunika£ným hranám. H¨bka vrcholu (kon�-

gurácie) v G(w) je vzdialenos´ od kore¬a. Pre d ≥ 0 je komunika£ná hrana medzi vrcholom

1Toto obmedzenie je £isto syntaktické.
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α v h¨bke d a vrcholom β v h¨bke d+1, práve vtedy, ke¤ α zodpovedá vysielacej kon�gurácii,

β zodpovedá na£úvacej kon�gurácii a obidve sú naladené na tom istom kanáli.

Poznámka. Pojmom proces stroja M budeme ozna£ova´ cestu od kore¬a k listu v prí-

slu²nom výpo£tovom grafe G(w). Procesom v £ase t rozumieme kon�guráciu na tejto ceste

v h¨bke t.

Obr. 1.1: Na obrázku je výpo£tový graf G(w). Zvýraznený je komunika£ný krok na dvoch
rôznych kanáloch a tieº vytváranie nových procesov spôsobom zodpovedajúcim univerzál-
nemu vetveniu ATM. Upravené pod©a [7].

De�nícia 1.5 StrojM akceptuje svoj vstup w, ak výpo£tový graf G(w) je kone£ný a v²etky

jeho listy sú terminálne kon�gurácie, teda kon�gurácie v komunika£nom stave qaccept, a sú

naladené na rovnakom kanáli.

1.2 Zloºitostné triedy

Pre WPTM zade�nujeme triedy zloºitosti, ktoré sú analógiou k triedam zloºitosti ATM,

ale aj nové triedy zloºitosti, ktoré nemajú priamu analógiu.

De�nícia 1.6 WPTM M má pracovnú priestorovú zloºitos´ S(n), ak pre ∀w ∈ L(M)

d¨ºky n je priestor pouºitý na v²etkých pracovných páskach vo v²etkých kon�guráciách vo
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výpo£tovom grafe G(w) men²í ako S(n). L ∈ WSPACE(S(n)) práve vtedy, ak existuje

WTPM M , ktorý má pracovnú priestorovú zloºitos´ S(n) a akceptuje jazyk L.

De�nícia 1.7 WPTM M má kanálovú priestorovú zloºitos´ C(n), ak pre ∀w ∈ L(M)

d¨ºky n je priestor pouºitý na kanálovej páske vo v²etkých kon�guráciách vo výpo£tovom

grafe G(w) men²í ako C(n).

De�nícia 1.8 WPTM M má celkovú priestorovú zloºitos´ S(n), ak má pracovnú priesto-

rovú zloºitos´ S(n) a sú£asne aj kanálovú priestorovú zloºitos´ S(n).

De�nícia 1.9 WPTMM má kanálovú zloºitos´ CC(n), ak pre ∀w ∈ L(M) d¨ºky n pouºije

na výpo£et najviac CC(n) rôznych kanálov.

De�nícia 1.10 WPTM M pracuje v £ase T (n),ak pre ∀w ∈ L(M) d¨ºky n je príslu²ný

výpo£tový strom G(w) hlboký najviac T (n). Prirodzene L ∈ WTIME(S(n)) práve vtedy,

ak existuje WTPM M , ktorý pracuje v priestore S(n) a akceptuje jazyk L.

Ke¤ºe budeme chcie´ pracova´ aj so sublineárnou £asovou zloºitos´ou, budeme pouºíva´

model s rýchlym prístupom na pásku. Na novú indexovú pásku môºeme binárne zapísa´

index i, potom ak stroj prejde do nového stavu qindex, tak sa v jednom kroku sa £ítacia

hlava presunie na pozíciu i.

De�nícia 1.11 WPTM M má procesorovú zloºitos´ P (n), ak pre ∀w ∈ L(M) d¨ºky n je

maximálny po£et kon�gurácií jednej h¨bky v príslu²nom výpo£tovom strome G(w) najviac

P (n).

1.3 Pouºité ozna£enia

Niektoré pouºité ozna£enia sme prebrali z práce [2].

De�nícia 1.12 Zloºitostná trieda WTP (k, t) je trieda jazykov, ktorú akceptuje bezdrôtový

paralelný Turingov stroj s k vstupnými hlavami a t pracovnými páskami.

Triedu WTP (k, t) môºeme ¤alej zúºi´ ohrani£ením niektorej zloºitostnej miery pouºi-

tého stroja. Pridanie ohrani£enia na danú triedu zna£íme su�xom.
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Pouºité ohrani£enia sú:

1. SPACE(S(n)) � celková priestorová zloºitos´

2. WSPACE(S(n)) � pracovná priestorová zloºitos´

3. CHANNEL(C(n)) � kanálová priestorová zloºitos´

4. PROCESS(P (n)) � procesorová zloºitos´

5. ALPH(c) � ohrani£enie ve©kosti pracovnej abecedy

Navy²e, pouºitím pre�xu 1 ozna£íme triedu strojov s jednosmernými vstupnými hla-

vami. V prípade potreby implicitne zdôrazníme triedu strojov s obojsmernými vstupnými

hlavami pre�xom 2.

Napríklad trieda 1WTP (k, t)WSPACE(S(n))CHANNEL(C(n)) zna£í triedu jazy-

kov, ktorú akceptuje bezdrôtový paralelný Turingov stroj s k jednosmernými vstupnými

hlavami, t pracovnými páskami ve©kosti najviac S(n) a kanálovou páskou ve©kosti najviac

C(n).

Triedu WTP (k, 0)CHANNEL(1) nazveme triedou k-hlavových kone£ných bezdrôto-

vých automatov a ozna£íme WPFA(k).
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Kapitola 2

Jednosmerný bezdrôtový paralelný
kone£ný automat

V tejto kapitole preskúmame vplyv jednosmernosti na silu jedno- a viachlavých kone£ných

automatov. Najprv ukáºeme simuláciu dvojsmerného WPFA jednosmerným s kon²tantnou

ve©kos´ou kanála, potom si budeme v²íma´ vplyv obmedzenia pohybu vstupnej hlavy siete

automatov, ktoré majú nekon²tantnú ve©kos´ kanála.

2.1 Vz´ah 1WPFA a 2WPFA

Vieme, ºe striktne jednosmerný bezdrôtový paralelný kone£ný automat rozpoznáva iba

regulárne jazyky [2]. Pre obojsmerné automaty platí 2WPFA(k) = DSPACE(nk) [2].

Pripome¬me, ºe k-hlavový jednosmerný WPFA je taký WPFA, ºe kaºdá z jeho k hláv

môºe v jednom kroku stá´ alebo sa pohnú´ doprava. Prvé a posledné polí£ko vstupnej

pásky obsahuje zaráºku.

Veta 2.1 Pre ©ubovo©né k ∈ N+ platí:

1WPFA(k) = DSPACE(nk).

Dôkaz. Inklúzia �⊆� triviálne platí, kedºe pod©a [2] platí

2WPFA(k) = DSPACE(nk)
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a zrejme

1WPFA(k) ⊆ 2WPFA(k)).

Dôkaz inklúzie �⊇� spravíme simulovaním TS M pomocou siete k-hlavých jednosmer-

ných WPFA W . Predpokladajme, ºe ve©kos´ vstupu je n′. Predpokladajme, ºe TS M

v kaºdom kroku najskôr pre£íta a prepí²e aktuálne polí£ko pásky a aº potom sa pohne.

Pre jednoduchos´ tieº predpokladajme, ºe M má iba jednu pásku s presne (n′ + 2)k po-

lí£kami, teda aj vstup dostane na pracovnú pásku. Toto zjednodu²enie si môºeme dovoli´,

ke¤ºe (n′ + 2)k > n je kon²truovate©ná a tieº DSPACE(nk) = DSPACE((n + 2)k).

Polí£ka pások v²etkých strojov budeme indexova´ od nuly. Kaºdý proces v sieti W má

n′ + 2 polí£ok na páske (na dvoch polí£kach sú zaráºky). Preto v ¤al²om texte budeme

namiesto n′ pouºíva´ n = n′ + 2. Sie´ W bude ma´ nieko©ko procesov, pomocou ktorých

si bude pamäta´ kon�guráciu TS M .

1. Stav stroja M si bude pamäta´ proces R (riadiaci proces) vo svojom stave.

2. O£íslujeme si polí£ka pásky M £íslami od 0 do nk − 1. Nech aktuálna pozícia hlavy

i zapísaná v sústave so základom n je i = (i0, i1, . . . , ik−1)n. Potom £íslo i si uchová

proces R tak, ºe jeho j-tá hlava bude na polí£ku ij.

3. Majme mnoºinu procesov A = {A0, . . . , Ank−1}, pri£om proces Ai má pomocou hláv

uchované £íslo i rovnakým spôsobom ako proces R. Proces Ai si pamätá obsah i-tého

polí£ka vo svojom stave.

Teraz popí²eme, ako bude prebieha´ simulácia jedného kroku TS M . Po£as simulácie

budú v²etky procesy komunikova´ na rovnakom kanáli. Prípravu siete W do po£iato£ného

stavu, v ktorom si pamätá po£iato£nú kon�guráciu TS M , popí²eme neskôr. Simulácia

jedného kroku TS M bude prebieha´ v dvoch fázach:

I [identi�kácia symbolu pod hlavou] Proces R si pomocou pozícií svojich hláv pamätá

£íslo aktuálnej pozície hlavy stroja M � £íslo i. V prvej fáze nájdeme taký proces

Ai ∈ A, ktorý si pamätá obsah aktuálneho polí£ka. Nájdený proces sa ozna£í zmenou

stavu.
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II [aplikácia prechodovej funkcie] V druhej fáze proces Ai po²le zapamätané polí£ko

pásky procesu R, ktorý na základe toho z δ-funkcie stroja M vypo£íta nový stav,

smer pohybu hlavy a nový symbol. Nový symbol po²le naspä´ procesu Ai, ktorý si ho

zapamätá v stave. Potom proces R pohne svojimi hlavami v súlade s vypo£ítaným

smerom.

Najskôr popí²eme druhú fázu, ktorá je jednoduch²ia a pouºité techniky vyuºijeme

v prvej fáze v zloºitej²ej forme. K©ú£ovým problémom v tejto fáze je posun hláv procesu R

z pozícií reprezentujúcich £íslo i na pozície reprezentujúce £íslo j = i+c, kde c ∈ {−1, 0, 1}

je smer pohybu hlavy stroja M .

Najskôr ukáºeme techniku, s akou si vie ©ubovo©ný proces, v na²om prípade proces R,

pohnú´ jednu zvolenú hlavu h do©ava. Ako prvý vytvoríme proces T , ktorý bude pomocou

komunika£ných symbolov odpo£ívava´ n kôl. Proces S, ktorý má po£as celého výpo£tu

v²etky hlavy na prvom polí£ku, sa rozvetví a získame nový proces T . Proces T sa tieº

rozvetví, £ím získame proces T0, ktorý bude slúºi´ ako £asova£ odpo£ítavajúci n kôl. Proces

T0 na za£iatku odvysiela symbol 0, signalizujúci nulté kolo a potom v kaºdom kole pohne

hlavou 0. Toto proces T0 opakuje, aº kým sa nedostane hlavou 0 na pravú zaráºku, £o

nastane za n− 1 kôl. V tomto kole T0 odvysiela symbol �n− 1� a prejde do akcepta£ného

stavu, kde zostane do konca simulácie, £o budeme nazýva´, ºe proces zomrie. Na signál

n − 1 zareaguje proces T a vytvorí nový proces T0. To znamená, ºe procesy T0 vysielajú

signály 0, ε, ε, . . . , ε, n−1, 0, ε, . . . , n−1, . . ., pri£om od signálu 0 do n−1 prejde presne n−1

kôl. Tento odpo£et pouºijeme na posun hlavy h procesu R do©ava. Aby sme neblokovali

komunikáciu iným procesom, pouºijeme £asové multixplexovanie. �asové multiplexovanie,

ktoré tu vyuºijeme, je technika, ktorá umoº¬uje k procesom naraz komunikova´ na jednom

kanáli. Celý výpo£et sa spomalí k-krát a kaºdý proces komunikuje iba raz za k kôl.

Teraz uº môºeme posunú´ hlavu h do©ava. Proces S vytvorí proces R0, ktorý má v²etky

hlavy na za£iatku. V²etky hlavy procesu R0, postupne po jednej hlave, premiestnime na

pozíciu, akú má táto hlava v procese R. Nakoniec bude ma´ proces R0 hlavy na rovnakých

pozíciách, ako mal pôvodne proces R. Nech teda hlava j procesu R je na polí£ku l. Proces

R po£ká na signál 0 a potom v kaºdom kole pohne hlavou j doprava. Ke¤ sa dostane na

pravú zaráºku, dá signál procesu R0, ktorý za£ne hýba´ svojou hlavou j doprava. Ke¤
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Obr. 2.1: Príklad posunu hlavy do©ava. Proces R0 si za£ne posúva´ hlavu, ke¤ dostane
signál od procesu R a prestane, ke¤ prijme signál od procesu T0. Aby sme realizovali
posun do©ava, tak jeden krok vynecháme.

R0 prijme signál n − 1, zastane. Hlava j dokopy vykonala cyklický posun o n polí£ok,

a teda je na tom istom polí£ku, ako bola v procese R. Postup zopakujeme pre v²etky

hlavy s výnimkou hlavy h, ktorú sme chceli posunú´ do©ava. V tomto prípade vynecháme

prvý pohyb hlavou, £o znamená, ºe vykonáme cyklický posun o n−1 polí£ok. Po skon£ení

má proces R0 v²etky hlavy na rovnakých pozíciach, ako mal R, okrem hlavy h, ktorá je

posunutá o jedno polí£ko do©ava. Nakoniec R po²le procesu R0 svoj stav, do ktorého proces

R0 prejde. Proces R zomrie a R0 sa stane novým procesom R. Obrázok 2.1 ilustruje posun

hlavy do©ava.

Ukázali sme postup, ako posúva´ hlavu jedného konkrétneho procesu do©ava. Pre£o

nemôºeme tento postup priamo pouºi´ na simuláciu ©ubovo©nej obojsmernej siete WPFA

jednosmernou? Uvedomme si, ºe na tento posun sme potrebovali vytvorenie nového pro-

cesu, ktorého zviazanie s pôvodným procesom je realizované £íslom kanála. Po presunutí

hláv na nový proces musíme cez komunika£ný kanál posla´ informáciu o stave. Kanálov je

v²ak iba kone£ne ve©a, £o dovo©uje pohnú´ hlavou do©ava iba kone£nému po£tu procesov.

Teraz sme pripravení vyrie²i´ k©ú£ový problém druhej fázy: posunú´ hlavy procesu R

na pozície reprezentujúce £íslo j = i + c v sústave so základom n, kde c je smer pohybu

hlavy simulovaného stroja M a i = (i0, i1, . . . , ik−1)n je £íslo polí£ka pásky, na ktorom mal

stroj M hlavu. Ak c = 0, hlavy uº sú na správnej pozícii. V prípade, ºe c = −1 a ik−1 6= 0,

t.j. hlava k − 1 nie je na ©avej zaráºke, tak pouºijeme predchádzajúci postup na posun
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hlavy k−1 do©ava. V druhom prípade, ik−1 = 0, nech il 6= 0 a il+1 = · · · = ik−1 = 0, hlavu

l posunieme do©ava a hlavy l+1, . . . , k−1 budeme posúva´ doprava, aº kým sa nedostanú

na pravú zaráºku. Prípad c = 1 je symetrický. �i il = n − 1 zistíme tak, ºe sa pozrieme,

£i je hlava l na pravej zaráºke.

Teraz sa vrátime a popí²eme prvú fázu. K©ú£ovým problémom tejto fázy je zistenie

aktuálneho písmena pod hlavou stroja M . Uvedomme si, £o treba spravi´, aby sme na²li

proces Ai ∈ A, ktorý si pamätá aktuálne polí£ko pásky stroja M . Ai je proces, ktorý

má umiestnenie svojich hláv rovnaké ako riadiaci proces R. Predstavme si, ºe procesy

sú usporiadané do k-rozmernej hyperkocky, v ktorej umiestnenie procesu v i-tej dimenzii

zodpovedá pozícii i-tej hlavy. V tejto kocke sú jedinými procesmi, s ktorými je moºná ko-

munikácia, procesy v rohoch kocky, pretoºe tie sa vedia jednozna£ne identi�kova´, ke¤ºe

majú v²etky svoje hlavy na zaráºkach. V na²om algoritme sa budeme snaºi´ dosta´ v²etky

procesy Ai v ur£itom deterministickom poradí do pozície, ke¤ majú v²etky hlavy na pravej

zaráºke. Túto pozíciu nazývame koncová. V koncovej pozícii proces odovzdá zapamätané

písmeno a zomrie. Vytvoríme jeho nástupcu, ktorý preberie toto písmeno a ktorému mu-

síme vráti´ jeho hlavy do pôvodnej pozície. Procesy nástupcov sú v stave vybavený do

konca algoritmu. Tento algoritmus bude ma´ navy²e vlastnos´, ºe ak niektoré z procesov

Ai chýbajú, tak ostatné procesy týmto nie sú ovplyvnené. Preto ak spustíme súbeºne al-

goritmus na sie´ procesov A a aj na riadiaci proces R, tak proces R sa dostane do pozície,

ke¤ má v²etky hlavy na pravej zaráºke práve vtedy, ke¤ aj nejaký proces Aj. Aj bude

ten proces, ktorý mal na za£iatku rovnaké pozície hláv � ná² h©adaný proces. Proces R

odvysiela signál, ºe má v²etky hlavy na pravej zaráºke a proces Aj prijme signál a ozna£í

sa. Týmto vyrie²ime k©ú£ový problém tejto fázy. Po skon£ení algoritmu budeme vedie´

zisti´ h©adané písmeno, ktoré si pamätá ozna£ený proces Aj a prípadne ho zmeni´.

Zave¤me ozna£enia. Bez ujmy na v²eobecnosti nech K = {0, . . . , k − 1} je mnoºina

hláv. Nech I ⊆ K a nech p : I → {0, . . . , n−1} je funkcia, ktorá priradí hlavám z I pozíciu

na páske. Potom podkockou KI,p ozna£íme mnoºinu procesov

KI,p = {Ai ∈ A |pre hlavy h ∈ I je ich pozícia p(h)},

teda hlavy v I sú �xované a ostatné vo©né.

F (m, I, p), kde m ∈ {0, . . . , n − 1} je rekurzívny program, ktorý pre kaºdý proces
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Obr. 2.2: Príklad priebehu vybavovania kocky volaním rekurzívneho programu F . Kaºdé
�odrezanie� stany sa vykoná rekurzívnym volaním. Následne sa zbytok kocky znova posu-
nie na steny. Tento postup budeme opakova´, aº kým nevybavíme celú kocku.

Ai z KI,p posunie v²etky jeho hlavy z K − I maximálne o m polí£ok a pri£om sa kaºdý

proces dostane do koncovej pozície, zomrie a vytvorí sa k nemu nástupca. Tento nástupca

bude ma´ po skon£ení programu svoje hlavy na tých istých pozíciách, ako pôvodný proces

Ai na za£iatku celej fázy. Opísanú funkcionalitu programu F (m, I, p) nazveme vybavením

podkocky KI,p.

Priebeh vybavovania podkocky volaním rekurzívneho programu F ilustruje obrázok 2.2.

Kaºdé volanie vybaví jednu stenu podkocky. Ke¤ je v²etkých k stien vybavených, tak zo-

stávajúce procesy si posunú vo©né hlavy doprava, £ím sa nové procesy dostanú na steny

kocky. Následne znova vybavíme v²etky steny, tento postup opakujeme, aº kým nevyba-

víme celú podkocku.

Ná² algoritmus pozostáva z volania F (n − 1, ∅, ∅). Parametre volania programu sa
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odovzdajú pomocou dvoch procesov. Proces M si pamätá £íslo m tak, ºe má 0-tú hlavu

na pozícii n−m− 1. Proces P si pamätá I v stave a p v pozíciách svojich hláv. Volania

podprogramov budú rekurzívne a h¨bka rekurzie bude ohrani£ená po£tom hláv � k. Kaºdý

proces P aM si pamätá aktuálnu h¨bku rekurzie d. Rekurzívne volania budeme vykonáva´

sekven£ne, preto v kaºdom okamihu existuje maximálne jeden proces P a M s konkrétnou

h¨bkou rekurzie. Po skon£ení podprogramu s h¨bkou d proces P odvysiela symbol d−1, £o

je signál pre proces s h¨bkou d− 1, ktorý podprogram zavolal, aby pokra£oval vo svojom

výpo£te. Potom procesy P a M zomrú. Po£as celej rekurzie proces P s h¨bkou rekurzie d

bude vydáva´ príkazy a komunikova´ s procesom M a s procesmi z KI,p vo forme správ

s pre�xom d, aby nedo²lo k mie²aniu komunikácie. H¨bku rekurzie d si nemusíme posiela´

ako ¤al²í parameter, lebo d = |K − I|.

14



Vstupné predpoklady programu F :

1) Nech sú vstupné parametre zapamätané pomocou procesov P,M .

2) Nech platí, ºe práve v²etky nevybavené procesy z KI,p majú svoje hlavy z I na pravej

zaráºke.

3) Nech tieº majú v²etky nevybavené procesy zKI,p v²etky svoje hlavy zK−I posunuté

o n−m, oproti ich pôvodnej pozícii.

Pseudokód programu F :

1: procedure F(m, I, p)

2: Ozna£íme v²etky nevybavené procesy z KI,p ako d-aktívne,

kde d← |K − I| je h¨bka rekurzie. Vyuºijeme predpoklad 2).

�al²í kód sa bude vykonáva´ iba na d-aktívnych procesoch.

3: if I=K then . báza rekurzie

4: Aktívny bude maximálne jeden proces Q.

5: Proces P sa stane nástupcom procesu Q, ktorý mu odovzdá zapamätané

písmeno a zomrie.

6: else . telo rekurzie

7: for i← m downto 0 do

8: for ∀h ∈ K − I do

9: Vytvoríme kópiu procesu M � proces M0.

10: Vytvoríme kópiu procesu P � proces P0.

11: Procesu P0 posunieme hlavu h na pozíciu i.

12: Pomocou procesov M0, P0 zavoláme F(i, I ∪ {h}, p ∪ {(h, i)}).

13: end for

14: Proces M posunie svoju 0-tú hlavu o jedno polí£ko doprava. Zodpovedá to

dekrementácii i o jedna.

15: V²etky d-aktívne procesy pohnú hlavami z K − I o jedno polí£ko doprava.

16: end for

17: end if

18: end procedure
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Formálne dokáºeme správnos´ algoritmu. Matematickou indukciou vzh©adom na |K−I|

ukáºeme platnos´ nasledovnej implikácie:

Ak sú splnené predpoklady volania funkcie F (m, I, p), tak dané volanie je korektné,

a teda vybaví podkocku KI,p.

Pripomenieme, ºe vybavenie podkocky KI,p znamená, ºe kaºdý proces Ai z KI,p sa

posúvaním hláv z K − I dostane do koncovej pozície, zomrie a vytvorí sa nástupca, ktorý

po skon£ení programu bude ma´ svoje hlavy na tých istých pozíciách, ako mal proces Ai

na za£iatku celej fázy.

1◦ Báza. K = I ide teda o bázu rekurzie. Pod©a predpokladov si proces P pamätá

podkocku KK,p � jediný proces Q. P má teda rovnaké umiestnenie hláv, ako mal proces Q

na za£iatku fázy. Navy²e proces Q má v²etky svoje hlavy na pravej zaráºke. Teda proces

Q sa vie jednozna£ne identi�kova´. Potom, ako Q odovzdá zapamätané písmeno procesu

P , Q zomrie a proces P sa stane nástupcom a následne prejde do stavu vybavený, kde

zostáva aº do konca fázy.

2◦ I 6= K, a teda nenastáva báza rekurzie. Z toho vyplýva, ºe volanie pozostáva z dvoj-

itého for cyklu, v ktorom voláme F (i, I∪{h}, p∪{(h, i)}). Najskôr ukáºeme, ºe tieto volania

budú ma´ splnené predpoklady. Vyberme si ©ubovo©né volanie F (q, I ∪ {l}, p ∪ {(l, q)})

a predpokladajme, ºe v²etky predchádzajúce volania v rámci dvojitého for cyklu boli ko-

rektné. Z toho pod©a IP vieme, ºe ovplyv¬ovali iba procesy v ich podkockách. Vieme, ºe

celý vonkaj²í for cyklus sa uº vykonal (m−q)-krát. Teda aj procesM si posunul svoju 0-tú

hlavu (m−q)-krát (riadok 19). Hlava je na (n−m−1)+(m−q) = (n−q−1)-tom polí£ku

£o znamená, ºe si naozaj pamätá £íslo q. Podobne v²etky zostávajúce procesy z podkocky

KI,p si svoje hlavy z K − I posunuli (m− q)-krát. �iºe ich hlavy z K − I sa od za£iatku

fázy posunuli (n−m− 1) + (m− q) = (n− q − 1)-krát. Pozrime sa teraz, ako sa vykonal

vnútorný for cyklus pre hlavu l z volania funkcie F . Proces P0 si s vyuºitím M1 (¤al²ej

kópie procesu M) postupne posunie hlavu l na pozíciu q tak, ºe v kaºdom kole si M1

posunie hlavu 0 a P0 hlavu l, aº kým M1 nepríde na pravú zaráºku, t.j. q-krát.

Teraz môºeme overi´, £i sú splnené predpoklady volania F (q, I ∪ {l}, p ∪ {(l, q)}).
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1) Proces M0 má 0-tú hlavu na polí£ku (n − q − 1) t.j. pamätá si £íslo q. Proces P0

si pamätá v stave I ∪ {l} a zárove¬ hlavy z I má na správnych pozíciach a hlavu l má

na polí£ku q. Teda P0 si pamätá správnu podkocku KI∪{l},p∪{(l,q)}. T.j. vstupné parametre

sú zapamätané správne.

2) Pod©a vstupných predpokladov majú v²etky nevybavené procesy z KI∪{l},p∪{(l,q)}

svoje hlavy z I na pravej zaráºke. Zostáva teda iba ukáza´, ºe majú aj hlavu l na pravej

zaráºke. Ke¤ºe procesy patria do podkocky KI∪{l},p∪{(l,q)}, tak na za£iatku fázy mali svoju

hlavu l na polí£ku q. Hlava l ∈ K − I sa teda od za£iatku fázy pohla (n − q − 1)-krát,

a teda je na pravej zaráºke. Zostáva e²te overi´, ºe kaºdý nevybavený proces so v²etkými

hlavami z I ∪ {l} na pravej zaráºke patrí do podkocky KI∪{l},p∪{(l,q)}. Pod©a predpokladu

vieme, ºe tento proces patrí do podkocky KI,p. Ak by jeho hlava l bola na za£iatku fázy

na pozícii vä£²ej ako q, tak by ho pod©a predpokladov niektoré z predchádzajúcich volaní

vybavilo. Ak by bola na pozícii men²ej ako q, tak by po (n − q − 1) posunutiach nebola

na pravej zaráºke. To znamená, ºe hlava l musela by´ na polí£ku q, a teda proces patrí do

podkocky KI∪{l},p∪{(l,q)}.

3) Vieme, ºe procesy z podkocky KI,p si svoje hlavy z K − I posunuli (n− q − 1)-krát

od za£atia fázy. Z toho vyplýva, ºe procesy z podkocky KI∪{l},p∪{(l,q)} majú svoje hlavy

z K − (I ∪ {l}) posunuté (n− q − 1)-krát.

Ukázali sme, ºe v²etky volania funkcie F (i, I∪{h}, p∪{(h, i)}) majú splnené po£iato£né

podmienky. Zostáva nám ukáza´, ºe volanie F (m, I, p) vybaví celú podkocku KI,p. Nech

Q je ©ubovo©ný proces z KI,p v stave pred za£atím celej fázy. Nech q je £íslo polí£ka, ktoré

je najviac vpravo a je obsadené aspo¬ jednou hlavou z K − I. Nech je to hlava l. Potom

Q ∈ KI∪{l},p∪{(l,q)}, ale z IP vyplýva, ºe volanie funkcie F (q, I ∪{l}, p∪{(l, q)}) ho vybaví.

Tým sme dokázali správnos´ procedúry F .

Potrebujeme e²te overi´, ºe prvé volanie F (n − 1, ∅, ∅) sp¨¬a po£iato£né podmienky.

Vytvoríme procesy P,M so v²etkými hlavami na ©avej zaráºke. Platí, ºe v²etky procesy

z A = K∅,∅ majú hlavy z K posunuté o 0 polí£ok a tieº, ºe v²etky hlavy z I = ∅ sú na

pravej zaráºke.

Priebeh rekurzie z poh©adu ©ubovo©ného procesu Q ilustruje obrázok 2.3. K©ú£ovým

bodom rekurzívneho programu F je odovzdávanie informácie medzi procesmi M a P .

17



Obr. 2.3: Príklad priebehu rekurzie z poh©adu ©ubovo©ného procesu Q. Kaºdá kocka zod-
povedá jednej h¨bke rekurzie, ktorá vybavuje proces Q. V²imnime si, ako sa pri kaºdom
volaní rekurzie skopíruje informácia z procesuM do procesu P , £ím postupne odha©ujeme
pôvodnú pozíciu procesu Q.

Proces M , tým, ºe si posúva hlavu spolu so v²etkými vo©nými hlavami procesu Q, si pa-

mätá, ko©ko krokov uº v²etky vo©né hlavy vykonali (druhý predpoklad). Ke¤ sa niektorá

vybraná vo©ná hlava dostane na pravú zaráºku, tak proces M vie, kde sa pôvodne na-

chádzala. Táto hlava sa stane �xovanou a informáciu o jej pôvodnom umiestnení odovzdá

proces M procesu P , ktorý je zodpovedný za uchovávanie informácie o �xných hlavách

(riadok 11).

Kaºdý krok DTS M sme vy²²ie uvedeným postupom simulovali. Po£as simulácie ak-

ceptujeme, ak sa R dostane do stavu, v ktorom si pamätá akcepta£ný stav.

Zostáva vyrie²i´, ako pripravíme sie´ do po£iato£nej kon�gurácie stroja M . Pouºi-

jeme upravenú kon²trukciu z prvej fázy. Kon²trukcia sa bude týka´ iba procesov P,M

a v mieste, kde nanovo vytvárame procesy Ai, ich iba vytvoríme. Táto kon²trukcia v²ak

vytvorí viacero duplikátov jedného procesu. Preto na ne e²te raz spustíme pôvodnú kon-

²trukciu z prvej fázy. Ke¤ºe nástupca sa vºdy vytvorí iba jeden, zbaví nás to duplikátov.

Potrebujeme e²te zabezpe£i´, aby si procesy A0, . . . , An−2 pamätali vstupné slovo. Najskôr

si procesy A1, . . . , An−1, t.j. tie, ktoré majú 0-tú hlavu mimo zaráºiek a ostatné hlavy na

©avej zaráºke, zapamätajú písmeno pod 0-tou hlavou. Vstupné slovo máme v²ak zapamä-

tané tak, ºe je posunuté o jedno polí£ko doprava, preto do δ-funkcie stroja M pridáme

podprogram, ktorý na za£iatku posunie obsah pásky do©ava. �
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Dôsledok 2.2 Pre ©ubovo©né k ∈ N+ platí:

1WPFA(k) = 2WPFA(k).

2.2 Jednosmernos´ WPTM

Ukáºeme, ºe aj po pridaní kanálovej pásky jednosmernos´ vstupných hláv neprekáºa a jed-

nosmerný model je ekvivalentný obojsmernému.

Veta 2.3 Pre ©ubovo©nú funkciu S(n) : N→ N, S(n) ≥ 1 a ©ubovo©né k ∈ N+ platí:

1WPM(k, 0)CHANNEL(S(n)) =
⋃
c≥0

DSPACE(nkcS(n)).

Dôkaz. Tvrdenie je roz²írením vety 2.1. Ke¤ºe pod©a [2] platí:

2WPM(k, 0)CHANNEL(S(n)) =
⋃
c≥0

DSPACE(nkcS(n)),

tak sta£í ukáza´ iba inklúziu �⊇� . Majme DTS M pracujúci v priestore nkcS(n) pre kon-

krétne k, c, S(n). Stroj M budeme simulova´ sie´ou WPTM W s kanálovou zloºitos´ou

S(n) a s k jednosmernými hlavami na vstupnej páske.

My²lienka dôkazu je podobná ako v predchádzajúcom dôkaze a kon²trukcie z neho

budeme aj priamo vyuºíva´. Ukáºme, ako sa bude pamäta´ kon�gurácia TS M . Polí£ka

pracovnej pásky stroja M budeme £íslova´ tak, ºe nulté polí£ko, polí£ko na ktorom mal

M hlavu na za£iatku celého výpo£tu, bude ma´ index 0. Indexom ostatných polí£ok bude

vzdialenos´ od nultého polí£ka s kladným znamienkom, ak sú napravo od neho, a so zá-

porným, ak sú na©avo.

1. Stav stroja M si bude pamäta´ proces R vo svojom stave.

2. Pracovnú pásku stroja M si rozdelíme na potenciálne 2cS(n) úsekov d¨ºky nk. Nech

je hlava v s-tom úseku, s ∈ {−cS(n) + 1, . . . , cS(n) − 1}. �íslo úseku s si proces R

zapamätá na kanálovej páske v sústave so základom c, na £o mu sta£í ve©kos´ jeho

pásky. Znamienko £ísla s si tieº pamätá na kanálovej páske. Pozíciu v rámci s-tého
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úseku si pamätáme rovnako ako v predchádzajúcom dôkaze. Pozíciu � £íslo i � si

v sústave so základom n zapí²eme ako i = (i0, i1, . . . , ik−1)n. Potom R si pamätá i

v pozíciach hláv na vstupnej páske.

3. Na zapamätanie obsahu i-teho polí£ka s-tého úseku pracovnej pásky pouºijeme pro-

ces As
i . Proces A

s
i si v stave pamätá obsah polí£ka. �ísla i a s si pamätá rovnakým

spôsobom ako proces R.

V²etky procesy As
i rozde©me na skupiny procesov As, ve©kosti nk, s procesmi s rovna-

kým obsahom kanálovej pásky. Skupina As si pamätá celý s-tý úsek. Ke¤ºe ale funkcia

S(n) nemusí by´ kon²truovate©ná, tak budeme skupiny As vytvára´ dynamicky. Ak si po-

trebujeme zapamäta´ polí£ko z nového úseku, tak pre tento úsek vytvoríme novú skupinu

procesov As.

Simulácia jedného kroku TS M bude opä´ prebieha´ v dvoch fázach:

I [identi�kácia symbolu pod hlavou] Proces R si pomocou pozícií svojich hláv na vstup-

nej páske a obsahu kanálovej pásky pamätá aktuálnu pozíciu hlavy strojaM . V prvej

fáze nájdeme taký proces As
i , ktorý si pamätá obsah aktuálneho polí£ka. Teda taký

proces, ktorý má rovnaký obsah kanálovej pásky a rovnaké pozície hláv. Nájdený

proces sa ozna£í zmenou stavu.

II [aplikácia prechodovej funkcie] V druhej fáze proces As
i po²le zapamätané polí£ko

pásky procesu R, ktorý na základe toho z δ-funkcie stroja M vypo£íta nový stav,

smer pohybu hlavy a nový symbol. Nový symbol po²le naspä´ procesu As
i , ktorý si

ho zapamätá v stave. Potom proces R pohne svojimi hlavami a zmení obsah svojej

kanálovej pásky v súlade s vypo£ítaným smerom.

V prvej fáze pouºijeme algoritmus z vety 2.1. Komunikácia medzi procesom R a pro-

cesmi As
i v²ak bude prebieha´ len na kanáli, na ktorom je naladený proces R. Preto sa

algoritmus vykoná iba na procesoch tej skupiny As, v ktorej majú v²etky procesy rovnaký

obsah kanálovej pásky ako proces R. Po skon£ení rekurzívneho algoritmu sa ozna£í proces,

ktorý má rovnaké pozície hláv na vstupnej páske a tieº aj rovnaký obsah kanálovej pásky

� ná² h©adaný proces.

20



V druhej fáze, po odkomunikovaní písmena, potrebujeme zmeni´ zapamätanú pozíciu

hlavy stroja M , ktorú má uloºenú proces R v pozíciach hláv a obsahu kanálovej pásky.

V prípade, ºe nedo²lo k pohybu medzi rôznymi úsekmi pracovnej pásky stroja M , zme-

níme pozície hláv procesu R rovnakým spôsobom ako v predo²lom dôkaze. V prípade, ºe

do²lo k prechodu do iného úseku pracovnej pásky a hlava sa pohla doprava, resp. do©ava,

tak zapamätanú pozíciu v rámci úseku nastavíme pozíciami hláv na 0, resp. nk − 1 tak,

ºe presunieme v²etky hlavy na ©avú, resp. pravú zaráºku. Následne inkrementujeme, resp.

dekrementujeme obsah kanálovej pásky. Potrebujeme e²te zisti´, £i sme nepre²li na nový

úsek, ktorému sme e²te nevytvorili skupinu procesov As, ktorá by si ho pamätala. Pro-

ces R vy²le signál ping na svojom aktuálnom kanáli, na ktorý procesy As
i odpovedajú.

Ak nedostaneme odpove¤, musíme vytvori´ novú skupinu procesov s obsahom kanálovej

pásky rovnakej, ako má proces R. Vytvoríme kópiu procesu R, ktorému posunieme hlavy

na vstupnej páske na ©avú zaráºku. Z neho za pomoci kon²trukcie inicializácie procesov

z predchádzajúceho dôkazu vytvoríme novú skupinu procesov.

Dôkaz správnosti kon²trukcie je zrejmý z jej popisu. �

Dôsledok 2.4 Pre ©ubovo©nú funkciu S(n) : N→ N, S(n) ≥ 1 a ©ubovo©né k ∈ N+ platí:

1WPM(k, 0)CHANNEL(S(n)) = 2WPM(k, 0)CHANNEL(S(n)).

Poznámka. Veta 2.2 a dôsledok 2.4 sa dajú zov²eobecni´ na model s pracovnými páskami.

Upravíme simuláciu siete WPTMTuringovým strojom v práci [2], tak, aby okrem kanálovej

pásky simuloval aj pracovnú pásku.

Predchádzajúca simulácia vyuºíva ve©ké mnoºstvo procesov. Pri kaºdom kroku simu-

lovaného stroja sa znehodnotí O(nk) procesov. Za celý výpo£et sa pouºije O(TM(n)nk) =

O(cc
S(n)nk

) procesov. Ak by v²ak S(n) = Ω(log n), tak môºeme vyuºíva´ procesy efektív-

nej²ie.

Veta 2.5 Pre ©ubovo©nú funkciu S(n) : N → N, S(n) = Ω(log n) a ©ubovo©nú kon²tantu

k ∈ N+ platí:⋃
c>0

1WPM(1, 0)CHANNEL(S(n))PROCESS(cS(n)) =
⋃
c>0

DSPACE(nkcS(n)).
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Dôkaz. Inklúzia �⊆� triviálne vyplýva z predchádzajúcej vety. Ak S(n) = Ω(log n), tak⋃
c>0DSPACE(nkcS(n)) =

⋃
c>0DSPACE(cS(n)). Opa£nú inklúziu dokáºeme podobnou

simuláciou, ako vo vete . Uvedieme iba rozdiely. Na zapamätanie cS(n) polí£ok nám sta£í

cS(n) procesov s rôznymi obsahmi kanálovej pásky. Nepotrebujeme vyuºíva´ pozície vstup-

ných hláv. Preto pri identi�kácii procesu, ktorý si pamätá obsah polí£ka pod hlavou simu-

lovaného stroja, nehýbeme hlavami, £o znamená, ºe tieto procesy sa dajú znova pouºi´.

Vstupnú hlavu siete vyuºijeme iba na za£iatku simulácie, ke¤ skopírujeme obsah vstupu

do prvých n procesov. Celkový po£et procesov, ktoré pouºijeme, je cS(n) + d, kde d je po-

£et pomocných procesov. Aby sme zachovali procesorovú zloºitos´ cS(n), na zapamätanie

pásky pouºijeme iba cS(n) − d procesov, pri£om prvý z nich si bude pamäta´ v stave d

polí£ok namiesto jedného. �

V²imnime si, ºe pri simulácii v inklúzii �⊇� sme na zapamätanie cS(n) polí£ok pouºili

presne cS(n) procesov. Pri opa£nej inklúzii nám cS(n) polí£ok vo v²eobecnosti nesta£í na

simulovanie cS(n) procesov.

2.3 Bezzaráºkový WPFA

Pri vy²²ie uvedených tvrdeniach sme uvaºovali, ºe vstupné slovo je z oboch strán ohrani-

£ené zaráºkami. Tento fakt sme aj vyuºívali pri zistení, £i daný proces má hlavu na konci.

Ako zaujímavos´ ukáºeme, ºe jednosmerný WPFA aj bez zaráºok vie rozpozna´ jazyky

silnej²ie ako regulárne jazyky.

De�nícia 2.6 Jednohlavý jednosmerný bezzaráºkový WPFA je upravený WPFA, ktorého

vstupná páska nie je ohrani£ená zaráºkami. Po pre£ítaní posledného polí£ka pásky proces

prejde do stavu, v ktorom zostáva do konca výpo£tu. Ak proces vysielal stav, tak sa bude

tento stav vysiela´ do konca výpo£tu. Triedu jazykov akceptovanú týmto modelom nazveme

1bWPFA(1).

Táto de�nícia sa podobá na de�níciu kone£ných automatov alebo deterministických zá-

sobníkových automatov. Stroj sa musí po pre£ítaní vstupu �okamºite� rozhodnú´ o akcep-

tácii. De�nícia tieº pripomína preh©adávanie grafov s �£iernymi dierami� , pretoºe proces,

ktorý pre£íta posledné písmeno vstupu sa �stratí� .
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Veta 2.7

1bWPFA(1) ⊇
⋃
k

2FA(k),

kde 2FA(k) je trieda akceptovaná k-hlavovým obojsmerným kone£ným automatom.

Dôkaz. Simulova´ budeme k-hlavý obojsmerný kone£ný automatM pomocou jednohlavej

bezzaráºkovej siete WPFA W . Nech H je mnoºina hláv stroja M . Nech Σ je vstupná

abeceda.

Ke¤ºe po pre£ítaní posledného písmena vstupu sa proces musí rozhodnú´ o akceptácii

a prípadne odvysiela´ akcepta£ný symbol, tak celú simuláciu spustíme pre v²etky moºné

posledné písmená vstupu a ∈ Σ. Výsledky akceptácie pre kaºdé písmeno si zapamätá

proces R. Ke¤ simulácia skon£í pre v²etky moºné posledné písmená vstupu, tak v²etky

procesy okrem R akceptujú a proces R pre£íta skuto£né posledné písmeno a rozhodne sa,

£i akceptova´. Ukáºeme, ako si sie´ W pamätá kon�guráciu stroja M .

1. Stav stroja M si bude pamäta´ proces R (riadiaci proces) vo svojom stave.

2. Pozície hláv si pamätá mnoºina procesov A = {Ah|h ∈ H}. Pozícia h-tej hlavy stroja

M je rovnaká ako pozícia hlavy procesu Ah. Výnimkou je, ak h-ta hlava stroja M je

na:

a) ©avej zaráºke � hlava procesu Ah je na prvom polí£ku vstupnej pásky a infor-

máciu, ºe je na zaráºke, si pamätá v stave.

b) na poslednom písmene vstupu � hlava procesu Ah je na predposlednom polí£ku

vstupnej pásky a v stave si pamätá, ºe je na poslednom písmene.

c) na pravej zaráºke � hlava je na predposlednom polí£ku a v stave si pamätá,

ºe je na zaráºke.

3. Aké je posledné písmeno vstupu, ktoré práve simulujeme, si pamätajú v²etky procesy

v stave.

Najskôr ukáºeme, ako vytvori´ £asova£ odpo£ítavajúci n−1 kôl. Majme procesy T a T0

s hlavou na prvom polí£ku. Proces T0 si bude hlavu posúva´ doprava, pri£om vºdy, ke¤

pre£íta nové písmeno, prejde do akcepta£ného stavu a vy²le akcepta£ný symbol. V ¤al²om
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kole si T0 posunie hlavu doprava a vy²le symbol ok. V prípade, ºe proces T0 sa dostal na

posledné písmeno svojho vstupu, zostane v akcepta£nom stave a symbol ok sa neodvysiela.

Ke¤ proces T zistí, ºe symbol ok nebol odvysielaný, tak sám odvysiela symbol stop. Od

za£iatku behu procesu T0 do signálu stop sa signál ok odvysiela presne (n− 1)-krát. Preto

v²etky procesy, ktoré sa chcú riadi´ týmto £asova£om, spravia krok na kaºdý ok signál, aº

pokia© nezachytia signál stop.

Pri simulácii jedného kroku strojaM musíme pohnú´ hlavami pod©a smeru z δ funkcie.

Postupne posunieme hlavu v²etkým procesom Ah. Najskôr ukáºeme, ako vykona´ posun

hlavy do©ava. Hlavu premiestnime na nástupcu � proces A′h. Nech je hlava pôvodne na

p-tom polí£ku. Spustíme £asova£ odpo£ítavajúci n−2 kôl. Hlavu budeme posúva´ doprava,

vºdy na symbol ok od £asova£a. Okrem toho budeme vysiela´ symbol h-ok rovnakým

spôsobom ako £asova£, teda £íta´ budeme v akcepta£nom stave a hýba´ a komunikova´ aº

potom. Symbol h-ok dostane riadiaci proces (n−p−1)-krát. V kole, v ktorom nedostal tento

symbol sa vytvorí nástupný proces A′h s hlavou na prvom polí£ku. �asova£ uº odpo£ítal

(n − p) kôl (po£as jedného kola sa vytvoril proces A′h). Proces A
′
h si bude posúva´ hlavu

doprava na kaºdý symbol ok od £asova£a. To sa vykoná (p − 1)-krát, pokia© £asova£

nevy²le symbol stop. Preto hlava procesu A′h bude na polí£ku p−1, teda posunutá do©ava.

Výnimkou bude prípad, ke¤ hlava bola na prvom polí£ku, vtedy dôjde iba k zmene stavu.

Ak chceme pohnú´ hlavu doprava, tak ju najskôr pohneme do©ava hore uvedeným

postupom a potom e²te o dve polí£ka doprava. Navy²e e²te pouºijeme ¤al²í £asova£, ktorý

zaistí, ºe sa hlava pohne doprava maximálne (n − 2)-krát. Hlava sa teda nedostane na

posledné polí£ko. V prípade, ºe máme e²te urobi´ pohyb doprava viac ako (n−2)-krát, iba

zmeníme stav. Tým si zapamätáme, ºe sa nachádzame na poslednom polí£ku, resp. pravej

zaráºke.

Pre simuláciu jedného kroku automatuM si riadiaci proces R najskôr postupne vypýta

písmená pod hlavami procesov Ah. Potom im R po²le z δ funkcie vypo£ítaný smer pohybu.

Kaºdý proces Ah si pod©a toho posunie hlavu.

Po£as simulácie v²etky procesy, ktoré uº pre£ítali celý vstup, pre²li do akcepta£ného

stavu a vysielajú akcepta£ný symbol. Ak sa po£as simulácie R dostane do situácie, ke¤ si

pamätá akcepta£ný stav, vy²le signál ostatným procesom, aby akceptovali. V²etky procesy
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sú v akcepta£nom stave a vysielajú akcepta£ný symbol £o znamená, ºe sie´W akceptovala.

V opa£nom prípade bude proces R bráni´ akceptácii. �

Dôsledok 2.8

DLOGSPACE ⊆ 1bWPFA(1) ⊆ DSPACE(n)

Dôkaz. Prvá inklúzia platí, pretoºe:

DLOGSPACE =
⋃
k

2FA(k).

Platnos´ druhej inklúzie je zrejmá, ke¤ºe:

1bWPFA(1) ⊆ 1WPFA(1) = DSPACE(n).

�
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Kapitola 3

Vplyv po£tu procesov

V tejto kapitole preskúmame vplyv po£tu procesov na silu WPTM. Neobmedzený WPTM

s jedným procesom je ekvivalentný Turingovému stroju. Preto budeme skúma´ vplyv po£tu

procesov na priestorovo ohrani£ené WPTM. Vo v²etkých výsledkoch charakterizujeme silu

skúmanej triedy WPTM pomocou vhodne priestorovo ohrani£eného Turingového stroja.

Ako prvé charakterizujeme silu k-hlavových WPTM s celkovou priestorovou zloºitos´ou

S(n) a po£tom procesov najviac O(nk−1cS(n)).

Lemma 3.1 Pre ©ubovo©né k ∈ N+, funkcie S(n) : N → N, S(n) ≥ 1 a P (n) : N → N,

P (n) ≥ 1 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) ⊆ DSPACE(P (n)(S(n) + k log n)).

Dôkaz. Sie´ WPTM W s maximálnym po£tom procesov P (n), kanálovou a pracovnou

priestorovou zloºitos´ou S(n) a k hlavami budeme simulova´ TS M s priestorovou zloºi-

tos´ou P (n)(S(n)+k log n). Ke¤ºe nás nezaujíma £as simulácie, bez ujmy na v²eobecnosti

môºeme predpoklada´, ºe TS M je dvojpáskový. Stroj M si na prvej páske pamätá kon�-

gurácie procesov siete WPTM W , teda jednu úrove¬ výpo£tového grafu G(w). Na zapa-

mätanie kon�gurácie jedného procesu potrebujeme O(S(n)+k log n) pásky, kde vyuºijeme

k log n pásky na uloºenie informácie o pozíciách hláv. Na zapamätanie kon�gurácie celej

siete W sta£í O(P (n)(S(n) + k log n)) pásky. Na druhej páske si pamätáme maximálny

kanál sieteW . Realizovanie kroku výpo£tu sieteW je priamo£iare. V prvej fáze aplikujeme

δ-funkciu na v²etky zapamätané procesy. V prípade, ºe do²lo k univerzálnemu vetveniu,

t.j. vytvoreniu nových procesov, kon�guráciu nových procesov pripí²eme na koniec pásky.
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V druhej fáze vyrie²ime komunikáciu. Na druhú pásku si zapí²eme maximálny pouºitý

kanál. Na kaºdom kanáli, men²om alebo rovnom ako zapamätaný maximálny kanál, skon-

trolujeme, £i vysielacie procesy vysielajú rovnaký symbol. Tento symbol zapí²eme v²etkým

na£úvacím procesom.

Správnos´ kon²trukcie je zrejmá z popisu. �

V nasledujúcich lemách ukáºeme opa£nú inklúziu. Budeme simulova´ Turingov stroj

sie´ouWPTM s daným po£tom procesov. Pre vä£²iu preh©adnos´ rozdelíme dôkaz do dvoch

lem. V prvej leme za�xujeme ve©kos´ pracovnej abecedy simulovaného stroja. V druhej

leme ukáºeme, ºe nárast ve©kosti pracovnej abecedy spôsobí kon²tantné zvä£²enie po£tu

potrebných procesov.

Lemma 3.2 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, kon²truovate©nú funkciu S(n) ≥ 1 a funkciu P (n) :

N→ N, ktorá sp¨¬a P (n) ∈ O(nk−1cS(n)), P (n) ≥ 1 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) ⊇

DSPACE(P (n)(S(n) + log|Σ| n))ALPH(|Σ|).

Dôkaz. TS M s pracovnou abecedou Σ a priestorovou zloºitos´ou P (n)(S(n) + log|Σ| n)

budeme simulova´ sie´ou WPTM W s k-hlavami, kanálovou a pracovnou páskou ve©kosti

S(n) a s maximálne P (n) procesmi. Bez ujmy na v²eobecnosti predpokladajme, ºe páska

stroja M je jednostranne nekone£ná. Pásku stroja M si rozdelíme na P (n) úsekov ve©-

kosti S(n) + log|Σ| n. Kon�guráciu stroja M si sie´ W pamätá tak, ºe kaºdý proces Ai si

pamätá i-ty úsek pásky stroja M . Ke¤ºe S(n) je kon²truovate©né, proces Ai vie presne

ohrani£i´ svoj úsek pásky stroja M . Vyuºijeme dve rôzne techniky, pri kaºdej vyuºijeme

£as´ prostriedkov, ktoré máme k dispozícii:

Identi�kovanie susedov Procesy A = (A0, . . . , AP (n)−1) zoradíme do postupnosti A.

Kaºdý proces bude vedie´ identi�kova´ svojho ©avého a pravého suseda v postup-

nosti A. Ke¤ºe P (n) ∈ O(nk−1cS(n)), kaºdý proces jednozna£ne identi�kujeme pozí-

ciami prvých k− 1 hláv a obsahom kanálovej pásky ve©kosti S(n). Ve©kos´ kanálovej

abecedy Σc zvolíme tak, aby nk−1|Σc|S(n) ≥ P (n).
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Uchovanie úseku pásky Kaºdý proces si bude pamäta´ S(n) + log|Σ| n polí£ok pásky

stroja M . Prvých S(n) polí£ok si pamätá na pracovnej páske. Zostávajúcich log|Σ| n

polí£ok si pamätá pozíciou poslednej hlavy tak, ºe hlava bude na polí£ku j, ak obsah

log|Σ| n polí£ok je £íslo j v £íselnej sústave zo základom |Σ|.

Technika identi�kovania susedov bola pouºitá v práci Pavla Mravca [2]. Stru£ne popí²eme

kon²trukciu. Nech proces Ai chce identi�kova´ svojho suseda Aj, j = i + c. Proces Ai si

pamätá £íslo i obsahom kanálovej pásky a v pozíciach k − 1 hláv. Ako prvé, proces Ai

zmení pozície hláv, prípadne obsah kanálovej pásky, aby reprezentovali £íslo j. Následne

sa snaºí nájs´ proces Aj, ktorý má rovnaký obsah kanálovej pásky a rovnaké pozície k− 1

hláv. Komunikácia bude prebieha´ na kanáli ur£eného kanálovou páskou, takºe zostáva

ur£i´, ktorý proces má aj pozície daných hláv rovnaké. Postupne porovnáme pozície hláv.

Na porovnanie pozície hlavy h pouºijeme proces K � krokova£, ktorý má hlavy na ©avej

zaráºke. V²etky procesy z A také, ktoré sú naladené na rovnaký kanál ako Ai, si spolu

s procesom K naraz posúvajú hlavu h doprava, aº kým nenarazia na pravú zaráºku, kde

zmenia smer posunu. Posúvanie kon£í, ke¤ sa hlava h procesu Ai dostane na pravú zaráºku.

Ozna£íme procesy, ktoré majú rovnakú pozíciu hlavy h. Následne pouºijeme proces K,

aby sme hlavu h vo v²etkých procesoch vrátili na pôvodné miesto. Procesy vykonávajú

opa£ný pohyb, aº kým sa hlava h procesu K nedostane opä´ na na ©avú zaráºku, £ím

sa hlava h vo v²etkých procesoch vráti na pôvodnú pozíciu. Týmto spôsobom porovnáme

pozície v²etkých hláv a identi�kujeme h©adaný proces Aj. Následne si proces Ai vráti

hlavy a kanálovú pásku na pôvodnú pozíciu, £ím si pamätá £íslo i.

Ke¤ºe funkcia P (n) nemusí by´ kon²truovate©ná, procesy z postupnosti A budeme vy-

tvára´ dynamicky. Za£ína´ budeme s jedným procesom A0. V prípade, ºe pri identi�kácii

susedov sme nena²li suseda, znamená to, ºe ho musíme vytvori´. Proces Ai si po£as h©a-

dania pozíciami svojich k − 1 hláv a kanálovou páskou pamätá £íslo j = i + c. Proces Ai

vytvorí proces Aj ako svoju kópiu. Následne si proces Aj nastaví obsah pracovnej pásky

a poslednú hlavu tak, aby si pamätal úsek pásky stroja M , vyplnený iba blankmi.

Popí²me uchovanie úseku pásky strojaM jedným procesom. Kaºdý proces Ai si pamätá

úsek pásky stroja M ve©kosti S(n) + log|Σ| n. Prvých S(n) polí£ok si pamätá na pracovnej

páske. Zostávajúcich log|Σ| n polí£ok si pamätá pozíciou poslednej hlavy. Okrem toho si
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potrebujeme pamäta´ aj pozíciu hlavy stroja M na pracovnej páske. Ak si proces Ai

pamätá úsek na ktorom sa nachádza hlava, ozna£í sa zmenou stavu. Ak sa hlava nachádza

v £asti d¨ºky S(n) ktorú si Ai pamätá na svojej pracovnej páske, tak pozíciu hlavy strojaM

si Ai zapamätá pozíciou pracovnej hlavy. Ak sa hlava stroja nachádza v £asti d¨ºky log|Σ| n

ktorú si Ai pamätá pozíciou hlavy, potom si jej pozíciu bude pamäta´ ²peciálny proces

H. Pozícia prvej hlavy procesu H bude rovnaká ako pozícia hlavy stroja M v rámci £asti

d¨ºky log|Σ| n, ktorú si Ai pamätá pozíciou hlavy. Ak chceme zisti´ alebo zmeni´ obsah

zapamätaného úseku pod aktuálnou pozíciou hlavy, tak v prípade, ºe aktuálne polí£ko

je v £asti zapamätanej na pracovnej páske procesu Ai, jednoducho pre£ítame a zmeníme

príslu²né polí£ko pracovnej pásky. V prípade, ºe ide o polí£ko v £asti zapamätanej pozíciou

hlavy, vyuºijeme nasledovné aritmetické operácie.

Posledná hlava procesu je na polí£ku i, £ím si pamätá £as´ pásky d¨ºky log|Σ| n. Túto

£as´ budeme indexova´ odzadu: páska má obsah ilog|Σ| n−1, . . . , i1, i0, ak £íslo i v £íselnej

sústave so základom|Σ| je práve i = (ilog|Σ| n−1, . . . , i1, i0)|Σ|. Aby sme zistili alebo zmenili

obsah k-tého polí£ka v tejto £asti, potrebujeme zisti´ k-tu cifru £ísla i, respektíve pripo£í-

ta´ alebo odpo£íta´ k £íslu i £íslo |Σ|k. Ukáºeme, ako uskuto£ni´ jednoduché aritmetické

operácie na £íslach zapamätaných pozíciou hlavy.

a± 1 Majme proces, ktorý má hlavu na pozícii i, £ím si pamätá £íslo i, potom inkremen-

táciu, resp. dekrementáciu, uskuto£níme posunom hlavy doprava, resp. do©ava.

a = 0 Test na nulu. Pozrieme sa, £i je hlava na ©avej zaráºke.

a± b Majme dva procesy A a B, ktoré si pamätajú £ísla a a b. Proces A si kaºdé kolo

inkrementuje, resp. dekrementuje, zapamätané £íslo. Zárove¬ si proces B dekremen-

tuje zapamätané £íslo. Postup opakujeme, kým a 6= 0. Na konci si proces A pamätá

£íslo a± b.

a ∗ |Σ| Majme dva procesy A a B, ktoré si pamätajú £ísla a a b = 0. Vykonáme b← b+a

|Σ|-krát.

|Σ|a Majme dva procesy A a B, ktoré si pamätajú £ísla a a b = 1. a-krát vykonáme

b← b ∗ |Σ|.
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a div |Σ| Majme proces A, ktorý si pamätá £íslo a a proces B, do ktorého uloºíme výsle-

dok. Kaºdé kolo vykonáme a← a−|Σ| a inkrementujeme £íslo zapamätané v procese

B, skon£íme, ak a < |Σ|. Proces B si pamätá a div |Σ|.

a mod |Σ| Vykonáme a− |Σ|(a div |Σ|).

(k-ta cifra £ísla a) Poslednú cifru £ísla i zistíme ako a mod |Σ|. Následne vykonáme

�bitový posun� £ísla i doprava, pomocou operácie a div |Σ|. Operácie a mod |Σ|

a a← a div |Σ| zopakujeme k-krát, £ím zistíme k-tu cifru £ísla a.

S pomocou týchto operácií vieme zisti´, aké je zapamätané polí£ko pod pracovnou hlavou,

ktorej pozíciu si pamätá proces H. Na zistenie hodnoty polí£ka ik vykonáme operáciu

k-ta cifra £ísla i. Na zmenenie zapamätanej hodnoty z jednotky na nulu, resp. nuly na

jednotku, vykonáme i ← i − |Σ|k, resp. i ← i + |Σ|k. Pri ºiadnej operácii neprekro£í

ve©kos´ medzivýsledku £íslo n.

V²imnime si, ºe nemá zmysel pouºi´ viac hláv na uchovávanie úseku pásky. Jednou

hlavou si vieme pamäta´ úsek ve©kosti log|Σ| n a k hlavami iba k log|Σ| n.

Ukáºeme, ako simulova´ jeden krok stroja M s vyuºitím techniky identi�kácie susedov

a uchovania úseku pásky. Procesy A si pamätajú obsah celej pásky stroja M . Aktuálnu

pozíciu pracovnej hlavy si pamätáme ozna£ením procesu Ai, ktorý si pamätá daný úsek

pásky a pozíciu v rámci úseku si pamätá pracovná hlava, resp. proces H. �al²í proces V

£íta vstup rovnako ako hlava na vstupnej páske stroja M . Proces V si tieº pamätá stav

stroja M . Proces V je naladený na rovnaký kanál ako proces Ai. Proces V si od procesu

Ai vypýta zapamätané písmeno pod aktuálnou pozíciou hlavy. Pod©a δ-funkcie stroja M

zistí nové písmeno a pohyb vstupnej a pracovnej hlavy. Proces V si posunie svoju vstupnú

hlavu poºadovaným smerom a po²le nové písmeno a pohyb hlavy procesu Ai. Proces Ai

si zapamätá nové písmeno a pohne svojou pracovnou hlavou, resp. po²le signál procesu

H, aby pohol hlavou. Ak nastane pohyb hlavy mimo úsek zapamätaný procesom Ai, tak

technikou identi�kácie susedov nájde, prípadne vytvorí proces Aj, ktorý sa ozna£í a bude

si pamäta´ pozíciu hlavy. V prípade, ºe proces Aj má iný obsah kanálovej pásky ako majú

procesy Ai a V , tak proces V zmení obsah svojej kanálovej pásky na rovnaký ako má

proces Aj.
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Sie´ W akceptuje, ak sa proces V dostane do stavu, v ktorom si pamätá akcepta£ný

stav. �

Lemma 3.3 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, kon²truovate©nú funkciu S(n) ≥ 1 a funkciu P (n) :

N→ N, ktorá sp¨¬a P (n) ∈ O(nk−1cS(n)), P (n) ≥ 1 platí:⋃
d>0

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP (n)) ⊇ DSPACE(P (n)(S(n) + log n)).

Dôkaz. Pod©a lemy 3.2 pre kaºdé s ≥ 2 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P ′(n)) ⊇

DSPACE(P ′(n)(S(n) + logs n))ALPH(s).
(3.1)

Ke¤ºe platí:

P ′(n)(S(n) + logs n) = P ′(n)(S(n) +
log2 n

log2 s
) ≥ P ′(n)

log2 s
(S(n) + log2 n), (3.2)

potom

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P ′(n)) ⊇

DSPACE(
P ′(n)

log2 s
(S(n) + log2 n))ALPH(s).

(3.3)

Nech P (n) = P ′(n)
log2 s

, potom

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n) log2 s) ⊇

DSPACE(P (n)(S(n) + log2 n))ALPH(s).
(3.4)

Urobme zjednotenie cez v²etky s ≥ 2:⋃
s≥2

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n) log2 s) ⊇⋃
s≥2

DSPACE(P (n)(S(n) + log2 n))ALPH(s) =

DSPACE(P (n)(S(n) + log2 n)).

(3.5)

Ke¤ºe funkcie S(n) a P (n) sp¨¬ajú predpoklady, dosadením d = log2 s dostávame doka-

zované tvrdenie. �
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Veta 3.4 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, kon²truovate©nú funkciu S(n) ≥ 1 a funkciu P (n) :

N→ N, ktorá sp¨¬a P (n) ∈ O(nk−1cS(n)), P (n) ≥ 1 platí:⋃
d>0

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP (n)) = DSPACE(P (n)(S(n) + log n)).

Dôkaz. Tvrdenie priamo vyplýva z lem 3.3 a 3.1 a z platnosti

DSPACE(P (n)(S(n) + log n)) = DSPACE(P (n)(S(n) + k log n)).

�

Predchádzajúca veta charakterizuje silu priestorovo ohrani£ených WPTM v prípade,

ºe môºu pouºi´ najviac O(nk−1cS(n)) procesov. Pre nízky po£et procesov môºeme vyuºíva´

jednu hlavu na pamätanie si úseku pásky. V ¤al²ích vetách charakterizujeme silu priesto-

rovo ohrani£ených WPTM pre vä£²í po£et procesov. Pre tento prípad dokázané ohrani£enia

sily WPTM nebudú tesné.

Veta 3.5 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, kon²truovate©nú funkciu S(n) ≥ 1 a funkciu P (n) :

N→ N, kde P (n) ∈ ω(nk−1cS(n)) a zárove¬ P (n) ∈ O(nkcS(n)) platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) ⊇ DSPACE(P (n)S(n)).

Dôkaz. �truktúra dôkazu bude rovnaká ako leme 3.2. Budeme simulova´ výpo£et Turin-

govho stroja M s priestorovou zloºitos´ou P (n)S(n) sie´ou WPTM W s celkovou pries-

torovou zloºitostou S(n), P (n) procesmi a s k hlavami. Obsah pásky stroja M si bude

pamäta´ P (n) = O(nkcS(n)) procesov, pri£om kaºdý z nich si bude pamäta´ úsek d¨ºky

S(n).

Na rozdiel od dôkazu lemy 3.2 musíme na identi�kovanie procesov vyuºi´ v²etkých

k hláv. Kaºdý proces Ai je unikátny obsahom kanálovej pásky a pozíciami v²etkých svojich

vstupných hláv. Takto vieme vyrobi´ nkcS(n) unikátnych procesov. Ke¤ºe sme pouºili

v²etky vstupné hlavy, tak na pamätanie si úseku pásky stoja M procesom Ai môºeme

pouºi´ iba pracovnú pásku ve©kosti S(n). Simulácia jedného kroku stroja M a akceptácia

je rovnaká ako v dôkaze lemy 3.2. �
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Lemma 3.6 Pre ©ubovo©né d ∈ R+, k ∈ N+, funkciu S(n) : N→ N, kde S(n) ≥ 1 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n)) ⊆
⋃
c>0

DSPACE(nkcS(n)) (1)

⋃
c>0

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dnkcS(n)) ⊇
⋃
c>0

DSPACE(nkcS(n)) (2)

Dôkaz. Na dokázanie tvrdení upravíme dôkaz tvrdenia

WPM(k, 0)CHANNEL(S(n)) =
⋃
c>0

DSPACE(nkcS(n))

v práci Mravca [2]. Stru£ne zhrnieme pouºitý dôkaz, na ktorý sa v práci nieko©kokrát od-

volávame. Pre dokázanie inklúzie �⊇� sa simuluje TS M s priestorovou zloºitos´ou nkcS(n)

sie´ou W s nkcS(n) procesmi. Kaºdý proces si pamätá jedno polí£ko pásky strojaM . Doro-

zumievanie medzi procesmi sme uº popísali pri uvedení techniky nájdenia susedov v dôkaze

lemy 3.2. Pri dôkaze opa£nej inklúzie sa simuluje k-hlavová sie´ W s priestorovou zloºi-

tos´ou S(n) pomocou TS M s priestorovou zloºitos´ou nkdS(n), kde d je ve©kos´ pracovnej

abecedy sieteW . Sie´W má iba O(nkdS(n)) rôznych procesov. TSM si na kaºdom svojom

polí£ku pamätá, £i je daný proces v sieti prítomný. Simulácia jedného kroku siete W je

priamo£iara.

Popísaný dôkaz Mravca môºe by´ triviálne roz²írený na dokázanie tvrdenia

WPM(k, 1)SPACE(S(n)) =
⋃
c>0

DSPACE(nkcS(n)).

Pri dôkaze inklúzie �⊆� pouºijeme O(nk(d2)S(n)) polí£ok stroja M na zapamätanie v²et-

kých O(nk(d2)S(n)) moºných procesov siete W , s dvomi páskami ve©kosti S(n). Pri dôkaze

inklúzie �⊇� sa pouºilo nkcS(n) procesov, pri£om kaºdý proces si pamätá jedno polí£ko

simulovaného Turingovho stroja. Ak potrebujeme pouºi´ iba dnkcS(n) procesov, kde d < 1,

potom simuláciu upravíme tak, aby si jeden proces pamätal d1/de polí£ok. �

Nasledujúca veta sumarizuje horné hranice sily WPTM s daným po£tom procesov.

Veta 3.7 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, funkcie S(n) : N → N a P (n) : N → N, kde S(n) ≥ 1

a P (n) ≥ 1 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) ⊆ DSPACE(P (n)(S(n) + log n)) (1)
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Obr. 3.1: k-hlavový WPTM pri ohrani£ení po£tu procesov a S(n) = 1. Na osi x sa nachádza
rádový po£et procesov, na osi y sila modelu. �ervená krivka vyjadruje dolnú hranicu sily,
teda ko©ko procesov treba na simuláciu príslu²ného TS. Naopak, modrá krivka vyjadruje
hornú hranicu sily WPTM, teda aký TS sa dá simulova´ s vyuºitím daného po£tu procesov.
Vy²rafovaná oblas´ zodpovedá nie tesnému ur£eniu sily WPTM vo vetách 3.5 a 3.7

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) ⊆
⋃
d>0

DSPACE(nkdS(n)) (2)

Dôkaz. Platnos´ prvého tvrdenia vyplýva z lemy 3.1. Platnos´ druhého tvrdenia z lemy

3.6. �

Vetami 3.4, 3.5 a 3.7 sme charakterizovali silu priestorovo ohrani£ených WPTM pri ob-

medzení po£tu procesov. Výsledky pre jednoduchý prípad S(n) = 1 preh©adne znázor¬uje

obrázok 3.1. Pre vä£²ie S(n) je situácia komplikovanej²ia.

Z predchádzajúcich tvrdení a z vety o pamä´ovej hierarchii Turingových stojov vieme

bliº²ie popísa´ hierarchiu priestorovo ohrani£ených WPFA vzh©adom na procesorovú zlo-

ºitos´, pre niektoré konkrétne po£ty procesov.
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Dôsledok 3.8 Pre ©ubovo©né c, k ∈ N+, kon²truovate©né funkcie S(n) ≥ 1, P1(n) ≥ 1

a P1(n) ≥ 1, kde P1(n) ∈ o(P2(n)) a P1(n) ∈ o(nk−1cS(n)), potom

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P1(n)) (

( WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P2(n)).

Dôkaz. Pre dôkaz tvrdenia rozoberieme dva prípady. V prvom prípade predpokladajme,

ºe funkcia P2(n) ∈ O(nk−1cS(n)). Tvrdenie dokáºeme sporom. Predpokladajme, ºe tvrdenie

neplatí, a teda platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P1(n)) =

= WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P2(n)).

Nech P ′1(n) = dP1(n) a P ′2(n) = dP2(n), pre ©ubovo©né d ≥ 0. Potom,

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP ′1(n)) =

= WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP ′2(n)).

Potom platí: ⋃
d>0

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP ′1(n)) =

=
⋃
d>0

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dP ′2(n)).

Z vety 3.4, vyplýva:

DSPACE(P ′1(n)(S(n) + log n)) = DSPACE(P ′2(n)(S(n) + log n)).

To je spor s vetou o pamä´ovej hierarchii Turingových strojov, ke¤ºe

P ′1(n)(S(n) + log n) ∈ o(P ′2(n)(S(n) + log n)).

Platnos´ tvrdenia v prípade, ak P2(n) ∈ ω(nk−1cS(n)), dokáºeme spojením dvoch ink-

lúzii. Z prvého prípadu pre ©ubovo©né d platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P1(n)) (

( WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dnk−1cS(n)).
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A zrejme

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(dnk−1cS(n)) ⊆

⊆ WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P2(n)).

�

Poznámka. V hierarchii vzh©adom na po£et procesov pre P1(n) ∈ ω(nk−1cS(n)) z na²ich

výsledkov nevieme, kedy nastáva rovnos´ alebo ostrá nerovnos´ príslu²ných tried. Napriek

tomu v niektorých prípadoch vieme, ºe nastáva nerovnos´. Napríklad nerovnos´ nastáva

pre S(n) = 1, P1 = nk−1 log n a P2 = nk.

Nasledujúca lema nám umoºní zosilni´ v²etky predchádzajúce tvrdenia tak, ºe pouºitie

pracovnej pásky modelu moºno nahradi´ pouºitím výlu£ne jeho kanálovej pásky.

Lemma 3.9 Pre ©ubovo©né k ∈ N+, kon²truovate©nú funkciu S(n) ≥ 1 a P (n) : N → N,

P (n) ≥ 1 platí:

WPM(k, 1)SPACE(S(n))PROCESS(P (n)) =

WPM(k, 0)CHANNEL(S(n))PROCESS(P (n)).

Dôkaz. Iklúzia �⊇� vyplýva z de�nície. Na dôkaz obrátenej inklúzie vyuºijeme, ºe pod©a

de�nície je proces naladený na kanál c, ak je obsah kanálovej pásky na©avo od kanálovej

hlavy práve c. Priestor napravo od hlavy môºeme vyuºi´ inak. Sie´ W s pracovnou a ka-

nálovou páskou ve©kosti S(n) budeme simulova´ sie´ou W ′ s kanálovou páskou ve©kosti

2S(n). Bez ujmy na v²eobecnosti predpokladajme, ºe kaºdý proces siete W komunikuje

iba v párnych kolách, v ktorých nemení obsah svojich pások ani pozície hláv. Kaºdý proces

sieteW bude simulova´ jeden proces sieteW ′, pri£om kanálovú pásku tohto procesu rozde-

líme na dve £asti ve©kosti S(n) oddelené symbolom ♠. V ©avej £asti simulujeme kanálovú

pásku a pohyb kanálovej hlavy. V pravej £asti si pamätáme obsah pracovnej pásky, pri-

£om pozíciu pracovných hláv si pamätáme tak, ºe ozna£íme obsah polí£ka pod pracovnou

hlavou. Simulácia jedného kroku procesu A siete W procesom A′ siete W ′ bude prebieha´

nasledovne:
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a) V prípade, ºe simulujeme párny, teda komunika£ný krok, simulujeme krok procesu

A priamo vykonaním δ-funkcie na procese A′.

b) V prípade, ºe simulujeme nepárny, �pracovný� krok, potrebujeme zisti´ znaky pod

v²etkými hlavami. Pozíciu kanálovej hlavy si ozna£íme a následne h©adáme v²etky

ozna£ené polí£ka, obsahujúce písmená pod pracovnými hlavami procesu A. Následne

pod©a δ-funkcie siete W prepí²eme ozna£ené polí£ka a posunieme zna£ky, £o zod-

povedá zmene obsahu pások pod hlavami procesu A a posunutiu hláv. Hlavy na

vstupnej páske si proces A′ posunie rovnako ako proces A. Na záver nájdeme zna£ku

ozna£ujúcu pozíciu kanálovej pásky, odstránime ju a na tomto polí£ku zostaneme.

Proces A bude naladený na rovnaký kanál ako A′. V prípade, ºe pod©a δ-funkcie

siete W do²lo k vetveniu procesov, sa proces A′ rovnako rozvetví.

Simulácia jedného kroku jedného procesu trvá maximálne 4S(n) krokov. �peciálny

proces R bude riadi´ simuláciu v²etkých procesov. Procesy naladené na rovnaký kanál bu-

deme simulova´ naraz, aby medzi sebou mohli komunikova´. Proces R prechádza postupne

v²etky kanály c, ktoré sa dajú naladi´ na kanálovej páske ve©kosti S(n). Pre kaºdý kanál

c, dá proces R signál na simulovanie v²etkých procesov na tomto kanáli. Proces R £aká

4S(n) kôl. V²etky odsimulované procesy sa ozna£ia, aby sa v prípade, ºe sa preladia na

iný kanál, nesimulovali znova. Po 4S(n) kolách sú v²etky procesy naladené na daný kanál

odsimulované a proces R dá pokyn na simuláciu na ¤al²om kanáli. Po prejdení v²etkých

moºných kanálov sme odsimulovali jeden krok siete W . Z popisu je zrejmé, ºe siete W

a W ′ sú ekvivalentné.

Sie´ W ′ vyuºíva P (n) + 1 procesov. Funkciu procesu R môºe vykonáva´ aj prvý simu-

lujúci proces A′1, ktorý simuluje proces A1 siete W . Proces A′1 bude ma´ kanálovú pásku

ve©kosti 4S(n), pri£om obsah pásky procesu R bude na©avo od pôvodného obsahu pásky

procesu A′1. Pozíciu pôvodnej kanálovej pásky si ozna£íme o£iarkovaním príslu²ného pís-

mena. Proces A′1 si vºdy predtým, ako vy²le pokyn na simulovanie procesov na kanáli

c zistí, £i nejde o kanál, na ktorom sa má aj on simulova´. Ak je obsah £asti pásky so

zapamätaným kanálom procesu R rovnaký ako zapamätaný kanál pôvodného procesu A′1,

potom si proces A′1 najskôr pozrie obsah polí£ok pod simulovanými hlavami. Proces A′1

pod©a δ-funkcie stroja W vie, ako simulova´ proces A1. Následne sa proces A′1 opä´ naladí
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na svoj kanál a dá pokyn na simuláciu, pri£om aj on simuluje svoj proces A1. Po dokon£ení

simulácie procesu A1, proces A′1 £aká 4S(n) kôl, kým skon£í simulácia v²etkých procesov

na tomto kanáli.

Po tejto úprave sie´ W ′ vyuºíva P (n) procesov a 4S(n) polí£ok kanálovej pásky. Sie´

W ′ budeme simulova´ sie´ou W ′′, ktorá bude pouºíva´ rovnaký po£et procesov a hláv,

ale bude ma´ kanálovú zloºitos´ iba S(n). Sie´ W ′′ pouºije pracovnú abecedu ve©kosti

4|ΣW ′|4, kde ΣW ′ je pracovná abeceda sieteW ′. Úsek ²tyroch polí£ok na kanálovej páske si

pamätáme jedným písmenom. Obsah kanálovej pásky ©ubovo©ného procesu siete W vieme

zapísa´ na kanálovú pásku ve©kosti S(n). Pozíciu kanálovej pásky v rámci ²tvorpolí£kového

úseku si nepamätáme stavom, ale vhodným o£iarkovaním písmena. Týmto sme zabezpe£ili,

ºe v prípade simulácie dvoch procesov naladených na kanáloch lí²iacich sa iba pozíciou

kanálovej hlavy v rámci ²tvorpolí£kového úseku, potom procesy, ktoré ich simulujú, budú

naozaj naladené na rôznych kanáloch.

Sie´W ′′ je ekvivalentná sietiW ′ aW , pri£om pouºíva k vstupných hláv, P (n) procesov

a má kanálovú zloºitos´ S(n). �

Dôsledok 3.10 Vo vetách 3.4, 3.5, 3.7, v dôsledku 3.8 a ostatných lemách môºeme, pre

v²etky kon²truovate©né funkcie S(n), nahradi´ obmedzenie celkovej priestorovej zloºitosti

S(n) siete WPTM obmedzením na kanálovú zloºitos´ S(n).
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Záver

V tejto práci sme sa pokúsili zisti´ niektoré vlastnosti modelu WPTM. Skúmali sme, ako

sa zmení sila modelu pri pridaní rôznych obmedzení.

V prvej kapitole sme ukázali, ºe pouºitie jednosmerných vstupných hláv nezmen²í silu

bezdrôtových paralelných kone£ných automatov. Tento výsledok povaºujeme za najzaují-

mavej²í, a to prevaºne pouºitou originálnou technikou dôkazu. Výsledok sme potom zo-

v²eobecnili na plný model s pracovnou aj kanálovou páskou.

V druhej kapitole sme skúmali vplyv po£tu procesov na silu priestorovo ohrani£ených

WPTM. Podarilo sa nám ukáza´ nieko©ko tvrdení, ktoré nám dovolia za ur£itých podmie-

nok rozhodnú´, £i pouºitie rádovo vä£²ieho po£tu procesov dovolí priestorovo ohrani£eným

WPTM rozhodova´ ´aº²ie problémy.

Ostáva e²te nieko©ko otvorených problémov. V prvej kapitole sme neskúmali, nako©ko

sa spomalí sie´ WPTM, ak pouºijeme jednosmerné vstupné hlavy. Predpokladáme, ºe

spomalenie siete pre WPTM s priestorovou zloºitos´ou Ω(log n) nebude výrazné. V druhej

kapitole sa nám nepodarilo presne ur£i´ silu priestorovo ohrani£ených WPTM pre v²etky

moºné ohrani£enia po£tu procesov. Zaujímave je, ºe aj v najjednoduch²om prípade, ke¤

skúmame ohrani£enia po£tu procesov na k-hlavých kone£ných automatoch, nevieme presne

ur£i´ silu modelu s po£tom procesov P (n) ∈ ω(nk−1) a P (n) ∈ o(nk). Domnievame sa,

ºe výsledky sa môºu da´ zosilni´ efektívnej²ím vyuºívaním vstupných hláv. Zaujímavé by

bolo tieº preskúmanie vplyvu po£tu procesov na zrýchlenie £asovo ohrani£ených WPTM.

Nepreskúmaný zostáva vplyv ¤al²ích zloºitostných mier na silu WPTM, napríklad vplyv

po£tu komunika£ných krokov.
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