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Abstrakt

Jednym z formalnych modelov skimajucich paralelné vypocty je bezdrotovy paralelny Tu-
ringov stroj. Tento deterministicky model dovoluje pocas vypoc¢tu vytvarat nové procesy,
ktoré spolu vedia komunikovat. Na komunikaciu procesy pouzivaju Specidlnu kandalovi
pasku, ktora udava, na aky kanal je proces naladeny. Procesy naladené na rovnakom ka-
nali moézu spolu komunikovat.

V préci sme ukézali, Ze pouzitie jednosmernych vstupnych hldv nezmensi silu priesto-
rovo ohranic¢eného modelu. f)alej sme ukazali, aky vplyv ma ohranicenie poc¢tu procesov

na skimany model.

Krlucové slova: Turingov stroj, paralelné vypoéty, komunikacia



Abstrakt

One of the formal models used to study parallel computations is wireless parallel Turing
machine (WPTM). During the computation of this deterministic model it is possible to
create new processes, which can communicate together. Each process uses a special channel
tape for communication and the contend of the tape specifies the channel the process is
tuned on. Processes tuned on the same channel can exchange messages.

In the thesis, we show that the use of one-way input heads does not decrease the power
of space-bounded WPTM. We also show how the use of a limited number of processes in

a computation would impact the power of our model.

Key words: Turing machine, parallel computation, communication
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Uvod

Pri rieseni praktickych problémov je kIu¢ové poznat, kolko prostriedkov musime vynaloZzit
na vyrieSenie daného problému. Preto skiimame zlozitostné triedy na réznych modeloch,
ktoré si motivované urcitym vypoc¢tovym strojom. V pripade paralelnych vypoctov sa ako
formalny model ¢asto pouZiva alternujici Turingov stroj (ATM) [1]. ATM ma dva druhy
stavov, univerzéalne stavy a existen¢né stavy. V pripade existen¢ného stavu sa ATM podla
0-funkcie nedeterministicky rozhodne, do ktorej konfiguracie sa dostane. V univerzalnom
stave sa vypocet vyda vSetkymi cestami naraz a dojde k rozvetveniu na viac stbezne
beziacich procesov. Vstupné slovo akceptujeme, ak vSetky paralelne beziace procesy ak-
ceptuju. ATM je pomerne dobre preskimany model a st zndme aj vztahy medzi nim
a inymi paralelnymi modelmi, ako napriklad uniformné booleovské obvody [6].

Pocas vypoc¢tu ATM su jednotlivé paralelne beziace procesy oddelené. Prirodzenym
krokom je pridat procesom moznost komunikicie. Skiimali sa rozne moznosti, ako umoznit
komunikaciu medzi jednotlivymi procesmi.

V pracach [5] a [4] bol Slobodovou skiimany model synchronizovaného alternovania.
Synchronizovany alternujici Turingov stroj (SATM) je model ATM rozsireny o moznost
pouzitia synchroniza¢ného prvku. Proces si moze pocas behu zvolit nejaky synchronizacny
prvok a tento proces potom caka na ostatné procesy, kym si aj oni nezvolia synchroni-
zacny prvok. Vypocet sa zasekne a vstupné slovo neakceptuje, ak sa zvoleny synchroni-
zacny prvok nezhoduje. Pouzitie synchroniza¢ného prvku umozinuje posielanie sprav medzi
procesmi. Odosielatel si vybera synchroniza¢né prvky podla obsahu spravy a prijimatel
nedeterministicky hada obsah spravy a synchroniziciou svoje hadanie overuje.

Deterministické paralelné vypocty s komunikiciou boli skiimané v praci [3], kde bol
navrhnuty model SATM bez existen¢nych stavov, teda nedeterminizmu. Uvedeny model

vSak nedovoluje procesom priamo posielat spravy.



Na skiimanie sily deterministickych paralelnych vypoctov s komunikiciou navrhli Par-
dubsk4 a Wiedermann model nazvany bezdrotovy paralelny Turingov stroj (WPTM) [7].
Tento deterministicky model dovoluje procesom rozvetvovat sa rovnakym spoésobom, ako
pouzitim univerzalnych stavov ATM. Procesy maju navyse $pecidlnu kanalova pasku, kto-
rej obsah urcuje, na akom kanéli st jednotlivé procesy naladené. Pocas vypoctu si moézu
procesy naladené na zhodny kanal posielat spravy.

V tejto praci sa budeme zaoberat prevazne tym, ako sa zmeni sila WPTM pri ohraniceni
prostriedkov. V prvej kapitole zadefinujeme WPTM a niektoré jeho zlozitostné triedy.
Taktiez uvedieme pouZzivané oznacenia.

V dalsej kapitole budeme skimat prevazne bezdrotové paralelné konecné automaty
(WPFA), model, ktory nema pracovné péasky a vie sa naladit iba na konStantny pocet
roznych kandlov. V tejto kapitole preskiimame vplyv jednosmernosti vstupnych hldv na
vypoctovi silu WPFA. Neskor preskimame vplyv jednosmernosti aj na model s kanalovou
paskou.

V poslednej kapitole sa zaoberame vplyvom poctu procesov vyuzitych pocas vypoctu
stroja WPTM na jeho silu. Budeme skumat, za akych podmienok pridanie d'alSich procesov

zvacsi silu priestorovo ohranicenym WPTM.



Kapitola 1

Bezdrotovy paralelny Turingov stroj

Model WPTM vychadza z alternujiceho Turingovho stroja. Kazdy proces méze rovnako
ako pri ATM vytvorit koneény pocet procesov, ktoré pokracuji vo vypocte z rovnakej
konfiguracie ako ich rodi¢. Procesy mozu spolu komunikovat, a to tak, zZe sa naladia na
rovnaky kandl, ¢o sa docieli zapisom kanalového ¢isla na kandlovi pdsku. Potom vsetky
procesy naladené na rovnaky kanil mo6zu navzajom komunikovat a vymienaf si spravy.
Spravy modelujeme ako prvok komunikacného stavu. Sprava posland v case t sa dorudi
v Case t + 1 vSetkym pocuavajicim procesom, ktoré si naladené na dany kanél v case
t 4+ 1. Pozadujeme, aby vSetky spravy vysielané v jednom kanali v konkrétnom ¢ase boli
rovnaké. V opacnom pripade sa vypocet zasekne. KedZe nas model je deterministicky,
jeho akceptécia je vyrieSena inak ako pri ATM, kde vypocet automaticky akceptuje, ak vo
vypoctovom strome existuje akceptacny podstrom. Na akceptaciu sa vyuzije komunikécia.

WPTM akceptuje, ak sa vSetky procesy navzajom dohodni, ze chca akceptovat.

1.1 Definicia modelu

Neformalne definujeme bezdrotovy paralelny Turingov Stroj. Formélna definicia sa naché-

dza v praci [7].

Definicia 1.1 k-pdskovy bezdrotovy paralelnyj Turingov stroj so vstupnou pdskou (na ktori

sa nedd zapisoval) a kandlovou pdskou je dvandstica

M = (ka Bv Lv Qv Ra Ea F) Aa 90, €, Qaccept s greject); kde

e k je pocet pracovngch pdsok,



e B, L, QQ a R su navzdjom disjunkiné konecné mnozZiny vysielacich, nacivacich, lo-
kdlnych a komunikacniyjch stavouv.
MnoZinu K = BU LU @ nazveme mnoZinou pracovngch stavov.
R = {qaccapts Greject: €5 kde € je prazdny komunikacny stav, ktory sa pouziva, ked

prave nekomunikujeme.

o X, I si konecné neprdzdne vstupné a pracovné abecedy. $ ¢ X je zardzka, f € TNE ¢

Y. je blank.

e ACKXxRx(XU{$}) xI* x K x Rx (I'\ {#}H)**! x {-1,0,1}**2 je prechodovd
reldcia, proky A nazijvame prechody. Prechod s noviym komunikaénygm stavom r’'

nazyvame vysielact prechod. Hovorime tiez, Ze prechod vysiela r’.

Definicia 1.2 Konfigurdcia WPTM je prvok K x R x ¥* x ((I'\ {#})*)**. Konfigurdcia
moze byl vysielacia, nacuvacia alebo lokdlna, podla druhu pracovného stavu.

Hlavovd konfigurdcia je prvok K x R x (X U{$}) x **1 q teda zodpovedd sicasnému
stavu stroja a obsahu prdve c¢itangch znakov. Zavedieme este jedno obmedzenie na A: vietky
vysielacie prechody z rovnakej hlavovej konfigurdcie musia vysielat ten isty stav.!

Konfigurdcia je naladend na kandl ¢, ak retazec ¢ je napisany nalavo od pozicie hlavy
na kandlovej pdske. Vysielacia konfigurdcia vysiela komunikacnyg stav v’ na kandli c,r’ # ¢,

ak z tejto konfigurdcie prechddzame prechodom, ktory md r' ako novy komunikacny stav.

Definicia 1.3 Vipoctovy krok md dve fazy. V prvej faze sa na kazZdi konfigurdciu apli-
kuju véetky mozné prechody podla prechodovej reldcie. Ak je viacero moznijch prechodov
pre jednu konfigurdciu, vytvori sa viacero novijch konfigurdcii. Tdto fdaza zodpovedd uni-
verzdlnemu vetveniu ATM. 'V druhej fdaze sa uskutocnuje komunikdcia. Komunikacné stavy

nacuvacich konfigurdcii sa prepisu komunikacngym stavom vysielanym na rovnakom kandli.

Definicia 1.4 Pre kazdy vstup w stroja M, vgpoctovy graf G(w) stroja M je zakoreneny
orientovany potencidlne nekonecny acyklicky multigraf, ktorého vrcholmi si konfigurdcie
stroja M a hrany zodpovedaji prechodom a komunikacngm hrandm. Hibka vrcholu (konfi-

gurdcie) v G(w) je vzdialenost od korefia. Pre d > 0 je komunikacénd hrana medzi vrcholom

IToto obmedzenie je ¢isto syntaktické.



o v hibke d a vrcholom 3 v hibke d+1, prdve vtedy, ked o zodpovedd vysielacej konfigurdcii,

B zodpovedd nacivacej konfigurdcii a obidve si naladené na tom istom kandls.

Poznamka. Pojmom proces stroja M budeme oznacovat cestu od korena k listu v pri-

slusnom vypoctovom grafe G(w). Procesom v ¢ase t rozumieme konfiguraciu na tejto ceste

v hibke t.

Pociatocna konfiguréacia

@ kandlA
(O kanalB

Vytvaranie novych
processov

Obr. 1.1: Na obrazku je vypoctovy graf G(w). Zvyrazneny je komunika¢ny krok na dvoch
roznych kanéloch a tiez vytvaranie novych procesov sposobom zodpovedajicim univerzal-
nemu vetveniu ATM. Upravené podla [7].

Definicia 1.5 Stroj M akceptuje svoj vstup w, ak vipoctovy graf G(w) je konecny a vSetky
jeho listy si termindlne konfigurdcie, teda konfigurdcie v komunikacnom stave Qoecept, @ SU

naladené na rovnakom kandli.

1.2 Zlozitostné triedy

Pre WPTM zadefinujeme triedy zlozitosti, ktoré st analdgiou k triedam zlozitosti ATM,

ale aj nové triedy zlozitosti, ktoré nemaji priamu analogiu.

Definicia 1.6 WPTM M md pracovni priestorovi zloZitost S(n), ak pre Yw € L(M)

dlzky n je priestor pouZity na vetkych pracovngch pdskach vo vietkyjch konfigurdcidch vo



vypoctovom grafe G(w) mensi ako S(n). L € WSPACE(S(n)) prdve vtedy, ak existuje
WTPM M, ktory md pracovni priestorovi zloZitost S(n) a akceptuje jazyk L.

Definicia 1.7 WPTM M md kandlovi priestorovi zloZitost C(n), ak pre Yw € L(M)
dlzky n je priestor pouzity na kandlovej pdske vo vietkijch konfigurdcidch vo vipoctovom

grafe G(w) mensi ako C(n).

Definicia 1.8 WPTM M md celkovi priestorovi zloZitost S(n), ak md pracovni priesto-

rovi zloZitost S(n) a sucasne aj kandlovi priestorovd zloZitost S(n).

Definicia 1.9 WPTM M md kandlowi zloZitost CC(n), ak pre Vw € L(M) diZky n pouZije

na vipocet najviac CC(n) réznych kandlov.

Definicia 1.10 WPTM M pracuje v case T(n),ak pre Yw € L(M) dizky n je prislusng
vipoctovy strom G(w) hlboky najviac T'(n). Prirodzene L € WTIME(S(n)) prdve vtedy,
ak existuje WTPM M, ktory pracuje v priestore S(n) a akceptuje jazyk L.

Kedze budeme chciet pracovat aj so sublinearnou ¢asovou zlozitostou, budeme pouzivat
model s rychlym pristupom na pasku. Na nova indexovi pasku mozeme binarne zapisat
index ¢, potom ak stroj prejde do nového stavu ¢;nqe., tak sa v jednom kroku sa ¢itacia

hlava presunie na poziciu 7.

Definicia 1.11 WPTM M md procesorovii zloZitost P(n), ak pre Yw € L(M) dizky n je
mazimdlny pocet konfigurdcii jednej hibky v prislusnom vipoctovom strome G(w) najviac

P(n).

1.3 Pouzité oznacenia
Niektoré pouzité ozna¢enia sme prebrali z préace [2].

Definicia 1.12 ZloZitosind trieda WT P(k,t) je trieda jazykov, ktord akceptuje bezdrotovy

paralelny Turingov stroj s k vstupngmi hlavams a t pracovngmi pdskami.

Triedu WT P(k,t) mozeme dalej zuzit ohrani¢enim niektorej zlozitostnej miery pou7i-

tého stroja. Pridanie ohranicenia na dand triedu znac¢ime sufixom.



Pouzité ohranicenia su:
1. SPACE(S(n)) — celkova priestorova zlozitost
2. WSPACE(S(n)) — pracovné priestorova zlozitost
3. CHANNEL(C(n)) — kanalové priestorova zlozitost
4. PROCESS(P(n)) — procesorova zlozitost
5. ALPH/c) — ohranicenie velkosti pracovnej abecedy

Navyse, pouzitim prefixu 1 oznacime triedu strojov s jednosmernymi vstupnymi hla-
vami. V pripade potreby implicitne zdéraznime triedu strojov s obojsmernymi vstupnymi
hlavami prefixom 2.

Napriklad trieda 1WTP(k,t)WSPACE(S(n))CHANNEL(C(n)) znadi triedu jazy-
kov, ktora akceptuje bezdrotovy paralelny Turingov stroj s k jednosmernymi vstupnymi
hlavami, ¢ pracovnymi paskami velkosti najviac S(n) a kanalovou paskou velkosti najviac
C(n).

Triedu WTP(k,0)CHANN EL(1) nazveme triedou k-hlavovych koneénych bezdroto-
vych automatov a oznacime WPF A(k).



Kapitola 2

Jednosmerny bezdrotovy paralelny
konec¢ny automat

V tejto kapitole preskimame vplyv jednosmernosti na silu jedno- a viachlavych kone¢nych
automatov. Najprv ukdzeme simuléciu dvojsmerného WPFA jednosmernym s konstantnou
velkostou kanala, potom si budeme v§imat vplyv obmedzenia pohybu vstupnej hlavy siete

automatov, ktoré maja nekonstantni velkost kanala.

2.1 Vztah 1IWPFA a 2WPFA

Vieme, ze striktne jednosmerny bezdrotovy paralelny konecény automat rozpoznava iba

regularne jazyky |2|. Pre obojsmerné automaty plati 2W PFA(k) = DSPACE(n¥) |2].
Pripomenme, ze k-hlavovy jednosmerny WPFA je taky WPFA, Ze kazda z jeho k hlav

moze v jednom kroku stat alebo sa pohnit doprava. Prvé a posledné policko vstupnej

pasky obsahuje zarazku.
Veta 2.1 Pre lubovolné k € NT plati:

IWPFA(k) = DSPACE(nk).

Doékaz. Inklizia ,C“ trivialne plati, kedze podla |2| plati

2WPFA(k) = DSPACE(n")



a zrejme

IWPFA(k) C 2WPFA(K)).

Dokaz inklazie , O spravime simulovanim TS M pomocou siete k-hlavych jednosmer-
nych WPFA W. Predpokladajme, Ze velkost vstupu je n’. Predpokladajme, 7Ze TS M
v kazdom kroku najskor precita a prepiSe aktualne policko pasky a a7z potom sa pohne.
Pre jednoduchost tiez predpokladajme, ze M m4 iba jednu péasku s presne (n’ + 2)¥ po-
lickami, teda aj vstup dostane na pracovni pasku. Toto zjednodusenie si moézeme dovolit,
kedze (n' + 2)¥ > n je konstruovatelna a tiez DSPACE(n*) = DSPACE((n + 2)¥).
Poli¢ka pésok vSetkych strojov budeme indexovat od nuly. Kazdy proces v sieti W mé
n’ + 2 poli¢ok na paske (na dvoch poli¢kach su zarazky). Preto v dalsom texte budeme
namiesto n’ pouzivat n = n’ 4+ 2. Siet W bude mat niekolko procesov, pomocou ktorych

si bude paméitat konfiguraciu TS M.

1. Stav stroja M si bude pamétat proces R (riadiaci proces) vo svojom stave.

2. Ocislujeme si policka pasky M &islami od 0 do n* — 1. Nech aktudlna pozicia hlavy
i zapisané v ststave so zakladom n je i = (ig,i1,...,ix_1)n. Potom &islo i si uchova

proces R tak, Ze jeho j-t4 hlava bude na policku ;.

3. Majme mnozinu procesov A = {Ay, ..., A,x_1}, priom proces A; ma pomocou hlav
uchované ¢islo 7 rovnakym sposobom ako proces R. Proces A; si paméta obsah i-tého

policka vo svojom stave.

Teraz popiseme, ako bude prebiehat simulécia jedného kroku TS M. Pocas simulacie
budu vSetky procesy komunikovat na rovnakom kanali. Pripravu siete W do poc¢iato¢ného
stavu, v ktorom si paméita pociato¢nt konfiguraciu TS M, popiSeme neskor. Simulacia

jedného kroku TS M bude prebiehat v dvoch fazach:

I [identifikdcia symbolu pod hlavou| Proces R si pomocou porzicii svojich hlav paméta
¢islo aktualnej pozicie hlavy stroja M — ¢islo i. V prvej faze najdeme taky proces
A; € A, ktory si paméta obsah aktualneho policka. Najdeny proces sa oznaci zmenou

stavu.



IT |aplikacia prechodovej funkcie| V druhej faze proces A; posle zapamétané policko
pasky procesu R, ktory na zaklade toho z d-funkcie stroja M vypocita novy stav,
smer pohybu hlavy a novy symbol. Novy symbol posle naspét procesu A;, ktory si ho
zapaméta v stave. Potom proces R pohne svojimi hlavami v stulade s vypoc¢itanym

smerom.

Najskor popiSeme druhii fazu, ktord je jednoduchsSia a pouzité techniky vyuzijeme
v prvej faze v zlozitejsej forme. KIu¢ovym problémom v tejto faze je posun hlav procesu R
z pozicii reprezentujicich ¢islo ¢ na pozicie reprezentujuice ¢islo j = i+c, kde ¢ € {—1,0, 1}
je smer pohybu hlavy stroja M.

Najskor ukazeme techniku, s akou si vie lubovolny proces, v nasom pripade proces R,
pohnut jednu zvolend hlavu h dolava. Ako prvy vytvorime proces T, ktory bude pomocou
komunika¢nych symbolov odpocivavat n kol. Proces S, ktory ma pocas celého vypoctu
vSetky hlavy na prvom policku, sa rozvetvi a ziskame novy proces T'. Proces T sa tiez
rozvetvi, ¢im ziskame proces Tp, ktory bude slazit ako ¢asova¢ odpocitavajici n kol. Proces
Ty na zaciatku odvysiela symbol 0, signalizujtci nulté kolo a potom v kazdom kole pohne
hlavou 0. Toto proces Ty opakuje, az kym sa nedostane hlavou 0 na pravi zarazku, ¢o
nastane za n — 1 kol. V tomto kole T odvysiela symbol ,n — 1“ a prejde do akceptacného
stavu, kde zostane do konca simulécie, ¢o budeme nazyvat, Ze proces zomrie. Na signal
n — 1 zareaguje proces 1" a vytvori novy proces Ty. To znamend, Ze procesy Ty vysielaji
signaly 0,¢,¢,...,6,n—1,0,¢,...,n—1,..., pricom od signdlu 0 do n—1 prejde presne n—1
kol. Tento odpocet pouzijeme na posun hlavy h procesu R dolava. Aby sme neblokovali
komunikaciu inym procesom, pouzijeme ¢asové multixplexovanie. Casové multiplexovanie,
ktoré tu vyuzijeme, je technika, ktord umoziiuje k procesom naraz komunikovat na jednom
kanali. Cely vypocet sa spomali k-krat a kazdy proces komunikuje iba raz za k kol.

Teraz uz moézeme posunut hlavu h dolava. Proces S vytvori proces Ry, ktory mé vSetky
hlavy na zaciatku. VSetky hlavy procesu Ry, postupne po jednej hlave, premiestnime na
poziciu, aki méa tato hlava v procese R. Nakoniec bude mat proces Ry hlavy na rovnakych
poziciach, ako mal povodne proces R. Nech teda hlava j procesu R je na poli¢ku [. Proces
R pocka na signal 0 a potom v kazdom kole pohne hlavou j doprava. Ked sa dostane na

pravi zarazku, da signal procesu Ry, ktory za¢ne hybat svojou hlavou j doprava. Ked
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Obr. 2.1: Priklad posunu hlavy dolava. Proces Ry si za¢ne postvat hlavu, ked dostane
signal od procesu R a prestane, ked prijme signal od procesu Ty. Aby sme realizovali
posun dolava, tak jeden krok vynechame.

Ry prijme signdl n — 1, zastane. Hlava j dokopy vykonala cyklicky posun o n policok,
a teda je na tom istom policku, ako bola v procese R. Postup zopakujeme pre vsetky
hlavy s vynimkou hlavy h, ktord sme chceli posunit dolfava. V tomto pripade vynechame
prvy pohyb hlavou, ¢o znamenad, Ze vykondme cyklicky posun o n — 1 poli¢ok. Po skonceni
mé proces Ry vSetky hlavy na rovnakych poziciach, ako mal R, okrem hlavy A, ktora je
posunuté o jedno poli¢ko dolava. Nakoniec R posle procesu Ry svoj stav, do ktorého proces
Ry prejde. Proces R zomrie a R sa stane novym procesom R. Obrazok 2.1 ilustruje posun
hlavy dolava.

Ukazali sme postup, ako posuvat hlavu jedného konkrétneho procesu dolava. Preco
nemozeme tento postup priamo pouzit na simuléciu I'ubovolnej obojsmernej siete WPFA
jednosmernou? Uvedomme si, Ze na tento posun sme potrebovali vytvorenie nového pro-
cesu, ktorého zviazanie s povodnym procesom je realizované ¢islom kanéla. Po presunuti
hlav na novy proces musime cez komunika¢ny kanal poslat informéciu o stave. Kanalov je
vSak iba konecne vela, ¢o dovoluje pohnut hlavou dolava iba konec¢nému poctu procesov.

Teraz sme pripraveni vyriesit kIi¢ovy problém druhej fazy: posunat hlavy procesu R
na pozicie reprezentujice ¢islo j = 7 + ¢ v sustave so zakladom n, kde ¢ je smer pohybu
hlavy simulovaného stroja M a ¢ = (ig, 1, ..., ik_1)n je Cislo poli¢ka pésky, na ktorom mal
stroj M hlavu. Ak ¢ = 0, hlavy uz st na spravnej pozicii. V pripade, 7e ¢ = —1 a i1 # 0,

t.j. hlava & — 1 nie je na Tavej zarazke, tak pouZijeme predchadzajici postup na posun
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hlavy k£ — 1 dolava. V druhom pripade, i1 = 0, nech 7 #0 a i;y 1 = --- = ix_1 = 0, hlavu
[ posunieme dolava a hlavy [+ 1, ...,k —1 budeme postvat doprava, az kym sa nedostant
na pravu zarazku. Pripad ¢ = 1 je symetricky. Cii; =n— 1 zistime tak, Ze sa pozrieme,
¢i je hlava [ na pravej zarazke.

Teraz sa vratime a popiSeme prva fazu. KIa¢ovym problémom tejto fazy je zistenie
aktualneho pismena pod hlavou stroja M. Uvedomme si, ¢o treba spravit, aby sme nasli
proces A; € A, ktory si paméita aktualne policko pasky stroja M. A; je proces, ktory
mé umiestnenie svojich hlav rovnaké ako riadiaci proces R. Predstavme si, ze procesy
st usporiadané do k-rozmernej hyperkocky, v ktorej umiestnenie procesu v i-tej dimenzii
zodpoveda pozicii i-tej hlavy. V tejto kocke st jedinymi procesmi, s ktorymi je mozné ko-
munikécia, procesy v rohoch kocky, pretoze tie sa vedia jednozna¢ne identifikovat, kedze
maji vSetky svoje hlavy na zaradzkach. V nasom algoritme sa budeme snazit dostat vetky
procesy A; v ur¢itom deterministickom poradi do pozicie, ked maji vSetky hlavy na pravej
zarazke. T1ato poziciu nazyvame koncovd. V koncovej pozicii proces odovzdé zapamétané
pismeno a zomrie. Vytvorime jeho néstupcu, ktory preberie toto pismeno a ktorému mu-
sime vratit jeho hlavy do povodnej pozicie. Procesy nastupcov sa v stave wvybaveny do
konca algoritmu. Tento algoritmus bude mat navyse vlastnost, ze ak niektoré z procesov
A; chybaju, tak ostatné procesy tymto nie si ovplyvnené. Preto ak spustime stibezne al-
goritmus na siet procesov A a aj na riadiaci proces R, tak proces R sa dostane do pozicie,
ked ma vSetky hlavy na pravej zardzke prave vtedy, ked aj nejaky proces A;. A; bude
ten proces, ktory mal na zac¢iatku rovnaké pozicie hlav — na$ hladany proces. Proces R
odvysiela signél, ze méa vSetky hlavy na pravej zardzke a proces A; prijme signal a oznaci
sa. Tymto vyrieSime kIuc¢ovy problém tejto fazy. Po skonceni algoritmu budeme vediet
zistit hladané pismeno, ktoré si paméta oznaCeny proces A; a pripadne ho zmenit.

Zavedme oznacenia. Bez ujmy na v8eobecnosti nech K = {0,...,k — 1} je mnoZina
hlav. Nech I C K anechp: I — {0,...,n—1} je funkcia, ktora priradi hlavam z I poziciu

na paske. Potom podkockou K7, ozna¢ime mnoZinu procesov
K;, ={A; € A|pre hlavy h € I je ich pozicia p(h)},

teda hlavy v I sa fixované a ostatné voIné.

F(m,I,p), kde m € {0,...,n — 1} je rekurzivny program, ktory pre kazdy proces
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Obr. 2.2: Priklad priebehu vybavovania kocky volanim rekurzivneho programu F'. Kazdé
,odrezanie“ stany sa vykona rekurzivnym volanim. Nasledne sa zbytok kocky znova posu-
nie na steny. Tento postup budeme opakovat, az kym nevybavime cela kocku.

A; z Kr, posunie vSetky jeho hlavy z K — I maximalne o m poli¢ok a pricom sa kazdy
proces dostane do koncovej pozicie, zomrie a vytvori sa k nemu nastupca. Tento nastupca
bude mat po skonceni programu svoje hlavy na tych istych poziciach, ako pévodny proces
A; na zadiatku celej fazy. Opisant funkcionalitu programu F'(m, I, p) nazveme vybavenim
podkocky K7 .

Priebeh vybavovania podkocky volanim rekurzivneho programu F'ilustruje obrazok 2.2.
Kazdé volanie vybavi jednu stenu podkocky. Ked je v8etkych k stien vybavenych, tak zo-
stavajice procesy si posuni volné hlavy doprava, ¢im sa nové procesy dostani na steny
kocky. Nasledne znova vybavime vSetky steny, tento postup opakujeme, az kym nevyba-
vime celt podkocku.

NA&3 algoritmus pozostava z volania F(n — 1,(,0). Parametre volania programu sa
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odovzdaji pomocou dvoch procesov. Proces M si pamata c¢islo m tak, ze ma 0-ta hlavu
na pozicii n — m — 1. Proces P si paméta [ v stave a p v pozicidch svojich hlav. Volania
podprogramov budi rekurzivne a hibka rekurzie bude ohrani¢ena po¢tom hlav — k. Kazdy
proces P a M si pamita aktualnu hibku rekurzie d. Rekurzivne volania budeme vykonavat
sekvencne, preto v kazdom okamihu existuje maximalne jeden proces P a M s konkrétnou
hibkou rekurzie. Po skonceni podprogramu s hibkou d proces P odvysiela symbol d — 1, ¢o
je signal pre proces s hibkou d — 1, ktory podprogram zavolal, aby pokracoval vo svojom
vypoéte. Potom procesy P a M zomri. Pocas celej rekurzie proces P s hibkou rekurzie d
bude vydavat prikazy a komunikovat s procesom M a s procesmi z Kj, vo forme sprav
s prefixom d, aby nedoglo k miesaniu komunikacie. HIbku rekurzie d si nemusime posielat

ako d'alsi parameter, lebo d = |K — 1.
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Vstupné predpoklady programu F':

1)

2)

Nech su vstupné parametre zapamétané pomocou procesov P, M.

Nech plati, Ze prave vSetky nevybavené procesy z K;, maja svoje hlavy z I na pravej

zarazke.

Nech tieZ maju vsetky nevybavené procesy z K, vSetky svoje hlavy z K —I posunuté

o n — m, oproti ich pévodnej pozicii.

Pseudokod programu F':

1: procedure F(m, I, p)

2:

10:

11:

12:

13:

14:

15:
16:

17:

Oznacime vSetky nevybavené procesy z K, ako d-aktivne,
kde d + |K — I| je hibka rekurzie. Vyuzijeme predpoklad 2).
Dalsi kod sa bude vykonavat iba na d-aktivnych procesoch.
if I=K then > bdza rekurzie
Aktivny bude maximalne jeden proces ().
Proces P sa stane nastupcom procesu @), ktory mu odovzda zapaméitané
pismeno a zomrie.
else > telo rekurzie
for i < m downto 0 do
for Vhe K — 1 do
Vytvorime kopiu procesu M — proces M.
Vytvorime kopiu procesu P — proces F.
Procesu F, posunieme hlavu h na poziciu .
Pomocou procesov My, Py zavolame F (i, T U {h}, pU{(h,7)}).
end for
Proces M posunie svoju 0-td hlavu o jedno policko doprava. Zodpoveda to
dekrementécii ¢ o jedna.
Vsetky d-aktivne procesy pohnu hlavami z K — I o jedno policko doprava.
end for

end if

18: end procedure
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Formalne dokazeme spravnost algoritmu. Matematickou indukciou vzhladom na |K —I|

ukézeme platnost nasledovnej implikacie:

Ak su splnené predpoklady volania funkcie F'(m, I, p), tak dané volanie je korektné,
a teda vybavi podkocku K7 ,,.

Pripomenieme, Ze vybavenie podkocky K7, znamend, Ze kazdy proces A; z Ki, sa
postuvanim hlav z K — I dostane do koncovej pozicie, zomrie a vytvori sa nastupca, ktory
po skonéeni programu bude mat svoje hlavy na tych istych pozicidch, ako mal proces A;
na zatiatku celej fazy.

1° Baza. K = I ide teda o béazu rekurzie. Podla predpokladov si proces P paméta
podkocku K, — jediny proces (). P ma teda rovnaké umiestnenie hlav, ako mal proces )
na zaciatku fazy. NavySe proces () ma vSetky svoje hlavy na pravej zarazke. Teda proces
@ sa vie jednoznacne identifikovat. Potom, ako ) odovzda zapamitané pismeno procesu
P, ) zomrie a proces P sa stane nastupcom a nasledne prejde do stavu vybaveny, kde
zostava az do konca fazy.

2° I # K, a teda nenastava baza rekurzie. Z toho vyplyva, ze volanie pozostava z dvoj-
itého for cyklu, v ktorom volame F'(i, IU{h}, pU{(h,i)}). Najskor ukdzeme, Ze tieto volania
budi mat splnené predpoklady. Vyberme si Tubovolné volanie F'(q, I U {l},p U {(l,9)})
a predpokladajme, ze vSetky predchédzajice volania v ramci dvojitého for cyklu boli ko-
rektné. Z toho podla IP vieme, Ze ovplyviiovali iba procesy v ich podkockach. Vieme, Ze
cely vonkajsi for cyklus sa uz vykonal (m — q)-kréat. Teda aj proces M si posunul svoju 0-ti
hlavu (m — q)-krat (riadok 19). Hlava je na (n—m—1)+ (m—¢q) = (n—q—1)-tom policku
¢o znamena, 7e si naozaj paméita ¢islo g. Podobne vSetky zostavajice procesy z podkocky
K, si svoje hlavy z K — I posunuli (m — ¢)-krat. Cize ich hlavy z K — I sa od zaciatku
fazy posunuli (n —m — 1) + (m — ¢) = (n — ¢ — 1)-krat. Pozrime sa teraz, ako sa vykonal
vnutorny for cyklus pre hlavu [ z volania funkcie F. Proces Py si s vyuzitim M; (dal3ej
kopie procesu M) postupne posunie hlavu [ na poziciu ¢ tak, Ze v kazdom kole si M
posunie hlavu 0 a Fy hlavu [, az kym M; nepride na prava zarazku, t.j. g-kréat.

Teraz mozeme overit, ¢ s splnené predpoklady volania F'(q, I U {l},pU{(l,q)}).
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1) Proces My mé 0-ta hlavu na policku (n — ¢ — 1) t.j. paméta si ¢islo ¢g. Proces Py
si paméta v stave I U {l} a zaroven hlavy z I ma na spravnych poziciach a hlavu [ ma
na policku ¢. Teda P si paméta spravnu podkocku Ky pug@,qy- T.j. vstupné parametre
st zapamditané spravne.

2) Podl'a vstupnych predpokladov maji vSetky nevybavené procesy z Ky pu{(.q)
svoje hlavy z I na pravej zardzke. Zostava teda iba ukéazat, Ze maja aj hlavu [ na pravej
zarazke. Ked'Zze procesy patria do podkocky Krupypuq@,e)}. tak na zaciatku fazy mali svoju
hlavu [ na policku ¢. Hlava [ € K — I sa teda od zaciatku fazy pohla (n — ¢ — 1)-krét,
a teda je na pravej zarazke. Zostava eSte overit, ze kazdy nevybaveny proces so vSetkymi
hlavami z I U {{} na pravej zardzke patri do podkocky Kiugypuf,q3- Podla predpokladu
vieme, Ze tento proces patri do podkocky K7y ,. Ak by jeho hlava [ bola na zaciatku fazy
na porzicii vac¢sej ako ¢, tak by ho podla predpokladov niektoré z predchadzajicich volani
vybavilo. Ak by bola na pozicii mensej ako ¢, tak by po (n — ¢ — 1) posunutiach nebola
na pravej zarazke. To znamen4, Ze hlava [ musela byt na poli¢ku ¢, a teda proces patri do
podkocky Kruuypuf(ig)}-

3) Vieme, ze procesy z podkocky K7, si svoje hlavy z K — I posunuli (n — ¢ — 1)-krat
od zacatia fazy. Z toho vyplyva, Ze procesy z podkocky Kruuy pufa,ey maji svoje hlavy
z K — (I U{l}) posunuté (n — g — 1)-krat.

Ukézali sme, ze vSetky volania funkcie F'(i, TU{h}, pU{(h,7)}) maja splnené pociato¢né
podmienky. Zostava nam ukazat, ze volanie F'(m,I,p) vybavi celi podkocku K7 ,. Nech
() je Iubovolny proces z Ky, v stave pred zacatim celej fazy. Nech ¢ je ¢islo policka, ktoré
je najviac vpravo a je obsadené aspon jednou hlavou z K — I. Nech je to hlava [. Potom
Q € Koy puf(g)): ale z IP vyplyva, Ze volanie funkcie F((q, TU{l},pU{(l,q)}) ho vybavi.
Tym sme dokazali spravnost procedary F.

Potrebujeme este overit, Ze prvé volanie F(n — 1,0, ) splia pociatoéné podmienky.
Vytvorime procesy P, M so vSetkymi hlavami na lavej zarazke. Plati, Ze vSetky procesy
z A = Kyy maju hlavy z K posunuté o 0 politok a tiez, ze vSetky hlavy z I = () st na
pravej zarazke.

Priebeh rekurzie z pohladu I'ubovoIného procesu @ ilustruje obrazok 2.3. Kltac¢ovym

bodom rekurzivneho programu F' je odovzdavanie informéacie medzi procesmi M a P.
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Obr. 2.3: Priklad priebehu rekurzie z pohladu I'ubovolného procesu Q. Kazda kocka zod-
poveda jednej hibke rekurzie, ktora vybavuje proces Q. Viimnime si, ako sa pri kazdom
volani rekurzie skopiruje informécia z procesu M do procesu P, ¢im postupne odhalujeme
povodnu poziciu procesu ().

Q:(3,3,3)

Q:(3,2,3) <>>

Proces M, tym, Ze si posiva hlavu spolu so vSetkymi volnymi hlavami procesu @, si pa-
mété, kolko krokov uz v8etky volné hlavy vykonali (druhy predpoklad). Ked sa niektora
vybrané volné hlava dostane na prava zardzku, tak proces M vie, kde sa pévodne na-
chadzala. Tato hlava sa stane fixovanou a informaciu o jej pé6vodnom umiestneni odovzda
proces M procesu P, ktory je zodpovedny za uchovavanie informécie o fixnych hlavach
(riadok 11).

Kazdy krok DTS M sme vysSie uvedenym postupom simulovali. Pocas simulacie ak-
ceptujeme, ak sa R dostane do stavu, v ktorom si pamata akceptacny stav.

Zostava vyriesit, ako pripravime sief do pociato¢nej konfiguracie stroja M. Pouzi-
jeme upravend konstrukciu z prvej fazy. KonStrukcia sa bude tykat iba procesov P, M
a v mieste, kde nanovo vytvarame procesy A;, ich iba vytvorime. Tato konstrukcia vsak
vytvori viacero duplikdtov jedného procesu. Preto na ne eSte raz spustime povodni kon-
Strukciu z prvej fazy. Kedze nastupca sa vzdy vytvori iba jeden, zbavi nas to duplikatov.
Potrebujeme este zabezpecit, aby si procesy Ay, ..., A,_o pamétali vstupné slovo. Najskor
si procesy Ay, ..., A, 1, t.j. tie, ktoré maja 0-t4 hlavu mimo zaraziek a ostatné hlavy na
lavej zarazke, zapamétaju pismeno pod O-tou hlavou. Vstupné slovo mame vSak zapamé-
tané tak, Ze je posunuté o jedno policko doprava, preto do d-funkcie stroja M pridame

podprogram, ktory na zac¢iatku posunie obsah péasky dolava. O
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Dosledok 2.2 Pre lubovolné k € N plati:

LW PFA(k) = 2W PFA(k).

2.2 Jednosmernost WPTM

Ukazeme, 7e aj po pridani kanalovej pasky jednosmernost vstupnych hlav neprekaza a jed-

nosmerny model je ekvivalentny obojsmernému.
Veta 2.3 Pre lubovolni funkciu S(n) : N — N, S(n) > 1 a lubovolné k € Nt plati:

1WPM (k,0)CHANNEL(S(n)) = | ] DSPACE(n*c¢5™).

c>0

Doékaz. Tvrdenie je rozgirenim vety 2.1. Kedze podla [2| plati:

2WPM(k,0)0CHANNEL(S(n)) = |_J DSPACE(n*c5™),

c>0

ke pre kon-

tak stac¢i ukézat iba inkliziu ,,0“. Majme DTS M pracujtci v priestore n
krétne k,c, S(n). Stroj M budeme simulovat sietou WPTM W s kanalovou zlozitostou
S(n) as k jednosmernymi hlavami na vstupnej paske.

Myslienka dokazu je podobnéa ako v predchiddzajicom dokaze a konStrukcie z neho
budeme aj priamo vyuzivat. Ukazme, ako sa bude paméitat konfiguracia TS M. Policka
pracovnej pasky stroja M budeme ¢islovat tak, Zze nulté policko, policko na ktorom mal
M hlavu na zaciatku celého vypoctu, bude mat index 0. Indexom ostatnych poli¢ok bude

vzdialenost od nultého policka s kladnym znamienkom, ak st napravo od neho, a so zé-

/. - W
pornym, ak sd nalavo.

1. Stav stroja M si bude paméitat proces R vo svojom stave.

2. Pracovnii pasku stroja M si rozdelime na potencialne 2¢°™ tsekov dizky n*. Nech
je hlava v s-tom tseku, s € {—c™ 4+ 1,... 5™ — 1}, Cislo tiseku s si proces R
zapamata na kanalovej paske v sistave so zakladom ¢, na ¢o mu staci velkost jeho

pasky. Znamienko ¢isla s si tiez paméta na kanalovej paske. Poziciu v rdmci s-tého
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useku si pamétame rovnako ako v predchidzajicom dokaze. Poziciu — ¢islo ¢ — si
v sustave so zakladom n zapiSeme ako i = (ig, i1, ..,%k_1)n. Potom R si pamita i

v poziciach hlav na vstupnej paske.

Na zapamaétanie obsahu i-teho policka s-tého tiseku pracovnej pasky pouzijeme pro-
ces A;. Proces A si v stave paméta obsah policka. Cisla i a s si pamiitd rovnakym

sposobom ako proces R.

Vsetky procesy Af rozdelme na skupiny procesov A®, velkosti n*, s procesmi s rovna-

kym obsahom kanélovej pasky. Skupina A® si paméta cely s-ty usek. KedZze ale funkcia

S(n) nemusi byt konstruovatelna, tak budeme skupiny A® vytvarat dynamicky. Ak si po-

trebujeme zapaméitat policko z nového tseku, tak pre tento tsek vytvorime novi skupinu

procesov A°.

Simuléacia jedného kroku TS M bude opét prebiehat v dvoch fazach:

|

II

[identifikacia symbolu pod hlavou| Proces R si pomocou pozicii svojich hlav na vstup-
nej paske a obsahu kanalovej pasky paméta aktualnu poziciu hlavy stroja M. V prvej
faze ndjdeme taky proces A7, ktory si pamété obsah aktualneho policka. Teda taky
proces, ktory ma rovnaky obsah kanalovej pasky a rovnaké pozicie hlav. Najdeny

proces sa oznaci zmenou stavu.

[aplikicia prechodovej funkcie| V druhej faze proces A posle zapamétané policko
pasky procesu R, ktory na zaklade toho z d-funkcie stroja M vypocita novy stav,
smer pohybu hlavy a novy symbol. Novy symbol posle naspat procesu A7, ktory si
ho zapaméita v stave. Potom proces R pohne svojimi hlavami a zmeni obsah svojej

kanalovej pasky v silade s vypoc¢itanym smerom.

V prvej faze pouzijeme algoritmus z vety 2.1. Komunikacia medzi procesom R a pro-

cesmi A7 vSak bude prebiehat len na kanali, na ktorom je naladeny proces R. Preto sa

algoritmus vykona iba na procesoch tej skupiny A%, v ktorej maja vsetky procesy rovnaky

obsah kanalovej pasky ako proces R. Po skonceni rekurzivneho algoritmu sa oznaci proces,

ktory mé rovnaké pozicie hlav na vstupnej paske a tiez aj rovnaky obsah kanalovej pasky

— na$ hladany proces.
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V druhej faze, po odkomunikovani pismena, potrebujeme zmenit zapamétani poziciu
hlavy stroja M, ktorit ma uloZenti proces R v poziciach hlav a obsahu kanalovej pasky.
V pripade, 7ze nedoslo k pohybu medzi ré6znymi tsekmi pracovnej pasky stroja M, zme-
nime pozicie hlav procesu R rovnakym sposobom ako v predoslom dokaze. V pripade, Ze
doslo k prechodu do iného tseku pracovnej pasky a hlava sa pohla doprava, resp. dolava,
tak zapamitant poziciu v ramci Gseku nastavime poziciami hlav na 0, resp. n* — 1 tak,
Ze presunieme vSetky hlavy na lavi, resp. prava zarazku. Nasledne inkrementujeme, resp.
dekrementujeme obsah kandalovej pasky. Potrebujeme este zistit, ¢i sme nepresli na novy
usek, ktorému sme eSte nevytvorili skupinu procesov A®, ktord by si ho paméitala. Pro-
ces R vysle signal ping na svojom aktudlnom kanali, na ktory procesy A odpovedaju.
Ak nedostaneme odpoved, musime vytvorit novii skupinu procesov s obsahom kanalovej
pasky rovnakej, ako mé& proces R. Vytvorime képiu procesu R, ktorému posunieme hlavy
na vstupnej paske na lavi zarazku. Z neho za pomoci konstrukcie inicializacie procesov
z predchadzajiceho dokazu vytvorime nova skupinu procesov.

Dokaz spravnosti konstrukcie je zrejmy z jej popisu. 0
Désledok 2.4 Pre lubovolni funkciu S(n) : N — N, S(n) > 1 a lubovolné k € N plati:

1W PM (k,0)CHANNEL(S(n)) = 2W PM (k,0)CHANNEL(S(n)).

Poznamka. Veta 2.2 a dosledok 2.4 sa daji zovSeobecnit na model s pracovnymi paskami.
Upravime simuléciu siete WPTM Turingovym strojom v préci |2], tak, aby okrem kanalove;

pasky simuloval aj pracovnu pasku.

Predchadzajica simulacia vyuZiva velké mnoZstvo procesov. Pri kaZdom kroku simu-

lovaného stroja sa znehodnoti O(n*) procesov. Za cely vypocet sa pouzije O(Ty(n)nk) =
n nk b 2z

O(ccs( ) ) procesov. Ak by v8ak S(n) = Q(logn), tak moéZeme vyuzivat procesy efektiv-

nejsie.

Veta 2.5 Pre lubovolni funkciu S(n) : N — N, S(n) = Q(logn) a fubovolni konstantu
k € N plati:

|J1WPM(1,0)CHANNEL(S(n))PROCESS(c5™) = | ] DSPACE(n*c5™).

c>0 c>0
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Doékaz. Inklizia ,C* trividlne vyplyva z predchadzajicej vety. Ak S(n) = Q(logn), tak
Ueaog DSPACE(n*c5™) = | ., DSPACE(c®™). Opaéni inkliziu dokaZzeme podobnou

5 politok nam staci

simulaciou, ako vo vete . Uvedieme iba rozdiely. Na zapaméitanie c
¢*™) procesov s roznymi obsahmi kanalovej pasky. Nepotrebujeme vyuzivat pozicie vstup-
nych hlav. Preto pri identifikacii procesu, ktory si paméta obsah policka pod hlavou simu-
lovaného stroja, nehybeme hlavami, ¢o znamena, Ze tieto procesy sa daju znova pouzit.
Vstupnu hlavu siete vyuZijeme iba na zaciatku simulacie, ked skopirujeme obsah vstupu
do prvych n procesov. Celkovy pocet procesov, ktoré pouzijeme, je ¢ + d, kde d je po-
et pomocnych procesov. Aby sme zachovali procesorovi zlozitost ¢, na zapamitanie

S(n

pasky pouzijeme iba ¢ — d procesov, pricom prvy z nich si bude pamitat v stave d

poli¢ok namiesto jedného. O

Vsimnime si, 7e pri simulacii v inklazii ,0% sme na zapamitanie ¢°™ policok pouzili

S(n) S(n

presne c procesov. Pri opatnej inklazii nam ¢%™ policok vo veobecnosti nestaéi na

simulovanie ¢°™ procesov.

2.3 Bezzarazkovy WPFA

Pri vyssie uvedenych tvrdeniach sme uvazovali, ze vstupné slovo je z oboch stran ohrani-
¢ené zarazkami. Tento fakt sme aj vyuzivali pri zisteni, ¢i dany proces mé hlavu na konci.
Ako zaujimavost ukadzeme, Ze jednosmerny WPFA aj bez zarazok vie rozpoznat jazyky

silnejsie ako regularne jazyky.

Definicia 2.6 Jednohlavy jednosmerny bezzardzkovy WPFA je upraveny WPFA, ktorého
vstupnd pdska nie je ohranicend zardzZkami. Po precitani posledného policka pdsky proces
prejde do stavu, v ktorom zostdva do konca vigpoctu. Ak proces vysielal stav, tak sa bude

tento stav vysielal do konca vypoctu. Triedu jazykov akceptovani tymto modelom nazveme

1bWPFA(1).

Téato definicia sa podobé na definiciu kone¢nych automatov alebo deterministickych za-
sobnikovych automatov. Stroj sa musi po precitani vstupu ,,okamzite* rozhodnit o akcep-
técii. Definicia tiez pripomina prehladavanie grafov s ,¢iernymi dierami, pretoze proces,

ktory precita posledné pismeno vstupu sa ,strati®.
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Veta 2.7
WWPFA(1) 2| J2FA(k),
k

kde 2F A(k) je trieda akceptovand k-hlavovym obojsmerngm konecnym automatom.

Dokaz. Simulovat budeme k-hlavy obojsmerny konecény automat M pomocou jednohlavej
bezzarazkovej siete WPFA W. Nech H je mnozina hlav stroja M. Nech X je vstupné
abeceda.

Kedze po precitani posledného pismena vstupu sa proces musi rozhodnit o akceptacii
a pripadne odvysielat akceptac¢ny symbol, tak celd simulaciu spustime pre vSetky mozné
posledné pismena vstupu a € X. Vysledky akceptacie pre kazdé pismeno si zapaméta
proces R. Ked simulacia skonéi pre vSetky mozné posledné pismend vstupu, tak vSetky
procesy okrem R akceptuji a proces R precita skutocné posledné pismeno a rozhodne sa,

¢i akceptovat. Ukazeme, ako si sief W pamita konfiguraciu stroja M.
1. Stav stroja M si bude pamétat proces R (riadiaci proces) vo svojom stave.

2. Porzicie hlav si paméta mnozina procesov A = {A,|h € H}. Pozicia h-tej hlavy stroja
M je rovnaka ako pozicia hlavy procesu Aj,. Vynimkou je, ak h-ta hlava stroja M je

na:
a) Tavej zarazke — hlava procesu Ay, je na prvom poli¢ku vstupnej pasky a infor-
méciu, Ze je na zarazke, si pamita v stave.
b) na poslednom pismene vstupu — hlava procesu A, je na predposlednom policku

vstupnej pasky a v stave si paméta, ze je na poslednom pismene.

c¢) na pravej zarazke — hlava je na predposlednom poli¢ku a v stave si pamita,

Ze je na zarazke.

3. Aké je posledné pismeno vstupu, ktoré prave simulujeme, si pamétaja vSetky procesy

v stave.

Najskor ukazeme, ako vytvorit ¢asova¢ odpocitavajici n— 1 kol. Majme procesy T a T
s hlavou na prvom poli¢ku. Proces Ty si bude hlavu posuvat doprava, pricom vzdy, ked

precita nové pismeno, prejde do akceptacného stavu a vysle akcepta¢ny symbol. V dalsom
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kole si Tj posunie hlavu doprava a vysle symbol ok. V pripade, ze proces T sa dostal na
posledné pismeno svojho vstupu, zostane v akceptaénom stave a symbol ok sa neodvysiela.
Ked proces T zisti, ze symbol ok nebol odvysielany, tak sam odvysiela symbol stop. Od
zaCiatku behu procesu Tj do signalu stop sa signal ok odvysiela presne (n — 1)-krat. Preto
vSetky procesy, ktoré sa chci riadit tymto ¢asovac¢om, spravia krok na kazdy ok signél, az
pokial nezachytia signal stop.

Pri simulacii jedného kroku stroja M musime pohnit hlavami podla smeru z § funkcie.
Postupne posunieme hlavu vSetkym procesom Aj,. Najskor ukazeme, ako vykonat posun
hlavy dolava. Hlavu premiestnime na nastupcu — proces Aj. Nech je hlava pévodne na
p-tom policku. Spustime ¢asova¢ odpocitavajici n— 2 kol. Hlavu budeme postvat doprava,
vzdy na symbol ok od ¢asovaca. Okrem toho budeme vysielat symbol h-ok rovnakym
sposobom ako ¢asovac, teda ¢itat budeme v akcepta¢nom stave a hybat a komunikovat az
potom. Symbol h-ok dostane riadiaci proces (n—p—1)-krat. V kole, v ktorom nedostal tento
symbol sa vytvori néstupny proces Aj s hlavou na prvom policku. Casovad uz odpocital
(n — p) kol (pocas jedného kola sa vytvoril proces A} ). Proces A} si bude postvat hlavu
doprava na kazdy symbol ok od ¢asovaca. To sa vykona (p — 1)-krat, pokial ¢asovaé
nevysle symbol stop. Preto hlava procesu Aj, bude na policku p —1, teda posunuta dolava.
Vynimkou bude pripad, ked hlava bola na prvom policku, vtedy déjde iba k zmene stavu.

Ak chceme pohnut hlavu doprava, tak ju najskor pohneme dolava hore uvedenym
postupom a potom eSte o dve poli¢ka doprava. NavySe eSte pouzijeme dalsi ¢asovac, ktory
zaisti, Ze sa hlava pohne doprava maximélne (n — 2)-krat. Hlava sa teda nedostane na
posledné poli¢ko. V pripade, Ze mame este urobit pohyb doprava viac ako (n — 2)-krat, iba
zmenime stav. Tym si zapamétame, Ze sa nachadzame na poslednom policku, resp. pravej
zarazke.

Pre simulaciu jedného kroku automatu M si riadiaci proces R najskor postupne vypyta
pismené pod hlavami procesov Aj,. Potom im R poSle z § funkcie vypocitany smer pohybu.
Kazdy proces Ay, si podla toho posunie hlavu.

Pocas simulacie vSetky procesy, ktoré uz precitali cely vstup, presli do akcepta¢ného
stavu a vysielaja akcepta¢ny symbol. Ak sa pocas simulécie R dostane do situacie, ked si

paméita akceptacny stav, vysle signél ostatnym procesom, aby akceptovali. VSetky procesy
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st v akcepta¢nom stave a vysielaju akceptacny symbol ¢o znamena, ze siet W akceptovala.

V opac¢nom pripade bude proces R branit akceptacii. O
Doésledok 2.8
DLOGSPACE C 1bWPFA(1) C DSPACE(n)
Dokaz. Prva inkltazia plati, pretoze:
DLOGSPACE = | J2FA(k).
k
Platnost druhej inklazie je zrejma, kedze:

1bWPFA(1) C IWPFA(1) = DSPACE(n).
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Kapitola 3

Vplyv poc¢tu procesov

V tejto kapitole preskiimame vplyv poc¢tu procesov na silu WPTM. Neobmedzeny WPTM
s jednym procesom je ekvivalentny Turingovému stroju. Preto budeme skiimat vplyv poc¢tu
procesov na priestorovo ohranicené WPTM. Vo vSetkych vysledkoch charakterizujeme silu
skiimanej triedy WP TM pomocou vhodne priestorovo ohrani¢eného Turingového stroja.
Ako prvé charakterizujeme silu k-hlavovych WPTM s celkovou priestorovou zlozitostou

S(n) a potom procesov najviac O(n*~1c5™),

Lemma 3.1 Pre {ubovolné k € N*, funkcie S(n) : N - N, S(n) > 1 a P(n) : N - N,
P(n) > 1 plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) € DSPACE(P(n)(S(n) + klogn)).

Dokaz. Siet WPTM W s maximalnym podtom procesov P(n), kanalovou a pracovnou
priestorovou zlozitostou S(n) a k hlavami budeme simulovat TS M s priestorovou zlozi-
tostou P(n)(S(n)+klogn). Kedze nas nezaujima ¢as simulacie, bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme predpokladat, ze TS M je dvojpaskovy. Stroj M si na prvej paske paméta konfi-
guréacie procesov siete WPTM W, teda jednu aroveni vypoctového grafu G(w). Na zapa-
métanie konfiguracie jedného procesu potrebujeme O(S(n)+klogn) pasky, kde vyuzijeme
klogn pasky na ulozenie informacie o poziciach hlav. Na zapamitanie konfiguracie celej
siete W staci O(P(n)(S(n) + klogn)) pasky. Na druhej paske si pamétdme maximélny
kanal siete WW. Realizovanie kroku vypoctu siete W je priamociare. V prvej faze aplikujeme
o-funkciu na vSetky zapamitané procesy. V pripade, Ze doslo k univerzalnemu vetveniu,

t.j. vytvoreniu novych procesov, konfiguraciu novych procesov pripiSseme na koniec pasky.
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V druhej faze vyrieSime komunikaciu. Na druha pasku si zapiSeme maximalny pouzity
kanal. Na kazdom kanali, mensom alebo rovnom ako zapaméitany maximalny kanal, skon-
trolujeme, ¢i vysielacie procesy vysielaji rovnaky symbol. Tento symbol zapiSeme vsetkym
nac¢tuvacim procesom.

Spravnost konstrukcie je zrejma z popisu. O

V nasledujicich leméch ukédzeme opacnt inkliziu. Budeme simulovat Turingov stroj
siefou WPTM s danym poc¢tom procesov. Pre va¢siu prehladnost rozdelime dokaz do dvoch
lem. V prvej leme zafixujeme velkost pracovnej abecedy simulovaného stroja. V druhej
leme ukézeme, Ze narast velkosti pracovnej abecedy sposobi konStantné zvicSenie poctu

potrebnych procesov.

Lemma 3.2 Pre lubovolné c, k € Nt | konstruovatelni funkciu S(n) > 1 a funkciuv P(n) :

N — N, ktord spliia P(n) € O(nF=1c5™), P(n) > 1 plati:

W PM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) 2
DSPACE(P(n)(S(n) + logjs n)) ALPH(|S)).

Dékaz. TS M s pracovnou abecedou % a priestorovou zlozitostou P(n)(S(n) + logg n)
budeme simulovat sietou WPTM W s k-hlavami, kanalovou a pracovnou paskou velkosti
S(n) a s maximalne P(n) procesmi. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze paska
stroja M je jednostranne nekonecna. Pasku stroja M si rozdelime na P(n) tsekov vel-
kosti S(n) + logs; n. Konfiguraciu stroja M si siet W pamita tak, Ze kazdy proces A; si
pamaita i-ty tsek pasky stroja M. Kedze S(n) je konstruovatelné, proces A; vie presne
ohrani¢it svoj usek péasky stroja M. Vyuzijeme dve rozne techniky, pri kazdej vyuzijeme

cast prostriedkov, ktoré mame k dispozicii:

Identifikovanie susedov Procesy A = (Ao,..., Apn)-1) zoradime do postupnosti A.
Kazdy proces bude vediet identifikovat svojho Tavého a pravého suseda v postup-
nosti A. Kedze P(n) € O(n*~1¢%™), kazdy proces jednoznaéne identifikujeme pozi-
ciami prvych k£ —1 hlav a obsahom kanéalovej pasky velkosti S(n). Velkost kanalovej

abecedy Y. zvolime tak, aby n*~!|X.|*™ > P(n).
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Uchovanie useku pasky Kazdy proces si bude paméitat S(n) + log |y, n policok pasky
stroja M. Prvych S(n) poliok si pamiitd na pracovnej paske. Zostavajicich log s n
policok si pamétéa poziciou poslednej hlavy tak, ze hlava bude na policku 7, ak obsah

log|;; n policok je &islo j v &iselnej sistave zo zdkladom |3,

Technika identifikovania susedov bola pouzita v praci Pavla Mravca [2]. Stru¢ne popiSeme
konstrukeiu. Nech proces A; chce identifikovat svojho suseda Aj, 7 = ¢ 4 c. Proces A; si
pamita ¢islo ¢ obsahom kandlovej pasky a v poziciach £ — 1 hlav. Ako prvé, proces A;
zmeni pozicie hlav, pripadne obsah kanalovej pasky, aby reprezentovali ¢islo j. Nésledne
sa snazi ndjst proces A;, ktory mé rovnaky obsah kandlovej pasky a rovnaké pozicie k — 1
hlav. Komunikacia bude prebiehat na kanali uréeného kanalovou péaskou, takze zostava
urcit, ktory proces ma aj pozicie danych hlav rovnaké. Postupne porovname pozicie hlév.
Na porovnanie pozicie hlavy h pouzijeme proces K — krokovac, ktory ma hlavy na Tavej
zardzke. V8etky procesy z A také, ktoré su naladené na rovnaky kanal ako A;, si spolu
s procesom K naraz posuvaji hlavu h doprava, az kym nenarazia na prava zarazku, kde
zmenia smer posunu. Postuvanie kon¢i, ked sa hlava h procesu A; dostane na pravi zarazku.
Oznacime procesy, ktoré maju rovnaka poziciu hlavy h. Nasledne pouzijeme proces K,
aby sme hlavu h vo vSetkych procesoch vratili na povodné miesto. Procesy vykonévaji
opa¢ny pohyb, az kym sa hlava h procesu K nedostane opdt na na lava zardzku, ¢im
sa hlava h vo vSetkych procesoch vrati na povodnu poziciu. Tymto sposobom porovname
pozicie vSetkych hlav a identifikujeme hladany proces A;. Nasledne si proces A; vrati
hlavy a kanalovii pasku na povodnta poziciu, ¢im si paméta ¢islo .

Kedze funkcia P(n) nemusi byt konstruovatelnd, procesy z postupnosti A budeme vy-
tvarat dynamicky. Zac¢inat budeme s jednym procesom Ag. V pripade, ze pri identifikcii
susedov sme nenasli suseda, znamené to, Ze ho musime vytvorit. Proces A; si pocas hla-
dania poziciami svojich k — 1 hlav a kanalovou paskou pamita ¢islo j = ¢ + ¢. Proces A;
vytvori proces A; ako svoju kopiu. Nésledne si proces A; nastavi obsah pracovnej pasky
a posledni hlavu tak, aby si pamétal tsek pasky stroja M, vyplneny iba blankmi.

Popisme uchovanie tseku pasky stroja M jednym procesom. Kazdy proces A; si paméta
tsek péasky stroja M velkosti S(n) +logs n. Prvych S(n) poli€ok si pamita na pracovnej

paske. Zostavajucich logys n poli€ok si paméta poziciou poslednej hlavy. Okrem toho si
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potrebujeme pamétat aj poziciu hlavy stroja M na pracovnej péske. Ak si proces A;
pamata usek na ktorom sa nachadza hlava, oznaci sa zmenou stavu. Ak sa hlava nachadza
v casti dlzky S(n) ktorti si A; paméta na svojej pracovnej paske, tak poziciu hlavy stroja M
si A; zapaméta poziciou pracovnej hlavy. Ak sa hlava stroja nachadza v ¢asti dlzky logs; n
ktora si A; paméta poziciou hlavy, potom si jej poziciu bude pamétat Specidlny proces
H. Pozicia prvej hlavy procesu H bude rovnaka ako pozicia hlavy stroja M v ramci casti
dlzky logy; n, ktord si A; pamita poziciou hlavy. Ak chceme zistit alebo zmenit obsah
zapamataného tseku pod aktuilnou poziciou hlavy, tak v pripade, ze aktuélne policko
je v Casti zapamatanej na pracovnej paske procesu A;, jednoducho pre¢itame a zmenime
prislusné policko pracovnej pasky. V pripade, 7e ide o policko v Casti zapamétanej poziciou
hlavy, vyuzijeme nasledovné aritmetické operacie.

Posledn4 hlava procesu je na policku i, ¢im si pamita cast pasky dlzky log|y; n. Ttto
cast budeme indexovat odzadu: paska méa obsah iloglzln_l, ..., 11,10, ak Cislo ¢ v Ciselnej
ststave so zéakladom|X| je prave i = (ilog‘z‘n_l, ..., i1,170)x- Aby sme zistili alebo zmenili
obsah k-tého policka v tejto Casti, potrebujeme zistit k-tu cifru ¢isla i, respektive pripoci-
tat alebo odpoé¢itat k ¢islu i ¢islo |2|*. Ukazeme, ako uskuto¢nit jednoduché aritmetické

operacie na c¢islach zapamétanych poziciou hlavy.

a+ 1 Majme proces, ktory ma hlavu na pozicii ¢, ¢im si paméta ¢islo ¢, potom inkremen-

téciu, resp. dekrementaciu, uskuto¢nime posunom hlavy doprava, resp. dolava.
a = 0 Test na nulu. Pozrieme sa, ¢i je hlava na l'avej zarazke.

a+ b Majme dva procesy A a B, ktoré si pamétaja ¢isla a a b. Proces A si kazdé kolo
inkrementuje, resp. dekrementuje, zapamétané ¢islo. Zaroven si proces B dekremen-
tuje zapamatané ¢islo. Postup opakujeme, kym a # 0. Na konci si proces A paméta

¢islo a £ b.

ax |X| Majme dva procesy A a B, ktoré si pamétaju ¢isla a a b = 0. Vykoname b < b+a
|2 |-krat.

|X|®2 Majme dva procesy A a B, ktoré si pamitaju ¢isla a a b = 1. a-krat vykoname

b bx|X|.
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a div |¥| Majme proces A, ktory si paméta ¢islo a a proces B, do ktorého ulozime vysle-
dok. Kazdé kolo vykoname a +— a—|X| a inkrementujeme ¢islo zapamétané v procese

B, skon¢ime, ak a < |X|. Proces B si pamita a div |X|.
a mod |X| Vykoname a — |X|(a div |X|).

(k-ta cifra €isla a) Poslednu cifru ¢isla ¢ zistime ako a mod |X|. Néasledne vykoname
,bitovy posun® &sla i doprava, pomocou operacie a div |X|. Operacie a mod |3

a a < a div |X| zopakujeme k-krat, ¢im zistime k-tu cifru ¢éisla a.

S pomocou tychto operacii vieme zistit, aké je zapamétané poli¢ko pod pracovnou hlavou,
ktorej poziciu si pamita proces H. Na zistenie hodnoty policka i, vykoname operaciu
k-ta cifra ¢isla i. Na zmenenie zapamétanej hodnoty z jednotky na nulu, resp. nuly na
jednotku, vykoname i < i — |3|*, resp. i + i + |S|*. Pri ziadnej operacii neprekrod
velkost medzivysledku ¢islo n.

Vsimnime si, ze nemé zmysel pouzit viac hlav na uchovavanie tuseku pasky. Jednou
hlavou si vieme pamétat Gsek velkosti logs; n a k hlavami iba klogy, n.

Ukazeme, ako simulovat jeden krok stroja M s vyuZitim techniky identifikdcie susedov
a uchovania tseku pasky. Procesy A si pamétaju obsah celej pasky stroja M. Aktualnu
poziciu pracovnej hlavy si pamitdme oznaCenim procesu A;, ktory si paméita dany tsek
pasky a poziciu v rdmci tseku si paméta pracovna hlava, resp. proces H. Dalsi proces V
¢ita vstup rovnako ako hlava na vstupnej paske stroja M. Proces V si tiez pamata stav
stroja M. Proces V je naladeny na rovnaky kanél ako proces A;. Proces V si od procesu
A; vypyta zapamétané pismeno pod aktudlnou poziciou hlavy. Podla d-funkcie stroja M
zisti nové pismeno a pohyb vstupnej a pracovnej hlavy. Proces V' si posunie svoju vstupnii
hlavu pozadovanym smerom a posle nové pismeno a pohyb hlavy procesu A;. Proces A;
si zapaméta nové pismeno a pohne svojou pracovnou hlavou, resp. posle signal procesu
H, aby pohol hlavou. Ak nastane pohyb hlavy mimo tsek zapamétany procesom A;, tak
technikou identifikicie susedov najde, pripadne vytvori proces A;, ktory sa oznaci a bude
si pamétat poziciu hlavy. V pripade, Ze proces A; ma iny obsah kanalovej pasky ako maji
procesy A; a V', tak proces V zmeni obsah svojej kanélovej pasky na rovnaky ako ma

proces A;.
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Siet W akceptuje, ak sa proces V dostane do stavu, v ktorom si paméta akceptacny

stav. O

Lemma 3.3 Pre lubovolné c, k € Nt konstruovatelni funkciu S(n) > 1 a funkciu P(n) :

N — N, ktord spliia P(n) € O(nF~1c5™), P(n) > 1 plati:

| WPM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(dP(n)) 2 DSPACE(P(n)(S(n) + logn)).

d>0

Dokaz. Podla lemy 3.2 pre kazdé s > 2 plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P'(n)) 2

DSPACE(P'(n)(S(n) + log,n))ALPH(s). (31
Kedze plati:
Pn)(S(m) + log, ) = Pn)(S(0) + 122 > T (S0 + logy ). (52
potom
WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P'(n)) 2
psracEE " (s +1 (3:3)
Tog, 5 n) + logyn))ALPH (s).
Nech P(n) = ig:i, potom
W PM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)log,s) 2
3.4
DSPACE(P(n)(S(n)+log,n))ALPH(s). 34
Urobme zjednotenie cez vSetky s > 2:
W PM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(P(n)log, s) 2
_ | J DSPACE(P(n)(S(n) + log, n)) ALPH(s) = (3.5)

s>2

DSPACE(P(n)(S(n) + logyn)).

Kedze funkcie S(n) a P(n) spliiaju predpoklady, dosadenim d = log, s dostavame doka-

zované tvrdenie. O
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Veta 3.4 Pre lubovolné c,k € N, konstruovatelni funkciu S(n) > 1 a funkciu P(n) :
N — N, ktord spliia P(n) € O(nF=1c%M), P(n) > 1 plati:

U WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(dP(n)) = DSPACE(P(n)(S(n) + logn)).

d>0

Dokaz. Tvrdenie priamo vyplyva z lem 3.3 a 3.1 a z platnosti
DSPACE(P(n)(S(n)+logn)) = DSPACE(P(n)(S(n) + klogn)).
O

Predchéadzajica veta charakterizuje silu priestorovo ohrani¢enych WPTM v pripade,
7e moOzu pouzit najviac O(nk_lcs(”)) procesov. Pre nizky pocet procesov mdzeme vyuzivat
jednu hlavu na pamétanie si iseku péasky. V dalgich vetach charakterizujeme silu priesto-

rovo ohranicenych WPTM pre vacsi pocet procesov. Pre tento pripad dokdzané ohranicenia

sily WPTM nebudu tesné.

Veta 3.5 Pre lubovolné ¢,k € N1, konstruovatelni funkciu S(n) > 1 a funkciu P(n) :
N = N, kde P(n) € w(n*=1c5M™) a zdroven P(n) € O(n*c™) plati:

W PM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) 2 DSPACE(P(n)S(n)).

Dokaz. Strukttra dokazu bude rovnaka ako leme 3.2. Budeme simulovat vypocet Turin-
govho stroja M s priestorovou zlozitostou P(n)S(n) siefou WPTM W s celkovou pries-
torovou zlozitostou S(n), P(n) procesmi a s k hlavami. Obsah pasky stroja M si bude
pamitat P(n) = O(n*c5™) procesov, pricom kazdy z nich si bude pamitat tsek dlzky
S(n).

Na rozdiel od ddékazu lemy 3.2 musime na identifikovanie procesov vyuzit vSetkych
k hlav. Kazdy proces A; je unikdtny obsahom kanélovej pasky a poziciami vSetkych svojich

keS() unikatnych procesov. Kedze sme pouzili

vstupnych hlav. Takto vieme vyrobit n
vSetky vstupné hlavy, tak na pamétanie si tiseku péasky stoja M procesom A; mozeme
pouzit iba pracovni péasku velkosti S(n). Simulacia jedného kroku stroja M a akceptécia

je rovnaké ako v dokaze lemy 3.2. 0
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Lemma 3.6 Pre lubovolné d € RY, k € NT, funkciu S(n) : N = N, kde S(n) > 1 plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n)) C | | DSPACE(n*c5™) (1)

c>0

W PM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(dn*c®™) 2 | | DSPACEn*c¢*™)  (2)

c>0 c>0

Dokaz. Na dokazanie tvrdeni upravime dokaz tvrdenia

WPM(k,00CHANNEL(S(n)) = | ] DSPACE(n*¢*™)

c>0
v praci Mravea [2]. Struéne zhrnieme pouzity dokaz, na ktory sa v praci niekol'kokrat od-

volavame. Pre dokazanie inkluzie , D¢ sa simuluje TS M s priestorovou zlozitostou n*c3

siefou W s nkeS(™)

procesmi. Kazdy proces si paméta jedno policko pasky stroja M. Doro-
zumievanie medzi procesmi sme uz popisali pri uvedeni techniky najdenia susedov v dokaze
lemy 3.2. Pri dokaze opacnej inkliazie sa simuluje k-hlavova sief W s priestorovou zlozi-
tostou S(n) pomocou TS M s priestorovou zlozitostou n*d*™ kde d je velkost pracovnej
abecedy siete W. Sief W ma iba O(n*d*™) réznych procesov. TS M si na kazdom svojom
policku paméité, ¢i je dany proces v sieti pritomny. Simulacia jedného kroku siete W je
priamociara.

Popisany dokaz Mravca moze byt trividlne rozsireny na dokézanie tvrdenia

WPM(k,1)SPACE(S(n)) = | ] DSPACE(n*c5™).

c>0
Pri dokaze inklazie ,,C“ pouzijeme O(n*(d?)%™) policok stroja M na zapamiitanie viet-
kych O(n*(d?)%™) moznych procesov siete W, s dvomi paskami velkosti S(n). Pri dokaze
inklazie ,D%“ sa pouzilo n*c¢®(™ procesov, pricom kazdy proces si pamiita jedno policko

S(n)

simulovaného Turingovho stroja. Ak potrebujeme pouzit iba dn*c®™ procesov, kde d < 1,

potom simulaciu upravime tak, aby si jeden proces pamétal [1/d]| poli¢ok. O
Nasledujtica veta sumarizuje horné hranice sily WPTM s danym poc¢tom procesov.

Veta 3.7 Pre lubovolné c,k € NT, funkcie S(n) : N — N a P(n) : N—= N, kde S(n) > 1
a P(n) > 1 plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) C DSPACE(P(n)(S(n) +logn)) (1)
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Obr. 3.1: k-hlavovy WPTM pri ohranic¢eni po¢tu procesov a S(n) = 1. Na osi « sa nachadza
radovy pocet procesov, na osi y sila modelu. Cervena krivka vyjadruje dolnd hranicu sily,
teda kolko procesov treba na simuléciu prislusného T'S. Naopak, modra krivka vyjadruje
hornt hranicu sily WPTM, teda aky TS sa da simulovat s vyuzitim daného po¢tu procesov.
Vygrafovana oblast zodpoveda nie tesnému urceniu sily WPTM vo vetach 3.5 a 3.7

WPM (k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) C | J DSPACE(n*d*™) (2)
d>0

Doékaz. Platnost prvého tvrdenia vyplyva z lemy 3.1. Platnost druhého tvrdenia z lemy
3.6. O

Vetami 3.4, 3.5 a 3.7 sme charakterizovali silu priestorovo ohrani¢enych WPTM pri ob-
medzeni poctu procesov. Vysledky pre jednoduchy pripad S(n) = 1 prehladne znazornuje
obrazok 3.1. Pre viicsie S(n) je situacia komplikovanejsia.

7 predchadzajuicich tvrdeni a z vety o pamétovej hierarchii Turingovych stojov vieme
bliz§ie popisat hierarchiu priestorovo ohrani¢enych WPFA vzhladom na procesorovi zlo-

zitost, pre niektoré konkrétne pocty procesov.
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Désledok 3.8 Pre lubovolné c,k € NT, konStruovatelné funkcie S(n) > 1, Py(n) > 1
a Pi(n) > 1, kde Py(n) € o(Py(n)) a Pi(n) € o(n*~1c5™), potom

WPM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(Pi(n)) C

C WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(Py(n)).

Dokaz. Pre dokaz tvrdenia rozoberieme dva pripady. V prvom pripade predpokladajme,
7e funkcia Py(n) € O(nF~1c5M). Tyrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, 7e tvrdenie

neplati, a teda plati:
WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) =
=WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(Ps(n)).
Nech P{(n) = dP;(n) a Pi(n) = dPy(n), pre Tubovolné d > 0. Potom,
WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(dP|(n)) =
=WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(dP;(n)).
Potom plati:

W PM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(dP|(n)) =
= | JWPM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(dP;(n)).

d>0

Z vety 3.4, vyplyva:
DSPACE(P{(n)(S(n) +logn)) = DSPACE(Py(n)(S(n) +logn)).
To je spor s vetou o pamétovej hierarchii Turingovych strojov, kedze
P/(n)(S(n) +logn) € o(Py(n)(S(n) + logn)).

Platnost tvrdenia v pripade, ak Py(n) € w(nf~1¢™), dokidZeme spojenim dvoch ink-

luzii. Z prvého pripadu pre I'ubovolné d plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(Pi(n)) C
C WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS (dn*~'¢5™),
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A zrejme

W PM (k,1)SPACE(S(n))PROCESS(dn*~¢5™) C
C WPM(k,1)SPACE(S(n)) PROCESS(Py(n)).

O

Poznamka. V hierarchii vzhladom na pocet procesov pre Pi(n) € w(n*~1¢5™) z nagich
vysledkov nevieme, kedy nastava rovnost alebo ostra nerovnost prislusnych tried. Napriek
tomu v niektorych pripadoch vieme, Ze nastava nerovnost. Napriklad nerovnost nastava

pre S(n) =1, P, = n*tlogn a P, = n*.

Nasledujuca lema ndm umozni zosilnit v8etky predchadzajice tvrdenia tak, ze pouZitie

pracovnej pasky modelu mozno nahradit pouzitim vylu¢ne jeho kanélovej pasky.

Lemma 3.9 Pre lubovolné k € NT, konstruovatelnd funkciu S(n) > 1 a P(n) : N = N,

P(n) > 1 plati:

WPM(k,1)SPACE(S(n))PROCESS(P(n)) =
WPM(k,0)CHANNEL(S(n))PROCESS(P(n)).

Dokaz. Ikluzia ,O“ vyplyva z definicie. Na dokaz obratenej inklizie vyuZijeme, Ze podla
definicie je proces naladeny na kanal ¢, ak je obsah kanalovej pasky nalavo od kanalovej
hlavy prave c. Priestor napravo od hlavy mozeme vyuzit inak. Siet W s pracovnou a ka-
nalovou paskou velkosti S(n) budeme simulovat siefou W’ s kandlovou paskou velkosti
25(n). Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze kazdy proces siete W komunikuje
iba v parnych kolach, v ktorych nemeni obsah svojich pasok ani pozicie hlav. Kazdy proces
siete W bude simulovat jeden proces siete W', pricom kanédlovi pasku tohto procesu rozde-
lime na dve ¢asti velkosti S(n) oddelené symbolom #. V Tavej ¢asti simulujeme kanalovi
pasku a pohyb kanalovej hlavy. V pravej casti si pamatame obsah pracovnej pasky, pri-
¢om poziciu pracovnych hlav si pamatame tak, ze oznac¢ime obsah policka pod pracovnou
hlavou. Simulécia jedného kroku procesu A siete W procesom A’ siete W' bude prebiehat

nasledovne:
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a) V pripade, ze simulujeme parny, teda komunika¢ny krok, simulujeme krok procesu

A priamo vykonanim d-funkcie na procese A’.

b) V pripade, Ze simulujeme nepéarny, ,pracovny“ krok, potrebujeme zistit znaky pod
vSetkymi hlavami. Poziciu kanalovej hlavy si oznacime a nasledne hladame vsetky
oznacené policka, obsahujice pismenéa pod pracovnymi hlavami procesu A. Nasledne
podla d-funkcie siete W prepiSeme oznacené policka a posunieme znacky, ¢o zod-
poveda zmene obsahu pésok pod hlavami procesu A a posunutiu hlav. Hlavy na
vstupnej paske si proces A’ posunie rovnako ako proces A. Na zaver najdeme znacku
oznac¢ujicu poziciu kanélovej pasky, odstranime ju a na tomto policku zostaneme.
Proces A bude naladeny na rovnaky kanal ako A’. V pripade, ze podla J-funkcie

siete W doglo k vetveniu procesov, sa proces A’ rovnako rozvetvi.

Simulacia jedného kroku jedného procesu trvd maximélne 45(n) krokov. Speciélny
proces R bude riadit simuléciu vSetkych procesov. Procesy naladené na rovnaky kanal bu-
deme simulovat naraz, aby medzi sebou mohli komunikovat. Proces R prechadza postupne
vietky kanaly c, ktoré sa daju naladit na kanalovej paske velkosti S(n). Pre kazdy kanal
¢, d& proces R signal na simulovanie vSetkych procesov na tomto kanéli. Proces R caka
45 (n) kol. Vsetky odsimulované procesy sa oznacia, aby sa v pripade, Ze sa preladia na
iny kandl, nesimulovali znova. Po 45(n) kolach su vSetky procesy naladené na dany kanal
odsimulované a proces R d& pokyn na simuléciu na dalSom kanali. Po prejdeni vSetkych
moznych kanalov sme odsimulovali jeden krok siete W. Z popisu je zrejmé, ze siete W
a W' st ekvivalentné.

Siet W’ vyuziva P(n) + 1 procesov. Funkciu procesu R moze vykonavat aj prvy simu-
lujtci proces A}, ktory simuluje proces A; siete W. Proces A| bude mat kanalovi pasku
velkosti 45(n), pri¢om obsah péasky procesu R bude nalavo od péovodného obsahu pasky
procesu A}. Poziciu pévodnej kanéalovej pasky si oznacime oc¢iarkovanim prislusného pis-
mena. Proces A si vzdy predtym, ako vySle pokyn na simulovanie procesov na kanali
¢ zisti, ¢i nejde o kanal, na ktorom sa ma aj on simulovat. Ak je obsah cCasti pasky so
zapaméatanym kanalom procesu R rovnaky ako zapamétany kanal povodného procesu A/,
potom si proces A} najskor pozrie obsah poli¢ok pod simulovanymi hlavami. Proces A}

podla é-funkcie stroja W vie, ako simulovat proces A;. Nésledne sa proces A} opét naladi
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na svoj kanal a da pokyn na simuléciu, pricom aj on simuluje svoj proces A;. Po dokonceni
simulécie procesu Aj, proces A} ¢aka 4S5(n) kol, kym skonéi simulacia v8etkych procesov
na tomto kanali.

Po tejto uprave siet W' vyuziva P(n) procesov a 45(n) policok kanalovej pasky. Siet
W' budeme simulovat sietou W”, ktora bude pouzivat rovnaky pocet procesov a hlav,
ale bude mat kanalovu zlozitost iba S(n). Siet W” pouzije pracovni abecedu velkosti
412y [4, kde Yy je pracovna abeceda siete W, Usek Styroch policok na kanalovej paske si
paméitame jednym pismenom. Obsah kanalovej pasky Tubovolného procesu siete W vieme
zapisat na kanalovi pasku velkosti S(n). Poziciu kanéalovej pasky v ramei stvorpolickového
useku si nepaméatame stavom, ale vhodnym ociarkovanim pismena. Tymto sme zabezpecili,
ze v pripade simulédcie dvoch procesov naladenych na kanaloch liSiacich sa iba poziciou
kanalovej hlavy v ramci Stvorpolickového tseku, potom procesy, ktoré ich simuluji, buda
naozaj naladené na roznych kanéloch.

Siet W je ekvivalentna sieti W’ a W, pri¢om pouZziva k vstupnych hlav, P(n) procesov

a ma kanalovi zlozitost S(n). O

Déosledok 3.10 Vo wvetdch 3.4, 3.5, 3.7, v déosledku 3.8 a ostatnijch lemdch moZeme, pre
vSetky konstruovatelné funkcie S(n), nahradil obmedzenie celkovej priestorovej zloZitosti

S(n) siete WPTM obmedzenim na kandlovi zloZitost S(n).
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Zaver

V tejto praci sme sa pokusili zistit niektoré vlastnosti modelu WPTM. Skimali sme, ako
sa zmeni sila modelu pri pridani réznych obmedzeni.

V prvej kapitole sme ukézali, Ze pouzitie jednosmernych vstupnych hlav nezmensi silu
bezdrotovych paralelnych kone¢nych automatov. Tento vysledok povazujeme za najzauji-
mavejsi, a to prevazne pouzitou origindlnou technikou dokazu. Vysledok sme potom zo-
vSeobecnili na plny model s pracovnou aj kanalovou paskou.

V druhej kapitole sme sktimali vplyv poc¢tu procesov na silu priestorovo ohranic¢enych
WPTM. Podarilo sa ndm ukéazat niekolko tvrdeni, ktoré nam dovolia za urcitych podmie-
nok rozhodnit, ¢ pouzitie rddovo vac¢sieho pocétu procesov dovoli priestorovo ohrani¢enym
WPTM rozhodovat tazsie problémy.

Ostéava eSte niekolko otvorenych problémov. V prvej kapitole sme neskumali, nakolko
sa spomali siet WPTM, ak pouzijeme jednosmerné vstupné hlavy. Predpokladame, ze
spomalenie siete pre WPTM s priestorovou zloZitostou 2(logn) nebude vyrazné. V druhej
kapitole sa ndm nepodarilo presne urcit silu priestorovo ohrani¢enych WPTM pre vsetky
mo’né ohrani¢enia poc¢tu procesov. Zaujimave je, ze aj v najjednoduchSom pripade, ked
skiimame ohranicenia poctu procesov na k-hlavych kone¢nych automatoch, nevieme presne
uréit silu modelu s po¢tom procesov P(n) € w(n*7!) a P(n) € o(n¥). Domnievame sa,
7e vysledky sa mozu dat zosilnit efektivnej$im vyuzivanim vstupnych hlav. Zaujimavé by
bolo tiez preskiimanie vplyvu poc¢tu procesov na zrychlenie ¢asovo ohrani¢cenych WPTM.
Nepreskimany zostava vplyv dalSich zloZitostnych mier na silu WPTM, napriklad vplyv

poc¢tu komunika¢nych krokov.
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