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Abstrakt:

Praca skima problematiku kontextovych Lindenmayerovych systémov
((k,1)L Systémov). Porovnava silu tried tychto systémov vzhladom na rozloze-
nie kontextu na pravy a lavy a vzhladom na dizku kontextu. Porovnava triedy
(k,1)L Systémov s triedami Chomského hierarchie. Prezentuje vlastné dokazy a
vlastné algoritmy. V préci je predstaveny navrh a optimalizacia generatora (k, 1)L
systémov. Ako priloha k praci je implementacia navrhnutého (k,[) L generatora.

Abstract:

Central objects of this thesis are the context Lindenmayer systems
((k,1)L Systems). We comapare the generating power of these systems depending
on partitioning of contexts to the left and right; and depending on the length
of the context. We compare the classes of (k,l)L systems with the Chomsky
hierarchy. We present own proofs and algorithms. We introduce the design and
optimalization of the generator of (k,l)L systems. The implementation of the
generator is presented in the addendum of the thesis.
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Uvod

V 60-tych rokoch minulého tisicroc¢ia sa pan A.Lindenmayer venoval modelo-
vaniu vyvoja bunkovych organizmov a baktérii. V roku 1968 zadefinoval paralelné
prepisovacie systémy, ktoré dostali po iom meno Lindenmayerove systémy (skra-
tene L-systémy). Lindenmayerove systémy sa rychlo ujali na modelovanie vyvoja
rastlin, organizmov, fraktalov, ale i zlozitej§ich procesov.

OL-systémy odrazu paralelne prepisuju vSetky jednotlivé znaky vetnej for-
my. V skuto¢nych dejoch vsak ¢asto odvodenie elementu zavisi aj od niekol’kych
okolitych elementov (napriklad pritomnost horménu v okoli bunky). Preto boli
definované IL-systémy, ktoré pri prepisovani znaku bert do tvahy aj niekolko
okolitych znakov. Je vela grafickych systémov, ktoré pracuji na baze OL a IL
systémov s pridanim d'alSich interpretacnych znaciek. Pomocou takychto znaciek
moze mat jednoduchy L-systém §iroké pouZitie. Vela prikladov mozno najst v [7]
a [8]. Preto je dolezité skimat aj zakladné L-systémy.

Pre Tahsiu orientaciu ¢itatela podrobnejSie rozoberieme obsah kapitol.

V kapitole 1 uvedieme niektoré oznacenia a definicie, ktoré budeme v d'alsich
¢astiach pouzivat.

V kapitole 2 zavedieme triedy Lindenmayerovych systémov ako st : 0L,(k,0)L
a (k,l)L systémy. Pri kazdej z tychto tried uvedieme priklady. V tejto ¢asti su
obsiahnuté aj charakteristiky a tvrdenia o triedach jazykov 0L a (k,0)L systémov.
Kedze (k,l)L systémy tvoria jednu z hlavnych ¢asti tejto prace, vety, algoritmy
a charakteristiky st prezentované v zvlastnej kapitole.

V kapitole 3 najskor zacneme jednoduchsimi tvrdeniami, napriklad o uzavre-
tosti tried (k,I)L jazykov (podkapitola 3.1). Dalej sa zamerame na porovnanie
sily tried vzhladom na dlzku a rozlozenie kontextu na Tavy a pravy (podkapitola
3.2). V zavere podkapitoly zhrnieme prezentované vysledky do prehl'adného dia-
gramu. Poslednou ¢astou kapitoly st vztahy medzi triedami jazykov Chomského
hierarchie a triedami jazykov (k,[)L systémov. Zistené vztahy su takisto zakres-
lené v prehladnom diagrame.



Kapitola 4 sa zameriava na navrh a implementaciu (k,l)L generatora. Po
uvode a prezentacii jednoduchsieho generatora pre 0L systémy v podkapitole 4.1
uvedieme formalnu definiciu generatora (k,l)L systémov v kapitole 4.2. Téato
podkapitola z velkej ¢asti Cerpala hlavne z prace [4]. Po zadefinovani generatora
a prezentovani niektorych prikladov uvedeny navrh vylepsime. V podkapitole 4.3
uvedieme moznosti optimalizacie tohto navrhu. Zaver kapitoly je venovany (k, 1)L
generatoru, ktory je implementovany a optimalizovany podla predchadzajuceho
navrhu. Samotny program sa nachadza na pribalenom CD-ROM.



Kapitola 1

Pouzité oznacenia

1.1 Front

Front znakov je postupnost znakov, s ktorou mozeme vykonavat len tieto operacie:
e pridat znak na koniec
e odobrat znak zo zaciatku (ak sa da)

F = ¢ je prazdny front. Neprézdny front F' mdzeme pisat v tvare F' = a7, kde a
je znak, ktory nazyvame vrcholom frontu.

1.2 Text, vzorka

Ak budeme v nejakej postupnosti znakov hladat ur¢itia podpostupnost, budeme
tiato postupnost nazyvat text a podpostupnost vzorka.

1.3 Automat na rozpoznavanie vzorky v texte

Pre danu vzorku P skonStruujeme koneény automat s tymito vlastnostami:
e automat rozpoznava vsetky vyskyty vzorky P v zadanom texte
e automat pracuje efektivne, prezrie kazdy znak textu prave raz.

Najskor zadefinujeme pomocni funkciu o nazvanu funkcia sufixu.

o: ¥ = {0,1,...,|P|} priom o(z) je dizka najdlhgieho prefixu P, ktory je
sufixom x.

Teraz uvedieme konStrukciu automatu na rozpoznavanie danej vzorky P v
texte.

Ap = ({qﬂa qi;-- -, q\P|}a Ea 67 qo, {Q\P|}
pricom vzorka a text si nad abecedou X a pre kazdy stav ¢; a znak a

8



1.4. Automat rozpoznévajuci kontext 9

5(%7 a) = 4o (Plia)

pricom P oznacuje prvych i znakov vzorky P.
Tato konstrukcia je podrobnejsie opisana a zdovodnena v [1].

1.4 Automat rozpoznavajuci kontext
Automat rozpoznavajici kontext v vs ... v; je deterministicky koneény automat
M’U1’02---’Uk — (KMUIUZ“'vk , EM’UI'UQ...’Uk , AMUIUQ...vk , q(]]\/fwlv?“vk , FMWI'UZ'“'Uk)

pre ktory plati:
L(My,y..0,) = {wvivg ... v | w € (ZMereavr )™}

Pri konstrukcii takéhoto automatu postupujeme rovnako ako pri konstrukcii au-
tomatu na rozpoznavanie vzorky vivs ... v, v texte.

1.5 Matica stavov

Nech M je kone¢na mnozina, ktorej prvkami su automaty rozpoznavajice kon-
text, nech ¢t : M — {1,2,...,|M]|} je bijektivna funkcia, ktora ¢isluje prvky tejto
mnoZiny a nech n € N. Maticou stavov typu n x |M| nazgvame maticu

qo,1 qo2 --- qo,|M]|
qGii q12 - q1]M]|

-AM,t =
In—-1,1 gn—-1,2 - - - 4n—1,|M|

pricom ¢, € K ) pre 0 <r <n—1,1<s< |M|.

1.6 Relacia C

Nech A, A st matice typu n.x | M| nad tou istou mnozinou M, ktoré maju rovnaka
¢islovaciu funkciu ¢. Hovorime, 7ze matica A vznikla z matice A podla i-teho

6a
riadku a znaku a (piseme A C A), ak plati

Qo1 --- qo,|Mm|

A: : a B =

an-1,1 - -+ Gn—1,|M| Qn-11 ... Qn—1,|M\

Qo1 - Qo my



1.7. Matica pociato¢nych stavov 10

a pre vietky r,s 0 <r <n—1,1<s < |M]| plati:

qr,s
Qr,s - { )
At (s)(qm, a) akr=i

ak r #1

Hovorime, Ze matica A vznikla z matice A podla i-teho riadku a slova w =
R
aas . ..a, (piseme A C A), ak existuju matice Aj, Ay, ..., A, také, Ze

1,01

1,03 %,az I
AC A C A A CA=A
~ J— w __
Dalej hovorime, Ze matica A vznikla z matice A podla slova w (piSeme A C A),
ak existuju matice Ay, Ao, ..., A,_1 také, ze

1,0 1,0 T, W _
ACACA...A sCA, =4

1.7 Matica pociato¢nych stavov

Nech Ay, je matica stavov typu n x |M|.

t=1(1) t1(2) =1 (M)

9 ) qo ) -4y .
1) 1(2) t—1(M)
q q .. q
Ay = 0 ‘ 0 . 0
~1 ~1 R M
qé (1) qé (2) __.qé (M)

1.8 Inicidlna matica stavov

Nech Ay, Apry s matice stavov typu nx | M| a nech Ay, je matica pociato¢nych
k

— g
stavov. Inicidlnou maticou stavov nazyvame maticu Ay, takd, ze Ay C Apyy.

1.9 Asymptotické horné ohranicenie

Pre funkciu g(n) definujeme nasledujicu mnozinu:

O(g(n))={f(n) | Je,no e N:Vn e N,n >ng:0< f(n) <cg(n)}

O notacia dava horné ohranicenie funkcie az na konstantny faktor. Zapis f(n) =
O(g(n)) znamena, ze funkcia f(n) je prvkom mnoziny O(g(n)).



Kapitola 2

Lindenmayerove systémy

Lindenmayerove systémy (L systémy ) sa od frazovych gramatik lisia v nasledov-
nych aspektoch:

e vSetky znaky st terminélne, tj. kazda vygenerovana vetna forma patri do
jazyka

e prepisovacie pravidla sa v jednom kroku odvodenia aplikuji paralelne na
vSetky znaky prepisovaného slova

e namiesto pocdiato¢ného symbolu je axioma, ktora moze mat viac znakov

Ako jedny z prvych paralelnych prepisovacich systémov sa pomerne dobre usadili.
Pouzivaji sa dodnes pri simulaciach fraktalov, simulaciach rastu rastlin, buniek
a inych prosecov.

2.1 OL systémy

OL systémy st zakladné systémy z rodiny Lindenmayerovych systémov. Cislica
0 znamena, Ze pri prepisovani neberieme do Gvahy kontext prepisovaného znaku,
ako je to napriklad pri (k,[)L systémoch, ktoré st popisané neskor.

Definicia 2.1.1. 0L systém S je trojica S = (X,P,wy), pricom

>, je konecnd neprazdna abeceda systému

wy € X7 je axiéma

P C X x X" je konefné tplnad mnozina pravidiel

(Uplna znamena, 7e pre kazdé a € ¥ existuje pravidlo a — w € P)

Oznaéenie: Pravidlo (a,a) € P piSeme v tvare a — a.

Definicia 2.1.2. Nech w = aya3...a, € X™. Slovo w0 = ojay...,, € X
nazyvame odvodenie zo slova w (piSeme w = w) prave vtedy, ked pre vsetky
i=1,2.....m

a; — o; € P.

11



2.1. OL systémy 12

Definicia 2.1.3. Slovo w je odvodené zo slova w na n krokov (pi§eme w =" W),
ak existuje postupnost slov ug, u1, . .., u, taka, 7ze ug = w, u, = Wa ug = Uy, u; =
U,y .-y Up—1 = Up.

Definicia 2.1.4. Pre n € N L, (S) = {w | wg =™ w} je mnozina slov, ktoré st
odvodené 7z axiémy prave na n krokov.

Poznamka: Ly(S) = {w}, reflexivny a tranzitivny uzaver relacie = ozna¢ime
=

Definicia 2.1.5. Jazyk generovany 0L systémom S je mnoZina

L(S) = {w|wy =* w}

Oznacenie: Ak pre vSetky a € X existuje prave jedno pravidlo a — «, tak
hovorime o deterministickom, inak o nedeterministickom OL systéme

Uvedieme priklady deterministického aj nedeterministického (k, 1)L systému.

Priklad 2.1.1. Majme deterministicky OL systém S = ({a, b, ¢}, P, bc), kde P =
{a = aa,b — cab,c — ¢}

Prvych niekolko slov tohto systému vyzera nasledovne:
wy = be
wy = cab
Wy = aacab
ws = aaaaaacab

takze
Lo(S) = {bc}
L,(S) = {a*" 2cabln > 1}
a teda

L(S) = {bc} J{a* 2cab | n > 1}

Priklad 2.1.2. Majme nedeterministicky OL systém S = ({a}, P,a), kde P =
{a = aa,a — aaa}

Lahko zistime, Ze

Lo(5) = {a}

Ly(S) = {aa,aaa}

Ly(S) = {a*,a° a5 a",a®, a’}
Liy(S) = {a l|8§2§27}
La(S) = {ai | 27 S i < 3"}
L(S) ={a' | i > 1}



2.1. OL systémy 13

Najdlhsie mozné slovo, ktoré mozno po i krokoch odvodenia vygenerovat, je slovo
Wmaz = 3. (Na odvodenia pouZijeme iba pravidlo a — aaa.) Naopak najkratsie
mozné slovo, ktoré mozno po i krokoch odvodenia vygenerovat, je wy, = 2. (Na
odvodenia pouzijeme iba pravidlo a — aa.) Ak po i krokoch odvodenia vzniklo
slovo w = @/ a j > 2¢, potom mohlo po i krokoch odvodenia vzniknit aj slovo
w = a’ —1. Nastane to tak, Ze v jednom pripade nepouzijeme pravidlo a — aaa,
ale a — aa. Teda w je Tubovolne dlhé slovo dlh§ie ako 2¢ a kratSie ako 3%, teda

L(S) ={a}u U {a'|2" <i < 3"} = {a'li > 0}

n>0

Definicia 2.1.6. AFL (Abstract Family of Languages) je kazda trieda jazykov
obsahujiica nejaky neprazdny jazyk a uzavreta na U, -, +, h., h~™', NR.

Veta 2.1.1. Ly, je anti-AFL (tj. nie je uzavreta na ziadnu AFL operaciu).

Dosledok 2.1.1. Ly, nie je uzavreta na substiticiu, N, zobrazenie a-prekladac¢om
ani na ¢ (komplement)

Veta 2.1.2. Ly, je uzavreta na zrkadlovy obraz.

Trieda jazykov Ly ako anti-AFL v abstraktnej teorii jazykov znamena vel-
mi zlé vlastnosti. Trochu lepsia je situacia pri 0L-jazykoch s jednopismenkovou
abecedou. Vyslovime niekolko zndmych tvrdeni.

Veta 2.1.3. Nech L € £L(0L) je jazyk L C a*, potom L* € L(0L).

Poznamka: Ked L C a* je kone¢ny jazyk, tak L* € L(0L).

Teraz si ukdzeme niekol'ko viet hovoriacich o vztahu triedy 0L jazykov s trie-
dami jazykov Chomského hierarchie.

Veta 2.1.4. Kazda z tried R, Lorp — R, Los — Lor obsahuje jazyky, ktoré su
Lor, aj jazyky, ktoré nie su Lor.

Doékaz: 0L-jazyky v jednotlivych triedach si:
1. {a} eR
2. {a'ba'li > 1} € Loep — R
3. {a*'|n>0} € Los — Low

Jazyky v prislusnych triedach, ktoré nie st 0L:
1. {a,a’} € R
2. {a']i>1} € Loy — R

3. {a2"|n > 0} U {a3} € Los — Lor
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Veta 2.1.5. Kazdy jednopismenkovy 0L-jazyk, ktory obsahuje slovo ¢, je regu-
larny.

Lema 2.1.1. Kazdy jazyk generovany 0L systémom, v ktorom a — a € P pre
kazdé a € 3, je bezkontextovy.

Lema 2.1.2. Kazdy jazyk L € Lop je tvaru L' "R, kde L' € Lo, a R € R.

Lema 2.1.3. Nech S = (X, P, wg) je 0L systém, potom pre vSetky slova w € L(S)
existuje odvodenie, ktoré pouziva maximalne k|w| priestoru, kde k je konStanta
zavisla od S.

Veta 2.1.6 (o linearnom priestore). Nech A je turingov stroj taky, Ze existuje
k také, ze pre kazdé slovo w tento TS pouzije pri praci na w najviac k|w| policok.
Potom L(A) € Lrcs.

Veta 2.1.7. Plati nasledujuci vytah tried: Lo, € Lrcs

Uvedené tvrdenia s dokazmi je mozné najst v [3].



2.2. (k,0)L systémy (s jednostrannou interakciou) 15

2.2 (k,0)L systémy (s jednostrannou interakciou)

(k,0)L systémy na rozdiel od 0L systémov bert pri prepisovani znaku do tvahy
aj Tavy kontext dlzky k, tj. k znakov pred prepisovanym znakom. Podobne pri
prepisovani znaku v (0,1)L systéme beru do tvahy pravy kontext dlzky 1, teda [
znakov po prepisovanom znaku.

Definicia 2.2.1. (k,0)L systém S je Stvorica S = (X, g, P, wp) s vlastnostami:

>, je abeceda systému
g ¢ 3 je $pecialny symbol
wy € X7 je axioma

k
P C (U {g}k_i2i> X 3 x ¥* je kone¢na mnozina pravidiel.
i=0

Pravidlo (v, a,«) € P piSeme v tvare v<a> — «, v<a> nazyvame lavd a «
prava strana pravidla. gpeciélny symbol g pouzivame na rozpoznanie zaciatku a
na konca slova. Znaky na zaciatku a konci slova sa prepisuji, akoby bolo pred a
za slovom dostatocne vela symbolov g.

Analogicky sa definuje aj (0,1)L systém.

Definicia 2.2.2. Nech w = aqay...4a;...a,, je slovo nad X. Slovo w =

a1 ... Q... Qi je odvodené (resp. generované) z w, piSeme w = W prave
vtedy, ked pre vietky i = 1,2,....,m a;_x@;_p11...a;_1<a;> — a; € P. V tomto
pravidle polozime a; = g pre j < 0 alebo j > m.

Definicia 2.2.3. Slovo w je odvodené zo slova w na n krokov, piSeme w =" w, ak
existuje postupnost slov wug, uq, ..., u, taka, ze ug = w,u, = W a uy = uy, u; =
U, ...,Up—1 = Up.

Definicia 2.2.4. Reflexivny a tranzitivny uzaver reldcie = oznacime =*.

Definicia 2.2.5. Pre n € N L, (S) = {w | wg =™ w} je mnozina slov, ktoré st
odvodené z axiomy prave na n krokov.

Poznamka: Ly(S) = {wy}.
Definicia 2.2.6. Jazyk generovany (k,0)L systémom S je mnoZina
L(S) = {w|wy =" w}

Oznacenie: Ak pre vSetky v<a> existuje prave jedno a také, ze
v<a> — a € P, tak hovorime o deterministickom, inak o nedeterministickom
(k,0)L systéme

Uvedieme priklad nedeterministického (k, 1)L systému.
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Priklad 2.2.1. Majme nedeterministicky (1,0)L systém S = ({a,b,c}, g, P,c),
kde tabulka pravidiel P vyzera nasledovne:

g<a>—a? g<b>—b  g<c>—bala®
a<a>—a®>  a<b>—b  a<c>—bala®
b<a>—a b<b>—b  b<c>—bala®
c<a>—a’>  c<b>—b  c<c>—bald®

Prvych niekolko odvodenych slov tohto systému vyzera nasledovne:

Ly = {c}

Ly = {ba} U {a*}
Ly = {ba} U {a*}
Ly = {ba} U {a®}

Tahko zistime, Ze systém generuje jazyk
L(S) = {c,ba} U{a®" | n > 0}

Ukazeme si zakladné tvrdenia platiace pre triedu (k, 0)L jazykov a porovname
ju s triedami jazykov chomského hierarchie.

Lema 2.2.1. Vk > 0L(0L) G £((k,0)L)

Dokaz: Ukazeme, 7e 0L systém vieme jednoducho prepisat na (k,0)L systém
pre [ubovolné k > 0. Nech je povodny 0L systém S = (3, wq, P), potom (k,0)L
systéem S = (X, g, w(, P') bude definovany nasledovne:

X=X
wh = W
k . .
P'={w<a> — ala = a € P,we J{g} 2}
i=0

Teda mame k dispozicii kontext, ale pri prepisovani symbolu ho ignorujeme.
O

Priklad 2.2.2. Majme dany 0L systém S = ({a,b},{a — b,b — ab},a). Zostro-
jime k nemu (2,0)L systém S’ = ({a,b},{99<a> — b,ga<a> — b,aa<a> —
b,gb<a> — b,bb<a> — b, gg<b> — ab, ga<b> — ab,aa<b> — ab, gb<b> —
ab,bb<<b> — ab},a). Lahko sa presved¢ime, 7e oba systémy generuju ten isty
jazyk.

Lema 2.2.2. Pre vsetky & > 0 plati £((k,0)L) & L((k+ 1,0)L)

Dokaz: Dokaz lemy je obdobny ako dbokaz silnejsej lemy 3.2.1 pre [ = 0 v
nasledujticej kapitole.
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O

Priklad 2.2.3. Ukazeme systém S generujici jazyk L € £((2,0)L)—L((1,0)L)).

S=({a},9,{99 <a>—a,9a <a>—a,aa < a>— aa},aaa)

Systém je deterministicky a prvé 3 kroky odvodenia vyzeraji nasledovne:

2 2.2 2 2

aqq = aaa2 = aaa (l2 = aaa“a“a"a

Lahko sa presved¢ime, 7e vygenerovany jazyk bude {a?"*2 | n > 0}
Dosledok 2.2.1. Pre v8etky k,m > 0 plati £L((k,0)L) & L((m,0)L) +— k <m

Veta 2.2.1. Trieda jazykov L((k,0)L) nie je uzavreta na zjednotenie pre kon-
krétne k. NavySe existuju ki, ks > 0 a jazyky Ly € L((k1,0)L) a Ly € L((k2,0)L),
ze neexistuje k > 0 pre ktoré Ly U Ly € L((k,0)L).

Dokaz: V dalsej kapitole si dokdZeme silnejsie tvrdenie - veta 3.1.1.

O

Veta 2.2.2. Kazdy koneény netrivialny jazyk patri do triedy £((1,0)L). (netri-
vialny v zmysle ma aspon jedno slovo dlzky aspon 1)

Doékaz: Nech L = {w;,ws,...,w,} je konetny jazyk obsahujici aspon jedno
slovo dlzky aspoii 1. Zostrojime k nemu (1,0)L systém S = (3, P, wq), pri¢om:
Bez ujmy na vSeobecnosti nech |wq| > 1 a nech a je prvy symbol slova w;.

Y = { v8etky symboly slov w; az w,}
Wy = Wq

mnozinu P zostrojime nasledovne:
Pre vSetky ¢« = 1,...,n vytvorime pravidla g<a> — w; € P.
Pre v8etky b, c € ¥ vytvorime pravidla b<c> — €.

To znamend, 7e prvy znak exiomy prepiSeme na [ubovolné zo slov jazyka L a
zvys$né znaky zmazeme.

O
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2.3 (k)L systémy (s obojstrannou interakciou)

(k,1)L systémy sa od 0L a (k,0)L systémov li§ia v tom, Ze pri prepisovani znaku
beru do tvahy Tavy aj pravy kontext prepisovaného znaku. Trieda jazykov (k,l)L
sa Casto nazyva aj ako trieda IL jazykov, teda jazykov s interakciou. (k,l)L sys-
tém je tiez Casto oznacovany ako I L systém - Lindenmayerov systém s interakciou.
Trieda jazykov (k,l)L je mohutnejsia ako triedy jazykov OL a (k,0)L, ako si uka-
zeme v d'alSej kapitole. Tak isto si ukdzeme, Ze rozdelenie na avy a pravy kontext
nie je (a7 na okrajové pripady) podstatné.

Definicia 2.3.1. (k,l)L systém S je Stvorica S = (X, g, P, wg) s vlastnostami:

Y je abeceda systému
g ¢ 3 je $pecialny symbol
wy € X7 je axioma

k I
P C (U {g}k_i2i> X X X (U Ej{g}l_J) x 3* je kone¢na mnozina pravidiel.
=0 =0

Pravidlo (v, a, vy, ) € P piSeme v tvare vy <a>vy — «, v1<a>vy nazyvame
Tava a « prava strana pravidla.

Definicia 2.3.2. Nech w = ayay...qa;...a,, je slovo nad X. Slovo w =

a1Q . ..y . .. Qi je odvodené (resp. generované) z w, piSeme w = w prave vtedy,
ked pre v8etky i = 1,2,....,m Qj_pGi_pi1...0;_1<0;>Ci11...0;1 — o; € P,V
tomto pravidle polozime a; = g pre 7 < 0 alebo j > m.

Definicia 2.3.3. Slovo w je odvodené zo slova w na n krokov, piseme w =" w ak
existuje postupnost slov ug, uq, ..., u, takd, ze ug = w,u, = W a uy = U, U; =
U, «..,Up—1 = Up.

Definicia 2.3.4. Reflexivny a tranzitivny uzaver reldcie = oznacime =*.

Definicia 2.3.5. Pre n € N L, (S) = {w | wg =™ w} je mnoZina slov, ktoré si
odvodené z axiomy prave na n krokov.

Poznamka: Ly(S) = {wo}.
Definicia 2.3.6. Jazyk generovany (k,l)L systémom S je mnoZina
L(S) = {w|wy =* w}

Oznacenie: Ak pre vSetky v;<a>v, existuje prave jedno « také, ze
v <a>vy — a € P, tak hovorime o deterministickom, inak o nedeterministickom
(k,1)L systéme.
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Priklad 2.3.1. Majme deterministicky (2, 1)L systém S = ({a}, g, P, aaaa), kde
P ={g9<a>a — a, ga<a>a—a, aa<a>a — a’, aa<a>g — a}

Prvé 3 kroky odvodenia vyzeraju nasledovne:

aaaa = aaaQa = aaa2a2a = aaa2a2a2a2a

Prvych niekolko slov tohto systému vyzera nasledovne:

Ly = {aaaa} = {a*}
L, = {aad*a} = {a’}
Ly, = {aaa*a} = {a"}
Ly = {aad®a} = {a''}

Lahko zistime, Ze systém generuje jazyk

L(S) = {a"**)

Priklad 2.3.2. Majme nedeterministicky (1,2)L systém S = ({a}, g, P, aa), kde
P ={g<a>ag — aa,g<a>aa — a,a<a>ag — a,a<a>gg — a | €}

Pravidla g<a>¢gg — a a a<a>aa — a sa pocCas vypoctu nikdy nepouziji, ale
kvoli aplnosti pravidiel je vhodné ich uviest.

Pomerne jednoducho sa presved¢ime, Ze systém generuje jazyk L = {aa, aaa}

Jednymi z vysledkov tejto prace si aj tvrdenia a dokazy viet o triedach (k,l)L
systémov, preto ich rozoberieme podrobne v dalsej kapitole.



Kapitola 3

Vety o (k,l)L systémoch

3.1 Zakladné tvrdenia o triedach (k,[)L jazykov

Ukazeme $irSiu neuzavretost tried £((k,[)L) na zjednotenie.

Veta 3.1.1. Existuju také jazyky L; a Ly 7 triedy £(0L), pre ktoré neexistuji
konstanty k,1 > 0 a (k,l)L systém S generujuci jazyk L = Ly U Lo.

Dokaz: Nech L; = {a*'} a Ly, = {a®"}. Oba jazyky L aj L, st v triede jazykov
L(0L). Pokisme sa zostrojit systém S = (X, g, P, wy) genertci jazyk L = Ly U L.

1. S" musi byt deterministicky.
Dokazeme sporom. Nech by v P bolo pravidlo u; <a>uy — a®|a? a nech
x < y. Nech ™ € L a jedno a sa prepisalo pomocou u1<a>us — a®. Potom
aj a™ Y patri do L. Teda symbol a sa prepisal pravidlom u;<a>us — a¥
anie uy<a>us — a®. r—y je konStanta. Lenze vzdialenosti slov (vzhladom
na dfiku) sa stale zvacsuju a teda niekdedy urcite prekrocia rozdiel x — .
Vytvorili by sa aj slova nepatriace do L. Teda S musi byt deterministicky.

2. Nech P; st pravidla, v ktorych kontexte sa nachadzaju $pecidlne znaky g,
P! st ostatné pravidla - teda pravidlo a*<a>a! — a".
Dlzku slova v systéme S’ po n krokoch odvodenia mozno popisat rekuren-

ciou
lo = |wol
ln — (ln—l - p)T +4q
kde

p - je celkova dizka kontextu
q - poCet pismen, ktoré vyrobia pravidla P,

r - konstanta z pravidla a*<a>a! — a”, teda pocet symblolov a, ktoré toto
pravidlo vytvori

20
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Po vyrieSeni rekurencie dostavame vztah pre dlzku slova po n-tom kroku
odvodenia:

ln = (Jwo| + LH)r™ 4 21

Ak chceme vytvorit slova radovo dlhé 2", musi platit » = 2, ak chceme vytvorit
slova radovo dlhé 3™, musi platit » = 3. KedZe mame deterministicky systém,
tak systém nevieme zostrojit.

O

Veta 3.1.2. Triedy jazykov (k,l)L nie st uzavreté na prienik a prienik s regu-
larnym jazykom.

Veta bude dokdzana po tvrdeniach o vztahoch (k,1)L jazykov a jazykov chom-
ského hierarchie v zavere kapitoly.

Dosledok 3.1.1. Triedy jazykov 0L, (k,0)L, (k,l)L nie st uzavreté na zjedno-
tenie.

Veta 3.1.3. Kazdy kone¢ny netrividlny jazyk patri do triedy £((k,l)L) kde k > 0
alebo [ > 0.

Dokaz vety je analogicky ako dokaz vety 2.2.2.
Veta 3.1.4. Kazdy jednopismenkovy jazyk patriaci do triedy £((k,l)L) patri aj
do triedy L((I,k)L).

Doékaz: Ku (k,l)L systému S vytvorime (I, k)L systém S’ jednoducho tak,
7e otoCime axiomu, lavy a pravy kontext a pravé strany pravidiel. Teda nech
S = (%, g, P,wg) potom S" = (X, g, P', w}) pri¢om:

wy = wit

P' = {uy<a>uy — uz|lug<a>u; — ull € P}
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3.2 Hierarchia tried (k,[)L jazykov
Lema 3.2.1. Vk,1>0

L((k, D) C L((k+1,0)L)

L((k,DL) S L((k,1+ 1)L)

Doékaz: Nech L € L((k,l)L), potom automaticky L € L((k+ 1,1)L) a L €
L((k,1+1)L).

Ukazeme, 7e existuje jazyk L a (k + 1,1)L systém S taky, ze L € L(S), ale
neexistuje (k,l)L systém S’ taky, ze L € L(S").

I = {ak+l+1a(l~c+l+2)" | n> 1}

S = (E,Q,wo,P)
Y. ={a}
wo = {ak—l—l—i—lak—l—l—i—Q}

Pravidla v mnozine P vyzeraju nasledovne:
gla*t1—<q>al — a pre vietky 0 < i < k+1
a**tl<a>a"tg' — a pre vietky 0 < i <1
Al gaal —s ghti2

Nech w € L teda w = a*T#1ak++2)" pre konkrétne i > 0. Nasledujtce odvode-
né slovo bude ab+lat++2 s (k++2) gl — gh++1 (k142" Toda gystém vygeneruje
vSetky slova z jazyka L a ziadne iné.

Analogicky vieme urobit systém (k, ! + 1)L, ktory generuje jazyk L.

Pokusme sa néjst (k, )L systém S" = (3, g, w(, P') generujuci L.

1. S" musi byt deterministicky.

Dokazeme sporom. Nech by v P’ bolo pravidlo u; <a>us — a®|a¥ a nech
x < y. Nech ™ € L a jedno a sa prepisalo pomocou u1<a>us — a”. Potom
aj a™ Y patri do L. Teda symbol a sa prepisal pravidlom u;<a>us — a¥
a nie uy<a>us — a®. r—y je konstanta. Lenze vzdialenosti slov (vzhladom
na dizku) sa stale zvadsuju a teda niekdedy urcite prekrocia rozdiel z — .
Vytvorili by sa aj slova nepatriace do L. Teda S’ musi byt deterministicky.

2. Nech P; st pravidla, v ktorych kontexte sa nachadzaju $pecidlne znaky g,
P! st ostatné pravidla - teda pravidlo a*<a>a' — a".
Dlzku slova v systéme S’ po n krokoch odvodenia mozno popisat rekuren-
ciou:
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lo = |wg|
ln — (lnfl - p)r + q
kde

p - je celkova dlzka kontextu
q - poCet pismen, ktoré vyrobia pravidla P,

r - konstanta z pravidla a*<a>a! — a”, teda pocet symblolov a, ktoré toto
pravidlo vytvori

Po vyrieseni rekurencie dostavame vztah pre dlzku slova po n-tom kroku
odvodenia:

= (Jwp| + 1= pT)T + p: 1q

Ak chceme vytvorit slova radovo dlhé (k+ 1+ 2)™, musi platit r = k+1+ 2,
a teda musi existovat pravidlo a*<a>a! — a2 ¢ P'.

3. 'V kazdom vygenerovanom slove je viac symbolov, na ktoré sa da apliko-
vat pravidlo a* <a>a' — a**'*2, ako symbolov, na ktoré sa daji aplikovat
iné pravidla. Kedze zaroven L je deterministicky, vetna forma sa pocas
generovania stile predlzuje. Znamend to, 7e musime zacat generovat od
najkratSieho slova a nemozeme vygenerovat slovo, pokial sme uz nevygene-
rovali vSetky kratsie slova.

Nech u; =2 = a a(“l”)l, Uy = a a Vieme, 7e u; ="' uy,
lur| = k+1+14+k+1+2 = 2k+20+3, |uy| = k+l+1+(k +1+42)° = +12+
2kl +5k + 50+ 5. Pri dalsom odvodeni zo slova u; sa k + ([ symbolov prepiSe
pravidlami P. Zvysnych k + 1+ 3 symbolov sa prepiSe pravidlom P,. Teda
vznikne vetna forma asponi s (k+1+3)(k+1+2) = k*+ 1>+ 2kl +5k+5]+6
symbolmi, ¢o je viac ako |us| - spor.

k+1+1 k+1+1 k+l+2

VO Uy V ém neviem vodit.
Slovo systéme S’ nevieme odvodit

Ukazali sme, Ze neexistuje (k,!)L systém, ktory by generoval jazyk L.
0]

Veta 3.2.1. Triedy jazykov L£((0,1)L) a L((k,0)L) st pre Tubovolné k,I > 0
neporovnatelné.
Doékaz: Ukazeme, ze pre Tubovolné k,[ > 0 existuji jazyky

1. Ly € L£((0,1)L) € L((0,1)L) A Ly ¢ L((k,0)L)
2. Ly ¢ L((0,1)L) A Ly € L((1,0)L) € L((k,0)L)
1. Nech S = ({a,b}, P, g,a**?)

P ={<a>g — aab, <a>a — a,<b>g — ab}
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Prvych niekol'ko slov systému S je a**+2, a*+3b, a¥*4b, .. .. Lahko zistime, Ze tento
systém generuje jazyk

Ll — {ak+2} U {ak+3+ib | i 2 0}

Pokusme sa najst (k,0)L systém S’ = (X, P', g, wy) generujuci jazyk L.

(a) Ak by bola axioma a**3*h. Na odvodenie slova a**2 potrebujeme pravidlo
Py, = af*<b> — a™,m > 0. Do L, patri aj slovo w = a**3*Pb, p > i. Pouzitim
pravidla P, sa z neho odstrani jediny symbol b. Aby vzniknuté slovo opét
patrilo do jazyka L;, musime slovo w prepisat na a**t?. Ked7e w moze byt
T'ubovolne dlhé, nutnou podmienkou je, aby P, = a*<a> — ¢ € P’ a zarovei
aby P, bolo deterministické. To ale znamena, Ze vygenerované slovo nikdy
neprekrodi istu dizku. To je spor, lebo L; obsahuje Tubovolne dlhé slova
dlhsie ako k + 4.

(b) Ak by bola axioma a**2. Na vygenerovanie symbolu b potrebujeme pra-
vidlo, ktoré mozno aplikovat na jediny symbol axiomy. To znamena, Ze
P, = ¢'a*"<a> — a’b € P’ pre konkrétne i. To znamend, Ze na zaciat-
ku slova mozno vytvorit symbol b. Aby v slove nevzniklo viac symbolov b,
musime pri prepisovani vSetky uz vygenerované symboly b zmazat. To ale
znamena, 7e symbol b musime vzdy nanovo vytvorit, a teda pravidlo P, musi
byt deterministické. Dalej musime zaru¢it, aby sa vietky symboly za vyge-
nerovanym symbolom b zmazali. Symboly pred symbolom b vytvaraja iba
pravidla P, = g"a¥~"<a> — a™. To ale znamen4, 7e vygenerované slovo ni-
kdy neprekro¢i ista dizku a teda systém nedokéze vytvorit Tubovolne dlhé
slova dlhsie ako k + 4.

2. Analogicky ako v 1. Casti. Pouzity jazyk bude
L2 — {ak-I-Q} U {bak+3+i | 7 > O}
Il

Teraz si ukdZeme, ze sila (k,1)L systému zavisi predovietkym od dizky kon-
textu a nie od jeho rozdelenia na l'avy a pravy.

Veta 3.2.2. Pre lubovolné k& > 1,1 > 0 plati :
L((E+1,1)L) C L((k,l+1)L)

Veta 3.2.3. Pre lubovolné k£ > 0,1 > 1 plati :
L((k,1+1)L) C L((k+1,1)L)

Veta 3.2.4. Pre Tubovolné k,l,m,n > 1 plati :
L((k,1)L)=L((m,n)L) <= k+l=m+n
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Este pred dokazom tychto viet uvedieme algoritmus, ktory prerobi (k+1,1)L
systém na (k,l + 1)L systém generujtci rovnaky jazyk.

Algoritmus 3.2.1. Nech S = (X, P, g, wg) je (k+ 1,1)L systém, k > 1,1 > 0 .
Zostrojime k nemu (k, [+ 1)L system S’ = (X', P', ¢, w() taky, ze L£(S) = L(S").

=3
9=y
wj = wy

P' je definovana nasledovne:
Nech 1, T, 13 € 35 up, us,uz € (XU {g})"; w,t € &*

(a) Pre kazdé pravidlo g*z<xy>uy — t € P take,
7e existuje pravidlo ¢Ft!'<z; >zous — w € P,
vytvorime v P’ pravidlo ¢’ <z, >zous — wt

(b) Pre kazdé pravidlo ujxize<z3>u9 — W € P
vytvorime v P’ pravidlo uyzi<xzo>x3u0 — w € P’

(c) Pre kazdé pravidlo ¢g""l<z,>¢' - w e P
vytvorime v P’ pravidlo g¥<z;>¢"*' — w

(d) Pre kazdé u; # g*, |ui| = k vytvorime v P’ pravidlo u; <z, >¢'tt — ¢

Vsetky pravidla P’ vzniknu iba pouzitim tychto moZnosti.

Analogicky vieme zostrojit algoritmus, ktory prepise (k,l+ 1)L systém na
(k + 1,1)L systém generujuci rovnaky jazyk.

Spravnost algoritmu dokazeme.

Doékaz: Ukazeme, ze systém S’, ktory dostaneme prepisanim systému S, naozaj
generuje ten isty jazyk L. Dokaz matematickou indukciou:

1. wy = wy
2. Nech u,w € ¥*. Ak u =! w v systéme S, potom aj u =! w v systéme S’

Ak ma slovo u iba jeden symbol, tak sa v S’ podla (c) prepiSe na také isté slovo
w ako v S.

Nech wuq ...u, st symboly slova u. Ak sa zo slova u;...u, odvodi v systéme
S slovo wy ... w,, potom pre vietky 2 < i < n v systéme S’ u;_; simuluje u;
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tym, Ze odvodi w, (podla (b)). (V povodnom systéme u; odvodi w;.) Dalej uy v
systéme S’ simuluje odvodenie u; aj us v systéme S. (podla (a)). Nakoniec sa u,,
v systéme S’ prepiSe na € (podla (d)). Teda sme v systéme S’ zo slova u; ... u,
odvodili slovo wy ... w,.

]
Priklad 3.2.1. Nech S = ({a}, g, P, aa), kde

| ga<a>g—aa, gg<a>a—a|e, aa<a>a—a
| ae<a>g—a , ga<a>a—a , gg<a>g—a

Prevedme (2,1)L systém S na (1,2)L systém S’ = ({a}, g, P',aa). Vytvorené
pravidla pre systém S’ st nasledovné:

Podl'a (a) vytvorime pravidla {g<a>ag — a* | a*>, g<a>aa — a* | a}.
Podla (b) vytvorime pravidla {a<a>ag — a, a<a>aa — a}.

Podla (c) vytvorime pravidlo {g<a>gg — a}.

Podl'a (d) vytvorime pravidlo {a<a>gg — ¢}

LCahko overime, 7e L(S") = L(S) = {aaa, aa}

Vety 3.2.2, 3.2.3 st priamo vysledkom algoritmu 3.2.1.

Dokaz vety 3.2.4

=

Ak £k =1=1 potom aj m = n = 1 a tvrdenie plati. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech & > 1. Kedze k = m +n — [ potom L((k,l)L) = L((m +n —1,1)L) C
L(m+n—-1—-1,14+1)L) C--- C L((m,l —1+n)L) = L((m,n)L). Podobne
ukazeme, 7ze L((m,n)L) C L((k,1)L).

=

Dokaz obmenou. Bez ujmy na vSeobecnosti nech k+1 > m+n. Nech k+1+q =
m +n,q > 0. Podla lemy 3.2.1 L((k,l)L) & L((k+ ¢,])L) a podla "< " plati
L((k+q,l)L) = L((m,n)L). Teda L((k,I1)L) & L((m,n)L).

O

O tom, kedy je jedna trieda jazykov ostro silnejSia ako druhéa, hovori nasledujica
veta.

Veta 3.2.5. Pre Tubovolné k,I,m,n > 1 plati :

L((k,D)L) G L((m,n)L) <= k+l<m+n

Dokaz:

2 <: 2

Podla vety 3.2.4 plati £L((m,n)L) = L((m+n—I,n—n+I1)L) = L((m+n—1,1)L).
k <m+4n —1 a teda za pomoci lemy 3.2.1 plati

L((k,O)L) G L((E+1,0)L) & --- G L(m+n—11)L).
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2 :> 2

Dokazeme obmenu tvrdenia.

k+1>m+n= L((k1)L) D L((m,n)L)

Ak k+ 1= m+n, potom podla vety 3.2.4 L((k,l)L)
Ak k+ 1> m+ n, potom podla” <7 plati L((k,l)L

~— ||
ASAEN
S
3
S
Sv

Vysledky z tejto podkapitoly mézeme zhrnut a prehladne zakreslit do obréz-
ku. Nasledovny obrazok ukazuje hierarchiu tried (k,l)L systémov v zavislosti
od dlzky Tavého a pravého kontextu. Sipka urcuje ostri nerovnost medzi dvomi
triedami. Pokial sa z jednej triedy do druhej neda dostat postupnostou v smere
Sipok, tak su tieto triedy neporovnatelné.

/‘Mé\
(b,

(m+1,0)L ] 9L, P+q <

(m,0)L (0,m)L

/ (2’1 )L.=(1 ’Z)L \
(3TO)L (1,1) (O, 3)L
(2TO)L / \ o Z)L
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3.3 Porovnanie tried (k,l)L jazykov s Chomského
hierarchiou

Veta 3.3.1. Kazda z tried Lo —R, Los— Lo obsahuje jazyky, ktoré su v triede
L((k,1)L) pre vhodné k,[ aj jazyky, ktoré v tejto triede nie si.

Doékaz: (k1)L jazyky v prislusnych triedach su:

1. {a'ba’ | i >0} € Lor — R
Prislusny 0L ((0,0)L) systém bude napriklad
S = ({a,b},{b — aba,a — a},b).
Odvodenie do hibky 3: b = aba = aabaa = a’*ba®.

2. {a”b”c" | n > 0} € Los— Lor
Prislugny (1,0)L systém bude napriklad
S = ({a,b,c}, g,{9<a> — aa,a<b> — bb,b<c> — cc,a<a> — a,b<b> —
b,c<c> — ¢, }, abe).
Odvodenie do hibky 3: abc = a’b*c? = a’b*c® = a’b*c*.

Jazyky v prislusnych triedach, ktoré nie su v triede (k, 1)L pre lubovolné £k, I:

1. {a™b*a™b*"a™ | ny,n9,nz,n >0} € Lop — R
Bezkontextova gramatika generujica takyto jazyk je napriklad
G = ({S, A, B},{a,b},{S — AbbBbbbA, A — aAla, B — bbBbbb|A}, S}).
Dovod, preco nemoéze existovat (k,l)L systém pre ziadne k,l generujici
takyto jazyk L, je nasledovny. Urcite sa v priebehu odvodzovania vyskytne
vetna forma a™b?"a™b*"a™, kde nl,n2,n3 > k + [. Potom ale na zaklade
kontextu nevieme rozlisit skupiny znakov b. Teda sa nasledne mézu prepisat
obe takym istym spdsobom a systém vygeneruje slovo nepatriace do jazyka
L.

2. {a*"}U{a*},n>1€ Los — Lor, dokdzané ako veta 3.1.1.

O

Veta 3.3.2. Kazdy regularny jazyk patri do niektorej triedy jazykov L((k,[)L).

Predvedieme algoritmus, ktory dokaze kazdy deterministicky konecny auto-
mat bez prechodov na epsilon previest na (k,1)L systém, pricom oba generuji
ten isty jazyk. Nasledne ukdzeme pouzitie algoritmu na priklade.

Algoritmus 3.3.1. Nech A = (K,X 4,9, qo, F') je deterministicky koneény au-
tomat bez e-ovych prechodov. Potom S = (Xg, g, P,wq) je (|K|,|wo|)L systém,
pricom L(A) = L(S).

S je definovany nasledovne:

Yg =24
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wy je najkratsie slovo dlzky aspoii 1 akceptované automatom A

Mnozinu prepisovacich pravidiel vyrobime nasledovne:
P == P1 U P2 U P3
Najskor zadefinujeme mnoziny M4 a M4(q).

Mnozina M, obsahuje slova zlozené zo znakov, ktoré automat A moze precitat
pri prechode z pociato¢ného stavu do Tubovolného akceptacéného stavu s tym, 7e
urobi najviac 2¢ krokov, kde ¢ je maximum z najkratsich ciest od pociato¢ného
stavu k akceptacnému stavu v stavovom grafe automatu. Ak sa pociato¢ny a
niektory akceptacny stav rovnaji, v mnozine M, je aj slovo €. Teda mnozina
M 4 obsahuje v8etky slova jazyka L(A) kratsie ako 2|wg| (obsahuje aj dlhsie).

My={w|lw=a...apNw X\ Ngr € FANqg =po N qr =pu N\ qo# qs
A 6(po,ar) = pi, 6(p1,a2) = pa, ..., 6(Dn—1,an) =pp An < 2c}U {e|go = g Ngs €
F}

Mnozina M,(p) obsahuje v8etky slové zlozené zo znakov, ktoré automat A moze
precitat pri prechode zo stavu p do stavu p po kruznici alebo slucke.

Ma(p) = {wjlw = a1...ap, ANw € X% A §(p,ar) = p1, I(p1,a2) = P2y ..,
S(Pn1,0n) =D A (pi=pj)=({E=j)AN i,7=1...n—1}U{e}.

Nech: wy = ay ...a,, |K|=Fk, |wy| =, potom

P = {gk*ial e Q1 <A > Ay angl*i“ — £ | 1 <1< l} U
{gF<ar>ay...ang — wlw € My}

Pravidla mnoziny P; zmazi vSetky znaky axiomy az na prvy znak. Prvy znak
axiomy sa nedeterministicky prepiSe na I'ubovolné slovo z mnoziny M 4. Systém,
ktory by obsahoval iba pravidla Py, by vedel odvodit vSetky slova jazyka L(A)
mensgie alebo rovnako dlhé ako 2|wy].

P,={ gy <a>w, = ws| Bay,...a, €,3p1,...p, € K,3q € K)

wy, wo, w3 €L, 7 €Y | (wy =ay...a, Ad(qo,a1) =p1 A S(pr,as) = ps
A oo NO(Pr_t,an) =q
A ws € Ma(g))}

Pravidla mnoziny P, simuluju kruznice v stavovom grafe automatu A. Systém
S na tychto miestach pripaja postupnost pismen, ktorymi by preSiel automat A
pri prechode takejto kruznice. Pravé kontexty pravidiel z mnoziny P, neobsahuji
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znak ¢g a preto pravidla z mnoziny P;, ktoré vymazavali ¢asti axiomy, ostant
deterministické. KedzZe pracujeme s deterministickym automatom A a kazdy
lavy kontext pravidiel z mnoziny P, za¢ina znakom ¢, potom tieto I'avé kontexty
jednozna¢ne ur¢uji miesto (stav automatu A), kde pripajame podslova vzniknuté
z kruznic.

Mnozina P53 obsahuje pravidla s kombinaciami Tavych a pravych kontextov, ktoré
neboli definované v mnozinach P, a P,. Pravidla z mnoziny P3 prepisuju znaky
samé na seba. Mnozina vyslednych pravidiel bude teda zjednotenie pravidiel P;,
PQ a P3.

Pre leps§ie pochopenie automatu uvedieme priklad pouzitia.

Priklad 3.3.1. Nech 4 = ({q07 41,92, 93, 44, 45, QG}a {aa b}a 67 qo, {q27 q4}) je konec-
ny automat, prechodova funkcia J je definovana pomocou stavového grafu:

b
Qs Qs

K automatu A zostrojime (7,2)L systém S = (X, g, P, wy), kde
Y ={a,b}
wo = aa
P=PUPUP;

My = {bb, bb®b, bb%b, aa, aaa, aaaa}

p_ g <a>ag —b* |6 | 0® | a®|a®|at
7 gfa<asgg— e
P,=FP,UP,UP,UPFP, UP, UP, UP,
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V dalsom texte z a y st Tubovolné znaky abecedy ¥.
Ma(qo) = {e}

{ g’ <a>zy — a }

P‘IO

g <b>xy — b

Ma(q1) = {e, abb}

)
p g®b<a>zy — a | abba
« gb<b>zy — b | abbb

)
P _ g°bb<a>xy — a
27 gobb<b>ay — b

[

Ma(q3) = {e,a}

)
p gba<a>zy — a | aa
@ ga<bzy — b ab

Ma(qs) = {c}
gPaa<a>zy — a
Py, = 5
g’aa<b>xy — b

Pba<a>zy — a | bbaa

M(gs) = {e, bba}
Py=1 "7
o g°ba<b>zy — b | bbab

MA(QG) = {8’ bab}

p - g*bab<a>xy — a | baba
1 g*bab<b>zy — b | babb

P; obsahuje vSetky pravidla, ktorych kombinécie Tavych a pravych kontextov
nie si zahrnuté v mnozindch P, a P,. Pravidla z mnoziny P; prepisuju znaky

samé na seba.

Lahko sa mozno presvedcit, ze systém S generuje jazyk L(A).

Veta 3.3.3. Existuje jazyk z triedy rekurzivne vycisliteInych jazykov, ktory ne-

patri do ziadnej triedy L£((k,1)L).

Takymto jazykom je napriklad uz spominany jazyk {a®"} U {a®*"},n > 1.

Veta 3.3.4. Existuje jazyk L € Lrr — Lcos ktory patri do triedy £((k,1)L) pre

nejaké k,[l € N.
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Doékaz: Ukazeme, ze trieda jazykov L((k,])L) € Lrrc-

Nech G je Tubovolna frazova gramatika generujuca rekurzivne vydislitelny ja-
zyk L. Ukazeme, 7e vieme zostrojit (k,l)L systém S a regularny jazyk R, aby
L=L(S)NR. Ak by L((k,l)L) C Lrgc potom

A={L'NR"|L" € L((k,])L), R € R} C Lrrc. Lenze L je rekurzivne vycislitelny
jazyk a nie rekurzivny a zaroven L € A C Ligc, €0 je spor.

O

Ostéava eSte popisat algoritmus na prerobenie [ubovolnej frazovej gramatiky
na (k,l)L systém S a regularny jazyk R, aby L = L(S) N R.

Algoritmus 3.3.2. Nech G = (N, T, P, o) je lubovolna frazova gramatika. Nech
2,2,2;,0 < i < k & NUT, a nech k je najdlhSia lava strana pravidla v P.
Zostrojime (1, k)L systém S a regularny jazyk R, aby L(G) = L(S) N R.
R=T* S=(¥,g,P z20), pricom :

YW=NUTU{z 2 21,..., 21}

Nech 2,y € TU N,u € (T U N U g)*, potom P’ = {

Z2<x>U —> X2
Z<x>ULUy — W2 | xUu = w € P,

1= |U1|
Uy € (T U N)‘w|71
U € (T U N)k—\w|
Zi<x>u— ziq | k>i1>1
21<x>U —> 2
r<z>gF = o
g<z'>u — zle
T<2Z>U —> €
r<z'>u— ¢
r<y>2'uy — 2'y | uy € (TUN U g)*F?
vSetky ostatné znaky sa prepiSu samy na seba

}

Vypocet takto zostrojeného systému prebieha nasledovne: Na zaciatku vetne]
formy je znak z. Tento znak podobne ako aj znaky 2, z,0 < i < k reprezentuju
miesto, na ktorom sa vo vetnej forme nie¢o moze prepisat. Takyto znak je vo
vetnej forme vzdy maximalne jeden. Pocas vypoctu sa v kazdom kroku znak z
vo vetnej forme bud posunie doprava, alebo sa prepiSe nasledujuci znak podla
prepisovacich pravidiel frazovej gramatiky s tym, Ze za prepisanymi znakmi sa
prida novy znak z;. Ten ukazuje, kolko nasledujicich znakov treba z vetnej for-
my zmazat. Po zmazani ¢ znakov sa opit vytvori znak z a vypocet pokracuje
obvyklym sposobom az do konca vetnej formy. Pokial sa z dostane az na koniec
vetnej formy, vrati sa pomocou znaku 2’ naspif na zaciatok vetnej formy. Na
zafiatku vetnej formy sa bud 2’ prepiSe na z ( presnejsie povedané 2’ sa zmaze a
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nasledujiici znak vytvori aj z ), alebo sa 2’ odstrani. Odstranenim symbolov z sa
vypocet skonc¢i. Pouzitim symbolov z sa nam podarilo zachovat sekvenc¢nost fra-
zovych gramatik, avSak pouzili sme netermindly. Na ich odstréanenie treba urobit
prienik vzniknutého jazyka s regularnym jazykom T7*.

Veta 3.3.5. Triedy jazykov (k,l)L nie si uzavreté na prienik a prienik s regu-
larnym jazykom.

Dokaz: Vieme, Ze jazyk L; = {a?" }U{a®"} nevieme urobif Ziadnym (k, )L sys-
témom. Ak pouZijeme algoritmus 3.3.2, tak ziskame (k, 1)L jazyk Ly a regularny

jazyk L3 také, ze Ly = Ly N Ls. Pripomenme, 7Ze kazdy regularny jazyk vieme
urobit vhodnym (k, )L systémom.

O

Uvedené vety nam umozhuju zakreslit vztah tried (k, 1)L jazykov a jazykov
Chomského hierarchie do prehladného obrazka.

(k, )L

o
>
N —

—
O
o




Kapitola 4

(k,1)L Generator

(k, 1)L generator je program alebo zariadenie, ktoré ked na vstup dostane definiciu
(k,l)L systému a hibku odvodenia n, tak na vystupe vyrobi slovo, ktoré tento
systém po n krokoch odvodi. Pri ndvrhu takéhoto generatora sa intuitivne pontka
sposob, pri ktorom vygenerujeme najskor prvé slovo, ulozime ho v pamaéti, dalej
druhé, tretie az n-té. Treba si vSak uvedomit, Ze slova v L systémoch su casto
exponencialne dlhé od hibky odvodenia. Pritom tieto slova ¢asto pouzivame na
kreslenie rastlin, stromov, fraktdlov. To znamend, Zze uz nakresleni cast slova
moézeme zabudnit. Preto je vhodny sposob, ked vystup z generdtora priamo
kreslime a neukladdme ho zbytoc¢ne cely do pamaite.

V tejto kapitole predvedieme (k, 1)L generator, ktory odvodi slovo (k, 1)L sys-
tému po n krokoch odvodenia, pricom pouzije iba O(n) paméite. Stucastou tejto
prace je aj implementovany generator pre deterministické systémy.

Este pred tym, ako predstavime samotny (k,l)L generator, ukdzeme princip
jeho fungovania na 0L systémoch.

4.1 0L generator

0L generator odvadza vysledné slovo w tak, Ze prechddza strom odvodenia slova
w metoédou do hibky (deep first search). Kazdej trovni odpovedajiicej kroku
odvodenia prislicha ¢ast pamite, nazvime ju front. 0L generator bude pouzivat
fronty Fu, Fi, ... F,. Znaky z najspodnejsieho frontu F}, systém vybera a zapisuje
do vysledného slova. Ak je najspodnejsi front prazdny, potom systém prepisuje
znak z najspodnejSieho neprazdneho frontu, prepisany znak z frontu vyberie a do
frontu pod nim vlozi prava stranu vybratého pravidla. Vo fronte Fj je zapisand
axioma. Ziaden front okrem F, nepouzije viac pamite, ako je dlzka k najdlhsej
pravej strany nejakého pravidla. To znamend, Ze celkova pouzita pamét bude
kn + |wg|, ¢o spada pod O(n).
Fungovanie OL generadtora ukazeme na priklade:

Priklad 4.1.1. S = ({a,b,c}, P,bc), kde P = {a — aa,b — cab,c — €} je OL
systém. Strom odvodenia vyzera nasledovne:

34
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=
g
o O

W, ca
a? cab
W, [aallaal|aal [cab

£
H

Pozrime sa na odvonenie slova po troch krokoch odvodenia, teda n = 3.

F F F, F; Slovo
e e e ] -
) w a aa
e T & ] —oa
B e e —a]
) B ] ]
I S I )
T e T o
) e ] T o
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Po skonceni vypoctu bude vystupné slovo aaaaaacab.

l

l

l

l

l

Slovo

aaaaq

aaaa

aaaa

aaaaq

aaaaa

aaaaaaq

aaaaaaq

aaaaaaq

aaaaaac

aaaaaaca

aaaaaacab

aaaaaacab

aaaaaacab

aaaaaacab

aaaaaacab

V kazdom kroku vypoctu je Tubovolny front bud prazdny, alebo je v iom ulo-
zené prava strana nejakého pravidla, pripadne jej eSte neprepisany zvysSok. Pocet
znakov vo fronte v kazdom kroku vypocétu mozno teda ohrani¢it dizkou najdlhsej
pravej strany pravidiel, a to je pre kazdy 0L systém konStanta. MnozZstvo paméte
potrebnej na odvodenie vystupného slova bude teda zavisiet len od poc¢tu frontov.

4.2 Priklad (k,l)L generatora

(k, 1)L generator odvadza vysledné slovo w podobne ako 0L generator tak, ze pre-
chadza strom odvodenia slova w metédou do hibky (deep first search). Podobne
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aj (k,l)L generator bude pouzivat fronty Fg, Fi, ... F, av8ak ku kazdému frontu
patria deterministické kone¢né automaty rozpoznévajice lavy a pravy kontext.

Priklad 4.2.1. S = ({a}, g, P,aa), P = {g<a>gg — a*, g<a>ag — @,
g<a>aa — a*,a<a>gg — &,a<a>ag — a,a<a>aa — £} je (1,2)L systém.
Prvych niekolko odvodenych slov tohto systému vyzerd nasledovne:

wy = aa
w; = aaaq
we = aaaq
w3 = aaaq

Tento systém je deterministicky, L(S) = {aaa}. Skonstruujeme k nemu (1,2)L
generator, ktory tito mnozinu generuje. Generator pouziva fronty Fy, F, Fs, F3 a
ku kazdému z nich patria deterministické kone¢né automaty, ktoré rozpoznavaju
kontexty.

Automat A, Automat A,
d
g a

Na obrazku su nakreslené automaty Ag, Aa na rozpoznavanie Tavych kontex-
tov znaku na zaciatku frontu. Automat Ag rozpoznava kontext ¢, automat Aa
rozpoznéava kontext a. Pociato¢nym stavom kazdého automatu je jeho najlavejsi
stav.

Na dalSom obréazku st nakreslené automaty Bgg, Bag, Baa pre rozpoznavanie
pravych kontextov znaku na zaciatku frontu. Automat Bgg rozpoznava kontext
gg, automat Bag rozpoznéava kontext ag, automat Baa rozpoznéava kontext aa.

Automat By,
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Automat B,

Automat B,,

Pociatoénym stavom kazdého automatu je jeho najlavejsi stav.

V podkapitole 4.4 si ukdzeme, Ze pri praktickej realizacii generatora st aj vhodnej-
Sie prostriedky na rozpoznavanie kontextov ako mnozina konec¢nych automatov.
Pre jednoduchsie pochopenie vSak najskor uviddzame metddu s koneénymi auto-
matmi.

Vypocet prebieha podobne ako vypocet 0L generdtora s tym rozdielom, Ze pri
prepisovani sa berti do ivahy aj stavy automatov. Na prepisanie znaku sa vyberie
pravidlo, ktorého Iavy a pravy kontext rozpoznéavaju automaty, ktoré su prave v
akcepta¢nom stave.

Prepisany znak potom pride na vstup vSetkych automatov pre rozpoznéavanie l'a-
vého kontextu, ktoré patria frontu. Tym sa zachova informécia o Tavom kontexte
vrchola frontu.

Na vstup automatov pre pravy kontext dava (k,1)L generator znaky, ktoré nasle-
duju vo fronte za znakom na zaciatku frontu.

Zmak z vrcholu frontu F bude prepisovany podla toho, v akom I'avom a pravom
kontexte sa nachéadza, teda podla toho, ktoré automaty su v akceptaénom sta-
ve. Moze vSak nastat situédcia, ze vo fronte je prili§ mélo znakov na to, aby sme
poznali cely pravy kontext dizky I. Vtedy sa vypocet vrati k predchadzajicemu
frontu (ak sa da) a prepise znak zo zaciatku tohto frontu. Tym do frontu F mozu
pribudat dalSie znaky. Moze sa stat, ze front F' nemd Ziaden predchadzajuci,
alebo vSetky predchéadzajice fronty si prazdne. V tomto pripade uz do frontu
F nemozu pribudnut dalsie znaky, preto na vstup automatov pre pravy kontext
pojde potrebny pocet Specidlnych symbolov g.

Nasledujica schéma zachytava priebeh vypoctu (1,2)L generatora, ktory gene-
ruje mnozinu L3(5).
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Poznamka: éipka medzi frontami naznacuje pravidlo, ktorym sa v dalsom kroku
prepiSe znak na zaciatku frontu.

S
gj
'y
i

Slovo

a a | 9<a>ag—a

L

JUUUUL LR B L

aaa g<a>aa—aa

l
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=
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a {
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prida,
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a<a>gg—e

a<a>ag—a

Q

>aa—aa

Q
Q
©
A
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JUUHUUUL L E DO UUUL

S
S
™

— aa
pLdaj aa
a<(w—>5 aa
a<a>£%a aa
—  aa

— aaa

a<c<l>_gg—>£ aaa

JUUUUUULUU UL L L

aaa

Vystupné slovo bude aaa.

Pocet znakov vo fronte v kazdom kroku vypoctu mozno ohranicit pre konkrétny
(k, 1)L systém konstantou. (Najviac znakov bude vo fronte vtedy, ked potrebuje-
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me prepisat znak na zaciatku frontu a pozname jeho kontext iba do hibky I —1 a
do frontu pribudne najdlhsia prava strana pravidiel). MnoZstvo paméte potrebnej
na odvodenie vystupného slova bude opét zavisiet len od poc¢tu frontov.
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4.3 Formalna definicia (k,[)L generatora

Definicia 4.3.1. (k,l)L generator je devitica G = (n, %, g, wq, A, B,0, f,h) s
tymito vlastnostami:

n € N je maximalna hibka vypoctu

Y je abeceda generédtora

g ¢ X je 8pecidlny symbol

wo € LT je podiato¢ny stav nultého frontu

A ={A4, . a.|Aa,. a, je deterministicky koneény automat rozpoznavajici kontext
aj...ag, pricom a; = ag = -+ = a; = g, Qjy1,0iro, ... 0 € 2,0 <1<k}

B = {By,..4,| B, ..q, je deterministicky kone¢ny automat rozpoznavajici kontext
bl...bl, pricom bl,bQ,...,bi € E,bzqu :bprg =-.-=1 =g¢,,0<:< l}

§: % — 295555 je prechodova funkcia

f:A—{1,2,...,]A|} je bijektivna funkcia, ktora o¢isluje automaty z mnoZziny
A. Nazyvame ju ¢islovacia funkcia mnoziny A.

h:B — {1,2,...,|B|} je bijektivna funkcia, ktora o¢isluje automaty z mnozi-
ny B. Nazyvame ju ¢islovacia funkcia mnoziny B.

Priklad 4.3.1. (1,2)L generatorom je napriklad G = (3,a, g,a, A, B, 4, f, h), kde
A={A, A}, B={Byg, Bay, Baa} pricom

Ay g oa

Ay = ({to, 1}, {g,a}, | to [t1|to|] s t0, {t1})
t1 |t | to

A, g a
0| Uo| Ul , Uo, {U1})
U | Ug | Ur

S

A, = ({Uo, ul}: {g: a}7

ANy g a

qo 41|90
B - bl bl bl 7a bl ) )
99 ({20, 01, 92}, {9, a} o 1ol 90, {q2})

92 492 40

Nog 9 a

r Tol|T
Bag - ({7"0,7“1,7"2},{9,(1}, r(l) TZ 741 7T07{T2})

Ty | To|T1
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Aw g a
S S S

Bu = ({50,51,52},{g,a}, 5(1] 32 S; :507{52})
S9 So | S2

a kde

§(a) = {(Ay, Byy, aaa), (Ay, Bag, aaa), (Ay, By, aa),

(Aa: ng: 5): (Aa: Baga a): (A97 Baa: 5)}

pricom ¢islovacie funkcie si definované nasledovne:

Tento generator je formalizaciou vypoc¢tu z predchadzajiceho prikladu.

Definicia 4.3.2. Konfiguraciou (k,[) L generatora nazyvame prvok

(Z.ajaF(]aFla"':Fn:waAA,faBB,h)

kde i je okamzita hibka vypoctu, Fj pre vietky j € {0,...,n} je j-ty front, w je
vystupné slovo, A4 je matica stavov typu n x |A| zahfhajica stavy automatov
mnoziny A, Bp, je matica stavov typu n x | B| zahffiajica stavy automatov mno-
siny Baj € {0,1,...,1}" je vektor, ktorého zlozky j, st informéciou o prezretom
pravom kontexte vrchola frontu Fj.

Konfiguraciou (k,[)L generatora G je napriklad deviitica

. t1 ug q1 T2 So
(0,0,aa,e,e,e,e, |ty ug |, | qo 70 So |)
t1 ug qo To So
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Definicia 4.3.3. Krokom vypoc¢tu nazyvame relaciu - nad konfiguraciami, pre
ktora plati:

(a) (’La (jOa R aji—la laji—l—la R ajn—l)aFﬂa .. '7E—Ia aﬂa -Fli—l—la R Fn,W,A, B) t
(Z+1, (j(], e :ji*lal_lajﬂ»l: e ,jnfl), F(), .. .,E,l,ﬂ, E+1a, ceay Fn,w,A, B),
kde

qdo,1 - .- qo,A|

Qo1 .- Q0,|B|
Gn-1,1 - - Gn—1,|A| Qn—l,l anl,\B\

ak st splnené tieto podmienky:
(i)i<n

(ii) (Aay...aps By, ) € 6(a) a
qi’f(Aal---ak) G FAal...ak a

Qz’,h(Bbl___bl) € FBoib
i) A
(b) (1,7, Foy s Fu vy aF,w, A, B) b (0,7, Fo, .., Fy 1, Fuywa, A, B)
(¢) (n.j.Fo,..., Focr,e,w, AB)F (n—= 1,5, R, ..., Fu1,6,w, A B)

(d) (i, 7, Fo,...,Fo,w, AB) & (i — 1,7, F, ..., F,,w, A B) ak st splnené tieto
podmienky:

i) 0<i<n
(i) |F]—1<ji <l
(iii) aspon jeden z frontov Fy, ..., F; 1 je neprazdny
(e) (’La (jOa"'aji—lajiaji—l—la'"ajn—l)aga"'767E7"'aFnaw

AB)-
(’ia (jOa R aji—laji + laji—l—la R ajn—l)aga - &, -Flia R Fnawa Aa B) ak si Splne_
né tieto podmienky:

by __
(iii) BC B
(f) (27 (j07 L in*l)jiiji+17 e :jn71)7 FU7 ey F’n;w7 A7 B) l__
(i (Joy -+ Jic1s Ji + 1, Jiw1s oy Jn1)s Foy - -, Fryw, A, B) ak st splnené tieto
podmienky:

(i)i<n
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(i) |Fl—1>ji <l
1,0 __
(iii) B C B, pricom F; = yiays a |71 = j; + 1
(g) (/L.7j7€7"'7€7€7ﬂ+17"'5Fn5w7A7B)l_
(t+1,7,e,...,6,6, Fiyq,...,Fh,w, A, B) ak st splnené tieto podmienky:
(i)i<n
(ii) asponi jeden z frontov Fyq,..., F, je neprazdny

(h) Vsetky dvojice relacie - ziskame pomocou (a) a7 (g).

Cast (a) definicie 4.3.3 urcuje, za akych podmienok (k,l)L generator prepisuje
znak na zaciatku frontu Fj, i # n. Casti (b), (¢) uréuji, ako sa pracuje s frontom
F,. Casti (d), (e) urfuju, ako sa pracuje s frontom F; i # n, ked v fiom nie
je dostatocne vela (teda aspon [) znakov. Cast (e) urcuje, za akych podmienok
treba dat na vstup automatov pre pravy kontext Specidlny symbol g. Cast (f)
urcuje, za akych podmienok treba dat na vstup automatov pre pravy kontext
urc¢ity znak z frontu Fj, i # n.

Nasledujtce konfiguracie (k,[)L generatora G si v relacii podla

(a)

t1 ug q1 T2 So
(0’ (2’070) yaa,,8,6,6, Lty ug |, | o To So ) =
t1 ug qo To So
to uq q1 T2 So
(]" (1a 07 0) , @, aaa, &, &, &, tl Uo |, | 9o To So )
t1 ug Qo To So
(b)
to uq G2 To So
(3’ (1a ]-7 1) €, 0, aa,aa, &, tO Uy |, | 91 72 So ) -
to uq qo 71 S2
to uq Q2 To So
(3’ (1a ]-7 1) ,€,0,0aa,a,a, tO Uy |, q1 72 S )

to uq Qo 71 S2
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(c)

(3,(1,1,1),¢,a,aa,¢, aa,

(2,(1,1,1),¢,a,aa,¢, aa,

(2,(1,1,1),a,aa,aa,e,¢,

(1,(1,1,1),a, aa, aa, ¢, €,

(0’ (]" 07 0) 7 aa’ 67 67 67 67

(05 (25 07 O) Y aa7 67 67 67 67

(05 (05 07 O) Y aa7 57 57 57 57

to U1
to uq
to uq

to uq
to uq
to uq

to uq

to uq

tl Ug

to uq

to uq

t1 ug

~// /N
=SS

(0,(1,0,0),aa,e,e,e,¢, | t

Uy
Uy
Ug

Uy
Uy
Ug

Ug
Ug
Ug

Ug
Ug
Ug

qo0
qo
qo

G2
q1
qo

q1
qo0
qo0

q1
qo0
qo0

q1
qo
qo0

Ty
To
To

)
To
To

To
To
To

1
To
To

To
()
1

T2
To
To

T2
(A
T

T2
1
T

S0
So ) l_
52

So

So )
S0

S1
Sg)l_

S0
S0

So

S0
So ) -
S0

S1

So )
S0

Poznadmka: Reflexivny a tranzitivny uzaver relacie - oznacujeme H*.

Definicia 4.3.4. Jazykom (k, )L generatora G nazyvame mnozinu

L(G) ={we X | (O,ﬁ,wo,e,...,e,e,A,B) * (i,j’,e,e,...,e,w,ﬁ,g)}

kde A je inicidlna matica stavov a B je matica pociatoc¢nych stavov.

Konfiguraciu (0, (O), Wy, €,

matica pociatocnych stavov, budeme nazyvat pociato¢nou a

(1, (j),e,e,...,e,w,ﬁ,g)

.. 6,6,A,B), kde A je inicidlna matica stavov a B je
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koncovou konfiguraciou.

Poznamka: Zapisy K; F@ K, K, F® K, ... K, F9 K, znamenaju, 7e
konfiguracie K, Ky st v relacii F podla ¢asti (a), (b),. .., (g) definicie 4.3.3.

Definicia 4.3.5. Akceptujucim vypo¢tom (k,l)L generdtora G nazyvame po-
stupnost konfiguracii zac¢inajicu poc¢iato¢nou a konciacu koncovou konfiguraciou,
pricom kazdé po sebe idtce konfiguricie su v relacii .

Pre nézornost uvedieme priklad akceptujiceho vypoctu generdtora G 7z pri-
kladu 4.3.1. Slovo aaa patri do jazyka (1,2)L generatora G, pretoze:

t1 ug do To So
(0,(0,0,0),aa,e,e,e,e, [ t1 ug |, | qo 70 So |) ()
t1 Uug Qo To So
t1 ug Go T1 S1
(0,(1,0,0),aa,e,e,e,¢, [ t1 wo |, | qo 70 So |) ()
t1 g Qo To So
t1 ug q1 T2 So
(0,(2,0,0),aa,¢,¢,6,¢, | t1ug |, | g0 70 50 |) F@
t1 Uug Qo To So
to uq q1 T2 So
(1,(1,0,0),a,aaa,e,¢,6, [ty uo |, | @0 70 50 |) FY
t1 ug Go To So
to uq q1 T2 So
(1,(1,1,0),a,aaa,e,e,e, [ t1 uo |, | qo r1 81 ]) ()
t1 ug do To So
to uq q1 T2 So
(1,(1,2,0),a,aaa,e,e,e, [ t1 uo |, | qo r1 S2 |) H(a)
t1 ug do To So
to uy q1 T2 So
(2,(1,1,0),a,aa,aa,e,e, | touy |, | qo 71 S2 |) ()
t1 ug do To So
to uq q1 T2 So
(2,(1,1,1),a,aa,aa,e,e, | to uy |, | qo 71 S2 |) ()
t1 ug Go T1 S1
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to uy q1 T2 So
(1,(1,1,1),a,aa,aa,,¢, | to ur |, | qo 71 52 |) H@

t1 ug Go T1 S1

to uq q1 T2 So
0,(1,1,1),a,aa,aa,e,e, | to uy |, | qo 71 S2 |) H(e)

t1 ug go T1 S1

to uq G2 To So
(0,(2,1,1),a,aa,aa,¢,¢, [ tour |, | o r1 52 |) F@

t1 ug go T1 S1

to uq G2 To So
(1,(1,1,1),e,aa,aa,e,e, [ to ur |, | go r1 S2 |) ()

t1 ug go T1 S1

to uq G2 To So
(1,(1,2,1),¢e,aa,aa,e,e, [ to ur |, | ¢1 72 S0 |) (a)

t1 ug go T1 S1

to uq G2 To So
(2,(1,1,1),¢e,a,aaa,e,e, [ to ur |, | ¢1 72 S0 |) ()

t1 ug Qo ™1 S1

to uq G2 To So
(2,(1,1,2),¢e,a,aaa,e,e, [ to ur |, | ¢1 72 S0 |) (a)

t1 ug Qo 71 S2

to uq G2 To So
(3,(1,1,1),6,a,aa,aa,, | tour |, [ @1 72 50 |) F®

to uy Qo T1 S2

to uq G2 To So
(3,(1,1,1),e,a,aa,a,a, | touy |, | ¢1 72 S0 |) ()

to uq Qo 1 S2

to uq G2 To So
(3,(1,1,1),¢,a,aa,e,aa, | touy |, | ¢1 72 So |) (©)

to uy Qo T1 S2

to uq G2 To So
(2,(1,1,1),¢e,a,aa,e,aa, | touy |, | ¢1 72 So |) - (d)

to uy Qo T1 S2
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to uy G2 To So
(1,(1,1,1),e,a,aa,e,aa, | to uy |, | ¢1 72 So |) H(e)
to uq Qo T1 S2
to uq G2 To So
(1,(1,2,1),¢e,a,aa,e,aa, | to uy |, | @2 70 So |) (a)
to uq Qo T1 S2
to uq G2 To So
(2,(1,1,1),¢e,e,aa,e,aa, | to ur |, | g2 7o So |) ()
to uq Go T1 S2
to uq G2 To So
(2,(1,1,2),¢e,e,aa,e,aa, | to ur |, | g2 7o So |) (a)
to uq q1 T2 So
to uq g2 To So
(3,(1,1,1),6,e,a,a,aa, [ to uy |, | g2 70 50 |) F®
to uq q1 T2 So
to uq G2 To So
(3,(1,1,1),¢e,e,a,e,aaa, | to ur |, | g2 7o So |) ()
to uq q1 T2 So
to uq G2 To So
(2,(1,1,1),¢e,e,a,e,aaa, | to us |, | g2 7o So |) ()
to uq q1 T2 So
to uy G2 To So
(27 (1a ]-7 2) ,€,E,a, €, aaa, tO Uy ), | g2 To So ) l_(a)
to up G2 To So
to uq g2 To So
(3,(1,1,1),6,¢,¢6,¢,aaa, | to ur |, | g2 70 50 |) F©
to uq q1 T2 So

Takto pracujuci (k,l)L generator odvodi prave vSetky slova, ktoré odvodi
(k, 1)L systém, podla ktorého bol zostrojeny. K podrobnému doékazu tohto tvr-
denia sa mozno do¢itat v [4]| kapitola 6.3.

Vypocet (k,l)L generatora prebieha v krokoch. V kazdom kroku potrebujeme
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maximalne k£ paméite pre ulozenie konfiguracie, kde k je konsStanta zavisla od
prislusného (k, 1)L systému. Teda celkova pouzita pamét bude iba linearne zavisla
od hlbky odvodenia. Pamitova zlozitost vypoctu (k,l)L generatora je O(n).
Formalny dokaz mozno najst v [4] kapitola 6.4.
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4.4 Optimalizacia (k,[)L generatora

Uvedieme moznosti, ako upravit navrh generatora pre optimélne vyuzitie paméte
i procesorového ¢asu. Uvedené vylepsSenia zlep§ia vykonnost a zmensia naroky na
pamit. Asymptoticky sa v8ak tieto charakteristiky zlepSit nedaju.

4.4.1 Optimalizicia kone¢nych automatov

V kapilote 4.3 sme uviedli navrh (k,1)L generatora, ktory pracuje s paméitovou
zlozitostou O(n). Ked vSak zistime, kolko automatov budeme potrebovat na
rozpoznanie kontextu dlzky k, zistime, 7e ich bude (|Z| 4+ 1)¥. To nie je velmi
vyhodné, pokial pracujeme s dlhymi kontextami. Pocet vSetkych stavov takychto
automatov bude (|X|+1)*(k+1). UkaZeme si, ako ttto situaciu zlepsit. Zavedie-
me novy typ automatu. Pouzijeme jeden automat tohto typu pre pravy kontext a

druhy pre I'avy kontext. Takéto nové automaty budu zastupené v kazdom fronte.

Najskor neformélne popiseme novy typ automatu, uvedieme formalnu defini-
ciu, a napokon ukazeme, ako prispésobit povodny navrh generatora, aby sme ho
mohli pouZit.

Priklad 4.4.1. Nasledovny automat rozpoznava vzorky w; = aaa,wy = aab,
wsg = aba a ws = baa.

Takyto automat je v podstate znadmy Aho-Corasic-ov automat na rozpozna-
vanie refazcov (viz. literatura [6]), s tym, Ze mé ocislované akceptacné stavy.
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Index akceptacného stavu urcuje ¢islo vzorky, ktori automat rozpoznal.

My sa vSak zameriame len na vzorky s rovnakou dizkou, kedze vetky pravidla
(k,1)L systému musia mat kontext rovnako dlhy. Takisto vieme, 7ze ak sme uz
presli prvych & krokov, musi byt automat v kazdom dalSom kroku v akceptacnom
stave. Podla definicie (k,[)L systému vieme, Ze mnozina pravidiel by mala byt
iplna a teda obsahuje vietky mozné vzorky dlzky k. Po zvazeni tychto kritérii
sa cely automat podstatne zjednodusi.

Oznacenie: Novy typ automatu nazveme optimalizovany automat rozpozndva-
Juci kontext.

Uvedieme priklad automatu na rozpoznanie vietkych vzoriek dizky 2, ktoré
st tvorené znakmi {g,a}.

Priklad 4.4.2. Nech A = (K, X, 4, ¢., F'), pricom

Y= {gaa’}

graf 0 funkcie:

F ={44g: 90> Qaas Qag }

Uvedeny automat rozpoznava vzorky gg, ag, aa a ga.

V praxi vSak ¢asto nepotrebujeme vSetky vzorky. Pokial vieme, 7e niektoré
vzorky sa vo vypocte urcite nevyskytni, mozno ich v stavovom grafe automatu
odstranit. Napriklad v pravom kontexte sa nikdy nevyskytne vzorka g‘a a v Ta-
vom ag’. Automat pre rozpoznanie pravého kontextu z prikladu 4.2.1 rozpoznéva
3 vzorky gg, ag, aa. Stavovy graf nového automatu pre tieto vzorky bude vyzerat
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nasledovne:

V&imnime si, Ze pokial urobime asponn & — 1 krokov, v kazdom dalSom kroku
sa automat pohybuje iba medzi akcepta¢nymi stavmi. Pokial sa takyto automat
zasekne, tak sa vo vypocte vyskytla vzorka, ktort sme neuvazovali. Pokial nebu-
de povedané inak, budeme vzdy uvazovat automat s kompletnou sadou vzoriek.

Uvedieme forméalnu definiciu optimalizovaného automatu na rozpoznavanie kon-
textu.

Definicia 4.4.1. Optimalizovany automat rozpoznavajici kontext dlzky k pre
vzorky wy az wy, je kone¢ny automat A = (K, X, 4, ¢, F'), pri¢om:

K = {w | w je prefix Tubovolnej vzorky w;}

¥ = { mnozina vSetkych znakov vzoriek }

Mqu,a) =qy <= (W=auN|u| <k)V(u=a...a Nw=asy...aa)
F=A{qu | lw] =k}

k
Takto zavedeny automat bude mat > (|X| + 1)? stavov, ¢o je %

i=0
Dovodov, pre¢o pouzivat takyto typ automatu, je hned niekolko. Pri klasickej
implementécii (vela automatov) treba pri zistovani pravidla na prepisanie znaku
zistit, ktory z automatov pre lavy kontext a ktory z automatov pre pravy kon-
text je v akceptacnom stave. Taky je v8ak vZdy maximalne jeden pre Tavy resp.
pravy kontext. V novom rieSeni su iba 2 automaty, jeden pre Tavy kontext, druhy
pre pravy kontext. V nich st akceptac¢né stavy oznacené indexom vzorky, ktoru
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akceptovali. Teda namiesto hladania akceptujiceho automatu sa staci pozriet na
index akceptac¢ného stavu.

V povodnom rieSeni nas kazdy krok vypoctu kazdého automatu stal procesorovy
¢as. V novom rieSeni pracuje iba jeden automat pre kazdy s kontextov a preto
sa pocet krokov a teda aj ¢as straveny na krokoch vypoctu zmensf az (]3| 4 1)
nasobne, kde k je dlzka spracovavaného kontextu. Nové rieSenie teda znamena aj
casové urychlenie.

Vela automatov znamené vela paméte. Pri implementacii je vhodné definovat
prechodovt funkciu zvlast a kazdy front si paméta iba stav svojho automatu pre
Tavy a pravy kontext. Velkost potrebnej paméte na ukladanie aktualnych stavov
sa tiez zmensi (|| + 1)* nasobne.

Ako sme uz spomenuli upraveny generator bude mat namiesto mnozin auto-
matov A a B iba dva kone¢né automaty rozpoznavajuce kontext A a B (definicia
4.3.1). Patri¢ne sa zmeni aj konfiguracia takéhoto generatora (definicia 4.3.2).
Namiesto n(|S| +1)* + n(|E] + 1)" aktualnych stavov povodnych koneénych au-
tomatov na rozpoznavanie kontextu bude v kazdej konfiguracii 2n aktualnych sta-
vov novych automatov. Rel4cia C namiesto kroku vypoc¢tov mnohych automatov
predstavuje krok vypoc¢tu nového automatu. Podobne sa upravia aj pravidla pre
krok vypoc¢tu (definicia 4.3.1). Upraveny generator neurobil Ziadnu principidlnu
zmenu v priebehu vypoctu. Vsetky principy fungovania ostani nezmenené.

4.4.2 Optimalizicia prepisovania pravidla

Ak uvazime velkost frontov, ktoré potreboval povodny generétor, zistime, 7e je
mininalne [, kde [ je dlzka pravého kontextu a maximalne dlzka najdlhsej pravej
strany spomedzi pravidiel. Uvedieme sposob, pri ktorom nédm vystaci front taky
velky, ako je dlzka pravého kontextu .

Povodny generator pri prepisovani zoberie znak z vrcholu fronty, a prepise ho
podla toho, ktory z automatov pre lavy kontext a ktory z automatov pre pravy
kontext st v akceptacnom stave. Pokial vo fronte nie je dostatok symbolov pre
zistenie pravého kontextu, generator doplni znaky prepisanim znaku z vrchola
predchadzajiceho frontu. Prepisovanie prebieha vcelku, teda do frontu sa dosta-
ne celd prava strana pouzitého pravidla. V krajnom pripade vo fronte chyba 1
znak a prepisanim pravidla z predchédzajiceho frontu sa doplni najdlhsia prava
strana spomedzi pravych stran pravidiel.

Nové rieSenie pracuje podobne, az na fakt, Ze pravidlo neprepisuje celé. Pokial
vo fronte chyba m < [ znakov (kde [ je dlzka pravého kontextu ), tak predcha-
dzajuici front prepiSe najviac m znakov, a zapaméata si, ktoré pravidlo prepisuje a
pocet znakov, ktoré uz prepisal. Pokial sa k takémuto frontu vypocet generatora
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vrati, tak prepiSe zvysSné znaky, maximalne vS8ak [ znakov a vypocet generato-
ra pokracuje nasledujucim frontom. Pokial generator prepisal celt prava stranu
pravidla, tak sa generator sprava ako po prepisani pravidla v povodnom rieSeni.
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4.5 Implementicia IL generatora

V tejto kapitole rozoberieme pracu s aplikiciou (k,1)L. Generator. Aplikacia je
implementaciou navrhu z podkapitoly 4.3 s pouzitim vylepsSeni popisanych v pod-
kapitole 4.4. Pri implementacii bol pouzity programovaci jazyk C++ a vyvojovy
nastroj Borland C+- builder verzia 5.0. Aplikdciu mozno najst na pribalenom
CD-rom.

Hardvérové a softvérové poziadavky:
Opera¢ny systém Windows NT/2000/XP

Podpora slovenského jazyka a fontov (nakol'ko texty v programe s pisané po
slovensky)

Lubovolny osobny poécita¢, na ktorom tento operaény systém funguje.

Vyuzitie programu:

Po zadefinovani (k,1)L systému program umozhuje zobrazit vetnt formu systému
po Tubovolnom poéte krokov (maximélne 4000).

Obmedzenia programu:

e Lavy a pravy kontext mozu byt dlhé maximalne 10 znakov.

Pravé strany pravidiel mozu byt dlhé maximalne 50 znakov.

Pocet pravidiel je obmedzeny na 4000.

Definicia (k1)L systému vyzaduje kompletni sadu pravidiel.

Maximalna hibka odvodenia je obmedzena na 4000.

Pouzitie programu:

Pred spustenim samotného generovania je nutné nacitat zadanie (k,1)L systému.
To mozno urobit bud zadanim nového systému, alebo otvorenim uloZeného sys-
tému.

Novy systém: Klikneme na polozku Novy v menu Stbor.

|
ﬂ._T {k.J)L Generator

| Sibor: Pomoc

| tiovi |

Obvorit’

Ullozit
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Otvori sa okno, kde nastavime dlzky Tavého a pravého kontextu a klikneme tla-
¢idlo vytvor.

ﬂ [LNowy (k)L systém ;I.Q.lﬁi
(|1_ s |2_ )L Systém Wytvar | Frug |

Nasledne zvolime polozky axioma, a znaky reprezentujiice Specidlne symboly ako
g a €. Povolené znaky si malé a velké pismena anglickej abecedy.

(1, 1)L Systém
Axigma; a3
Okrajovy symbol g

Epsilon; =

Nésledne pokrac¢ujeme priddvanim, pripadne odoberanim pravidiel.

Pridavanie pravidla:
Klikneme na tlacidlo pridaj pravidlo

Pridaj pravidlo |

V zobrazenom okne vyplnime jednotlivé ¢asti pravidla. Program sam kontroluje
pripustni dlzku a povolené znaky poloziek. Potvrdime kliknutim na Priday.

!_L‘___Pridaj pravidlo ;IEI.K!
|a <Ih_ >r |a —>« Iad Prida) | ZiuE |

Zmazanie pravidla:
Oznacime pravidlo, ktoré chceme zmazat a klikneme tlacidlo vymaz pravidlo.
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Yumaz pravidio

Otvorenie systému:
Klikneme na polozku Otvorit v menu Stbor.

Subor Pomoc
Tlonesy
Oikreorit! sl
Lllozit*
Skoncit
T

Vyberieme stbor s nahratym (k,1)L systémom.

UlozZenie systému: Klikneme na polozku Ulozit v menu Stbor.

rSGbDr Pomac

Mo
Obvorit
ozt

Vyberieme stibor na ulozenie.
Generovanie:

Spustenie generovania:
Zvolime hibku odvodenia.

Padet krokow: ID

Ak st vyplnené vsetky potrebné udaje (axioma, Okrajovy symbol, e, hibka od-
vodenia), klikneme na tlacidlo Spusti

F‘ Spusti
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Prerusenie generovania:
Generovanie je mozné prerusit stlacenim tlac¢idla Zastav

W Zastav

Vysledky generovania:

e Vysledky generovania sa zobrazuju v strednej casti hlavného okna progra-
mu.

e Vypis vysledku funguje konzolovym spésobom. To znamend, ze predcha-
dzajice vysledky sa pri novom generovani nemazu. Pri zmene pravidiel
alebo celého systému sa do vypisu prida riadok Zmena systému kvoli lepsej
prehladnosti.

e Do vysledkovej konzoly je mozné pisat a tak dopliiat vlastné poznamky.

Podet krokoy: 3

bbbbbbbbaaaabba

Paocet krokow: 5
bbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbbasaasaazaaaaaaaabbbbbbbbaaaabba

Ostatné ovladacie prvky:
Na vymazanie vysledkovej casti sluzi tlacidlo Vycisti.

Wucisti |

Zaskrtavacie policko Zarovnanie tertu zapina a vypina zalamovanie dlhych riad-
kov.

[ Zarovnanie textu

Praca s (k1)L Generatorom je uzivatelsky nenéro¢na. Program je ur¢éneny ako
pomocka k diplomovej praci.



Zaver

Teoria IL systémov nie je tak prepracovana ako teéria OL a inych systémov bez
interakcie. V literatire je o IL systémoch vela tvrdeni bez dokazov. V tejto
praci som sa pokusil situaciu napravit. Okrem implementacie IL generatora a
prikladov st v praci moje dokazy a algoritmy. (napriklad vety az o rozdeleni
kontextu v podkapitole 3.2, vety porovnavajuce triedy hierarchie IL jazykov a
triedy chomského hierarchie v podkapitole 3.3 a iné) Dalsim prinosom do oblasti
je vylepSenie navrhu IL generatora a jeho implementacia.

Dalsim rozsirenim préce by mohol byt detailnejsi a jemnejsi navrh nedeter-
ministického I generdtora, teda navrhniat samotné odvodzovanie a premysliet
sposob akym prezentovat vygenerované vysledky. V pocitacovej grafike sa lepsie
uplatnia upravené typy L-systémov. Preto by mohlo byt dal§im rozsirenim navr-
hnut IL-generétor, ktory dokaze odfiltrovat pomocné znacky (takzvané ignorované
symboly) v priebehu vypoc¢tu. Pamitova zlozitost takéhoto generatora by mala
ostat O(n). Pripadne sa zameraf na ¢asto pouzivané zatvorkované (bracketed)
L-systémy, o ktorych sa da viac doé¢itat v [10].
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