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Abstrakt

Skumame ndhodné grafy, ktoré su generované na n-rozmernych hyperkockach
vynechavanim hran s uritou pravdepodobnostou, a ich iredudantné pokrytia. Specialne sa

zaujimame o velkost’ a pocet iredudantnych pokryti, tdto praca prezentuje ich horné a dolné odhady.

klPucové slova: nahodny graf, iredudantné pokrytie, hyperkocky a maximalne

hyperkocky, asymptotické odhady
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Uvod

Tedria ndhodnych grafov sa zacala rozvijat’ v druhej polovici dvadsiateho storo¢ia. Hlavnu
zasluhu na tom mali mad’arski matematici Paul Erdds a Alfréd Rényi, ktori v tejto oblasti ako prvi
dospeli k nejakym vysledkom. Nahodny graf generovali z iipIného n-vrcholového grafu a s nejakou
vopred zvolenou pravdepodobnost'ou, pre kazda hranu rovnakou, im hrana v ndhodnom grafe
zostavala. InSpirdciou pre tento vyskum im bolo, v tom ¢ase rozmahajuce sa, prepdjanie pocitacov a
konstruovanie ¢oraz vacsich pocitacovych sieti, ktoré vyvrcholilo v polovici devétdesiatych rokov

vznikom internetu — celosvetovej pocitatove;j siete.

Aj ked’ skimanim svojho modelu Erdds a Rényi dosiahli niekol'ko zaujimavych vysledkov,
postupom casu sa ukazalo, ze tieto ich vysledky tplne nezodpovedaju pozorovanému spravaniu sa
realnych sieti. Preto sa zacali skimat’ iné modely, najmé Barabasiho-Albertovej model a Wattsov a
Strogatzov model — takzvané siete malého sveta, ktoré sa generuji mierne odliSnym spoésobom ako
nahodné grafy v modeli Erddsa a Rényiho, a ich spravanie lepSie popisuje pozorovanu skutocnost’ v

sietach ako internet, alebo dnes ¢oraz popularnejSich socialnych sietach.

Objavili sa vSak aj iné problémy, ktoré sa daju riesit’ pomocou nahodnych grafov. Neustale
zvysujuce sa naroky zakaznikov a konkurencia na trhu nttili a dodnes nutia firmy, ktoré vyrabaju
vypoctovu techniku, aby na trh prinaSali Coraz rychlejsie, lacnejSie a efektivnejsie pocitace. Tato
uloha zko suvisi s llohou minimalizacie boolovskych funkeii, ktora, ako je zname [10], je
ekvivalentna hl'adaniu iredudantného pokrytia ndhodnych grafov jeho maximalnymi podkockami,
pricom nahodny graf vznikd z n — rozmernej hyperkocky vynechavanim jej vrcholov s uréenou

pravdepodobnost'ou p. Tento model skiimaja prace [6] a [7].

Néhodné grafy a ich skiimanie ma dnes vyznam nielen v informatike alebo umele;j
inteligencii, ale aj v socioldgii, biologii ¢i ekondmii.

V tejto diplomovej praci sa venujeme ndhodnym grafom generovanych z n-rozmernej
hyperkocke, a pomocou poznatkov z oblasti pravdepodobnostnych metod, teérie grafov a
kombinatorickej analyzy odhadujeme vel’kost” a pocet iredudantnych pokryti takychto ndhodnych
grafov jeho k- rozmernymi maximalnymi podkockami. Praca nadvézuje na pracu [1], ktora sa
venuje maximalnym podkockam, odhaduje ich pocet a distribuciu. Vysledky spominanej prace su
pre nas zaujimavé nie len preto, ze nam poskytuji obraz o pocte maximalnych podkociek, ktoré

mdzeme vybrat’ ako prvky pokrytia ndhodného grafu, ale aj preto, Ze nam poskytuje dolny odhad



velkosti iredudantnych pokryti. Z vysledkov prace [3] vyplyva, Ze tento odhad je pomerne tesny.

V préaci sa zameriavame na ziskanie horného odhadu velkosti iredudantnych pokryti
nahodnych grafov generovanych na n-rozmernej hyperkocke. Metodologicky navod pre nés
myslienkovy postup ndm poskytuje praca [4], pomocné vysledky pre nas§ postup zase poskytuje
praca [2], ktora sa zaobera existenciou a odhadom poctu takych maximalnych podkociek v
nahodnych grafoch, ktoré vSetky nutne musia byt’ prvkami iredudantného pokrytia — tieto podkocky
nazyvame jadroveé podkocky, a tiez regularnymi vrcholmi, ktoré sa pokryj tym, Ze pokryjeme
vrchol, ktory im vlastnost’ regularity zabezpecuje. Tento postup sme sa rozhodli uprednostnit’ pred
postupom uvedenym v praci [7] v nadeji, Ze ziskame lepsi vysledok, ako by sme dosiahli pouzitim

alternativnej metody.

V d’al$ej Casti prace nas zaujima pocet iredudantnych pokryti. Na ziskanie dolného odhadu
vyuzijeme podobny postup, ako sme vyuzili na ziskanie horného odhadu velkosti iredudantnych
pokryti. Pre ziskanie horného odhadu budeme hl'adat’ odpoved’ na otazku, v kol’kych maximalnych

podkockach sa moze nachadzat’ nejaky vrchol ndhodného grafu.



Pravdepodobnostné metody

V tvodnej kapitole uvedieme zékladné pojmy a oznacenia tykajuce sa pravdepodobnostnych

metod, ktoré v tejto praci pouzivame. Ako prvy pojem zavadzame pojem nahodnej premenne;.

Definicia 1.1:
Nech (X,P) je pravdepodobnostny priestor. Funkciu Y :X —IR nazyvame ndhodnou

premennou.

V mnohych pripadoch nebudeme pracovat’ priamo s ndhodnymi premennymi, ale skor s ich

strednymi hodnotami a disperziami.

Definicia 1.2:

Nech diskrétna ndhodna premenna Y nadobuda hodnoty Y, Yy, -y, s

pravdepodobnostami P(y,),P(y,),...,P(y,) .Potom &islo E(Y)=Z y,P(y,) nazgvame
i=1

stredna hodnota ndhodnej premennej Y .

Definicia 1.3:
Ak Y je ndhodnd premenna, potom &islo D(Y)=E[(Y—E(Y))’] nazveme disperzia

nahodnej premennej Y .

Pre vypocet disperzie nahodnej premennej Y pri znalosti jej strednej hodnoty mozeme vyuzit

nasledujtcu vetu:

Veta 1.1:

Na dosahovanie vysledkov v obore pravdepodobnostnych metod sa vel'mi Casto pouziva

Markovova a CebySevova nerovnost’.



Veta 1.2: (Markovova nerovnost)
Nech Y jel'ubovolnd nezdporna ndhodnd premennaa ¢>0 je l'ubovol'né kladné redlne

¢islo. Potom plati nerovnost’

E(Y)
C

P[Y=c|<

Veta 1.3: (Cebysevova nerovnost)

Pre kazda ndhodnt premenni Y a c¢>0 plati nerovnost’

D(Y)

2
C

P[(Y-E(Y))=C]<

Vo velkej miere vyuzivame logaritmické funkcie a ich vlastnosti, preto je potrebné vyjasnit’

si ich notéciu, ktort v praci pouzivame. Pracujeme najma s logaritmami o dvoch zakladoch: o

1
zaklade 2 a o zaklade 5 .V pripade zédkladu 2 namiesto zapisu 10g,(X) pouzivame skrateny

1
zapis 1g(x) , v pripade zakladu o tento zéklad oznatime b , teda miesto log, (x) piSeme
p

log,(x) .
V praci pouzivame aj O-notaciu, ktort teraz zavedieme.

Definicia 1.4:
Nech g(n) je funkcia. Potom

0(g(n))={f(n)|(‘v’c>0)(EIN0>O)(Vn>N0)(O<f(n)<cg(n))}

O(g(n))={f (n)|(3c>0)(IN,>0)(Vn>N,)(0<f(n)<cg(n))|



Zakladné definicie

Nasa diplomova praca sa venuje ndhodnym grafom a ich vrcholovym pokrytiam. V tejto
kapitole uvedieme definicie potrebnych pojmov a predlozime presnejSiu formuléciu cielov prace,

ktorymi sa v praci zaoberdme.

Definicia 2.1:
Grafom G nazveme usporiadant dvojicu G=(V,H) , kde mnozinu V={v,,V,,..,V,]
nazveme mnozinou vrcholov grafu G a mnozinu H, ktor4 je tvorena neusporiadanymi dvojicami

{Vi ,V j} ,kde 1<i<j<n ,nazveme mnozinou hran grafu G.

Pokial’ nebude zrejmé o mnozinou vrcholov €1 hran ktorého grafu sa jedna, budeme na jej zapis
pouzivat oznatenie V(G) resp. H(G) , ktoré znamena, Ze hovorime o mnoZine vrcholov alebo

hrén grafu G.

Definicia 2.2:

Vrcholy v,€G  v,€G  i<j nazveme susedné, ak {Vi,VJ}EH(G)

Definicia 2.3:
Graf G nazveme ndhodnym grafom, ak je mnoZina jeho hran H néhodne vybrana

podmnozina mnoziny vSetkych moznych hran grafu G.

Existuje vel'a roznych modelov ndhodnych grafov. Tieto sa navzdjom lisia jednak
zakladnym grafom, z ktorého ndhodny graf vznika, ale aj sposobom, ako zo zakladného grafu
nahodné grafy indukujeme. V definicii 2.3. sme sa uz jedného obmedzenia dopustili, pretoze tak
dobre, ako ndhodne vyberdme hrany, méZeme vyberat’ vrcholy. Pre ti¢ely nasej diplomovej prace

vSak tato definicia postacuje.

Teraz sa budeme venovat’ naSmu zakladnému grafu, n-rozmernej hyperkocke.



Definicia 2.4:
n-rozmernym binarnym vektorom nazveme usporiadant n-ticu (a, a, ...,a,) , ak plati

(Va,)(i€l(l,...,n})a, (0,1}

Definicia 2.5:
Nech u, v st vektory. Prirodzené &islo p(u,v) nazveme Hammingovou vzdialenostou

vektorov u, v, ak plati

n

p(u, V)=Z (uiivi)

i=1

Definicia 2.6:

Graf G nazveme n-rozmernou hyperkockou, ak jeho mnozinu vrcholov tvori mnozina
vSetkych n-rozmernych binarnych vektorov, a jeho mnozina hran je mnoZzina takych dvojic
vrcholov {V;,V;} , pre ktoré plati, e p(u,v)=1 . Takito hyperkocku oznatujeme E" .

Niekedy miesto terminu n-rozmerna hyperkocka pouzivame synonymum hyperkocka radu n.

Ako zékladny graf pri indukovani ndhodnych grafov ndm teda sluzi n-rozmerna hyperkocka.
Vrcholy tejto hyperkocky si nejakym sposobom oc€islujeme. Ako celkom prirodzeny spdsob sa javi

oCislovanie podla ich binarnych vektorov, no tento spdsob nie je jediny mozny.

Néahodny graf budeme generovat’ tym spdsobom, Ze si zvolime pravdepodobnost’ p , a pre
kazda hranu v hyperkocke E" sa nezavisle rozhodme, ¢i ju v ndhodnom grafe ponechame alebo

nie. Kazda hranu pritom ponechame s pravdepodobnostou p a odstranime s pravdepodobnost'ou

1-p.

Takto dostaneme pravdepodobnostny priestor (G",P) ,kde P:G"—(0,1) je

pravdepodobnostna funkcia definovana nasledovne:

-1
n2" —m

P (ndhodny graf ma realizaciu G)=p"(1—p)

10



pricom V(G)=2" a H(G)=m .S praktickych dovodov budeme tiez pozadovat, aby
pe(0,1)

Skumanie 'ubovolnych objektov, vratane nahodnych grafov, ¢asto znamena polozit’ si
otazku, ¢i dany objekt ma alebo nema nejaku vlastnost’. Ak povieme, ze ndhodné grafy maju
nejaku vlastnost’, nemusi to automaticky znamenat’, Ze kazdy ndhodny graf naozaj tito vlastnost’
bude mat’. Citatel’a, ktory sa doteraz este s problematikou nahodnych grafov nestretol, preto moze

nasledujtca definicia trochu prekvapit’.

Definicia 2.7:

Hovorime, Ze ndhodny graf G ma vlastnost A ak lim P|G ma vlastnost A|=1

n—oo

Teda ak hovorime, Ze ndhodny graf G ma vlastnost’ A, tak hovorime , Ze pre dostatocne
vel'ky pocet vrcholov grafu G je pocet tych grafov, ktoré vlastnost A majui, ovel'a vacsi ako pocet

tych grafov, ktoré vlastnost A nemaju.

V naSej praci nas budi zaujimat’ vrcholové pokrytia ndhodnych grafov nejakymi jeho

vhodne zvolenymi podgratmi. K tomu zavedieme d’alSie potrebné pojmy a oznacenia.

Definicia 2.8:
Graf G,=(V,,H,) nazveme podgrafom grafu G ,ak V,SEV astdasne H,SH . Ak
navySe Gy je k-rozmerna hyperkocka, podgraf G, budeme nazyvat’ k-rozmernou podkockou

grafu G.

Definicia 2.9:
Hovorime, ze podkocka K je maximalna podkocka G , ak K je obsiahnutav G a
zaroven neexistuje ziadna podkocka L obsiahnutd v G takd, Ze K je obsiahnutav L a L je

vyssieho radu.

Definicia 2.10:

Mnozinu B={G,,G,,....G,,] nazveme vrcholovym pokrytim grafu G ,ak G,SG pre

11



(Vi) i€(l,..,m} a V(G,)UV(G,)U..UV(G,)=V(G) .Aknavyse G; je (maximalna)
podkocka (Vi) i€(l,..,m} , mnoZinu B nazyvame vrcholovym pokrytim grafu G
(maximalnymi) podkockami. Cislo m sa nazyva velkost alebo dizka pokrytia. Najmensie také
m , ktoré urcuje vel'kost’ pokrytia, nazveme vel’kost minimalneho pokrytia. Pokrytie, z ktorého
nemdzeme odstranit’ ziadny jeho prvok bez toho, aby takto upravend mnozina stratila vlastnost’ byt’

pokrytim, nazveme iredudantné pokrytie grafu G.

Je zreymé, Ze kazdy ndhodny graf je mozné podkockami vrcholovo pokryt, staci vziat 2"
roznych 0 — rozmernych podkociek (pre kazdy vrchol grafu G jednu). Ak vSak miesto podkociek
budeme do pokrytia brat’ iba maximalne podkocky, velkost’ pokrytia sa nezvysi. Toto tvrdenie je

dosledkom nasledujicej lemy:

Lema 2.1:
Nech GE€G" je nahodny grafanech B={K,K,,....,K_} je vrcholové pokrytie grafu G

pomocou hyperkociek. Nech K; jekockaanech K; je jej maximalna nadkocka. Potom

B={K,.K,,...K; |,K,Ki;,,...,K,,] je tieZ vrcholové pokrytie.

Dokaz:

Staéi overit, ¢&i B’ spifia definiciu 2.10. K; pre (Vj) j€(l,..,m] stpodkocky G ,
rovnako ako aj K, .KedZe nam z pdvodného pokrytia vypadla K, , podkocka K; musi
pokryt’ vietky vrcholy z V (K,) . Ale kazdy vrchol K, je zarovei vrcholom K; ,lebo K; je

podgrafom K; .
O

Na zaklade lemy 2.1 vieme, Ze nema vel’ky zmysel brat’ ako prvky pokrytia tie podkocky,
ktoré nie st maximalne. Akonahle by sme tak totiz spravili, tak vd’aka leme 1.1 vieme skonStruovat’

pokrytie len s pouzitim maximalnych podkociek, ktorého vel'kost’ nebude vécsia ako vel'kost’
povodného pokrytia. Prave naopak, ak K; jenadkocka K, a K jQK; pre nejaké

j={1,2,...,m} pri¢om j#i ,velkost pokrytia sa zniZi.

12



Maximélnymi podkockami sa zaoberd praca [1]. MoZeme v nej néjst’ odhad strednej
hodnoty maximalnych podkociek radu k, ako aj celkovy poéet maximalnych podkociek. Dalej sa v
nej ukézalo, aka je distribucia maximalnych podkociek ako aj to, ze podkocky prili§ malych alebo
prili§ vel’kych rozmerov nepokryvaji takmer Ziadne vrcholy. Rovnako sa v praci [1] podarilo zdola
odhadnut’ velkost’ iredudantnych pokryti ndhodnych grafov. My teraz nadvézujeme na tieto
vysledky a pokusime sa najst’ horny odhad velkosti iredudantnych pokryti ndhodnych grafov.

Rovnako nés zaujima aj pocet iredudantnych pokryti.

13



O maximalnych podkockach

V naSej praci skimame velkost’ a poCet iredudantnych pokryti pozostavajucich z
maximalnych podkociek, ¢o znamend, Ze maximalne podkocky maji pre fiu kI'aiovy vyznam.
Maximalnymi podkockami sa zaoberd praca [1]. V nej dosiahnuté vysledky ndm vel'kou mierou
pomodzu v naSom snazeni odhadnut’ vel’kost’ a pocet iredudantnych pokryti. Z tohto dovodu z nej v

tejto kapitole uvadzame niektoré, pre nas dolezité, vysledky.

Veta 3.1:
Pre n—oo plati s pravdepodobnostou iducou k jednej nasledujuci vztah pre strednti

hodnotu k-rozmernych maximélnych podkociek X, ,(G) grafu G

k

E(X",k)=(Z)2nk pk.zlfl(l_p(k+2)2k71)n_

k=1

Vyraz (Z) 2" p"* " je rovny strednej hodnote k-rozmernych podkociek grafu G.

Vyraz (1_ p‘k”’fﬂ)n_k vyjadruje pravdepodobnost, ze nahodne vybrand k-rozmerna podkocka

grafu G je maximalna. Podrobny dokaz tohto ako aj d’alSich tvrdeni méze Citatel’ najst’ v [1].

Lema 3.2:
Nech A je najmensie prirodzené &islo spifiajice nerovnost A+1g(A+2)>1glog,n |
Potom X, , rastiepre O0<k<A , dosahuje maximum pre k=A alebo k=A+1 , aklesa pre

A+l<k<n .

Predchadzajuce dve vety umoziuji odhadnut’ ocakavany pocet vSetkych maximalnych

podkociek s,(G)

14



Veta 3.3:

1

Nech €,(n)=¢,(n)=0(——
Iglog, n

) . Potom pre n—o s pravdepodobnost’ou idicou k

jednej plati:

p{I-seon (o oo o (G)gpll+ameion )

Podrla [3], ndhodné grafy neobsahuji podkocky rozmerov vacsich ako up . To znamen4, Ze
pre maximalne podkocky bude platit’ rovnaké obmedzenie. V praci [1] sa vSak podarilo dospiet’ k
lepSim odhadom. AvsSak skor, ako mézeme uviest’ prislusné tvrdenia, potrebujeme zaviest’

nasledovné oznacenia:

Definicia 3.1:
Néhodné premennd X, ,(G) oznaduje pocet maximalnych podkociek grafu G radu

viacsieho ako k. Tuto skutocnost’ mézeme formalne zapisat’

Xﬁ,k(G)=Z X, :(G)

>k

Néhodna premennd X, ,(G) oznaduje pocet maximalnych podkociek grafu G radu

mensSicho ako k. Teda

X, (G)=2 X, ,(G)

j<k

Podobne zavddzame d’alsie ndhodné premenné V', (G) (resp. V;, (G) ), ktoré
oznacuju pocet vrcholov pokrytych maximalnymi podkockami radu véac¢sieho (mensieho) ako k.
Taktiez H, ,(G) ( H, .(G) )bude oznadovat pocet hran, ktoré st pokryté podkockami radu

vicsieho (mensieho) ako k.

Z lemy 3.2 vyplyva, Ze najviac maximalnych podkociek grafu G ma rozmer blizky A
AvSak zaroven existuji také hodnoty A; a A, | pre ktoré je po¢et maximalnych podkociek radov
mensich od A, avidésichod A, ovela mensi ako pocet vSetkych maximalnych podkociek grafu

G. D4 sa tieZ oc¢akavat’, Ze tieto podkocky budu pokryvat’ zanedbateI'ne maly pocet vrcholov a hran.

15



Najskor v§ak venujme svoju pozornost’ nasledujicim dvom pomocnym tvrdeniam:

Lema 3.4:

Pre n—oo s pravdepodobnost'ou idicou k jednej plati:

1, G neobsahuje podkocku radu vicsieho ako p

2, X,.(G)<n-E(X,,) prevsetky k=0,..., n

Lema 3.5:

Pre n—oo s pravdepodobnost'ou idiicou k jednej platia nasledujuce nerovnosti:

Teraz mézeme vyslovit’ vety o neexistencii maximalnych podkociek prili§ malych a prili§
vel'kych rozmerov. Tieto vety maju pre nas vel'ky vyznam, pretoze nam davaji informéciu o

rozmeroch maximalnych podkociek, ktoré budu prvkami pokrytia.

16



Veta 3.6:

Nech A =lglog,n—Iglglog,n . Potom s pravdepodobnostou idicou k jednej pre

n—oo plati:
V;.,(G)=o0[2")
H; (G)=0(IH(G)])
X;..,(G)=o[s(n))
Veta 3.7:

Nech A,=lglog,n+2  Potom s pravdepodobnostou idiicou k jednej pre n—oo plati:

V préci [1] sa podarilo dosiahnut’ dolny odhad velkosti iredudantného pokrytia ndhodného

grafu maximalnymi podkockami.

Veta 3.8:
Nech p, je ndhodna premennd, ktord oznacuje velkost’ minimalneho vrcholového pokrytia

grafu GE€G, . Potom s pravdepodobnost’ou idiicou k jednej pre n—oo plati

2(1-0(1)) _
4log,n

v

17



Ked'Ze kazdé¢ minimalne pokrytie je iredudantné, a ziadne iredudantné pokrytie nie je
mensie ako 'ubovol'né minimalne pokrytie, tloha hl'adania dolného odhadu velkosti iredudantného
pokrytia ndhodného grafu GE€G, je ekvivalentna Glohe hl'adaniu dolného odhadu velkosti

iredudantného pokrytia ndhodného grafu GE€G, .
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O jadrovych podkockach

V nasledujtcich kapitolach sa zaoberame hornym odhadom velkosti iredudantnych pokryti
nahodného grafu maximalnymi podkockami. Pri nasej praci nam pomoézu jadrové podkocky,
ktorymi sa zaobera tato kapitola. V jej prvej Casti uvadzame vysledky prace [2], ktord sa nimi

zaobera, v druhej Casti sa venujeme distribucii jadrovych podkociek.

Definicia 4.1:
Nech GeG" . Hovorime, ze maximalna podkocka K je jadrova podkocka grafu G, ak
existuje vrchol ve€K taky, Ze v nie je obsiahnuty v Ziadnej inej maximalnej podkocke grafu G.

Vrchol v nazveme jadrovy vrchol grafu G.

Pri konstrukcii pokrytia musime pokryt’ kazdy vrchol grafu G nejakou maximalnou
podkockou. Avsak vrcholy, ktoré sa nachadzajt iba v jednej maximalnej podkocke, méZzeme pokryt’
prave len tou jednou podkockou. Takéto podkocky nazyvame jadrové podkocky a z uvedeného
vyplyva, ze kazda jadrova kocka musi byt nutne prvkom kazdého iredudantného pokrytia.

Jadrové podkocky boli Studované v praci [2], kde jej autori sformulovali a dokazali vetu o

strednom pocte jadrovych podkociek v ndhodnych grafoch.

Lema4.1:
Pre n—o s pravdepodobnostou idiicou k jednej pre oCakavany pocet jadrovych

podkociek radu k plati vztah

E(Cn,k>=(z)2"‘kp"'2"'(1—(1—(1—p)"‘k)2k)

V [2] bolo ukazané aj to, ako zavisi E(C, ,) od k.

Lema 4.2:

Nech A=lig(logy(n)+1] potom E(C, ) rastie pre 0SA<A | dosahuje maximélne
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hodnoty pre k=A alebo k=A+1 aklesapre A+1<k<n .

Posledny vysledok prace [2] tykajuci sa jadrovych podkociek je odhad poctu vietkych
jadrovych podkociek v ndhodnom grafe. Veta 4.3 je dosledkom Lemy 4.1 a Lemy 4.2.

Veta 4.3:
S pravdepodobnostou iducou k jednej pre n—oo je pocet jadrovych podkociek ¢
obsiahnutych v grafe G

Co= n(1+o(l))lglogbn (2(1 —p ))n

Pre maximalne podkocky pozname hodnoty A, a A, |, pre ktoré maximalne podkocky
radov menSich ako A, a vacsich ako A, pokryvaju zanedbatel'ne malo vrcholov. Teraz o

odhadnutie takychto hodndt pokusime aj v pripade jadrovych podkociek.

Lema 4.4:

Pre n—o s pravdepodobnostou idiicou k jednej plati:

C,«(G)<n-E(C,,), prek=0.n

n

Dokaz:

Platnost’ tvrdenia priamo vyplyva z Markovovej nerovnosti.

Teraz zavedieme podobné oznacenie, ako sme zaviedli v definicii 3.1.

Definicia 4.2:
C,i= Z Cox

j<k
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CZ,FZ Cx

k<j

Definicia 4.3:
Néhodnu premenn, ktora oznacuje pocet vrcholov pokrytych jadrovymi podkockami
mengieho radu ako k ozna¢ime V7, ,(G) .Podobne V', ,(G) bude oznadovat poéet vrcholov

pokrytych jadrovymi podkockami radu vicsieho ako k.

Pozorny Citatel’ si mohol v§imnut, Ze oznacCenie poctu pokrytych vrcholov v
predchadzajticej definicii je rovnaké ako v pripade maximalnych podkociek. Verime, viak, Ze k

nedorozumeniu v tomto pripade nepride.

Lema 4.5:

Pre n—oo s pravdepodobnost'ou idiicou k jednej platia nasledujuce nerovnosti:

C,.(G)< D, nE(C, ]

k<j<u

C,«(G)<>. nE[C, ]

j<k

v.lG)< X nE(C,, )2
k<j<u
V,(G)<d nE|(C, )2

j<k

Dokaz:

Na dokaz lemy 4.5 sta¢i vhodne vyuzit’ lemy 4.4 a 3.4, uvedomit’ si, ze podkocka radu j pokryva

nanajvy§ 2’ vrcholov, a poditat’:

C,i(G)=2.C,i= D, C,y< 2, nE(C,))

k<j k<j<sp k<j<u

C, i (G)=2.C, <2 nE(C, )

J<k J<k
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V;,k<G)<zCn,k'2j= Z Cﬂ,k'2j< Z nE(Cﬂl)zl

k<j k<j<p k<j<p

V,(G)<Y. C,2' <Y nE(C, )2

j<k j<k

Teraz sme uz pripraveni vyslovit’ a dokéazat’ dva vysledky tejto kapitoly. Tieto vysledky uvadzame

aj napriek tomu, ze sa neukazali byt relevantné v skimani iredudantnych pokryti nahodnych grafov.

Veta 4.6:
Nech A,=lglog,n—lglglog,n . Potom s pravdepodobnostou idicou k jednej pre
n—oo plati:
Vi (G)=o0(2"]

2

Dokaz:

Podla lemy 4.5 pre l'ubovol'né « plati vzt'ah Vuc(G)<2 nE(C, -2/ . Podla lemy

j<k

42.je E(C,,) rastice pre kazdé k<A o umoZiuje vykonat nasledujuci odhad:

Vol G)<n-E(C, ) 2 2'<nE(C, ]2

j<k—1

Teraz dosadime za E(C, ,) vztah ziskany z lemy 4.1 a dostaneme

(k-2) n—k 2\;(71)
V;,K<G><n( “1)2“10“‘”2 ((1-pi")

K—

. v . , e n k—1 ,
Pre zjednodusSenie vyrazu pouzijeme odhad (K 1)< n a dostaneme vyraz

(=2) ek 21K*])
V, . (G)<n2"p""? (((l—p)( ) )
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Pre 0<p<l je nxpwl)z‘“’”(((l_p)(“‘””)zw):o(l) ,kedZe n" rastie ovel'a pomalSie ako

_ (k—2) , , - _ 2[!(*” . i .
(K=127" Klesa, a zaroven OS(((I—p)(n K“)) )<1 , 0 znamena, ze

Vi (G)<2"0(1)=0(2")

N&3 odhad plati pre k<A , pri¢om vieme, ze plati 1glog,n—Iglglog,n<A | teda najvicsie
pripustné k ozna¢ime A, | pricom A =lglog,n—Iglglog,n . Potom
Vi (G)=0(27)

>

Veta 4.7:

Nech A,=lglog,n+2 . Potom s pravdepodobnostou idiicou k jednej pre n—oo plati:

V. (G)=0(2"]

Dokaz:

Pri dokaze vety 4.7 budeme postupovat’ podobne ako pri dokaze vety 4.6. Podl'a lemy 4.5

pre l'ubovolné « plati vztah. V,(G)< X mE(C, |2’ . Po dosadeniza E(C, )

K<jsup

dostaneme

K<jsp J

VoelG)< 2 ”(n) 2"19"2'71(1—(1 —(1 —p)”*f)z’)

: ., . u. n\_,i A
Pre zjednodusSenie vyrazu opit’ pouzijeme odhad (j)<n a uvazime, ze

(1_(1_(1_p)”’f)2j)<1 pre kazdé «<j<u .Teda dostavame
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VZ,K(G)<2n z nj-%—lpjz/*l
K<j<u

i1 in/l
Ked'ze podla [1] sa Z n’"p’ =o(1) ) V;AZ(G)<2”~0(1)=0(2”)

AM<j<u

O

Ukazali sme, ze distribucia jadrovych podkociek je rovnaka, ako je distribicia maximalnych

podkociek.
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O regularnych a zvySnych vrcholoch

V predchadzajucej kapitole sme sa venovali jadrovym podkockam a snazili sme sa objasnit’,
preco su pre nas tieto podkocky pri konstrukcii horného odhadu velkosti iredudantnych pokryti
nahodnych grafov zaujimavé. Teraz, ked sa na vec pozrieme z iného konca, zistime, Ze niektoré
vrcholy sa v ndhodnych grafoch pokryju aj bez toho, aby sme sa ich cielene pokryvali. Takéto

vrcholy nazyvame regularnymi vrcholmi.

Definicia 5.1:
Vrchol vEG nazveme regularny vrchol grafu G, ak existuje vichol u€G  u#v taky,

ze pre kazdi maximalnu podkocku KEG plati, ze ak u€K ,potomaj veK .

Uvedena definicia hovori, Ze ak je vrchol v reguldrny, potom musi existovat’ nejaky vrchol
u , ktory vrcholu v tato vlastnost’ zabezpecuje. Pri konStrukcii iredudantného pokrytia grafu G
prirodzene musime pokryt’ obidva vrcholy. AvSak z definicie je zrejmé, Ze pokrytie vrchola u
zabezpecuje pokrytie vrchola v , ¢o ndm akoby zmensovalo mnozinu pokryvanych vrcholov o

regularne vrcholy. Pocet regularnych vrcholov je odhadnuty v praci [2].

Veta 5.1:

Pocet rg reguldrnych vrcholov v ndhodnom grafe G je

n
s<y ,

kde 1,51<y<2

Teraz, ked’ vieme odhadnut’ pocty jadrovych podkociek i regularnych vrcholov, mézeme
odhadntt’ aj pocet tych vrcholov, ktoré nie su regularne a ani ich nevieme pokryt’ jadrovymi

podkockami.
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Veta 5.2:
Nech M; ozna¢uje mnozinu tych vrcholov ndhodného grafu G , ktoré nie st regularne, a
ani nevieme garantovat’ ich pokrytie pomocou jadrovych podkociek. Potom pre n—oo s

pravdepodobnost’'ou idticou k jednej plati

IM¢|<2"(1-0(1))

Dokaz:

Ked'Ze ndhodny graf G indukujeme z n-rozmernej hyperkocky spdsobom, ktory nemeni
pocet vrcholov v grafe, plati, ze |V(G)|=2" . Pocet prvkov mnoziny M; ziskame odpogitanim
regularnych vrcholov a vrcholov pokrytych jadrovymi podkockami od mnoziny V(G) .V
pripade jadrovych podkociek vSak vieme povedat’ len to, Ze kazd4 jadrova podkocka pokryje aspoii
jeden nepokryty vrchol, o vSak neznamend, Ze nemodze pokryt’ viac. Preto mozeme povedat’, ze
pocet vrcholov pokrytych jadrovymi podkockami bude vac¢si alebo rovny poctu jadrovych kociek,
¢o nam zmenSuje pocet prvkov mnoziny M; . Tieto uvahy dostato¢ne zdovodiiuju nasledovny
vypocet:

[Me[<2"—y "=t R (2 (1— )" =2"(1-0(1))

Veta 5.3:

Pre n—oo s pravdepodobnost'ou idiicou k jednej plati

IM¢[>2"(1-0(1))

Dokaz:

Dokaz vedieme podobne ako vo vete 5.2. Akurat budeme predpokladat’, ze jadrové
podkocky maju prazdny prienik a st maximalnych moznych rozmerov, ¢o znamena, Ze pokryvaja

najvacsi mozny pocet vrcholov. Potom

[M;[>2"—y"—n"" R (2 (1 —p))" (g log, n+2)=2"(1~0(1))
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Horny odhad velkosti iredudantného pokrytia

V tejto kapitoly sa zameriame na ndjdenie horného odhadu velkosti iredudantného pokrytia.
Najskor sformulujeme a dokdzeme horny odhad, ktorého platnost’ je v podstate zrejma. Pouzity

postup je podobny metdde, ktora bola pouzita v praci [7].

Veta 6.1:

Dokaz:

Vieme, ze nahodny graf G, ktory pokryvame, ma 2" vrcholov. Pokial’ kazdy z vrcholov
tohto grafu pokryjeme 0-rozmernou podkocou (podkockou, ktord obsahuje iba jeden vrchol),
dostaneme pokrytie podkockami velkosti 2" . Z neho moZeme zostrojit’ iredudantné pokrytie

grafu G maximalnymi podkockami nasledovne:

1) kazda 0-rozmernt podkocku nahradime nejakou jej maximalnou nadkockou. Podl'a
lemy 2.1 je takto upravend mnozina tiez pokrytim grafu G a jeho velkost’ sa
nezmeni.

2) Nasledne s pokrytia odstranime vSetky nadbyto¢né podkocky — teda tie, ktoré

nepokryvaju Ziadny inou podkockou nepokryty vrchol - z pokrytia odstranime. Touto

upravou sa vel’kost’ pokrytia nezvysi, a teda plati p,<2" .

O

Odhad dosiahnuty vo vete 6.1 je v podstate zreyjmy aj pri nie prili§ hlbokom zamysleni sa
nad danym problémom. My sa preto pokusime tento odhad vylepsit’ pouzitim inej, trochu
sofistikovanejSej metody. Navod na iu nam poskytuje praca[4]. Vsetky dolezité pomocné vysledky,
ktoré potrebujeme na jej pouzitie, sme uviedli uz v predchadzajucich kapitolach. Napriek tomu
potrebujeme zaviest’ eSte jeden pojem, ktory zavaddzame podobnym spdsobom, ako je to urobené v

praci [8].
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Definicia 6.1:

Blokovy (n,d) kod sa sklada z kddovacej funkcie E:2"—2" |, dekédovacej funkcie

D:2°52" , pri¢om funckia EoD je funkcia identity a funkcie E, D spracovavaji text po

blokoch dizky n, resp. d.

Definicia 6.2:

Grupovym kdédom G, 4 s parametrom d nazveme l'ubovolny blokovy (n,d) kod, ktorého

vSetky kddoveé slova tvoria aditivnu podgrupu.

Teraz uz moéZeme popisat’ postup na konstruciu iredudantného pokrytia nahodného grafu n-

rozmernymi hyperkockami.

Algoritmus na konstrukciu iredudantného pokryvtia:

1))

2)

3)

4)

do pokrytia zoberieme vsetky jadrové podkocky. Ked'ze jadrové podkocky v sebe
obsahuju aspoii jeden vrchol, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnej inej maximalnej
podkocke, je nevyhnutné do pokrytia vziat’ kazdu jednu jadrova podkocku

teraz potrebujeme pokryt’ uz len prvky mnoziny M; . Podla [5] existuje v n-

rozmernej hyperkocke grupovy kod s parametrom 2r+1 s poctom prvkov

n

(2n)’

rozmeru vic§ieho ako A,=lglog,n+2 . Preto si zvolime mnozinu M;EM; taku,

g= . Podla vety 3.7 sa v ndhodnom grafe G nenachadzaju podkocky

7¢ M; bude obsahovat’ iba také vrcholy z M; |, ktorych hammingova vzdialenost
jeaspon 2A,+1
kazdy vrchol z M; pokryjeme nejakou maximalnou kockou. Mnozina M; je
zvolena tak, aby mali tieto kocky prazdny prienik.
nepokryté vrcholy z M; pokryjeme takymi podkockami, ktoré neobsahuji bod z
M; . Tu musime ukazat’, 7e takého pokrytie sa vzdy da spravit. Ak by sa nedalo,
znamenalo by to, zZe kazda maximalna podkocka, ktord pokryva nejaky vrchol
VEM; , obsahuje aj nejaky vrchol UEM; . Ked’ze podkocky maju rozmer
nanajvy§ A, aprvky M; savzdialené aspoi 2A,+1 , znamena to, 7e kazda

maximalna podkocka, ktor4 obsahuje vrchol v , obsahuje aj vrchol u ,ateda u je
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regularny vrchol, ¢o je spor so skuto¢nostou, ze mnozina M; regularne vrcholy
neobsahuje.

5) z pokrytia odstranime vSetky zbytocné podkocky. Zbytocné podkocky su také
podkocky, ktoré nepokryvaju Ziadny vrchol grafu G , ktory nie je pokryty nejakym
inym prvkom pokrytia.

Dufajuc, ze s pouzitim uvedeného algoritmu dospejeme k lepSiemu hornému odhadu,
zacneme vycislovat’ horny odhad po¢tu maximalnych podkociek potrebnych na konstrukciu

pokrytia. Ako je vSak zo znenia nasledujucej vety zrejmé, tato nadej sa ndm nesplni.

Veta 6.2:

Pre n—oo s pravdepodobnost'ou idlicou k jednej plati

p,<2"(1+0(1))+M{

Dokaz:

Mnozinu pokrytia budeme konstruovat’ postupne. V prvom kroku do nej pridame vsetky

n

maximalne podkocky, ktorych je, podla vety 4.3, n''*(!Velsn(2(1_p))* . Z vlastnosti jadrovych

podkociek vyplyva, Ze takto pokryjeme minimalne n''*°"'€°®"(2(1—p))" vrcholov grafu G.

V druhom kroku algoritmu konstruujeme mnozinu M; . Pre poCet prvkov M; plati podl'a

kroku 2) algoritmu a vety 5.3 vztah

2"(1-0(1))

|1\7If|> (21’1 )1g10gb n+2
V tretom kroku pokyvame vrcholy z M, . Prirodzene, pritom pokryjeme aj nejaké iné
vrcholy, ktoré do mnoziny M, nepatria. Po vykonani tohto kroku budem mat’ pokryté vietky

jadrové vrcholy a aspoi V,(G) vrcholov, pricom

VZ(G)>|1\7If|-2A‘> 2n(1_0(1)) 2lg10gbn—lglglogbn= 2n< 1 _0( 1 ))

Iglog, n+2 Iglog,n+2 4 lglglog, n
(2n)=™ 4n°=""002 '
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V $tvrtom kroku pokryvame doteraz nepokryté vrcholy z mnoziny M, . Ich podet

oznaéime V;(G) a vypocitame ho ako rozdiel |M;| a V,(G)

_ n 2"(1=o(1)) _n 1
VS(G)_|Mf|_V2(G)<2 (1_0(1))_4nlglogbn+22lglgloghn_2 (1_0(1))(1_41g10gbn‘n

Iglog, n+2 )

1
41glog, n'n

V}”I‘aZ lglog,n +2 ide k O, teda

M= V,(G)<2"(1-0(1))'=2"(1-0(1))
Z doterajSich vysledkov vidiet’, Ze sa nam v druhom a tretom kroku algoritmu nepodarilo
asymptoticky zmensit’ mnozinu vrcholov, ktoré eSte musime pokryt’. Navyse, pokrytie tychto
zostavajucich V;(G) vrcholov nevieme spravit’ lepsie ako tak, Ze pre kazdy este nepokryty vrchol

zoberieme jednu maximalnu podkocku.

Do pokrytia musime zobrat’ vietky jadrové podkocky, d’alej musime pridat’ | M|
maximalnych podkociek, pricom nam stale zostane 2"(1—o(1)) nepokrytych vrcholov, ¢o v
nasom pripade znamena, ze potencidlne 2"(1—o(1)) maximalnych podkociek moze byt

potrebnych na konstrukciu iredudantného pokrytia. Preto

Py <coH M|+ V5(G)<n! RS (0 (1 p) ) M| +2" (1 —0(1)) .

Po tiprave dostaneme:
<2n (1+0(1))Iglog,n 1— n 1— 1 M
p,<2'(n (1=p)"+(1—0(1)))+ M|

Nakolko plati, ze n''*"'8"&"(1_p)"=0(1) , pre horny odhad velkosti iredudantného

pokrytia dostavame

p,<2"(o(1)+(1—0(1)))+|M;[<2"(1+0(1))+[M;|
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Jasne vidiet’, ze odhad velkosti iredudantného pokrytia je vo vete 6.2 eSte horsi, ako sme

dosiahli vo vete 6.1.
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Pocet iredudantnych pokryti

V tejto kapitole sa zaujimame o pocet iredudantnych pokryti. Odhadneme ich pocet zdola i

zhora. Za¢neme dolnym odhadom.

Na dolny odhad poctu iredurantnych pokryti pouzijeme algoritmus popisany v
predchadzajucej kapitole. V kroku 3 totiz pokryvame vrcholy mnoziny M; | pri¢om kazdy vrchol

z tejto mnoziny mdzeme pokryt’ aspont dvoma maximalnymi podkockami, ked’ze vrcholy M nie
su jadrové vrcholy. Tato skuto¢nost’ ndam umoziuje sformulovat’ a dokdzat’ vetu o dolnom odhade

poctu iredudantnych pokryti.

Veta 7.1:
Nech P, jendhodna premennd, ktord oznacuje pocet iredudantnych pokryti. Pre n—o s

pravdepodobnost’'ou idticou k jednej plati

Dokaz:

Podra tretieho kroku algoritmu uvedeného v predchadzajucej kapitole kazdy vrchol z
mnoziny M; méZeme pokryt’ aspoii dvoma maximalnymi podkockami. To nam d4va aspoti

oM moznosti pokrytia mnoziny M, . Kedze v d’alsich krokoch nepokryvame podkockami
obsahujucimi vrcholy z M, | znamen4 to, Ze v iredudantnom pokryti sa bude nachadzat’ pre kazdy
vrchol z mnoziny M; prave jedna maximalna podkocka. Z toho vyplyva, Ze Py >2M - po

dosadeni a uprave dostavame vysledok.

Pre horny odhad poctu iredudantnych pokryti ur¢ime pre kazdy vrchol najvacsi mozny pocet
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maximalnych podkociek, v ktorych moze byt’ obsiahnuty. Staci, ked’ sa budeme zaujimat’ iba o
vrcholy z mnoziny M; | lebo jadrové vrcholy st obsiahnuté iba v jednej maximalnej podkocke, ¢o
znamena, ze je len jeden spdsob, ako ich pokryt, no a reguldrne vrcholy sa pokryju tak, ze sa

pokryju ostatné vrcholy.

Lema 7.2:

S pravdepodobnostou iducou k jednej pre n—oo plati

Dokaz:

Z kazdého vrchola VEM; vedie maximalne n hran, z nich A, az A, musi byt
obsiahnutych v maximéalnej podkocke. Teda pre pocet maximalnych podkociek, ktorymi mézeme

pokryt’ nejaky vrchol v grafu G, dostdvame horny odhad
Ay
Z n
=40

Z popisanych uvah vyplyva, ze

Z vety 5.2 dostavame

Teraz potrebujeme tento vyraz upravit, v ¢om nam pomdze nasledujtica lema.

Lema 7.3:

Pre n—oo plati




Dokaz:

7 . ¥ n . VIO vy . s
Staci ukazat’, Ze ( i) dosahuje najvagsiu hodnotu na mnozine {A,...,A,} prave pre &islo

A, . To spravime tak, Ze dokaZeme platnost’ >1 . Z vlastnosti kombina¢nych ¢isel

L n . C . Vi<i & y ,
vyplyva, ze ak ;| rastiepre nejaké i , potom rastie aj pre V j<i , ¢o v nasom pripade

znamena platnost’ dokazovanej formuly. Preto pocitajme

n n!
AZ _ Az!(n_Az)! _H—A2+1

n n! )\2
=1 =1 (n=2,+1)!
Po dosadeni dostavame

n—lglog, n—1
Iglog,n+2

Fahko vidi lati oL,
s ’ - i -
ahko vidiet, ze pre n—o plati Iglog,n—2

S vyuzitim lemy 7.3 m6Zeme pisat’

V nasSej snahe upravit’ vyraz odhadujici pocet iredudantnych pokryti zhora sa teraz
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. c v g n ;o IR ,
zameriame na kombinacné ¢islo ( A ) . Z definicie kombina¢nych c¢isel vyplyva rovnost’
2

Vyraz na pravej strane rovnosti je mozné upravit’ s pouzitim Stirlingovej formuly. Pretoze sa

zaoberame hornym odhadom, musime si dat’ pozor, aby sme dany vyraz nezmensili.

Lema 7.4:

Pre n—oo plati

n! - Vnn"(1+0(1))
(AMn=2,) V2 mwa, (n—A,) Ak (n—2,)"

Dokaz:

Po pouziti Stirlingovej formuly dostaneme

n

2nn(§ (1+0(1))

n!
(A,+2)(n—2A,)

S
!

A, . (n—2a,)
Jm(%) mm—m(“ AZ)

Po tiprave vyrazu na pravej strane nerovnosti dostaneme

n

(1+0(1))

\/21Tn(£

€

Vnn"(1+0(1))ede™ ™
)“‘Az V21 A, (n—2a,)e" Ay (n—A,)" "

\/21'(2\2(%) 2\/2Tr(n—/\2)(n_}\2

€

n—3a, _

Ked'Ze plati rovnost e¢“e" “=¢" , dostivame
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Vnn"(140(1))ee" ™ _ Vnn"(1+o(1))

2A,(n—A,)e" AN (n—A,)" " 2mA,(n—2A,)A%(n—A,)" "

Pri d’al$ich upravach horného odhadu poctu iredudantnych pokryti budeme pracovat’ s
dosadenymi hodnotamiza A, a A, .Pripominame, ze A,=Iglog,n—Iglglog,n a

A,=lglog,n+2 |

Lema 7.5:
Pre n—oo plati

n n—Iglog,n—2 _ lglog,n+2
n 2 glogy, ng 23

<
(Iglog, n+2)"®"**(n—Iglog,n—2)" ¢"*" > (Iglog,n+2
b b b

)lglogbn+2

Dokaz:

V dokaze vyuzijeme, Ze pre dostatocne vel'ké n plati nerovnost’
n—lglog,n— 223

a teda plati aj nerovnost’

n n

n < n
)nflglogbn72

(Iglog,n+2)"*"*"**(n—Iglog,n—2 n

2

)nlglogan

(lg IOg bn + 2)lg]ogbn+2 (

a

o y g a—b_ 1
VyuZijeme platnost identity n b=—b a dostaneme
n

n n—Iglog,n—2 __Iglog,n+2
n 2 glogy, l'lg 2h

<
(Iglog,n+2)*" " **(n—Iglog,n—2)" """ " (Iglog, ,n+2)*"e""?

Lema 7.6:
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Vn(1+0o(1)) <_(1+o(1))
V2 (lglog,n+2)(n—Iglog,n—2) +Iglog,n+2

Dokaz:

.. . n ,
V dokaze opit’ pouzijeme, platnost’ nerovnosti n—Iglog,n—2> 5 »a dostavame

Vn(1+o(1)) < (+o(1)) _ (1+o(1))
V2 (lglog,n+2)(n—Iglog,n—2) +m(lglog,n+2) +Iglog,n+2

Teraz sformulujeme a dokdzeme vetu o hornom odhade poctu iredudantnych pokryti

nahodného grafu G.

Veta 7.7:
S pravdepodobnost’'ou iducou k jednej pre n—oo plati

Iglogyn+2

1
410gbn(lglogbn+2

p,<2”(1+0(1))

Dokaz:

Podrla lemy 7.3 plati

p,<2"(1—o(1))(A,—A,+1)

n
Ay

Z lemy 7.4 dostavame

Vnn"(1+0(1))

V21, (n=2,) A5 (n—2a,)" "

p,<2"(1=0(1))(A,—A,+1)

Po dosadeniza A, a A, azliem 7.5a 7.6 mame

2n—lg10gbn—2 nlglogbn+2 (1+0(1))

(Iglog,n+2)¢"°s"** JIglog, n+2

p,<2"(1—o(1))(lglglog,n+3)
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lglglog,n+3 <1
\/(lglogbn+2)\

Kedze (1—o(1))(14+0(1))<(1+0(1)) a , dostavame

lglog n+2 Iglog,n+2
n- ' 1

<2 (1+o0(1
zlg“"b’h“”(lglogbn+2)lgl°gthrZ (I+of ))410gbn(1glogbn+2

p,<2”(1+0(1))
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Zaver

V préaci sme sa zaoberali hornym odhadom vel'kosti iredudantnych pokryti a hornym 1
dolnym odhadom poctu iredudantnych pokryti ndhodnych grafov generovanych na n-rozmernej
hyperkocke. Dokazali sme, Ze pre vel’kost iredudantného pokrytia plati vztah p,<2" . Tento
odhad sme sa pokusili vylepsit, ¢o sa nam ale nepodarilo. Naopak, médme dévod sa domnievat’, ze
tento odhad sa uz prili§ zlepSovat’ neda. Je to pravdepodobne kvoli pomerne vel’kému rozsahu

rozmerov maximalnych podkociek, ktoré na§ model ndhodnych grafov obsahuje.

Pre pocet iredudantnych pokryti sme dokazali platnost’

Iglog n+2

2"(1-o(1)) 1 n
2@ <p <2 (1+0(1
Py (I+of ))4logbn lglog,n+2

Treba vsak povedat’, Ze problematiku ziskavania odhadov Specialnych pokryti nahodnych
grafov sa nam nepodarilo vycerpat’. Napriklad je moZné zaoberat’ sa minimalnymi pokrytiami, najst’
horny odhad pre ich vel'kost’ a oba odhady ich poctu, pripadne sa zaoberat’ inym modelom

nahodnych grafov.
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