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Abstrakt

V préci predstavujeme Kolmogorovsku zlozitost ako zaujimavy pripad popis-
nej zlozitosti a ukazujeme jej vlastnosti a vyuzitie na konkrétnych prikladoch.
Na zaciatku uvadzame potrebné teoretické zaklady, v kazdej kapitole vysvet-
[ujeme tedriu Kolmogorovskej zlozitosti, ktort vzapiti aplikujeme pri rieSeni
prikladov. Praca obsahuje mnozstvo prikladov, ktoré pomahaju lepsie pocho-
pif vedomosti nadobudnuté v teoretickej ¢asti a dopliaji ich. Nachadzaju sa

v nej rieSené priklady ako aj tlohy na precvicenie pre ¢itatela.

KItdové slova: Kolmogorovska zloZitost, najkratsi popis, popisna zloZitost,

nestlacitelnost, metéda nestlacitelnosti



Abstract

In the thesis we introduce Kolmogorov complexity as an interesting instance
of descriptional complexity and we show some of its properties and applica-
tion on concrete examples. First we provide essential preliminaries, in each
chapter we explain the theory of Kolmogorov complexity which we apply
in the examples later on. The thesis contains lots of examples that help in
better understanding of the knowledge acquired in the theoretical sections
and they make it up. There are examples with solutions as well as exercises

meant for reader for practising in the paper.

Keywords: Kolmogorov complexity, shortest description, descriptional com-

plexity, incompressibility, incompressibility method
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Kapitola 1
Uvod

Tento text vznika ako diplomovéa praca na Fakulte matematiky, fyziky a infor-
matiky Univerzity Komenského v Bratislave. Jeho hlavnym cielom je predsta-
vit zaujimavé aspekty Kolmogorovskej zlozitosti a ilustrovat ich na rieSenych
i neriesenych prikladoch. Kazda kapitola je zamerana na rozne vlastnosti
a aplikacie Kolmogorovskej zlozitosti. Po vysvetleni tedrie nasleduju riesené
priklady objastiujtce a dopliiajice podant tedriu a tlohy urcené pre &itatela,
na ktorych si moze precviéit nadobudnuté vedomosti.

NaSou ambiciou pri pisani prace je pomdct vSetkym, ktori sa o tito ob-
last zaujimaju a chct si vedomosti precvicit aj na konkrétnych prikladoch.
Silnou motivaciou pre pisanie tejto prace je aj fakt, ze slovenska literatura
s podobnym obsahom neexistuje. Verime, Ze sa ndm toto prazdne miesto
podari zaplnif prave touto pracou, a ze bude naozaj slizif svojmu ucelu.

Préaca je urcena pre vSetkych, ktori sa chctt naudit teériu Kolmogorovskej
zloZitosti a naucit sa ju aplikovat, primarne vSak posluchac¢om vysokoskol-
ského $tudia informatiky, ktorym méze ¢iastoéne pomoct aj ako doplnkovy
Studijny materidl na predmet Kolmogorovska zlozitost predndsany na nasej
fakulte. Od c¢itatela sa ocakdvaju zdkladné znalosti z matematiky a teoretickej
informatiky. Problematiku Kolmogorovskej zlozitosti rozoberame od zakla-
dov, ziadne sktisenosti s tymto pojmom preto nie si vyzadované. V pripade,

ze ma Citatel zaujem o obsirny vyklad potrebnych teoretickych zékladov ako
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aj samotnej tedrie Kolmogorovskej zlozitosti, odporicame na stidium roz-
siahle dielo [16] (v anglickom jazyku) z pera Paula Vitanyiho a Ming Liho,
expertov v tejto oblasti. Pri pisani sme aj my neraz Cerpali prave z uve-
denej publikdcie. Vhodnym Startovacim bodom pri $tadiu méze byt taktiez
bakalarska préca [8] obsahujtca aj niekolko velmi zaujimavych aplikacii KZ,

po ktorej sme pri pisani tohto textu siahli tiez.

V tGvodnej kapitole stanovujeme ciel diplomovej préce, popisujeme moti-
vaciu a Clenenie prace. V druhej kapitole vysvetlujeme vSeobecné teoretické
zdklady potrebné na pochopenie problematiky vysvetlovanej v dalSich cas-
tiach prace a uvddzame pojem popisné zlozitost. Kazda nasledujtica kapi-
tola je rozdelend na teoreticku ¢ast a na praktick ¢ast obsahujucu priklady
a ulohy. V kapitole ¢islo 3 zavadzame a definujeme Kolmogorovskt zlozi-
tost a vysvetlujeme jej zdkladné vlastnosti. V nasledujicej kapitole pracu-
jeme s pojmom nestlacitelnost refazca a popisujeme metddu nestlacitelnosti.
Piata kapitola pracuje s Kolmogorovskou zlozitostou ako s nevypocitatelnou
celoc¢iselnou funkciou. Nahodné postupnosti a testy nahodnosti spominame
v Siestej kapitole. Kapitola ¢islo 7 opisuje velmi zaujimavé a netrividlne apli-
kacie Kolmogorovskej zlozitosti, pricom v nej ukazeme dokazy odhadu poctu
farieb potrebnych pri hranovom farbeni grafu a odhadu zlozitosti triedia-
ceho algoritmu v priemernom pripade vyuzivajice Kolmogorovsku zloZitost.
Posledna — 6sma kapitola tvori zaver tejto prace, zhina jej obsah, popisuje
prinos a navrhuje moznosti jej rozsirenia. Nasleduje zoznam obrazkov a zo-

znam pouzitej literatury.

Kolmogorovska zlozitost je ,krasna, hlboka a dolezita“ cast teoretickej
informatiky!. Tedria Kolmogorovskej zloZitosti sa zaoberd najméi zloZitostou
refazcov a ndhodnymi refazcami. Za kritérium zlozitosti refazca je zvolend
dl7ka jeho popisu. Neformalne mézeme Kolmogorovski zlozitost refazca de-

finovat ako dizku jeho najkratsieho popisu vzhladom k nejakej popisnej me-

1 Ako sa nechal poc¢ut Juris Hartmanis, drzitel Turingovej ceny z roku 1993.
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tode. Refazce s dlhymi popismi maji pre nas $pecidlny vyznam, kedZe ich
vysoki zlozitost budeme v mnohych pripadoch vediet vyuzit vo svoj pros-
pech. Kolmogorovska zlozitost poskytuje aj netradi¢nii definiciu ndhodnych
retazcov. Bohatd tedria Kolmogorovskej zloZitosti nie je samoucelnd a uka-
zuje sa ako velmi silny, uzitoény a prakticky nastroj pouzitelny v mnohych

oblastiach informatiky a matematiky.



Kapitola 2

Teoretické zaklady

2.1 Strucény uvod do problematiky

Pod pojmom zloZitost zvicsa rozumieme zlozitost nejakého algoritmu, ¢i uz
¢asovi alebo priestorovii. Casovou zlozitosfou rozumieme pocet instrukeii
(priradeni, porovnani), ktoré algoritmus vykona. Pri Turingovych strojoch?
to moze byt napriklad pocet presunov hlavy o jednu poziciu lubovolnym sme-
rom alebo zapis znaku na pasku. Co sa priestorovej zlozitosti tyka, urcuje ju

pocet pouzitych poli na paske Turingovho stroja.

Zlozitost ako taka je jednou z vlastnosti kazdého objektu. Vseobecne nés
preto moze zaujimat zlozitost lubovolného objektu, ¢i uz je to algoritmus,
graf, problém, jazyk, refazec, mnozina. .. Aby sme sa zloZitostou niektorého
objektu mohli zaoberat, potrebujeme poznat presni definiciu zlozitosti ob-
jektu, aby sme tuto vlastnost vedeli jednoznacne urcit a vyhodnotit. Ak
chceme urcovat zlozitosti roznych typov objektov, potrebujeme taktiez de-
finovat ich jednotnu reprezentéciu, aby sme s nimi vébec mohli pracovat.
V tejto praci budeme vsetky objekty reprezentovat ako binarne refazce. Bu-
deme potrebovat rozumné kédovanie objektov, aby bolo jasné aky objekt

dany retazec reprezentuje. Refazcom a ich kédovaniu bude preto venovana

'Model Turingovho stroja, s ktorym budeme pracovat, definujeme neskor.
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cela podkapitola 2.2.

Uz vieme, Ze objekty budeme reprezentovat retazcami. Zlozitost tychto
objektov bude preto dana zlozitostou ich refazcovej reprezentacie. Ako ale
uréit zlozitost retazca? Co to vobec je zloZitost retazca? Odpovedou na tieto

otazky bude prave Kolmogorovskd zloZitost.

Na urcenie zlozitosti refazca sa ako prva moznost intuitivne pontka jeho
dlzka. Je to vSak rozumné kritérium? Vietky kratke refazce vyhlasime za
jednoduché, vSetky dlhé budeme povazovat za zlozité. Najzlozitejsimi budu
nekonecné refazce. Znamen4 to, ze napr. vSetky ¢isla s neukoncenym desatin-
nym rozvojom? budt mat ,nekoneéni® zlozitost. Zamyslime sa, je to vhodné
kritérium?

Dalsim kritériom na uréenie zloZitosti refazca moéze byt dlzka vypocétu
tohto refazca. Nech je to napr. ¢asova zlozitost algoritmu, ktory tento refazec
vypiSe. Zrejme existuje mnoho algoritmov, ktoré dokazu dany refazec vypi-
sat na vystupe. Ktory z nich si vyberieme? Mo6Zeme si zvolit napriklad ten
s najmensou ¢asovou zlozitostou. Nevznikaji vyberom takéhoto algoritmu
nejaké neziaduce prekazky? Takto zvoleny algoritmus moze byt neprijemne
dlhy, problémom moze byt aj jeho priestorova zlozitost.

Na druhej strane si méZeme zvolit najkratsi taky algoritmus, ktory vypise
dany retazec. Ten vSak moZze mat neakceptovatelni ¢asova (¢i priestorovi)
zlozitost.

Zvolme posledny spominany pristup, a sice zlozitost refazca nech je ur-
¢ena dlzkou jeho najkratsieho popisu. MoZeme povedat, e takto definovana
zlozitost je prikladom popisnej zloZitosti. Takato definicia mé blizko aj k intu-
itivnemu pohladu na komplikovanost retazca. Retazce tvaru napr. 00000 . . .,
01010101010 .. alebo 010110111011110111110. .. st nekonecné, no intuicia

2Cisla zapisujeme v dohodnutej ¢iselnej ststave. Prirodzene sme zvyknuti pisaf éisla
v desiatkovej stustave. Kazdé ¢islo mozeme v tom pripade chapat ako refazec nad abecedou
Y ={0,1,2,...,9}. Cisla zapisané v binarnej stistave budi potom retazce nad dvojprvko-
vou abecedou ¥’ = {0,1}.
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hovori, Ze nie st komplikované alebo zlozité. Ich popisy st velmi jednoduché
a kratke. Prvy moZzeme slovne popisat ako ,,pis samé nuly“. Dalsi vyjadrime
ako ,striedaj po jednom nuly a jednotky“. Zda sa, ze ¢im komplikovanejsi
sa refazec javi, tym tazSie sa popiSe, resp. tym dlhsi popis potrebujeme. Ak
sa v retazci buda znaky (prvky abecedy, pismena) striedat ndm neznédmym
sposobom, budeme ho povazovat (intuitivne) za komplikovany /zlozity. Ne-

budeme schopni néjst ziadny jeho popis.

Pri tychto tivahéch je pre nas na ilustraciu vhodnym prikladom cdislo
m = 3.1415926535 ... Pri pohlade nai nevieme lahko vyjadrit ako sa jed-
notlivé cifry jeho rozvoja striedaju. Nevidime medzi nimi stvis, na zaklade
jednej nevieme povedat akd bude nasledovna. 7 sa ako refazec javi byt na-
ozaj zlozity. Cislo 7 ale vieme exaktne popisat a pozndme postupy ako zistit
jeho presnd hodnotu.?

Jednym z jeho vyjadreni je napr. Bailey-Borwein-Plouffeov* vzorec

_ii4—2—1—1 @2.1)
S 42168 \8k+1 8k+4 8k+5  8k+6 '

Ako vidime, napriek dizke ¢isla 7 a jeho ocakévanej zloZitosti je jeho popis
kratky. Za ,kratkost“ tohto popisu vSak vda¢ime aj tomu, Ze mame kratky

popis nekonecna ,,00%“, ktory v tomto popise vyuzivame.

Uloha 2.1.1. Uvedeny vzorec je sice popisom &sla 7, no pri pohlade naii
nie je vObec zrejmé, Ze je to naozaj tak. Odsimulujte preto aspon niekolko
pociatoénych krokov algoritmu vyuzivajiceho uvedeny vzorec na vypocet
¢isla 7.

Kolko iteracii potrebujeme vykonat, aby sme ziskali prvych 10 platnych

cifier desatinného rozvoja 77

3Vsimnime si, ze v tomto konkrétnom pripade na popis &isla 3.1415926535. .. staci
trivalne kratky popis, a sice je to , 7%, jeden vSeobecne uznavany symbol reprezentujuci

prave tuto konstantu.
4Simon Plouffe, [1] (1995). Napriek tomu, 7e tento vzorec nasiel Plouffe, je pomenovany

podla autorov ¢lanku, v ktorom bol vzorec uverejneny.
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7 nésho nového pohladu, z pohladu dizky najkratsieho existujtceho po-
pisu, sa 7 ukazuje ako pomerne jednoduchy retazec. Moze sa ale stat, Ze
narazime na retazec, ktory nebudeme vediet kratko popisat. Z pohladu po-

pisnej zlozitosti to bude velmi zloZity retazec.

Koncept, ktory sme uviedli, opisuje Kolmogorovsku zlozitost ako $pe-
cidlny pripad popisnej zloZitosti. KZ refazca je definovana ako dlzka najkrat-
sieho mozného popisu tohto refazca. Ako sme uz spominali, volba najkrat-
sieho popisu refazca (algoritmu na vypocet retazca), moze mat za nasledky
extrémnu ¢asovil a priestorovi zlozitost. Od tohto faktu vSak abstrahujeme,
kedZe Kolmogorovska zlozitost pontka teoreticky pohlad na zlozitost refa-
zcov a nezaujimame sa o zdroje potrebné na vypocet®. Pri uvedenej definicii
zloZitosti refazca sa vynaraju na povrch aj iné otézky, ako napr. ,,Ako bu-
deme jednotlivé popisy vyjadrovat?“ alebo ,,Ako budeme merat dizku ich

popisu?“ Tieto, ale i mnohé dalsie buda zodpovedané v priebehu textu.

2.2 Retazce a ich kédovanie

V nasledujicej ¢asti sa budeme venovat zapisu retazcov a ich kédovaniu v bi-
narnej abecede. Nebudeme vsak hovorit o tom, ako objektu priradit refazec,
ktory ho bude reprezentovat.

Cisla moézeme zapisovat v réznych éiselnych ststavach. My budeme pra-
covat s ¢islami v bindrnom tvare. Pre lubovolnt abecedu I' vieme najst také
kédovanie, ze kazdé pismeno abecedy I' zakédujeme prvkami z {0, 1}*. Zapis
Tubovolného ¢isla potom mozeme povazovat za refazec (slovo) nad abecedou
Y ={0,1} a naopak, kazdy retazec nad abecedou ¥ mozeme chépat ako zé-
pis ¢isla v bindrnej ststave. Pojmy ¢islo a refazec mdzeme preto podla kon-

textu zamienat. Na popis vSetkych objektov budeme vyuzivat bindrne re-

SExistuje aj definicia Kolmogorovskej zloZitosti s obmedzenymi prostriedkami, v nasej

préci sa fou vSak nezaoberdame. MdZete sa o nej docitat v [16] (kapitola 7) alebo v [7]
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tazce. Kazdy objekt preto patri do {0, 1}*.

Mohutnost mnoziny M budeme oznacovat |M|. Kedze budeme pracovat
nad abecedou ¥ = {0, 1} a plati |X| = 2, budeme pouzivaft logaritmus pri z&-
klade 2. Zapisom log z preto rozumieme log, , pokial nebude uvedené inak.
Dizku refazca x ako aj dlzku binarneho zépisu &sla reprezentovaného retaz-
com x budeme oznacovat [(z). UrCuje ju pocet bitov zapisu refazca z, resp.

pocet bitov (cifier) &isla z. Dlzka zapisu ¢isla aj refazca x sa potom rovné
|logz| + 1,

kde pocitame logaritmus ¢isla (nie retazca) z, kedZze logaritmus je funkcia
definovana na ¢islach, nie na refazcoch.

Zaokruhlenie hodnoty |log | +1 na log x zrejme sposobuje rozdiel najviac
jedného bitu v dizke, tento rozdiel preto zanedbame a budeme pisat [(z) =
log x.

i-ty bit refazca x oznacujeme z;. Podrefazec x, ktory budu tvorif bity
x od i-teho po j-ty, oznacime w;;. Cely n-bitovy retazec x moézeme oznacit

1., Zrejme vSak x = xq.,.

Hovorili sme, Ze vSetky objekty budeme kédovat do bindrnych retazcov.
Plati to aj o prirodzenych c¢islach.

Usporiadajme vSetky bindrne retazce lexikograficky:
{0,1}* =¢,0,1,00,01, 10, 11,000, 001, . ..

Kazdé prirodzené ¢islo reprezentujeme prislusnym bindrnym retazcom podla

jeho poradia v lexikografickom usporiadani nasledovne

(€,0), (0,1), (1,2), (00, 3), (01,4), (10,5), (11,6), (000, 7), . .. (2.2)

a’001” maju ten isty vyznam, kedZe jedno je reprezenta-

Znamena to, ze '8
ciou druhého. V désledku toho, Ze retazce alebo ¢isla ’8” a '001’ reprezentuji
ten isty objekt, mozeme dokonca pisat 8 = 001. Vdaka takejto reprezentécii

prirodzenych ¢isiel sme schopni uSetrit ¢ast bitov potrebnych na ich zapis,
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kedZe v Standardnej bindrnej stustave, na rozdiel od prave uvedenej reprezen-

tacie, nie vSetky refazce reprezentuju prirodzené ¢islo.

Uloha 2.2.1. Reprezentuji retazce 10, 010 a 0010 to isté prirodzené ¢islo?

Preco?

Uloha 2.2.2. Pokuste sa najst vzorec, pomocou ktorého zistime, aké priro-

dzené ¢islo reprezentuje bindrny refazec a,a,_1 ... ag.

Pri navrhovani kédovania refazcov si musime uvedomit, Ze niekedy bu-
deme potrebovat kédovat jednym refazcom viacero objektov. Kédovanim
rozumieme jednoznac¢né zobrazenie z mnoziny zdrojovijch® (povodnych, vy-
chodiskovych) slov do mnoziny kddovych slov. Kédovanie musime navrhnit
tak, aby sme z refazca vedeli jednoznac¢ne vycitat aky objekt kéduje. Kéd
musi tito podmienku spliiat aj v pripade, Ze dany retazec kéduje viacero
objektov.

Chceme najst funkciu, pomocou ktorej budeme kédovat zdrojové slova
do mnoziny kédovych slov ({0,1}* — {0,1}*) tak, aby sme kdédové slova
spétne vedeli jednoznac¢ne dekddovat.

Uvazujme funkciu D : {0,1}* — N. Funkciu D volame dekddovacia, ak
jej definiény obor tvori mnozina kddovich slov a obor hodnot tvoria zdro-
jové slova. Ak D(y) = z, hovorime, Ze y je kédové slovo pre povodné slovo
z. Pre inverzné zobrazenie k D potom plati D~!(x) = {y : D(y) = z}.

Uvedomme si, ze kédovanie £ = D! eSte nemusi byt funkcia.

Definicia 2.2.1. Mnozina retazcov M je bezprefizovd prave vtedy, ked Zia-

dny z jej prvkov nie je prefixom ziadneho iného jej prvku.

Definicia 2.2.2. Hovorime, Ze funkcia F : {0,1}* — {0,1}* definuje prefi-

zovy kod, ak jej obor hodndt tvori bezprefixovi mnozinu.

Ssource word
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Ak kédovacia funkcia E definuje prefixovy kéd, D = E~! je prislusna
dekdédovacia funkcia. Z definicie 2.2.2 vyplyva, Ze definicnym oborom deko-
dovacej funkcie je bezprefixova mnozina. Vdaka tomu dokazeme jednoznacne
rozhodnut, ktoré slovo y bolo zakédované na slovo x.

Zafixujme kédovaciu funkciu F, ktort budeme odteraz pouzivat.

Definicia 2.2.3. Kédovacia funkcia £ : {0,1}* — {0,1}* je definovana

nasledovne.

Eo(z) = 170
Ei(z) = E;1(l(z))z prei>0

Aby bol vyraz 1% korektny, = v definicii Ey(x) reprezentuje prirodzené ¢islo,
nie retfazec. Ukazme si ako funkcia E funguje na niekolkych prikladoch. Za-
¢nime najjednoduchsim pripadom a vypocitajme hodnotu Ey(5). Zistime tak
kédové slovo pre retazec 5. Uloha je zatial trivalna, Eo(5) = 1°0 = 111110.
KedZe 5 = 10 (vid. 2.2), moZeme pisat tiez Fy(10) = 1°0 = 111110.

Dalej pocitajme F;(96).

96 = 100001
E1(96) = E;(100001) = Eq (1(100001)) 100001 = Eo(11)100001 =
= 150100001 = 1111110100001

Zvyrazneny refazec 11 reprezentuje dlzku refazca 100001, plati [(100001) =
6 = 11.

Kédovanie E;(x) budeme v celej praci vyuzivat ako Standardné kédova-
nie, pokial nebude uvedené inak. Vidime, Ze refazec kédovany funkciou £
mé tvar E;(z) = 1/®0x. Tento tvar nazyvame samooddelujici’ tvar retazca.
Refazec z v samooddelujiicom tvare budeme oznacovat Z. O dlzke refazca

v samooddelujicom tvare plati

I(Ey(2)) = 1(T) = 1(1'®0z) = 21(z) + 1. (2.3)

"z anglického self-delimiting
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Na ilustraciu si eSte predvedieme kédovanie F, toho istého refazca, tj. ,96.

E(96) = F5(100001) = F;(1(100001))100001 = E;(11)100001 =
= Ey(I(11))11100001 = E4(1)11100001 = 11011100001

Prvé dve zvyraznené jednotky hovoria, ze za nulou za nimi nasleduja dva
bity popisujtce dizku kédovaného é&sla (100001). Nasledujt spominané dva
bity (11) kédujtice dizku kédovaného ¢isla (11 = 6 = 1(100001)). Poslednych
6 bitov tvori samotné kdédované ¢islo 100001.

Pozorny ¢itatel si mohol vSimnut, Ze plati
Ey(x) = l(z)x. (2.4)

Dlzku refazca zakédovaného funkciou F, mézeme lahko vypoditat:

I(Ey(z)) = 1(I(x)z) = 20 (I (x)) + I(x) + 1 (2.5)
Toto kédovanie vyuzivame v pripade, ze potrebujeme kratsi prefixovy kdd.
Mézeme pouzit aj kédovanie F;(x) pre i > 2, ak mame naozaj dlhé retazce
a potrebujeme skratit dlzky kédovych slov. Nam vSak vo vicsine pripadov
bude postacovat kédovanie E;. Ak pouZijeme iné kédovanie, bude na to ¢i-
tatel upozorneny.
Teraz si ukdZzeme ako budeme kédovatf viacero slov jednym retazcom.
Predstavme si, Ze chceme jednym refazcom reprezentovat slova x a y. Takyto

retazec budeme oznacovat (z,y). Definujme si tento zapis formélne.
Definicia 2.2.4. (z,y) = 7y = 1/®0xy

Zrejme potom plati | ({(x,y)) = 2l(z) + I(y) + 1.

Na samooddelujtci zapis troch refazcov pouzijeme (zx, (y, 2)).
(2, (y,2)) = (x,72) = Thz = 1"D021'W0yz= (2.6)

Potom I((z, (y, 2))) = 2l(x) + 2l(y) + I(z) + 2.
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Uloha 2.2.3. Definujme kédovanie pomocou kédovacej funkcie
E' :{z,y,z} — {0,1}" nasledovne.

E'(x) = 0
E'(y) = 01
E'(z) = 001

Definuje kédovanie E’ prefixovy kéd?
Ako by sme dekddovali slovo 00017

Uloha 2.2.4. Comu sa rovna F5(16)?

Uloha 2.2.5. Zapiste refazce z = 3,y = 7,2 = 12 ako jeden refazec v samo-

odelujicom tvare.

2.3 Turingov stroj

Alan Mathison Turing vo svojej slavnej praci [13] z roku 1936 predstavil
teoreticky model stroja, ktory si kladol za ciel pomdct preskimat hranice
vypocitatelnosti. Volame ho Turingov stroj (TS). Predpokladame, ze Citatel
sa s tymto pojmom uz stretol a dokdze s nim pracovat. Kedze existuje via-
cero definicii TS, aby sme predisli moznym nezrovnalostiam, rozhodli sme sa

uviest aj formélnu definiciu modelu TS, s ktorym budeme pracovat.

Zakladnymi ,komponentmi“ TS st riadiaca jednotka, vstupno/vystup-
né paska a hlava schopna ¢itat a zapisovat symboly z pasky a na pésku.
Formélne moZeme Turingov stroj definovat ako Sesticu (Q, 3, T, d, qo, F'), kde
Q je konecénd mnozina stavov, v ktorych sa T'S méze nachédzat, ¥ je konecna
abeceda vstupnych symbolov, ktoré tvoria vstup TS, I' je konecna abeceda
pracovnych symbolov, ktoré na pasku hlava mdze zapisovat (X C I'), 4§ je
prechodova (riadiaca) funkcia, reprezentujuca riadiacu jednotku, g € @ je
Specidlny pociatocny stav, v ktorom TS zacina svoj vypocet a F' C @ je
kone¢nd mnozina akceptaénych stavov, do ktorych ked stroj prejde, ukonci

svoj vypocet. Popisme si ako Turingov stroj funguje.
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Turingov stroj pracuje v krokoch. Vykonanie jedného kroku mu trva jednu
¢asovil jednotku (¢asové kvantum). Cas je diskrétny, jednotlivé casové kvantd
mozeme oznadit 0,1, 2, ...V kazdom ¢ase vypoctu sa TS nachédza v nejakom
stave ¢ € (). Paska je rozdelena na policka alebo bunky. Na kazdej pozicii sa
moze nachadzat jeden symbol pracovnej abecedy. Vstup pre TS tvori stvisla
postupnost symbolov vstupnej abecedy na péaske, zlava i zprava ohranic¢enych
prazdnymi polickami, ktoré budeme oznacovat B (Blank, prazdny). Vstupna
abecedu budu spravidla tvorit symboly {0,1, B}. Péaska je v jednom smere
(zlava doprava) potencidlne nekoneénd, avSak v kazdom okamihu je na nej
zapisany len konecny, hoci lubovolne velky pocet symbolov. Znamené to, ze
paska nas neobmedzuje a poskytuje (potencidlne) nekonecne velki pamit.

TS zacina svoj vypocet v ¢ase 0 nachadzajic sa v odliSenom pociato¢nom
stave. Hlava sa nachadza nad prvym vstupnym symbolom, tj. nad najlavej$im
symbolom vstupnej postupnosti. Popisme si teraz ¢o vSetko spravi TS pocas
jedného kroku vypoctu.

Hlava precita znak na policku, nad ktorym sa prave nachadza. Na zéklade
tohto symbolu a stavu, v ktorom sa TS nachadza, riadiaca jednotka repre-
zentovana ¢ funkciou rozhodne aky znak pracovnej abecedy hlava zapise.
Po zapisani symbolu sa hlava presunie vlavo, vpravo alebo zostane na ak-
tualnej pozicii. V jednom kroku mdze hlava vykonat najviac jeden posun
o jednu poziciu. Na zaver kroku méze TS prejst do iného stavu.

Riadiacu ¢ funkciu mézeme formélne deklarovat

§:(@xT)— (I'x{-1,0,1} x Q),

kde hodnoty z {—1, 0, 1} reprezentuji posun hlavy dolava, ziadny posun a po-
sun doprava.

Nech je prechodova funkcia pre TS T' v stave ¢ ¢itajac paskovy symbol a
definovana nasledovne.

d(q,a) = (b,1,qr)

Tento zapis interpretujeme tak, ze ak T v stave ¢ Cita z pasky a, zapise
na tito poziciu symbol b, posunie sa o jednu poziciu doprava a prejde do

stavu gqp.
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V pripade, ze TS ¢ita v stave ¢ symbol a a prechodova funkcia nie je
pre tuto usporiadant dvojicu (stav, symbol) definovana, TS sa zasekne. Ak
pocas vypoctu prejde do akceptacneho stavu, korektne ukonci svoj vypocet.
Hovorime, ze TS akceptuje vstupné slovo. Po ukonceni vypoc¢tu sa na paske
nachadza vystup TS. Poslednd moznost, ktord moze nastat je, ze TS nikdy

nedosiahne akceptacny stav, zacykli sa a jeho vypocet sa nikdy neskondi.

V tejto praci budeme ¢asto pracovat s T'S, ktorych vstupom bude program
p. Vystup TS T s programom p budeme zapisovat T'(p) a budeme hovorit,
Ze p je program pre 1. Tento koncept moze posobit trosku méittco, kedze TS
je sam o sebe vlastne program a je riadeny prechodovou funkciou, ktora je
jeho ,programovou® zlozkou. Vysvetlenie je prosté — TS T mozeme chépat

ako pocitac, na ktorom sa vykona program p.

2.3.1 Univerzalny Turingov stroj

V kapitole 2.2 o retazcoch sme spominali, Ze vSetky objekty reprezentu-
jeme bindrnymi refazcami. Turingove stroje nie st vynimkou. Predpokladame
preto, ze vSetky TS, s ktorymi pracujeme, budu tiez kédované do binarnych

retazcov.®

Uloha 2.3.1. Vedeli by ste navrhntf nejaké efektivne kédovanie TS do bi-

narnych retazcov?

Retazcova reprezentacia ndm umoziiuje fahsie enumerovat Turingove stro-
je. Vieme generovat binarne retazce, napr. v lexikografickom poradi a zaroven
kontrolovat, ¢i dany retazec je kédom nejakého TS. Ak je, zaradime ho do
enumeracie s prislusnym poradovym c¢islom. Takto ziskame jednu z moznych
efektivnych enumeracii Turingovych strojov Ty, 11,13, . . . Na Specifidciu kon-
krétneho T'S T; potom staci uviest jeho poradové ¢islo v tejto enumeréacii, ¢o

vyzaduje log i bitov plus popis enumeracie namiesto celého zapisu TS T;.

8Detailami tohto kédovania sa nebudeme zaoberaf.



2.3 Turingov stroj 24

Oznacme si U Turingov stroj, ktory pracuje tak, ze na zaciatku precita
zo vstupu ¢islo 4, ¢o je poradové ¢islo T'S T; a vstup p pre T; a dalej simuluje
tento 7; na vstupe p. TS U nazyvame univerzdlny Turingov stroj (UTS). Je
univerzalny prave preto, ze dokaze simulovat fubovolny TS z danej enume-
racie.

Plati
U({i,p)) = Ti(p) (2.7)

Znamend to, Ze vystup univerzalneho (simulujiceho) stroja je rovnaky ako

vystup povodného (simulovaného) stroja. Vstupom pre UTS U je retazec
(i,p) = ip = 1'D0ip, (2.8)

z ktorého vie dekédovat aj ¢islo ¢« Turingovho stroja T;, ktory mé simulovat,
aj program p, ktory mé vykonat.

V pripade, Ze program p ma vlastny vstup y, piSeme

Uy, (i,p))) = Ti((y, p))- (2.9)

Univerzalnych TS existuje v skuto¢nosti nekonecne vela. V dalSej kapitole
ukézeme, Ze rozdiely medzi tymito strojmi st z pohladu popisnej zloZitosti,
zanedbatelné. Zo vSetkych univerzalnych TS preto zvolime jeden (lubovolny)
referencny UTS, ktory budeme pouzivat. Bez ujmy na vSeobecnosti budeme
predpokladat, Ze zvoleny referenény UTS je T v naSej efektivnej enumeracii

Turingovych strojov.

Popri Turingovych strojoch existuju aj iné, rovnako silné vypoctové nastroje.
Jednym z nich st ¢iastoéne rekurzivne funkcie.® Kazdy TS v skutocnosti
pocita nejaki Gastoéne rekurzivnu funkciu (CRF) a pre kazdt CRF existuje
TS, ktory ju pocita, tieto modely st ekvivalentné. Efektivnej enumeracii T'S

zodpoveda efektivna enumeracia ¢iastocne rekurzivnych funkcii

Po; P1, P2, - - -

981 to funkcie, ktoré sice nie st definované pre vsetky vstupné slova, no na tych,

pre ktoré su definované, si vypocitatelné.
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i-tej CRF ¢; v tejto enumeracii zodpoveda i-ty TS T;. Univerzalnemu TS
U = Ty zodpoveda CRF ¢, univerzalna pre triedu vietk§ch CRF. Plati preto

oo((y, (i, p))) = &:i((y, ). (2.10)

KedZe Kolmogorovska zlozitost je popisnou zlozitostou, tymto funkciam bu-

deme tiez hovorit popisné metddy.

V tejto praci budeme aplikovat oba pristupy — Turingove stroje aj ¢iastoc¢ne

rekurzivne funkcie.

2.3.2 Problém zastavenia

V tejto Casti prace si ukdzeme, zZe existuju problémy, pre ktoré neexistuje zia-
dny algoritmus, ktory by ich riesil. Jednym z takychto problémov je pre vse-
tky programy a vSetky vstupy rozhodnut, ktoré programy na danom vstupe
zastavia, a ktoré programy na danom vstupe nezastavia. Tomuto problému

hovorime aj problém zastavenia.

Veta 2.3.1. Nech ¢, @2, @3, ... je standardnd enumerdca ciastocne rekurziv-

nych funkcii. Potom neezistuje rekurzivna funkcia h definovand ako

1 ak ¢.(y) je definovand
hloy) = 0 wnak

pre vsetky x a y.

Doékaz. Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze takto definovana
rekurzivna funkcia h existuje.

Definujme ¢iastocne rekurzivnu funkciu . Nech pre 1u plati ¢(z) = 1,
ak h(x,xz) = 0, inak nech je funkcia 1 nedefinovana. Vdaka tomu, ze fun-
kcia h je totdlna rekurzivna, vieme takto definovana funkciu v skonstruovat.
KedZe funkcia 1) je ¢iastoCne rekurzivna, nachédza sa v enumeracii vSetkych
¢iastoc¢ne rekurzivnych funkcii. Nech jej poradové ¢islo v tejto enumeracii je
y, tzn. ¢ = ¢,. Z definicie ¢ vidime, ze funkcia ¢,(y) je definovana prave
vtedy, ked h(y,y) = 0.
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Funkcia h(y,y) je ale definovand tak, ze h(y,y) = 1 prave vtedy, ked je
¢y (y) definovana. Dostali sme spor. Kedze vSetky kroku dokazu boli korektné,
chyba bola v predpoklade. Takto definovana funkcia h preto neexistuje. [

Problém zastavenia je nerozhodnutelns.

2.4 Asymptoticka notacia

V priebehu celého textu budeme ¢asto vyuzivat asymptoticki notaciu.

Definicia 2.4.1. Nech f a g st funkcie na redlnych ¢islach. Definujme na-

sledujtice asymptotiky.

O(gm)) = {f(n) | (Fe>0)Eno > 0)(Vn >mng) 0 < f(n) < cg(n);,
Q(g(n)) = {f(n) | (Fe>0)Bno > 0)(Vn >no) 0 < cg(n) < f(n)},
o(gm)) = {f(n) | (Ve>0)(EFno > 0)(Vn >ng) 0 < f(n) <cg(n)},
w(gn)) = {f(n) | (Ve>0)(3no > 0)(Yn > no) 0 < cg(n) < f(n)},
O(g(n)) = {f(n) ] f(n)=Q(g(n)) A f(n)=0(gn))}.

Alternativne definicie pre o(g(n)) a w (g (n)):

f(n) =o(g(n)) ak 3520@ =0,
=w(g(n)) ak lim m
f(n) - (g( )) k nlﬂoo f(n) 0

Ak f(n) patri do d (g (n)), kde ¢ je jednou z prave definovanych asymptotik,
piseme f(n) = d(g(n)), nie f(n) € 6 (g(n)). Ak f(n) = © (g (n)), hovorime,

ze funkcie f a g st asymptoticky rovnaké.



Kapitola 3

Kolmogorovska zlozitost

3.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Po vysvetleni zakladnych pojmov potrebnych k pochopeniu Kolmogorovskej
zloZitosti, posunime sa dalej. Hovorili sme, ze KZ je popisna zlozitost reta-
zcov. Je rovna dlzke najkratsieho popisu refazca. Aby sme tieto popisy mohli
vytvaraf a zaroven, aby sme z popisu vedeli extrahovat samotny kédovany ob-
jekt, budeme musiet maf nejakt dohodnutt popisnit metédu, ktortt budeme
pouzivat. Nasimi popisnymi metédami budu ¢iastocne rekurzivne funkcie.
Nech objekty, s ktorymi budeme pracovat, si prvkami mnoziny S. Chce-
me najst popisnt metddu, vdaka ktorej z popisu p, vieme zistit, ktory prvok
x popisuje. Inymi slovami hladdme ¢iasto¢ne rekurzivnu funkciu f, pre ktoru

plati f(p) = «.
Definujme zlozitost objektu z € S vzhladom k popisnej metdde f nasledovne:

Cy(z) = min{l(p) : f(p) = =}, (3.1)

pricom C¢(z) = oo ak také p neexistuje. V pocitacovej terminolégii mézeme
povedat, Ze f je pocita¢ a p je program. Potom C(z) je dlzka najkratsieho

programu programu p s vystupom x pre pocitac f.

Pri hladani najkratsieho popisu objektu x si treba uvedomit aj fakt, ze

pre ind popisni metédu moze existovat kratsi popis x. Ako priklad posluzi
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napr. porovnanie reprezentacie ¢isla v Standardnej binarnej stistave a repre-
zentacie uvedenej v 2.2.

Nech fi, fa, ..., f, je enumeracia metdd popisujucich prvky S. Moézeme
vytvorit novii metédu f, pre ktort bude platit, Ze zlozitost z vzhladom na f
bude prevysovat najmensiu z Cy, (z), Cf,(z), . .., Cf,(z) najviac o nejakd kon-
stantu c. Metdda f sa bude spravat ako metdda f;, ktorej C'y, () je najmensia
spomedzi vSetkych, pricom tato metéda bude Specifikovand na prvych logr
bitoch programu p. Zlozitost = vzhladom na f bude od Cy,(z) vécsia len

o log r, kedze programu p sme pridali prefix dizky log .

Definicia 3.1.1. Hovorime, Ze popisnd metéda f aditivne minorizuje me-

todu g, ak existuje konstanta c taka, ze
Cr(x) < Cy(x) +c (3.2)

Podla tejto definicie plati, Zze metéda f, ktort sme uviedli v predosle;
tvahe aditivne minorizuje vsetky metédy Cy, (z), Cp,(z),. .., C}, (x), pricom

hodnota ¢ ~ logr.

Definicia 3.1.2. Nech C je trieda ¢iasto¢ne rekurzivnych funkcii nad neza-
pornymi celymi ¢islami. Funkcia f € C je univerzdlna alebo aditivne opti-
mdlna pre C, ak pre kazda funkciu g € C' existuje konstanta ¢, (zavisla len

od f a g) taka, ze pre vSetky x plati
Cy(x) < Cy(x) + ¢y (3.3)

Hovorime, Ze dve metddy st ekvivalentné prave vtedy, ked sa navzajom mi-

norizuju. Pre vSetky aditivne optimalne metddy zrejme plati
Cr(x) = Cy(x)] < cpg (3.4)

Nech z, y a p st prirodzené ¢isla (retazce). Lubovolna ¢iastoéne rekurzivna
funkcia ¢ spolu s p také, ze ¢(p) = z sa popisom z. Ak ¢({y,p)) = z, tak

popisom x su funkcia ¢ spolu s p a y.
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Definicia 3.1.3. Kolmogorovskd zloZitost Cy(z) refazca = vzhladom k me-

tode ¢ je definovana ako

Cy(x) = min{l(p) : ¢(p) = z} (3.5)
Ak také p neexistuje, Cy(z) = 00.

Definicia 3.1.4. Kolmogorovska zlozitost retazca x pri znalosti y je defino-

vana ako
Cy(zly) = min{l(p) : ¢({y,p)) = z} (3.6)

Ak také p neexistuje, Cy(x|y) = oo. Tomuto variantu KZ hovorime aj pod-
mienend Kolmogorovska zlozitost. Jednoduchit KZ definovanti v predosle;

definicii volame aj nepodmienend.

Jednoducht KZ moézeme definovat pomocou podmienenej ako

Cy(x) = Cy(xle) (3.7)

Ukazme si teraz, Ze pre univerzalnu ciasto¢ne rekurzivnu funkciu ¢y z nasej

enumeréacie CRF naozaj plati, Ze je aditivne optimalna podla definicie 3.1.2.

Veta 3.1.5. Nech ¢q je univerzalna ciastocne rekurzivna funkcia pre triedu

¢iastocne rekurzivnych funkcii. Potom pre vietky CRF ¢ a vietky x a y plati
Coo(x]y) < Co(ly) + ¢4, (3.8)

kde cy4 je konstanta zdvisld od ¢, ale nie od x alebo y.

Dokaz. Nech funkciu ¢ pocita univerzalny TS U, ktory na vstupe (y, (n, p))
simuluje TS 7,, so vstupom (y,p). T, pocita CRF ¢,, preto (ako sme uz
uviedli v 2.3.1) plati

Vieme, 7e (y,p) = 1"W0yp a (y, (n, p)) = 1'®0y1"™0np

Vidime, Ze univerzalna ¢ precitala navyse 2((n) + 1 bitov popisu.
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10y 11(“)Onp
21(n)+1

Preto ak zvolime ¢,, = 2l(n) + 1, pre vietky n plati
L]

Uvedomme si, Ze predosla veta nehovori o tom, Ze univerzalnej CRF by stacil

ten najkratsi popis, ale ze ziadna ind CRF nepotrebuje vyrazne dlhsi popis.

Vyrazne dlhsi v tomto pripade znamené dlhsi o viac ako o ¢, bitov.
Dosledkom vety 3.1.5 je, Ze pre lubovolné dve aditivne optimélne funkcie

Y a v existuje konstanta cy, v zavisla len od ¢ a ¢ taka, ze

|Cy(z]y) — Cp(xly)] < cppr (3.10)

Stac¢i funkcie ¢g a ¢ z uvedenej vety nahradit aditivne optimalnymi funkciami

1 a)’, potom ich nahradit v obratenom poradi a platnost dosledku je zrejma.

Vdaka tomu, ¢o sme si prave ukazali, dokdzeme odpovedaf na otdzku aké
popisné metédy budeme pouzivat. Vidime, Ze pouzitie univerzalneho TS na-
miesto fubovolného iného TS navysi dizku popisu len o aditivnu konstantu c,
ktoréd je pre nds irelevantnd a mozeme ju zanedbat. Zafixujeme preto jednu
univerzalnu popisnt metédu, ktort budeme pouzivat. Odteraz sa budeme
opierat o to, Ze popis objektu spracovava univerzalny TS, ktory potrebuje
naviac len konstantny pocet bitov na popis daného TS (jeho poradové ¢islo
v enumeracii TS).

Tieto tvahy ustia do nasledujicej definicie.

Definicia 3.1.6. Napevno zvolme univerzdlnu CRF ¢,. Kolmogorovski zlo-

zitost C'(z) definujeme ako
C(x) = Cyy(x). (3.11)

Funkcia ¢g je nasou referencnou funkciou. Univerzalny TS U, ktory pocita

referenc¢nti funkciu ¢y bude pre nas referencny UTS.
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Podmienent KZ C(z|y) potom definujeme

C(zly) = Coo(ly).
Pritom zrejme stale plati C(x) = C(z|e).

Uz vieme, Ze binarnymi refazcami budeme popisovat rézne objekty réznych
jektov. Informéacia, ze dany objekt patri do nejakej mnoziny A, nam moze
pomdct vyrazne skratif jeho popis, ak budeme vediet generovat prvky tejto

mnoziny. Toto tvrdenie dokazuje nasledujiica veta.

Veta 3.1.7. Nech A C N x N je rekurzivne vycislitelnd* a y € N. Dalej nech
mnozina Y = {x : (x,y) € A} je koneénd. Potom pre vSetky x € Y plati

Claly) <L(Y]) +c (3.12)
kde ¢ je konstanta zavisld len od A.

Do6kaz. Nech mnozinu A vieme enumerovat pomocou TS T, pricom nech
(x1,71), (T2, y2), ... je enumeracia (bez opakovania) ziskana vdaka 7. Ozna-
¢me k = |Y| anech (z,,¥:,), .-, (%, vi,) je podpostupnost, v ktorej mame
vymenované prave tie dvojice z A, ktorych prvy prvok (teda z;;) patri do Y.
Mnozina Y obsahuje tie dvojice z A, ktoré maju ako druhy prvok y. Zvolené
y pouzijeme na tpravu stroja T na stroj T,. TS T, bude pracovat tak, ze
na vstupe p, pricom 1 < p < |Y|, vypise z;, z dvojice (z;,,¥;,), kde y = y;,.
Plati T, (x) = ;.

7 vety 3.1.5 vyplyva

Cl(zly) < Cr,(z) +c.

A kedze 1 < p < |Y|, plati
Claly) < Cr,(x) + e < L(Y]) +¢,

kde konstanta ¢ je zavisla len od A. O

'Mnozina A je rekurzivne vy¢islitelnd, prave vtedy, ked vieme enumerovat jej prvky,
resp. ak pre lubovolny prvok a € A vieme rozhodntf, Ze do nej naozaj patri. Ak a ¢ A
P p y P ) A J P )

nemusime vediet rozhodnut, ¢ plati a € A alebo a ¢ A.
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3.2 Priklady

Dostavame sa k prvej podkapitole venovanej praktickym prikladom. Jej cie-
Tom je pomoct Citatelovi precvicit si vedomosti nadobudnuté v doterajsich
¢astiach préce, lepSie pochopit jednotlivé pojmy, pochopit a najst stvislosti.
Priklady st vyberané tak, aby sa nam tieto ciele podarilo naplnit. Kazdy
z prikladov ma jasne formulované zadanie, za ktorym nasleduje jeho rie-
Senie. Ulohy bez rieSenia st uréené na precvicenie itatelovi. PovaZujeme
za vhodné, aby tieto tilohy riesil sdm citatel, nakolko ich pokladédme za exem-
plarne. Casto maji relativne nenaro¢né riesenia, ktoré mozu byt podobné rie-
Seniu predchadzajuceho prikladu alebo vyzaduja aplikaciu metody uvedenej
v predchadzajucom texte. Na dokladné pochopenie celej latky odporucame
preriesit ¢o najviac tloh. Taktiez odporiucame vSetky tlohy riesit samostatne
a rieSenie si precitat az po ich vyrieSeni, pripadne ked sa vam tlohu nebude

darit vyriesit. Priklady sme Cerpali zvicsa z [16].
Priklad 3.2.1. Ukézte, ze C'(0"|n) < ¢, kde ¢ je konstanta nezavisla od n.

RieSenie. Mame ukazat, Ze existuje konstanta ¢, ktorou vieme zhora ohra-
nic¢it KZ retazca 0", ak pozndme hodnotu n. Znamend to, Zze mé existovat
program p pre nejaky TS 7} dlzky I(p) = C(0"|n) < ¢, ktory dokaZe vypisat
retazec 0" pre n, ktoré uz pozna. Takyto program vieme lahko napisat, slovne
ho moZzeme vyjadrit ako ,vypi§ n nal.“. KedZe program p poznd hodnostu
n, ktora je prefi argumentom, dizka programu bude konstantni a nezavisla

od n. Podla definicie plati
Cr,(07[n) = min{l(p) : Ti(n, p) = 0"} (3.13)

Nech dlzka nasho programu p je I(p) = cp @ nech cr, je konstanta, pre ktort
plati C'(0"n) < Cr,(0™|n) + cr,. KonsStanta cr, v sebe zahffia aj pocet bitov
potrebnych na samooddelujtici zapis i na $pecifikaciu stroja T; (1(i) = 2logi+
1). Pripominame, Ze nas program p nemusi byt najkrat$im popisom refazca

0", urcite vSak plati Cr,(0"|n) < [(p). Potom

C(0"n) < Cr,(0"n) +cr, < ¢, +cp, (3.14)
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Vidime, ze vztah C'(0"|n) < ¢, ktory sme chceli dokazaf, plati pre ¢ = ¢, +
Cr;. ]

Uloha 3.2.2. Ukéite, ze C(m..n) < ¢, kde 7 = 3.145926535... a ¢ je

konstanta nezavisla od n.

Uloha 3.2.3. Definujme C(w) = min{l(p) : U(p,n) = wi.,(¥n)}. Ak také
p neexistuje, C(w) = oo. Zrejme C(w) < oo alebo C(w) = oo. Ukazte, ze
C(w) < 0o <= 0.w je rekurzivne redlne ¢islo?. Ukazte tiez, Ze pre matema-

tické konstanty 7 a e plati C'(7) < 0o a C(e) < 0.

Priklad 3.2.4. Nech g € N a x je taky koneény binarny refazec, ze C(x) = q.
Comu sa potom rovna C(x9)? (27 je g-ndsobné zrefazenie refazca z, ¢iZe
x!=grr... 1)
q-krat

RieSenie. Vieme, 7e C(r) = ¢, takZe existuje program p dlzky ¢ a taky TS
T; také, ze T;(p) = z. Aby sme dostali 9, sta¢i upravit T; tak, aby na jeho
vystupe nebolo len z, ale x ¢-krat zrefazené. Na to, aby sme Specifikovali,
kolkokrat sa x mé refazit, staci log ¢ bitov plus konStantny pocet bitov ¢;
na upravu 71;.
Vidime, ze

C(z?) < C(z) +1ogq + ¢ (3.15)
Nevedeli by sme este efektivnejsie vyuzit fakt, ze C'(x) = I(p) = g7 Ak mame
program p na vypocet z a vieme, ze jeho dl7ka sa rovna ¢, moézeme to vyuzit.
Hodnotu ¢ mame vlastne zapisani v samotnom programe p jeho dizkou. T}
upravime tak, Ze najskor preéita program p a zisti jeho dlzku. Tak zistime
hodnotu ¢. Dalej poéita program p. Po ukonceni vypocétu bude na paske z.
Na zaver q—1-krat skopiruje x na pasku za prvé x, ktoré tam vypisal program

p. Vystupom preto bude z?. Dostavame

Cz?) <C(xz)+ec O

2Reélne ¢islo 0.w je rekurzivne, ak existuje takd totélna rekurzivna funkcia ¢, ze ¢(i) =

w; pre vSetky 4. Postupnost w volame rekurzivna postupnost.
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Priklad 3.2.5. Ukazte, Zze existuji nekonecéné binarne refazce w také, Ze
dlzka najkratsieho programu pre UTS, ktory by generoval w znak po znaku
je virazne mensia ako dlzka takého programu pre UTS, ktor§ by generoval

prvych n znakov (wi.,) refazca w pre dostatocne velké n.

RieSenie. Existuju také retazce? Ako vyzeraju? Po kratkej iivahe zistime,
ze uloha je pomerne jednoduché. Hned na tvod je dolezité uvedomit si, ze
hovorime o C(w.,), nie 0 C(wy.,|n). Hodnota n ndm teda nie je implicitne
znama. Hlavnym problémom je, Ze ak chceme generovat prvych n bitov re-
tazca, potrebujeme poznat n.

Vezmime si fubovolny rekurzivny refazec w, tzn. taky, Ze ho vieme genero-
vat pomocou nejakého algoritmu s konstantnou dlzkou O(1). Nech je to algo-
ritmus A, implementovany programom p pre stroj 74. Plati Cr, (w) = O(1),
resp. C(w) < Cr,(w) + cr,, kde konstanta cr, je zavisld jedine od T4 a je
rovna poctu bitov, ktoré UTS U potrebuje na specifikaciu TS T4.Mo6Zeme
pisaft

C(w) = O(1). (3.16)

Naproti tomu ak chceme vypisat prvych n znakov tohto retazca, akykolvek
algoritmus bude potrebovat aspoii log n bitov na Specifikdciu hodnoty n, aby
vedel, kolko znakov méa vypisat. Hodnota log n je zrejme vicsia ako fubovolna

konstanta pre vietky (az na konec¢ne vela®) n. O

Priklad 3.2.6. Ukazte, ze pre kazdé = € {0, 1}* existuje aditivne optimalna
funkcia ¢g taka, ze Cy, () = 0. Ukazte, ze obdobné tvrdenie plati aj pre pod-

mienent zlozitost.

RieSenie. Pre kazdé = vieme néjst funkciu s pozadovanymi vlastnostami.
Nech ¢y je nasa referencna aditivne optimalna funkcia.

Plati (Vn)(¥p)oo((n, p)) = ¢n(p) a zéroven (Va)(Vi)(3e;)Cpy(z) < Cy, () +c;i.
Dalej podla konvencie plati ¢o((e, p)) = ¢o(0p) = z. Upravme teraz tito fun-
kciu na funkciu ¢} tak, aby platilo ¢j(e) = z, tzn. Ze bez akéhokolvek vstupu

3Neplati to pre niekolko malych n, pre ktoré logn < cr,. Tych je zrejme len koneéne

vela.
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vytla¢i prave retazec x. Funkcia ¢f je potom presne funkcia s pozadovanymi
vlastnostami.

Funkciu pre podmienent zloZitost ndjdeme analogicky. O]

Definicia 3.2.1. Definujme zapis C(x,y) ako C((z,y)). Tak isto zapisom
C(zly, z) rozumieme C(z|(y, 2)).

Uloha 3.2.7. Nech z, y a 2 sti prirodzené ¢isla. Dokazte nasledujtce tvrdenia:
(a) Clzly) < C(x) +0O(1)
(b) Claly) < Clx, 2[y) + O(1)
(c) Clzly,z) < Claly) +O(1)

Poznamka 3.2.2. Na tomto mieste je dobré si uvedomit, ze v pripade reta-
zcov tvaru (z,y) nie je nutné zaoberat sa ich detailnym spractvanim Tu-
ringovymi strojmi. Na kédovanie retazcov z,y na (z,y), resp. dekédovanie
opacnym smerom, mame totiz jednoduchy algoritmus, na zapis ktorého staci
O(1) bitov. Znamené to, Ze sa nemusime dopodrobna zaoberat tym ako upra-
vit nejaky TS, kedZe na tieto kédovacie/dekédovacie tipravy méame iny TS,
pouZitie ktorého si vyziada len konstantne vela bitov. Pri takychto prikladoch

preto nebudeme popisovat vSetky detaily takychto tprav.

Priklad 3.2.8. Nech x,y a z st prirodzené ¢isla. Dokazte nasledujice tvr-

denia:
(a) C(x,x) =C(x) 4+ O(1)

RieSenie. Mame dokézat rovnost C(z,z) = C(z) + O(1). Na rozdiel
od predchadzajtcich pripadov, v tomto vystupuje rovnost namiesto
(neostrej) nerovnosti. RieSenie bude preto rozdelené na ddkazy oboch
nerovnosti jednotlivo.

Zacneme tou lahSou nerovnostou:

»C(z) < C(x,x) + O(1)* Méame ukézat, Ze najkratsi popis x nie je
dlhsi nez popis (x,z). Na popis (z,z) existuje program p dlzky
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C(z,z). Tento program vypise na vystup retazec (r,zr), no my
na vystupe potrebujeme x. Program p mozeme upravit tak, aby
na vystupe neodovzdal (z,x), ale len z. Sta¢i zabezpecit, aby po-
tom ako vypodita (x, x), (x, z) upravil na x, na ¢o stac¢i konstantny

pocet bitov. Prva nerovnost je dokdzana.

»C(z,2) < C(x) 4+ O(1)* V tomto pripade potrebujeme TS upravit
tak, aby namiesto vypisu x, vypisal z,z, resp. (x,z). Staci, aby
po vypocte = toto x skopiroval a vypisal ho dvakrat.* Takato tp-
rava si vyzaduje len O(1) bitov, ¢im sme ukézali platnost druhej

nerovnosti, a teda aj celej rovnosti. O

Clx,ylz) = Cly, z|z) + O(1)

RieSenie. Mame ukazaft, ze retazce (x,y) a (y,z) maju rovnaka KZ
(az na konstantu), ak pozname z. Obe nerovnosti tejto rovnosti sa uka-
zuju rovnako, ukdzeme si preto len jednu z nich. Nech je to C'(x, y|z) <
C(y, z|z) + O(1). Majme program p pre TS T}, ktory ked pozna z, vy-
piSe na vystupe (y,z). Chceme ho upravif tak, aby mal na vystupe
(x,y). Oba refazce, (x,y) aj (y,z), v sebe obsahuju t ista informéciu,
tj. samooddelujici zapis retazcov x a y, len v inom poradi. Program p
upravime tak, aby po vypocte refazca (y, z), z tohto retazca dekédoval
refazce x a y pomocou TS uvedeného v poznamke 3.2.2 a tie nasledne
zakédoval do refazca (z,y). Tato Gpravu sme zapisali na konStantny
pocet znakov (bitov), preto zloZitost navysime len o konstantu. Doka-
zali sme C(z,y|z) < C(y, z|z) + O(1).

Dokaz druhej nerovnosti je analogicky. O]

Claly, 2) = C(z]z,y) + O(1)

RieSenie. V tomto pripade mame ukézaf, ze dizka najkratsieho po-

pisu x nezavisi od poradia vstupov. Nezalezi na tom, ¢i program p,

4Ak chceme vypisat (z,x), teda samooddelujtci zapis, pouzijeme TS spominany v po-

znamke 3.2.2.
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ktory pocita x, ak poznd y a z ma tieto retazce zakédované v tvare
(z,y) alebo (y, z). V oboch pripadoch musi ich samooddelujtci zapis
dekédovat a potom ziska obe hodnoty — z aj y. V pripade, Ze ma (y, z)
(v druhom pripade analogicky), mdze tento vstup dekédovat na y a z
a zakdédovat ich do (z,y). Je to uprava vyzadujiuca O(1) bitov. Platia

preto obe nerovnosti tejto rovnosti a teda aj celd rovnost. O

Uloha 3.2.9. Nech z, y a 2 sti prirodzené ¢isla. Dokazte nasledujtce tvrdenia:

(a)
(b)

C(z,ylz, z) = C(y|z, z) + O(1)

C(z|z, z) = C(z]z) + O(1) = O(1)

Priklad 3.2.10. Nech z,y a z st prirodzené ¢isla a ¢ je v poradi k-ta

v enumeracii ¢iastocne rekurzivnych funckii. Ukazte:

(a)

Cla,y) < Clx) +20(C () + Clylx) + O(1)

Riesenie. Chceme popisat oba retazce x aj y. Vezmime si program
p,l(p) = C(x) pre nejaky stroj T; ako popis x. Nech ¢ je popis y pre stroj
T;, ktory uz pozna z, l(q) = C(y|z). Potom retazec l(_p)pq je popisom
z,y dlzky 21 (C (z)) + C(x) + C(y|x) plus O(1) bitov na diskusiu, resp.

popisy jednotlivych T'S. [

C (or () ly) < Clzly) + 21(k) + O(1)

RieSenie. ¢, (x) modze na prvy pohlad posobit odstrasujtco, ale je to
tak len do vtedy, kym si neuvedomime, Ze je to proste nejaka Ciastocne
rekurzivna funkcia z nasej enumeracie vsetkych ¢iastoc¢ne rekurzivnych
funkcii, a kedZe ich vieme enumerovat, na jej Specifikdciu ndm staci
poznaf k. Nech p je program dlzky C(z|y) pre TS T}, ktory pozna
y a na vystupe odovzda x. Nech T} je TS, ktory pocita funkciu ¢y.
Potom ¢ (z) vieme popisat refazcom kp, pricom dizka tohto refazca je
C(xly) + 2U(k). O
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(¢) C(¢x(z,y)) < Cz) +20(C (x)) + Clylz) + 2U(k) + O(1) <
C(x) +21(C (z)) + C(y) + 21(k) + O(1)

RieSenie. Pozrime sa na retazec [(p)pkq, kde p dlzky C(x) je program
pre T;, ktory pocita z, a ¢ také, ze l(¢) = C(y|z) je program pre Tj,
ktory pocita y ak uz pozna x. Vidime, Ze z tohto popisu vieme zistit
x,1y. Najskor z neho vycitame program p, pomocou ktorého zistime =,
precitame k, ktoré nam staci na Specifikaciu ¢, precitame ¢, pomocou
ktorého zistime y a potom uz len vypocitame hodnotu ¢ (z,y).

Tym sme ukézali prvi nerovnost, platnost druhej trividlne plynie z ne-
rovnosti C'(y|z) < C(y) + O(1). O

Uloha 3.2.11. Nech z,y a z st prirodzené &sla a ¢y, je v poradi k-ta v enu-

meracii ¢iastocne rekurzivnych funckii. Ukazte, ze plati
C (ylow (x)) = Clylx) — 21(k) + O(1).

Priklad 3.2.12. Nech z,y a z st prirodzené ¢isla a ¢ je v poradi k-ta
v enumeracii ¢iasto¢ne rekurzivnych funckii, ktora je navyse aj injektivna

(one-to-one). Ukazte
C(x) = C(n (x))] < 21(k) + O(1).

RieSenie. RieSenie mozeme rozdelif na dve ¢asti. Bud plati C (¢ (z)) >
C(z) alebo C (¢ (z)) < C(z). V prvom pripade mdzeme nerovnost upravit
na C (¢ () < C(x) + 2I(k) + O(1) a td sme uz dokédzali v 3.2.10 (b).
V druhom pripade, C(z) < C (¢ (x)) + 21(k) + O(1), vyuZzijeme injektivnost
¢r. Nech p je popis hodnoty ¢x(z), I(p) = C (¢r (7)) a k je samoodelujici
zapis k. KedZe ¢ je injektivna, plati

(Vm)(Vn) (¢ (m) = ¢ (n)) < (m =n)).

Ak najdeme také y, ze ¢rp(y) = ¢r(z), plati y = x. Na najdenie takého y

pouzijeme metddu, ktori budeme vyuzivat aj v inych tlohéach.
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ok(1) ok(2) Dk(3) Pr(4)
1 1 3 6 10

Obr. 3.1: Tabulkové znézornenie pouzitej metédy. Riadky reprezentuju jed-
notlivé kroky vypoctu funkcie na danom vstupe, v ramci stlpca oznac¢eného
o1 (1) sa pocita hodnota ¢ na vstupe i. Kroky st vykonavané postupne v po-

radi ako je uvedené v jednotlivych polickach.

Metoda spociva v tom, ze funkciu spustime na vsetkych vstupoch pricha-
dzajucich do tvahy a hladdme vstup, na ktorom funkcia vrati pozadovanu
hodnotu. V tomto pripade budeme spustat vypocet ¢, postupne na vsetkych
¢islach y > 1. Jednotlivé vypocty rozdelime na kroky. Najskor sa vykoné prvy
krok vipoctu ¢ (1). Potom druhy krok vipoctu ¢ (1) a prvy krok ¢x(2). Da-
lej treti krok ¢x(1), druhy krok ¢ (2) a prvy krok ¢ (3). Oznacme ¢ (j) i-ty

krok vypoctu ¢ (j). Poradie vykonavania krokov je potom nasledovné.
dr(1) = d(1) = 63(2) — Gi(1) — d3(2) — G (3) — di(1) — ...

Toto poradie znazornuje aj obrazok 3.1.

Uvedomme si, ze si nemdzeme dovolit spustat celé vypocty ¢y, nevieme
totiz, kedy dany vypocet skonci. Nevieme dokonca ani to, ¢i vypocet vobec
skoné¢i. Ak by sme spustili vipocet ¢x(j) pre nejaké j, mohlo by sa staf, ze
vypocet by trval nekonec¢ne dlho, resp. nikdy by neskoncil. Tym padom by
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sme sa nikdy nedostali k vypoc¢tu ¢, na dalsich vstupoch. Pouzitou metédou
zabezpedime, Ze postupne pocitame hodnotu ¢ (j) pre vSetky j > 1.

Cely vypocet zastavime v momente, ked niektory z vypoctov ¢y (y) zastavi
a vrati hodnotu rovni ¢y (x). Znamend to, Ze y, na ktorom sme vypocet
spustili, sa vdaka injektivnosti ¢, rovna x. Ziskali sme ho z popisu dlzky
C (¢ (z)) + 2l(k) + O(1). Preto urcite plati C(x) < C (¢ (z)) + 21(k) +
O(1). m

Uloha 3.2.13. Nech z,y a z st prirodzené &isla a ¢y, je v poradi k-ta v enu-

merdcii ¢iastocne rekurzivnych funckii, ktora je navyse aj injektivna (one-to-

one). Ukazte, ze plati
Claly, 2) < C(zlgr (), 2) + 21(k) + O(1)

Priklad 3.2.14. Nech ¢ je napevno zvolena bijektivna funkcia ¢ : {0,1}* —
{0,1}*. Ukézte, ze pre vSetky z € {0,1}* plati

C(z) = C(z]¢ (2)) = Cx) + O(1) = C(¢ (x)) + O(1).

Riesenie. Za¢nime dokazom druhej rovnosti C'(z)+0O(1) = C (¢ (x))+O(1).

Rozdelime ho na dokaz dvoch nerovnosti:

»C(x) +0(1) > C (o (x)) + O(1)*“ Nech p,l(p) = C(z), je program na vypo-
¢et x. p’ sa bude chovat rovnako ako p, ale po vypocte x eSte vypocita
hodnotu ¢(x), ktord bude jeho vystupom. Kedze ¢ je nAm znama na-
pevno zvolena funkcia, nepotrebujeme na jej Specifikaciu jej poradové

¢islo v enumeracii ako to bolo v doterajsich pripadoch.

»C(x) +0(1) < C (4 (x)) + O(1)* Druht nerovnost ste mali dokazat v tlo-
he 3.2.13 na strane 40, s tym rozdielom, Ze tu je funkcia ¢ napevno
zvolend, preto nepotrebujeme 2[(k) bitov na samoodelujici zapis jej

Specifikacie.
Prvi rovnost mozeme upravit na

C ()¢ () = O(1).
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Ak pozndme hodnotu ¢(x), na overenie x ndm stac¢i informéacia konstantnej
velkosti. Funkcia ¢ je napevno zvolend a pozname aj hodnotu ¢(z). Po-
dobne ako v tlohe 3.2.12 budeme po krokoch pocitat ¢(y) pre vSetky y > 1,
kym nenajdeme také y, ze ¢(y) = ¢(x). Vdaka bijektivnosti ¢ takto zistime
hodnotu z. Nepotrebovali sme Ziadne informéacie nekonstantnej dlzky, preto

C (z]¢ () = O(1). O
Priklad 3.2.15. Ukaite, 7e plati C (z + C (z)) < C(z) + O(1)

RieSenie. Nech p je program dlzky C(x) pre Turingov stroj T}, ktory pocita
x. T; mdzeme upravit na 7] tak, aby okrem programu p, ktory vykonal, aj
spocital dizku p a pripocital ju k vystupu programu p, teda k x. Takze T
spusti program p, zéroven aj vie zistif jeho dlzku, vypocita = a pripoéita
k nemu C(z) ako dlzku p. Tato tprava si vyziada konstanty pocet bitov,

takze tvrdenie sme dokazali. O
Priklad 3.2.16. Ukazte, ze ak m < n, tak m + C(m) < n+ C(n) 4+ O(1)

Riesenie. Ak m = n, tak tvrdenie trividlne plati. Predpokladajme, ze m <
n. Hodnoty C'(m) a C'(n) nevieme len tak porovnat na zaklade predpokladu.
Vieme vsak, ze urcite plati C'(m) < C(n)+2l(n—m)+O(1). Totiz ak mame
program na vypocet n a pozname aj hodnotu rozdielu (n—m), vieme polahky
vypocitat aj m. Hodnota [(n — m) sa rovna log(n — m). Dalej zrejme plati

2l(n —m) < n — m. Toto zistenie modzeme vyuzit a dosadit
C(m) < C(n) +2l(n —m)+ 0O(1) < C(n)+ (n—m) + O(1)
C(m)+m<C(n)+n+0(1) O

Priklad 3.2.17. Nech ¢, je k-ta v enumeracii ¢iastocne rekurzivnych funkcii
a a je napevno zvolené prirodzené ¢islo také, ze mnozina A = {z : ¢p(y) =

(a,x), pre nejaké y € N} je konecéna. Ukazte, ze potom (Vo € A) plati
C(z|a) < 1(|A]) +20(k) + O(1)

Riesenie. Ak pozndme a a k, vieme po krokoch simulovat vypocty ¢x(y)

na vSetkych y € N ako v tlohe 3.2.12. Vzdy, ked dostaneme nejaki dvojicu
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(a,x), vieme, Ze x patri do A. Takto vieme enumerovat mnozinu A. Preto
z refazca ki, kde k je poradové ¢&islo ¢, v enumerdcii vietkych ¢iastocne
rekurzivnych funkcii a 7 je poradové ¢islo x v popisanej enumeracii prvkov
mnoziny A, vieme zrekonstruovat x. Kedze A je konecna, vieme, Ze na zapis
i ndm staci [ (|A|) bitov.

Nasli sme popis z ak pozname a a jeho dizka je I (JA|) + 2I(k) 4+ O(1),
preto aj C(z|a) < I (|A]) + 2i(k) + O(1). O



Kapitola 4

Nestlacitelnost

4.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Ako sme si uz ukazali v ivodnej kapitole a aj v priklade 3.2.2, popisna zlo-
Zitost refazca m je mald. Dokézali sme, Ze jeho Kolmogorovska zlozitost je
rovné konstante. VSetku informéciu, ktort v sebe refazec 7 nesie, sme skom-
primovali do kratkeho popisu. Je to priklad retazca, ktorého dizku popisu
vieme velmi dobre stlacit. Z asymptotického hladiska rastie pomer dizky 7.,
(s rastticim n) a dlzky popisu, ktora je konstantné, rovnako rychlo ako rastie
samotné n. Je to prave vdaka tomu, Ze popisnd zloZitost tohto retazca je
konstantna. Existuju aj refazce, pre ktoré neexistuje kratky' popis?

mena to, Zze méa dlhy najkratsi popis, neexistuje kratky algoritmus, na zaklade
ktorého tento refazec vieme zostrojit. Mozeme tiez povedat, Ze refazec v sebe
obsahuje vela mnoho informécii. V tom pripade zrejme nie je lahké zachytit
regularitu, pravidelnosti a vzory v danom refazci. Ak st totiz v retazci nejaké
vzory ¢i pravidelnosti, vieme ich zachytit algoritmom. KedZe takyto dosta-
tocne kratky algoritmus alebo popis neexistuje, hodnoty jednotlivych bitov
v refazci sa zrejme striedaju vskutku nédhodne. V takom pripade sa moze

stat, Ze bude pre nés vyhodnejsie zapisat cely refazec ako zapisat jeho popis,

1Co znamen4 kratky popis?
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pretoZe tento popis moze byt dokonca dlhsi ako samotny retazec. Vtedy je
ale samozrejme lepsSie pisat samotny refazec namiesto iného popisu, kedze
tento refazec si je zaroven najkratsim popisom. Takéto refazce budeme na-
zyvat nestlacitelné alebo niekedy aj Kolmogorovsky ndhodné. Zadefinujme si
presne kedy bude refazec nestlacitelny, resp. kedy hovorime, Ze prei neexis-

tuje dostatocne ,kratky“ popis.
Definicia 4.1.1. Binarny refazec x volame nestlacitelny, ak

C(x)
resp. C(z|y) > Il(x|y)

\Y
&

Refazec volame nestlacitelny, ak jeho KZ rovna aspon jeho dlzke. Zna-
mena to, Ze najkrat$im popisom si je on sam.

Moze sa vSak staf aj to, ze refazec méa vysoki KZ, no podla predoslej defi-
nicie nie je nestlacitelny. Na pomenovanie roznych ,stuptiov“ nestlacitelnosti

zavadzame vSeobecnejsiu definiciu nestlacitelnosti.

Definicia 4.1.2. Nech c je nezdporna celo¢iselné konstanta. Bindrny retazec
x, pre ktory plati
C(z) > I(z) — ¢, (4.1)

volame c-nestlacitelny.

Dalej nech g je celo¢iselna funkcia. Binarny retazec x, pre ktory plati

Clx) = U(x) — g (I (x)), (4.2)

voldme g-nestlacitelny.

Pre podmienent K7 st definicie analogické.
Pozndmka 4.1.3. Modzeme pouzivat aj pojmy c-ndhodny retazec a g-ndhodny
retazec.

Pozndmka 4.1.4. Povodné defninicia nestlacitelnosti definuje 0-nestlacitelné

refazce.
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Otéazkou ostéva, ¢i naozaj existuje refazec, ktory nevieme Ziadnym spo-
sobom popisat kratgie ako je jeho dlzka. Tto otdzku vieme lahko zodpove-
daf. Vezmime si vSetky n-bitové refazce. Vieme, ze ich je 2". Kolko z nich
vieme popisat programom krat$im ako n? Urcite ich bude najviac tolko,
kolko existuje programov kratsich ako n. Vsetkych takjych programov? je
Z;:ol 2t = 2" — 1. Vidime, Ze ich je o jeden menej ako je vsetkych n-bitovych
refazcov. Znamena to, ze jeden z 2™ vSetkych n-bitovych refazcov, nech je to
x, nevieme popisat programom krat$im ako n bitov. Plati preto C'(x) > n.

Pre Tubovolnd dizku n teda existuje aspoii jeden nestlacitelny retazec dizky n.

Teraz mozeme dokézaf vSeobecnejSie tvrdenie o pocte nestlaitelnych re-
tazcov v koneénych mnozindch. Tym tvrdenim je Veta o nestlacitelnosti,

na ktorti sa budeme dasto odvolavat.

Veta 4.1.5. Nech ¢ je nezdporné celé ¢islo a A nech je koneénd mnozZina,

|A| = m. Pre kazdé y plati, Ze mnoZina A obsahuje aspori
m(l—27) + 1
prokov x takych, Ze C(z|y) > logm — c.

Dokaz. Vsetkych refazcov (moznych popisov retazca ) kratsich ako log m—
cje
logm—c—1

Z 9t — glogm—c _ | _ ypo—c_ q
1=0

Pocdet retazcov v A, ktoré nemaju popis kratsi ako log m — ¢ je potom rovny

m—-—m2°+1=m(l—-27°+1. O

Tvrdenie, Ze spomedzi vSetkych 2" n-bitovych binarnych retazcov je mi-
nimalne jeden nestlacitelny, je len Speciadlnym pripadom tvrdenia dokézaného
v predchadzajtcej vete. Naozaj, 2"(1 — 2°) +1 = 1.

Kolko je potom c-nestlacitelnych retazcov v mnozine vSetkych 2" binér-

nych retazcov? Pre kazdé c ich je 2" — 2"7¢ + 1. O-nestlacitelny je preto

?Kazdy program je zarovein refazec.
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minimalne jeden, l-nestlacitelnych je aspom polovica, 2-nestla¢itelnych as-

pon tri Stvrtiny, 3-nestlacitelnych je sedem osmin, ...

Uz vo vete 3.1.7 na strane 31 sme si ukdzali, Ze ndm moze pomdct, ak
vieme, Ze retazec je prvkom nejakej mnoziny. KZ refazca x, o ktorom vieme,
ze je prvkom mnoziny A, mézeme zapisat ako C'(z|A). Podla vety 3.1.7 potom
plati

C(z|A) < I(JA]) + e

Uvedent nerovnost mozeme upravit na C'(z|A) — [(|A]) < ¢. Rozdiel medzi
samotnou KZ refazca a dlzky zépisu mohutnosti mnoZiny A vieme zhora
ohranicit konstantou. Znamena to, ze KZ refazca nebude vyrazne prevysovat
logaritmus mohutnosti mnoziny, v ktorej sa retazec nachadza. Uvedené nas

vedie k dalsej definicii.

Definicia 4.1.6. Odchyjlka ndhodnosti® refazca x vzhladom na A je defino-
vana ako

o(x[A) = 1(JA]) — C(z]A). (4.3)

Z definicie plynie platnost §(x|A) > —c, pre nejaka konStantu ¢ nezavisla

od z.

Ak ma x vysoku odchylku nadhodnosti, znamend to, ze informacia, ze x
patri do A ndm pomohla nezanedbatelne skratit popis x. Kolko je refazcov

s vysokou odchylkou ndhodnosti?

Lema 4.1.6.1.
{z : 6(x]A) > k}| < |A]/2H (4.4)

Dékaz. §(x|A) > k = rozdiel medzi [(|A]) a C(z|A) je prinajmensom k,
preto C(z|A) < I(JA|) — k. Pocet retazcov z, pre ktoré plati §(z|A) > k, je
rovny

2[(‘A‘)_k+1 _ 2[(‘A|) _ ‘A’
9k—1 2k—1

3randomness deficiency
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4.2 Metdoda nestladitelnosti

Fakt, Ze nestlacitelné retazce existuji, a dokonca Ze skoro vSetky st nestla-
¢itelné, sa velmi casto vyuziva pri roznych dokazoch. Metdde, ktora nestla-
¢itelnost refazcov vyuziva, hovorime metoda nestlacitelnosti. Pouzitim tejto
metddy sa podarilo dokézat tvrdenia, ktoré boli desatrocia otvorené. Prikla-
dom je napr. dolny odhad zlozitosti Shellsortu v priemernom pripade, dokaz
ktorého najdete v 7. kapitole.

Dokazy pomocou metddy nestlacitelnosti maju typicka Struktaru. Naj-
skor si z mnoziny objektov, o ktorych chceme dané tvrdenie dokazat, zvo-
lime niektory nestlacitelny objekt (objekty st reprezentované retazcami). Je
dolezité uvedomit si, ze my si uvedeny retazec (ako reprezentéciu objektu)
s pozadovanou zlozitostou sice zvolime, no nevieme presne povedat, ktory
refazec z danej mnoziny to je. V skutoCnosti to ani nepotrebujeme. Veta
o nestlac¢itelnosti ndm zaruc¢uje jeho existenciu a to ndm postacuje.? Kedze
taky refazec v danej mnozine urcite existuje, aj prenl musi platit dokazovana
vlastnost. Dalej sporom ukazeme, Ze ak by pozadovana vlastnost pre tento
objekt neplatila, existoval by pren kratky popis, ¢im dospejeme k sporu s jeho
nestlac¢itelnostou. Dokazy pisané tymto sposobom sa stavaju jednoduchsie,
kedZe pracujeme len s jednym zvolenym nestlacitelnym refazcom.

Iny sposob ako nestlacitelnost refazca vyuzit v dokaze spociva v tom, ze
skoro vsetky refazce su nestlacitelné. Preto ak tvrdenie dokéZeme pre jeden
nestlacitelny retazec, plati aj pre vSetky ostatné prvky z mnoziny nestlacitel-
nych refazcov. Dokézané tvrdenie preto plati v priemere, ¢o sa vyuziva napr.
pr dokazovani zloZitosti algoritmov v priemernom pripade (vid. spominany
Shellsort).

Na ilustraciu metédy nestlacitelnosti si uvedieme jej jednoduché vyuzitie
v dokaze. Dokazeme pomerne elementarne tvrdenie, a sice, ze prvocisiel je

nekoneéne vela.

4Aj keby sme sa snazili presne uréit spominany nestlactelny retazec, neuspeli by sme,

kedZe, ako neskor ukdzeme, Kolmogorovsku zlozitost retazca nevieme presne vypocitat.
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Dokaz. Tvrdenie dokdzeme sporom. Kvoli sporu predpokladajme, ze ich

existuje konecne vela. Nech ich je n a st to

P1,P2,P3,---,DPn-

Kazdé prirodzené ¢islo & potom mozeme vyjadrit ako stcin prvodisiel nasle-

dovne

— ™ a2 (o1
k_pl 7p2 7"‘7pnn7

kde pre kazdé 1 < i < n plati 0 < «; < logk (o; je nezdporné prirodzené

¢islo). Zvolme si také ¢islo k, ze plati
(k) =mAC(k) > m.

Vieme, ze také k existuje. Vdaka tomu, ze «; < logk, plati [(a;) < loglog k.

Z definicie 2.2.4 a rovnosti 2.6 dostavame
[ ({aq, (ag, (az, ... (@n—2, (n_1,an)) .. .)))) < 2nloglog k.
Z platnosti I(k) = m vyplyva k < 2™ preto
[ ({aq, {ag, {az, ... (n_2, (n_1,0,)) .. .)))) < 2nlog (m + 1).

Retazec (o, (ag, (as, ... {(an_2, (h_1,04)) ...))) ako samooddelujici popis
vsetkych exponentov v prvociselnom rozklade ¢isla k£ je jednoznac¢nym po-

pisom tohto ¢isla. Preto plati
C(k) <2nlog(m+1) +c¢,

pre nejakil konstantu c. Pre vSetky m okrem konec¢ného poctu dostavame

spor, pretoZze sme si zvolili k také, ze C'(k) > m. ]

4.3 Priklady

Pri vybere prikladov sme ¢erpali z [16].
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Priklad 4.3.1. Dokézte, Ze pre vSetky binarne retazce x,y plati
Oz +y) — C(z)| = 2I(y) + O(1) (4.5)
RieSenie. Rozdelme dokaz rovnosti na dékaz dvoch nerovnosti.

o C(z+y) — C(x)] < 2l(y) + O(1)* Uvazujme dva pripady. Najskor nech

C(z 4+ y) > C(z). Dokazovant nerovnost mozeme prepisat na
C(x+y) < C(z) +2l(y) + O(1) (4.6)

Nech p je popis x, l[(p) = C(z). Z retazca yp vieme lahko vypocitat z+y.
Retazec yp dekddujeme, spustime program p, vypocitame = a séitame
ho s y, ktoré uz pozname. Plati C(x + y) < C(z) + 2l(y) + O(1), kde

v O(1) bitoch je zakédovand aj instrukcia séitat x a y.

Ak plati C(x +y) < C(x), dokaz je analogicky, len namiesto s¢itania x
a y bude treba od x4y od¢itat y, aby sme ziskali z. Na zaver vidime, Ze
plati C(x+y) < C(x)+2l(y)+0(1) aj C(z) < C(x+y)+2l(y)+0O(1),
preto plati aj |C(z +y) — C(x)| < 2l(y) + O(1).

W2(y) < C(x+y)—C(x)] + O(1)* Dokaz druhej nerovnosti prenechavame

na ditatela ako cvicenie.

Priklad 4.3.2. Nech C(x) > n — O(1), pricom [(z) = n. Dokdzte, ze ak
r=yzal(z) =1I(y), tak C(y) >n/2 —0O(1) aj C(z) > n/2 — O(1).

RieSenie. Tvrdenie dokdZzeme sporom. Nech aspon jeden z retazcov x,y ma
KZ mensiu ako n/2—0O(1). Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat,
ze je to y. Kedze C'(y) < n/2 — O(1), mdzeme pisat C(y) = n/2 — f(n),
pre funkciu f(n) < O(1). Nech program p, je najkratsim popisom podretazca
y,l(py) = n/2 — f(n) a program p, je najkratsim popisom z,I(p,) > n/2 —
O(1). Potom I(pyp.) = n— f(n) —O(1). Pridajme k retazcu p,p, este retazec
p; = f(n) = 1™ f(n). Refazec p; tvori samooddelujtci zapis hodnoty
f(n).

Nech p = pspyp.. Po precitani prvych 2log f(n) + 1 bitov retazca p po-

zname hodnotu f(n). Vieme, ze dalej nasleduje n/2 — f(n)-bitovy retazec p,
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a n/2 — O(1)-bitovy retazec p,. Hodnota f(n), ktort sme ziskali z p; nam
poslizi na to, aby sme zistili, kde v refazci p,p, (bez oddelovaca) konéi za-
pis p,. Ked vydelime hodnotu {(p,p.) = n — f(n) — O(1) dvomi, dostaneme
n/2—0(1)—£f(n)/2. Zistili sme, kde je stred refazca p,p,. Vidime, Ze posledny
bit retazca p, je na pozicii n/2 — O(1) — f(n)/2.

Takto ziskame podrefazce p, a p,, z ktorych vypocitame y a z, ktoré
tvoria refazec r = yz.

Z popisu p = pspyp., (p) =n — f(n) — O(logf(n)) sme ziskali z. Zrejme
vSak pre vSetky f(n) < O(1) a vSetky n okrem kone¢ného poétu plati

n— f(n) = O(logf(n)) <n—0(1),

¢im sme dostali spor s predpokladom C(x) > n— O(1). Spor mohol sposobit
len chybny predpoklad C(y) = n/2 — f(n) pre f(n) < O(1), preto plati
C(y) >n/2—-0(1) A C(z) >n/2 —0(1). O

Uloha 4.3.3. Nech C(z) > n—O0(1), pricom I(z) = n. Doké4zte, ze ak v = yz
al(z) =2l(y), tak C(y) > n/3 — O(1) a zaroven C(z) > 2n/3 — O(1).

Uloha 4.3.4. Nech © = 2,29. .. Tjogn, pricom [(z;) = n/logn pre vietky
1 < i <logn. Ukézte, ze pre vSetky 1 < i < logn plati C(z;) > n/logn —
O(loglogn).

Priklad 4.3.5. Nech C(z) > n — O(1), kde [(z) = n. Ukézte, ze pre vSetky

rozdelenia x na dve podslovd y a z (teda x = yz) plati®
n —logn — 2loglogn < C(y) + C(2) (4.7)

RieSenie. Nech p,l(p) = C(y), je program na vypocet y a ¢,l(q) = C(2),
nech je program na vypocet z. Refazec pg na popis x nestaci, kedze z neho
nevieme urcit, kde koné¢i program p a kde zac¢ina ¢. Na zapis p,l(p) < n,
staci n bitov. Na zapis hodnoty [(p) staci logi(p) < logn. Na Specifikovanie
dlzky zépisu retazca [(p) pouzime refazec [ (I (p)) v samooddelujiicom tvare,
. 10 (p)) = 110001 (1 ().

5

az na aditivnu konstantu
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Uvedené popisy spojme do jedného popisu P retazca x.

P =1(1(p)l(p)pg = 1""CD0L (1 (p)) U(p)pq

Z popisu P vieme vy¢itat postupne hodnoty (I (p)), I(p), p a na zaver q.
Z retazcov p a ¢ dalej ziskame refazec yz = .
Zrejme
[(P) < 2loglogn + 1+ logn+ C(y) + C(z).

Potom plati
n—0(1) < C(x) < 2loglogn + 1+ logn + C(y) + C(z)
n —logn — loglogn — O(1) < C(y) + C(z),
¢o sme chceeli dokézat. O

Uloha 4.3.6. Nech C(x) > n — 0(1), kde I(x) = n. Ukdzte, 7e existujt také

rozdelenia x,z = yz na podslova y a z, pre ktoré plati
C(y) + C(z) < n—logn + loglogn. (4.8)

Priklad 4.3.7. Nech g : N — N je neohranicend funkcia. Nech I(n) je pocet

g-nestlacitelnych refazcov dlzky najviac n. Ukazte, ze

lim [(n)

Nn—00 2n+1

=1 (4.9)
Dokazované rovnost hovori o tom, Ze skoro vSetky retazce s g-nestlacitelné.

Riesenie. Kolko je g-nestladitelnych retazcov dlzky najviac n? Retazcov,
tym padom aj popisov dlzky kratsej ako n — g(n) je

n—g(n)—1

221 on—9(n) _ 1

Refazcov dlzky najviac n, ktoré nemaji popis kratsi ako n — g(n) je potom
(2t — 1) — (2779 — 1) = 27+t — 2n=9(W) Pozrime sa potom na hodnotu
spominanej limity.

on+1 _ 9n—g(n) on—g(n) 1

Ji S =1 i S =1 - i =1 (410
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KedZe g je neohranicena, 1/29(M*! je pre n — oo limitne rovné nule a celé

limita bude rovna 1, ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokézat. O

Priklad 4.3.8. Dokazte, ze ku kazdému bindrnemu refazcu z dizky n exis-

tuje refazec y, ktory sa od x 1isi len v jednom bite a stcasne
C(y|n) < n—logn+ O(1). (4.11)

Riesenie. Nech n-bitové bindrne refazce x a y sa navzajom lisia len v jednom
bite.% Tento fakt budeme oznacovat ako A(x,y) = 1. Nech H, je mnoZina
vSetkych n-bitovych bindrnych retazcov y, pre ktoré plati A(z,y) = 1. Mno-
zina H, obsahuje n refazcov, kedze kazdy z nich sa od x lisi prave v jednom

bite.

Pozndamka 4.3.1. Uvedme si priklad. Mnozinu H, pre 10 bitovy refazec z =
0011010011 tvori tychto 10 refazcov: 1011010011, 0111010011, 0001010011,
0010010011, 0011110011, 0011000011, 0011011011, 0011010111, 0011010001,
0011010010.

Zvyraznené su tie bity, v ktorych sa dany refazec lisi od retazca z.

Kolko navzajom disjunktnych mnozin H, v priestore vSetkych 2™ binar-
nych retazcov dlzky n mozeme vytvorit? Kedze kazdu z nich tvori n retazcov,
spolu ich je 2" /n. Mnoziny H, vieme lahko generovaf tak, Zze budeme genero-
vat vietky binarne refazce dlzky n. Ked vygenerujeme refazec x;, pre ktory
A(zj,y = 1), priddme ho do H,. Ak vygenerujeme retazec z;, pre ktory
A(z;,x; = 1) pre nejaky uz vygenerovany a zaradeny z;, ignorujeme ho.

Uz vieme ako generovat retazce y také, ze pre kazdé x existuje y také, ze
A(z,y) = 1. Zostava dokazaft, Ze pre najdené y plati C'(y|n) < n —logn +
O(1).

Ak mame algoritmus, ktorym y generujeme (ak poznédme n, aby sme vedeli

aké dlhé retazce generovat), popisat y uz vieme lahko. Stacéi Specifikovat

6Tejto vlastnosti hovorime aj hammingovskd vzialenost refazcov x a y (Richard Wes-
ley Hamming, [6], 1950) V tomto pripade je Hammingovsk4 vzdialenost x a y rovnd 1.

O Hammingovych kédoch sa docitate napr. aj v [9] a [10].
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poradové ¢islo retazca v enumeracii popisanej uvedenym algoritmom. KedZze

vygenerovanych retazcov je 2" /n, poradové ¢islo vieme zapisat na
log2" /n = log 2" — logn =n — logn

bitov. Na zépis algoritmu (plus diskusiu) potrebujeme este O(1) bitov. Preto
plati
C(y|ln) <n—logn+O(1). O

Priklad 4.3.9. Nech A je mnozina binarnych refazcov dlzky n, B je jej
podmnozina. Ukazte, ze ak x € B, tak
A
log % — C(B|A) < 4(z|A) + O(logn) (4.12)
Riesenie. Do predchadzajiceho vztahu dosadme za §(z|A) z definicie
d(z|A) =logd(A) — C(z|A) a upravme ho.

log |[A| —log |B| — C(B|A) < log|A| —C(z]A) + O(logn)
—log|B| — C(B|A) < —C(z|A)+ O(logn)

C(z|A) < C(B|A)+log|B|+ O(logn)

Pri prvej tprave sme vyuzili aj fakt, ze d(z|A) = logd(A) — C(z]|A). Vdaka
tymto ipravam jasnejSie vidime ako potrebujeme zhora ohranicit C'(z|A).

Nech p,(p) = C(B|A) je popis mnoziny B ak pozndme mnozinu A. Nech
je to napr. popis enumerécie jej prvkov (alebo samotny vypis vSetkych jej
prvkov). Cubovolny jej prvok vieme $pecifikovat pomocou log | B| < log 2" =
n bitov uvedenim jeho poradového ¢isla ¢ v popisanej enumeracii. Hodnotu
1(3) = log | B| < n $pecifikujeme refazcom (z), pricom plati [((1)) < 2logn+
1.

Po skombinovani uvedenych popisov do retazca
P = 181901 (4)ip
ziskame popis retazca r, ak pozname A. Plati preto
C(z|A) <2loglogn +1+log|B|+ C(B|A) = C(B|A) + log |B| + O(logn).

]
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Definicia 4.3.2. Retazec x, pre ktory plati [(z) = n a stiéasne x = n0" "),

volame n-retazec.

Priklad 4.3.10. (a) Ukazte, ze pre kazdy n-refazec existuje takd kon-

Stanta c, ze C(x|n) < c.

Riesenie. Nech p je program, ktory pozna hodnotu n. Nech program
p pracuje tak, ze vypiSe hodnotu n a vystup doplni nulami tak, aby
dlzka vystupu bola n. Vypise teda refazec n0" '™, Dlzka p je zrejme
konstantné. Lubovolny n-refazec x preto vieme vypisat programom

konstantnej dizky, ak pozname n. O

Vezmime si konstantu ¢ ako v predoslom pripade a refazec z dlzky n
taky, ze C'(z|n) > c. Ukazte, ze refazec y v tvare y = 200. . .0, pri¢om

[(y) = x mé zlozitost C(y|z) < c.

RieSenie. Nech z je Tubovolny nestladitelny refazec dizky n, plati
C(zln) > n > c. Vidime, Ze Ty z predoslého bodu poznajic z mé
na svojom vystupe retazec tvaru x00...0 dizky prave x. Ozna¢me ho
z. Pripominame, Ze x moZzeme povazovat za (binarne) ¢islo aj za (bi-
narny) refazec. Program pre univerzalny TS mé preto dizku c tak ako

aj v predoslom pripade, a preto C'(y|z) < c. ]

Uvazujme x v tvare n—bitového prefixu slova nn . ..n. Ukazte, Ze exis-

tuje konstanta c taka, ze pre vSetky n plati C'(z|n) < c.

Riesenie. Na zapis © v pozadovanom tvare staci jednoduchy algo-
ritmus vykonavany Turingovym strojom 7. KedZe hodnotu n pozna,
na vystup bude cyklicky vypisovat bit po bite n. Ak uz vypise posledny
bit n, pokracuje opét prvym. Pri tom si pocita kolko bitov uz vytla¢il.

Vypocet kondi, ked vytlaci n-ty bit. O

Pozndmka 4.3.3. Z prave dokdzanych tvrdeni plynie, ze funkcia C (z|l (x))

nie je monoténna na prefixoch. To znamena, Ze existuji prirodzené ¢isla m

"¢ zélezi len od volby referen¢ného TS
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a n, m < n, pre ktoré neplati C'(m|l(m)) < C(n|l(n)). Vezmime si nestla-
gitelné m, C(m) > I(m) a n,n = m0™ "™, Potom plati C(n|l(n)) < e
Z platnosti C(m) < C(m|l(m)) + C(I(m)) ale dostavame C(m|l(m)) >
C(m) — C(l(m)) > logm — 2loglog m.

Priklad 4.3.11. Ukazte, ze existuje taka konstanta d > 0, Ze pre kazdé n

existuje aspont |2"/d| retazcov x dlzky n, pre ktoré plati
C(z|n) > n. (4.13)

RieSenie. Nech plati I(z) < n — ¢, potom C(z|n) < n. Existuje 2" — 1
moznych programov dlzky mensej ako n pre refazce dizky n a 2~¢ — 1 moz-
nych programov dizky mensej ako n — ¢ pre retazce dlzky n — ¢ = I(x).
Spolu zostéva najviac 2" — 2"¢ programov dlzky mensej ako n pre retazce
dlzky n. Z toho vyplyva, Ze spomedzi vetkjch 2" refazcov dlzky n je as-
por 2" — (2" — 2"7¢) = 2"~¢ takych, pre ktoré plati C'(z|n) > n. Hladana
konstanta d ma hodnotu 2¢.

Oznaéme m pocet retazcov dizky n takych, ze C(x|n) > n. Ak pozname m
a n, vieme enumerovat vSetkych (2" —m) n-bitovych retazcov so zlozitostou
C(z|n) < n tak, Ze budeme postupne spustat vietky programy dlzky < n.
Vypocet programov zastavime, ked uz 2" — m z nich zastavi. VSimnime si,
vieme kedy mame prestat vykonévat programy, kedze vieme kolko z nich m4
zastavit. KZ ostatnych m retazcov je > n. Pre lexikograficky prvy retazec,

ktory nebude vystupom ziadneho programu, ktory zastavil, plati
logm + O(1) > C(x|n) > n.
[

Priklad 4.3.12. Ukazte, ze existuju také konstanty c,d > 0, ze pre kazdé
dost velké n existuje aspoti |2"/d] retazcov x dizky n—c < I(x) < n, pre ktoré
plati

C(z|n) > n. (4.14)
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RieSenie. Tak ako existuje 2"t! — 1 refazcov dlzky najviac n, aj moznych
programov dlzky najviac n, ktoré ich popisuji je 2"*! — 1. KedZe nie vietky
z tychto programov musia zastavit, pre dost velké n existuje taky refazec
dlzky I(z) < n, ze n < C(z|n) < I(x) + c. Nech takych refazcov existuje m.
Ak pozname m a n, vieme enumerovaf vsetkych 2"t — 1 — m retazcov x
dl7ky najviac n, pre ktoré plati C(z|n) < n tak ako v predoglej tilohe. Dokaz

dalej pokracuje obdobne ako v predchadzajicej tlohe. O

Uloha 4.3.13. Ukézte tvrdenia v predogljch dvoch tiloh4ch (4.3.11 a 4.3.12)

pre nepodmienent zlozitost, tzn. pre C(z) > n, resp. C(z) > n.

Poznamka 4.3.4. Pozadovany dokaz tohto tvrdenia ako aj dokazy v tlohach
4.3.11 a 4.3.12 najdete v [3].



Kapitola 5

Kolmogorovska zlozitost ako

funkcia

5.1 Definicie a zakladné vlastnosti

V tejto kapitole sa pozrieme na Kolmogorovsku zlozitost ako na celodiselni
funkciu C': N — N. Trividlny odhad C(x) zhora uz pozname, existuje taka
konstanta ¢, ze pre vSetky x € N plati C(z) < I(z) + ¢. Z Vety o nestla-
Citelnosti 4.1.5 (str. 45) tiez vieme, Ze pre vicSinu retazcov je tento odhad

pomerne presny.
Uvedme si dalSie tri vlastnosti Kolmogorovskej funkcie:

(a) Funkcia C(z) je neohranicena.

(b) Funkcia m(z) = min{C(y) : y > x} je tiez neohrani¢end. Funkcia m je

najvicsou monoténne rasticou funkciou, ktora ohranicuje C' zdola.

(¢) Nech ¢(x) je Tubovolné ¢iasto¢ne rekurzivna funkeia, ktora od nejakého
o monotoénne rastie do nekonecna. Potom pre vSetky = okrem konec-
ného poctu plati m(z) < ¢(x). Znamena to, ze hoci m rastie do neko-

necna, rastie pomalsie ako ktorakolvek ¢iasto¢ne rekurzivna funkcia.
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log x

Cix)

mix)

Obr. 5.1: Porovnanie funkcii log z, C'(z) a m(x). Zdroj: [16].

Dokaz tychto troch tvrdeni mézete najst v [16].
Obrazok 5.1 ilustruje porovnanie funkeii log z, C(x) a m(z).

Dalsiu dolezitt viastnost KZ ukaZeme vo vete o nevypocitatelnosti C(x).

Veta 5.1.1. Funkcia C(z) nie je rekurzivna. Navyse, Ziadna ciastocne rekur-
zivna funkcia ¢(x) definovand na nekonecnej mnozine sa nezhoduje s C(x)

na celom svojom definicnom obore.

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme sporom, predpokladajme, ze C(z) je rekurzivna
a CRF ¢(z) je s tiou na celom svojom nekone¢nom definiénom obore totozna.
Nech A je nekonecna rekurzivna podmnozina definicného oboru ¢. Potom

funkcia

Y(m) =min{x : C(x) > m,x € A}

je totalna rekurzivna, lebo C'(z) = ¢(z) pre x € A. Podla definicie ¢ zaroven
plati C' (¢ (m)) > m. Z vety 3.1.5 plati C (¢ (m)) < Cy (¢ (m)) + c4. Kedze
zrejme Cy (1 (m)) < I(m), dostavame

m < C (¢ (m)) <U(m) + cy,
¢o plati len pre niekolko malych m. O

Uvedieme este jednu vetu, ktord hovori o tom, Ze napriek tomu, ze C(x)

nevieme vypocitat, vieme ju aproximovat.
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Veta 5.1.2. Ezistuje totalna rekurzivna funkcia ¢(t, x) monotonne klesagica

v t, pre ktord platt
1tlim o(t,z) = C(x).

Dokaz. Vieme, ze pre kazdé z plati C'(x) < I(z) + ¢. Budeme po krokoch
simulovat vSetky programy p,l(p) < l(z) + ¢ az po t-ty krok. Definujme
¢(t,x) ako dlzku najkratsieho programu p, ktorého vypocet na x zastavi
najviac po t krokoch, inak ¢(t,z) = l(x) 4+ c¢. Znamend to, Ze po zbehnuti
t krokov vsetkych programov dizky < I(x) + ¢ na refazci x, bude hodnota
$(t, ) rovna dlzke najkratsieho p, ktory na x zastavil. Ak ziadny program
na x po t krokoch este nezastavil, ¢(t,x) = l(x) + c.
aproximaciu dostaneme, zrejme totiz pre vSetky x plati ¢(t;,z) < ¢(t;, ),
pre t; > t;. Funkcia ¢(t,z) je totélna, rekurzivna, monoténne klesajtca v t.
O

Uvedomme si, ze nevieme rozhodnt, ¢ ¢(¢,z) = C(x). Ak by sme vedeli,
dokazali by sme pocitat hodnotu C(z). Plati len, Ze ¢(t,x) sa limitne blizi
k C(x) pre t — 0.

5.2 Priklady

Pri volbe prikladov sme ¢erpali z [16].

Definicia 5.2.1. Nech g1, g2, g3, . . . je postupnost funkcii. Funkciu f nazveme

limitou tejto postupnosti, ak plati

f(z) = lim g,(x). (5.1)

Limita f postupnosti tychto funkcii sa nazyva rekurzivne uniformnd, ak
pre kazdé raciondlne € existuje totalna rekurzivna funkcia t(¢) taka, Ze pre Va

plati
|f(2) = guo ()] < e (5.2)
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Priklad 5.2.1. Nech ¢(¢, ) je rekurzivna funkcia a lim; .. ¢(¢,x) = C(x)
pre vSetky z. Pre kazdé t definujme 1;(x) = ¢(t, ). Funkcia C(z) je potom
limitou postupnosti funkeii v, 19,13, . .. Ukazte, Ze pre lubovolné € a kazdé
t plati

(x) — C(x) > €

pre nekonecne vela z.

Riesenie. Nerovnost dokézeme sporom. Nech pre Tubovolné e a kazdé ¢ plati
(z) — C(x) > € pre nekonecne vela z, ¢o znamend, ze C(x) je rekurzivne
uniformnou limitou uvedenej postupnosti funkcii. KedZze potom pre lubovolne

malé e plati
C(z) — ()] <,

vedeli by sme pocitat C(z). Z vety 5.1.1 vSak vieme, ze C(z) nie je rekur-
zivna. Dostali sme spor. Pre nekone¢ne vela x preto plati ¢, (z) — C(z) > €

pre Tubovolné € a kazdé t. O]

V dalsej tlohe sa pozrieme na vlastnosti zloZitosti s mierne pozmenenou
definiciou. Budeme hladat popis, resp. program pre retazec, ktory dokaze

vygenerovat nie len refazec samotny, ale lubovolny jeho prefix.

Definicia 5.2.2. Definujme uniformni zloZitost retazca kone¢nej dlzky n

vzhladom na ¢ ako
Cy(x;n) = min{l(p) : ¢(m,p) = 1., pre Vm < n}. (5.3)

Slovne mézeme povedaf, Ze je to dizka programu p (pre funkciu ¢ z enu-
meracie vSetkych Ciasto¢ne rekurzivnych funkecii) schopného generovat m-
bitové prefixy! slova z, pre vietky m < n. Ak taky program neexistuje,

Cy(x;n) = oo.

Uloha 5.2.2. Ukéaite, Ze aj pre prave definovany variant zlozitosti si mézeme
zvolif referenéni univerzalnu funkciu ¢g, pre ktortt bude platit Cy (z;n) <

Cy(x;n) +c.

!Turingov stroj moéze mat hodnotu m ulozent napriklad na pomocnej paske.



5.2 Priklady 61

Na zéklade tvrdenia dokazaného v predoslej tilohe definujeme
C(x;n) = Cyy(z;n). (5.4)

Vidime, Ze program p v tejto definicii dokaze robit viac ako programy, ktoré
nés zaujimali doteraz. Ich dlzka sa preto zrejme bude trochu 1igif. Tato dom-

nienku dokézeme v nasledujicom priklade.

Priklad 5.2.3. Ukéazte, Ze pre vSetky konecné refazce = plati
C(zfl(z)) < C (a1 (x)) < C(a),
az na konstanty nezavislé od .

RieSenie. Za¢neme druhou nerovnostou.

(2) C (331 (x)) < Cx) +O(1)

Nech program p je popisom retazca z, pricom [(p) = C(x). Chceme
ho upravit tak, aby dokazal vypisat fubovolny prefix slova = dlzky m
pre vsetky m < n.

Upravime ho tak, Zze potom ako vypiSe na (pomocni1) pasku cely retazec
x, moze precitat hodnotu m a odstrani z vypisaného n poslednych n—m
bitov. Vyslednt retazec odovzda ako svoj vystup. Takto dostaneme
len prvych m bitov slova z, ¢o je presne to, ¢o potrebujeme. Tato

jednoduchd tprava si vyziada len (1) bitov.

(b) C(x|l(x)) < C (x;1(x)) + (1)
V tomto pripade upravime program p dizky C (z;[ (x)) tak, aby so zna-
lostou dizky x tento retazec vedel vypisat. Ale program p predsa dokaze
vypisat Iubovolny prefix dlzky m < n slova . Preto dokéZe vypisat m-
bitovy prefix aj pre m = n = [(x), ktorym je refazec z1.,, ¢o je préave
x. O

Priklad 5.2.4. Ukazte, Ze na rozdiel od C(z|l(z)), pre C(x;l(z)) neexistuje

taka konstanta c, ze pre vSetky n-refazce x plati C(z;l(z)) < c.
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RieSenie. Existenciu takej konstanty pre C(z|l(z)) sme dokézali v tlohe
4.3.10 (str. 54). Aby sme dokézali (ne)existenciu pozadovanej konstanty, po-
trebujeme nédjst program p, ktory dokaze vypisat nielen cely n-refazec, ale aj
Tubovolny jeho prefix. Pre lepSie pochopenie mdZzeme tvar n-refazca pre Iu-

bovolné n zapisat ako

ninang ... Ny 000...0,
(n—1(n))
kde n; oznacuje i-ty bit ¢isla n.

Potom m-bitovy prefix tohto refazca je tvaru

ningnz ... Ny,  pre m < l(n)

NiNaNg ... Myny 000...0  pre m > [(n)
(m—I(n))
Vidime, Ze aj na zapis m-bitového prefixu n-refazca potrebujeme poznat
hodnotu n, aby sme vedeli pisat jednotlivé n;. Pozndme vsak len hodnotu
m < n, ktord ndm o n ni¢ nehovori (okrem nerovnosti m < n). V pripade
C(z;1(x)) hodnotu n nepozname a na konstantny pocet bitov zrejme nevieme
zapisat program, ktory by poznal vSetky n.
Neexistuje teda ziadna konstanta ¢, pre ktort by platilo C(x;l(z)) <

c
pre vsetky n-retazce x. ]

Priklad 5.2.5. Ukazte, ze C(z;1(z)) na rozdiel od C(z|li(z)) je monoténna
na prefixoch. To znamend, ze ak m < n, tak C(x1.,;m) < C(x1.,;n) pre vie-

tky x.

RieSenie. Tuto vlastnost ukdZeme pomerne Tahko. Ak totiz mame program
p, ktory dokéze vypisat lubovolny k-bitovy prefix pre k < n, dokdze zrejme
vypisat aj k-bitovy prefix pre k < m < n. O

Definicia 5.2.3. Definujme stavovi zloZitost konecného binarneho retazca
x ako najmensie n také, ze existuje Turingov stroj s n stavmi, ktory na slove

x zastavi. Budeme ju oznacovat S(x). Tato definiciu mozeme prepisat ako

S(z) =min{n : |Qr| =n,T(z) < oo} (5.5)



5.2 Priklady 63

Dalej definujme mnozinu B

B = {{z,p) [S(z) < p} (5.6)

B je teda mnozina vSetkych dvojic (x,p), pre ktoré plati, ze existuje TS

s poctom stavov mensim alebo rovnym p, ktory zastavi na slove z.

Priklad 5.2.6. Dokéazte, ze prave definovana mnozina B je rekurzivne vy-

¢islitelnd, ale nie je rekurzivna.

RieSenie. Mnozina je rekurzivne vydéislitelnd prave vtedy, ked (je prazdna
alebo) je oborom hodnét nejakej totalnej rekurzivnej funkcie. Znamena to,
ze existuje Turingov stroj, ktory postupne generuje vsetky prvky tejto mno-
ziny. Prvky generuje v nejakom poradi a niektoré prvky moze vygenerovat
viackrat. V konecnom case vSak vygeneruje kazdy prvok mnoziny aspon raz.

Mnozina je rekurzivna, ak jej charakteristicka funkcia je rekurzivna. Zna-
mena to, Ze existuje Turingov stroj, ktory nam povie, ¢i prvok a patri do
mnoziny alebo nie. V oboch pripadoch nam uréite d4 pravdivii odpoved.
To je zasadny rozdiel medzi rekurzivnymi a rekurzivne vy¢cislitelnymi mnozi-
nami. Kazda rekurzivna mnozina je teda aj rekurzivne vy¢éislitelnd. Pre kazda
rekurzivnu mnozinu plati, Ze ona sama ako aj jej doplnok st rekurzivne vycis-
litelné (kedZe o kazdom prvku mimo mnoziny vieme, Ze patri do jej doplnku,
vieme generovat aj doplnok).

Chceme dokézat, ze mnozina B je rekurzivne vydislitelna, potrebujeme
preto najst algoritmus, ktory bude generovat vSetky jej prvky. Pri vytvarani
tohto algoritmu vyuzijeme ideu sptstania T'S na roznych vstupoch po jednot-
livych krokoch vypoctu popisant v 3.2.12. Budeme spustat rozne TS na roz-
nych vstupoch a vzdy, ked niektory z nich ukonéi svoj vypocet, ziskame
dvojicu (slovo, pocet stavov).

Rozdielom medzi modelom, ktory sme pouzivali doteraz a tym, ktory po-
uZijeme teraz, je, Ze tentokrat budeme spustat rdézne T'S na roznych vstupoch,
zatial ¢o pred tym sme spustali jeden T'S na réznych vstupoch. Budeme preto
potrebovaf nielen enumeréciu binarnych retazcov, ale aj enumeraciu Turin-

govych strojov. Cely vypocet nazorne ilustruje obrazok 5.2, ktory znazornuje,



5.2 Priklady 64

T1 (w1 T1 (u)Q T2 (w1 TQ (w2 T1 ((,U3

1] 1 3 6 10 15

2| 2 ) 9 14

Obr. 5.2: Tabulkové zndzornenie pouzitej upravenej metédy. Kroky st vyko-

navané postupne v poradi ako je uvedené v jednotlivych polickach.

ako budeme jednotlivé vypocty spustat. Riadky reprezentuju jednotlivé kroky
vipoétu TS. V kazdom stipci prebieha vipocet jedného TS na jednom vstup-

nom slove.

Najskor spustime Turingov stroj, ktory bude postupne generovat vsetky
TS T, aj Turingov stroj, ktory bude generovat vSetky binarne refazce w;
(vstupy pre generované Turingove stroje). Generované Turingove stroje tak
ako aj slovd mozeme ¢islovat v poradi, v akom st generované. Pripominame,
7e nevieme v akom poradi budua objekty generované. Ak bude ktorykolvek
z tychto objektov vygenerovany znovu, ignorujeme ho. Vzdy, ked sa vygene-
ruje novy stroj 7;, spustia sa postupne vypocty 7;(w;) pre vsetky slova w;,
ktoré uz boli vygenerované. Podobne ked sa vygeneruje nové slovo w;, spustia

sa postupne vypocty T;(w;) pre vSetky TS T;, ktoré uz boli vygenerované.?

2Znamend to, Ze po vygenerovani nového objektu (TS alebo slova) do tabulky pribudni

pre ne dalsie stipce.
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Takto zabezpecime, ze v kone¢nom c¢ase spustime kazdy TS z enumeracie TS
na kazdom slove z enumeracie binarnych retazcov.

Ked niektory z vypoctov v koneénom case zastavi, ziskame prvi dvojicu
(x,n), ktora hovori, Ze existuje TS s n stavmi, ktory zastavi svoj vypocet
na slove x. Nezistili sme tym hodnotu S(x), no ziskali sme horny odhad tejto
hodnoty. Zistili sme totiz, ze existuje TS s n stavmi, ktory zastavi na slove
x, ¢o znamend, ze hodnota S(z) uz nemoze byt viicsia ako n. Dvojica (z,n)
preto patri do B. Plati totiz S(z) < n. Zaroven vsak vieme, ze do B patria
aj vSetky dvojice (z,m), kde m > n, lebo S(z) <n < m.

Ked opét niektory TS (moZe to byt ten isty TS alebo ktorykolvek iny)
zastavi svoj vypocet na slove x, porovna sa jeho pocet stavov s najmensim
poctom stavov doteraz najdeného TS, ktory uz zastavil svoj vipocet na slove
2. Ak sme nagli TS s mensim poc¢tom stavov, do mnoziny B moZzeme pridat
dalsie dvojice — t1, ktort sme prave nasli (x,n) a aj vietky (z, m) pre m > n,
ktoré v B este nie su. V pripade, ze TS s poc¢tom stavov n zastavil svoj
vypocet na inom slove y, opit sme ziskali hory odhad hodnoty funkcie S(y)
a do B moZeme pridat popri dvojici (y,n) aj vSetky (y, m) pre m > n.

Z popisu algoritmu je zrejmé, ze kazda dvojica, ktort do B vlozime, tam
naozaj patri a zaroven kazdu dvojicu, ktorad do B podla jej popisu patrit ma,

vygenerujeme a vlozime do B. Postupne takto generujeme mnozinu B.

Ukézali sme, ze mnozina B je rekurzivne vydislitelna. Ostéva len si uve-
domif, Ze nie je rekurzivna.

Ak mame rozhodnit, ¢ dvojica (z,n) patri alebo nepatri do B, musime
zistit, ¢i existuje nejaky TS 7; s n stavmi, ktory akceptuje x. Problém za-
stavenia Turingovho stroja je nerozhodnutelny (veta 2.3.1), nevieme preto
rozhodnit, ¢i stroj 7; na vstupe x zastavi. Mnozina B je preto rekurzivne

vyc¢islitelnd, ale nie je rekurzivna. O



Kapitola 6

Nahodné postupnosti

6.1 Definicie a zakladné vlastnosti

Ako sme uz spominali v kapitole 4 o nestlacditelnosti, nestlacitelnost retazca
implikuje jeho nahodnost. V tejto kapitole si povieme nieco viac o testoch
nahodnosti,

Predpokladajme, Ze ak z nejakej mnoziny retazcov nahodne zvolime jeden
refazec, bude to v istom zmysle typicky refazec z danej mnoziny. Znamena
to, Ze ak vhodne zvolime kritérid a podla tychto kritérii mnozinu rozdelime,
v tejto mnozine. Ak by patril len do nejakej malej Specifickej podmnoziny,
nemozno ho povazovat za typicky/nadhodny (ndhodny z pohladu Kolmogo-
rovskej zloZitosti). Tato ideu vyuZijeme pri definicii testu ndhodnosti.

Nech P je pravdepodobnostné rozdelenie nad priestorom S. Chceme roz-
hodnut, ¢i nejaky refazec x € S patri do viicsiny M C S. Kazdé z tychto
rozhodnuti u¢inime na uréitom stupni vyznamnosti ¢, kde e = 1— P(M). Test

.....

M C S* zamietnut.

Definicia 6.1.1. Mnozinu V- C N x S tzv. kritickych regionov definujeme
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ako
Vin = {z:(m,x) eV}
Vih 2 Vg1, prem=1,2,3, ...
Hovorime, Ze V;, je kriticky regién na trovni vjzmamnosti' € = 27™, omu

zodpoveda

(V)Y {P(zll(z)=n):z €V} <e (6.1)

Ak xz € V,,, hypotéza ,x patri do vicsiny M, resp. ,,x je ndhodné® je
zamietnutd na stupni vyznamnosti ¢ = 27™. Hovorime taktiez, ze = zlyhal
v teste na trovni kritického regiénu V,,.

Cim vicsie m si zvolime, tym spolahlivej$i visledok dostaneme. Doplnok

ku kritickému regiénu V,, sa preto tiez nazyva aj (1—¢) interval spolahlivosti.

Test ndhodnosti si teraz definujeme formalne a tak, aby sme ziskali efek-

tivny spdsob ako rozhodovat o nahodnosti retazcov.

Definicia 6.1.2. Nech P je rekurzivne pravdepodobnostné rozdelenie na

priestore N. Totalna funkcia 6 : N — N je P-test? prave vtedy, ked
(a) mnozina V' = {(m, z) : §(z) > m} je rekurzivne vy¢cislitelna
(b) (Vn) 2o {P (xfl(x) = n,0 (x) = m)} <27

Kriticky regién V;,, je potom V;,, = {z : 6(x) > m}, pre m > 1. Vlastnost
Vine1 € Vi pre m > 1 vyplyva z toho, ze §(x) > m + 1 implikuje d(z) > m.
Vsimnime si taktiez, ze v pripade rovnomerného rozdelenia ndm namiesto

ukdzania vlastnosti (b) staci ukazat
d{z: l(z) =n,z € V,}) <2"™.

Ak totiz tito mohutnost predelime poc¢tom vsetkych n-bitovych bindrnych

retazcov (ktorych je 2"), dostaneme prave 27

Lalebo kriticky regién pre troveil v§znamnosti €, pripadne len kritick§ regién trovne
vyznamnosti €
Znazyvany aj Martin-Lofov test nahodnosti. Pomenované po Svédskom matematikovi

Per Martin-Lofovi, ktorému vda¢ime za mnoho vysledkov tykajucich sa testov ndhodnosti.
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6.2 Priklady

Priklad 6.2.1. Nech = = 2125 ...z, je ndhodna (bindrna) postupnost, pri-
¢om C(z|n) > n. Ukéazte, ze postupnost = tvare x10x30zs . ..z, 10z, nie je

nédhodna vzhladom na rovnomerné rozdelenie. (Zdroj: [16])

RieSenie. Test budeme chcief definovat ako totalnu funkciu vracajicu pocet
nul nachadzajucich sa na parnych bitoch postupnosti x. Definujme si P-test,
kde P je rovnomerné rozdelenie, nasledovne.

d(z) = najvicsie i také, ze xo = x4 = ... = x9; = 0. Ak 25 = 0, tak
d(z) = 0. Treba ukazat, Ze takto definovana funkcia 0(x) skutocne je P-test.

V prvom rade treba ukazat, ze V = {(m,x) : 6(z) > m} je rekurzivne
vypocitatelna. Tato vlastnost je zrejméa. Pre kazdé x a m totiz vieme jedno-
znacne vyhlasit, ¢ §(z) > m, sta¢i sa pozriet na parne pozicie a overit, ¢i
na kazdej z nich (vzostupne) je nula.

Ak chceme ukézat aj druht potrebni vlastnost, pozrieme sa kolko exis-
tuje takych n-bitovych refazcov z, ze §(x) > m. Kedze 6(z) > m a dlzka
je n, plati n > 2m, lebo nuly sa nachadzaji minimalne na prvych m par-
nych bitoch z. Nevieme ¢o sa nachadza na neparnych bitoch, taktiez nevieme
aké hodnoty maju bity na vzdialenejsich poziciach, tzn. poziciach s indexom
jeden z 2™ moznych podretazcov. Cely retazec x vsak tvori celkom n bitov.
Zostavajicich n — 2m bitov mdZe preto tvorit jeden z 2"~ 2™ moznych pod-

retazcov. Potom retazcov s d(x) > m, ktoré nas zaujimaji moze byt celkom
M . QnmAm L gnm, (6.2)

Teraz este tento pocet predelime poctom vSetkych moznych n-bitovych reta-
zcov (2") a ziskame pravdepodobnost s akou spomedzi vSetkych n-bitovych
bindrnych refazcov néjdeme préave taky, ze d(z) > m. Dostaneme 2"~ /2" =
27, ]

Uloha 6.2.2. Pomocou Martin-Lofovho testu ukazte, Ze retazec z12s . .. oy,
ktory na zaciatu obsahuje vela nil, nie je ndhodny vzhladom na rovnomerné
rozdelenie. (Zdroj: [16])



Kapitola 7

Zaujimaveé aplikacie

Kolmogorovskej zlozitosti

V nasledovnom texte definujeme pojem informacnd vzdialenost a pomocou
Kolmogorovskej zlozitosti a hranového farbenia grafov dokazeme jednu z jej
vlastnosti. Farbenie grafov bude prebiehat netradiénym spdsobom — formou
hry Alice a Boba. Alicinou tlohou bude generovat hrany grafu a Bob ako
jej protivnik bude mat za tlohu ich farbit. Alica bude generovanim hran
vytvaraf velmi Specidlny graf tak, aby hrany spliiali konkrétnu poziadavku
tykajacu sa informacnej vzdialenosti. V zavere ddkazu ziskame algoritmus
na farbenie Alicou generovanych grafov a vdaka dizke informécie potrebnej

na korektné farbenie dokazeme pozadované tvrdenie.

7.1 Hranové farbenie grafov a informac¢na vzdia-

lenost

Definicia 7.1.1. Informacnd vzdialenost retazcov x a y pre algoritmy A

a B, oznac¢ujeme juCap(x < y), je definovana ako

Cap(z < y) = min{|p| : A(p,y) =z, B(p,z) = y} (7.1)

Dolny odhad pre hodnotu informacnej vzdialenosti je zrejme
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max{C(z|y), C(y|z)}. Totiz ak A(p,y) = z, tak zrejme C(x|y) < |p| + O(1).
Obdobne pre algoritmus B. Ukézeme si teraz dalsiu vlastnost takto defino-

vanej informacnej vzdialenosti.

Veta 7.1.2. Pre vietky bindrne retazce x a y plati
Caple = ) = max{C(zly), C(yl2)} + O(log max{C(xly), C(yp0)}). (7.2)

Ako sme uz spominali, tvrdenie dokdzeme trochu netradi¢nym, no o to zau-
jimavejsim postupom, a sice pomocou farbenia grafov. Dokaz v originalnom

zneni, z ktorého sme Cerpali, ndjdete v [14].

Doékaz. Nech G je neorientovany graf. Graf GG je spravne hranovo ofarbeny,
ak pre kazdu dvojicu hran plati, Zze ak maju spolo¢ny vrchol, maja aj réznu
farbu. Stupen grafu definujeme ako maximalny stupen vrchola v grafe a bu-
deme ho oznacovat d(G). Zrejme na zafarbenie grafu G potrebujeme mi-
nimalne d(G) roznych farieb. Ked je totiz v grafe d(G) hran incidentnych
s nejakym vrcholom g, kazda z d(G) hran musi mat int farbu ako vsetky
ostatné hrany incidentné s tymto vrcholom. Podla Vizingovej vety! plati, Ze
kazdy graf vieme zafarbit d(G)+1 farbami. Situécia sa ale zmeni, ked pri far-
beni nebudeme vopred poznat cely graf, ale bude nam odhalovany postupne
- po jednotlivych hranach a my budeme musiet kazda nova hranu zafarbit
yonline“. V takom pripade uz d(G) + 1 farieb sta¢if nemusi.

Pri dokaze nam pomodze hra spocivajica v generovani a farbeni grafu.
Hraja ju proti sebe Alica a Bob. Alica generuje hrany grafu tak, aby ne-
prekrocila dany stupen grafu d. Ak ho prekroci, prehrava. Jej protivnik Bob
tieto hrany farbi. Ak Alica vygeneruje hranu, Bobovou tlohou je zafarbit
ju jednou z [ farieb, ktoré ma k dispozicii. V pripade, Zze pocet pouzitych
farieb prekro¢i [, prehrava. Naopak, vyhra, ak sa mu cely graf podari ofarbit
najviac [ farbami.

Pozrime sa najskor na hornd hranicu poctu farieb, ktoré bude Bob po-

trebovat. Stupen grafu G je najviac d, preto existuje aspon jeden vrchol

Lyid. [4],[17]
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incidentny s d hranami. V najhorSom pripade moézu byt hranou spojené dva
vrcholy stuptia d. Nech st to vrcholy a a b a nech st spojené hranou e.
Z vrchola a vychddza okrem hrany e dal$ich d — 1 hran, tak isto z vrchola b
vychadza okrem hrany e dalsich d — 1 hran. Lubovolna hrana grafu G preto
susedi najviac s 2(d — 1) dalsimi hranami. Ked zaratame jednu farbu po-
trebni na zafarbenie e, 2(d — 1) + 1 = 2d — 1 farieb urcite sta¢i na ofarbenie
grafu G. Navyse pre Boba existuje vifazné stratégia vyuzivajica maximélne
tento pocet farieb (vezmime si jednoduchy greedy algoritmus, ktory zafarbi

hranou najmensou moznou farbou, resp. farbou s najmensou hodnotou).

Nech k = max{C(z|y),C(y|z)}. Graf G, ktorého mnozinu vrcholov tvoria
binarne retazce a dva vrcholy (retazce) x a y st spojené hranou prave vtedy,
ked plati (C(z]y) < k) A (C(y|z) < k), ozna¢ujeme Gy. Pocet vsetkych
bindrnych retazcov dlzky mengej alebo rovnej k je Zle = 2Kl _ 1, preto aj
hran v grafe G}, je najviac 27! — 1. Stupen grafu G}, je preto tiez najviac
ok+1 _ 1.

Alica generujtc hrany vykond svoj tah (x,y), ked ndjde novt hranu, resp.
dvojicu vrcholov x a y taku, ze (C'(z]y) < k) A (C(y|z) < k). Bob vykonava
svoj greedy algoritmus a tito hranu zafarbi.

Cely tento postup popisuje algoritmus (ozna¢me ho T') na farbenie grafu
G pouzivajic najviac 2d — 1 < 2(28 — 1) — 1 = 22 — 3 farieb. Vstupom
pre T je hodnota k a na vystupe odovzda vsetky dvojice (hrana grafu Gy,
jej farba).

Uvazujme algoritmus A, ktory pozna y a so vstupom ki simuluje T'(k)
a vypiSe = prave vtedy, ked T'(k) vypiSe dvojicu ((z,y), ). KedZe algoritmus
T néjde prave také dvojice (x,y), ze (C(x|y) < k)A(C(y|z) < k), hrana (z,y)
patri do grafu G. Mozeme pisat A(ki,y) = z, analogicky A(ki,z) = y, ked

A poznéa r namiesto y.

Co vieme povedat o hodnote Cyp(x < y)? Nech algoritmus B je identicky
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s algoritmom A. Potom
Caa(z < y) < |ki| =2loghk + 1+ k =k + O(logk)

Algoritmus T' potrebuje najviac 2¥*2 — 3 farieb, na $pecifikdciu jednej z nich

preto staci radovo k bitov.
Caa(z < 5y) < |ki| = 2logk + 14+ k = k + O(logk) (7.3)
Potom uz lahko vidiet, Ze
C(z = y) < Caa(z < y)+ 0(1) <k + O(logk) (7.4)
Kedze sme zvolili £ = max{C(z|y), C(y|z)}, dostdavame

Capl = y) = max{C(ely), Cyle)} + O(log max{C(xly), C(ylx)}).

7.2 Dolny odhad zlozZitosti Shellsortu v prie-

mernom pripade

Dal$im zaujimavym vyuzitim Kolmogorovskej zloZitosti bude odvodenie dol-
ného odhadu zloZitosti triediaceho algoritmu Shellsort? v priemernom pri-
pade. Urcenie netrivialneho dolného odhadu zlozitosti tohto triedenia v prie-
mernom pripade bolo otvorenym problémom vysSe $tyri desatrocia. Tuto
tlohu sa podarilo vyriesit prave pomocou Kolmogorovskej zlozitosti a me-
tédy nestlacitelnosti. Dokaz, ktory si predvedieme, mozete najst v [15, 2.
Hlavnym zdrojom pri pisani dokazu bola bakalarska préaca [8], v ktorej sme
tento odhad tiez ukazali. Dokaz bez pouZitia metddy nestlacitelnosti najdete
v [11].

Shellsort triedi n-prvkovi postupnost 7w v p prechodoch vyuzivajic postup-

nost inkrementov hy, h, ..., h,. V k-tom prechode rozdeli postupnost na hy,

2Donald L. Shell, [12] (1959)
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podpostupnosti dlzky [n/hy] (resp. |n/hy]). V kazdej podpostupnosti m; 4,
pre i € {1,2,... hy} st prvky s indexami ¢, (¢ + hg), (i + 2hg),..., (i +
[n/hi]hi) (posledny ¢len podpostupnosti méze mat index ¢ + [n/hy|h).
Index prvku je z mnoziny {1,2,..., ht}. Kazd4a z tychto podpostupnosti je
utriedend jednoduchym Insertsortom. Efektivnost triedenia zavisi od volby
p a jednotlivych inkrementov hy, ..., h,, pricom h, = 1, aby bolo zarucené
uplné utriedenie prvkov (inak by postupnost mohla ostat len ¢iastoéne utrie-

dend).

Na ilustraciu si uvedme priklad. Nech sme na vstupe dostali postupnost
5,8,3,1,9,2,10,7,4,6. Nech h; = 3, postupnost je rozdelenéd na tri podpo-
stupnosti dizok 4, 3 a 3 nasledovne
5 8 3
1 9 2
7 4

—_

0
6

pricom stlpce tvoria vzniknuté podpostupnosti. Tieto podpstupnosti (stipce)

su nasledne utriedené Insertsortom
1 7 2
5 8 3
6 9 4
10

¢im dostavame ¢iastocne utriedent postupnost 1,7,2,5,8,3,6,9, 4, 10.

Dalej by sme postupovali pre inkrement ho, hs,... Viimnime si, Ze kedZze
h, = 1, podpostupnost, ktora vznikne v poslednom, p-tom kroku, bude celd
¢iastocne utriedena postupnost s n prvkami (dostaneme jeden stipec). Shell-
sort na zaver teda len Insertsortom utriedi celt ¢iasto¢ne utriedent postup-
nost. Uvedomme si, Ze v tomto kroku je postupnost uz skoro utriedend, za-

verecny Insertsort bude mat preto len mala zlozZitost.
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Veta 7.2.1. Priemerny pocet porovnani aj inverzii v p-prechodovom Shell-
sorte, kde p = o(logn), na n-prokovej postupnosti je aspori Q(pn*+/?) pre lu-
bovolni postupnost inkrementov. Priemer sa berie zo vsetkijch postupnosti n

prvkov s rovnakou pravdepodobnostou (rovnomerné rozdelenie).

Dokaz. V dokaze sa najskér dopracujeme k odhadu poc¢tu vykonanych in-
verzii (vzadjomnych vymien prvkov). Z nich budeme schopni zrekonstruovat
povodni postupnost. Vstupnil permutéciu si zvolime nestlacitelni, ¢o v kom-
binéacii s mnozstvom informacie potrebnej na kédovanie triedenej postupnosti
vyuzijeme na ziskanie pozadovaného dolného odhadu.

Sila metddy nestlacitenosti, ktort vyuzijeme, spoc¢iva v tom, Ze namiesto
pocitania priemeru cez vSetky vstupné permutacie, argumentaciou na jednej
nestlacitelnej vstupnej permutéacii dokdzeme dolny odhad v priemernom pri-
pade. Vyuzivame pri tom fakt, Ze skoro vSetky vstupné permutacie st nestla-
¢itelné a dokdzané tvrdenie bude platif pre vSetky z nich. Dokdzany vysledok
bude preto platit v priemernom pripade. Dalou v§hodou pouzitej metédy je,
ze zvolent nestlaciteln(i permutaciu nemusime hladat, ¢i presne $pecifikovat.
Veta o nestlacitelnosti garantuje jej existenciu a to ndm postacuje na to, aby

sme ju v dokaze mohli pouzit.

Nech vstupna postupnost 7 je permutacia prvkov {1,2,...,n}. Nech A
je algoritmus implementujtci (hq, ha, ..., h,) Shellsort, pricom hy je inkre-
ment v k-tom prechode a h, = 1. Trividlnym odhadom zlozitosti A zdola je
Q(pn), kedze kazdy z n prvkov musi byt porovnany aspon raz v kazdom z p
prechodov.

Nech m;; pre kazdé 1 < ¢ < mnal < k < p je pocet takych prvkov
podpostupnosti obsahujtcej i na zaciatku k-teho prechodu, ktoré st vlavo
k potrebuje prave >  (m; + 1) porovnani.

Oznacme pocet vsetkych inverzii

M = Z Z m (7.5)

k=1 =1
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Postupnost mj , . ..M, jednoznacne popisuje po¢iatoénit permutéaciu pre-
chodu k. Preto ak pozname m,, pre vSetky 1 < i <nal <k <p (spolu

ich je np), dokdzeme zrekonstruovat pociatoént permutéaciu 7.

Dokéazeme odhadnit kolko existuje roznych postupnosti m;y pre 1 <i <n
al<k<p?

Pri odhade nam pomoze celkovy pocet inverzii. Zistif pocet roznych po-
stupnosti m; (pre 1 < i < n al < k < p) znamena zistif kolko existuje
rozdkladov ¢isla M na np nezapornych sc¢itancov. Tato tloha je ekvivalentna
tlohe zistif kolkymi spdsobmi mozeme postupnost M prvkov rozdelit na np
podpostupnosti. Kedze m;; moze byt rovné nule, niektoré z np podpostup-
nosti moézu byt prazdne. VSetkych np podpostupnosti M-prvkovek postup-
nosti moézeme oddelit pomocou np — 1 oddelovacov. Spolu tak budeme po-
stupnost mat M +np—1 objektov. Pocet roznych vyberov np—1 oddelovacov
spomedzi M + np — 1 objektov vieme vypocitat:

D(M) = ( (7.6)

Rozdelenia M-prvkovych postupnosti na np podpostupnosti pomocou np —1

M+np—1
np—1

oddelovacov vieme Tahko generovat. (Ako?) Kazdé rozdelenie potom moézeme

popisat jeho poradovym ¢islom j < log D(M) vo vymenovani tychto rozde-

leni. Cisla M a j preto jednozna¢ne popisuji postupnost prvkov m; .
Spomenme si, Ze existuje n! réznych permutacii n prvkov. Nech pre vstup-

nu permutaciu 7 plati
C(min, A, P) > logn! — logn, (7.7)

kde P je program, ktory z M a j rekonsStruuje zoznam prvkov m; ;. Veta 4.1.5
zarucuje existenciu takej postupnosti. Vieme, ze existuje algoritmus, ktory
dokéZe z popisu postupnosti m; zrekonstruovat povodni postupnost .3

Di7ka zépisu tohto algoritmu (O(1) bitov) spolu s dlzkou popisu postupnosti

3Takyto algoritmus budete hladat pri rieseni tilohy 7.2.1.
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m; ;, musia prevysovat Kolmogorovski zlozitost 7
C(mia,...,mppn, A, P)+0O(1) > C(m|n, A,P) > logn! — logn

Dizka popisu M a j, z ktorych program P dokaze rekonstruovaf pévodnt
postupnost m; i, musi byt aspont C(my1,...,mu,,n, A, P). Po zapisani M

a j v samooddelujicom tvare dostavame
2loglog M + log M + log D(M) + O(1) > logn! —logn — O(1).

KedZe kazdé m;;, < n, zrejme M < pn?. Predpokladajme, Ze p < n (inak by
M < n?).
Uvedeny vyraz upravime:
21oglog pn® + log pn® + log D(M) > logn! —logn — O(1)
Pouzijeme pn? < n3.
2log3logn + 3logn + log D(M) > logn!—logn — O(1)
2log 3 + 2loglogn + 3logn + log D(M) > logn!—logn — O(1)
log D(M) > logn! —4logn — 2loglogn — O(1) (7.8)

Na tipravu log D(M) vyuZijeme rovnost?

a a a 1 a
1 = blog - —b)l -1 O(1 7.9
Po uprave:
M+np—1 M+np—1 M +np—1
1 = —1l)log————— + Mlog—————
og( np — 1 ) (np = 1)log np —1 Mg M *
1 M -1
—log T + O(1)

2 M(np—1)

Druhy s¢itanec na pravej strane rovnice mozeme odhadnit podla

> (1+ %)b. (7.10)

4Tato rovnost moézete najst v [16]. Uvadzame ju bez dokazu, kvoli jeho néaro¢nosti
a dlzke.
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Po tprave:

np—1\"
log <1+ pM ) < log ™™ (7.11)

pre kladné M a np — 1 > 0. Dalej dostavame

<M+np—1>
log =
np—1

1
np—l) Hloget 2(np —1)

log

(np = 1) (1og (14

Pre n — o

M+np—1
M(np —1)

1 M+np—1
log —
2(np — 1) M(np —1)

Potom log D(M) pre n — oo mozeme vyjadrit ako

log D(M) = (np — 1) <log <1 + np]\{ 1) + log e)

Na log n! moéZzeme aplikovat Stirlingovu aproximéciu
n! ~ —+V2mn. (7.12)
67’[,
Prava strana nerovnosti (7.8) potom pre n — oo konverguje k nlogn. Mo-

zeme pisat

(np — 1) (log (1 +

Postupne upravujeme pre p = o(logn).

M
1) +loge> > nlogn.

M
) +nploge > nlogn
np—1

M
plog <1+ )
np—1

M
1+
np—1
M

np log <1 +

v

logn

nl/p

v

1+1/p

v

pn
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Dostavame

M = Q(pn't1/P) (7.13)

Ziskali sme dolny odhad na pocet inverzii pre permutaciu 7, pre ktoru plati
C(m | n, A, P) > logn! — logn. Takychto permutécii je aspot n!(1 — 1/n),

ziskany odhad plati pre kazdu z nich, preto priemernd zlozitost je aspon

n

(1 _ 1) Qpn' /7Y = Q(pn 1P, (7.14)

pre p = o(logn). Pre p = Q(logn) je dolny odhad trivialne pn = Q(pn'*1/7).
Vdaka tomu, Ze skoro vSetky permutacie st nestlacitelné, sme ziskanim
dolného odhadu pre jednu nestlacitelni permutéciu dokézali dolny odhad

platny v priemere cez vSetky permutacie. O

Uloha 7.2.1. Zvolte si n, postupnost m;;, (1 <i <nal <k < p, kde

m; je pocet takych prvkov podpostupnosti obsahujicej i na zaciatku k-

.....

k a pokuste sa z postupnosti m;j zrekonstruovat postupnost na zaciatku

prechodu Shellsortu.

Uloha 7.2.2. Na zéklade dokazu vety 7.2.1 sa pokiste dokézat, ze Bubble-

sort vykona v priemernom pripade asponi 2(n?) vimien prvkov.



Kapitola 8
Zaver

Cielom préce bolo predstavit Kolmogorovski zlozitost a predviest jej vlast-
nosti a aplikécie na rozmanitych prikladoch. U ¢itatela sme sa snazili vzbudit
zdujem o tlto zaujimavi, aj ked miestami naro¢nu oblast teoretickej informa-
tiky. Pracu sme pisali ako Studijny material, moze posluzif aj ako doplnkovy
text k predmetu Kolmogorovské zlozitost vyucovaného na nasej fakulte.

Vysvetlili a popisali Kolmogorovska zlozitost, ukazali jej zékladné atri-
bty a vyuzitie na mnozstve rieSenych i neriesenych prikladoch. Postupne
sme prebrali viacero aspektov Kolmogorovskej zlozitosti. V kazdej kapitole
sme najskor uviedli podstatné definicie, spomenuli a dokéazali fundamentalne
vlastnosti, za ktorymi nasledovala ¢ast venovand praktickym prikladom a tlo-
ham.

V tvodnej Casti prace sme uviedli teoretické zaklady vyzadované v dal-
Sich castiach prace. Zaviedli sme pojem Kolmogorovska zlozitost retazca ako
Specialny pripad popisnej zlozitosti. Od Kolmogorovskej zloZitosti vzhladom
k urcitej popisnej metode sme presli k definicii Kolmogorovskej zlozitosti
bez zavislosti na konkrétnej popisnej metdde. Definovali sme podmienenii aj
nepodmienentt Kolmogorovsku zlozitost. Dopracovali sme sa k pojmu nes-
tlacitelnost, ktory sme forméalne definovali a dokézali sme, Ze skoro vsetky
refazce st nestlacitelné. Objasnili sme principy metédy nestlacitelnosti. Vy-

svetlili sme prepojenie medzi nestlacitelnostou a ndhodnostou retazca, defino-
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vali sme testy ndhodnosti. Na zaver sme predviedli velmi inSpirativne vyuzitia
Kolmogorovskej zlozitosti a metédy nestlacitelnosti, ktoré demonstrujua, ze

tedria Kolmogorovskej zloZitosti je v praxi naozaj vyuZitelnd a vyuzivana.

Praca poskytuje moznosti na jej rozsirenie. V budicnosti je mozné oboha-
tit jednotlivé kapitoly, mozno ukézat dalSie vlastnosti preberanych pojmov,
zaviest nové pojmy a uviest nové priklady a tlohy na precvic¢enie. Taktiez
mozno pridat nové kapitoly zamerané na komplexnejsie stranky Kolmogo-
rovskej zlozitosti ako st napr. prefixova Kolmogorovska zlozitost ¢i Kolmo-

gorovska zlozitost s obmedzenymi prostriedkami.

Dufame, Ze toto dielo ako aj Kolmogorovska zlozitost samotna citatelov
zaujali a verime, ze mnohym Studentom aj informatickym nadsencom po-
moze pri zoznamovani sa s Kolmogorovskou zlozitostou a podnieti ich k jej
hlbsiemu $tdiu. Budeme radi, ak tato praca pomoze spopularizovat Kolmo-

gorovsku zlozitost medzi Studentmi i odbornou verejnostou.
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