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Abstrakt

Skiimame nahodné boolovské funkcie n premennych, ktorych pocet jednotiek
je dany funkciou m(n), 0 < m(n) < 2". Tato praca prezentuje asymptotické
odhady diiky hlavnej a skratenej disjunktivnej normélnej formy nahodnej

boolovskej funkcie. Naviac st detailne skimané rady prostych implikantov.

Kliacové slova: Nihodné boolovské funkcie, disjunktivne normélne formy,

minimalizdcia, pravdepodobnostné metdody.
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Kapitola 1
Uvod

Kazdu boolovski (logicki) funkciu f # 0 mozno realizovat pomocou tzv. dis-
junktivnej normélnej formy (DNF). Disjunktivna normélna forma je vyraz,
ktory vznikne disjunkciou roznych elementarnych konjunkcii nad abecedou
boolovskych premenych {1, ..., z,}, pricom v jednej elementarnej konjunkcii
su vSetky pismend rozne a dizka konjunkcie sa nazyva radom elementarnej
konjunkcie. Elementarnu konjunkciu nazyvame tiez implikant.

Funkcia ale méze byt vyjadrend vo forme DNF mnohymi sposobmi. Len
pre ilustraciu, pocet DNF nad abecedou z n pismen je rovny 23", ale pocet
roznych boolovskych funkcif nad n-prvkovou abecedou je len 22”. Pre boolov-
ské funkcie teda méd zmysel hladat DNF, ktoré maji minimélnu zlozitost.
Disjunktivnu normalnu formu charakterizuje index jednoduchosti, ktory ob-
vykle vyjadruje bud pocet pismen alebo pocet elementdrnych konjunkeii v
zépise DNF. Minimélnu zlozitost m4 teda DNF, ktord je minimélna vzhladom
na nejaky index jednoduchosti.

Skimanie v oblasti minimalizacie je stale aktualne, avsak pociatky siahaji



do rokov pétdesiatym a existuje aj niekolko skorsich préc.

Cielom mojej prace bude sformulovat a dokézat tvrdenia o aymptotickych od-
hadoch zlozitosti roznych disjunktivnych norméalnych foriem ndhodnej boolov-
skej funkcie. Nahodné boolovské funkcie mozu zavisiet od parametrov, v
nasom pripade tym parametrom bude pocet jednotiek m(n) a budi tvorit
§pecidlnu triedu.! Predovsetkym budeme odhadovat dizku hlavnej DNF a
skratenej DNF ndhodnej boolovskej funkcie.

Préca by mohla pokracovat asymptotickymi odhadmi diiky a poctu iredun-
dantnych DNF, odhadom poétu reguldrnych vrcholov NBF vzhladom na
pokrytie mnoziny Ny. Vrcholy a vrcholové pokrytia nahodnej boolovskej
funkcie sivisia s jej geometrickou reprezentéciou ako ndhodného grafu. Dalej
by sa dalo pokracoval odhadom velkosti jadra - poctu jadrovych vrcholov
NBF a urcovanim prahovych funkcii pre ich vyskyt.

Néhodnd boolovska funkcia n premenych je zobrazenie D™ — D, D = {0, 1}.
V triede boolovskych funkcii F;, nadobtida hodnoty 0 a 1 v zavislosti od
daného parametra m tak, ze pocet jednotiek je prave m spomedzi vSetkych
bodov (n-tic) D". Pritom parameter m moéze byt konstantny tdaj, ale ob-
vykle predpokladame, ze je zavisly od n.

Znédme minimaliza¢né algoritmy pracuji vo viacerych krokoch. Najskor sa
skonstruuje skratena DNF vyuzijic nejaki reprezentaciu boolovskej funkcie,
napr. tabulku alebo tplni DNF. Zmazanim nadbytoénych implikantov zo
skratenych DNF roznymi sposobmi ziskame iredundantné DNF. Nakoniec
hladanfm medzi vetkymi iredundantnymi DNF ngjdeme DNF s minimélnou

zlozitostou (vzhladom na nejaky index jednoduchosti).

LAk m bude konstanta, bude to explicitne povedané, inak m = m(n).



VysSetrovanie hranic parametrov ndm umoziiuje rozhodnif, aké zlozité si
jednotlivé kroky minimalizacie pre ndhodny pripad.

Vo vSeobecnom modeli, sa odhaduju zlozitosti na celej mnozine B,, boolov-
skych funkcii n premennych a ndhodny vyber boolovskej funkcie zavisi od
parametra p,,. Ten predstavuje pravdepodobnost, ze vrchol patri generovanej
nahodnej boolovskej funkcii, t.j., ze ma hodnotu 1. Obvykly pripad nasich
vysledkov, ked p, = % ziskali Glagolev a Saposenko. Vseobecny tvar tohoto
problému bol preskiimany Weberom. Podstatne budeme vyuzivat vysledky
docenta Skovieru.

V suvislosti s ndhodnymi boolovskymi funkciami bolo napisané zna¢né mnoz-

stvo ¢lankov.



Kapitola 2

Predbezné kroky

Geometricka formulacia

Uprednostinujeme geometricky pristup k minimaliza¢nému problému pred al-
gebraickym, pretoze je nazornejsi.

Na mnozinu vsetkych binarnych n-tic D™ sa pozerdme ako na mnozinu vsetkych
vrcholov n-rozmernej jednotkovej kocky @,,. Boolovskej funkcii f priradime
podmnozinu Ny vrcholov tejto kocky . Dva vrcholy a, 8 € D" s susedné v
Q,, prave vtedy, ked sa lisia v préve jednej siradnici. Teda @Q,, mé4 2" vrcholov
an* 2" ! hrdn. Funkcia f je teda identifikovana s podgrafom indukovanym
na mnozine (1) = {a € D" f(a) =1} = Ny.

Lahko sa ukdze, ze pre kazdy implikant (tiez nazyvany elementdrna konjunk-
cia) h = o' A7 Ao AziFrddu bk sip <ip < ... <ipal <k <n
Mnozina Nj, indukuje (n — k)-rozmernu podkocku @, a naopak. Tiez ak
hi, he su elementdrne konjunkcie, potom N (h; V hy) = Ny, U Ng,. Preto

existuje priama suvislost medzi disjunktnymi normélnymi formami funkcie



f a vrcholovymi pokrytiami mnoziny Ny podkockami obsiahnutymi v Ny.
Volame ich intervaly f.

Z tohoto pohladu je stddium ndhodnych boolovskych funkeif tzko spojené
so Studiom podkockovych pokryti nahodnych indukovanych podgrafov v n-
kocke @Q),,.

Zakladné pojmy

Nech K C Ny je interval f. Hovorime, Zze K je maximalny, ak neexis-
tuje ziadny interval L taky, ze K C L C N;. Elementarna konjunkcia
odpovedajica maximalnemu intervalu sa nazyva prosty implikant.

Teraz je uz lahké podaf presné definicie zékladnych typov DNF boolovskej
funkcie f. Hlavna (alebo uplna) DNF zodpovedd pokrytiu Ny 0-rozmernymi
intervalmi, t.j. jednoprvkovymi mnozinami. Jej diZka, ¢ize pocet implikan-
tov, je rovna |Ny|.

Skratena DNF odpovedd pokrytiu /Ny vSetkymi maximdalnymi intervalmi f.
Kedze moze byt medzi nimi vela zbytoénych implikantov, motivuje nés to k
nasledujiicej definicii: Pokrytie U mnoziny N; sa bude nazyvat iredundantné,
ak ziadna vlastnd podmnozina U nepokryva N;. Iredundantnd DNF je t4,
ktora odpoveda iredundantnému pokrytiu.

Pre pojmy, tykajtce sa boolovskych funkcii, disjunktivnych normalnych foriem

a minimalizacného problému, odkazujeme na zdroj [2].



Trieda F),

Skumanym modelom je trieda boolovskych funkcii F,,, = {f € B,,, |Ny| = m},
kde B, je mnozina boolovskych funkcii n premennych f: {0,1}" — {0, 1}.
Vyberame m-ticu vrcholov, ktorym bude priradend jednotka. Preto pocet
funkcii v triede F,, je (27:) Pouzijeme niektoré zékladné fakty z tedrie pravde-
podobnosti. Nahodny vyber funkcie f € F), si modzeme predstavit ako
nahodné rozdelenie prvkov z D" do dvoch disjunktnych podmnozin - Ny
a D" — Ny, pricom obe maju vzdy konstantny pocet prvkov pre dané m.
Kedze pravdepodobnost vyberu kazdej funkcie f € F,, je rovnaks, vyber

nastéava s pravdepodobnostou

1 1
n - on - P .
o WY

Nésledne pre lubovolni podmnozinu boolovskych funkeii A C F,, priradime

P(A) = 2 pea PASY)

Pouzijic binomickd vetu lahko ziskame jednoduchy, ale uzitoény vysledok.

Tvrdenie 1 Nech U a'V si disjunkiné podmnoziny D™ = {0,1}", |[U| < m,
V| <2"—maF={feF,UCN;V CD"— N¢}. Potom

50

()

Dokaz. Pocet funkcii v mnozine F' je rovny poctu roznych priradeni jed-

P(F)=P(U CN;AV CD"—Ny) =

notiek vrcholom D". Plati, ze |U|+|V| hodnot je fixovanych a ostdva priradit
este m—|U| jednotiek. To je mozno urobit (2"—TSEJ|\;‘IV|)) sposobmi. Spravnost

je zrejma.



2'n72k'
Z toho dovodu, ak K je k-rozmernd podkocka D", tak P(K C Ny) = (”(”27?)’“) :

Priestor (F,,, P)

Pravdepodobnostny priestor (F,,, P) mé pre nés kldcovy vyznam. Totiz,
ze v tomto priestore vysetrujeme rozne vlastnosti boolovskych funkcii a
vSetky parametre boolovskych funkcii s uvazované ako ndhodné premenné
na (F,,, P). Predpokladdme, ze vSetky tu pouzité ndhodné premenné si ce-
lo¢iselné a nezaporné.

Nech S je ur¢itd vlastnost. Ak lim, .., P(f ma vlastnost S) = 1, hovorfme,
7e ndhodnd boolovsks funkcia mé vlastnost S, alebo, Ze boolovska funkcia
splita vlastnost S skoro isto.

Aj v triede F,, moézme oznacit ako p(n)pravdepodobnost, ze vrchol patri do

Ny¢. Nie je to ale pevne dané ¢islo alebo funkcia ako v B, ale iba asymp-
( 2" —1

m((§2>1) < ”;(:). Zjavne zavisi od m a n

totické ohranicenie podielu funkecii
a ziskame ho pouzitim Formuly 1, ktc?rﬁ vyuzivame vo velkom v Kapitole
3. A predsa je rozumné predpokladat, ze postupnost (37)52, konverguje k
nejakému ¢&slu p. Ak p = 0 alebo p = 1, musime daf nejaké obmedzenia na

rast postupnost{ — a —.
o ow

Pravdepodobnostné metody

E(X) a D(X) = E(X — E(X))? oznacuje stredntii hodnotu a disperziu

nshodnej premennej X. Dobre zndma Markovova a CebySevova nerovnost



vyuzivajuce E(X) a D(X) ndm pontkaju najdolezitejsi nastroj na ziskanie

asymptotickych odhadov.

Tvrdenie 2 (Markovova nerovnosf) Ak X > 0 je nezdpornd ndhodnd
premennd a € > 0 je kladné redlne cislo, potom

BE(X)

P(X >¢) <
£

(2.1)

Tvrdenie 3 (Cebysevova nerovnost) Pre kazdii ndahodnii premenni X a
e > 0 plati nasledujiica nerovnost:

D(X)
g2’

P(IX - B(X)| 2 ) < (2.2)

Vsetky limity a asymptoty uvazujeme pre n — o0, preto tento symbol
vynechavame. Pouzivame O-notaciu. Symbol o(a,) znamend vyraz, ktory
ide k 0, ked sa delf a, a O(ay,) vyraz, ktory zostdva ohrani¢eny, ak sa delf
a,. Postupnosti (a,) a (b,) si asymptoticky ekvivalentné, ak lim §* = 1.
Obvyklé oznacenie je a,, ~ b,.

Symbol log, z oznacuje logaritmus pri zdklade a. Ak a = 2, oznacenie

vynechavame.



Kapitola 3

Intervaly

Aby sme ziskali odhady zlozitosti hlavnych a skratenych DNF a neskor
podobné vysledky pre iredundantné DNF, zacneme Studiom Struktiry in-
tervalov v nahodnej boolovskej funkcii.

Nech i, ; oznacuje ndhodni premenni na F,, taku, ze i, x(f) je rovné poctu
k-rozmernych intervalov funkcie f € F),. Prvy krok spociva vo vypocte a

odhade strednej hodnoty a disperzie.

2n72k
Tvrdenie 4 Ei, ) = (Z).Q”*k. (m;Fk)

)

Dokaz. Pre kazdd k-rozmernu podkocku K kocky D" zavedieme nahodnt

premennu 7 (niekedy ju voldme aj indikator) definovant neasledovne:

1, ak K C Ny;
nk(f) = _

0, inak.
Zrejme i, = Y. Nk, pricom sumdcia ide cez vsetky k-rozmerné podkocky

D",

10



Z Tvrdenia 1 vieme, Ze
(250

n

()

Existuje (}).2"* k-rozmernych podkocick D". Teda

= P(K C Ny) = POk = 1) = Eng

Tvrdenie 5 Di, ) < (2)2.2”_’“. (%)Qk

Dokaz. Na dokaz tohoto horného ohranicenia si najskor pripomenieme, ze
Dip g = E(ing)?—(Einz)? Kedze iy je vyjadrené ako suma indikatorov 7y,
méme (i,1)* = (35 k) = Dk 1) M1z, kde sumdcia sa berie cez vietky
usporiadané dvojice (K, L) k-rozmernych podkociek D".

Ak K N L # (), potom prienikom je j-rozmernd podkocka s 0 < j < k a
|K U L| =21 — 27 Teda

G )

Pl =1) = g — E(ng.ne). (3.1)

(o)

Lahko sa dokéze, ze pocet dvojic s dim K N L = j je

(G205

Ak KN L=, potom |K UL| =21 Teraz

—~

3.2)

2n72k+1
(m—2k+1 )

()

Pl =1) = = E(nix.ne). (3.3)

Pocet takych péarov (K, L) je

()06 o

11



Pouzijic (3.1)-(3.4) dostaneme
n (2k+1_2j))

=3 () () () =

]:

+

Po odéitani (Fi,x)? od (3.5) je teda disperzia Di, . je rovnd

2n—(2k+1_27)
(2k’+172j))

G

Di = B = = 3 (1) () (171

n 222(n7k) _ Zk: n on—j n—j n—=k (272:22;5111
’ =AU/ A A
—(2

k+1_2j)

o (Z) [(Z) -2k _ i (’; (Z - ’;)2] (m(m)

=(RO6) (S5-55)-

0= (% (F))

Pouzijeme jednu uzitoénu formulu.

Formula 1 ([4]: Appendix III) Pre k <b <a:
G) _ 0 _ ()"
7o)

12

e £ O] 5

e (5 =0 OG- S5
)

)

(3.5)

}

+

(3.6)



Disperziu D1, j, tak mozme zhora ohrani¢it

k N .
n E\ (n—k\ ._. [ /m\2" -2 m 2°!
on 9= (-) _ (-) (37
WG (G -6 ) en
7=0
pretoze po pouziti Formuly 1 sa ukazuje, ze druhy sc¢itanec

(02 ()" = (8)") momme zanedba.

on
Rutinné vypocty ukazuju, ze postupnost a; = 277 ((2%)_2] — 1) je nekle-

2k+1

sajica. Teda (3.7) ma dalsie horné ohranicenie rovné

()@ ()6
()@ T ) =) e

Podobne ako disperziu moézme pouzitim Formuly 1 ohraniéit aj stredni hod-

notu

Biny < (Z) on—k (Qﬁn)zk . (3.9)

Teraz pouzijeme Cebysevovu nerovnost (Tvrdenie 3) na ndhodnt premenni
k
ing priradiac e = ¢(n) (Z) 2n—k (zﬂn)2 , kde ﬁ = o(1). Pouzijic pred-

chadzajuce tvrdenia ziskame

Dy 1

- —— -0

g2 p(n)

Teda lim P(|i,x— Ein k| < €) = 1. To ndm ddva vysledok, ktory formulujeme

nasledovne.

Tvrdenie 6 S pravdepodobnostou idicou k 1 pre n — oo pre kazdi f € F,

13



plati:

k

2t (2)) < inal) <

(e

(2ot ()" el ()

kde lim ¢(n) = oc.

Pre nas je teda dolezity podiel 7 = % a to pre n — oo. Ak je m konStanta,

potom g — 0. Ak m(n) = 2", potom

m

on — 1 pre n — oo.

Odteraz budeme predpokladat, 7ze podiel 7w konverguje k nejakému cislu
p € (0,1); specidlny pripad bude, ked p = % a to je vtedy, ked pocet jed-
notiek pre kazdé n je prave polovica vsetkych vrcholov D™.

~ on

Nech teda ™% konverguje a - = o(n) = —4r, e Z = o(n) = 5=
2n 2n

2n—m’

2n 1

Vyssieuvedené tvrdenie ukazuje moznost ziskat asymptoticky odhad 4, pre

k obmedzené medzi urcitymi hodnotami. O tom bude nasledujica veta.

Veta 1 Nech % =o(n) = 2n2fm. S pravdepodobnostou idicou k 1 plati:
(i) ndhodnd boolovskd funkcia neobsahugje intervaly dimenzie vicsej ako p =
|logn — loglog = | + 1. Navyse

2n

(ii) pre k < |logn—loglog = | —1 = u—2 pocet iy, k-rozmerngjch intervalov
271

m

k
ndhodnej boolovskej funkcie je asymptoticky ekvivalentny (Z) on—k (2,1)2 , CiZe

n m 2"
.n ~ 2n—k <_> .
Dékaz. Najskor ukdzeme, ze vady, ked k& > p, horny odhad in dany
Tvrdenim 6, ide k 0 pre n — oo. Tym dokazeme cast (i) Vety 1.

14



Nech k = p+r, kde r > 1. Kedze lim (”ir)go(n)\/Q"—“—r.%zﬁr = 0 impliku-

je, ze lim (“L) = 0, sta¢f dokazat, Ze lim (“ir)go(n)QQ”*”*T m 2T

n—p—r m2HTT
gn—p—r_m LU

-on

0. Vidiac toto uspesne ziskame

2f M ey 2T , 22(utr).logn gn
L — < a7 e
gp(n) (/1’ + T) on - g0(n) <L>2#+T
bl

22(log n—loglog 1/ 3% +r+1).logn

Ak lim 3% = p € (0,1), potom obycajne lim X;(n) = 0. Ak &% — 0, po-
tom loglog = — oo, teda aj X;(n) ide k 0. Konecne ak 7w — 1, potom
2n

log log 4 — —o0. Hoci
277.

—loglog = .logn 1 1
lim 2~ = lim —. log — | .logn =
n n log

m
an

1 1— 3% o1 1
lim —. log (1/log (1—1— —= )> .logn:hm—.log1 —.logn =0,
n n n - =

2n 2n

¢o naopak implikuje, ze lim X;(n) = 0 dokonca aj ked lim 2 =1 a 1 =
o(n). Cast (i) je dokédzana.
Aby sme dokézali cast (ii), musime overit, ze p(n)(})1/2"* (2%)2k =0 ((z) PA (%)2k>,
\/% = 0 pre k < p1—2 a vhodné ¢(n). Na to staci
2k (g

- k -
ukézat, ze lim 2"~ (ﬂ)2 = oo vzdy, ked k < pp — 2. Teraz mame

¢o znamend, ze lim

271
m 2" m
2n—k <_> _ 2(1/2)n—logn+loglog 1/ gm+1 _ XQ(TL)
Qn
Podobné argumenty ako st vyssie ukazujd, ze lim X3(n) = oo. Tu konéi

dokaz.

Pripad, ze k = 0, si zaslizi Specidlnu pozornost. Naozaj i,0 = [Ny, €o je

15



rovné dizke hlavnej DNF funkcie f.

Veta 2 Di%ka hlavnej DNF funkcie f € F,, - pocet bodov v Ny - je asymp-

toticky ekvivalentnd 2™.p(n) a zdrovern rovnd m:

. n n M
M =gef |Nf’ = Zn,O(f) ~ 2 p(n) =M _ —m.

2n

16



Kapitola 4

Maximalne intervaly

Najskor uvedieme par formalnych definicii.

Definicia 1 Interval Ng, obsiahnuty v Ny (prislichajici elementdrnej kon-
junkcii K ), sa nazjva mazimdlny (vzhladom na pokrytie N;), ak neevistuje
interval N+ taky, Ze

1. Ni € Ngr € Ny

2. Rad intervalu Ng+ je mensi ako rdad intervalu Ng.

Definicia 2 Konjunkcia K, prislichajica mazximdlnemu intervalu Ng mnoZiny

Ny, sa nazyjva prosty implikant funkcie f.

Plati, ze Nx C Ny prave vtedy, ked vietky ¢initele z K’ st obsiahnuté v K.
Z prostého implikanta K funkcie f nemozno vynechatf ziaden ¢initel, pretoze

po vynechani by sme dostali konjunkciu K’, pre ktord Ng» C Ny.

Zlozitost skratenej DNF boolovskej funkcie je rovnéd poctu maximélnych in-

tervalov (Veta 1(i)). Ako dalsi krok vysetrujeme jeho stredni hodnotu.

17



Nech I, x(f) je pocet k-rozmernych maximélnych intervalov funkcie f € F,,

a s(f) zlozitost jej skrdtenej DNF. Zrejme s(f) = > 1_y Inx(f)-

Tvrdenie 7

27— (2F4-(n—k))
E]n,k _ (n) 2n—k. (2k>"_k ( m2—n2k )

g ()

Dokaz. Pre lubovolnd k-rozmernt podkocku K C D™ definujeme indikétor

Ox nasledovne:

1, ak K je maximélny interval f;

0, inak,

O =

fekF,.

Teraz I, = Y Ok, kde K ide cez vSetky k-rozmerné podkocky D".
Pripominame, ze k-rozmernych podkociek v D" je (Z) 2"~k Preto staéi vy-
pocitat EI,; = P(Ok(f) =1) pre fixni K.

k-rozmerna podkocka je teda maximalna, ak neexistuje ziadna k+1-rozmerna
podkocka, ktord by ju obsahovala; alebo inak, neexistuje ina k-rozmernd pod-
kocka, s ktorou by spolu tvorili k¥ + 1-rozmernd.

Rozlozenim funkcie f vzhladom na premenné z;, + = 1,...,n — k ziskame

flze, ... z,) = \/ TPANTPEN AT N f(O, Tty ) =
0=(01,.ces0p—k)ED"F

=T Ao N ANy g A fo(Tp—pity oy Tn) V

\/:1:’1/\xz/\.../\acn,k/\fl(xn,kﬂ,...,xn)v...
S VIIAT A AT A frk(Tnpi1s e Tn) VL

18



) ) 3 x, ako=1;
Pripominame, ze x7 =
x’, ak o =0.

Z predchédzajucej rovnice vyplyva, ze K je maximalny interval f prave vte-
dy, ked

(a) fo=1

(b) fi#1lprei=1,2,...,n—k.

Teda ak v zapise elementarnej konjunkcie K negujeme jednu premennt,
ziskame elementarnu konjunkciu prislichajicu k-rozmernému intervalu.
Jeho existenciu chceme vyluéit, pretoze spolu s povodnym tvoria k + 1-
rozmerny interval.

Opit sa nam naskytla prilezitost, kedy mozme tspesne pouzit Tvrdenie 1 z
druhej kapitoly.

Chceme uré¢it pravdepodobnost, Ze ndhodné boolovska funkcia f € F,, bude
obsahovat fixovani maximélnu k-rozmernd podkocku K. Kolko je teda
takych funkeii? Kedze 2% jednotiek je tymto priradenych vrcholom K, ostdva
este vybrat zvysnych m — 2¥ jednotiek.

Potencialnych k-rozmernych intevalov, ktoré by mohli narusit maximalnost
K, je prave n—k, t.j. tolko, kolko premennych je v zapise K. Aby neohrozili
maximélnost K, priradime napevno v kazdom, z tychto n — k intervalov,

jednému vrcholu nulu. To mozno urobit
(25" " (4.1)

sposobmi.
Ak je teda v indukovanom grafe funkcie f fixovanych 2* jednotiek k-rozmerného

maximélneho intervalu K a vysSie uvedenymi sposobmi fixujeme aj nuly,
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pocet funkeii, ktoré obsahuji maximalnu podkocku K je rovny

(Qk)”*k (271—(727:;(:_@))

()

Pravdepodobnost, ze f obsahuje k-rozmernti maximélnu podkocku, je teda

(4.2)

27— (2F+(n—k))

ElLi(f) = <Z) 2k (k)" ( n(lff)k )

Odhad diZky skratenej DNF ndhodnej boolovskej funkcie budeme robit v

sérii nasledujicich tvrdeni.
Pre kazdé k potrebujeme spocitat ocakdvany pocet k-rozmernych maximélnych

intervalo funkcie f.

Tvrdenie 8 Nech g ide k nejakému p pre n — oo. Twvrdime, Ze Es <

piFeim)loglogl/35n on o (n) — 0. Navyie ak lim$: = p € (0,1), potom

_ 1
ei(n) =0 (W

Dokaz. Z toho, ze s(f) = Y.i_o Luk(f), nds moze ako prvé zaujimaf

maxo<k<n L1, . Uvazujme pomer
on_oktl_(p—k—1
E["kaFl _ n—Fk n—2k—2 ( m—2]£+1 )>
EIL, E+1 ' (2"—2’“—(n—k))

m—2Fk

2" —2k —(n—k)+1-2%
n__ankafz ( m—2k 2k )

- T an 2k (nk
an 9k (n—k)—2k\ \ 2"
(TL _ k)ank on _ 2k+1f(nfk)fl ( m—2(k—2k) ) _x (n k)
2(k + 1)2M1°2m —m — (n— k) =1\ (272" (n=h) A

m—2k

Pouzijeme nasledujicu formulu, ktora je podobna Formule 1.

Formula 2 ([4]: Appendix III) Ak k, b a a si funkcie n, potom

-
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za predpokladu, ze k = o(b'/?) a k = o(a'/?).

Plati teda, ze ak m < 2" — (n — k), potom

(n . k)ank on _ 2k+1f(n7k)71 m — 2k 2"
2(k +1)26+1°20 —m — (n — k) — 1 (2” — 2k — (n—k))

Vidime, ze X3(n, k) zrejme zavisi od n a poctu jednotiek m daného funkciou.

Xg(n, k’) ~

m

Kedze predpokladdme, ze lim 2 ide k p € (0,1) pre n — oo, mozno tvrdit,
ze X 3(n, k) aj rozmer maximélnych intervalov zavisi od n a p. V skuto¢nosti
ani nemoze zavisiet od iného parametra.

Ukédzeme, ze pre k < loglog,,,n —1 = loglogn — log logi — 1 a vsetky
dostatocne velké hodnoty n plati, ze X3(n, k) > 1. Naozaj

n — loglogn + loglog L + 1 on
XB(na k) Z -

2loglogn — 2log log% "(loglog n — loglog %)2 -

S vyuzitim predchddzajicich faktov sa lahko presvedéime, Ze vo vsetkych

pripadoch (5% — 0, & — p € (0,1), 3+ — 1) mame
n — loglogn + loglog X + 1 on
lim L =o0 = limn

2 (log logn — log log zlo) (loglogn — loglog %,)2

a odtial lim X3(n, k) = oo vzdy, ked k < loglogn — log log% — 1. Teda

Eln,k:+1

Flay 1 pre dostatocne velké n.

Na druhu stranu, ak k& > loglogn — loglog %, ziskame

n — loglogn + loglog + 1 1)\ " leglogntloglog1/p—1
0 < Xan, k) < Z ( ) |

) A1+ =
2<loglogn—loglog§+1> n—1 n

Teraz mame

n — loglogn + log log

lim =0

1
p

2 (loglogn - loglog% + 1) (n+1)
1

) n—loglog n+loglog1/p—
= €.

a lim(l—i——
n
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EIn,k«l»l

Bl < 1 pre

Teda lim X3(n, k) = 0 vady, ked k > loglogn — log log% a
dostatocne velké n.

7 toho vyplyva, ze FI, ako funkcia knadobtida maximum bud, ked & je
rovné |loglogn —loglog iJ = X alebo|loglogn —loglog %J +1 = A+1. Dalej

este,

max El,; < ( )zn—kp?@ _ p2*“)n—A < on pl+ei(m)loglog1/pn

n
A+1 -
1+(1/2log n—loglog n+log %)
1
log n(log log n—log log ;)

— 1
1(n) = O (igmay )

Vratenim sa na zaciatok dokazu zistime, ze

kde €| (n) = — 0. Zrejme ak p — p € (0,1), potom

Es < (n+ 1)mazpEl,; <

< nlog(nJrl)/logn.n(1+5’1(n)) log log 1/pn.2n — n(1+61(n))loglog 1/pn'2n.

Vysledok je jasny.

Tvrdenie 9 S pravdepodobnostou idiicou k 1 pre n — oo plati, ze s(f) >

in,)\(f)
REES

kde p = Uogn—loglogij +lal= Uoglogn—loglog%j.

Dékaz. Podla Vety 1(i) dimenzia maximélnych intervalov neprekroci u sko-
ro isto. Teda Iubovolny maximalny interval f obsahuje najviac (§)2“_’\
A-rozmernych podintervalov.

Na druhej strane, kazdy A-rozmerny podinterval je obsiahnuty v prinaj-
mensom jednom maximdlnom intervale. Z toho i, \(f) < s(f).(4)2#~* skoro
isto.

Citatel moze hadaft, ze tvrdenia 8 a 9 sa pouziji na dékaz hornych a dolnych

ohraniceni pre ndhodni premenni s(f). Ked st raz tieto ohrani¢enia dokdzané,
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vieme len, ze s(f) <horna hranica (H.H.) skoro isto a s(f) > dolna hranica
(D.H.) skoro isto.

Avsak my chceme tvrdenie, ze D.H. < s(f) < H.H. skoro isto. Aby sme to
videli, oznacme {f € B,,; s(f) < HH.} a{f € F,,; s(f) > D.H.} ako F,
resp. Gy,. Potom lim P(F,) =1 = lim P(G,,). Teraz

1>limP(F,NG,) =1-limP(F,, — (F,NG,)) >

>1—lim P(F,, — F,) — lim P(F,, — G,,) = 1.

Ale, ze lim P(F,,NG,,) = 1 je ekvivalentné tomu, ze hovorime, ze D.H. < s(f) < H.H.
skoro isto.

Kombinovanie skoro istych udalosti analogicky ako hore nam umoznuje nasle-

dujtca lema. Umoziiuje obemedzit nase konstrukcie na podmmoziny F,,,
ktorych pravdepodobnost ide k 1 pre n — oo, ktoré nickedy mozu byt

vyhodné alebo dokonca nutné.

Lema 1 Nech (X, S,, Q,)2, je postupnost pravdepodobnostnijch priestorov.
Predpokladajme, Ze Y,,Z, € S, si udalosti také, Ze imQ,(Y,) = 1 =
lim @, (Z,) a nech A,, € S. Potom

(i) limQ,(Y,NZ,) =1

(1) lim Q. (A,|Y,) = 1 implikuje lim Q,,(A,) = 1.

Dékaz je ponechany na citatela.

Veta 3 Nech % =o(n) = ﬁ. Potom s pravdepodobnostou idicou k 1 pre

n — oo plati, Ze

n(l—ag(n))loglogl/pn.Qn < S(f) < n(l—i—ag(n))loglogl/pn‘Qn; 52(n)7 53(”) 0.

Ak p — p € (0,1), potom ea(n) = O (é) =¢e3(n).

loglog; ,, 1
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Doékaz. Horné ohranicenie. Z Markovovej nerovnosti (Tvrdenie 2) pre e = n
mame

s(f) <n.Es skoro isto. (4.3)

Skombinovanie (4.3) a Tvrdenia 8 ddva pozadované horné ohranicenie. Tu

ga(n) = 1(n) + m — 0.

Zrejme e3(n) = O <+> vzdy, ked lim w0 € (0,1).

log logy ,, m

Dolné ohranicenie. Najskor odhadneme i, \(f). Tvrdenie 6 implikuje, ze

i (f) > (2) (20 — p(n)y/ 27 2p2*) skoro isto. (4.4)

Pouzitim (7}) > (%)/\ anahradenfm \ v (4.4) ziskame i, () > n(l+ea(n)loglog1/pn gn.

A
kde

2logn + loglog, ,,, n. log log log; ,,n — log(1 — \/(n3/2") log, /, n)

e5(n) = —

log n.loglog, ;,
Z pouzitia Tvrdenia 9 vyplyva

n(1+s’2(n)). log log l/pn'2n

in,)\ (14e2(n))loglog1/pn on
> > 2
s(f) > (/;)QM—A = (P21 zn 2",

log(log n—log log %-{—1)

Tog — 0. Znovu lahky vypocet ukazuje, ze

kde ea(n) = &h(n) +

g9(n) ma charakter O (W) za predpokladu, ze lim p(n) = p je rozna
p

od 0 a l.
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Kapitola 5

Dimenzia maximalnych

intervalov

Ako vyplyva z Vety 1(i), rozmer ziadneho intervalu ndhodnej boolovskej
funkcie neprekro¢i |logn — loglog }%j + 1 = p skoro isto. Zaroven je pu
aj horné ohranicenie rozmeru maximalnych intervalov. Na druhej strane,
vysSetrovanie realizované v postupe dokazu Tvrdenia 8 ukazuje, ze kvantita
El, , na ktori sa pozerdme ako na funkciu k, rastie, kym % nie je prib-
lizne rovné loglogn — log log% a potom, po dosiahnuti maxima, klesa. Tak
moézme ocakavat, ze viicsia cast maximdlnych intervalov mé rozmer blizko
log log n — log log %. Potvrdime toto ocakdvanie vo vete nizsie.

Uvedme niektoré oznacenia pouzité v nasledujiicej vete.

I:,k = Zl>k; ]n,k

I;,k = Zl<k [an

Hy (H, ) - pocet bodov pokrytych intervalmi dimenzie vicsej (mensej)
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Veta 4 Nech 2 = o(n) = 57— a A\, = loglog1/%n — 1,

1 1
Ao = loglog —n + logloglog —n + ¢, € > 0.
P P

Potom s pravdepodobnostou idiicou k1 pre n — oo plati

Lo () = 0(2%) = H,,, (f),

L, (f) =0(2") = H,,(f).

Dokaz. Zacneme so skimanim toho, Ze boolovska funkcia f spfﬁa systém

nerovnosti

1
Lix(f) <n.ElLg k=0,1,..., 4, (u = |logn — loglog — | + 1) (5.1)
p

skoro isto. Najskor oznacime M,, j, udalost, 7ze konkrétna nerovnost Lx(f) <

n. El,\ zodpovedd pevnému k a M, = ﬂ0<k<# M,, .. Potom

P(F,, — M,) = P(U(F,, — M,)) < iP(Fm — M, ) =

k=0
m
1
= 3" P(L(f) = Bl < P
k=0 n
z Markovovej nerovnosti. Kedze “T“ — 0, potvrdili sme, ze lim P(M,,) = 1.

Ako vyplyva z naSej Lemy, v nasledujticich vypoétoch sa mozme obmedzit
na podmnozinu Y, C F;, takych boolovskych funkcii, ze

(i) rozmer maximalnych intervalov f neprekro¢i y;

(ii) f vyhovuje systému nerovnosti (5.1).

Terazsa vratme k odhadom. Na dokdzanie I}, (f) = o(2") a H, (f) =

0(2") budeme postupovat simultdnne najskor podanim spoloéného horného
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P + +
ohranicenia pre I, a H , .

Plati skoro isto, ze

I:Lr,Az(f): Z Lo(f) < Z [n,k<f>'2k7

Ao<k<p Ao<k<p
H ()< Y L(f)2f
Ao<k<p

Z (5.1) a Tvrdenia 7 mame

Z Lin(f)28 < Z n.El, ;2" =

Ao<k<p A2<k<p

n i (2”7(2’%(:%)))
=Y n(k) on k. (2M)" m2 28 <
Ao<k<p (m)
k41 ﬂ)2k
S EE: n (2n

A2<k<p
skoro isto.
~ k
Ak k > loglog, ,, n, postupnost a(k) = nktip?" = phtl (%)2 je neklesajuca.

Kedze Ay > log logy, n, dostavame

S < X s
A2<k<p A2<k<p
< 227 2?2 = 270(1) = 0(27).

Analogicky ako vyssie

I ()= > Lulf)< > Lulf)2"

0<k<A1 0<k<A1
Ho o (/)< Y Lulf).28  skoroisto.
0<k<)\1
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Tvrdenie 5 a (5.1) implikuje, ze

Z Li(f).2° < Z n.El, 2" =

0<k<\1 0<k<\1
27— (2K +(n—k))
n _ n—k ( _9k )
= n. 2" (29 m2 2* (5.2)
2 )

V dokaze Tvrdenia 8 sme zistili, ze El,, exp, 2 ako funkcia k, je rastica
vzdy, ked k < \;. Teda nahradenim \; v (5.2) ziskame

Z Lii(f)2F < (A1 + D)nn™M exp, 28711 — exp, 2M)" M <
0<k<\

1 n—loglog1/pn
) = 2"0(1) = o(2").

< 2nnloglog1/pn. (1 T

NLD
Tymto konci dokaz.
Posledni vetu mozno interpretovat tym sposobom, Ze poéet maximalnych
intervalov s dimenziou mensou ako A1 a véésou ako Ay je maly v porovnani s
poctom vsetkych maximalnych intervalov ndhodnej boolovskej funkcie. Teda
podstatnt ¢ast skratenej DNF tvoria prosté implikanty odpovedajice max-
imalnym intervalom s dimenziou medzi A\; a A\y. Okrem toho, pocet vrcholov,
nepokrytych maximalnymi intervalmi, vnutri tychto obmedzeni je maly v
porovnani s poc¢tom vrcholov v n-kocke. Vezmic do uvahy fakt, ze ndhodna
boolovské funkcia ma asymptoticky p2™ vrcholov, usudzujeme, ze s pravde-

podobnostou idicou k 1 pre n — oo,

Hoy (f) . Hyy ()/p2

I 1 I 1
im ———— =lim —————— =lim —.

[Nyl | Nyl/p.2n p
To vedie k nasledujiucemu vysledku.

1 _ 1
Veta 5 Nech oo~ = o(n) = T Potom

Lo (f) = o(s(f)) = I, (f).
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Ak navyse limp(n) = p > 0, potom
H,,,(f) = o(INy]) = H,J\,(f)-

Podmienka = o(n) je splnend, ak lim p(n) > 0.

1
1—p(n)
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Kapitola 6

Z.aver

Na zdver ndm ostava zhrnit dosiahnuté vysledky.

V tretej kapitole sme vypocitali a odhadli pocet k-rozmernych podkociek.
Dokazali sme, ze boolovska funkcia neobsahuje intervaly rozmeru véacsieho
ako p = [logn — loglog ?nj + 1, t.j. urcili sme rozmer k ako funkciu n a m,
pre ktory pocet k-podkociek ide k 0 pre n — oc.

Pre rozmer mensi alebo rovny p — 2 sme ukézali, Zze pocet k-rozmernych in-
tervalov NBF je ekvivalentny (})2"~* (2%)2k

V dalsom sme vypocitali a ohrani¢ili pocet k-rozmernych maximélnych pod-
kociek a zaroven tym aj sivisiacu priemernu dizku skratenej DNF nahodnej
boolovskej funkcie.

V poslednej ¢asti o dimenzidch maximéalnych intervalov sme odhadovali pocet
maximalnych intervalov, ktorych rozmer je vacsi ako nejaka dolna hranica
Ao a mensi ako hornd hranica A\

Problematika nahodnych boolovskych funkcii a minimalizacie disjunktivnych

normalnych funkeif zdaleka nie je vycerpana.
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Takisto aj v triede boolovskych funkcii s danym poctom jednotiek F, os-
talo mnoho nezodpovedanych a nevypovedanych otazok, ktorym som sa z
nedostatku ¢asu nemohla venovat.

Téma urcovania metrickych vlastnosti boolovskych funkcii pomocou pravde-
podobnostnych a kombinatorickych metéd je zaujimava, ako pokracovanie v
mojej praci by stali za preskiimanie, okrem iného, iredundantné disjunktivne
normalne formy a ich implikanty. Taktiez regularne a jadrové vrcholy vo

vrcholovych pokrytiach ndhodnych boolovskych funkecii.
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