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Abstrakt

V tejto praci sa venujeme silnému hranovému farbeniu reguldrnych grafov.
Najskor popisujeme, kde sa tento problém vyuziva v praxi a ako sa pos-
tupne historicky vyvijali vysledky v tejto oblasti a zhiname niektoré zakladné
alebo zaujimavé vysledky, ktoré uz boli v tejto oblasti vyskimané. Neskor
zhfname nastolené otvorené hypotézy. Zakladna hypotéza o silnom chromat-
ickom indexe hovori pre triedu 4-regularnych grafov, Ze tieto grafy maju silny
chromaticky index maximalne 20. V préaci overujeme ttuto hypotézu pre niek-
toré triedy 4-regularny grafov, konkrétne pre 2-rozmerné torusy, grafy, ktoré
vznikli spojenim dvoch kubickych grafov a niektoré triedy Cayleyho grafov s
poc¢tom vrcholov delitelnym 5, 7, 8 a 9. Vylepsili a dokézali sme aj hypotézu,
ktora bola nastolena v bakalarskej praci.

Klhicové slova: silny hranovy chrimaticky index, tedria grafov, silné hra-
nové farbenie.



Abstract

In this thesis, we look at the strong edge chromatic index of regular graphs.
Firstly, we describe how this problem is used in practice and how the results
in this field of graph theory were advanced in history. We also summarize
some basic and significant results, which been obtained by other researchers
working in this field. Further on, we sum up the conjectures that are still
open. The main conjecture of the strong edge chromatic index states, that
for 4-regular graphs the strong edge chromatic index is at most 20. In this
thesis, we verify this conjecture for some classes of 4-regular graphs, namely
for 2-dimensional toruses, graphs which were created from cubic graphs and
some classes of Cayley graphs with the number of vertices divisible by 5,7, 8
and 9. We also proved the stronger version of the conjecture that has been
raised in the autor’s bachelor thesis.

Key words: strong edge chromatic index, graph theory, strong edge color-
ing.
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Uvod

Silné hranové farbenie je Specidlny druh farbenia hran grafu taky, ze ziadne
dve hrany vo vzdialenosti maximalne 2 nemaju rovnaku farbu.

Vlastnost silného hranového farbenia sa vyuziva aj v praxi. Problém silného
hranového farbenia méa zaujimavé aplikacie najma pre priradenie kanalov v
mobilnej viacskokovej sieti a v mobilnych sietach: Urcovanie kanalov frekvencii
linkdam medzi vysiela¢mi vyhybajic sa primarnej a sekundarnej interferencii
koresponduje s problémom silného hranového farbenia grafu, ktory modeluje
radiovu siet.

Silné hranové farbenie je jedna z vlastnosti grafov, ktoré nie su velmi
preskimané. Prvykrat sa o silnom chromatickom indexe hovorilo v roku 1984.
O rok neskor Erdds a Nesetril vyslovili hypotézu, ktorej ¢iastocnému doka-
zovaniu sme sa venovali aj v tejto praci:

Pre akykolvek graf s maximdlnym stuptiom A(G), sx'(G) < f(A) kde
f(A) je definovand takto:

# ak A je parne
f<A> =3ys5a2 A1 kA [
2 — 5t a Je neparne

V diplomovej praci spravime prehlad v problematike silného hranového
farbenia grafov. Zaklad pre tvorbu prehladu sme nasli v mojej bakalarskej
praci [1], ktorej témou bolo aj urobit prehlad o silnom hranovom farbeni.
Tento prehlad sme doplnili o vzdialenostné hranové farbenie a niektoré dalsie
vysledky silného hranového farbenia. V diplomovej praci preskimame dalsie
triedy 4-regularnych grafov a dokézeme pre ne hypotézu o silnom farbeni,
pripadne urcéime silny chromaticky index na tychto triedach presnejsie.

V prvej kapitole su definicie a vety, ktoré vyuzivame v celej praci. Druha
kapitola je venovand motivacii vyskumu silného chromatického indexu a
vyuzitiu v praxi. V kapitole 3 je strucne popisana histéria skiimania silného



chromatického indexu. V kapitole 4 najde citatel vSseobecné ohranic¢enia sil-
ného chromatického indexu a dokézané tvrdenia pre niektoré triedy grafov s
malym maximalnym stupniom. V piatej kapitole st doteraz zname vysledky
pre rozne typy grafov, napriklad stromy, Chordéalne grafy, Halinové grafy. V
kapitole 6 si zhrnuté zaujimavé hypotézy. V kapitole 7 je zadefinované vzdi-
alenostné hranové farbenie, ktoré zahina aj silné hranové farbenie. V kapitole
8 su zhrnuté vysledky z mojej bakalarskej prace.

Celéa kapitola 9 je venovana nasim vysledkom. Najskér overujeme zék-
ladnt hypotézu pre dvojrozmerné torusy, potom pre 4-regularne grafy, ktoré
vznikli spojenim dvoch 3-regularnych grafov. Vo vetach 9.3,9.4,9.5 a 9.6
dokazujeme hypotézu a zaroven lepsie ohranicujeme silny chromaticky in-
dex zhora pre Cayleyho grafy Cay(Z,,{1,—1,j,—j}), kde n je ndsobkom
postupne 5,7,8 a 9 pre niektoré parametre j. Nakoniec sme dokézali, Ze an-
tiprismové grafy maju silny chromaticky index 9.



Kapitola 1
Definicie a vety pouzité v praci

Definicia 1. Dve hrany si vo vzdialenosti mazimdlne 2 prave vtedy, ked
zdielaji koncovy bod, alebo ak niektoré dva z ich koncovych bodov st susedné.

Definicia 2. Silné hranové farbenie grafu G je priradenie farieb hranam
grafu G tak, ze ziadne dve hrany vo vzdialenosti maximélne 2 nemajui rov-
naku farbu.

Definicia 3. Stupen vrchola v grafe je pocet hran incidentnych s vrcholom.
Stupen vrchola v v grafe G sa oznacuje degq(v).

Definicia 4. Maximdlny stupen grafu je maximalny zo stupnov vrcholov v
grafe G.

Definicia 5. Indukované pdrenie (alebo tiez silné pdrenie) v grafe G je
mnozina A hran takych, Ze zZiadne dve hrany v A nie si vo vzdialenosti
maximalne 2. Inymi slovami, indukované parenie grafu GG je mnozina hran v
indukovanom podgrafe grafu G, ktoré je taktiez parenie. Silné hranové far-
benie moze byt teda taktiez definované ako rozdelenie hran do indukovanych
pareni.

Takisto je mozné definovat silné hranové farbenie ako vrcholové farbenie
Specialneho typu grafu:

Definicia 6. Hranovy graf grafu G, ktory sa oznacuje L(G) je graf, ktory
mé vrchol korespondujuci ku kazdej hrane grafu GG a dva vrcholy si spojené
hranou prave vtedy, ked korespondujice hrany su susedné (zdielaja koncovy

bod).

Definicia 7. Stvorec grafu H, ktory sa oznacuje H?, je graf, ktory ma jeden
vrchol korespondujici s kazdym vrcholom grafu H a jeho dva vrcholy st
susedné ak ich korespondujice vrcholy v H st bud susedné, alebo maju
spolo¢ného suseda t.j. su vo vzdialenosti maximalne 2 v H.

10



Podla predchadzajicich definicii, je jasné, ze na silné hranové farbenie
grafu G sa mozeme pozerat aj ako na klasické vrcholové farbenie Stvorca
hranového grafu G, ktory oznacujeme L(G)?%.

Definicia 8. Silng hranovy chromaticky index grafu G, ktory obycajne oz-
nacujeme sx’'(G) je minimalny pocet farieb v silnom hranovom farbeni grafu

G.

Priklad 1. Silny hranovy chromaticky index Petersenovho grafu je 5. Na
obrazku 1.1 je priklad silného hranového farbenia tohoto grafu.

Obr. 1.1: Silné hranové farbenie Petersenovho grafu

Definicia 9. Dve hrany silne susedia, ak ich vzdialenost je 1 alebo 2.

Definicia 10. Obvodom grafu G nazyvame dlzku minimélnej kruznice v grafe

G.
Definicia 11. Najvicsie n také, ze K,, C G oznacime w(G).

Definicia 12. Graf G nazyvame perfektny, ak kazdy indukovany podgraf
H C G mé chromatické ¢islo x(H) = w(H).

Veta 1.1. Vyberacie cislo akéhokolvek spojitého grafu, ktory nie je kompletny,
alebo nepdarna kruznica, je nanajvys jeho mazximdlny stupen.

Dékaz. Dokaz je v [6] O
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Kapitola 2

Motivacia vyskumu

Problém silného hranového farbenia mé zaujimavé aplikdcie najmé pre pri-
radenie kanalov v mobilnej viacskokovej sieti a v mobilnych sietach: Bezdro-
tova radiova siet pozostava zo skupiny vysielacov komunikujicich navzajom
cez zdielané médium. Kazdy vysiela¢ ma dosah, v ktorom dokaze komu-
nikovat s ostatnymi zariadeniami. Komunikécia sa uskutocnuje medzi parom
uzlov, ktoré st oba navzajom v dosahu cez protokoly, ktoré posielaju datové
pakety jednym smerom a spravy o doruceni v druhom smere.

Urcovanie kanalov frekvencii linkdm medzi vysielacmi vyhybajic sa primarnej

a sekundarnej interferencii koresponduje s problémom silného hranového far-
benia grafu, ktory modeluje radiovu sief. Takyto graf ma jeden uzol pre kazdy
vysiela¢. Pre kazdy par vysielacov, z ktorého kazdy vysielac je v dosahu toho
druhého, je hrana medzi korespondujicimi vrcholmi. V tomto grafe, spravne
silné hranové farbenie musi pridelit rozdielne farby korespondujice s rozdiel-
nymi kandlmi akémukolvek paru hran medzi ktorymi je cesta o dizke max-
imalne 2. S tu dva pribuzné problémy:

Problém D2EC(G): Pocita silné hranové farbenie daného grafu G =
(V, E) s najmensim moznym poctom farieb. Ekvivalentne, pocita prirade-
nie kandalov bez interferencie s pouzitim najmensieho poc¢tu kanalov.

Problém D2EC(G, k): Maximalizuje pocet hran zafarbenych silnym hra-
novym farbenim s maximalne k farbami daného grafu G = (V, E). Ekviva-
lentne, pocita priradenie kanalov s maximélne k kandlmi, ktoré maximalizuje
pary vysielacov, ktoré mozu komunikovat bez interferencie.

Mahdian and Erickson dokéazali, ze D2EC(G) je NP tplny problém. Zlozi-
tost D2EC(G) implikuje, Ze aj problém D2EC(G, k) je tiez NP uplny.

12



Pre vacsinu grafovych farbeni je prva otazka, ktora je kladena, najde-
nie horného ohranic¢enia minimélneho poc¢tu farieb potrebnych na farbenie v
zavislosti od A(G) . Pre silné hranové farbenie bol tento problém prvykrat
rieSeny Erdésom a Nesettiom. Vyslovili hypotézu, ze silny hranovy chromat-
icky index kazdého grafu s maximélnym stupniom A(G) je maximélne EAZ.
Téato hypotéza je stale otvorena.

13



Kapitola 3
Historia

Koncept silného chromatického hranového farbenia bol najskor definovany v
roku 1984 J. L. Fouwuetom a J. L Jolivenom. Studovali silnj’ chromaticky
index na kubickych plandrnych grafoch. Ich vystupom bola [22].

Na konferencii v Prahe v 1985, P. Erdés and J Nesetril prezentovali nasle-
dujuci problém:

Problém 3.1. Ndjdite najmensie t(k) také, zZe ak A(G) = k, potom sx'(G) <
t(k).

Pre akykolvek graf G s maximédlnym stuptiom A(G), s/ (G) < 2A272A+
1. Je to preto, lebo kazda hrana priamo susedi s 2A — 2 hranami a vo vz-
dialenosti dva ma 2(A — 1)? hréan. Spolu teda kazd4 hrana m4 maximéalne
2A? —2A susednych hran do vzdialenosti 2. Kazdd hranu teda mozeme urcite

zafarbit jednou z 2A%“2A + 1 farieb. Z toho vyplyva, ze t(k) < 2ky "2k + 1.

Erdés a Nesettil vyslovili hypotézu:

Hypotéza 3.2. (Hypotéza o silnom farbeni) Pre akykolvek graf s maximdl-
nym stupriom A(G), sx'(G) < f(A) kde f(A) je definovand takto:

% ak A je pdarne
f(A> =3\s5a2 A 1 LA i ,
2 — 53t a je neparne

Nasledujuce priklady ukazuju, ze odhad nemozno zlepsit:
Pre k péarne, moézeme najst priklad nahradenim kazdého vrchola 5-cyklu
nezavislou mnozinou s velkostou g a spojenim dvoch vrcholov ak korespon-
dujice vrcholy v 5-cykle st susedné. (Operécia nahradzania kazdého vrchola
v grafe nezavislou mnozinou sa vola vrcholové nasobenie a vysledny graf oz-
nacujeme C5K/2).

14



Pre neparne k mozeme priklad ziskat nahradenim dvoch susednych vrcholov
(k+1)

5-cyklu nezavislou mnozinou o velkosti =5~ a ostatné nezdvislou mnozinou

o velkosti 0“2;1) V kazdom pripade, mozeme lahko vidiet, Ze neexistuje in-
dukované parenie o velkosti 2 v grafe a preto farba hran musi byt odlisna.

Obr. 3.1: Priklad grafov, ktoré ukazuju, ze hypotézu nie je mozné zlepsit
V roku 1989 bola v [14] vyslovend nasledujica hypotéza pre silny chro-
maticky index bipartitného grafu:

Hypotéza 3.3. (Bipartitné silné hranové farbenie) Pre kazdy bipartitny graf
G s mazimdlnym stupriom A, sx'(G) < A?

Kompletny bipartitny graf Ka a ukazuje, Ze nasledujiuca hypotéza je
pravdiva a najlepsia mozna.

V roku 1993 R. Bruadi a J. Quinn v [12] zovSeobecnili predchadzajicu hy-
potézu takto:

Hypotéza 3.4. (Zovseobecnené bipartitné silné hranové farbenie) Pre kaZdy
bipartitny graf G s particiami X a'Y takymi, Ze mazimdlny stupen vrchola v
particii X je o a v particit Y B plati, sx'(G) < af.

15



Kapitola 4

Vseobecné ohranic¢enia

Horédk, Qing a Trotter si v [24] vSimli, Ze je velmi zlozité dokazat dokonca,
ze sx'(G) < (2 — €)A? pre nejaké € > 0.

M. Molly a B. Reed vyriesili tento problém nasledujicou vetou. Toto je jedina
znama vseobecna hranica pre silny hranovy chromaticky index:

Veta 4.1. Ak graf G md mazimalny stupen A dostatocne velky, potom sx'(G) <
1.998A2

Dokaz pozostava z dvoch casti. V prvej casti je ukazané, ze pre kazdy
graf, Stvorec hranového grafu grafu G je 3—16—riedky, to znamend, ze okolo

ktoréhokolvek vrchola je najviac (1— 3—16) (ALgG)Q) hran v susedstve akéhokolvek

vrchola z L(G)2. V druhej casti je dokdzané, Ze pre nejaké § > 0 existujey > 0
takd, ze graf H je A-riedky. Jeho chromatické ¢islo je maximalne (1—~)A(H).
Dokaz tejto casti je pravdepodobnostny a je zalozeny na jednoduchej iteracii
procediry ndhodného farbenia.

Dosledky hypotéz:

Definicia 13. Velkost najvacsieho indukovaného parenia grafu G sa oznacuje
sm(G).

Definicia 14. Velkost najvicsicho antiparenia grafu G sa oznacuje am(G).

Antiparenie je mnozina A hran takych, ze kazdé dva prvky A st vo vzdi-
alenosti maximélne 2. Je jasné, ze sm(G) a am(G) koresponduju s velkostou
maximalnej nezavislej mnoziny a maximélnej kliky stvorca hranového grafu.

Hypotéza silného chromatického indexu implikuje nasledujice dve hy-
potézy:

Hypotéza 4.2. Pre kazdy graf G, |E(G)| < f(A)sm(G) kde f je funkcia
definovand v hypotéze o silnom farbeni.

16



Hypotéza 4.3. Pre kazdy graf G, am(G) < f(A), kde f je funkcia defino-
vand v hypotéze o silnom farbeni.

Speciélny pripad hypotézy 4.2 mdze byt formulovany podla 2K,-free grafov.

Definicia 15. Suvisly graf nazyvame 2K,-free, ak neobsahuje indukovany
podgraf izomorfny ku 2K5.

Trieda 2Ks-free grafov ma vela zaujimavych vlastnosti a vystupuje vo
vela aplikacidch v teorii grafov, ako napriklad hypotéza perfektého grafu a
hypotéza silného chromatického indexu.

Ked sm(G) = 1, predpredchadzajica hypotéza mdze byt formulovana
nasledovne:

Veta 4.4. (Bermondova veta). Kazdy 2Ks-free graf s mazimdlnym stupriom
A md mazimdlne f(A) hrdn, kde f je funkcia definovand v hypotéze o silnom
farbent.

Predchadzajica veta bola vyslovena ako hypotéza Erdosom a Nesettilom
v [19]. Takisto bola vyslovena Bermondom v [13] v roku 1983. Ich hypotéza
bola motivovana problémom v dizajnovani zbernicovych prepojovacich sieti.
Problém je o maximalnom pocte procesorov v multiprocesorovom systéme.
Procesory komunikuji cez zbernice. Kazdy procesor je na dvoch zberniciach
a maximélne d procesov moze zdielat jednu zbernicu. Ulohou je najst max-
imalny pocet procesorov pre ktoré mézeme vytvorit taku sief, ze kazdé dva
procesory P1 a P2 mo6zu komunikovat priamo cez zbernicu alebo je tam iny
procesor P taky, ze P1 a P a takisto P2 a P vedia komunikovat priamo. Nie
je tazké vidief, ze maximélny pocet procesorov v takomto systéme je ekvi-
valentny maximalnemu poc¢tu hran v 2 K,-free grafe s maximalnym stupnom
A.

V [13] je spomenuté, ze D. J. Kleitman dokazal Bermondovi vetu pre
parne stupne, ale jeho dokaz nebol nikde publikovany. Prvy publikovany
dokaz Bermondovej vety patri Chungovi ([18]).

Dosledky Bermondovej vety:

Veta 4.5. Pre kady graf G, ktory nie je kruinicou s nepdrnou dizkou alebo
kompletnym grafom, a md mazimdlny stupen A plati: sx'(G) < 2A(A —1).

Dékaz. Podla Brookovej vety, pre kazdy graf G, sy (G) = x(L(G)?) <
A(L(G)?) = 2A(A — 1). pokial L(G)? nie je kompletny graf alebo neparny
cyklus, lahko overime, Ze Stvorec grafu nemédze byt neparny cyklus s dizkou
viac ako 3. Ak L(G)? je kompletny graf, znamen4 to, Ze G je 2K,-free graf.
Ale v tom pripade, podla Bermondovej vety, G ma maximélne f(A) hrén, a

preto sx'(G) < [E(G)| < f(A) < 2A(A71). =
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Hypotéza 4.3 je stéle otvorena. Nasledujica slabsia forma je dokazana
Faudree-om v [21].

Veta 4.6. Ezistuje € > 0 také, Ze am(G) < (27€)A?

Pre bipartitné pripady je dokazané korespondujice vyjadrenie. Faudree
dokézal v [21] nasledujicu vetu:

Veta 4.7. Pre kaZdy bipartitnyg graf G, am(G) < A2

Tiez dokézali v [20], ze kazdy bipartitny (k+1)K»-free graf s maximalnym
stuptiom A md maximalne £A? hran. Toto implikuje nasledujicu teorému.

Veta 4.8. Pre kazdyj bipartitny graf G, | E(G) |< A%sm(G).

4.1 Grafy s malym maximalnym stupnom

Nerovnost sY/'(G) < 2A%°2A + 1 implikuje, Ze hypotéza o silnom farbeni je
pravdiva pre A < 2. Preto prvy netrividlny pripad je Delta = 3. L. Andersen
v [11] a nezavisle P. Hordk v [24] vyriesili tento problém nasledujicou vetou:

Veta 4.9. Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A < 3, potom sx'(G) < 10.

V [11] je takisto dokdzané, Ze pre akykolvek graf G s maximélnym stupriom
A < 3, existuje linedrny algoritmus na najdenie silného hranového farbenia
s pouzitim 10 farieb.

Pre A = 4, podla hypotézy, kazdy graf sa musi dat silno hranovo zafarbit
s pouzitim 20 farieb. Podla Vety 4.5, vieme, ze kazdy graf ma silné hranové
farbenie s pouzitim 24 farieb. Tato hranica bola vylepsend Hordkom v [23]
takto:

Veta 4.10. Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A < 4, potom sx'(G) < 23.
Bol dokazany este lepsi vysledok ohladom grafov s A <4 v [9]:

Veta 4.11. KaZdy graf s maximdlnym stuprniom 4 md silné hranové farbenie
ktoré pouziva maximalne 22 farieb.

Naznak dékazu: Nasledujica lema dokazuje vetu pre 4-regularne grafy
s obvodom aspon 6. Kompletny dokaz tejto vety je [9]. V ddkaze st pouZité
nasledujuce lemy:
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Lema 4.12. Ak G je graf s maximdlnym stupriom 4, potom G md silné
hranové farbenie, ktoré pouziva 21 farieb, ktoré ale nechdva neofarbené hrany
incidentné s jednoduchym vrcholom. Ak C' je cyklus v G, potom G md silné
hranové farbenie, ktoré pouziva 21 farieb, ktoré nechdva neofarbené hrany
cyklu C'.

Lema 4.13. KaZdy 4-reguldrny graf s obvodom aspon 6 md silné hranové
farbenie, ktoré pouziva mazximdlne 22 farieb.

Lema 4.14. Kazdy graf s maximalnym stuprniom 4, ktory ma vrchol so stupriom
maximdlne 3 ma silné hranové farbenie, ktoré pouzZiva maximdlne 21 farieb.

Lema 4.15. 4-requldrny graf so sluckou, alebo dvojitou hranou mda silné hra-
nové farbenie, ktoré pouziva maximdalne 21 farieb.

Lema 4.16. 4-requldrny graf s obvodom 3 md silné hranové farbenie, ktoré
pouziva mazximdlne 21 farieb.

Lema 4.17. KazZdy 4-requldrny graf s obvodom 4 md silné hranové farbenie,
ktoré pouziva mazximalne 22 farieb.

Lema 4.18. Ak G je 4-requldarny graf s obvodom 5, potom G md silné hranové
farbenie ktoré pouZiva maximdlne 22 farieb.

Pre A > 5 je problém nevyrieseny. Pre bipartiné grafy je problém vyrieSeny
pre A = 3 A. Stegerom a M Yuom v [27].

Veta 4.19. Ak G je bipartitny graf s maximdlnym stupnom A < 3, potom
sx'(G) < 0.

Hypotéza 3.3 je otvorend pre A > 4. Pre Hypotézu 3.4, jediny znamy
vysledok iny ako predchadzajica veta (ktora riesi tuto hypotézu v pripade
a = = 3) je nasledujuci: Tento vysledok je dokdzany v [16].

Veta 4.20. Nech G je bipartitng graf s biparticiami X, Y a bez cyklu dlZky
4. Ak maximdlny stupen vrchola X je dva a mazimdlny stupen vrchola z'Y
je A, potom sx'(G) < 2A.

V [16] je vyslovené, ze 2A v predchadzajicej teoréme moze byt nahradené
A + 2. Tato hypotéza je stéle otvorena a zda sa byt velmi tazka.
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Kapitola 5

Specialne triedy grafov

Hypotéza o silnom farbeni je dokdzana pre vela tried grafov. V tejto sekcii
je zoznam niekolkych takychto tried grafov. Takisto si tu doteraz zndame
vysledky niektorych tried grafov.

5.1 Stromy

Trividlne najnizsie ohranicenie pre silny chromaticky index grafu G je nasle-
dujice: Yuv € E(G), sx'(G) > am(G) > max{deg(u) + deg(v) — 1}

Definujme o(G) := mazx(u,v € E(G))deg(u) + deg(v) — 1 Preto pre akykolvek
graf sx'(G) > o(G). Nasledujuca veta, ktora je dokdzanda v [21], ukazuje, ze
rovnost sa dosahuje u stromov:

Veta 5.1. Ak G je strom, potom sx'(G) = o(G);

Toto jasne implikuje, Ze hypotézy 3.2 a 3.3 platia pre stromy.

5.2 D-dimenzionalne kocky

Definicia 16. D-dimenzionélna kocka Q)4 je graf, ktorého mnozina vrcholov
je mnozina vsSetkych binarnych sekvencii dlzky d. Dva vrcholy st susedné,
prave ked korespondujtice sekvencie st rozdielne prave na jednej pozicii.

Je Tahké vidiet, ze ()4 je bipartitny graf.
Nasledujuca veta, ktorad je dokdzana v [13], implikuje Ze Hypotéza 3.3 je
pravdiva pre d-dimenzionalne kocky.

Veta 5.2. Pre d-dimenziondlne kocky Qg, sx'(Qq) = am(Qq) = 2d ak d > 2.
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5.3 Chordalne grafy

Definicia 17. Graf G nazgvame chordalnym, ak pre kazdy cyklus C' s dizkou
minimalne 4 v G, existuje hrana ina ako hrany v C' spojujica dva vrcholy v
C' (takuto hranu voldme chorda v cykle).

Nasledujice dve vety st dokdzané v [17].
Veta 5.3. Ak G je chorddlny, potom L(G)? je chorddlny.

Veta 5.4. V chorddlnom grafe, kazdé mazimdlne antipdrenie je mazimdlne
okolie kliky, kde okolie kliky je mnoZina K hrdn kliky spolu s niekolkymi
hranami, z ktorych kazZdd je incidentnd s clenom K.

Veta 5.5. Pre kaZdy choddlny graf G, L(G)?* je perfektny a preto jeho silng
chromaticky index je ekvivalentny s velkostou jeho maximdalnej kliky, ktora
je ekvivalentnd s velkostou mazimdlného antipdrenia v G. Podla predchadza-
jJucej vety, velkost antiparenia v chorddlnom grafe G je mazximdlne: max (g) +

E(A —k+1) =240

2

a preto chordélne grafy spliiaji hypotézu o silnohranovom chromatickom
indexe.

5.4 Kneserove grafy

Definicia 18. Kneserov Graf K'N]" je definovany pre m > 2n. Vrcholy su
n-prvkové mnoziny fixovanej m-prvkovej mnoziny a dva vrcholy st sudedné,
prave ked korespondujtiice mnoziny su dizjunkné.

Faudree v [21] prezentoval dva kréatke elegantné dokazy pre nasledujiicu
vetu.

Veta 5.6. Silny chromaticky index v Kneserovom grafe K N]* je rovny (;71)
pre kazdé m > 2n.

silnom hranovom chromatickom indexe plati pre Kneserové grafy.

2
Toto spolu s kombinatorickym: (;fl) < (m;") implikuje, ze hypotéza o

5.5 Grafy s cyklami, ktorych dlzky st delitené
Styrmi

Dolezitou vlastnostou grafov G, ktorych dizky cyklov st delitelné Styrmi je,
ze ziaden z cyklov nemd chordu. Nasledujica veta, ktord je dokdzana v [16],
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ukazuje, ze Hypotéza 3.4 je pravdiva pre také grafy. Vsimnime si, ze kazdy
taky graf je bipartitny.

Veta 5.7. Nech G je bipartitny graf s particiami X, Y. Nech mazimdlny
stupen, vrchola v X je a a v'Y je B. Predpokladajme, Ze vsetky dizky cyklov
st delitelné styrmi. Potom: sx'(G) < af.

V [21] bolo dokazané, ze Hypotéza 2.2 plati pre takéto grafy. Takisto ex-
istuje hypotéza, ze v skutocnosti silny chromaticky index akéhokolvek takého
grafu je ohraniceny linedrnou funkciou podla A.

5.6 Planarne grafy

Nasledujiica veta je dokdzand v [21]. Dokaz vyuziva Vetu o 4 farbach.

Veta 5.8. Ak G je plandrny graf, potom sy (G) < 4A + 4. Navyse, pre
kazdé A > 2, existuje plandrny graf G s mazimdalnym stupriom A a sx'(G) =
4N — 4.

5.7 C(Cy-free grafty

Definicia 19. Graf sa nazyva Cy-free, ak neobsahuje ziady podgraf izomorfny
s Uy, inak povedané, neobsahuje ziaden cyklus s dlzkou 4.

Nasledujuca veta ukazuje doteraz najlepsi vysledok:

Veta 5.9. Pre kazdy Cy-free graf G:
sx'(G) < (2+0(1))(55)

Vsimnime si, ze sa mozeme bez straty vSeobecnosti domnievat, ze graf
je regularny (toto moéze byt dokazané lahko; jediny problém je v udrziavani
nepritomnosti Cy podgrafu). Tento fakt spolu s ekvivalenciou silného hra-
nového farbenia a klasického vrcholového farbenia stvorca hranového grafu
implikuje, Zze predchadzajica veta je ekvivalentna s nasledujicou, ktora je
dokdzana v [7]

Veta 5.10. Pre kazdé € > 0, existuje Ag, také, zZe pre kazdy graf G s max-
imdlnym stuprniom A > Aq, ktory je stvorcom hranového grafu z Cy-free reg-

uldrneho grafu, x(G) < (2+ €)(5x)-
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Dokaz tejto vety je pravdepodobnostny a podobny Kimovmu dokazu
faktu, Ze chromatické ¢islo grafu s obvodom 5 je maximélne (1 4 o(1))2%
ktory je v [15]. Pouzitd je Kimova polondhodnd ofarbovacia procedira s
rozdielnou analyzou. Nasledujica veta ukazuje, ze predchadzajica veta je

asymptoticky najlepsia mozna.

Veta 5.11. Pre kazdé g > 3 a dostatocne velké A, existuje graf s obvodom
maximdlne g, mazrimdlnym stupriom maximdlne A a silnym chromatickym
1 A?

indezom minimdlne: (5 0(1)) -

Této veta je dokdzand v [7].

5.8 Halinove grafy

Definicia 20. Halinov graf G = T'JC je planarny graf, ktory pozostava z
stromu a cyklu C spojujuceho vsetky listy stromu, takze C je ohranicenie
vonkajsej plochy. Stupen kazdého interiérového vrcholu v 7' je minimalne 3.
Strom T a cylkus C' sa volaju charastericky strom a pripojeny cyklus grafu

G.

Strom sa nazyva (3,1)-strom, ak stupen kazdého vnutorného vrchola je
3. (3,1)-pasovy T je (3, 1)-strom ak odstranenim listov (spolu s ich incident-
nymi hranami) vznikne cesta, ktord sa nazyva chrbat stromu 7.

V dalsom texte “pésovy” znamend (3,1) pasovy

Nech G}, je mnozina vsetkych kubickych Halinovych grafov, ktorych chare-
sticky stromy st pasové radu 2h + 2.

Nech G € G. Ak {0,1},{1,2},....{(h—1),h},{h,h+ 1}, a {h+1,0} st
hrany pripojeného cyklu grafu GG, potom G sa oznacuje N,

Predpokladajme ze G je Halinov graf radu 2h + 2 s pasovym T ako jeho
charasterickym stromom, h > 1. Pomenujeme vrcholy pozdlz chrbtu P, &s-
lami 1,2....h. Vrcholy susedné s 1 sa volaji 0 a 1’. Vrcholy susedné s h sa
volaju h+1 a h'. Ostatné listy susedné s i sa volaji 7,2 < i < h— 1. VSimn-
ime si, ze 0,1'....1/, h+ 1 st vrcholy leziace na pripojenom cykle C} 5. Toto
oznacenie budeme teraz pouzivat. Nech G}, je mnozina vsetkych kubickych
Halinovych grafov, ktorych charakteristické stromy si pasy radu 2h + 2.

Veta 5.12. Preh >4 a G € G, 6 < s)/'(G) <8

Dokaz je v [§]
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Lema 5.13. Predpokladajme G je graf so silnych hranovym chromatickym
idexom minimdalne 6. Nech dva susedné vrcholy a a b z G si stupria 3. Nech
T,y ay,w st st dalsimi susedmi a ab. Nech G je graf ziskanij z G vymenenim
hranovo-indukovangjch subgrafov G[{AB}] rebrikovym grafom o dizke 4. Po-

tom sx'(G) < sx/'(G).

Veta 5.14.

ak h je nepdarne

ak h > 6 a h je pdrne
ak h =4

ak h =2

SX/(Neh) -

© 00 J O

Veta 5.15. Ak G je kubicky Halinov graf, potom 6 < sx'(G) < 9 a ohranice-
nie je tesné.

Désledok 5.16. Podla predchadzajucej vety sme dostali, Ze kaZdy kubicky
Halinovsky graf je hranovo-rozloZitelny do 9 indukovanych pdrend.

5.9 Karteziansky, Kroneckerov a silny sucin

Definicia 21. Karteziansky sucin GUH dvoch grafov G a H ma mnozinu
vrcholov V(G) x V(H) a mnozinu hréan {(a,z)(b,y) : ab € E(G) az =y
alebo xy € E(H) a a = b}.

Definicia 22. Kreneckerov(kategoricky) sicin G x H ma mnozinu vrcholov
V(G) x V(H) a mnozinu hran {(a,x)(b,y) : ab € E(G) a xy € E(H)}

Definicia 23. Silny siucin G ¥ H mé& mnozinu vrcholov V(G) x V(H) a
mnozinu hran E(GOH)U E(G x H).

5.9.1 Karteziansky siicin

Veta 5.17. Pre akykolvek graf G a akykolvek graf H, ktoré obsahuji dva
susedné vrcholy s mazimdalnym stupriom, mdme sx'(GOH) > 2A(GOH)

Doékaz. Nech ab je hrana v G a a vrchol s maximalnym stupniom. A nech
xy je hrana v H a x aj y vrcholy s maximalnym stupnom. Oznacme si S
mnozinu vSetkych hran incidentnych s (a,x) alebo (a,y) plus hranu (b,x)(b,y).
Potom vsetky hrany v S musia byt ofarbené rozdielnymi farbami v kazdom
silnom farbeni. Jednoduchd matematika hovori: | S |= 2A(G) + 2A(H) =
2A(GOH). O
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Veta 5.18. Nech G a H st dva grafy. Pre Karteziansky sicin mame: sx'(GOH) <
sX'(G)X'(H) + sx'(H)X'(G).

Dokaz najdeme v [10].
Veta 5.19. Nech G a H si dva grafy, potom sx'(GOH) > fx'(G)A(H).

Dokaz najdeme v [10].

5.9.2 Kroneckerov sucin

Veta 5.20. Nech G a H su dva grafy rozdielne od Ks. Pre Kroneckerov sucin
G x H mdme: sx'(G x H) < sx'(G)sx'(H).

Dokaz najdeme v [10].

5.9.3 Silny sicin

Ako mnozinu hran v silnom stcine G X H mozeme brat zjednotenie mnoziny
hran kartézskeho a Kroneckerovho sic¢inu. Skonstruujeme silné farbenie G X

H farbenim hran kartezianskeho sii¢inu pomocou Vety 5.18 a hran krockenorovho
sucéinu podla modifikovanej verzie farbenia definovaného v dokaze Vety 5.20.

Nasledujice dve lemy nés uistia, ze kazdé z tychto dvoch farbeni zostanu
silnymi vo findlnom G X H. Obe st dokazané v [10].

Lema 5.21. Pre kazdy graf G a H, existuje silné farbenie ¢ grafu (GOH) v

Y (G)X'(H)+sx'(H)X'(G) farbdch, ktoré splria nasledujicu dopliujicu pod-
mienku: pre kazdi hranu ab v G a pre kazdi hranu xy v H, Sc((a,x)) N S:((b,y)) =
0 (prdzdna mnozina).

Lema 5.22. Pre akékolvek grafy G a H, existuje silné farbenie ¢ grafu G x H
v2sx'(G)sx'(H) farbdach, ktoré spliia nasledujicu doplriujicu podmienku: Pre
kazdi hranu ab z G a pre kaZdi hranu zvy z H, S.((a,z))NS:((a,y)) = 6
(prazdna mnozina). S.((a,x)) N Se((b,z)) = 0 (prazdna mnozina).

Veta 5.23. Nech G a H si dva grafy. Pre silng sucin GRH mame: sx'(GX
H) < sx'(G)X'(H) + sx'(H)X'(G) + 2sx'(G)sx'(H).

Dokaz opét ndjdeme v [10].
Vsimnime si, ze tato veta nam dava presntt hodnotu silného chromatického
indexu silného sic¢inu dvoch kompletnych grafov. Kedze K,,X K, = K,,n, po-

tom sX' (Komn) = (75") = sX' () X' (Kn) X (KoY (Ko) 428X (Ko )5 ().
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5.10 Nahodné grafy

Definicia 24. Nahodny graf je graf, ktory dostaneme z mnoziny vrcholov
a ndhodne pridavame hrany medzi niektoré vrcholy. Rézne modely ndhod-
nych grafov produkuji rozne pravdepodobnostné rozdelnie na grafch. G(n, p)
je graf, ktory ma n vrcholov a pravdepodobnost vyskytu kazdej hrany je
nezavisla a s pravdepodobnostou p = p(n).

Palka ukdzal, Ze ak p = 6(n~!) potom s velkou pravdepodobnostou

sx'(G) = O(A(G)) = O(log(n)/log(log(n))).

Wu ukédzal, Ze ak (n~)log(n)*? < p < n~¢ pre konstanty 0 < ¢, 1 < 0,
potom s velkou pravdepodobnostou xs(G) = O(A?/log(A)).

Gzygrinow a Nagle ukézali, ze ak p > n™¢, potom sx’(G) < (140(1))n?p/logyn
kde b=1/(1—p).

Definicia 25. Pre graf G = (V, E') nech d(v) je stupen vrchola v € V' a nech:
Ay = A (G) = mazx{d(u) +d(v) —1: (u,v) € E}.

Uréme A\ = (%)1/ 2 potom pre riedke ndhodné grafy plati nasledu-
juci vysledok:

Veta 5.24. Nech p je také, Ze np < A/100. Potom s velkou pravedepodob-
nostou, s G = G(n,p):
sX'(G) = Ay(G).

Poznamka 5.25. Priama kalkuldcia ukazuje, Ze v tomto intervale hranovych
pravdepodobnosti,

A(G) = (1 +0(1))A(G)

Veta 5.26. Nech p > 0 je konstanta, uréme b = 1/(1 — p). Potom s velkou
pravdepodobnostou s G = G(n,p):

3 n’p

(@) < (1 o) [0 L
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5.11 Podmnozinové grafy

Definicia 26. Pre prirodzené ¢isla 0 < [ < k < m, definujeme podmnozinovy
graf Sy, (k, 1) ako bipartitny graf (y, £, ), kde vrcholy z x st k-podmnozinmi
m] = {1,2,3,..,m}, vrcholy z ¢ st [-podmnozinmi [m|] = {1,2,3,..,m} a
pre X € x aY € 1, Dva vrcholy st susedné, ak jeden z ich zodpovedajtcich
mnozin je podmnozina druhej mnoziny.

Nasledujica veta je dokdzand v [26].

Veta 5.27. Silny chromaticky index grafu S,,(k,1)(k < 1 < m) je rovny:

sX'(Sm(k,1)) = (lTk) - (T:kk) (D

Definicia 27. Definujme disjunktne podmnozinovy graf D,,(k,l) ako bipar-
titny graf s jednou castou obsahujicou k-prvkovii podmnozinu a druhou
castou obsahujicou [-prvkovii podmnozinu m-prvkovej mnoziny. Dva vrcholy
su susedné vtedy a len vtedy, ak zodpovedajiice mnoziny su disjunktné.

Nasledujica veta je taktiez dokdzana v [26]:

Veta 5.28. D,,(k,l) je izomorfng s Sy, (k,m — 1) a preto je jeho silny chro-
maticky index rovny (lfk>

Definicia podmnozinového grafu mdéze byt zovseobecnend takto:

Definicia 28. Graf S,,(k,[,\) je bipartitny graf s mnozinou vrcholov k-
prvkovi a I-prvkovi podmnozinu m-prvkovej mnoziny. Dva vrcholy st susedné
vtedy a len vtedy, ak sa zodpovedajice podmnoziny prelinaji presne v A
prvkoch.

Nasledujica veta je taktiez dokdzana v [26]:

Veta 5.29. Silny chromaticky index grafu Sy (k,l,\) je:
sX' (S (k, 1, N)) < (kJi%) min {(mfk;l+2)\)7 (mlz_&%)}

Poznamka 5.30. Vsetky tieto vyskedky vyhovuji zovseobecnenej hypotéze o
silnom bipartitnom hranovom farbend.
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Kapitola 6
Dalsie hypotézy

Existuje vela otvorenych problémov a hypotéz ohladom silného chromatick-
ého indexu a indukovaného parenia. V tejto sekcii si vymenujeme niekolko
hypotéz.

Faudree v [20] dokdzal, Ze maximalny pocet hran v (k + 1)Ky — free
grafe je kA2, Takisto dokézali, Ze ak doddme dalsie obmedzenie, Ze graf je
stvisly, maximalny pocet hran je maximalne kA2 A a vyslovili nasledujicu
hypotézu:

Hypotéza 6.1. Existuje konstanta c takd, Ze pre k a A dostatocne velké,
kazdy suvisly (k + 1)Ky-free graf s mazimdalnym stupriom A md mazimdlne
KA? ckA hrdn.

Nasledujtuca hypotéza Faudreeho bola spomenuta vyssie:

Hypotéza 6.2. Silng chromaticky index kazdého grafu s dizkami cyklov
delitelnymi styrmi je ohraniceny linedrnou funkciou podla A.

Nasledujiica hypotéza je spominand v [21], [25], Je takisto viditelné, Ze
komplement Cy ukazuje, ze tato hypotéza, aj je pravdiva, je najlepsia mozna.

Hypotéza 6.3. Ak G je kubicky a plandrny, potom sx'(G) < 9.
Nasledujice dve hypotézy su takisto spomenuté v [21], [25].
Hypotéza 6.4. Ak G je bipartitnyg kubicky Cy— free graf, potom sy’ (G) < 7.

Hypotéza 6.5. Silny chromaticky index kazZdého Cs-free grafu je maximdlne
A2,

Nasledujuca veta podporuje tito hypotézu:
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Veta 6.6. Kazdy C5-free graf G, ktory nemd indukované pdrenie o velkosti
2 md maximdlne A® hrdn.

Dokaz je v [7].

Hypotéza 6.7. Ak G je bipartitng kubicky graf a jeho obvod je dostatocne
velky, potom sx'(G) < 5.

Pre Halinove grafy:
Hypotéza 6.8. Pre h > 5,5\ (G) < 7 pre kazdé G € Gy, .
Hypotéza 6.9. Pre h > 5 a h nepdrne, sx'(G) = 6 pre kazdy G € Gy, .

Hypotéza 6.10. Predpokladajme G =T JC' je Halinov graph. Potom sx'(G) <
sx'(T) + 4.
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Kapitola 7

Vzdialenostné hranové farbenie

7.1 Definicie

Definicia 29. Pre dva vrcholy u a v, definujme dist(u,v) ako vzdialenost
medzi vrcholmi v a v.

Definicia 30. Vzdialenost medzi vrcholmi u a v je pocet hran v najkratsej
ceste medzi u a v v G. To znamend ze pre dve hrany e = (u,v) a ¢’ = (v/,v),
vzdialenost medzi e a € v G je definovana takto:

dist(e, €') = min{dist(u,u’), dist(u,v"), dist(v,u'), dist(v,v")}

Definicia 31. Pre dané prirodzené ¢islo [, chceme zafarbit vSetky hrany v GG
tak, ze ktorékolvek dve hrany e a €’ s dist(e,€’) <[ maji rozne farby. Takéto
farbenie sa nazyva vzdialenostné hranové farbenie, alebo l-hranové farbenie.

0-hranové farbenie je vlastne klasické hranové farbenie a 1-hranové far-
benie je silné hranové farbenie, ktorym som sa zaoberal najviac.

Definicia 32. [-chromaticky index x;(G) grafu G je minimalny pocet farieb
potrebnych na [-hranové farbenie.

Problém vzdialenostného hranového farbenia je zistif [-chromaticky index

X;(G) daného grafu G.

Poznamka 7.1. KaZdé [-hranové farbenie je zaroven aj m-hranovym far-
benim, kde m <.
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[-hranové farbenie je NP-tazky problém, pretoze aj klasické hranové far-
benie (0-hranové farbenie) je NP-tazky problém. Preto je velmi nepravde-
podobné, ze problém vzdialenostného hranového farbenia méze byt efektivne
riesitelny pre vseobecné grafy.
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Kapitola 8

Vysledky z bakalarskej prace

Pozndmka 8.1. Vsetky vety v tejto kapitole si dokdzane v [1].

8.1 2-rozmerny torus

Definicia 33. 2-rozmerny torus (alebo len torus) je graf C;00CY, kde [ a k
st kladné prirodzené ¢isla a O je kartezidnsky stcin definovany v 5.9.1. Cislo
k nazveme Sirka torusu a ¢islo [ nazveme vyska torusu.

Veta 8.2. Silny chromaticky index torusu s vyskou 4k, kde k € N > 0 a
sirkou aspon 4 je nanajvys 10.

Veta 8.3. Na silné hranové farbenie akéhokolvek torusu s vyskou aspon 3 a
sirkou aspon 4, potrebujeme aspon 8 farieb.

Dokaz. V kazdom takomto grafe existuje 8 hran, z ktorych kazda musi mat
in farbu. Na obrazku 8.1 je priklad takychto 8 hran.

Veta 8.4. Nech k,j € N > 0. Potom silny chromaticky index torusu so
sirkou 4k a s vyskou 4j je 8.

Veta 8.5. Nech k,j € N > 0. Potom silny chromaticky index torusu so
vyskou 4k s sirkou asporn 10 je nanajvys 9.

8.2 Cayleyho grafy

Predpokladajme, ze (C,+) je grupa, + je opericia na tejto grupe a S =
{£1,+b}, kde b € C. Ozna¢me si b ako dlzku skoku pri vytvarani grafu.
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Obr. 8.1: Priklad 8 hran v toruse s vyskou aspon 3 a sSirkou aspon 4, ktoré
musia mat v silnom hranovom farbeni roznu farbu.

Definicia 34. Cayleyho graf G = G(C, S) je graf skonstruovany nasledovne:
V(G) = Z,. Medzi vrcholmi u a v je hrana prave vtedy, ked u = v + z, kde
res.

Hypotéza 8.6. Cayleyho grafy s aspori 12 vrcholmi, ktorych diZka skoku je
2, maju silny chromaticky index mazimalne 10.
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Kapitola 9

Vysledky

9.1 Overenie hypotézy pre dvojrozmerné torusy

Veta 9.1. Dvojrozmerné torusy s vyskou aspon 12 a sirkou aspon 12 maji
stiny chromaticky index maximdlne 18

Dokaz. Dokaz spociva v tom, ze najdeme vhodné farbenie pre akykolvek dvo-
jrozmerny torus s vyskou aspon 12 a sirkou aspon 12.

Nagli sme farbenia grafov s rozmermi 4 x4, 4 % 5, 5% 4, 5 x5, ktoré do seba
zapadaju. Farbenia tychto grafov mozeme vidiet na obrazkoch 9.1 a 9.2.

Tieto grafy aj s farbeniami moézeme ukladaf vedla seba a pod seba a
bami. Napriklad ked dva grafy s rozmermi 4 % 5 ulozime vedla seba, tak
dostaneme graf s rozmermi 4 x 10 a ak ich ulozime pod seba, dostaneme graf
s rozmermi 8 * 5.

A tak vieme zostrojit farbenie pre graf s vyskou 4k + 5[ a sirkou 4m + 5n.
Takze vieme zafarbit takyto graf s akoukolvek sirkou a vyskou vécsou ako
11.

O
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Obr. 9.1: Farbenie torusov s vyskou 4 a sirkou 5 a 4

'_)10

E

g

nsmwyjnymwjmo
@ E=R L= L= L =
A=
%HH&
AR R RS
UE Jw WL e BE
nlmmﬂnwﬂmmjms
ﬁlzl_ [ [ [ [
L e
L
A
BHJMLBHWMBJ
- g U

Obr. 9.2: Farbenie torusov s vyskou 5 a sirkou 5 a 4
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9.2 Overenie hypotézy pre 4-regularne grafy,
ktoré vznikli spojenim dvoch 3-regularnych
grafov

Veta 9.2. Nech G1 a G2 si 3-regquldrne grafy s rovnakym poctom vrcholov a
nech G2 md 1-faktor. Nech H je 4-reguldrny graf, ktory vznikne z grafov G1
a G2 tak, Ze kazdy vrchol z G1 sa spoji s nejakym vrcholom z G2 (mézu to
byt aj rozne vrcholy). Potom H md silng chromaticky index nanajvys 20.

V ddkaze vyuzijeme nasledujicu definiciu:
Definicia 35. Spojovacie hrany st hrany, ktorymi st spojené grafy G1 a G2.

Dokaz. Veta, ktort pouzijeme v dokaze neplati pre kompletné grafy, a tak
najskor vyriesime pripad, ked H vznikne z dvoch grafov K4. Vtedy graf H
bude mat 16 hran. Tieto mozeme nafarbit 16 roznymi farbami, a tak urcite
bude silné hranové farbenie v poriadku.

Teraz ukazeme, ako zostrojit farbenie pre akykolvek iny graf H v niekolkych
krokoch.

1. Vyuzijeme vetu 4.9, ktora hovori, ze 3-regularne grafy maju silny chro-
maticky index nanajvys 10. Teda grafy G1 a G2 vieme zafarbit 10
farbami. G1 zafarbime farbami a0 az a9. G2 zafarbime farbami b0 az
b9.

2. Oznacime si 1-faktor grafu G2 ako F'. Odfarbime hrany grafu F. Tieto
budeme farbit pomocou farieb a0 az a9.
Zafarbime si kazdu hranu grafu F' zvlast. Je maximélne 6 hran z G1,
ktoré silne susedia s touto hranou. Ak by vsetky tieto hrany mali rozne
farby, zakazali by nam pouzif 6 farieb z a0 az a9. Zvysné 4 farby zostanu
volné a pouzijeme ich na farbenie hran grafu F. Kazda hrana grafu F
silne susedi s maximalne 4 dalsimi hranami grafu F'. Pouzitim vety 1.1
dostavame, ze hrany z F' mozu byt zafarbené tymito 4 farbami tak, ze
ziadne dve, ktoré su silne susedné, nemaju rovnaku farbu.

Teraz mame zafarbené grafy G1 a G2 tak, ze silné farbenie je po spo-
jeni v poriadku. Zostava zafarbit spojovacie hrany.
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3. Kazda spojovacia hrana silne susedi s maximalne 9 hranami grafu G1,
a tak je okolo kazdej spojovacej hrany pouzitych v grafe G1 maximélne
9 farieb z a0 — a9.

V grafe G2 je na hranach, ktoré silne susedia so spojovacou hranou
pouzitych maximalne 7 farieb z b0 az 9. Jednu sme usetrili tak isto
ako pri G1 a dalsie dve farby sme usetrili na hrandch grafu F', ktoré
silne susedia so spojovacou hranou. Prva farba je pévodna farba grafu
F, ktora je spojena so spojovacou hranou. So spojovacou hranou silne
susedia este dalsie dve hrany grafu F', ktoré musia mat inta farbu ako
ta, ktortt sme uz usetrili. Na obrazku 9.4 vidime, Ze hrana medzi vr-
cholmi 5 a 7 a hrana medzi vrcholmi 8 a 9 m6zu mat rovnaké farby.
Preto usetrime len 2 farby.

Mohlo sa staf, ze farba z G1, ktora nebola pouzitda medzi 9 silne suse-
diacimi hranami so spojovacou hranou, bola pouzitda na zafarebnie
hrany grafu F. I tak nam zostavaja aspon 3 farby z b0 az b9, ktoré
nemaju pouziti farbu v okoli kazdej spojovacej hrany. Podla tej istej
vety (1.1) vieme, Ze 3 farby ndm uz urcite stacia na zafarbenie kazdej
spojovacej hrany.

]
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9.3 Overenie hypotézy pre niektoré triedy Cay-
leyho grafov

Veta 9.3. Nech G je Cayleyho graf Cay(Z,,{1,—1,k,—k}) a n = 5m. Nech
k = 5142 alebo k = 5143 a NSD(k,5m) = 1. Potom G md silng chromaticky
index mazximdlne 10.

Dokaz. Ukazeme, ako zafarbit kazdy takyto graf G 10 farbami. Rozdelime si
hrany grafu G do dvoch skupin a kazdi budeme farbit zvlast. Jedna skupina
budi hrany generované prvkami {1,—1} a druha skupina budd hrany gen-
erované prvkami {k, —k}.

Hrany prvej skupiny budeme farbit farbami 1 az 5 a hrany druhej skupiny
farbami 6 az 10. Najskor zafarbime hrany prvej skupiny tak, zZe hrana medzi
vrcholom 5i + 5 — 1 a 5i + j bude mat farbu j.

Takéto farbenie je vzhladom na silné hranové farbenie v poriadku, pre-
toze hrany z druhej skupiny nemdézu spojit ziadne dva vrcholy, okolo ktorych
existuju hrany s rovnakymi farbami.

Teraz je potrebné si uvedomit, ze kedze NSD(k,5m) = 1, vieme, ze hrany
v druhej skupine tvoria jednu kruznicu takisto ako hrany prvej skupiny. Graf
teda preusporiadame tak, aby hrany generované prvkami {k, —k} spajali vr-
choly, ktoré si v kruznici hned pri sebe.

Ukézeme, ze dostaneme opéat Cayleyho graf Cay(Z,,{1,—1,j,—7j}), kde
Jj =5+ 2 alebo j = 5i + 3.

Cislo j bude vlastne pocet hran, po ktorych treba prejst na ceste od
niektorého vrcholu az k vrcholu, ktory lezal v povodnej kruznici hned vedla
neho. Bude to teda pocet hran, ktoré po preusporiadani budi medzi kazdymi
dvoma povodne vedla seba stojacimi vrcholmi. Je jasné, ze také j existuje.

Hladdme teda minimélne j také, ze (j * k) mod 5m = +1.

Rozoberme si pripady:
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e k=5l + 2 Hladdme minimdalne j také, ze j * (5] + 2) mod 5m = +1.
Z toho vyplyva, ze aj j * (5l +2) mod 5 = +1.
Rozoberme si podpripady pre j podla zvyskovej triedy modulo 5:
-ak by j = 5i, potom j x (5] 4+ 2) mod 5 = 0.
-ak by j = 5i + 1, potom j * (5 + 2) mod 5 = 2.
-ak by j = 5i + 2, potom j * (5] +2) mod 5 = —1.
-ak by j = 5i + 3, potom j * (5] + 2) mod 5 = 1.
-ak by j = 5i + 4, potom j * (5] +2) mod 5 = 3.

Z toho vyplyva, ze ak j * (5[ + 2) mod 5m = +1, tak 7 = 5i 4 2 alebo
) =51+ 3.

e k = 5]+ 3. Opat si rozoberme podpripady pre j podla zvyskovej triedy
modulo 5.
-ak by j = 5i, potom j * (5[ + 3) mod 5m = 0.
-ak by j = 5i + 1, potom j * (5] 4+ 3) mod 5m = 3.
-ak by j = 5i + 2, potom j * (5] 4+ 3) mod 5m = 1.
-ak by j7 = 5i + 3, potom j * (5] + 3) mod 5m = —1.
-ak by j = 5i + 4, potom j * (5] 4+ 3) mod 5bm = 2.

V tomto pripade musi takisto platit j = 5i + 2 alebo j = 5¢ + 3.

KedZe po preusporiadani vrcholov dostdvame opéat Cayleyho graf Cay(Z,, {1, —1,7,—j}),
kde j = 51+ 2 alebo j = 57 + 3, mbzeme zafarbit druhi skupinu hran takym
istym sposobom, ako sme farbili prvi skupinu (len s farbami 6 az 10).
O

Veta 9.4. Nech G je Cayleyho graf Cay(Z,,{1,—1,k,—k}) a n = 7m. Nech
k=742 k=T71+3,k="Tl+4 alebo k =7l+5 a NSD(k,7m) = 1. Potom
G mda silny chromaticky index maximdlne 14.

Dokaz. Dokaz vety je obdobny ako pri vete 9.3. Hrany si rozdelime do dvoch
skupin. Prvi skupinu budeme farbit farbami 1 az 7 tak, ze hrana medzi vr-
cholom 7i + j — 1 a 7i + j bude mat farbu j.

Po preusporiadani vrcholov dostaneme opét graf Cay(Z,, {1,—1,7,—7}).

Opét sme rozobrali vsetky moznosti pre kazdy pripad a zistili sme, ze j
také, ze j *x kK mod 7m = +1 existuje len v tychto pripadoch:
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o ak k =71+ 2, tak j = 71 + 3, alebo j = 7i + 4.
e ak k =71+ 3, tak j = Ti + 2, alebo 7 = 7i + 5.
e ak k="7l+4, tak j =7i+ 2, alebo j =Tt + 5.
e ak k="7l+5, tak j =7i+ 3, alebo j =Tt + 4.

Takze plati j =71+ 2, ) =71+ 3, 7 =Tt + 4 alebo j = 7i + 5.

Druht skupinu hran teda mézeme zafarbit farbami 8 az 14 rovnako, ako
sme farbili prva skupinu.
O

Veta 9.5. Nech G je Cayleyho graf Cay(Z,,{1,—1,k,—k}) a n = 8m. Nech
k = 8143 alebo k = 8l+5 a NSD(k,8m) = 1. Potom G md silny chromaticky
index mazximdlne 16.

Dokaz. Dokaz vety je obdobny ako pri vete 9.3. Hrany si rozdelime do dvoch
skupin. Prvi skupinu budeme farbif farbami 1 az 8 tak, ze hrana medzi vr-
cholom 8 + 5 — 1 a 8 + j bude mat farbu j.

Po preusporiadani vrcholov dostaneme opét graf Cay(Z,,{1,—1,7,—j}).

Opéft sme rozobrali vsetky moznosti pre kazdy pripad a zistili sme, ze j
také, ze 7 * k mod 8m = %1 existuje len v tychto pripadoch:

e ak k=8l+ 3, tak j = 8i + 3, alebo j = 8 + 5.
o ak k =8l + 5, tak j = 8 + 3, alebo 7 = 8 + 5.
Takze plati j = 8 + 3 alebo j = 8i + 5.

Druht skupinu hran teda mézeme zafarbit farbami 9 az 18 rovnako, ako
sme farbili prva skupinu.
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Veta 9.6. Nech G je Cayleyho graf Cay(Z,,{1,—1,k,—k}) a n = 9m. Nech
E=914+2,k=9l+4, k=945 alebo k =91+7 a NSD(k,9m) = 1. Potom

G mad silny chromaticky index maximdlne 18.

Doékaz. Dokaz vety je obdobny ako pri vete 9.3. Hrany si rozdelime do dvoch
skupin. Prvi skupinu budeme farbit farbami 1 az 9 tak, Zze hrana medzi vr-
cholom 9¢ + 5 — 1 a 9i + 5 bude mat farbu j.

Po preusporiadani vrcholov dostaneme opét graf Cay(Z,, {1,—1,7,—j}).

Opat sme rozobrali vsetky moznosti pre kazdy pripad a zistili sme, Ze j
také, ze 7 x k mod 9m = £1 existuje len v tychto pripadoch:

e ak k =90+ 2, tak j = 91 + 4, alebo 7 = 91 + 5.
e ak k=90 +4, tak j =9+ 2, alebo j =91+ 7.
e ak k=90+5, tak j =9i+ 2, alebo j =91 + 7.
e ak k=91+7, tak j = 9i + 4, alebo j = 91 + 5.
Takze plati j =91+ 2, 1 =9 +4, 7 =914+ 5 alebo 7 =9+ 7.

Druht skupinu hran teda mozeme zafarbit farbami 10 az 18 rovnako, ako
sme farbili prva skupinu.

[]
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9.4 Antiprismové grafy

Veta 9.7. Antiprismové grafy s aspon 32 vrcholmi, maji silng chromaticky
index 9.

Antiprismy st vlastne Cayleyho grafy Cay(Z,, {1, —1,2, —2}).

Dokaz. V takomto grafe vieme najst 9 hran, ktoré musia byt navzajom vsetky
nafarbené inymi farbami a preto tieto grafy musia mat silny hranovy chro-
maticky index aspon 9. Tychto 9 hran vidime aj na obrazku 9.5.

Obr. 9.5: 9 hran, ktoré navzajom silne susedia

Antiprismové grafy s 9, 18, 20, 24, 25, 28, 30, 32, 35, 40 vrcholmi vieme
zafarbit 9 farbami. Farbenia tychto grafov st znédzornené na obrazkoch 9.7,
9.8,9.9,9.10 a 9.11.

Ku kazdému z uvedenych grafov vieme lubovolny pocet krat nadpojit graf
s 9 vrcholmi, ktory je na obrazku 9.7.

Vieme teda zostrojif farbenie pre antiprismové grafy s poc¢tom vrcholov
i+ 9k, kde i € {18,20,24, 25,28, 30, 32, 35,40}, takze aj pre grafy s poctom
vrcholov @ + 9k, kde ¢ € {32,33,34,35,36,37,38,39,40}, a tak pre vsetky
grafy s poc¢tom vrcholov vacsim, ako 31.

Samotné nadpajanie je znazornené na obrazku 9.6 a bude vyzerat nasle-
dovne:

Oznacéme vrcholy postupne ¢islami od 1 do X, kde X je pocet vrcholov
v grafe tak, ako ich spajaji hrany generované prvkom 1. Oznac¢me v kazdom
grafe prvy vrchol ten, ktory ma ¢islo 1, a posledny ten, ktory ma cislo X.
Prvy a posledny vrchol teda budu susedné vrcholy.
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7 oboch grafov presunieme 3 hrany, pricom farby na tychto hranach zosté-
vaju nezmeneneé:

e hrana, ktora spajala prvy a posledny vrchol v prvom grafe, bude spajat
prvy vrchol prvého grafu s poslednym vrcholom druhého grafu.

e hrana, ktora spajala prvy a predposledny vrchol v prvom grafe, bude
spajat prvy vrchol prvého grafu s predposlednym vrcholom druhého
grafu.

e hrana, ktora spajala druhy a posledny vrchol v prvom grafe, bude spajat
druhy vrchol prvého grafu s poslednym vrcholom druhého grafu.

e hrana, ktora spajala prvy a posledny vrchol v druhom grafe, bude spajat
prvy vrchol druhého grafu s poslednym vrcholom prvého grafu.

e hrana, ktora spajala prvy a predposledny vrchol v druhom grafe, bude
spajat prvy vrchol druhého grafu s predposlednym vrcholom prvého
grafu.

e hrana, ktord spajala druhy a posledny vrchol v druhom grafe, bude
spajat druhy vrchol druhého grafu s poslednym vrcholom prvého grafu.

Silné hranové farbenie bude stile v poriadku. Je to preto, ze v kaz-
dom grafe, ktory sme ukazali, si hrany, ktoré silne susedia s hranou medzi
prvym a poslednym vrcholom, rovnakej farby, ako rovnako vzdialené hrany
v ktoromkolvek inom grafe.
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Obr. 9.6: Nadpéajanie dvoch 9 vrcholovych antiprismovych grafov
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Obr. 9.7: Silné farbenie antiprismovych grafov s 9 a 24 vrcholmi

46



Obr. 9.8: Silné farbenie antiprismovych grafov s 18 a 25 vrcholmi
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Obr. 9.9: Silné farbenie antiprismovych grafov s 20 a 28 vrcholmi
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Obr. 9.10: Silné farbenie antiprismovych grafov s 30 a 35 vrcholmi
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Obr. 9.11: Silné farbenie antiprismovych grafov s 32 a 40 vrcholmi
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Zaver

V préaci sa ndm podarilo zhrniut zakladné a zaujimavé vysledky z oblasti
silného farbenia grafov a zhrnit velké mnozstvo hypotéz. Takisto sme zadefi-
novali vzdialenostné hranové farbenie grafu, ktorého sucastou je aj silné hra-
nové farbenie. Spomenuli sme aj vysledky z bakaldrskej prace. V praci sme
preskimali najmé 4-reguldrne grafy.

Najskor sme dokazali hypotézu o silnom farbeni pre dvojrozmerné torusy
a pre 4-regularne grafy, ktoré vznikli z dvoch 3-regularnych grafov.

Dokazali sme aj, ze Cayleyho grafy Cay(Z,,{1,—1,7,—j}), kde n = bm
a j € {2,3} maju silny chromaticky index maximéalne 10. Dokézali sme aj
nasledujice tvrdenia: Ak n = Tm a j € {2,3,4,5}, silny chromaticky index je
maximalne 14. Ak n = 8ma j € {3, 5}, silny chromaticky index je maximalne
16. Ak n=9m a j € {2,4,5,7}, silny chromaticky index je maximélne 18.

Posledné dokazana veta hovori, ze vSetky antiprislové grafy maju silny
chromaticky index 9.

Verim, ze v budicnosti bude maf silné hranové farbenie este vécsie vyuzi-
tie, ako doteraz.
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