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Abstrakt 
 
 
 
Táto práca sumarizuje mnohé výsledky dosiahnuté v posledných rokoch v oblasti jazykov GHILQRYDQêFK� SRPRFRX� Y]RURY�� W]Y�� 3DWWHUQ� /DQJXDJHV�� 9]RU� MH� UH"D]HF� SR]RVWiYDM~FL� ]�WHUPLQiORY� D� SUHPHQQêFK�� SULþRP� SUHPHQQp� QDKUiG]DPH� VORYDPL� WDN�� åH� YêVN\W� URYQDNHM�SUHPHQQHM� QDKUDGtPH� YåG\� WêP� LVWêP� VORYRP�� 3UHGVWDYtPH� VL� U{]QH� VS{VRE\� GHILQRvania IRUPiOQ\FK� MD]\NRY� SRPRFRX� Y]RURY� D� JHQHUDWtYQ\FK� V\VWpPRY� ]DORåHQêFK� QD� Y]RURFK��
Zameriame sa hlavne na základné vlastnosti takto definovaných tried jazykov, porovnáme ich 
navzájom medzi sebou, ako aj s inými všeobecne známymi triedami jazykov Chomského 
hierarchie a 0L-V\VWpPRY�� SUHGVWDYtPH� LFK� X]iYHURYp� YODVWQRVWL�� QLHNGH� QD]QDþtPH� DM� GRSDG� D�
súvis získaných výsledkov pre niektoré iné oblasti. V niektorých prípadoch rozoberieme aj QLHNWRUp� LQp� DVSHNW\� WêNDM~FH� VD� QDSU�� UR]KRGQXWH�QRVWL� QLHNWRUêFK� SUoblémov. Hoci je práca ]DPHUDQi� KODYQH� QD� SUHK�DG� Xå� ]tVNDQêFK� YêVOHGNRY�� QD� YLDFHUêFK� PLHVWDFK� MH� GRSOQHQi�YODVWQêPL� MHGQRGXFKêPL� G{ND]PL�� SUtNODGPL�� SUtSDGQH� DM� NRPHQWiUPL�� NWRUp� PDM~� QDSRP{F"�WRPX��DE\�þLWDWH���DKãLH�SRFKRSLO�QLHNWRUp�SUHEHUDQp�VNXWRþQRVWL��þL�G{ND]\� 
 
 
.�~þRYp�VORYi�  Y]RU��SDWWHUQ���SDWWHUQ�ODQJXDJH��PXOWLY]RU��GYRM~URY�RYp�ãWUXNW~U\ 
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Kapitola 1 
 

Úvod 
 
 
 � �0\ãOLHQND� Y]RURY� VD� REMDYLOD� Xå� Y� SUiFL� DXWRUD� $�� 7KXH� >R�@� Y� URNX� ������ DYãDN� MD]\N\�
definované vzorom tak, ako sú prezentované v tejto práci� EROL� SUHGVWDYHQp� '�� $QJOXLQRP� Då�RYH�D�QHVN{U�Y�>�@� � � )RUPiOQ\� MD]\N� VD� REY\NOH� ]Y\NQH� GHILQRYD"� SRPRFRX� QHMDNêFK� JHQHUDWtYQ\FK� V\VWpPRY�
alebo rozpoznávacích zariadení, ako sú napríklad gramatiky alebo automaty. V niektorých 
prípadoch je však z teoretickêFK�DM�SUDNWLFNêFK�G{YRGRY�YêKRGQHMãLH�SRXåL"�YR�QHMãLX�GHILQtFLX�
-�QDSUtNODG�]DGDQtP�Y]RUX��NWRUê�E\�PDOL�UHãSHNWRYD"�YãHWN\�VORYi�Y�GDQRP�MD]\NX��8åLWRþQp�MH�WR�QDSUtNODG�YWHG\��NH��FKFHPH�QiMV"�VSRORþQê�Y]RU�SUH�YãHWN\�VORYi�N�GDQHM�PQRåLQH�Y]RULHN��
TotR� MH� W\SLFNê� SUREOpP� LQGXNWtYQHM� LQIHUHQFLH�� þR� MH� SURFHV� RGYRG]RYDQLD� YãHREHFQêFK�SUDYLGLHO�]R�ãSHFLILFNêFK�SUtNODGRY��3RNLD��VD�GDQi�PQRåLQD�Y]RULHN�SRPRFRX�QHMDNpKR�SURFHVX�]YlþãXMH�� SRWRP� GDQê� SUREOpP� SDWUt� DM� GR� WHyULH� VWURMRYpKR� XþHQLD��ýDVWR� VD� SUL� WRP� VQDåtPH�QiMV"� Y]RU�� NWRUê� þR� QDMOHSãLH� FKDUDNWHUL]XMH� GDQ~� PQRåLQX� SUtNODGRY� �Y]RULHN��� 1LHNHG\�P{åHPH� QiMV"� DM� YLDFHUR� ³QDMOHSãtFK´� Y]RURY�� NWRUp� SRSLVXM~� GDQ~� PQRåLQX� Y]RULHN� �MD]\N\�GHILQRYDQp�WêPLWR�Y]RUPL�V~�QDY]iMRP�QHSRURYQDWH�Qp�D�DNêNR�YHN�Y]Rr, ktorý definuje menšiu PQRåLQX�DNR�NWRUêNR�YHN�]�³QDMOHSãtFK´�Y]RURY�Xå�QHREVDKXMH�YãHWN\�VORYi�]�PQRåLQ\�Y]RULHN���
Práve aplikácie takéhoto druhu boli pôvodnou motiváciou pre skúmanie “pattern languages” 
(jazykov definovaných vzorom). 0{åHPH�PD"� SRSUL� WRP�DM� GUXK~�PQRåLQX� VORY�� NWRUHM� SUYN\�QHFKFHPH�]DKUQ~"�GR�MD]\ND��W]Y��QHJDWtYQH�SUtNODG\���9�WDNRP�SUtSDGH�K�DGiPH�Y]RU��NWRUê�Pi�SRSLVRYD"� PQRåLQX� SR]LWtYQ\FK� SUtNODGRY� D� ]iURYH�� MD]\N�� NWRUê� MH� QtP� GHILQRYDQê�� QHVPLH�REVDKRYD"�GDQp�QHJDWtYQH�SUtNODG\� � � 9]RU\�P{åHPH� K�DGD"� DM� Y� SURJUDPRYDFtFK� MD]\NRFK�� QDSU�� PHG]L� KODYQp� QHEH]NRQWH[WRYp�SUYN\� SURJUDPRYDFtFK� MD]\NRY� SDWUt� QXWQRV"� GHILQRYD"� QiYHVWLD� D� GHNODURYD"� LGHQWLILNiWRU\��1DSUtNODG��VSUiYQ\�SURJUDP�REVDKXM~FL�QiYHVWLD�E\�PDO�UHãSHNWRYD"�Y]RU 
 

X1 Y:Z X2 goto Y X3 
 
kde X1, X2, X3� V~� SUHPHQQp� UHSUH]HQWXM~FH� QHMDNp� þDVWL� SURJUDPX�� =� MH� SUHPHQQi� SUH� QHMDNê�SUtND]�D�<�MH�SUHPHQQi�SUH�QiYHVWLH��%RGNRþLDUND�D�³JRWR´�V~�NRQãWDQW\��Y\MDGUHQp�DNR�UH"D]FH���3UL�LQWHUSUHWRYDQt�WRKRWR�Y]RUX�PXVtPH�QDKUDGL"�SUHPHQQ~�<�YåG\�URYQDNêP�UH"D]FRP� 
 � �0\�VD�EXGHPH�Y� WHMWR�SUiFL�]DREHUD"�SUiYH� WDNWR�GHILQRYDQêPL� MD]\NPL��9]RU� �SDWWHUQ�� WHGD�QLH�MH�QLþ�LQp�DNR�UH"D]HF�SR]RVWiYDM~FL�]�WHUPLQiOQ\FK�V\PERORY�D�SUHPHQQêFK��1DKUiG]DQtP�SUHPHQQêFK� WHUPLQiOQ\PL� UH"D]FDPL� SRWRP� ]tVNDYDPH� VORYi� SDWULDFH� GR� MD]\ND�� SULþRP� Y�SUtSDGH�� åH� VD� QLHNWRUi� SUHPHQQi� REMDYt� Y� GDQRP� Y]RUH� YLDFNUiW�� WUHED� YãHWN\� MHM� YêVN\W\�QDKUDGL"� WêP� LVWêP� UH"D]FRP�� 1D� VORYi�� NWRUêPL� QDKUiG]DPH� SUHPHQQp�� PRåQR� VDPR]UHMPH�NOiV"� U{]QH� REPHG]HQLD�� +QH�� Y� �DOãHM� NDSLWROH� �þtVOR� ��� VL� SUHGVWDYtPH� W]Y�� vymazávajúce 
(resp. nevymazávajúce) vzory�� NGH� ]D� SUHPHQQp� PRåQR� GRVDG]RYD"� �XERYR�Qp� �SUtSDGQH�
�XERYR�Qp�QHSUi]GQH�� UH"D]FH��%XGHPH�VN~PD"�KODYQH�]iNODGQp�YODVWQRVWL� WDNWR�GHILQRYDQêFK�WULHG� MD]\NRY� ]� K�DGLVND� WHyULH� IRrmálnych jazykov, ako sú uzáverové vlastnosti a porovnanie YH�NRVWL� WULHG� V� LQêPL� GREUH� ]QiP\PL� WULHGDPL� &KRPVNpKR� KLHUDUFKLH�� SR]ULHPH� VD� DM� �YR�
všeobecnosti menej podrobne) na problém ekvivalencie a inklúzie s neobvyklým výsledkom v 
rámci teórie formálnyFK� MD]\NRY�� 6WUXþQH� SRStãHPH� DM� SUtVWXS� Y\FKiG]DM~FL� ]� S{YRGQHM�
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PRWLYiFLH� SUH� VN~PDQLH� SDWWHUQ� ODQJXDJHV� �WHGD� åH� N� GDQHM� Y]RUNH� K�DGiPH� SRSLVQê� Y]RU�� D�WDNWLHå�VD�QD�FKYt�X�]DVWDYtPH�SUL�SUREOpPH�YLDF]QDþQRVWL�YR�Y]RURFK��NWRUê�PRåQR�R]QDþL"�]D�
istý druh QHGHWHUPLQL]PX�� 9� WUHWHM� NDSLWROH� SULVW~SLPH� N� SULURG]HQpPX� ]RYãHREHFQHQLX�� NH��QDPLHVWR� MHGQpKR�Y]RUX�EXGHPH�XYDåRYD"�QHMDN~�NRQHþQ~�PQRåLQX�Y]RURY�� -D]\N�GHILQRYDQê�WêPLWR�Y]RUPL�EXGH�]MHGQRWHQtP�MD]\NRY�GHILQRYDQêFK�MHGQRWOLYêPL�Y]RUPL��9�NDSLWROH�þtVOR 4 SRWRP� GDQê� PRGHO� RSl"� ]RYãHREHFQtPH� D� WR� WDN�� åH� NX� NDåGHM� SUHPHQQHM� SULUDGtPH� QHMDN~�GRPpQX� �MD]\N�� ]� NWRUpKR� EXGHPH� Y\EHUD"� VORYi� SUL� MHM� QDKUiG]DQt�� D� RNUHP� WRKR� EXGHPH�XYDåRYD"� DM� QHNRQHþQp� PQRåLQ\ Y]RURY�� 9� WRPWR� SUtSDGH� S{MGH� Xå� R� DNpVL� GYRM~URY�Rvé ãWUXNW~U\�� NGH� QD� SUYHM� ~URYQL� EXGH� PXVLH"� E\"� QHMDNp� ]DULDGHQLH� �QDSU�� JUDPDWLND�� QD�GHILQRYDQLH�QHNRQHþQHM�PQRåLQ\�Y]RURY��NWRUp�SRWRP�QD�GUXKHM�~URYQL� LQWHUSUHWXMHPH��2NUHP�Xå�WUDGLþQêFK�]iNODGQêFK�YODVWQRVWt�WDNWR�GHILQRYDQêFK�WULHG�MD]\NRY�DVSR��VWUXþQH�VSRPHQLHPH�
niektoré výsledky ich porovnania s paralelnými komunikujúcimi systémami gramatík (v skratke: 3&*6��� 9� SLDWHM� NDSLWROH� GR� LVWHM� PLHU\� RSXVWtPH� GRYWHGDMãt� SUtVWXS� D� V� Y\XåLWtP� REY\NOHM�
stratégie teórie formálnych jazykov zadefinujeme isté geQHUDWtYQH� ]DULDGHQLD� ]DORåHQp� QD�
vzoroch, konkrétne pôjde o tzv. JUDPDWLN\� ]DORåHQp� QD� Y]RURFK�� NGH�QD� ]DþLDWNX�EXGHPH�PD"�PQRåLQX� Y]RURY� D� WHUPLQiOQ\FK� VORY� �W]Y�� D[LyP\��� 1DKUDGHQtP� SUHPHQQêFK� YR� Y]RURFK�D[LyPDPL�]tVNDPH��DOãLX�PQRåLQX�VORY�D�WLHWR�QRYRY]QLNQXWp�VORYi�P{åHPH�Y��DOãtFK�NURNRFK�SRXåL"�QD�]tVNDQLH�HãWH�YlþãHM�PQRåLQ\�VORY��DW����9�ãLHVWHM��]iYHUHþQHM��NDSLWROH�VL�SUHGVWDYtPH�]RYãHREHF�XM~FL�PRGHO�� W]Y��Pattern-systémy, ktorý pokrýva mnohé dovtedy definované triedy 
pattern languages. 
  PokúsiPH� VD� QD� NRQFL� NDåGHM� NDSLWRO\� VSRPHQ~"� RWYRUHQp� SUREOpP\� WêNDM~FH� VD� SUHEHUDQHM�REODVWL��SUtSDGQH�DM�PRåQRVWL��DOãLHKR�YêVNXPX�V�RGND]RP�QD�OLWHUDW~UX��]�NWRUHM�PRåQR�þHUSD"�
�DOãLH�LQIRUPiFLH�R�GDQHM�REODVWL� 
 
Na viacerých miestach práce porovnávame triedy definované vzormi s triedami L-systémov. .H�åH�/-V\VWpP\�QHPXVLD�E\"�V~þDV"RX�]iNODGQpKR�NXU]X�IRUPiOQ\FK�MD]\NRY��SULGDOL�VPH�QD�
záver práce dodatok, v ktorom definujeme základné triedy OL-systémov. 
 
 
 
 

=iNODGQp�GHILQtFLH�D�R]QDþHQLD 
 
Hoci tento text je� XUþHQê� WêP�� NWRUt� Xå� SUHãOL� ]iNODGQêP� NXU]RP� WHyULH� IRUPiOQ\FK� MD]\NRY��XYHGLHPH�DM�QLHNWRUp�]iNODGQp�GHILQtFLH��D�WR�KODYQH�N{OL�R]QDþHQLDP�SRXåtYDQêP�Y�WHMWR�SUiFL��NH�åH�Y�U{]Q\FK�XþHEQLFLDFK�D�þOiQNRFK�VD�WLHWR�QLHNHG\�QDY]iMRP�OtãLD��9RSUHG�FKFHPH�QDjmä XSR]RUQL"�QD�R]QDþRYDQLH�YODVWQHM�LQNO~]LH� 
 
 
Abeceda� MH� NRQHþQi� D� QHSUi]GQD� PQRåLQD� V\PERORY� �StVPHQ��� %XGHPH� MX� R]QDþRYD"� ��� -HM�SUYN\� EXGHPH� ]DSLVRYD"� PDOêPL� StVPHQDPL� ]R� ]DþLDWNX� ODWLQVNHM� DEHFHG\�� QLHNHG\� DM� V�
indexami (a, b, c, ..., a1, a2, a3, ....). 
 
Slovo� QDG� DEHFHGRX� �� MH� NRQHþQi� SRVWXSQRV"� V\PERORY� ]R� ��� 6ORYi� EXGHPH� R]QDþRYD"�
písmenami z konca latinskej abecedy (u, v, w, x, ...), niekedy aj s indexami. 
Prázdne slovo�EXGHPH�R]QDþRYD"�V\PERORP�0� 
'�åNX�VORYD w�R]QDþtPH�DNR�_w|. 
3RþHW�V\PERORY a v slove w�R]QDþtPH�DNR��aw. 
 
Jazyk�QDG� DEHFHGRX��� MH��XERYR�Qi�PQRåLQD� VORY�QDG�DEHFHGRX���� -D]\N\�EXGHPH�R]QDþRYD"�V\PERORP�/��þDVWR�V�LQGH[DPL��/1, L2, ...). 
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2]QDþRYDQLH�QLHNWRUêFK�RSHUiFLL�QDG�VORYDPL�D�MD]\NPL: 
Nech w je slovo a L jazyk. 
Reverz slova w�EXGHPH�R]QDþRYD" wR, reverz jazyka L zase LR . 
Komplement�MD]\ND�/�R]QDþtPH�DNR�/c. 
 3UH�WULHG\�MD]\NRY��QLHOHQ��&KRPVNpKR�KLHUDUFKLH�EXGHPH�SRXåtYD"�QDVOHGXM~FH�R]QDþHQLD� 
SNG – jednoslovné jazyky 
FIN –�NRQHþQp�MD]\N\ 
REG – regulárne jazyky 
LIN – lineárne jazyky 
CF – bezkontextové jazyky 
CS resp. ECS – kontextové resp. rozšírené kontextové jazyky 
RE –�UHNXU]tYQH�Y\þtVOLWH�Qp�MD]\N\ 
 2/��(2/��'2/��72/��('72/�� DW���– triedy jazykov definované L-systémam – ich definície PRåQR�QiMV"�Y�GRGDWNX� �  
 
AFL (abstraktná trieda jazykov) je trieda jazykov uzavretá na zjednotenie, prienik s regulárnymi MD]\NPL��NODGQ~�LWHUiFLX��.OHHQHKR�����]UH"D]HQLH��QHY\PD]iYDM~FL�KRPRPRUIL]PXV�D�LQYHU]Qê�
homomorfizmus. 
anti-AFL je trieda jazykov, ktorá nie je uzavretá ani na jednu z uvedených operácii. 
 &KFHPH�XSR]RUQL"�QD�QDVOHGXM~FH�R]QDþRYDQLH�LQNO~]LH� 
⊂ - vlastná inklúzia 
⊆ - inklúzia 
 ,Qp�R]QDþHQLD� 
^  - XPRF�RYDQLH��KODYQH�Y�LQGH[RFK� 
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Kapitola 2 
 

Vzory a jazyky 
 
 
 

2.1 Základné definície 
 
V nasledujúcich QLHNR�NêFK� GHILQtFLiFK� VIRUPDOL]XMHPH� QHIRUPiOQ\� SRSLV� SDWWHUQ� ODQJXDJHV� ]�
úvodu. 
 
Definícia 2.1.1:� 1HFK� �� MH� DEHFHGD� WHUPLQálnych symbolov D� 9� VSRþtWDWH�Qi� PQRåLQD�
premenných. Vzor (pattern�� MH� NRQHþQê� D� QHSUi]GQ\� UH"D]HF� QDG� ��� ∪ V). Vzory budeme R]QDþRYD"�PDOêPL�JUpFN\PL�StVPHQDPL�]R�]DþLDWNX�JUpFNHM� DEHFHG\� �.�������� ����� DOHER�DNR����
prípadne aj s LQGH[DPL���1���2��������SUYN\���]DVH�PDOými písmenami latinskej abecedy (a, b, c, ..., SUtSDGQH�DM�V�LQGH[DPL��D�SUHPHQQp�YH�NêPL�StVPHQDPL�]�NRQFD�DEHFHG\��X, Y, X1, X2, ...). 
 
 
 
Definícia 2.1.2:�1HFK���MH�PQRåLQD�WHUPLQiOQ\FK�V\PERORY�D�9 PQRåLQD�SUHPHQQêFK��2]QDþPH�
symbolom H��9�PQRåLQX�KRPRPRUL]PRY�V QDVOHGXM~FLPL�YODVWQRV"DPL 
 

H��9� �^K����∪V)* →��* | h(a)=a, ak a∈���K�;i)∈ �* , Xi∈V, i∈{1,...,n}} 
 
UvedRPPH� VL�� åH� WDNêWR� KRPRPRUIL]PXV� Y� GDQRP� Y]RUH� SRQHFKi� WHUPLQiOQH� V\PERO\� EH]�
zmeny a premenné nahradí nejakým slovom zo �*�� WDNWLHå�MH�]DEH]SHþHQi�MHGQD�]R�]iNODGQêFK�SRåLDGDYLHN� SUL� QDKUiG]DQt� SUHPHQQêFK� YR� Y]RUH� VORYDPL� ]R��� D� VtFH�� åH� URYQDN~� SUHPHQQ~�PXVtPH� QDKUDGL"� YåG\� WêP� LVWêP� VORYRP�� 3RG�D� WRKR�� þL� EXGHPH� SUHPHQQp� Y� GDQRP� Y]RUH�QDKUiG]D"� �XERYR�QêPL� DOHER� QHSUi]GQ\PL� VORYDPL�� EXGHPH� SUtVOXãQê� Y]RU� QD]êYD"�
vymazávajúci resp. nevymazávajúci (E-pattern, E-vzor resp. NE-pattern, NE-vzor; E = erasing, 
NE = non-erasing). Teda rozdiel medzi vymazávajúcimi a nevymazávajúcimi vzormi sa týka 
jazyka, ktorý je nimi definovaný, nie vzorov samotných. 
 
 
Definícia 2.1.3: 

Jazyk generovaný E-vzorom���∈����∪ V)+�QDG�DEHFHGRX���MH�/(������ �^K����_�K�∈ H��9 }. 
Jazyk generovaný NE-vzorom���∈� ���∪V)+� QDG� DEHFHGRX��� MH� /1(������  � ^K���� _� K�∈ H��9 je 
nevymazávajúci, teda h(Xi) ∈ �+} 
 3UH� LVWRWX� ]G{UD]�XMHPH�� åH� PQRåLQX� VORY� WDNWR� GHILQRYDQêFK� MD]\NRY� WYRULD� REUD]\� GDQpKR�
vzoru získané pomocou všetkých homomorfizmov z mnRåLQ\�+��9. 
 
Definícia 2.1.4: Homomorfizmus, ktorý ponecháva terminálne symboly bez zmeny nazveme 
stabilným pre terminály.  
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9ãHWN\� KRPRPRUIL]P\� ]� PQRåLQ\� +��9� PDM~� SUiYH� GHILQRYDQ~� YODVWQRV"� D� SUL� GHILQRYDQt�
rôznych typov pattern languages (ako uvidíme neskôr) sa budú Y\XåtYD"�SUiYH�KRPRPRUIL]P\�V�WRXWR�YODVWQRV"RX� 
 
2]QDþHQLH� Triedy jazykov generované vymazávajúcimi resp. nevymazávajúcimi vzormi EXGHPH� R]QDþRYD"� DNR� � 3/E resp. PLNE�� %XGHPH� LFK� QD]êYD"� vymazávajúce resp. 
nevymazávajúce pattern languages ( E-pattern languages resp. NE-SDWWHUQ�ODQJXDJHV���2E]YOiã"�]�K�DGLVND�UR]KRGQXWH�QRVWL�XUþLWêFK�YODVWQRVWt� MH�Yê]QDPQê�UR]GLHO�PHG]L� WULHGDPL�3/E a PLNE. .H�� EXGHPH� KRYRUL"� QDUD]� R� RERFK� WULHGDFK� MD]\NRY�� EXGHPH� SRXåtYD"� R]QDþHQLH� 3/Z, 
Z∈{E,NE} (napríklad� DN� EXGH� XYHGHQp�� åH� Z ∈ PLZ�� EXGH� WR� ]QDPHQD"�� åH� Z ∈ PLE a 
w ∈ PLNE). 
 
 
Dohoda:�$N�EXG~�PQRåLQ\����9�]Qáme, budeme namiesto H��9�StVD"�OHQ�+�D�QDPLHVWR�/(������
resp. L1(������OHQ�/E����UHVS��/NE���� 
 
 
Definícia 2.1.5: +RYRUtPH��åH�=-Y]RU\��1 D��2 sú ekvivalentné, ak LZ��1) = LZ��2), Z ∈{E,NE}. 
 
 
 

 

2.2 Základné vlastnosti tried PLE a PLNE 
 
 
Kvôli získaniu základnej predstavy o pattern languages (pattern-MD]\NRFK��]DþQHPH�QLHNR�NêPL�SUtNODGPL�� 1LHNWRUp� ]� WêFKWR� SUtNODGRY� QHVN{U� Y\XåLMHPH� SUL� GRND]RYDQt� XUþLtých vlastností 
pattern languages. Písmeno Z EXGH�]QDPHQD"�EX��(�DOHER�1(� 
 
Príklad 2.2.1: 0DMPH�Y]RU��1 = XX 
-H�]UHMPp��åH�/E��1) = {ww | w ∈��*} a LNE��1) = {ww | w ∈��+} 

 
Príklad 2.2.2: 1HFK��2 = XYX je E-pattern. 
Tento vzor definuje jazyk, v ktorom preIL[� �VXIL[��SULþRP�VD�QHSUHNUêYDM~ 
 
Príklad 2.2.3: 
Jazyk {a}+ ∈ PLZ. 0DMPH�Y]RU\��1 = ;�D��2 = D;��� = {a}. -H�]UHMPp��åH�/NE��1) = LE��2) = {a}+. 
        
 
 
Lema 2.2.4: Jednoslovné jazyky patria do PLZ (okrem jazyka L = ^0`�� 
 
Dôkaz: Jazyk L = {w ∈ �+} je generovaný vzorom . = Z� �Y]RU� SRG�D� GHILQtFLH� QHPXVt�REVDKRYD"�SUHPHQQp��PXVt�WR�YãDN�E\"�QHSUi]GQ\�UH"D]HF��SUHWR�WDP�QHSDWUí jazyk ^0`�� 

� 
 

Lema 2.2.5:��* ∈ PLE��UHVS���+ ∈ PLNE). 
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Dôkaz: Uvedené jazyky sú generované vzorom X, ostatné vyplýva priamo z definície. 

� 
 +RFL� ]� XYHGHQêFK� SUtNODGRY� MH� ]UHMPp�� åH� WDNêPWR� VS{VRERP� PRåQR� JHQHURYD"� DM�QHEH]NRQWH[WRYp�MD]\N\��WHUD]�VL�XNiåHPH�SUtNODG\�UHJXOiUQ\FK�MD]\NRY��NWRUp�GR�3/Z nepatria. 
 
Lema 2.2.6: a+ ∪ b+ ∉ PLZ 

 
Dôkaz:�.H�åH�MD]\N�MH�QHNRQHþQê��WDN�Y]RU��NWRUêP�E\�VD�PDO�GD"�JHQHURYD"��PXVt�REVDKRYD"�DVSR�� MHGQX� SUHPHQQ~�� /HQåH� SUHPHQQp� PRåQR� QDKUiG]D"� �XERYR�QêPL� VORYDPL� QDG� GDQRX�DEHFHGRX� �UHVS�� �XERYR�QêPL� QHSUi]GQ\PL� VORYDPL� Y� SUtSDGH� QHY\PD]iYDM~FLFK� Y]RURY���.H�åH�FKFHPH�JHQHURYD"� MD]\N�QDG�DEHFHGRX�� = ^D��E`�� WDN�Y� WRPWR�SUtSDGH� VD�QHGi�Y\KQ~"�
slovám obsahujúcim oba symboly naraz. 

� 
 
Lema 2.2.7: a+b+ ∉ PLNE, a*b* ∉ PLE 
 
Dôkaz:� 2Sl"�PiPH� QHNRQHþQp� MD]\N\�� WDNåH� Y]RU\�� NWRUêPL� EH� VPH� LFK� FKFHOL� JHQHURYD"� E\�PXVHOL� REVDKRYD"� DVSR�� MHGQX� SUHPHQQ~�� NWRU~� PRåQR� QDKUiG]D"� �XERYR�QêPL� VORYDPL� QDG�
abecedou {a, b}+ resp. {a, b}*, teda napríklad aj slovom abbbab� D� MH� ~SOQH� ]UHMPp�� åH� WDNpWR�
podslovo sa nikde v slovách uvedených jazykov nevyskytuje. 

� 
 
 
Veta 2.2.8: Triedy jazykov PLE a PLNE sú anti-AFL, nie sú uzavreté ani na prienik a 
komplement. 
 

Dôkaz:�3RVWXSQH�GRNiåHPH�QHX]DYUHWRV"�QD�YãHWN\�RSHUiFLH��= ∈ {E, NE}. 
 
Zjednotenie: 

Jazyky a+ a b+ ∈ PLZ , a+
 ∪ b

+ ∉ PLZ  
 
=UH"D]HQLH� 
Jazyky a* a b* ∈ PLE, a*

b
* ∉ PLE 

Jazyky a+ a b+ ∈ PLNE, a+
b

+ ∉ PLNE 

 
Kleeneho +: 

{ab} ∈ PLZ , {ab}+ ∉ PLZ� �RSl"� –� MH� WR� QHNRQHþQê� MD]\N�� YR� Y]RUH� SUH� WHQWR� MD]\N�PXVt� E\"�DVSR����SUHPHQQi��WêP�SiGRP�VD�XUþLWH�Y�PQRKêFK�VORYiFK�QDUXãt�SRåDGRYDQi�ãWUXNW~UD��NH��]D�SUHPHQQ~�GRViG]DPH��XERYR�Qp�UH"D]FH�QDG�^D��E`�� 
 
Prienik s regulárnymi jazykmi: 

�* ∈ PLE���+ ∈ PLNE) pre všetky ���3UH�_�_ ≥ 2 existujú regulárne jazyky, ktoré nepatria do PLZ, 
nech je to napr. a+

b
+��9H�PL��DKNR�YLGQR��åH�a+

b
+ ∩ �* =  a

+
b

+��WDN�LVWR�DM�SUH��+). 
 
Homomorfizmus (nevymazávajúci): 

Nech h(a) = ab. Jazyk a+ ∈ PLZ , no h(a+) = {ab}+ ∉ PLZ. 
 
Inverzný homomorfizmus: 
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Nech h(a) = 0�� K�E� = b. Jazyk {b} ∈ PLZ , ale h-1(b) = a*ba* ∉ PLZ� �RSl"� SODWLD� SRGREQp�
argumenty ako v predchádzajúcich príkladoch). 
 
Prienik: 
Dôkaz urobíme pre PLE. 1HFK�� = ^D�� E`� D� . = ;;DE�� � = XbaX nech sú vzory. Prienik jazykov definovaných týmito 
vzormi je: 
 

LE�.� ∩ LE��� = {w ∈ �* | w = uuab = vbav pre nejaké slová u, v ∈ �*} 
 6N~VPH�Y\ULHãL"�URYQLFX�uuab = vbav. Jedno triviálne riešenie je u = v = b, teda slovo bbab patrí 
do prieniku. V prípadH�� åH�v ≠ b��PXVt� E\"� MHKR� VXIIL[�ab, teda v = v1ab pre nejaké v1��2GWLD��GRVWiYDPH��åH�vbav = v1abbav1ab�D�NH�åH�FHOp�VD�WR�PXVt�URYQD"�VORYX�uuab��WDN��DKNR�YLGQR��åH�PXVt� SODWL"�� u = v1ab = bav1�� =� �DOãHM� DQDOê]\� URYQRVWL� v1ab = bav1 (prefix v1 je ba, teda 
bav2ab = babav2 pre nejaké v2 a pre v2�GRVWiYDPH�URYQDN~�URYQRV"�DNR�SUH�v1��DW������Y\SOêYD��åH�
v1 = (ba)

k
b, k ≥ 0 a následne pre slová u aj v platí: u = v = (ba)

k
bab = (ba)

k+1
b. 

 
6ORYi�]�SULHQLNX�EXG~�PD"�WHGD�WYDU��SUH�N ≥ 0): 
LE�.� ∩ LE��� = {(ba)k+1b(ba)k+1bab)} ∪ {bbab} = {(ba)kb(ba)k+1b, k ≥ 0}. 
 -D]\N� REVDKXM~FL� WDNpWR� VORYi� YãDN� QHP{åH� SDWUL"� GR� 3/E�� þR� VD� RSl"� GRNiåH� SRGREQH� DNR� Y�SUHGFKiG]DM~FLFK� SUtSDGRFK�� .H�åH� MH� QHNRQHþQê�� WDN� YR� Y]RUH�� NWRUêP� E\� VPH� KR� FKFHOL�JHQHURYD"�E\�PXVHOD�E\"�DVSR����SUHPHQQi��NWRU~�PRåQR�QDKUDGL"�QDSUtNODG�DM�VORYRP�aa��OHQåH�
aa�QLH�MH�SRGVORYRP�åLDGQHKR�VORYD�]�SULHQLNX� 
 3R]RUQpPX� þLWDWH�RYL� MH� LVWH� ]UHMPp�� åH� WR� LVWp� SODWt� DM� SUH�3/NE (maximálne len s nepatrnými ]PHQDPL�Y�G{ND]H�]RK�DG�XM~FLPL�IDNW��åH�]D�SUHPenné dosádzame len neprázdne slová) 
 
Komplement: 

Jazyk L1 = {a, b}
*
ab{a, b}

* ∈ PLE (je generovaný vzorom XabY), L1
c = b*

a
* ∉ PLE  

Jazyk L2 = {a, b}
+
ab{a, b}

+ ∈ PLNE (je generovaný vzorom XabY), komplement jazyka L2 REVDKXMH�0�D�WULHGD�3/NE obsahuje len bez-0�MD]\N\� 
� 

 
Veta 2.2.9: Triedy PLE, PLNE sú uzavreté na zrkadlový obraz. 
 

Dôkaz: LZ�.�R = LZ�.R), Z ∈ {E, NE}. 
� 

 6LWXiFLD�QHPXVt�E\"�Då�WDNi�]Oi��SRNLD��VD�REPHG]tPH�OHQ�QD�MD]\N\�QDG�URYQDNRX�DEHFHGRX��DM�NH�� RYH�D� OHSãLH� WR� QHEXGH�� Triedy jazykov nad QHMDNRX� IL[QRX� DEHFHGRX� �� VL� R]QDþPH� DNR�
PLZ, �, Z ∈ {E, NE}�� =DþQLPH� QDMSUY� WêP� KRUãtP� SUtSDGRP�� NWRUê� QLH� MH� SRNU\Wê� Y�
predchádzajúcej vete: 
 
Veta 2.2.10: Triedy jazykov PLE, � a PLNE, � nie sú uzavreté na zjednotenie, ak |�_ ≥ 2. 
 
Dôkaz:� 8YDåXMPH� MD]\N\� QDG� DEHFHGRX� � = {a, b} generované vzormi aaX a bbX. Slová z NDåGpKR� MD]\ND� PDM~� YåG\� LQê� �DOH� IL[Qê�� SUHIL[�� �DKNR� YLGQR�� åH� SRPRFRX� MHGQpKR� Y]RUX�QHYLHPH�GHILQRYD"�MD]\N�REVDKXM~FL�RED�W\S\�VORY� 

� 
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Veta 2.2.11: Triedy jazykov PLE, � a PLNE, � sú uzavUHWp�QD�]UH"D]HQLH� 
 
Dôkaz: Nech LZ, ��.��D�/Z, �����Vú jazyky definované vzormi .�D����= ∈ {E, NE}. Bez ujmy na YãHREHFQRVWL�P{åHPH�SUHGSRNODGD"��åH�PQRåLQ\�SUHPHQQêFK��NWRUp�VD�Y\VN\WXM~�Y�.�UHVS��Y���Vú 
disjunktné (keby neboli, tak premenné vhodne premeQXMHPH��� -H� ]UHMPp�� åH� SRWRP� Y]RU� .��JHQHUXMH� MD]\N� /�.�/��� = /�.��� �SUH� LVWRWX� HãWH� UD]� ]G{UD]QLPH�� åH� DEHFHG\� RERFK� MD]\NRY�PXVLD�E\"�URYQDNp�� 

� 
 
 
 
Teraz porovnáme triedy PLE a PLNE s triedami jazykov Chomského hierarchie. 
 
Veta 2.2.12: PLE a PLNE sú nHSRURYQDWH�Qp�V�5(*��&)��V~�YODVWQRX�SRGPQRåLQRX�(&6� 
 
Dôkaz: 1HSRURYQDWH�QRV"�V�5(*�D�&)��1HFK��� MH�DEHFHGD�REVDKXM~FD�DVSR��GYD�V\PERO\��8å�
YLHPH��åH�^ZZ�_�Z�∈��*} ∈ PLE a podobne aj {ww | w ∈��+} ∈ PLNE, ale oba jazyky nie sú ani 
bezkontextové. Naopak, jazyk a+ ∪ b+ ∈ REG, ale nepatrí ani do jednej z tried PLE resp. PLNE.  
 
PLZ ⊂ ECS –� XYHGLHPH� OHQ�P\ãOLHQNX�G{ND]X��/LQHiUQH�RKUDQLþHQê� DXWRPDW�GRVWDQH�QD�YVWXS�VORYR� D� Pi� RYHUL"�� þL� WR� VORYR� UHãSHNWXMH� GDQê� Y]RU�� $XWRPDW� VL� WLSQH�� NWRUp� þDVWL� VORYD�
prislúFKDM~� N� MHGQRWOLYêP� þDVWLDP� Y]RUX� D� SRWRP� RYHUt�� þL� MH� WR� QDR]DM� WDN�� 1DSUtNODG� PXVt�VNRQWURORYD"�� þL� þDVWL� VORYD�Y]QLNQXWp�QDKUDGHQtP�YLDFQiVREQpKR�Y\VN\WX� MHGQHM�SUHPHQQHM� V~�]KRGQp�� 7R� VD� Gi� WDN�� åH� VL� DXWRPDW� SUL� ~YRGQRP� WLSRYDQt� R]QDþt� StVPHQi� WDNWR� Yzniknutých SRGVORY�D�SRWRP�SUL�YLDFQiVREQRP��DOH�XUþLWH�NRQHþQRP��SRþWH�SUHFKRGRY�FH]�YVWXS�RYHUt��þL�VD�StVPHQi�QD�]KRGQêFK�SR]tFLiFK�Y\WLSRYDQêFK�SRGVORY�]KRGXM~��]QDþt�VL��þR�Xå�VNRQWURORYDO�� 
 

� 
 
Veta 2.2.13��1HFK�_�_ = 1. Potom jazyky tried PLE, � a PLNE, � sú regulárne. 
 
 7HUD]� ]DGHILQXMHPH� UHOiFLH�� NWRUp� EXG~� XåLWRþQp� SUL� GRND]RYDQt� QLHNWRUêFK� YODVWQRVWt� MD]\NRY�
definovaných vzormi, hlavne pri dokazovaní istých rohododovacích problémov, tak isto sa SRPRFRX�QLFK�GDM~�LQêP�VS{VRERP�GHILQRYD"�MD]\N\�JHQerované vzormi. 
 
Definícia 2.2.14 (relácie ≤≤ a ≤≤+ ):  

1HFK��1�D��2 sú vzory nad (��∪ V)+�D�QHFK�K��� ∪V) →��� ∪V)*  je homomorfizmus stabilný 
pre terminály 

 
� � � � � � � � � �1 ≤��2� � � SUiYH�YWHG\��NH�� � �1� �K��2��� � � SUH��XERYR�Qp�K�V�XYHGHQRX�YODVWQRV"RX 
         �1 ≤+��2� � SUiYH�YWHG\��NH�� � �1� �K��2),   h je nevymazávajúce 
� � � � � � � � � �1 ≡��2� � � SUiYH�YWHG\��NH�� � �1� �K��2),   h je premenovanie premenných 
 =G{UD]�XMHPH�� åH� QD� UR]GLHO� RG� KRPRPRUIL]PRY� ]� PQRåLQ\� +��9�� NWRUp� NDåG~� SUHPHQQ~�
zobrazia na terminálne slovo, v� WRPWR� SUtSDGH� VD� SUHPHQQi� P{åH� ]REUD]L"� DM� QD� UH"D]HF� ]�
�� ∪V)* (terminály ponechá nezmenené). 
 -H�]UHMPp��åH�XYHGHQp�UHOiFLH�V~�WUDQ]LWtYQH� 
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1LH�MH�"DåNp�VL�XYHGRPL"��åH�SUH�NDåGê�Y]RU�.�D���SODWí: Ak .�≤+��� ��SRWRP�/NE�.��⊆ LNE����D�SRGREQH��DN�.�≤���� tak potom LE�.��⊆ LE���� 
Pre lepšiu predstavu si zoberme nejaké vzory .���� WDNp��åH�.�≤+���� WHGD�.� �K�����7HUPLQály vo Y]RUH���VD�]REUD]LD�VDPL�QD�VHED��K�MH�DNR�]�GHILQtFLH�XYHGHQêFK�UHOiFLt���.DåGi�SUHPHQQi�]���VD�
vo všeobecnosti zobrazí na nejaký QHSUi]GQ\� UH"D]HF�]R����∪V)+� �P{åH� WR�E\"� LQi�SUHPHQQi��UH"D]HF� SUHPHQQêFK�� WHUPLQiOQH� VORYR�� ����� þLåH� Y]RU� .� MH� Y� LVWRP� ]P\VOH� špecifickejší (resp. 
menej všeobecný�� DNR���� þtP� VD� ]~åL�PQRåLQD� SRWHQFLiOQH� Y\JHQHURYDWH�QêFK� VORY�� SULþRP� MH�]UHMPp��åH�WR��þR�VD�Gi�Y\JHQHURYD"�SRPRFRX�.�VD�Gi�XUþLWH�DM�SRPRFRX��� 
 
Príklad 2.2.15:�1HFK�� = X, h(X) = <<����QHFK�MH�DEHFHGD�WHUPLQálnych symbolov. 
1HFK�. = K��� = YY. LNE��� = �+, LNE�.� = {ww | w ∈ �+`���DKNR�YLGQR��åH�/NE�.��⊆ LNE���� 
 
$N�Y]RU�.� �K������WDN�KRYRUtPH��åH�.�MH�LQštanciou ���$N�QDY\ãH�SODWt��åH�.�∈��*, tak potom sa 
nazýva terminálnou inštanciou �� 
 3RPRFRX� WDNWR�GHILQRYDQêFK� UHOiFLL� VD� WHUD]�GDM~��DKNR�GHILQRYD"� MD]\N\�JHQHURYDQp�(- resp. 
NE-Y]RURP��� 
 

L(������ �^Z�∈��* | w ≤ �` 
L1(������ �^Z�∈��* | w ≤+��` 

 
 
 
Pre ≤+ navyše platí: �1 ≡��2� � SUiYH�YWHG\��NH���1 ≤+��2�D�V~þDVQH��2 ≤+��1. 3UH��1�D��2�VS��DM~FH��1 ≤��2� � D� � �2 ≤��1�QLH�MH�]QiPD�åLDGQD�MHGQRGXFKi�FKDUDNWHUL]iFLD�D�WiWR�VNXWRþQRV"�VS{VREXMH�"DåNRVWL�SUL�UR]KRGRYDQt�HNYLYDOHQFLH�QHY\PD]iYDM~cich vzorov. 
 

 
 
 
 
 

2.3 Problém ekvivalencie a inklúzie 
 
 
 
Triedy jazykov PLNE a PLE sú jedny z mála prirodzene definovaných tried, pre ktoré je problém HNYLYDOHQFLH�UR]KRGQXWH�Qê���SUH�3/NE�GRNRQFD�WULYLiOQH���D�SUREOpP�LQNO~]LH�QHUR]KRGQXWH�Qê�
(pre PLNE aj PLE). Ekvivalencia pre PLE� MH� Då� QD� QDMHNp� ãSHFLiOQH� SUtSDG\� ]DWLD�� RWYRUHQê�
problém, ale SUHGSRNODGi� VD�� åH� E\� WHQWR� SUREOpP� PDO� E\"� UR]KRGQXWH�Qê� �DM� NH�� ]DWLD�� MH�WHRUHWLFN\�PRåQê�DNêNR�YHN�]iYHU�� 
 
Problém inklúzie úzko súvisí aj s niektorými inými REODV"DPL�� QDSUtNODG� YH�D� SUREOpPRY�
v NRPELQDWRULNH�QD�VORYiFK�VD�Gi�Y\MDGUL"�Y termínoch problému inklúzie pre pattern languages, 
tak isto aj isté problémy z oblasti prepisovania termov. Z WRKRWR� K�DGLVND� DQL� QLH� MH� YH�NêP�SUHNYDSHQtP�� åH� VD� GDQê� SUREOpP� XNi]DO� E\"� QHUR]KRGQXWH�Qê�� $YãDN� Y]K�DGRP� QD� WR�� åH�
dokazovanie ekvivalencie pre PLNE� MH� SRPHUQH� MHGQRGXFKp�� VD� ]Gi� �åH� �XGLD�� NWRrí s týmto SUREOpPRP� SUDFRYDOL�� VL� ]UHMPH� P\VOHOL� RSDN�� WHGD� åH� SUREOpP� LQNO~]LH� E\� PDO� E\"�UR]KRGQXWH�Qê�� 3R�PH� VD� WHUD]� EOLåãLH� SR]ULH"� QD� SUREOpP� HNYLYDOHQFLH� SUH� 1(-pattern 
languages. 
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Definícia 2.3.1:�1HFK���MH�DEHFHGD�WHUPLQálnych symbolov a nech |�_�≥ 2. Nech V={X1, X2, ....} MH� PQRåLQD� SUHPHQQêFK�� 8YDåXMPH��DOHM� QDVOHGRYQ~�PRåLQX� KRPRPRUIL]PRY� VWDELOQêFK� SUH�
terminály, pre ktoré platí: 
         

fa(Xi) = a 
fb(Xi) = b 

 
gj(Xi) = a     ak i = j 
gj(Xi) = b     ak i ��M 

 
a gj je definované pre všetky j ≥ 1 a tak isto aj i ≥ 1. 
Pre daný vzor . definujme F(.�� �^ fa(.), fb�.��`�∪ { gi�.��_�L�≥1}. F(.��MH�NRQHþQê�MD]\N�D platí: 
F(.� ⊆ LNE(.�� 
 
Poznámka 2.3.2:�.HE\�_�_� ����WDN�SRWRP�E\�SDWWHUQ�ODQJXDJHV�QDG���EROL�UHJXOárne a v takom SUtSDGH�E\�VD�HNYLYDOHQFLD�GDOD�XUþL"��DKNR� 
 
 0RåQR� VWRMt� ]D� SRYãLPQXWLH�� åH� DN� .� QHREVDKXMH� SUHPHQQé, tak F(.��  � /NE�.��  � ^.`�� WHGD�_)�.�_ = 1�� DN� .� REVDKXMH� �� SUHPHQQú, tak |F(.�_�  � �� D� DN� .� REVDKXMH� Q� ≥ 2 premenné, tak _)�.�_ = n+2. 
 
 

Lema 2.3.3:�1HFK�.� D��� V~�Y]RU\� URYQDNHM�G�åN\�� WHGD� _._� � _�_�� D�QHFK�)�.��⊆ LNE���� Potom 
platí: . ≤+��� 
 
Lema 2.3.4:�1HFK�.� D��� V~�Y]RU\� WDNp�� åH� _._�  � _�_�� 3otom LNE�.��⊆ LNE���� SUiYH�YWHG\�� NH��
. ≤+ �� 
 
Dôkaz: Nech LNE�.�� ⊆ LNE����� .H�åH� F(.�� ⊆ LNE(.��� WDN� SRWRP� F(.�� ⊆ LNE(��� D� SRG�D�
lemy 2.3.3 platí: .�≤+����2SDþQi�LPSOLNiFLD�MH�WULYLiOQD� 
 
Veta 2.3.5: Pre PLNE platí: LNE��1) = LNE��2)  priYH�YWHG\��NH�� � �1 ≡��2. 
 
Dôkaz: Ak LNE��1) = LNE��2��� WDN� SRWRP� QXWQH� _�1_�  � _�2_�� NH�åH� SRXåtYDPH� QHY\PD]iYDM~FL�
homomorfizmus. Z lemy 2.3.4 dostávame �1 ≤+��2� � D� � �2 ≤+��1��WHGD��1 ≡��2��2SDþQi�LPSOLNiFLD�
je triviálna. 

�� � � � � � �  
 =� G{ND]X� Y\SOêYD� DOJRULWPXV� V� OLQHiUQRX� þDVRYRX� ]ORåLWRV"RX� QD� WHVWRYDQLH� HNYLYDOHQFLH� SUH�
PLNE. 
 
 
Veta 2.3.6:�-H�QHUR]KRGQXWH�Qp�XUþL"��þL�/Z��1) ⊆ LZ��2) pre dané vzory �1�D��2  (Z ∈ {E, NE}). 
 
Pre Z = E, teda pre vymazávajúce vzory, sa veta dokazuje redukciou na problém existencie DNFHSWDþQpKR� YêSRþWX� QHGHWHUPLQLVWLFNého 2-SRþtWDGORYpKR� DXWRPDWX� EH]� YVWXSX�� NWRUê� MH�
QHUR]KRGQXWH�Qê��SR]UL�QDSU��>R�@���NRNUpWQHMãLH��VNRQãWUXXM~�VD�Y]RU\�.��� ∈ �� ∪ V)*� WDNp��åH�



 16 

LE, ��.� [  LE, ����� SUiYH� YWHG\�� NH�� �-SRþtWDGORYê� DXWRPDW� Pi� DNFHSWDþQê� YêSRþHW�� 3UH�
nevymazávajúce vzory sa problém inklúzie dokazuje zase redukciou na ten istý problém pre Y\PD]iYDM~FH�Y]RU\��7LHWR�G{ND]\�V~�SRPHUQH�GOKp�D�WHFKQLFNp��FHOp�LFK�PRåQR�QiMV"�Y�>�@� 
 
 8å�YLHPH��åH�SODWt�QDVOHGRYQp� 
$N��1 ≤+��2  ⇒ LNE��1) ⊆ LNE��2)     (platí aj pre PLE a ≤) 
    $N�_�1_� �_�2|, z lemy 2.3.4 vyplýva pre PLNE�DM�RSDþQi�LQNO~]LD��3UH�U{]QH�G�åN\�Y]RURY�YãDN�WiWR�LQNO~]LD�Xå�YR�YãHREHFQRVWL�QHSODWt��G{ND]RP�þRKR�MH�QDVOHGXM~FL�NRQWUDSUtNODG� 
 1HFK��� �^D��E`���1� �D;ED;;E���2 = XXY. 
Ak w ∈ LNE��1),�SRWRP�Z�PRåQR�StVD"�Y�WYDUH�Z� �DXEDXXE��X∈�+. 9KRGQêP�UR]GHOHQtP�VORYD�Z��DKNR�YLGQR��åH�Y�VORYH�Z�PRåQR�]DNDåGêP�QiMV"�Y]RU��2 = XXY,  
teda w ∈ LNE��2���WUHED�VL�VDPR]UHMPH�GDQê�SUtSDG�DVSR��WURFKX�UR]REUD"� 
 

1) ak u = av, potom w=a|a|vbaavavb 
2) ak u = bv, potom w=abvb|abvb|vb 

 

teda LNE��1) ⊆ LNE��2��D�MH�]UHMPp��åH��1 ≠�K��2���WHGD��1 C+��2. 
    3UREOpP� LQNO~]LH� MH� YãDN� UR]KRGQXWH�Qê� Y� ãSHFLiOQ\FK� SUtSDGRFK� - napríklad pre E-patterns QHREVDKXM~FH� WHUPLQiO\�� DYãDN� QLH� MH� ]QiPH�� þL� QLHþR� SRGREQp� SODWt� SUH� 1(-patterns bez 
terminálnych symbolov. 
 
 =DVWDYPH� VD� HãWH�QD� FKYt�X�SUL�probléme ekvivalencie pre E-patterns��9LGHOL� VPH�� åH�GYD�1(-Y]RU\� �QHY\PD]iYDM~FH�Y]RU\�� V~�HNYLYDOHQWQp�SUiYH�YWHG\��NH�� V~�� Då�QD�Qi]Y\�SUHPHQQêFK��
zhodné. Pre vymazávajúce vzory (E-pattHUQV�� QLH� MH� ]QiP\� åLDGHQ� Y]"DK�� SRG�D� NWRUpKR� E\� VD�GDOR� XUþL"�� þL� V~� HNYLYDOHQWQp� DOHER� QLH�� GRNRQFD� ]RVWiYD� RWYRUHQRX� RWi]ND�� þL� MH� SUREOpP�HYLYDOHQFLH�Y{EHF�UR]KRGQXWH�Qê��$NR�XYLGtPH��DOHM��]QiPH�V~�OHQ�QLHNWRUp�þLDVWNRYp�YêVOHGN\�
týkajúce sa tohoto problému. 
 
Kvôli zjednodušeniu práce s vymazávajúcimi vzormi definujeme pojem štandardnej 
reprezentácie. 
 
Definícia 2.3.7:� 1HFK� . ∈ �� ∪V)+ je vzor (pattern). Pod štandardnou reprezentáciou .�
UR]XPLHPH� UR]NODG�.�  � .0u1.1u2.2�����.m-1um.m�� NGH�.0��.m ∈ V*�� .i ∈ V+ pre i = 1, ..., m-1, 
uj ∈ �+, j = 1, ..., m-1. M-ticu terminálnych symbolov (u1,....,um�� EXGHPH� QD]êYD"� WHUPLQiORYê�
segment štandardnej reprezentácie.  +RYRUtPH��åH�Y]RU\�.�D ��Vú podobné, ak ich štandardné reprezentácie majú rovnaký terminálový 
segment. 
 
Veta 2.3.8:�1HFK�.����∈����∪V)+�3UHGSRNODGDMPH��åH�/(���.�� �/(������ 

1. Ak _�_�≥ 3��SRWRP�.�D ��Vú podobné.   
2. Nech _�_�≥ 4 a nech�.� �.0u1.1u2.2�����.m-1um.m a �� ��0u1�1u2�2������m-1um�m � � � � �]����ERGX�YLHPH��åH�PXVLD�E\"�SRGREQp���  
    Potom L(���.i) = L(����i) pre i = 0,....,m. 
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2SDþQp� WYUGHQLH� QHSODWt�� WHGD� ]� URYQRVWL� L(���.i) = L(����i�� YR� YãHREHFQRVWL� URYQRV"�
L(���.� = L(������QHY\SOýva. 
 
Predchádzajúca veta neplatí, ak abeceda terminálnych symbolov má iba 2 prvky, dokazuje nám 
to nasledujúci príklad. 
 
Príklad 2.3.9:� 1HFK� ��  � ^��� �`� D� .�  � ;��<�=� D� ��  � ;�<��=� QHFK� Vú vzory. Oba jazyky 
definované týmito vzormi sú rovnaké, teda L(���.�� �/(������ �GRNRQFD� V~� UHJXOiUQH��� SULþRP�Y]RU\�.�D���QLH�Vú podobné. 
 'i�VD�XNi]D"��åH�SUH�SRGREQp�Y\PD]iYDM~FH�Y]RUy (similar E-patterns) je problém ekvivalencie DM� LQNO~]LH�UR]KRGQXWH�Qê��DN�WHUPLQiOQD�DEHFHGD�REVDKXMH���StVPHQi��NWRUp�VD�QHY\VN\WXM~�YR�
vzoroch. 
 
 
Veta 2.3.10:�1HFK�.����∈�����∪ V )+ sú podobné vzory. Ak ��REVDKXMH�GYH�Uôzne písmená a,b 
nevyskytujúce sa v .�D ���SRWRP�Vú nasledujúce tvrdenia ekvivalentné: 
 

1. L(���.��⊆ L(����� 
2. 2_�_�D�E�.��∈ L(����� 
3. ([LVWXMH�KRPRPRUIL]PXV�K��YDU����→ YDU�.�*�WDNê��åH�K���� �.� 

 
 
Dôsledok 2.3.11: Pre dva podobné vzory .�� �� D DEHFHGX� �� REVDKXMúcu dva rôzne terminály 
nevyskytujúce sa v .�D ��MH�UR]KRGQXWH�Qp��þL�/(���.��⊆ L(������ 
 $�]�SUHGFKiG]DM~FLFK�WYUGHQt�Y\SOêYD��DOHM� 
Dôsledok 2.3.12: $N� �� REVDKXMH� DVSR�� �� StVPHQi� D ]iURYH�� DM� GYD� U{]QH� WHUPLQiO\�QHY\VN\WXM~FH� VD� YR� Y]RURFK�� WDN� MH� UR]KRGQXWH�Qê� DM� SUREOpP� HNYLYDOHQFLH� Sre E-patterns 
(vymazávajúce vzory). 
 7LHWR� YêVOHGN\� QD]QDþXM~�� åH� ULHãHQLH� SUREOpPX� HNYLYDOHQFLH� SUH� (-patterns sa stáva MHGQRGXFKãtP�� DN� GR� WHUPLQiOQHM� DEHFHG\� ]DYHGLHPH� QRYp� StVPHQi�� =DWLD�� YãDN� ]RVWiYD�
otvorenou� RWi]ND�� þL� VD� HNYLYDOHQFLD� ]DFKRYi� SR� UR]šírení abecedy, ak originálna abeceda má DVSR����StVPHQi���SUH��-písmenovú abecedu sa nezachováva – pozri príklad vyššie). 
 =Gi� VD�� åH� KODYQi� SUtþLQD� SUREOpPRY� Y� UR]KRGRYDQt� HNYLYDOHQFLH� SUH� Y\PD]iYDM~FH� Y]RU\�
(E-patterns) je v WRP��åH�(-SDWWHUQV�P{åX�REVDKRYD"�YH�D�QDGE\WRþQêFK�SUHPHQQêFK��NWRUp�QLH�V~�SRWUHEQp�SUH�GHILQRYDQLH� MD]\ND��1DSUtNODG�NDåGê�EH]WHUPLQiORYê�(-pattern, ktorý obsahuje 
premennú vyskytujúcu sa v �RP�SUiYH�UD]��MH�HNYLYDOHQWQê�Y]RUX�;��= WRKR�Y\SOêYD��åH�DM�YH�PL�
rozdielne vyzerajúce E-Y]RU\� P{åX� E\"� HNYLYDOHQWQp�� ([LVWXMH� LVWi� WHFKQLND� QD� HOLPLQiFLX�QDGE\WRþQêFK� SUHPHQQêFK�� NWRUi� VD� Gi� SRXåL"� QD� ULHãHQLH� HNYLYDOHQFLH� Y istých špeciálnych SUtSDGRFK��3UH�KOEãLH�ãW~GLXP�QD]QDþHQHM�SUREOHPDWLN\�RGSRU~þDPH�>�@�D�>R�@� 
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2.4 Poh�ad z „druhej strany” 
 
 � � 7HUD]� WURFKX� EOLåãLH� SUHGVWDYtPH� WURFKX� LQê� SRK�DG� QD� SDWWHUQ� ODQJXDJHV�� NWRUê� Y\FKiG]D� ]� � �S{YRGQHM� PRWLYiFLH� SUH� LFK� VN~PDQLH�� XYHGLHPH� DM� QLHNR�NR� RWYRUHQêFK� SUREOpPRY� Y� WHMWR�REODVWL�� 1D� XSUHVQHQLH� WRKR�� þR� QDSRYHGi� QDGSLV� WHMWR� SRGNDSLWRO\�� SRYLHPH� WR�NR�� åH� WHUD]�EXGHPH�PD"� QDMVN{U�N� GLVSR]tFLL� QHMDNê� MD]\N� �PQRåLQX�Y]RULHN�� D�EXGHPH�K�DGD"� þR�PRåQR�
najlepší popisný vzor (descriptive pattern), ktorý rešpektujú všetky slová v danom jazyku. 3RåLDGDYND�QD�þR�QDMOHSãt�SRSLVQê�Y]RU�Pi�]P\VHO��NHE\�VPH�K�DGDOL�OHQ�QHMDNê�SRSLVQê�Y]RU��WDN�QDSUtNODG�Y]RU�;�E\�Y\KRYRYDO�SUH�NDåG~�QHSUi]GQX�PQRåLQX�Y]RULHN��WHQ�QiP�YãDN�QHGiYD�åLDGQX� SUHGVWDYX� R� ãWUXNW~UH� VORY�� DN� WDP� QHMDNi� H[LVWXMH�� -D]\N� GHILQRYDQê� WêPWR� K�DGDQêP�Y]RURP�EXGH�VDPR]UHMPH�þDVWR�YlþãLD�PQRåLQD��DNR�MD]\N��NX�NWRUpPX�WHQ�Y]RU�K�DGiPH��PXVt�YãDN� REVDKRYD"� YãHWN\� MHKR� VORYi��1DMOHSãtP�Y]RURP� VD�P\VOt� Y]RU�� NWRUê� GHILQXMH� þR�PRåQR�QDMPHQãt� MD]\N� �Y� ]P\VOH� PQRåLQRYHM� LQNO~]LH��� NWRUê� MH� QDGPQRåLQRX� S{YRGQpKR� MD]\ND��1LHNHG\� P{åHPH� QiMV"� DM� YLDFHUR� ³QDMOHSãtFK´� Y]RURY�� PHG]L� NWRUêPL� QHPRåQR� UR]KRGQ~"��NWRUê�]�QLFK�MH�OHSãt��MD]\N\�GHILQRYDQp�WêPLWR�Y]RUPL�V~�QDY]iMRP�QHSRURYQDWH�Qp�D�DNêNR�YHN�Y]RU�� NWRUê� GHILQXMH� PHQãLX� PQRåLQX� DNR� NWRUêNR�YHN� ]� ³QDMOHSãtFK´� Y]RURY� Xå� QHREVDKXMH�
všetky VORYi� ]�PQRåLQ\� Y]RULHN���7DNêWR�SUtVWXS� MH�RE]YOiã"� YKRGQê��NH�� VD�PQRåLQD�Y]RULHN��Y]RURYêFK�SUtNODGRY��]YlþãXMH��QDSUtNODG�SUL�QHMDNRP�SURFHVH�XþHQLD��7X�VD�SDWWHUQ�ODQJXDJHV�XND]XM~�DNR�YH�PL�SULURG]HQê�PRGHO�QD�UHSUH]HQWiFLX�QHMDNHM�PQRåLQ\�Y]RULHN� 
 � 9� WHyULL� VWURMRYpKR�XþHQLD� VD�QHUD]� VWUHWiYDPH�DM� V� GYRPD�PQRåLQDPL� - prvky jednej z nich FKFHPH� ]KUQ~"� GR� FLH�RYpKR� MD]\ND� �P{åHPH� MX� QD]YD"� PQRåLQRX� SR]LWtYQ\FK� SUtNODGRY�� D�SUYN\�GUXKHM�QLH��PQRåLQD�QHJDWtYQ\FK�SUtNODGRY���3UYi�]�QLFK�–�PQRåLQD�SR]LWtYnych príkladov. 9�WDNRP�SUtSDGH�K�DGiPH�Y]RU��NWRUê�Pi�SRSRVLYD"�PQRåLQX�SR]LWtYQ\FK�SUtNODGRY�D�]iURYH��MD]\N��NWRUê�MH�QtP�GHILQRYDQê��QHVPLH�REVDKRYD"�GDQp�QHJDWtYQH�SUtNODG\� 
 
 
Príklad 2.4.1: 
F = {010100, 00100100, 01101100, 0001000100, 0111011100, 010110101100, 001010010100} $N�VD�EOLåãLH�SR]ULHPH�QD�VORYi��NWRUp�WYRULD�PQRåLQX�)��XUþLWH�VL�YãLPQHPH��åH�QDSUtNODG�YãHWN\�VORYi� ]DþtQDM~� ]QDNRP� �� D� NRQþLD� ���� W~WR� VNXWRþQRV"� PRåQR� �DKNR� Y\MDGUL"� Y]RURP� �;����6N~VPH� QiMV"� QLHNR�NR� OHSãtFK� QHY\PD]iYDM~FLFK� Y]RURY�� NWRUp� SRSLVXM~� PQRåLQX� )�� SUL�
EOLåãRP� SRK�DGH� �DKNR� YLGQR�� åH� GDQp� VORYi� UHãSRNWXM~� Y]RU� �;�;���� ;�∈ {0, 1}+���DOãLH�
nevymazávajúce vzory popisujúce F sú napríklad: XX00, 0XX0, XXYY, 0X00, 0X100. Ak 
pripustíme aj vymazávajúce vzory, tak popisným vzRURP� P{åH� E\"� QDSU�� DM� �;��;����� 9�
niektorých prípaduch sú prípustné aj iné typy vzorov okrem tých základných, ktoré sme GHILQRYDOL�QD�]DþLDWNX�GUXKHM�NDSLWRO\��3UHPHQQêFK�YR�Y]RUH�P{åH�E\"�YLDFHUR�W\SRY��QDSUtNODG�
XR (premennú XR nahrádzame reverzom slova, ktorým sme nahradili premennú X). V takom SUtSDGH�MH�SRSLVQêP�Y]RURP�SUH�PQRåLQX�)�DM��;��;R�����3UL�WURFKX�EOLåãRP�SRK�DGH�PXVt�E\"�KQH��]UHMPp��åH�QLH�YãHWN\�Y]RU\�SRSLVXM~�)�URYQDNR�GREUH��1DMOHSãtP�SRSLVRP�SUH�PQRåQX�)�
sú samozrejme tie vzory, ktoré JHQHUXM~�QDMPHQãLX�PQRåLQX��Y]K�DGRP�QD�PQRåLQRY~�LQNO~]LX���
V tomto prípade sú to 0X10X100 a 0X10XR100 (sú vymazávajúce, no samozrejme, niekedy P{åHPH�FKFLH"�QiMV"�þR�PRåQR�QDMOHSãt�QHY\PD]iYDM~FL�Y]RU��Y�WRPWR�SUtSDGH�E\�WR�EROL�Y]RU\�
0X100 a 0X0X00 ). TDNêPWR� SUtVWXSRP� VD� SRN~ãD"� RGKDGQ~"� ãWUXNW~UX� VORY� QDSU�� NH��QHSR]QiPH�FHO~�PQRåLQX��UHVS��YêVOHGNRY��NWRUp�PRåQR�SRStVD"�DNR�VORYi�]�QHMDNpKR�MD]\ND���3RNLD�� ]tVNDPH� QRYp� YêVOHGN\� DOHER� VD� QDãD� QH~SOQi� PQRåLQD� QHMDNêP� VS{VRERP� UR]UDVWLH�
(napr. pri procesH� XþHQLD��� MH� GRV"� PRåQp�� åH� SRVWXSQH� EXGHPH� P{F"� Y\O~þL"� QLHNWRUp� ]�QDMOHSãtFK� DOWHUQDWtYQ\FK� Y]RURY� D� SULEOtåL"� VD� WDN� RþDNiYDQpPX� WYDUX� VORY�� NWRUp� PDM~� GR�PQRåLQ\�SDWUL"� 
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7HUD]�VWUXþQH�VIRUPDOL]XMPH�SRMHP�SRSLVQê�Y]RU��GHVFULSWLYH�SDWWHUQ�� 
 
Definícia 2.4.2: Nech Z ∈ {E, 1(`�D���DEHFHGD�WHUPLQiOQ\FK�V\PERORY��+�DGDQê�popisný vzor 
��SUH�PQRåLQX�)�⊆��+�PXVt�VS��D"� 
 

1) F ⊆ L=������ �  
2) 1HH[LVWXMH��0�WDNê��åH�)�⊆ L=����0) ⊂ L=������ � � �  

 
Inak povedané, L=������ MH� QDMPHQãLD� PQRåLQD�� NWRUi� REVDKXMH� YãHWN\� VORYi� ]� )�� $NR� Xå� EROR�VSRPHQXp�Y�~YRGH��QHGi�VD�Y\O~þL"��åH�QiMGHPH�YLDFHUR�Y]RURY���V�GDQRX�YODVWQRV"RX��SULþRP�SUtVOXãQp�PQRåLQ\�MD]\NRY�/=������EXG~�QDY]iMRP�QHSRURYQDWH�Qp� 
 $N�)�MH�NRQHþQi��YLHPH�]RVWURML"�SRSLVQê�Y]RU�DOJRULWPLFN\��SUH�1(- aj E- patterns),�SULþRP�SUH�
NE-SDWWHUQV� H[LVWXMH� ]D� VSOQHQLD� XUþLWêFK� SRGPLHQRN� DM� HIHNWtYQ\� DOJRULWPXV� �QLH� KRUãt� DNR�
polynomiálny), pre E-SDWWHUQV�QLH�MH�]QiPH��þL�H[LVWXMH�HIHNWtYQ\�DOJRULWPXV��7DNWLHå�QLH�]QiPH��þL�QHNRQHþQi�PQRåLQD��QDSU��QHMDNê�EH]NRQWH[WRYê�MD]\N��QXWQH�PXVt�PD"�SRSLVQê�Y]RU�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
 3RNLD��XYDåXMHPH�NRQHþQp�PQRåLQ\�SR]LWtYQ\FK�DM�QHJDWtYQ\FK�SUtNODGRY��R]QDþPH�VL� LFK�DNR�
F1 a F2��WDN�SRWRP�K�DGiPH�WDNê�Y]RU����NWRUê�VS��D�QDVOHGXM~FX�SRGPLHQNX��  
 

F1 ⊆ LΝΕ����D�)2 ∩ LNE���� �∅ 

         3UREOpP�K�DGDQLD�WDNpKRWR�Y]RUX�VD�QD]êYD�pattern consistency problem. 
 1HEXGHPH� VD� KOEãLH� S~ã"D"� GR� WHyULH� VWURMRYpKR� XþHQLD�� WX� VPH� DVSR�� QD]QDþLOL�� DNê� Yê]QDP�P{åH� PD"� QDPL� ãWXGRYDQi� SUREOHPDWLND� DM� SUH� LQp� REODVWL�� 3UH� þLWDWH�D� V� KOEãtP� ]iXMPRP� R�QD]QDþHQp� SUREOpP\� P{åHPH� RGSRUXþL"� QDSU�� >�@�� >R�@� �K�DGDQLH� SRSLVQpKR� Y]RUX� N� GDQHM�PQRåLQH���>R�@��HIHNWtYQHMãt�DOJRULWPXV�SUH�QiMGHQLH�SRSLVQpKRP�Y]RUX�Y�UiPFL�WULHG\�3/NE���þL�
[o5] (k pattern consistency problem). 
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����9LDF]QDþQRV" 
 
 
  1D� WRPRWR�PLHVWH� VL� QLHþR� SRYLHPH� R� YLDF]QDþQRVWL� YR� Y]RURFK� DOHER� SUHVQHMãLH�� DN�PiPH�
daný nejaký vzor .� D� VORYR� Z ∈ LZ�.�� �= ∈ ^(�� 1(`��� WDN� P{åH� H[LVWRYD"� YLDFHUR� PRåQRVWt�
nahradenia premenných terminálnymi slovami takých, ktoré vedú k slovu w. Rôznym QDKUDGHQLDP� SUHPHQQêFK� EXG~� VDPR]UHMPH� ]RGSRYHGD"� U{]QH� KRPRPRUIL]P\�� NWRUp� Y]RU� .�
zobrazia na to isté slovo. Ide teda o istý druh nedeterminizmu vo vzoroch. Túto tému nebudeme UR]REHUD"� SUtOLã� SRGUREQH�� QD]QDþtPH� YãDN� QLektoré otvorené problémy. Podrobnejšie túto SUREOHPDWLNX�UR]REHUDM~�þOiQN\�>�@�D�>R�@� 
 
 
 
Príklad 2.5.1��0DMPH�Y]RU��� �;<;�D�VORYR�]�/NE�����Z� �D3ba3. 
Existujú 3 rôzne nevymazávajúce homomorfizmy hi, pre ktoré w = hi�����L = 1, 2, 3, konkrétne: 
 

h1(X) = a    h2(X) = a2      h3(X) = a3 
h1(Y) = a2ba2     h2(Y) = aba     h3(Y) = b 

 
V prípade E-SDWWHUQV� H[LVWXM~� RNUHP� WURFK� XYHGHQêFK� HãWH� �DOãLH� GYD� KRPRPRUIL]P\�� NWRUp�]REUD]LD�Y]RU���QD�VORYR�Z��D�WR�  
  
      h4�;�� �0� � � � � � � � � � � � � � � � K5(X) = a3ba3 
      h4(Y) = a3ba3            h5(Y) = 0 
 +RYRUtPH��åH�VWXSH��QHXUþLWRVWL�VORYD�Z�MH���Y�SUtSDGH�1(-patterns a 5 v prípade E-patterns. 
 
2]QDþHQLH��6WXSH��QHXUþLWRVWL�VORYD�Z��GHJUHH�RI�DPELJXLW\��EXGHPH�R]QDþRYD"�GHJa(w). 
 
2]QDþHQLH�� 1HFK� �� MH� Y]RU� D� Z� WHUPLQálny re"D]HF�� 2]QDþPH� +Z���� Z�� ���� � =�∈ {E, NE}, 
PQRåLQX� KRPRPRUIL]PRY� �UHVS�� 1(-KRPRPRUIL]PRY�� ]R� �� ∪ YDU����* →� �* stabilných pre WHUPLQiO\�WDNêFK��åH�K��� Z��3RG�YDU����UR]XPLHPH�PQRåLQX�SUHPHQQêFK�Y\VN\WXM~FLFK�VD�YR�Y]RUH��� 
 
Definícia 2.5.2: Nech Z ∈ {E, NE}. 6WXSH��QHXUþLWRVWL (degree of ambiguity) pre daný Z-pattern 
(Z-Y]RU����MH�WDNp�þtVOR�N�≥ 1, pre ktoré platí: 
 

1) |HZ����Z����_�≤ k pre všetky w ∈��*  
2) |HZ����Z����_� �N�SUH�QHMDNé w ∈��*  

 
$N�WDNp�N�QHH[LVWXMH��SRWRP�VWXSH��QHXUþLWRVWL�MH�∞. 
 
Drobná poznámka k danej definícii��1LH� MH�]Op� VL�XYHGRPL"�� åH�DN�QLHNWRUp�Z�∈��* nepatrí do MD]\ND�GHILQRYDQpKR�GDQêP�Y]RURP��WDN�PRKXWQRV"�SUtVOXãQHM�PQRåLQ\�KRPRPRUIL]PRY�MH����  
 $N�VWXSH��QHXUþLWRVWL�Y]RUX���EXGH�N��EXGHPH�WR�Y��DOãRP�]QDþL"�DNR�GHJa���� �N� 
 
 
PrejdLPH��DOHM��N�MD]\NRP� 
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Definícia 2.5.3: Nech Z ∈ {E, NE}. Z-SDWWHUQ� ODQJXDJH� /� Pi� VWXSH�� QHXUþLWRVWL� N ≥ 1, ak 
L = LZ���� SUH� QHMDNý vzor ��� SUH� NWRUý platí: dega��� = N� D� QHH[LVWXMH��1� WDNê�� åH� / = LZ��1) a 
dega��1) < k. Ak také k neexistuje, potom dega(L) = ∞. Ak dega�/��  � ��� KRYRUtPH�� åH� /� MH�MHGQR]QDþQê��Y�RSDþQRP�SUtSDGH�KRYRUtPH��åH�/�MH�YQ~WRUQH�YLDF]QDþQê� 
 
Veta 2.5.4:�1HFK���MH�QHMDNý NE-pattern. Potom dega���� �GHJa(LNE����� 
 
Dôkaz: Uvedené tvrdenie triviálne vyplýva z IDNWX��åH�GYD�MD]\N\�] PLNE sú ekvivalentné práve YWHG\��NH��LFK�GHILQXM~�GYD�Y]RU\��NWRUp�V~�Då�QD�Qi]Y\�SUHPHQQêFK��]KRGQp��SR]UL�YHWX�������� 
 
Pre E-patterns analogická veta neplatí. Napríklad �*� VD� Gi� GHILQRYD"� (-patternom X, ktorého VWXSH��QHXUþLWRVWL�MH����SUHWR�DM�VWXSH��QHXUþLWRVWL�MD]\ND��*�MH����WHGD�MH�WR�MHGQR]QDþQê�MD]\N���
7HQ�LVWê�MD]\N�MH�DOH�PRåQp�GHILQRYD"�DM�(-SDWWHUQRP�;<��NWRUpKR�VWXSH��QHXUþLWRVWL�MH�∞. 
 
 

 
8UþRYDQLH�VWXS�D�QHXUþLWRVWL 

 
Veta 2.5.5: Nech Z ∈ {E, NE}. Pre daný Z-SDWWHUQ� �� D� SULURG]HQp� þtVOR� N� YLHPH� HIektívne UR]KRGQ~"��þL���MH�YLDF]QDþQê�VWXS�D�DVSR��N� 
 =�SUHGFKiG]DM~FHM�YHW\�Y\SOêYD��åH�YLHPH�HIHNWtYQH�UR]KRGQ~"��þL�GHJa��� N��GHJa����N�DOHER�þL�
��MH�MHGQR]QDþQê� 
 
Otvoreným problémom�]RVWiYD�UR]KRGRYDQLH�RWi]N\��þL�GHJa���� �∞. 
 
Z viet 2.5.4 a 2.5.5 Y\SOêYD�DOJRULWPLFNi�UR]KRGQXWH�QRV"�RWi]N\��þL�GHJa(L) = k pre nejaký NE-
pattern language. Pre E-pattern languages (PLE�� ]RVWiYD� WiWR� LVWi� RWi]ND� ]DWLD�� otvoreným 
problémom�D�VLWXiFLD�MH�Y�WRPWR�SUtSDGH�PRåQR�R�WR�NRPSOLNRYDQHMãLD��åH�]DWLD��DM�HNYLYDOHQFia 
pre PLE je otvorený problém. 
 
-H�MHGQRGXFKp�NRQãWUXRYD"�Y]RU\�V�GHJa =1 alebo ∞. 9R�YãHREHFQRVWL�MH�"DåNp�GRNi]D"��åH�GDQê�Y]RU�Pi�NRQHþQê�GHJa>1. 3UH�]DXMtPDYRV"�PRåQR�XYLHV"��åH�QDSUtNODG�WDNê�Y]RU�;DE;EFD<DEF<�Pi�GHJa = 2 (ako NE- aj 
E-vzor). Najlepší známy príklad vzoru s dega� ��Pi�G�åNX����� D�QDMNUDWãLH� VORYR�� NWRUp�Pi���U{]QH�UR]NODG\�SRG�D�WRKRWR�Y]RUX�Pi�G�åNX������ 
 
Veta 2.5.6: Nech Z ∈ {E, NE}. Pre všetky m,n ≥� �� VD� Gi� HIHNWtYQH� VNRQãWUXRYD" Z-pattern so VWXS�RP�QHXUþLWRVWL��GHJa) 2

m3n. 
Otvorená otázka�MH��þL�SUH�YãHWN\�N�≥���H[LVWXMH�Y]RU�VR�VWXS�RP�QHXUþLWRVWL�SUHVQH�N� 
 3UH�þLWDWH�D��NWRUpKR�E\�WiWR�SUREOHPDWLND�]DXMDOD�P{åHPH�RGSRUXþL"�QDSUtNODG�>�@�D�>R�@� 
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Kapitola 3 
 

Multi-pattern languages 
 

 
 
 
 

 
  Prejdime teraz k prirodzenému zovšeobecneniu definície pattern languages z predchádzajúcich NDSLWRO��7HUD]�VD�QHEXGHPH�SUL�GHILQtFLL� MD]\ND�REPHG]RYD"� OHQ�QD�MHGHQ�Y]RU��DOH�N�GLVSR]tFLL�EXGHPH� PD"� NRQHþQ~� PQRåLQX� Y]RURY�� 9� WDNRP� SUtSDGH� EXGH� YêVOHGQê� MD]\N� ]MHGQRWHQtP�
jazykov definovaných jednotlivými vzormi -� EXGHPH� KRYRUL"� R� PXOWL-pattern languages. 3ULHEHåQH� EXGHPH� GDQê� PRGHO� NRPSOLNRYD"� DM� WêP�� åH� SUHPHQQp� Y� GDQRP� Y]RUH� QHEXGHPH�QDKUiG]D"��XERYR�QêP��SUtSDGQH��XERYR�QêP�QHSUi]GQ\P�VORYRP��DNR�WRPX�EROR�GRWHUD]��DOH�NX� NDåGHM� SUHPHQQHM� EXGe priradený� NRQNUpWQ\� MD]\N�� NWRUpKR� VORYDPL� EXGHPH� QDKUiG]"�
príslušnú premennú.  
 
  Ešte krátka poznámka k praktickým aplikáciám: multi-SDWWHUQV� DOHER� PXOWLY]RU\� PRåQR� Y�PQRKêFK�SUtSDGRFK�SRXåL"�DM�QD�RYH�D�OHSãt�SRSLV�PQRåLQ\�Y]RULHN��DNR�NH��K�DGiPH�OHQ jeden SRSLVQê�Y]RU�SUH�YãHWN\�VORYi��0{åH�tV"�QDSUtNODG�R�PQRåLQX�VORY�V�GYRPD�U{]Q\PL�SUHIL[DPL��Y�WDNRP�SUtSDGH�VD�QD�SRSLV�KRGLD�RYH�D�OHSãLH�GYD�Y]RU\�DNR�OHQ�MHGHQ� 
 
 

3.1 Základné definície 
 

Definícia 3.1.1:�0XOWLY]RU��� MH�NRQHþQi�PQRåLQD�Y]RURY�� WHGD�� = ^�1, ..., �n`���i ∈ ( � ∪ V)+, NGH� �� � MH� WHUPLQálna abeceda, V = {X1, ..., Xn`� MH� PQRåLQD� SUHPHQQêFK�� L = 1, ..., n. Jazyk 
definovaný Z-PXOWLY]RURP���MH�/Z( � ) = LZ(�1) ∪ … ∪ LZ(�n), Z ∈ {E, NE}. 
 2]QDþPH�03/E(n), MPLNE(n) – triedy vymazávajúcich resp. nevymazávajúcich multi-pattern ODQJXDJHV�VWXS�D�Q��WLHWR�WULHG\�GRVWDQHPH�SRPRFRX�PXOWLY]RUX�V�SUiYH�Q�SUYNDPL��IRUPiOQH� 
MPLZ(n) = {L | L = LZ������SUH�QHMDNý multivzor � = ^�1, ..., �n}}, Z ∈ {E, NE}. 
 
�DOHM� R]QDþPH�03/E, MPLNE – triedy vymazávajúcich resp. nevymazávajúcich multi-pattern 
languages: MPLZ = ∪n≥0 MPLZ(n), Z ∈ {E, NE}. 
 
 
Veta 3.1.2: Triedy jazykov MPLE a MPLNE�V~�Då�QD�H[LVWHQFLX�MD]\NRY�REVDKXM~FLFK�0�URYQDNé, 
teda MPLE = MPLNE ∪ {L ∪ ^0`��/ ∈ MPLE}. 
 1D�]iNODGH�WHMWR�YHW\�EXGHPH�þDVWR�StVD"�PLHVWR�03/E a MPLNE len MPL. 
 
Napriek rovnosti tried MPLE a MPLNE, existujú rozdiely medzi vymazávajúcim a QHY\PD]iYDM~FLP� SUtSDGRP�� DN� MH� VWDQRYHQê� SHYQê� SRþHW� Y]RURY�� WHGD� WULHG\� 03/E(n) a 
MPLNE�Q��Xå�YR�YãHREHFQRVWL�QLH�V~�URYQDNp�SUH�SHYQp�Q� 
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TerD]�GRNiåHPH�QHNRQHþQ~�KLHUDUFKLX�WULHG�03/Z(n), Z ∈ {E, NE}. 
 
Veta 3.1.3: Triedy jazykov MPLE(n) a MPLNE�Q��WYRULD�QHNRQHþQ~�KLHUDUFKLX�SUH�Q ≥ 1: 
 

1) MPLE(n) ⊂ MPLE(n+1) 
2) MPLNE(n) ⊂ MPLNE(n+1) 

 
Dôkaz:�8YDåXMPH�SRVWXSQRV"�SUYRþtVHO��S1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ..... 
0DMPH��DOHM� MHGQRSUYNRY~�DEHFHGX��� �^D`�D�PXOWLY]RU��k = {Xp1, Xp2, ..., Xpk}, k ≥ 1 a nech 
Z ∈ {E, NE}. Slovo apk+1 ∈ L=��( �k+1��� VWDþt� QDKUDGL"� SUHPHQQ~� ;� YR� Y]RUH� ;pk slovom a. 3R]ULPH�VD�WHUD]�QD�WR��þL�VD�GDQp�VORYR�Dpk+1 nachádza v jazyku L=��( �k). Štruktúra slov v tomto 
jazyku vyzerá nasledovne: premenné nahrádzame slovami zo �* = a* (v prípade E-vzorov) resp. ]R� �+ = a+ (v prípade NE-vzorov), teda na základe definície budú v L=��( �k) slová 
am.p1, am.p2, ..., am.pk, m ≥ 0 (pre E-vzory) resp. m ≥ 1 (pre NE-vzory). Pre m ≥ 2 budú teda H[SRQHQW\� QHSUYRþtVHOQp�� QDMGOKãLH� VORYR� V� SUYRþtVHOQêP� H[SRQHQWRP� MH� Dpk, teda apk+1� XUþLWH�
nepatrí do L=��( �k), teda tvrdenie vety platí. 
 

� 
 
Dôsledok 3.1.4: PLZ ⊂ MPL, Z ∈ {E, NE}. 
 
Dôkaz: -H� ]UHMPp�� åH� 3/Z = MPLZ(1), Z ∈ {E, NE}. Ostatné vyplýva z definície 3.1.1 a 
vety 3.1.3. 

� 
                     
 
 

3.2 Uzáverové vlastnosti MPL 
 
 
Podobne ako triedy PLE a PLNE�� DM� WULHGD�03/� Pi� YH�PL� ]Op� X]iYHURYp� YODVWQRVWL�� NWRUp� V~�
zhrnuté v nasledujúcej vete 
 
Veta 3.2.1: MPL je anti-AFL a nie je uzavretá ani na prienik a komplement. 
 
Dôkaz: je takmer identický s dôkazom uzáverových vlastností pre triedy PLE a PLNE. V prípade MD]\NRY� QHSDWULDFLFK� GR� 03/� PRåQR� SRXåL"� SRGREQp� DUJXPHQW\� DNR� SUH� 3/E, PLNE (pozri 
vetu 2.2.8). 
 
ZjeGQRWHQLH��]UH"D]HQLH� 
Jazyky a+ a b ∈ MPL, a+

 ∪ b ∉ MPL ani a+
b ∉ MPL 

 
Iterácia: 

{ab} ∈ MPL, {ab}+ ∉ MPL 
 
Prienik s regulárnymi jazykmi: 

�* ∈ MPL pre všetky ���3UH�_�_ ≥ 2 existujú regulárne jazyky, ktoré nepatria do MPL. Nech je to 
RSl"�QDSU��a+

b��9H�PL��DKNR�YLGQR��åH�a+
b ∩ �* =  a

+
b. 
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Homomorfizmus (nevymazávajúci): 

Nech h(a) = ab. Jazyk a+ ∈ MPL, no h(a+) = {ab}
+ ∉ MPL. 

 
Inverzný homomorfizmus: 

Nech h(a) = 0��K�E� = b. Jazyk {b} ∈ MPL, ale h-1(b) = a*ba* ∉ MPL. 
 
Prienik: 

'RNiåHPH�URYQDNR�DNR�SUH�3/Z, Z ∈ {E, NE}, teda: 1HFK�� = ^D�� E`� D� . = ;;DE�� � = XbaX nech sú vzory. Prienik jazykov definovaných týmito 
Y]RUPL� MH�� /�.� ∩ /��� = {w ∈ �* | w = uuab = vbav pre nejaké slová u, v ∈ �*} = 
= {(ba)kb(ba)k+1b, k ≥ 0}. � � -D]\N� REVDKXM~FL� WDNpWR� VORYi� YãDN� QHP{åH� SDWUL"� GR� 03/�� SUHWRåH� QDSUtNODG� DD� QLH� MH�SRGVORYRP�åLDGQHKR�VORYD� 
 
Komplement: 

Jazyk L = {a, b}*ab{a, b}* ∈ MPL, Lc = b*a* ∉ MPL  
 9�QDVOHGXM~FHM�YHWH�XYLGtPH�DVSR��MHGHQ�PDOê�UR]GLHO�Y�SRURYQDQt�V�WULHGDPL�3/Z. 
 
Veta 3.2.2: MPL je uzavretá na zjednoteQLH�D�]UH"D]HQLH�SUH�GYD�MD]\N\�QDG�URYQDNRX�DEHFHGRX� 
 
Dôkaz:  
Zjednotenie: 

Nech L1, L2 ∈ MPL sú jazyky nad rovnakými abecedami generované multivzorami �1�UHVS���2. 1D� ]iNODGH� GHILQtFLH� ������ �DKNR� YLGQR�� åH� MD]\N� / = L1 ∪ L2 je generovaný multivzorom 
� = �1 ∪ �2. 
 
=UH"D]HQLH� $N� ]DEH]SHþtPH�� åH�PQRåLQ\� SUHPHQQêFK� Y\VN\WXM~FLFK� VD� Y�PXOWLY]RURFK��1� UHVS���2 budú 
disjunktné (napríklad vhodným premenovaním premenných v jednom z multivzorov, napr. v �2, R]QDþPH�VL��2 po premenovaní premenných ako �2’), tak poWRP�PXOWLY]RU���JHQHUXMúci jazyk 
L1L2�REVDKXMH�Y]RU\�.���NGH�. ∈ �1�D�� ∈ �2’. 
 
 
Pozrime sa ešte nakrátko na problém rozhodovania ekvivalencie a inklúzie pre MPL.  
 
Veta 3.2.3:�3UREOpP\�HNYLYDOHQFLD�DM�LQNO~]LH�V~�SUH�WULHGX�03/�QHUR]KRGQXWH�Qp� 
 
Dôkaz: Ke�åH�/��.� ⊆ L���� SUiYH�YWHG\��NH��/���� = L��.���� , tak uvedené tvrdenie vyplýva z 
QHUR]KRGQXWH�QRVWL�SUREOpPX�LQNO~]LH�SUH�3/Z (veta 2.3.6), Z ∈ {E, NE}. 
 8YHGRPPH�VL��åH�YHWD�SODWt�EH]�RK�DGX�QD�WR��þL�MH�]DWLD��RWYRUHQê�SUREOpP�HNYLYDOHQFLH�SUH�3/E 
ro]KRGQXWH�Qê� 
 
 7HUD]� SULVW~SLPH� N� �DOãLHPX� ]RYãHREHFQHQLX� WULHG\� 03/� D� VtFH�� åH� NX� NDåGHM� SUHPHQQHM�SULUDGtPH�QHMDNê� MD]\N�� NWRUpKR� VORYDPL� MX�EXGHPH�P{F"� QDKUiG]D"��8å�QHEXGHPH� UR]OLãRYD"�PHG]L�Y\PD]iYDM~FLPL�D�QHY\PD]iYDM~FLPL�Y]RUPL��Y��DOãtFK�~YDKiFK�WR�QHEXGH�G{OHåLWp�D�WR�DM�SUHWR�� åH� QD� YH�NRV"� GHILQRYDQêFK� WULHG� MD]\NRY� WR� Då� QD� SUi]GQH� VORYR� QHEXGH� PD"� åLDGHQ�YSO\Y��þR�GRNiåHPH�QHVN{U�SRPRFRX�YãHREHFQHMãLHKR�WYUGHQLD�Y��DOãHM�NDSLWROH��OHPD�������� 
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Definícia 3.2.4:�1HFK���MH�WHUPLQálna abeceda a V = { X1, ..., Xn�`�QHFK�MH�PQRåLQD�SUHPHQQêFK��1HFK� MH� NX� NDåGHM� SUHPHQQHM� ;i je priradený nejaký jazyk Di ⊆ �*�� L�  � ��� ����� Q�� 3RVWXSQRV"�
jazykov D1, ..., Dn� R]QDþPH� '�� 'i� EXGHPH� QD]êYD"� GRPpQRX� ;i (zn.: Di = dom(Xi)). Majme 
�DOHM�PQRåLQX�KRPRPRUIL]PRY�+D, pre ktorú platí:  
 

HD� �^K����∪V) →��* | h(a)=a pre všetky a∈���K�;i)∈Di , Xi∈V, i∈{1,...,n}}. 
 
Jazyk definovaný vzorom ��∈����∪ V)+�V�SRVWXSQRV"RX�GRPpQ�SUHPHQQêFK�'�MH�/ D��� ^�K����_�
h ∈ HD}. 
 
Poznámka: Pre vymazávajúce (E-patterns) resp. nevymazávajúce vzory (NE-patterns), teda pre 
triedy PLE a PLNE a tak isto aj pre MPLE a MPLNE platí: Di = �* resp. Di = �+ pre všetky 
i = 1, ..., n. 
 
 
Definícia 3.2.5:� 1HFK� � = ^�1, ..., �n} je multivzor, V = {X1, ..., Xn`� PQRåLQD� SUHPHQQêFK� D�
D = D1, ..., Dn nech je� SRVWXSQRV"� GRPpQ�� NWRUp� V~� SULUDGHQp� N� SUHPHQQêP�� -D]\N� GHILQRYDQê�
PXOWLY]RURP���V�SRVWXSQRV"RX�GRPpQ�'�MH�/D( � ) = LD(�1) ∪ … ∪ LD(�n). 
 
2]QDþHQLH� Nech F je nejaká trieda jazykov. Potom triedu jazykov {LD���� �� _��� MH�PXOWLY]RU��
D = D1, ...,Dn pre nejaké D1, ...,Dn ∈ F`� EXGHPH� R]QDþRYD"� DNR� 03/F. Teda napríklad pre 
F = FIN (REG, CF, ...) máme MPLFIN (MPLREG, MPLCF, ...). 
 
Príklad 3.2.6:  
Nech V = { X1�`���� �^D��E`���1 = X1X1, D1� ��* 
 
        LD��1) = {ww | w ∈ {a, b}*} 
    
V tomto prípade sa samozrejme jedná len o ÄRE\þDMQê³� (-SDWWHUQ�� YãLPQLPH� VL� YãDN�� åH�
LD��1) ∈ MPLREG, hoci LD��1) ∉ CF. 
 
 
Príklad 3.2.7: 
Nech V = { X1, X2�`���� �^D��E��F`���2 = X1X2cX2X1, D1 = {a}+, D2 = {b}+ 
 
       LD��2) = {anbmcbman | m,n ≥ 1} 
       LD��2) ∈ MPLREG, LD��2) ∉ REG 
 
 
Príklad 3.2.8: 
Nech V  �^�;��<�`���� �^D��E��F`���3 = baXaYX, dom(X) = D1 ={b}*, dom(Y) = D2 = {c}* 

 
       LD��3) = {babmacnbm | m,n ≥0}. 
 
 
Lema 3.2.9: Ak L ⊆��*D�V~þDVQH�/�∈ F, kde F je nejaká trieda jazykov, potom L ∈ MPLF. 
 
Dôkaz: Nech V = { X1 },��� �;1, D1� �/��RGWLD��LKQH��GRVWiYDPH��/D���� �/� 
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1DVOHGXM~FH�OHP\�XYHGLHPH�EH]�G{ND]X��LFK�SODWQRV"�Y\SOêYD�]R�YãHREHFQHMãtFK�WYUGHQt�Y��DOãHM�
kapitole. 
 
Lema 3.2.10: { anbn | n ≥ 1} ∉ MPLREG 
 
Lema 3.2.11: { anbncn | n ≥ 1} ∉ MPLCF 
 
Lema 3.2.12: PrH�NDåGê�PXOWLY]RU����QDG�DEHFHGRX���D�PQRåLQRX�Y]RURY�9� �{ X1, ..., Xn }) a 
D = D1, ... , Dn, Di ∈� )� �L�  � ��� ����� Q�� H[LVWXMH� PXOWLY]RU� �¶� �QDG� �� D� 9� �� WDNê�� åH�
LD( � ) = LD’( �¶ ) pre D’ = (D1 – ^0`��������'n – ^0`�� 
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Kapitola 4 
 1HNRQHþQp�PXOWLY]RU\ 

 
 
 
 
 
 
 9�WHMWR�NDSLWROH�SULVW~SLPH�N��DOãLHPX�]RYãHREHFQHQLX��NRQNUpWQH��PXOWLY]RU�EXGH� WHUD]�P{F"�E\"� DM� QHNRQHþQi� PQRåLQD�� WHGD��� EXGH� SR]RVWiYD"� ]� QHNRQHþQpKR� SRþWX� Y]RURY� QDG� GDQRX�DEHFHGRX� D� PQRåLQRX� SUHPHQQêFK�� 6DPR]UHMPH�� åH� QD� PQRåLQX� �� EXGH� WUHED� NOiV"� QHMDNp�
rozumné obmedzenia. %XGHPH� VD� ]DREHUD"� SUtSDGPL�� NH�� �� EXGH� UHJXOárny alebo EH]NRQWH[WRYê�MD]\N��9ãLPQLPH�VL��åH�Y�WRPWR�SUtSDGH�VD�LPSOLFLWQH�MHGQi�R�DN~VL�GYRM~URY�RY~�
štruktúru, kde na prvej úrovni bXGH� PXVLH"� E\"� QHMDNp� ]DULDGHQLH� �QDSU�� JUDPDWLND�� QD�GHILQRYDQLH�QHNRQHþQHM�PQRåLQ\�Y]RURY��NWRUp�SRWRP�QD�GUXKHM�~URYQL�LQWHUSUHWXMHPH� 
 
 

4.1 Základné definície a vlastnosti 
 
Definícia 4.1.1:� 1HFK� � � MH� QHNRQHþQê� PXOWLY]RU�� 9 = {X1, ..., Xn`� PQRåLQD� SUHPenných a 
D = D1, ..., Dn� QHFK� MH� SRVWXSQRV"� GRPpQ�� NWRUp� V~� SULUDGHQp� N� SUHPHQQêP�� -D]\N� GHILQRYDQê�QHNRQHþQêP�PXOWLY]RURP���V�SRVWXSQRV"RX�GRPpQ�'�MH�LD( � ) = ∪�∈� LD( � ). 
 
 
2]QDþHQLH��7ULHG\�MD]\NRY�GHILQRYDQp�SRPRFRX�QHNRQHþQêFK�PXOWLY]RURY�ERGHPH�R]QDþRYD"�
ako PL(F1, F2���NGH�� ∈ F1 a domény premenných budú z F2. 
 
Poznámka: 3UH�Xå�]QiPH�WULHG\�W\SX�03/F�Y�]P\VOH�SUiYH�GHILQRYDQpKR�R]QDþHQLD�GRVWiYDPH��
MPLF = PL(FIN, F), kde F je nejaká trieda jazykov, z ktorej sú domény premenných. 
 
 
Nasledujúce dve lemy nám v istom zmysle definujú akési normálne tvary domén premenných, SUHVQHMãLH�� åH� DN� ]DNiåHPH� NRQHþQp� D� EH]-HSVLORQRYp� GRPpQ\� SUHPHQQêFK�� YH�NRV"� WULHG\�
PL(F1, F2) s uvedenými obmedzeniami sa nezmení. 
 
Lema 4.1.2: Nech F1 je trieda jazykov uzavretá na ]MHGQRWHQLH�D��XERYR�Qê�KRPRPRUIL]PXV�D�
F2 nech je uzavretá na rozdiel s {0`��3RWRP�SUH�NDåGê�MD]\N�/ ∈ PL(F1, F2��H[LVWXMH��¶�∈ F1 a 
D1’, ... , Dn’ ∈ F2�WDNp��åH�/� �/D’���¶��D�åLDGQH�'i’, i = 1, .... , Q��QHREVDKXMH�0���6DPR]UHMPH��åH�
L = LD������SUH�QHjaké ��∈ F1 a domény pre premenné v postupnosti D sú z triedy F2.) 
 
Dôkaz:� 3UHGSRNODGDMPH�� åH� /�  � /D�� �� ��� SULþRP� QLHNWRUp� MD]\N\� ]� '� P{åX� REVDKRYD"� 0��
Skonštruujeme �¶�WDNp��åH�/� �/D’���¶����NGH�Y�'¶�EXGú tie isté jazyky ako v D, ale bez 0��1HFK�
ED je mQRåLQD�WDNêFK�KRPRPRUIL]PRY��åH�SUH�NDåGp�K�∈ ED platí nasledovné: 
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                           h(a) = a pre a ∈�� 
                           h(Xi) = Xi�DN�0�∉ Di 
                           h(Xi) ∈�^�0��;i�`�DN�0�∈ Di  
                           (samozrejPH��åH�L� ���������Q� 
 
0QRåLQD� (D� MH� NRQHþQi�� 1DãD� QRYi� PQRåLQD� Y]RURY� � = ∪(h∈ED) h( � ) a 
D’ = (D1-^0`� ..., Dn-{0`��� -H� ]UHMPp�� åH��¶ ∈ F1 a LD( � ) = LD’( �¶����¶� REVDKXMH� Yšetky tie Y]RU\�� þR���� RNUHP� WRKR� MH� RERKDWHQi� R� YãHWN\� WDNp� Y]RU\�� NWRUp�PRåQR� ]tVND"� QDKUiG]DQtP�
premenných vo vzoroch z ��]D�0��VDPR]UHMPH�OHQ�WDP��NGH�SUíslušná doména danej premennej to 
0�REVDKXMH�� 

� 
 
 
Lema 4.1.3: Nech F1� MH� WULHGD�MD]\NRY�X]DYUHWi�QD�]MHGQRWHQLH�D��XERYR�Qê�KRPRPRUIL]PXV�D�
F2� QHFK� MH��XERYR�Qi� WULHGD� MD]\NRY��3RWRP�SUH�NDåGê� MD]\N�/ ∈ PL(F1, F2�� H[LVWXMH�� ∈ F1 a 
D1, ...,Dn ∈ F2�WDNp��åH�/ = LD( � ��D�NDåGê�]�MD]\NRY�'i (i = 1, ..., Q��MH�QHNRQHþQê� 
 
Dôkaz:�=iNODGQi�P\ãOLHQND�MH��åH�DN�MH�N�QLHNWRUHM�SUHPHQQHM��SUHPHQQêFK�MH�NRQHþQê�SRþHW��SULUDGHQê� NRQHþQê� MDzyk, tak príslušnú premennú nahrádzame postupne všetkými slovami z GDQpKR�NRQHþQpKR�MD]\ND�YR�YãHWNêFK�Y]RURFK��Y]RURY�P{åH�E\"�VDPR]UHMPH�QHNRQHþQH�YH�D��]DYHGLH�VD�YKRGQi�PQRåLQD�KRPRPUIL]PRY���7êP�]tVNDPH�QRY~�PQRåLQX�Y]RURY��Y�NWRUêFK�VD�
premenná, ku kWRUHM�ERO�SULUDGHQê�NRQHþQê�MD]\N��Xå�QHY\VN\WXMH�D�GDQê�NRQHþQê�MD]\N�P{åHPH�Y\ãNUWQ~"�]�SRVWXSQRVWL�MD]\NRY�SULUDGHQêFK�N�SUHPHQQêP��7HQWR�SRVWXS�RSDNXMHPH��Då�NêP�VD�QH]EDYtPH�YãHWNêFK�SUHPHQQêFK�V�NRQHþQRX�GRPpQRX��0DOR�E\�E\"�]UHMPp��åH�MD]\N�]tVNDQê�z QRYHM�PQRåLQ\�Y]RURY�EXGH�WHQ�LVWê� 
 
Formálne��1HFK���∈ ( V ∪����* a D1, ..., Dn ⊆��*��3UHGSRNODGDMPH��åH�QLHNWRUp�'i (1 ≤ i ≤ n) je 
NRQHþQp��8YDåXMPH�(i –�PQRåLQX�KRPRPRUIL]PRY�K����9�∪����* → ( V ∪����*�WDN~��åH 
         
                            h(a) = a   a ∈�� 
                            h(Xj) = Xj  pre j ≠ i, (1 ≤ j ≤ n) 
                            h(Xi) ∈ Di 
 
0QRåLQD�(i�MH�NRQHþQi��WDNåH�DM�QDãD�QRYi�PQRåLQD�Y]RURY��¶� �∪h∈Ei�K������SDWUí do triedy F1. 9]RU\�Y��¶�Xå�QHREVDKXM~�SUHPHQQ~�;i. Pre D’ = D \ Di platí: LD������ �/D’���¶���2SDNRYDQím WRKRWR� SRVWXSX� SUH� NDåG~� SUHPHQQ~� V� NRQHþQRX� GRPpQRX� VD� QDNRQLHF� GRSUDFXMHPH�N� QHMDNHM�PQRåLQH� Y]RURY�� SRYHG]PH��´�� D�PQRåLQH� GRPpQ�'´�� SUH� NWRUp� SODWt�� /D���� ��  � /D”���´�� D�NDåGê�MD]\N�Y�SRVWXSQRVWL�'´�MH�QHNRQHþQê��P{åH�VD�VWD"�DM�WR��åH�'´�EXGH�SUi]GQD�� 

� 
 
Na základe predchádzajúcich 2 liem budeme m{F"� SUL� SUiFL� V� 3/�� )1, F2� �� SUHGSRNODGD"�� åH�GRPpQ\�SUHPHQQêFK�V~�QHNRQHþQp�D EH]�0��RNUHP�SUtSDGX��NH��)1 = SNG). 
 
Lema 4.1.4 (pumpovacia pre PL( REG, REG )): 3UH� NDåGê� MD]\N� /� ∈ PL( REG, REG ) 
H[LVWXM~�NRQãWDQW\�S�D�V�WDNp��åH�NDåGp�Z�∈�/��_Z_�!�S��VD�Gi�QDStVD"�Y�WYDUH�Z� �X1xu2x...ukxuk+1, 
1 ≤ k ≤ s, x ≠ 0�D�X1x

iu2x
i ...ukx

iuk+1 ∈ L pre všetky i ≥ 1. 
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Dôsledok 4.1.5: Ak L = LD���� ��SUH�QHNRQHþQp���∈ REG, tak potom existuje w ∈�/� WDNp��åH�
w = uxy, x ≠ 0�D�X[iy ∈ L pre všetky i ≥ ���1D�W\SH�MD]\NRY�]�'�QH]iOHåt� 
 
 
 
Lema 4.1.6 (pumpovacia pre PL( CF, CF )): 3UH� NDåGê� MD]\N� /�∈ PL( CF, CF ) existujú 
NRQãWDQW\�S�D�V�WDNp��åH�NDåGp�Z ∈ L, |w| > S��VD�Gi�QDStVD" v tvare w = u1xvyu2xvy...ukxvyuk+1, 
1 ≤ k ≤ s, xy ≠ 0�D�X1x

ivyiu2x
ivyi ...ukx

ivyiuk+1 ∈ L pre všetky i ≥ 1. 
 
Dôkaz: Nech L = LD���������∈ CF, D = ( D1, ..., Dn ), Di ∈�&)���L� ���������Q���.H�åH�� ∈ CF, 
platí pre neho pumpovacia lema pre bezkontextové� MD]\N\�� WHGD� H[LVWXMH� þtVOR� T ≥ �� WDNp�� åH�
NDåGp�� ∈ ��� _�_ > T��VD�Gi�QDStVD"�Y�WYDUH�� = .�/�!�� _�/�_ ≤ T���� ≠ 0�D�.�i/�i! ∈ ��SUH�Yšetky 
i ≥ ��� 7DN� LVWR� DM� SUH� NDåGp� 'j existuje konštanta qj ≥ �� WDNi�� åH� NDåGp� ] ∈ Dj, |z| > qj, sa dá 
QDStVD"�Y�WYDUH�] = uvwxy, |vwx| ≤ qj, vx ≠ 0�D�XYiwxiy ∈ Dj pre všetky i ≥ 1. 
 8YDåXMPH�WHUD]�QDVOHGRYQp�KRGQRW\�S�D�V� 
           p = q.max{ qj | j = 1, ..., n } 
           s = q 
 
8YDåXMPH��DOHM� QHMDNp� Z�∈ L, |w| > p. Slovo w vzniklo z nejakého vzoru ��∈��� SRPRFRX�
nejakého homomorfizmu h ∈ HD, teda w = K�����0{åX�QDVWD"���SUtSDG\� 
 
� � � � � � � � � � � � ���_�_�!�T��7DNåH��� �.�/�!��_�/�_�≤�T�����≠�0�D�.�i/�i!�∈���SUH�Yšetky i ≥ 1. 
� � � � � � � � � � � � � � � -H�MDVQp��åH�K�.�i/�i!�� �K�.�K���iK�/�K���iK�!��∈ L pre všetky i ≥ 1 a 
               K���K����≠�0��QD�]áklade lemy 4.1.2 predpokladáme bez-0�GRPény). Tvrdenie 
               lemy platí. 
 
� � � � � � � � � � � � ���_�_�≤ q. V takomto prípade existuje nejaké j, 1 ≤ j ≤�Q��WDNp��åH�;j�VD�DVSR��UD]�  � � � � � � � � � � � � � � � Y\VN\WQH�Y���D�_K�;j)| > qj��3RWRP�PRåQR���QDStVD"�Y�WYDUH � � � � � � � � � � � � � � � �� �.1Xj.2Xj����.kXj.k+1��SULþRP�;j�VD�QHY\VN\WXMH�Y�åLDGQRP�]�.1������.k+1. � � � � � � � � � � � � � � � -H�MDVQp��åH�N�≤�T��3RG�D�SXPSRYDFHM�OHP\�SUH�&)-jazyky h(Xj) = uxvyz, 
               vy ≠�0�D�X[ivyiz ∈ Dj pre všetky i ≥ 1. Potom � � � � � � � � � � � � � � � Z� �K���� �K�.1Xj.2Xj����.kXj.k+1�� �K�.1�X[Y\]K�.2�X[Y\]����K�.k�X[Y\]K�.k+1). � � � � � � � � � � � � � � � 7HUD]�VWDþt�OHQ�YKRGQH�UR]GHOL"�Y]QLNQXWp�VORYR�D�OHPD�EXGH�GRNi]DQi� 
 
               Konkrétne: h(.1�X�_�[Y\�_�]K�.2�X�_�[Y\�_�]K�.3)u | ...|�]K�.k�X�_�[Y\�_�]K�.k+1) 
                              |      |       |       |       |           |       |       | 
                             u1    xvy     u2    xvy     u3         uk     xvy    uk+1  
 � � � � � � � � � � � � � � � $N�WHUD]�XYDåXMHPH�LQê�KRPRPRUIL]mus z HD, ktorý premennú Xj nahradí  
               slovom uxivyiz pre nejaké i ≥ 1 a všetky ostatné premenné tým istým slovom ako  � � � � � � � � � � � � � � � S{YRGQê�KRPRPRUIL]PXV��WDN�GRVWDQHPH��åH�VORYR�X1x

ivyiu2x
ivyi ...ukx

ivyiuk+1 je 
� � � � � � � � � � � � � � � WLHå�]�/��7R�VD�Gi�VDPR]UHMPH�XUREL"�SUH�YãHWN\�L�≥����þEWG� 

� 
 

Dôsledok 4.1.7: Ak L = LD���� �� SUH� QHNRQHþQp���∈ CF, tak potom existuje w ∈� /� WDNp�� åH�
w = uxvyz, xy ≠ 0�D�X[ivyiz ∈ L pre všetky i ≥ ���1D�W\SH�MD]\NRY�]�'�QH]iOHåt� 
 
Dôkaz: Ako v predchádzajúcej leme, v\XåLM~�VD�SXPSRYDFLH�YODVWQRVWL���D�SUípad 1). 
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Dôsledok 4.1.8: Ak L = LD���� ��� '�  � �� '1, ..., Dn ), Di ∈� 5(*� �� L�  � ��� ����� Q��� NDåGp� 'i je QHNRQHþQp� D� DN��� REVDKXMH� DVSR�� �� Y]RU�� NWRUê� REVDKXMH� DVSR�� �� SUHPHQQ~� ���� P{åH� E\"�
�XERYR�QpKR� W\SX��� SRWRP� H[Lstuje w ∈� /� WDNp�� åH� Z�  � X1xu2x ...ukxuk+1, x ≠� 0� D� X1x

iu2x
i 

...ukx
iuk+1 ∈ L pre všetky i ≥ 1. 

 
Dôkaz:� 8YDåXMPH� Y]RU� �� ∈� ��� NWRUê� REVDKXMH� DVSR�� �� SUHPHQQ~� D� MHGQX� MHKR� SUHPHQQ~��
napr. Xj��QDKUD�PH�GRVWDWRþQH�GOKêP�UH"D]FRP�X[Y ∈ Dj��QD�NWRUê�PRåQR�SRXåL"�pumpovaciu 
lemu pre regulárne jazyky. 

� 
 
Lema 4.1.9: Nech F∈{REG, CF}. Potom platí: PL(FIN,F) ⊂ PL(REG,F) ⊂ PL(CF,F). 
 
Lema 4.1.10: {anbn | n ≥ 1}∉ PL(REG, REG) 
 
Dôkaz: vyplýva z lemy 4.1.4  
 
Lema 4.1.11: {anbncn | n ≥ 1}∉ PL(CF, CF) 
 
Dôkaz: vyplýva z lemy 4.1.6 
 
 
 1D�]iYHU�DNR� LQãSLUiFLX�SUH��DOãLH� UR]ãtUHQLH� VL�RE]RUX� VSRPH�PH�QDSUtNODG�SRURYQDQLH�0XOWL�SDWWHUQ� ODQJXDJHV� V� SDUDOHOQêPL� NRPXQLNXM~FLPL� V\VWpPDPL� JUDPDWtN�� NGH� EROR� GRNi]DQp�� åH�SDWWHUQ� ODQJXDJHV� VD� GDM~� VLPXORYD"� SRPRFRX� 3&*6�� 7DNêPWR� SRURYQDQtP� PRåQR� ]tVND"�SUHVQHMãLX�SUHGVWDYX�R�VLOH�3&*6��QDY\ãH��Xå�]QiPH�YêVOHGN\�SUH�SDWWHUQ�ODQJXDJHV�VD�P{åX�GD"�SRXåL"�DM�SUH�3&*6��YLDF�LQIRUPiFLL�VSROX�VR�]QiP\PL�YêVOHGNDPL�PRåQR�QiMV"�Y>�@� 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 31 

Kapitola 5 
 *UDPDWLN\�]DORåHQp�QD�Y]RURFK 

 
 
 
 
 
 

*UDPDWLN\�]DORåHQp�QD�Y]RURFK 
 
 

  V WHMWR� NDSLWROH� XNiåHPH� WURFKX� LQê� VS{VRE� QDKUiG]DQLD� SUHPHQQêFK� UH"D]FDPL��9\XåLMHPH�
pritom obvyklú stratégiu známu z WHyULH� IRUPiOQ\FK� MD]\NRY�� %XGHPH� Y\FKiG]D"� ] NRQHþQHM�PQRåLQ\� WHUPLQiOQ\FK� VORY�� NWRUêPL� EXGHPH� QDKUiG]D"� SUHPHQQp� Y GDQHM� NRQHþQHM� PQRåLQH�Y]RURY�� 7êP� ]tVNDPH� �DOãLH� VORYi�� NWRUp� EXGHPH� P{F"� �DOHM� SRXåtYD"� QD� QDKUiG]DQLH�
premenných v QDãHM� PQRåLQH� Y]RURY�� 9 SULQFtSH� PRåQR� XYDåRYD"� GYD� ]iNODGQp� VS{VRE\�
získavania nových slov: takzvaný nesynchronizovaný -�]D�SUHPHQQp�PRåQR�GRVDG]RYD"�KLFLMDNp�
doteraz odvodené slová alebo synchronizovaný –� ]D� SUHPHQQp� VD� EXG~� GRVDG]YD"� OHQ� VORYi�
získané v predchádzajúcom kroku odvodenia. Z WHMWR� REODVWL� V~� ]DWLD�� ]QiPH� OHQ� YLDFHUp�
základné výsledky, prípadné hlbšie prepojenia napr. s Chomského gramatikami, L-systémami, DNR�DM�PRåQp�DSOLNiFLH�WRKRWR�SUtVWXSX�]DWLD��]RVWiYDM~�RWYRUHQp� 
 
 

5.1 Základné definície a vlastnosti 
 
Definícia 5.1.1:�*UDPDWLND�]DORåHQi�QD�Y]RURFK�MH�ãWYRULFD�*� ������9��$��3���NGH���MH�DEHFHGD�
terminálnych symbolov, V MH� PQRåLQD� SUHPHQQêFK�� $ ⊆ �*� MH� NRQHþQi� PQRåLQD� D[LyP��
P ⊆ ( � ∪V )*V( � ∪V )*� MH� NRQHþQi� PQRåLQD� Y]RURY� �SDWWHUQV��� SULþRP�� DNR� MH� ]UHMPp�
z definície, v WRPWR�SUtSDGH�PXVt�NDåGê�Y]RU�REVDKRYD"�DVSR����SUHPHQQ~� 
 3RG�D�VS{VREX�RGYRG]RYDQLD�VORY�EXGHPH�SUtVOXãQ~�JUDPDWLNX�QD]êYD"�EX��V\QFKURQL]RYDQRX�
alebo nesynchronizovanou. 
 
2]QDþHQLH��0DMPH�PQRåLQX�Y]RURY�3�D jazyk L ⊆��*��0QRåLQX�VORY��NWRU~�]tVNDPH�QDKUDGHQtP�
všetkých premenných vo vzoroch z 3�UH"D]FDPL�] /��R]QDþtPH�3�/�� 
 
Formálne: 
P(L) = {u1xi1u2xi2 ...ukxikuk+1 | u1Xi1u2Xi2 ...ukXikuk+1 ∈ P; ui ∈�*; Xij ∈V; xij ∈L; i = 1, ..., k+1; 
j = 1, ..., k}. 
 $OWHUQDWtYQ\� ]iSLV� SRPRFRX� PQRåLQ\� KRPRPRUIL]PRY� VWDELOQêFK� SUH� WHUPLQiO\� SRXåtYDQHM�
v predchádzajúcich kapitolách: P(L) = ^K�.���. ∈ P} 
Homomorfizmus h ∈ ^K��� ∪ V) → �* , h(a) = a pre a ∈ ���K�;� ∈ L pre všetky X ∈ V} 
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3UH� LVWRWX� HãWH� GRGDMPH�� åH� WDN�� DNR� GRWHUD]�� U{]QH� YêVN\W\� WHM� LVWHM� SUHPHQQHM� VD� QDKUiG]DM~�URYQDNêP�UH"D]FRP� 
 
 
Definícia 5.1.2: Jazyk generovaný nesynchronizovanou gramatikou G (zn: NL(G)) je najmenšia 
PQRåLQD�/�⊆��*, pre ktorú platí:    
 
                  1)  A ⊆ L 
                  2)  P(L) ⊆ L 
 1/�*��WHGD�REVDKXMH�YãHWN\�VORYi��NWRUp�PRåQR�]tVND"�WDN��åH�SUHPHQQp�YR�Y]RURFK�QDKUiG]DPH�
doteraz získanými slovami, vychádzame pri tom z D[LyP��.DåGp� VORYR� ]�1/�*�� VD� Gi� ]tVND"�NRQHþQêP�SRþWRP�SRXåLWt�PQRåLQ\�Y]RURY� 
 'i�VD�WR�Y\MDGUL"�DM�WDNWR��  
NL(G) = A ∪ P(A) ∪ P(A ∪ P(A)) ∪ P(A ∪ P(A) ∪ P(A ∪ P(A)))... 
 
 
Definícia 5.1.3: Jazyk generovaný synchronizovanou gramatikou G (zn: SL(G)) je:  
SL(G) = A ∪ P(A) ∪ P(P(A)) ∪ P(P(P(A))) ∪ ... 
 
 7ULHG\�WDNWR�]tVNDQêFK�MD]\NRY�R]QDþtPH�3/NG pre nesynchronizované gramatiky resp. PLSG pre V\QFKURQL]RYDQp� JUDPDWLN\� ]DORåHQp� QD� Y]RURFK�� 9� SUtSDGH� V\QFKURQL]RYDQêFK� JUDPDWtN� VD�
budeme blLåãLH� ]DREHUD"� MD]\NPL� JHQHURYDQêPL� WDNêPLWR� JUDPDWLNDPL� V jednoprvkovou PQRåLQRX� Y]RURY�� Y WRPWR� ãSHFLiOQRP� SUtSDGH� VD� SUtVOXãQ~� WULHGX� MD]\NRY� R]QDþtPH� DNR�
iterované (iterated) pattern languages, skrátene IPL. Avšak najprv sa budeme podrobnejšie ]DREHUD" triedou PLNG. 
 
 
 
 
 1DMVN{U� QD� QLHNR�NêFK� SUtNODGRFK� LOXVWUXMHPH�� DNR� WLHWR� JUDPDWLN\� SUDFXM~�� 8YHGLHPH� DM�
príklady jazykov, ktoré nepatria do triedy definovanej nesynchronizovanými gramatikami a ako Xå� EêYD� ]Y\NRP�� WDNpWR� MD]\N\� QiP�QHVN{U� SRVO~åLD� QD� GRND]RYDQLH� XUþLWêFK� YODVWQRVWt� GDQHM�
triedy jazykov. 
 
Príklady jazykov, ktoré sú v PLNG: 
 
Príklad 5.1.4: 
      G1 = ({a}, {X}, {a}, {aX}) 
      Máme jedinú axiómu –�ÄD³��WDNåH�]D�SUHPHQQ~�; v MHGLQRP�Y]RUH�ÄD;³�P{åHPH�GRVDGL" 
      len „a“. Tým získame slovo�ÄDD³��NWRUp�SRWRP�ÄY�GUXKRP�NROH³�RSl"�P{åHPH�GRVDGL"�]D�  
      premennú X do vzoru „aX“ a ]tVNDPH�VORYR�ÄDDD³�DW������� 
      Teda NL(G1) = {a} ∪ {aa} ∪ {aa, aaa} ∪ {aa, aaa, aaaa} ∪ .... = {an; n ≥ 1}. 
    
Príklad 5.1.5:    
      G2 = ({a}, {X}, {a}, {XX}) 
      NL(G2) = {a} ∪ {aa} ∪ {aa, aaaa} ∪ {aa, aaaa, aaaaaaaa} ∪ ... = {a^2n; n ≥ 0} 
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Príklad 5.1.6: 
      G3 = ({a, b}, {X}, {a, b}, {XX}) 
      NL(G3) = {a, b} ∪ {aa, bb} ∪ {aa, bb, aaaa, bbbb} ∪ ... = {a^2n; n ≥ 0} ∪ {b^2n; n ≥ 0} 
 
Príklad 5.1.7: 

      G4� �����^;1, X2`����∪^0`��^;1X2}) 
      NL(G4�� ��* 

 
Príklad 5.1.8: 
      G5 = ({a, b}, {X}, {ab}, {aXb}) 
      NL(G5) = {ab} ∪ {aabb} ∪ {aabb, aaabbb} ∪ ... = {anbn; n ≥ 1} 
 
Príklad 5.1.9:    
      G6 = ({a, b}, {X1, X2`��^0`��^;1X2, aX1b}) 
      NL(G6) = ^0`�∪�^0��DE`�∪�^0��DE��DEDE��DDEE`�∪�^0��DE��DEDE��DDEE��DEDEDEDE��DDEDEE��  
                aabbaabb, aaabbb} ∪ ...  
      L(G6) je Dyckov jazyk nad abecedou {a, b}. 
 
A HãWH�MHGHQ�MHGQRGXFKê�SUtNODG��NWRUê�MDVQHMãLH�SRXNiåH�QD�UR]GLHO\�PHG]L�3/NG a PLSG 
(uvidíme neskôr): 
 
Príklad 5.1.10: 
      G7 = ({a, b}, {X1, X2}, {a, b}, {X1X2}) 
 
      NL(G7) = {a, b} ∪ {aa, ab, ba, bb} ∪ {aa, ab, aaa, aab, aba, abb, ba, bb, baa, bab, bba,  
� � � � � � � � � � � � � � � � � � EEE��DDDD��DDDE�������YãHWN\�RVWDWQp�VORYi�G�åN\���`�∪ ... = {a, b}+  
 
 

Veta 5.1.11: Nech L ⊆��*�MH�NRQHþQê�MD]\N��3RWRP�/��/+, L* patria do PLNG. 
 
Dôkaz: L = L(G1), kde G1� ������^;`��/��^;`� 
        L+ = L(G2), kde G2� ������^;1, X2}, L, {X1X2})  (porovnaj s príkladom 7) 
        L* = L(G3), kde G3� ������^;1, X2}, L ∪^0`��^;1X2})   (p. príklad 4) 

� 
 
 
 
 
Príklady jazykov, ktoré nie sú v PLNG: 
 
Lema 5.1.12: L1 = a* ∪ b*  a  L2 = a* ∪ b nepatria do PLNG. 
 
Dôkaz: Sporom: Nech L1� �1/�*��SUH�QHMDN~�JUDPDWLNX�*� ��^D��E`��9��$��3���äLDGQ\�Y]RU�Y P QHP{åH� REVDKRYD"� WHUPLQiO� DOHER� �� U{]QH� SUHPHQQp�� LQDN� E\� VD� GDOL� JHQHURYD"� UH"D]FH�
obsahujúce oba terminálne symboly („a“ DM� ÄE³��� .H�åH� /1� MH� QHNRQHþQê�� WDN� Y P musia H[LVWRYD"� Y]RU\� V G�åNRX� YlþãRX� DNR� ��� %HU~F� GR� ~YDK\� YãHWN\� REPHG]HQLD� Y\SOêYDM~FH�
z doterajších úvah, tak MHGLQRX�PRåQRV"RX�]RVWiYD��åH�YãHWN\�Y]RU\�Y P majú tvar Xi, i ≥ 1. Nech WHGD�PQRåLQD�Y]RURY�3�Y\]HUi�WDNWR� 
 

P = {Vi1, Vi2, ..., Vik} (ij ≥ 1, k ≥ 1, j = 1, ..., k) 
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Z WDNHMWR�PQRåLQ\�Y]RURY�VD�GDM~�JHQHURYD"�OHQ�UH"D]FH�WYDUX�Dm alebo bm��SULþRP�P�P{åH�E\"�
len tvaru m = i1

s1i2
s2i3

s3...ik
sk (sj ≥����M� ���������N���7R�]QDPHQi��åH�P�MH�EX����] þtVHO�L1, i2, ..., ik DOHER�V~þLQRP��XERYR�QêFK��QH]iSRUQêFK��FHORþtVHOQêFK��PRFQtQ�WêFKWR�þtVHO��= toho vyplýva, åH�VD�QHGi�Y\JHQHURYD"�åLDGHQ�UH"D]HF�Dm alebo bm s SUYRþtVHOQêP�P�YlþãtP�DNR�PD[�^L1, i2, ..., 

ik}, teda L1 ≠�1/�*���.H�åH�QHH[LVWXMH�JUDPDWLND��NWRUi�E\�JHQHURYDOD�/1, tak samozrejme L1 ∉ 
PLNG. 
 
V prípade L2�SODWLD�]þDVWL�SRGREQp�DUJXPHQW\��NRQNUpWQH��.DåGi�JUDPDWLND�JHQHUXM~FD�/2 musí 
Y� 3� REVDKRYD"� Y]RU\ tvaru Xi (i ≥ 1) a DVSR�� Y� MHGQRP� WDNRP� Y]RUH� MH� L� !� ��� � NH�åH� /2 je QHNRQHþQê�� 7êP� SiGRP� VD� DOH� GDM~� JHQHURYD"� DM� UH"D]FH� V YlþãtP� SRþWRP� E-þRN� DNR� ��� þR�
nechceme (a máme spor). 

�� � � � � � � � � � � � � �
 
 

Lema 5.1.13: L = {a2^n b2^n ; n ≥ 0} ∉ PLNG 

 
Dôkaz: �RSl", ako inak, sporom) 3UHGSRNODGDMPH��åH�/� �1/�*��SUH�QHMDN~�JUDPDWLNX�*� ��^D��E`��9��$��3���$N�MH�Y P vzor tvaru 
u1X1u2X2u3, u1, u2, u3 ∈ ({a, b}∪ V )*���WDN�EH]�RK�DGX�QD�WR��þL�;1 = X2 alebo X1 ≠ X2, dajú sa Y\JHQHURYD"� UH"D]FH� WYDUX�X1’a2^n b2^n u2’a

2^n b2^n u3’, NWRUp� GR� /� QHP{åX� SDWUL"�� 3RGREQH�� DQL�Y]RU\�WYDUX�XEY;Z�DOHER�X;YDZ�QHP{åX�SDWUL"�GR�3��LQDN�E\�GR�MD]\ND�/�PXVHOL�SDWUL"�VORYi��NWRUp� E\� REVDKRYDOL� SRGVORYR� ED��7DNåH� NDåGê� Y]RU�PXVt�PD"� WYDU� DjXbk��.H�åH� NDåGp� VORYR�
v jazyku obsahuje rovnaký�SRþHW�D-þRN�D b-þRN��PXVt�SODWL"�� åH� L� �N��.HE\�VPH� WHGD�PDOL�Y P 
vzor ajXbj�� WDN� E\� VPH�PRKOL�;�QDKUDGL"� VORYDPL� DE� DM� D2b2, tým by sme získali aj+1bj+1 resp. 
aj+2bj+2��7LHWR�VORYi�SDWULD�GR�/�OHQ�YWHG\��NH��M� ����WHGD�3� �^;`��] þRKR�Y\SOêYD��åH�/�*� = A 
a to je samozrejme spor. 

� 
 
Nasledujúce dve lemy (5.1.14 a ��������QiP�GR�LVWHM�PLHU\�SULEOtåLD�ãWUXNW~UX�VORY�WULHG\�MD]\NRY�
PLNG. 
 

Lema 5.1.14: Ak L ∈ PLNG, tak potom existuje konštanta k WDNi��åH�SUH�YãHWN\�Z�∈ L, |w| > k, 
existujú slová x, y, z, pre ktoré platí:  
 
         a) w = xyz 
         b) xz ≠�0 
         c) y ∈ L 
 
Dôkaz: Majme nesynchronizovanú gramatiku G = ( ��� 9�� $�� 3��� NWRUá generuje L.. Nech 
k = max { |x|, x ∈ A }. Ak nejaké slovo w ∈ /�Pi�YlþãLX�G�åNX�DNR�N��WDN�SRWRP�WR�VDPR]UHMPH�
nemôåH�E\"�D[LyPD��þLåH�Y]QLNOR�QLHNR�NRQiVREQêP�SRXåLWtP�Y]RURY�] 3��$VSR��MHGHQ�] týchto Y]RURY�Pi�G�åNX�YlþãLX�DNR����=REHUPH�SRVOHGQê�WDNêWR�Y]RU��V�G�åNRX�YlþãRX�DNR�����NWRUê�ERO�
SRXåLWê�SUL�RGYRGHQt�VORYD�Z��3UHGSRNODGDMPH��åH�MH�WR�Y]RU�X1X1u2X2...usXsus+1, ui ∈��*, Xi ∈ 
V pre všetky zmysluplné i; s ≥ 1. Potom z = u1w1u2w2...uswsus+1, wi ∈ L, i = 1, ..., s.  Potrebné 
rozdelenie slova w dostaneme takto: x = u1, y = w1, z = u2w2...uswsus+1. 

�� � � � � � � � � � � � � �
 
 
Dôsledok 5.1.15: Do PLNG nepatria nasledujúce jazyky: 
 

- L1 = ab+a  
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- L2 = a+b+c+  
- L3 = {anbncn; n ≥ 1} 

 
                    
 
 

Lema 5.1.16: Ak L ∈ PLNG� MH�QHNRQHþQê� MD]\N� �/�⊆��*), potom existuje u ∈��+� WDNp�� åH�SUH�
všetky n ≥ 1 platí: unv ∈ L alebo vun ∈ L. 
 
Dôkaz: Nech nesynchronizovaná gramatika G = ( ��� 9�� $�� 3�� JHQHUXMH� /�� .H�åH� /� MH�QHNRQHþQê�� WDN� Y 3� VD� PXVt� QDFKiG]D"� DVSR�� MHGHQ� Y]RU� V G�åNRX� YLDF� DNR� ��� QHFK� MH� WR� ���
Rozlíšime 4 prípady: 
 
� � � � � D���� �X;[��X�∈��+, X ∈ V, x ∈�����∪ V )* ).  � � � � � � � ��DKNR�YLGQR��åH�/�Y WRPWR�SUtSDGH�PXVt�REVDKRYD"�VORYi�SRåDGRYDQpKR�WYDUX��NRQNUpWQH�  
        unzyn, n ≥ 1, z ∈ A, yn sa získa z x nahradením prípadných premenných v x za slová z A.  
        Pre presnejšiu predstavu uvedieme podrobnejší postup: � � � � � � � � 1D�]DþLDWNX�PiPH�OHQ�D[LyP\��5R]KRGQHPH�VD�SRXåL"�Y]RU�uXx. Premennú X 
        nahradíme slovom z ∈ A a všetky prípadné premenné v x za slová z A. 
        Vznkne nám nejaké slovo uzt1��2Sl"�SRXåLMHPH�Y]RU�X;[��SULþRP�WHQWRUD]�GRVDGtPH 
        za x slovo uzt1, vznikne slovo uuzt1t2, t2�RSl"�Y]QLNR�] x rovnakým spôsobom ako 
        v predošlom kroku t1, teda nahradením prípadných premenných v x za slová z A.  � � � � � � � � 2]QDþPH�\2 = t1t2��7DNWR�SRVWXSXMHPH��DOHM��SULþRP�Y NDåGRP��DOãRP�NURNX�QDKUDGtPH�  
        X posledným novovzniknutým slovo a tak postupne vznikajú slová uuuzt1t2t3  
        (y3 = t1t2t3), u

4zy4, u
5zy5��DW���������WHGD�QDãOL�VPH�VORYR�X WDNp��åH�Xnv ∈ NL(G) (v = zyn). 

 
� � � � � E���� �[;X� � �X�∈��+, X ∈ V, x ∈�����∪ V )* ) 
        Toto je v LVWRP�]P\VOH�RSDþQi�VLWXiFLD�DNR�SUHGRãOê�SUtSDG��WX�VD�URYQDNRX�metódou ako  
        v predchádzajúcom prípade dopracujeme zase k ]iYHUX��åH�YXn ∈ NL(G). 
 
� � � � � F���� �;1xX2  (X1, X2 ∈�9��QH]iOHåt�QD�WRP��þL�;1 = X2, x ∈�����∪ V )+ ) 
        Nech z1, z2 ∈ A a y nech sa získa nahradením všetkých premenných v x za slová z A. 
        Ak v n krokoch nahrádzame premennú X1 slovom z1, premenné v x stále tými istými � � � � � � � � SUHPHQQêPL��WHGD�]DNDåGêP�]tVNDPH�URYQDNp�\��D premennú X2�YåG\�QRYRY]QLNQXWêP � � � � � � � � VORYRP��QD�]DþLDWNX�QDKUDGtPH�;2 slovom z2), tak postupne získavame slová z1yz2, 
        z1yz1yz2, z1yz1yz1yz2, z1yz1yz1yz1yz2������7HUD]�Xå��DKNR�YLGQR��åH�YãHN\�VORYi�WYDUX�  
        (z1y)nz2 ∈�1/�*���2]QDþPH�]1y = u a z2� �Y��WHGD�RSl"�VPH�QDãOL�YKRGQp�VORYi��NWRUp�  � � � � � � � � VS��DM~�WYUGHQLH�OHP\��(ãWH�WUHED�SRGRWNQ~"��åe v prípade A = {0`�PXVt�E\"�SRþHW�  
        terminálov v VORYH�[�Ylþãt�DNR����LQDN�E\�ERO�1/�*��NRQHþQê� 
 
� � � � � G���� �;1X2...Xk  (k ≥ 2; Xi ∈ V SUH�L� ���������N��QH]iOHåt�QD�WRP��þL�VD�QLHNWRUp�;i = Xj ) 
        Ak všetky vzory v P majú takýto tvar, potom musí v A H[LVWRYD"�QHSUi]GQH�VORYR� � � � � � � � � LQDN�E\�ERO�MD]\N�/�NRQHþQê��QHFK�MH�WR�]��3RWRP�VD�Y NL(G) nachádzajú všetky slová  
        tvaru zk^s, s ≥����1HFK�X� �]��SRWRP�MH�]UHMPp��åH�Xnv ∈�1/�*��SUH��XERYR�Qp�Q�≥1  
        (v = zm, pre vhodné m ≤ ks - 1). 

� 
          

Dôsledok 5.1.17: PLNG neobsahuje jazyky s QDVO��YODVWQRV"RX��$N�X]kv ∈ L, potom z = 0��N ≥ 2. 
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5.2 Porovnanie PLNG s inými triedami jazykov 
 
 
 
Veta 5.2.1: trieda PLNG�MH�QHSRURYQDWH�Qi�V týmito triedami jazykov: REG, CF, DOL, OL, EOL, 
DTOL, TOL. 
 
Dôkaz: 1HSRURYQDWH�QRV"�3/NG s REG a CF vyplýva z nasledujúcich faktov: 
   a) Jazyk (a* ∪ b) ∉ PLNG a V~þDVQH�MH�UHJXOiUQ\��D�WHGD�VDPR]UHMPH�DM�EH]NRQWH[WRYê�� 
   b) Jazyk {a^2n; n ≥ 0} ∈ PLNG a nie je bezkontextový (a samozrejme ani regulárny). 
 1HSRURYQDWH�QRV"�V�'2/��2/� 
{a2^nb2^n ; n ≥ 0} ∉ PLNG, ale patrí do DOL (dokonca do PDOL - pozri dodatok) 
    ....                                (teda aj OL, TOL, DTOL, EOL) 
 
Z IDNWX��åH�72/�QHREVDKXMH�YãHWN\�NRQHþQp�MD]\N\�D ]R�Y]"DKRY�PHdzi triedami tu spomínaných 
OL-V\VWpPRY� �SR]UL� GRGDWRN�� Y\SOêYD� QHSRURYQDWH�QRV"� V� '2/�� 2/�� '72/�� 72/�� (ãWH�SRWUHEXMHPH� QiMV"� MD]\N� ] PLNG, ktorý nepatrí do EOL: taký jazyk nám generuje napríklad 
gramatika G = ({a, b}, {X}, {a}, {Xb, bX, XX}). 
 

� 
 

 
Veta 5.2.2: PLNG ⊂ EDTOL. 
 
Dôsledok: PLNG ⊂ ECS. 
 
 

5.3 Uzáverové vlastnosti PLNG 
 
Veta 5.3.1: PLNG nie je uzavretá na: 
      a) zjednotenie a ]UH"D]HQLH�V MHGQRVORYQêPL�MD]\NPL��]�WRKR�Y\SOêYD�DM�QHX]DYUHWRV"�SUH� � �  
         celú triedu PLNG��NH�åH�NDåGê�NRQHþQê�jazyk je z PLNG) 
      b) prienik 
      c) prienik s regulárnymi jazykmi 
      d) komplement 
      e) Kleeneho + 
      f) inverzný homomorfizmus 
 
Dôkaz: 

      a)  a* ∈ PLNG, (a* ∪ b) ∉ PLNG 
 � � � � � � � � � � 8YDåXMPH��DOHM�MD]\N�DE+ = NL(G), kde G = ({a, b}, {X}, {ab}, {Xb}) 
          ab+ ∈ PLNG, ab+a ∉ PLNG  
                   
      b) Nech G1 = ({a, b}, {X}, {aa, ab}, {Xa, Xb}) 
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               G2 = ({a, b}, {X}, {aa, ba}, {aX, bX}) � � � � � � � � � 2]QDþPH�/1 = NL(G1) = a{a, b}+ a L2 = L1
R = {a, b}+a 

         L = L1 ∩ L2 = a{a, b}+a - nepatrí do PLNG�� NHE\� SDWULO�� WDN� SRG�D� OHP\� ������ 
existuje konštanta k WDNi�� åH� SUH� YãHWN\�Z�∈ L, |w| > k, existujú slová x, y, z, pre 
ktoré platí: w = xyz, xz ≠ 0��\�∈ L. Do prieniku však patria aj slová tvaru abka, z þRKR�MH�KQH��]UHMPp��åH�VWUHG�UHVS��SUHIL[�DOHER�VXIL[�VORYD�QHP{åH�PD"�SRåDGRYDQê�WYDU��
teda L ∉ PLNG. 

 � � � � � � F��1HX]DYUHWRV"�QD�SULHQLN�V regulárnymi jazykmi vyplýva z SUtSDGX�E���NH�åH� MD]\N\�
L1 a L2 sú regulárne. 

 
      d) Nech G = ({a, b}, {X}, {ab, ba}, {Xa, Xb, aX, bX}) 
         Táto gramatika generuje jazyk NL(G) = {w ∈ {a, b}* | #aw ≥ 1, #bw ≥ 1}. 

Komplement tohoto jazyka - jazyk a* ∪ b* však do PLNG�QHSDWUt��þR�VPH�Xå�GRNi]DOL� 
 
� � � � � � H�� 8å� YLHPH�� åH� / = {anbn, n ≥ 1} ∈ PLNG�� $E\� VPH� GRNi]DOL�� åH� /+ ∉ PLNG�� RSl"�Y\Xåijeme lemu 5.1.14. Slovo anbn ∈ L+ pre všetky n ≥ 1. Nech teda L+ ∈ PLNG, 

SRWRP�SUH�GRV"�YH�Np�Q�SODWt��Dnbn = xyz, xz ≠ 0��\�∈ L+. Toto zodpovedá nejakému 
vzoru xXz z PQRåLQ\�Y]RURY�QHMDNHM�JUDPDWLN\�SUH�/+. Vzor z dvoma premennými QHPRåQR� SRXåL"�� SUHWRåH� ]D� SUHPHQQp� P{åHPH� GRVDGL"� OHQ� VORYi� ] L+, týmto VS{VRERP�E\� VPH�XUþLWH�QHY\JHQHURYDOL� Dnbn. Navyše, slovo z L+�� NWRUêP�P{åHPH�QDKUDGL"�SUHPHQQ~�;�WDN��DE\�VPH�GRVWDOL�Dnbn��PXVt�PD"�WYDU�Djbj. Z toho vyplýva, åH�[ = ai a y = bi pre i = n-M��/HQåH�Y L+ je aj slovo a2ib2ia2ib2i��WDNåH�DN�MH�Y PQRåLQH�
vzorov vzor xXz, tak potom nahradením premennej X slovom a2ib2ia2ib2i by sme 
získali slovo a3ib2ia2ib3i ∉ L+��þR�MH�VSRU� 

 
      f) Nech G = ({a, b, c}, {X}, {abc}, {Xbc}) 
        Nech L = NL(G) = a(bc)+ 
        Definujme teraz homomorfizmus h:{a, b, c}* → {a, b, c}* 
 

h(a) = ab, h(b) = cb, h(c) = c 
 
        Jazyk h-1(L) = ab*c nie je z PLNG��RSl"�VD�WULYLiOQH�Y\XåLMH�OHPD������� 
 

�� � � � � � � � � �  
 
Veta 5.3.2: PLNG�MH�X]DYUHWi�QD���XERYR�Qê��KRPRPRUIL]PXV�D zrkadlový obraz. 
 
Dôkaz: Nech L = NL(G) pre nejakú gramatiku G  ���1��9��$��3��D�QHFK�K���1

*
→ �2

* je nejaký KRPRPRUIL]PXV��-D]\N�K�/��PRåQR�JHQHURYD"�JUDPDWLNRX�*’ = ��2, V, A’, P’), kde A’ = h(A) 
a P¶�Y]QLNQH�]�3�QDKUDGHQtP�NDåGpKR�WHUPLQiOX�Y�NDåGRP�Y]RUH�MHKR�KRPomorfným obrazom, SUHPHQQp� ]RVWDQ~� EH]� ]PHQ\� �WHGD� SUH� SUHPHQQp� SRXåLMHPH� QHMDNê� KRPRPRUIL]PXV�
h1: ��1∪V)* → ��2∪V)* , pre ktorý platí: h1(a) = h(a) pre a ∈ �1 a h1(X) = X pre X ∈ V (h1 je  
stabilný pre premenné)). 
 
Zrkadlový obraz: Nech L = NL(G) pre nejakú gramatiku G  �����9��$��3���*UDPDWLND�*1 pre LR EXGH�Y\]HUD"�QDVOHGRYQH��*1 = ����9��$R, PR).  
 
       

� 
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5.4 Iterované pattern languages 
 
 
                            � � $NR� Xå� EROR� VSRPHQXWp� QD� ]DþLDWNX� WHMWR� NDSLWRO\�� Y tomto prípade sa jedná iba o miernu 
modifkáciu spôsobu odvodzovania slov v MD]\NX�SRPRFRX�JUDPDWtN�]DORåHQêFK�QD�Y]RURFK��/HQ�SUH� ]RSDNRYDQLH� XYH�PH�� åH� WX� EXGHPH� XYDåRYD"� OHQ� MHGQRSUYNRY~� PQRåLQX� Y]RURY� D� åH�
v  NDåGRP� NURNX� VD� ]D� SUHPHQQp� P{åX� GRVDG]RYD"� OHQ� WHUPLQiOQH� VORYi�� NWRUp� vznikli v 
predchádzajúcom kroku odvodenia, pôjde teda o synchronizovaný spôsob odvodzovania slov 
z GDQHM�JUDPDWLN\�]DORåHQHM�QD�Y]RURFK� 
 
Definícia 5.4.1: Iterovaný pattern language je generovaný synchronizovanou gramatikou ]DORåHQRX�QD�Y]RURFK�V jednoprvkRYRX�PQRåLQRX�Y]RURY�* = ( �� V, A, ^�`���NGH��� MH�DEHFHGD�
terminálnych symbolov, V MH� PQRåLQD� SUHPHQQêFK�� $ MH� NRQHþQi� PQRåLQD� D[LyP��
� ∈ ( � ∪V )*V( � ∪V )* je vzor.  
 -D]\N�JHQHURYDQê�WDNRXWR�JUDPDWLNRX�EXGHPH�R]QDþRYD"�DNR�6/�*���NH�åH�LGH�OHQ�R špeciálny SUtSDG� V\QFKURQL]RYDQêFK� JUDPDWtN� ]DORåHQêFK� QD� Y]RURFK� Kôli zjednodušeniu budeme 
v GHILQtFLL� JUDPDWLN\� QLHNHG\� Y\QHFKiYD"� ]ORåHQp� ]iWYRUN\� QD�PLHVWH�PQRåLQ\� Y]RURY�� NH�åH�
v WRPWR�SUtSDGH�MH�LED�MHGHQ��WDNåH�Y WRPWR�SUtSDGH�EXGHPH�REþDV�StVD"��* = ( �, V, A, ��� 
 
Triedu všetkých iterovaných pattern-MD]\NRY�R]QDþPH�,3/� 
 

Príklady jazykov, ktoré sú v IPL: 
 
Príklad 5.4.2: 
      G1 = ({a}, {X}, {a}, {aX}) 
      SL(G1) = {a} ∪ {aa} ∪ {aaa} ∪ {aaaa} ∪ .... = {an; n ≥ 1}. 
       
 
      Ide o tú istú gramatiku ako v príklade 1 pre PLNG��-H�GREUp�VL�YãLPQ~"�UR]GLHO�Y postupnom  
      generovaní jazyka v porovnaní s NL(G), hoci výsledok je nakoniec rovnaký; to isté platí aj  � � � � � � SUH��DOãLH���SUtNODG\��NWRUp�V~�OHQ�V\QFKURQL]RYDQRX�REGRERX�SUtNODGRY��NWRUp�EROL�SRXåLWp� �  
      pre PLNG. 
          
    
Príklad 5.4.3: 
      G2 = ({a}, {X}, {a}, {XX}) 
      SL(G2) = {a} ∪ {aa} ∪ {aaaa} ∪ { aaaaaaaa} ∪ ... = {a^2n; n ≥ 0} 
 
 
Príklad 5.4.4: 
      G3 = ({a, b}, {X}, {ab}, {aXb}) 
      NL(G3) = {ab} ∪ {aabb} ∪ {aaabbb} ∪ ... = {anbn; n ≥ 1} 
   
 
A NRQHþQH�DM�SUtNODG��NGH�EXG~�UR]GLHOQH�DM�MD]\N\��Wi�LVWi�JUDPDWLND�DNR�Y�SUtNODGH��������SUH�
PLNG): 



 39 

 
Príklad 5.4.5: 
      G4 = ({a, b}, {X1, X2}, {a, b}, {X1X2}) 
      SL(G4) = {a, b} ∪ {aa, ab, ba, bb} ∪ {a, b}4 ∪ {a, b}8 ∪ ... = {w∈{a, b}*, |w| = 2n, n ≥ 0} 
 
      (Pod {a, b}n�VD�P\VOLD�YãHWN\�VORYi�G�åN\�Q�QDG�DEHFHGRX�^D��E`�� 
 
 
Veta 5.4.6: Nech L ⊆��*�MH�NRQHþQê�MD]\N��3RWRP�/��/* ∈ IPL. 
 
Dôkaz: (rovnako ako pre PLNG) 
        L = L(G1), kde G1� ������^;`��/��^;`� 
        L* = L(G2), kde G2� ������^;1, X2}, L ∪^0`��^;1X2}) 
 

� 
 

 1DVOHGXM~� SUtNODG\� MD]\NRY�� NWRUp� GR� ,3/� QHSDWULD� D� Y\XåLMHPH� LFK� SUL� GRND]RYDQt� �DOãtFK�
vlastností IPL. 
 
Lema 5.4.7: Jazyk L = a* ∪ b* nepatrí do IPL. 
 
Dôkaz: : Sporom - podobne ako pre PLNG: Nech L = SL(G) pre nejakú gramatiku G = ({a, b}, 9��$������9]RU��� QHP{åH� REVDKRYD"� åLDGHQ� WHUPLQiO� DOHER� �� U{]QH� SUHPHQQp�� LQDN� E\� VD� GDOL�JHQHURYD"� UH"D]FH� REVDKXM~FH� RED� WHUPLQiOQH� V\PERO\� a aj b�� .H�åH� /1� MH� QHNRQHþQê�� WDN� ��PXVt� PD" G�åNX� YlþãRX� DNR� ��� WHGD� � = Xi, i ≥� ��� $OH� WR� VD� SRWRP� QHGi� Y\JHQHURYD"� åLDGHQ�UH"D]HF� WYDUX� Dm resp. bm�� NGH�P� MH� SUYRþtVOR� YlþãLH� DNR� L�� 7DNåH� QHH[LVWXMH� V\QFKURQL]RYDQi�
gramatika, ktorá by generovala L, teda L ∉ PLSG a následne L ∉ ,3/�� NH�åH� ,3/� MH�SRGPQRåLQRX�3/SG. 

� 
 

 
Lema 5.4.8: Jazyk L2 = {a2^n b2^m ; m, n ≥ 0}∉ IPL. 
 
Dôkaz:� 3UHGSRNODGDMPH�� åH� /�  � 6/�*�� SUH� QHMDN~� JUDPDWLNX� *�  � �^D�� E`�� 9�� $�� ���� Y]RU� ��QHP{åH�REVDKRYD"�GYH�SUHPHQQp��QH]iOHåt�QD� WRP��þL�V~� U{]QH�DOHER�QLH��� LQDN�E\�PXVHOL�E\"�
v L aj slová tvaru xa2^n b2^m ya2^n b2^m ]��NWRUp�WDP�QHPDM~�þR�K�DGD"��1HRVWiYD�WHGD�LQi�PRåQRV"��
��PXVt�E\"�WYDUX�X;Y��X� v ∈{a, b}*. Slovo u QHP{åH�REVDKRYD"�V\PERO�E�D v QHP{åH�REVDKRYD"�V\PERO�D��LQDN�E\�VD�GDOL�JHQHURYD"�VORYi�REVDKXM~FH�SRGVORYR�ED��7DNåH�Y]RU���PXVt�PD"� WYDU�
ajXbk��5H"D]FH�Dj+1bk+1 a aj+2bk+2 získané z ��QDKUDGHQím premennej X slovami ab a aabb sú z L OHQ�YWHG\��NH��M = k = ���WHGD�� = X. Z WRKR�Y\SOêYD��åH�/�MH�NRQHþQê��NH�åH�PQRåLQD�D[LyP�MH�NRQHþQi��D máme spor. 

� 
 
 
Lema 5.4.9: Jazyk L = {ww | w ∈ {a, b}*}∉ IPL. 
 
Dôkaz: Nech L = SL(G) pre nejakú gramatiku G = ({a, b}, V, A, ����$N�Pá takáto gramatika JHQHURYD"�MD]\N�/��SRWRP�]UHMPH��  �..��NGH�.�MH�QHMDNê�Y]RU��LQDN�E\�VD�GDOL�JHQHURYD"�VORYi�DM�LQpKR�WYDUX�DNR�ZZ���0{åX�QDVWD"���SUtSDG\� 
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   1)  _._a + _._b je piUQH� þtVOR� �SRþHW� WHUPLQiOQ\FK� V\PERORY� YR� Y]RUH� .��� 3�$�� REVDKXMH� OHQ�VORYi�SiUQHM�G�åN\��EH]�RK�DGX�QD�SRþHW�WHUPLQiORY�Y .���.H��]D�SUHPHQQp�Y�.�GRVDGíme 
slová z 3�$���GRVWDQHPH�VORYR�SiUQHM�G�åN\��6ORYi�Y]QLNQXWp�]R�Y]RUX�� = ..�EXG~�PD"�YåG\� SiUQX� G�åNX� �D� OHQ� WDNp� EXGHPH� ]D� SUHPHQQp� YR� Y]RURFK� GRVDG]RYD"� Y �DOãtFK�
krokoch), tým pádom pre všetky k ≥ 2 platí: Pk(A) ={ww | w ∈{a, b}*, kde |w| je párne þtVOR`��-D]\N�/�REVDKXMH�YãDN�DM��XERYR�Qp�VORYi�WYDUX�ZZ��NGH�G�åND�Z�MH�QHSiUQH�þtVOR��
tie sa však v tRPRWR�SUtSDGH�QHGDM~�Y\JHQHURYD"�YãHWN\� 

 
2)  _._a + _._b� MH� QHSiUQH� þtVOR�� 7X� ]DVH� SRGREQRX� ~YDKRX� DNR� Y predchádzajúcom prípade 

SUtGHPH� QD� WR�� åH� SUH� YãHWN\� N ≥ 2 platí: Pk(A) ={ww | w ∈{a, b}*, kde |w| je nepárne þtVOR`�� 9 tomto prípade je teda zase proEOpP� Y\JHQHURYD"� YãHWN\� VORYi� WYDUX� ZZ�
s SiUQRX�G�åNRX�Z� 

 .H�åH�QHH[LVWXMH�VS{VRE��DNR�E\�V\QFKURQL]RYDQi�JUDPDWLND�V MHGQRSUYNRYRX�PQRåLQRX�Y]RURY�JHQHURYDOD��XERYR�Qp�VORYi� WYDUX�ZZ�� WDN� MD]\N�/�QHSDWUt�GR� ,3/� �Y]RU��� MH�GDQê�QD�]DþLDWNX�MHGQR]QDþQH��WDNåH�YåG\�QDVWDQH�SUiYH�MHGHQ�] rozoberaných prípadov, nikdy nie oba naraz). 
� 

 
Lema 5.4.10: Dyckov jazyk nad {a, b} nie je iterovaný pattern language. 
 
Dôkaz:� 3UHGSRNODGDMPH�� åH� '\FNRY� MD]\N� QDG� ^D� E`� VD� Gi� JHQHURYD"� QHMDNRX�
synchronizovanou gramatikou G  ��^D��E`��9��$������5R]OLšujeme 2 prípady: 
 

1) prvý symbol � je terminál a NH�åH�VD�MHGQi�R '\FNRY�MD]\N��PXVt�WR�E\"�D��WHGD�� = DX.��
u ∈{a, b}*�� . ∈V(V ∪{a, b})*� �SRG�D� GHILQtFLH� NDåGê� Y]RU� PXVt� Y tomto prípade REVDKRYD"� DVSR�� �� SUHPHQQ~��� .H�åH�PiPH� N dispozícii len 1 vzor, tak všetky slová 
z 3�$��EXG~�PD"�SUHIL[�DX��9 �DOãRP�NURNX�GRVDG]XMHPH�OHQ�WDNpWR�VORYi��WDNåH�Y P2(A) 
EXG~�PD"� YãHWN\� VORYi� SUHIL[� �DX�2��9R� YãHREHFQRVWL� WHGD� UH"D]FH� Y Pk(A), k ≥ 1 majú 
tvar (au)kx pre nejaké x ∈{a, b}*�� 2Sl"� P{åX� QDVWD"� �� SUtSDG\�� NRQNUpWQH�� VORYR�
u obsahuje symbol b –�SRWRP�VD�DOH�QHGDM~�Y\JHQHURYD"�UH"D]FH�WYDUX�Djbj, j = k(|u| + 1). 
V RSDþQRP�SUtSDGH�X = at, t ≥ ���SRWRP�DOH�SUH�GRVWDWRþQH�YH�Np�P�H[LVWXM~�UH"D]FH�WYDUX�
(ab)m��NWRUp�QLH�MH�PRåQp�Y\JHQHURYD"� 

 
2) prvý symbol vo vzore ��MH�SUHPHQQá � = ;.�. ∈ (V ∪ {a, b})*��.HE\�EROR�0 ∈ P(A), tak 

� ∈ V+. Potom by v 3�$��QHEROL�UH"D]FH�WYDUX�Dkbk, k ≥ max{|w|, w∈ A}. Aby sme mohli Y\JHQHURYD"� WDNpWR� UH"D]FH��PXVHOL� E\� VPH�NDåG~� SUHPHQQ~� QDKUDGL"� QHMDNêP� VORYRP�
z DyFNRYKR� MD]\ND� �PQRåLQD� D[LyP� $� VDPR]UHMPH� P{åH� REVDKRYD"� OHQ� WDNp� VORYi���
avšak jediné slová, s NWRUêPL�E\�VD�WR�GDOR�GRVLDKQX"�V~�0�D akbk. � � � 7DNåH�Y]RU���QHP{åH�SR]RVWiYD"� OHQ�] premenných. V takom prípade si zoberme slovo 
akbk ∉ A ∪ P(A) pre nejaké k ≥ max{|w|, w∈ $`�� $N� E\� VPH� KR� FKFHOL� Y\JHQHURYD"��PXVHOL�E\�VPH�QDKUDGL"�SUHPHQQ~�;�MHKR�YODVWQêP�SUHIL[RP��NWRUê�XUþLWH�GR�'\FNRYKR�MD]\ND�SDWUL"�QHP{åH�D máme spor (ako je z definície zrejmé, na nahrádzanie premenných PRåQR�YåG\�SRXåL"�OHQ�VORYi��NWRUp�Go daného jazyka patria). 

 
� 

 
Veta 5.4.11:�7ULHGD�,3/�MH�QHSRURYQDWH�Qi�V�WULHGDPL�5(*��&)��('72/��3/NG, PLE, PLNE. 
 
Dôkaz:� 1HSRURYQDWH�QRV"� V� 5(*� D� &)� Y\SOêYD� ]� QDVOHGXM~FLFK� IDNWRY�� MD]\N� D* ∪ b* je 
regulárny a teda aj bezkontextový, ale nepatrí do IPL. Na druhej strane jazyk 
{a2^n | n ≥ 0} ∪ {b2^n | n ≥ 0}∈ IPL, ale nie je ani bezkontextový a teda ani regulárny a jeho 
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SUtVOXãQRV"�GR�WULHG\�,3/�GRND]XMH�IDNW��åH�KR�JHQHUXMH�V\QFKURQL]RYDQi�JUDPDWLND�* = ({a, b}, 
{X}, {a, b}, XX}. 
 
1HSRURYQDWH�QRV"�V�('72/�a PLNG: jazyk {w ∈ {a, b}+ , kde |w| = 2k, k ≥ 0}∉ EDTOL a teda 
nepatrí ani do PLNG, ale patrí do IPL (pozri príklad 5.4.5). Na druhej strane, Dyckov jazyk patrí 
do triedy PLNG a teda aj do EDTOL a nepatrí do IPL (pozri príklad 5.1.9 a lemu 5.4.10). 
 
NeporRYQDWH�QRV"�V�3/Z, Z ∈ {E, NE}: jazyk {a2^n | n ≥ 0} ∪ {b2^n | n ≥ 0}∉ PLZ a patrí do IPL 
a jazyky {ww | w ∈ {a, b}*} ∈ PLE resp. {ww | w ∈ {a, b}+} ∈ PLNE nie sú z IPL. 

� 
 
 
Veta 5.4.12:� 7ULHGD� ,3/� QLH� MH� X]DYUHWi� QD� ]MHGQRWHQLH�� ]UH"D]HQLH�� SULHQLN� V� UHJXlárnymi 
jazykmi, Kleeneho* a inverzný homomorfizmus. 
 
Dôkaz:�9\XåLMHPH�SUL�WRP�MD]\N\��R�NWRUêFK�QD�]iNODGH�SUtNODGRY�D�WYUGHQt�Xå�YLHPH��åH�SDWULD�
resp. nepatria do triedy IPL. 
  
Zjednotenie: a*, b* ∈ IPL, a* ∪ b* ∉ IPL. 
 
=UH"D]HQLH��/1 = {a2^n, n ≥ 0} a L2 = {b2^n, n ≥ 0} patria do IPL 
            L1L2 = {a2^n b2^m ; m, n ≥ 0}∉ IPL 
 
Prienik s regulárnymi jazykmi:  
Nech L = SL(G) = {a, b}*, kde G = ({a, b}, {X1, X2`��^0� a, b} , X1X2) a R = a* ∪ b*. 
L ∩ R = a* ∪ b* ∉ IPL. 
 
Kleeneho*: L = {anbn | n ≥ 0}∈ IPL (L = SL(G), kde *�  � �^D�� E`�� ^;`�� ^0� ab}, aXb) – malá 
modifikácia SUtNODGX���������8NiåHPH��åH�/* ∉ IPL. Keby L* patril do IPL, tak gramatika, ktorá E\�KR�JHQHURYDOD�E\�PXVHOD�Y\]HUD"�WDNWR��*1 = �^D��E`��^;`��$��X;Y���9]RU�PXVt�PD"�WYDU�X;Y��QHP{åH� REVDKRYD"� �� SUHPHQQp�� LQDN� E\� VPH� GRVWDOL� DM� VORYi� LQpKR� DNR� SRåDGRYDQpKR� WYDUX��
(napr. anbn má v L*� LED� MHGHQ� YODVWQê� SRGUH"D]HF��� 3RWRP� ]UHMPH� X = ai a v = bi, i > 0. Ale 
nahradením premennej X napr. slovom a2ib2i a2ib2i��NWRUp�PXVt�SDWUL"�GR�/*, by sme dostali slovo 
a3ib2i a2ib3i, ktoré do L* nepatrí, máme spor. 

� 
 
Inverzný homomorfizmus: 
Nech G = ({a, b, c}, {X}, {abc}, Xbc}), potom SL(G) = {a(bc)n | n ≥ 1} samozejme patrí do IPL. 
Nech h je homomorfizmus definovaný takto:  

 
h(a) = ab  
h(b) = cb  
h(c) = c 

 
Potom h-1(SL(G)) = {abnc | n ≥ 0} ∉ ,3/��=Y\ãRN�G{ND]X�MH�SRQHFKDQê�QD�þLWDWH�D� 
 

� 
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Veta 5.4.13: IPL je uzavretá na homomorfizmus. 
 
Dôkaz: Nech L = SL(G) pre nejakú gramatiku G  ���1��9��$�����D�QHFK�K���1

*
→ �2

* je nejaký KRPRPRUIL]PXV��-D]\N�K�/��PRåQR�JHQHURYD"�JUDPDWLNRX�*’ = ��2, V, A’���’), kde A’ = h(A) 
a �¶�Y]QLNQH�]���QDKUDGHQtP�NDåGpKR�WHUPLQiOX�MHKR�KRPRPRUIQêP�REUD]RP��SUHPHQQp�]RVWDQ~�
bez zmeny. 
 
 

5.5 0RåQRVWL�QD��DOãLH�UR]SUDFRYDQLH a pattern gramatiky 
 1LHNWRUp��DOãLH� YêVOHGN\� WêNDM~FH� VD� WULHG� 3/NG� D� ,3/�PRåQR� QiMV"� Y� >��@� D� >��@�� 1D� záver VSRPH�PH�HãWH�QLHNR�NR�RWYRUHQêFK�SUREOpPRY�WêNDM~FLFK�VD�WULHG�3/NG a IPL: 9LH� VD�� åH� SUREOpP� SUtVOXãQRVWL� GDQpKR� EH]NRQWH[WRYpKR� MD]\ND� GR� WULHG\� 3/NG je QHUR]KRGQXWH�Qê��Otvorené otázky� V~� QDSUtNODG�� þL� MH� UR]KRGQXWH�Qp�� þL� GDQê� UHJXOiUQ\� MD]\N�
patrí do PLNG"�-H�UR]KRGQXWH�Qp��þL�GDQi�QHV\QFKURQL]RYDQi�JUDPDWLND�JHQHUXMH�UHJXOiUQ\�UHVS��
bezkontextový jazyk? Platí IPL ⊆ ETOL? 
 $Np�V~�YODVWQRVWL� WULHG\� MD]\NRY�JHQHURYDQêFK�V\QFKURQL]RYDQêPL�JUDPDWLNDPL�]DORåHQêFK�QD�Y]RURFK� V� �XERYR�QêP� SRþWRP� Y]RURY"� 3RNLD�� YLHPH�� WiWR� SUREOHPDWLND� HãWH� QHEROD� Y�GRVWXSQêFK�þOiQNRFK�VN~PDQi� 

 ÒSOQH�QD�]iYHU� WHMWR�NDSLWRO\�HãWH�VWUXþQH�VSRPHQLHPH�DM��DOãt�� WURFKX�RGOLãQê�VS{VRE�RG�WRKR�SUHGFKiG]DM~FHKR�� DNR� Y\XåL"� Y]RU\� - tzv. pattern gramatiky – tu sa jedná o gramatiky s 
NRQHþQRX�PQRåLQRX�SUDYLGLHO�WYDUX�. → ���NGH�.�D���V~�Y]RU\��1D�SUDYLGOi�PRåQR�NOiV"�U{]QH�
obmedzenia podobne, ako v prípade frázových gramatík. Takto definované gramatiky majú ]QDþQ~�JHQHUDWtYQX�VLOX��GRNRQFD�SRPRFRX�NRQWH[WRYêFK�SUDYLGLHO� ��DYi�VWUDQa pravidla nie je GOKãLD�DNR�SUDYi��VD�GDM~�Y\JHQHURYD"�DM�MD]\N\��NWRUp�QLH�V~�NRQWH[WRYp��3UH�EOLåãLH�]R]QiPHQLH�VD�V�WêPLWR�JUDPDWLNDPL�P{åH�þLWDWH��QDKOLDGQX"�GR�>R�@� 
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Kapitola 6 
 

Pattern systémy 
 
 
 
 
 
 
 
  Predstavíme model, ktorý pokrýva mnohé z doteraz uvedených spôsobov definovania pattern ODQJXDJHV�D�SRVN\WXMH�Y�LVWRP�]P\VOH�SUH�QH�DNêVL�MHGQRWQê�UiPHF��=iNODGQi�P\ãOLHQND�MH��åH�QD�]DþLDWNX� PiPH� NX� NDåGHM� SUHPHQQHM� SULUDGHQp� GYH� PQRåLQ\�� PQRåLQX� Y]RURY� D� PQRåLQX�
terminálnyFK�VORY��1RYp�VORYi�JHQHUXMHPH�WDN��åH�Y�QDVOHGXM~FRP�NURNX�QDKUiG]DPH�SUHPHQQp�YR� Y]RURFK� VORYDPL�� NWRUp� V~� SULUDGHQp� N� MHGQRWOLYêP� SUHPHQQêP�� SULþRP� WLHWR� VORYi� PXVLD�UHãSHNWRYD"�QLHNWRUê�]R�Y]RURY��NWRUê�MH�SULUDGHQê�N�SUtVOXãQHM�SUHPHQQHM�� WêP�]tVNDPH��DOãLH�VORYi��0{åHPH�SUL� WRP�SRVWXSRYD"� V\QFKURQL]RYDQH�DOHER�QHV\QFKURQL]RYDQH��SRGREQH�DNR�Y�SUtSDGH� JUDPDWtN� ]DORåHQêFK� QD� Y]RURFK��� SULþRP� Y� WRPWR� SUtSDGH� H[LVWXM~� GYD� GUXK\�V\QFKURQL]iFLH��.H�åH�Y� WRPWR�SUtSDGH�QLH� MH� Då� WDNp� MHGQRGXFKp�KQH�� QD�SUYêNUiW� SRFKRSL"��
ako systém pracuje, uvedieme aj YH�D�SUtNODGRY� 
 
 
 

6.1 Základné definície 
 
Definícia 6.1.1: Pattern systémom nazývame štvoricu + = ( ��� 9�� S�� W��� NGH��� UHVS�� 9� Vú ako ]Y\þDMQH� PQRåLQ\� WHUPLQiOQ\FK� V\PERORY� UHVS�� SUHPHQQêFK�� S� D� W� V~� ]REUD]HQLD� ]� PQRåLQ\�
SUHPHQQêFK�GR�PQRåLQ\�SRGPQRåtQ���∪V)*9��∪V)*� � UHVS���*, formálne: 
 

p:V→2��∪9�
9���∪V)* 
t: V→2���
 

 
9�QDãRP�SUtSDGH�XYDåXMHPH�OHQ�NRQHþQp a neprázdne�SRGPQRåLQ\���∪V)*9��∪V)*� � UHVS���*. 
 
Význam tejto definície je nasledovný��NX�NDåGHM�SUHPHQQHM� MH�QD�]DþLDWNX�SULUDGHQi�NRQHþQi�D�QHSUi]GQD�PQRåLQD�VORY��NWRUêPL�P{åH�E\"�QD�]DþLDWNX�RGYRG]RYDFLHKR�SURFHVX�QDKUDGHQi��WR�QiP� XUþXMH� ]REUD]HQLH� W�� =REUD]HQLH� S� ]DVH� NX� NDåGHM� SUHPHQQHM� SULUDGt� QHMDN~� NRQHþQ~� D�QHSUi]GQX� PQRåLQX� Y]RURY� D� VORYi�� NWRUêPL� Y� �DOãtFK� NURNRFK� RGYRG]RYDQLD� QDKUiG]DPH�SUtVOXãQ~�SUHPHQQ~�PXVLD�WLHWR�Y]RU\�UHãSHNWRYD"��7HUD]�VL�]DGHILQXMHPH�U{]QH�VS{VRE\�SURFHVX�RGYRG]RYDQLD��Y�]iVDGH�V~�GYD�D�WR�RSl"�V\QFKURQL]RYDQê�D�QHV\QFKURQL]RYDQê��DYãDN�Y�SUYRP�
prípade rozlišujeme dva typy synchronizácie. 
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Definícia 6.1.2: Silno synchronizovaný pattern systém (v skratke SSPS) + = ����9��S��W��
UHNXU]tYQH�JHQHUXMH�SUH�NDåGp�L ≥ ��SRVWXSQRV"�Q-WtF�WHUPLQiOQ\FK�VORY��R]QDþPH�VL�MX�'(i)�+���
nasledovným spôsobom: 
 
    (w1

(0), ..., wn
(0)) ∈ D(0)�+��� � � DN�Zj

(0) ∈ t(Xj), j = 1, ..., n 
 
(w1

(i+1), ..., wn
(i+1)) ∈ D(i+1)�+��� � � DN�H[LVWXMH��Z1

(i), ..., wn
(i)) ∈ D(i)�+��D�.j ∈ p(Xj), j = 1, ..., n           � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � WDNp��åH�Zj

(i+1) sa získa z .j nahradením všetkých výskytov  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � NDåGHM�SUHPHQQHM�;k slovom wk
(i), platí to pre všetky  

                                 k ∈ {1, ..., n}, pre ktoré sa premenná Xk�YR�Y]RUH�.j vyskytuje. 
 
Jazyk generovaný silno synchronizovaným pattern systémRP�+�]DþtQDM~F�RG�;j je: 
 

Ls�+��;j) = {wj
(i) | i ≥ 0}. 

 
 
Nové n-WLFH�]tVNDYDPH�WHGD�WDN��åH�SUH�NDåG~�SUHPHQQ~�Y\EHULHPH�QHMDNê�Y]RU�]�PQRåLQ\�N�QHM�
priradených vzorov a premenné v týchto vzoroch nahradíme potom príslušnými slovami z n-tice 
slov z predchád]DM~FHKR�NURNX�YêSRþWX��SUHPHQQ~�;k slovom wk

(predch. krok)). 
 
 
Definícia 6.1.3: Slabo synchronizovaný pattern systém (v skratke WSPS; W = ZHDNO\��+ = ����
9�� S�� W�� UHNXU]tYQH� JHQHUXMH� SUH� NDåGp� L ≥ �� SRVWXSQRV"� Q-tíc terminálnych slov, zase si ju R]QDþPH�D(i)�+���QDVOHGRYQým spôsobom: 
 
    (w1

(0), ..., wn
(0)) ∈ D(0)�+��� � � DN�Zj

(0) ∈ t(Xj), j = 1, ..., n 
 
(w1

(i+1), ..., wn
(i+1)) ∈ D(i+1)�+��� � � DN�H[LVWXMH�.j ∈ p(Xj), j = ��������Q��D�SUH�NDåGp�WDNpWR�.j existuje  

                                 (w1
(i), ..., wn

(i)) ∈ D(i)�+��WDNp��åH�Zj
(i+1) sa získa z .j nahradením � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � YãHWNêFK�YêVN\WRY�NDåGHM�SUHPHQQHM�;k slovom wk

(i), a to pre  
                                 všetky k ∈ {1, ..., n}, pre ktoré sa premenná Xk�YR�Y]RUH�.j  
                                 vyskytuje. 
 
Jazyk generovaný slabo synchronizovaným pattern systémom +�]DþtQDM~F�RG�;j je: 
 

Lw�+��;j) = {wj
(i) | i ≥ 0}. 

 1D�UR]GLHO�RG�VLOQR�V\QFKURQL]RYDQpKR�SDWWHUQ�V\VWpPX�PRåQR�Y�WRPWR�SUtSDGH�Y�NDåGRP�NURNX�SRXåL"�SUH�U{]Qe vzory rôzne n-tice. 
 
 
Definícia 6.1.4: Nesynchronizovaný pattern systém (v skratke NSPS) + = ����9��S�� W�� JHQHUXMH�
QDVOHGRYQ~�SRVWXSQRV"�'j

(i)�+��SUH�NDåGp�M = 1, ..., n a i ≥ 0 nasledovným spôsobom: 
 
    Dj

(0)�+� = t(Xj),  j = 1, ..., n 
 
    Dj

(i+1)�+��  je zjednotením medzi Dj
(i)�+��D�PQRåLQRX�YãHWNêFK�WHUPLQiOQ\FK�VORY�]tVNDQêFK 

]�NDåGpKR�Y]RUX�. ∈ p(Xj��WêP��åH�VD�Y��RP�QDKUDGt�NDåGê�YêVN\W�NDåGHM�  
premennej Xk nejakým slovom z Dk

(i)�+���N = 1, ..., n. 
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Jazyk generovaný nesynchronizovaným pattern systéPRP�+�]DþtQDM~F�RG�;j je: 
 

Ln�+��;j) = {w ∈ �* | existuje i ≥ ��WDNp��åH�Z ∈ Dj
(i)�+�`� 

 
 
Rozdiel medzi synchronizovaným a nesynchronizovaným pattern systémom je v podstate ten LVWê�� V� DNêP� VPH� VD� VWUHWOL� DM� Y� SUtSDGH� JUDPDWtN� ]DORåHQêFK� QD� Y]RURFK�� WHGD� Y V\QFKURQL]RYDQRP� SUtSDGH� VD� SUHPHQQp� P{åX� QDKUiG]D"� OHQ� VORYDPL� Y\JHQHURYDQêPL� Y�SUHGFKiG]DM~FRP�NURNX� RGYRGHQLD�� NêP�Y�QHV\QFKURQL]RYDQRP�SUtSDGH�PRåQR�QD�QDKUDGHQLH�SUHPHQQêFK� SRXåL"� DNêNR�YHN� WHUPLQiOQ\� UH"D]HF� Y\SURGXNRYDQê� Y� KRFLNWRURP� ]�
predchádzajúFLFK�NURNRY�YêSRþWX� 
 
 7ULHG\�MD]\NRY�GHILQRYDQp�6636�UHVS��:636�UHVS��1636�R]QDþPH�DNR�663/�UHVS��:63/�UHVS��
NSPL. 
 
Definícia 6.1.5: Pattern systém + = ����9��S��W��VD�QD]ýva deterministický, ak pre všetky Xi ∈ V V~�PQRåLQ\�S�;i) a t(Xi) jednoprvkové. Príslušné triedy jazykov pre tri vyššie definované VS{VRE\�RGYRG]RYDQLD�VL�R]QDþPH�DNR�'663/��':63/��'163/� 
 
 9��DOãRP�P{åHPH�EH]�XMP\�QD�YãHREHFQRVWL�SUHGSRNODGD"��åH�Y�/f�+��;j) je j = ���YåG\�P{åHPH�YKRGQH� SUHPHQRYD"� SUHPHQQp��� SUHWR�� DN� QHEXGH� ]� QHMDNêFK� dôvodov QXWQp� XYiG]D"� DM�
SUHPHQQ~��EXGHPH�StVD"�OHQ�/f�+���I ∈ {s,w,n}). 
 7HUD]� XYHGLHPH� SiU� SUtNODGRY�� NWRUp� QiP� OHSãLH� XNiåX� DNR� WDNê� SDWWHUQ� V\VWpP� SUDFXMH� D� ]�NWRUêFK�YLDFHUp�SRXåLMHPH�DM�QHVN{U�SUL�U{]Q\FK�G{ND]RFK� 
 
Príklad 6.1.6: Majme pattern systéP�+1 = ({a, b}, {X1, X2, X3}, p, t) 

p(X1) = {X2X3} t(X1) = {ab} 
p(X2) = {X2X2} t(X2) = {a} 
p(X3) = {X3X3} t(X3) = {b} 

 .H�åH� PQRåLQ\� Y]RURY� UHVS�� D[LyP� SULVO~FKDM~FLFK� N� MHGQRWOLYêP� SUHPHQQêP� V~� OHQ�
jednoprvkové, ide o deterministický pattern systém. Nie jH� "DåNp� YLGLH"�� åH� Y� NDåGRP� NURNX�
odvodenia je v synchronizovanom prípade k dispozícii len jedna n-tica, preto vygenerovaný 
jazyk bude rovnaký pre slabú aj silnú synchronizáciu. Pre deterministické pattern systémy teda 
dostávame aj prvý triviálny výsledok: DSSPL = DWSPL 
 
Lema 6.1.7: DSSPL = DWSPL. 
 9Ui"PH� VD� DOH� N� SUtNODGX� ������ D� SR�PH� VD� WHUD]� EOLåãLH� SR]ULH"� QD� WR�� DNR� V\VWpP� SUDFXMH��QDMVN{U�V\QFKURQL]RYDQê�SUtSDG��QD�]DþLDWNX�PiPH 
 
D(0)�+1) = (ab, a, b)     je to jediná n-tica slov prislúchajúcich k premenným v poradí X1, X2, X3 
 
Jediná n-tica vzorov, ktoré prislúchajú k premenným je: (X2X3, X2X2, X3X3) 
Premennú Xi� P{åHPH� QDKUDGL"� OHQ� VORYRP�� NWRUp� MH� QD� L-tej pozícii v n-tici slov D(0)�+1) 
(i = 1, 2, 3), teda D(1)�+1) = (ab, a2, b2). Rovnakým spôsobom získame D(2)�+1��V�SRXåLWtP�Q-tice 
slov z D(1)�+1), D

(3)�+1) získame zo slov z D(2)�+1���DW����� 1LHNR�NR�SUYêFK�LWHUiFLL�Y\]HUi�WDNWR� 
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D(0)�+1) = (ab, a, b) 
D(1)�+1) = (ab, a2, b2) 
D(2)�+1) = (a2b2, a4, b4) 
D(3)�+1) = (a4b4, a8, b8) 
D(4)�+1) = (a8b8, a16, b16) 

 
-DVQH�YLGQR��åH�/s�+1) = Lw�+1) = {a2^n b2^n | n ≥ 0}. 
 3UH�QHV\QFKURQL]RYDQê�UHåLP�SRXåLM~F�QDVOHGRYQê�]iSLV��  
D(i)�+1) = (D1

(i)�+1), D2
(i)�+1), D3

(i)�+1)), i = 0, 1, 2, ....., dostávame: 
 

D(0)�+1) = ({ab}, {a}, {b}) 
D(1)�+1) = ({ab}, {a, a2}, {b, b2}) 
D(2)�+1) = ({ab, ab2, a2b, a2b2}, { a, a2, a4}, {b, b2, b4}) 
D(3)�+1) = ({ab, ab2, ab4, a2b, a2b2, a2b4, a4b, a4b2, a4b4}, { a, a2, a4, a8}, {b, b2, b4, b8}) 

 
Ln�+1) = {a2^m b2^n | m, n ≥ 0}. 
 
 1HFK�+1

’ je ten istý systém ako +1, s nasl. zmenami: p(X1) = {X2, X3}, t(X1) = {a, b}. 
Potom Ln�+1

’) = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0}. 
 
Príklad 6.1.8: Majme pattern systém +2 = ({a, b}, {X1, X2}, p, t) 

p(X1) = {X2X2} t(X1) = ^0` 
p(X2) = {aX2b} t(X2) = ^0` 

 9�WRPWR�SUtSDGH�REVDKXMH�NDåGê�Y]RU�YêVN\W\�OHQ�MHGQHM�SUHPHQQHM��SUHWR�VD�EXG~�]KRGRYD"�DM�MD]\N\�SUH�YãHWN\�WUL�UHåLP\�RGYRG]RYDQLD��1LH�MH�"DåNp�YLGLH"��åH� 
Ls�+2) = Lw�+2) = Ln�+2) = {anbnanbn | n ≥ 0}. 
 
Príklad 6.1.9: +3 = ({a, b}, {X1, X2, X3, X4}, p, t) 

p(X1) = {X2X3} t(X1) = {a} 
p(X2) = {X1}  t(X2) = ^0` 
p(X3) = {X4}  t(X3) = {b} 
p(X4) = {X3}  t(X4) = {a} 

 1D�SUHK�DGQHMãLH�RGYRG]RYDQLH�VORY�SRXåLMHPH�QDVOHGXM~FX�WDEX�NX� 
 
 

V X1 X2 X3 X4 

p(Xj) X2X3 X1 X4 X3 
D(0)�+3) = t(Xj)  a 0 b a 

D(1)�+3) b a a b 
D(2)�+3) a2 b b a 
D(3)�+3) b2 a2 a b 
D(4)�+3) a3 b2 b a 
D(5)�+3) b3 a3 a b 
D(6)�+3) a4 b3 b a 
D(7)�+3) b4 a4 a b 

 
=DXMtPDM~�QiV�VORYi��NWRUp�V~�Y�VW�SFL�SUH�;1��'i�VD��DKNR�WXãL"��åH�/s�+3) = a+ ∪ b+. 
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=DXMtPDYp� MH�� åH� WHQWR� MD]\N� Y]QLNQH� ]� SRVWXSQRVWL� VORY� �VW�SHF� SRG� ;1��� Y� SUtSDGH� EHåQêFK�
zariadení, ako sú automaty, „RE\þDMQp´� JUDPDWLN\� DOHER� /-systémy, sa takýto jazyk nedá 
GHILQRYD"� DNR�SRVWXSQRV"� VORY��3RGREQH�PRåQR�GHILQRYD"� DM� MD]\N�/s�+3

’) = a+ ∪ b+ ∪ c+, kde 
+3

’ = ({a, b, c}, {X1, X2, X3, X4, X5, X6}, p, t), kde zobrazenia p a t sú definované nasledovne: 
p(X1) = {X3X4} t(X1) = {a} 
p(X2) = {X1}  t(X2) = ^0` 
p(X3) = {X2}  t(X3) = ^0` 
p(X4) = {X5}  t(X4) = {c} 
p(X5) = {X6}  t(X5) = {b} 
p(X6) = {X4}  t(X6) = {a} 

 3R]RUQê� þLWDWH�� LVWH� ViP� GRNiåH� QDKOLDGQX"�� åH� WDNêWR� V\VWpP� QDR]DM� JHQHUXMH� KRUHXYHGený 
jazyk.              

 
 
 
Príklad 6.1.10:�+4 = ({X1, X2, X3}, {a, b, c}, p, t) 

  p(X1) = {X2X3} t(X1) = {abc} 
  p(X2) = {aX2b} t(X2) = {ab} 
  p(X3) = {X3c} t(X3) = {c} 

 
V X1 X2 X3 

p(Xj) X2X3 aX2b X3c 
D(0)�+4)  abc ab c 
D(1)�+4)  abc aabb cc 
D(2)�+4)  aabbcc aaabbb ccc 
D(3)�+4)  a3b3c3 a4b4 c4 

D(4)�+4)  a4b4c4 a5b5 c5 

D(5)�+4)  a5b5c5 a6b6 c6 

 7HQWR�V\VWpP�Y�V\QFKURQL]RYDQRP�UHåLPH�JHQHUXMH�GREUH�]QiP\�MD]\N�QHSDWULDFL�GR�&)� 
Ls�+4) = {anbncn | n ≥ 1}. 
 
Príklad 6.1.11:�+5 = ({X1, X2, X3}, {a, b, c}, p, t) 

  p(X1) = {X2cX2} t(X1) = {aca, bcb} 
  p(X2) = {X2aX2b} t(X2) = {a, b} 

 
V X1 X2 

p(Xj) X2cX2 X2aX2b 
D(0)�+4)  {aca, bcb} {a, b} 
D(1)�+4)  {aca, bcb} {aa, ab, ba, bb} 
D(2)�+4)  {aacaa, abcab, bacba, bbcbb} {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb} 
 
Ls�+5) = Ln�+5) = {xcx | x ∈{a, b}+`��þR�MH��DOãt�GREUH�]QiP\�QHEH]NRQWH[WRYê�MD]\N� 
 .H�åH� Y� �DOãRP� VD� EXGHPH� RGYROiYD"� QD� QLHNWRUp� MD]\N\�� WX� MH� LFK� PDOp� ]KUQXWLH� VSROX� V�
triedami, do ktorých patria: 
 
L1 = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0} ∈ NSPL 
L2 = {anbnanbn | n ≥ 0} ∈ DNSPL ∩ DSSPL 
L3 = a+ ∪ b+ ∈ DSSPL 
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L4 = {anbncn | n ≥ 1} ∈ DSSPL 
 
Veta 6.1.12:�.DåGê�NRQHþQê�MD]\N�SDWUt�GR�'163/�D�DM�GR�':63/ = DSSPL. 
 
Dôkaz: Nech F ={w1, w2, ..., wn`�MH�QHMDNê�NRQHþQê�MD]\N�QDG�DEHFHGRX����6\VWém generujúci F 
vyzerá nasledovne: 
 

+F = ��� {X1, X2, ..., Xn}, p, t} 
p(Xi) = {Xi+1}, i = 1, ..., n-1 
p(Xn) = {Xn} 
t(Xi) = {wi},  i = 1, ..., n. 

 -DVQH�YLGQR��åH�/n�+F, X1) = Ls�+F, X1) = F. 
� 

 
 7HUD]�XYHGLHPH�DM�QLHNR�NR�SUtNODGRY�MD]\NRY��NWRUp�QHSDWULD�GR�QLHNWRUêFK�WULHG�GHIinovaných SDWWHUQ�V\VWpPDPL��7LHWR�MD]\N\�QiP��DNR�WR�Xå�EêYD�]Y\NRP��QHVN{U�SRVO~åLD�QD�GRND]RYDQLH�LVWêFK�WYUGHQt�WêNDM~FLFK�VD�Y]"DKRY�PHG]L�WULHGDPL� 
 
Lema 6.1.13: L4 = {anbncn | n ≥ 1} ∉ NSPL 
 
Dôkaz:� 3UHGSRNODGDMPH�� åH� /4 = Ln�+��� NGH� + = ��� V, p, t)�� � = {a, b, c}, V = {X1, ..., Xn}, 
n ≥ ���3UH�PQRåLQ\�'j

(i) (pozri definíciu nesynchronizovaného pattern systému), j = 1, ..., n, i ≥ 0 
platí: Dj

(0)�+� = t(Xj) a Dj
(i)�+� ⊆ Dj

(i+1)�+�� �WHQWR� Y]"DK� MDVQH� Y\SOêYD� ]� GHILQtFLH��� ]� þRKR� QiP�
�DOHM�Y\SOêYD��åH�/n�+� = limi→∞ D1

(i)�+�� 
  Nech w = ambmcm ∈ L4��SULþRP�P > PD[^�_._��. ∈ p(Xj)}.max{ |x|; x ∈ t(Xj)} pre j = 1, ..., n. 
3UH�WDNpWR�P�QiP�LKQH��Y\SOêYD�SUYê�G{OHåLWê�IDNW��Z ∉ D1

(0)�+� ∪ ... ∪ Dn
(0)�+���$Yšak existuje 

i ≥ ��WDNp��åH�Z ∈ D1
(i)�+���=REHUPH�QDMPHQãLH�L�V�WRXWR�YODVWQRV"RX��6ORYR�Z = h1�.1) pre nejaké 

.1 ∈ p(X1) a h1: (V ∪ ��* → �*� MH� KRPRPRUIL]PXV� VWDELOQê� SUH� WHUPLQiO\� WDNê�� åH� SUHPHQQp�
zobrazuje na slová z Dj

(i-1)�+��� M = 1, ..., n (len simulujeme prácu nesynchronizovaného pattern 
systému). 
 � 3R�PH�VD�WHUD]�SR]ULH"�QD�WR��DN~�ãWUXNW~UX�P{åH�PD"�Y]RU�.1��1DMVN{U�Y\O~þPH�PRåQRV"��åH�
.1�REVDKXMH�WHUPLQiO\��LQDN�E\�VD�GDOL�JHQHURYD"�VORYi��NWRUp�GR�/4�QHSDWULD��WDNåH�.1 obsahuje OHQ�SUHPHQQp��$N�VD�Y��RP�Y\VN\WXMH�SUHPHQQi�;1��WDN�SRWRP�.1 = X1 alebo okrem X1 obsahuje SUHPHQQp��NWRUp�PRåQR�QDKUDGL"�OHQ�SUi]GQ\PL�VORYDPL��,Qi�PRåQRV"�YHGLH�N�VSRUX��SUHWRåH�;1 
sa nahrádza slovami z D1

(i-1)� D� WiWR�PQRåLQD� REVDKXMH� OHQ� VORYi� ]� MD]\ND� /4, teda slová tvaru 
akbkck��3ULGDQtP�SUtSDGQêFK��DOãtFK� V\PERORY�SR�nahradení X1 by sa odvodili slová, ktoré by 
QHPDOL� SRåDGRYDQê� WYDU�� /HQåH� DN� .1 = X1, potom w ∈ D1

(i-1)�+��� þR� MH� VSRU� V� WêP�� åH� L� MH�
QDMPHQãLH� WDNp��åH�Z ∈ D1

(i)�+�� �URYQDNê�DUJXPHQW�SODWt�SRFKRSLWH�QH�DM�SUH�GUXKê�SUtSDG��NGH�
okrem X1 sú aj premenné, ktoré sa nahrádzajú prázdnym slovom) , preto sa v .1� QHP{åH�;1 Y\VN\WRYD"� 
� � 3UHGSRNODGDMPH�WHGD��åH�Y�.1 sa vyskytuje nejaká premenná Xj ≠ X1, ktorá sa pri odvodzovaní 
nahradí nejakým slovom yj ∈ Dj

(i-1)�+��� $N� .1 ≠ Xj�� WDN� PQRåLQD� 'j
(i-1)�+�� PXVt� E\"� LED�

jednoprvková, inak by sme pri nahrádzaní Xj�PRKOL�SRXåL"�DM�LQê�UH"D]HF�DNR�\j (pri zachovaní 
nahradenia prípadných iných premenných rovnakými slovami ako predtým) a tým by sme dostali 
slovo nepatriace do L4��/HQåH�DN�PQRåLQD�'j

(i-1)�+�� MH� MHGQRSUYNRYá, potom Dj
(i-1)�+� = t(Xj), z þRKR�]DVH�Y\SOêYD��åH�Z�MH�YêVOHGNRP�QDKUDGHQLD�SUHPHQQêFK�Y�.1 slovami z t(Xj), j = 1, ..., n a 

WR� MH� VSRU� V� YêEHURP� P�� (ãWH� ]RVWDOD� PRåQRV"�� åH� .1 = Xj, Xj ≠ X1�� =� WRKR� Y\SOêYD�� åH�
w ∈ Dj

(i-1)�+��D�]iNRQLWH�PXVt�H[LVWRYD"�Y]RU�.j ∈ p(Xj��WDNê��åH�Z = hj�.j) pre hj: (V ∪ ��* → �*, 
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hj je stabilný pre terminály a hj(Xr) ∈ Dr
(i-2)�+���U = 1, ..., Q��7DNWR�E\�VPH�PRKOL�VWiOH�SRNUDþRYD"�

smerom k Dj
(0)�+���QR�NH�åH�VORYR�Z ∉ D1

(0)�+� ∪ ... ∪ Dn
(0)�+���RSl"�E\�VPH�SULãOL�N�]iYHUX��åH�

w sa získa z nejakého vzoru .j��NWRUp�SR]RVWiYD�]�YLDF�DNR�MHGQHM�SUHPHQQHM��R�þRP�Xå�YLHPH��åH�
to vedie k sporu, teda L4 = {anbncn | n ≥ 1} ∉ NSPL. 

� 

 
Nasledujúcej lema do istej miery charakterizuje niektoré jazyky z DNSPL, dá sa pomocou nej GRND]RYD"�DM�WR��åH�QLHNWRUp�MD]\N\�GR�'163/�QHSDWULD� 
 

Lema 6.1.14: Ak L ∈ '163/��SULþRP�/ = L1 ∪ L2, kde L1 ⊆ �1
*, L2 ⊆ �2

*�V~�QHNRQHþQp�MD]\N\�
D�DEHFHG\��1� D��2� V~�GLVMXQNQp��SRWRP�H[LVWXMH�NRQHþQê� MD]\N�) ⊆ �1

* ∪ �2
* a konštanta t ≥ 2 WDNi��åH 

 
L ⊆ F ∪{xt | x ∈ �1

* ∪ �2
*} 

 
Dôkaz: Nech L = Ln�+� X1) pre nejaký deterministický pattern systém + = ��1 ∪ �2, V, p, t), 
V = {X1, ..., Xn`��.H�åH�+�MH�GHWHUPLQLVWLFNý, tak |p(Xj)| = |t(Xj)| = 1 pre j = 1, ..., n. Bez ujmy na YãHREHFQRVWL�P{åHPH�SUHGSRNODGD"��åH�+�QHREVDKXMH�åLDGQH�]E\WRþQp�SUHPHQQp��WHGD�WDNp��NWRUp�VD�QH]~þDVW�XM~�QD�JHQHURYDQt� MD]\ND�/��.HE\� WDP� WDNp�SUHPHQQp�EROL��YLHPH� LFK� MHGQRGXFKR�DOJRULWPLFN\� RGVWUiQL"� SRPRFRX� JUDIX�� NGH� E\� SUHPHQQp� ;i a Xj boli spojené hranou práve YWHG\��NH��VD�SUHPHQQi�;j vyskytuje vo vzore z p(Xi���=E\WRþQi�SUHPHQQi�MH� WDNi��NWRU~�V�;1 QHVSiMD�åLDGQD�FHVWD� � � .H�åH�DEHFHG\�MD]\NRY�/1 a L2�V~�GLVMXQNWQp��WDN�åLDGQ\�Y]RU�SRXåLWê�QD�JHQHURYDQLH�VORY�]�
L1�QHP{åH�REVDKRYD"�V\PERO\�]R��2�D�SRGREQH�DM�QDRSDN��åLDGQ\�Y]RU�SRXåLWê�QD�JHQHURYDQLH 
slov z L2�QHP{åH�REVDKRYD"� V\PERO\�]R��1. Navyše +� MH�GHWHUPLQLVWLFNê� D�QHREVDKXMH�åLDGQH�]E\WRþQp� SUHPHQQp�� =� XYHGHQêFK� IDNWRY� Y\SOêYD�� åH� YãHWN\� Y]RU\� SR]RVWiYDM~� OHQ� ]�
premenných. � � .HE\�YãHWN\�Y]RU\�PDOL�G�åNX�MHGHQ��SRWRP�E\�ERO�MD]\N�/n�+��NRQHþQê��þR�QLH�MH��WDNåH�DVSR��MHGHQ� Y]RU�PXVt�PD"� G�åNX� YlþãLX� DNR� MHGHQ�� QHFK� MH� WR�� = Xi1 ... Xik, k ≥ ���8YDåXMPH��DOHM�
QDMNUDWãLX� PRåQ~� SRVWXSQRV"� SUHPHQQêFK� ;j1, ..., Xjr, r ≥ ��� WDN~�� åH� S�;1) = Xj1, 
p(Xj1) = Xj2, ..., p(Xj(r-1)) = Xjr, p(Xjr) = .�� NGH�.� MH� G�åN\� DVSR�� GYD� �P{åH� QDVWD"� DM� SUtSDG�� åH�
p(X1) = .���%H]�SRXåLWLD�Y]RUX�.�VD�Gi�]tVND"�OHQ�NRQHþQê�SRþHW�VORY��NWRUp�V~�]DKUQLHPH�GR�)��
Všetky ostatné slová sa získajú nahradením premenných vo vzore .�WHUPLQiOQ\PL�UH"D]FDPL��7R�
platí pre slová z L1 aj z L2, teda Dis

(j)�+�� REVDKXMH� UH"D]FH� ]R��1
*� DM� ]R��2

* pre všetky j ≥ 1 a 
s = 1, ..., k. Keby niektoré iu ≠ iv, u, v ∈ {1, ..., N`��WDN�SUH�GRV"�YH�Np�M��M’, Diu

(j)�+��E\�REVDKRYDOR�UH"D]HF� ]R� �1
+ a Div

(j’)�+�� ]DVH� UH"D]HF� ]R� �2
+ (alebo naopak), potom by vãDN� EROR� PRåQp�Y\JHQHURYD"� VORYR�REVDKXM~FH� V\PERO\� V~þDVQH� ]�RERFK� DEHFLHG�� þR� MH� QHåLDG~FH��7DNåH�EX��

Dis
(j)�+� = ^0`� DOHER� ;iu = Xiv, presnejšie: . = .1Xiu.2Xiu ... .tXiu.t+1�� SULþRP� YãHWN\� .q, 

q = 1, ..., t+1 sa skladajú z premenných Xis��SULþRP�'is
(j)�+� = ^0`��3UH�SUtSDG��åH�W = ���P{åHPH�

všetky vzory tvaru . = .1Xiu.2�QDKUDGL"�QRYêP�. = Xiu bez toho, aby sa zmenil jazyk definovaný GDQêP� SDWWHUQ� V\VWpPRP� �NH�åH� .1� D� .2� MH� PRåQp� QDKUDGL"� OHQ� SUi]GQ\P� VORYRP��� 3R� WHMWR�
úprave získame trochu iný pattern systém +’��SUH�NWRUê�EXGHPH�RSl"�XYDåRYD"�QDMNUDWãLX�PRåQ~�
SRVWXSQRV"� SUHPHQQêFK� ;j1, ..., Xjr, r ≥ ��� WDN~�� åH� S�;1) = Xj1, p(Xj1) = Xj2, ..., p(Xj(r-1)) = Xjr, 
p(Xjr) = .��7ýmto postupom nakoniec nájdeme taký vzor . = .1Xiu.2Xiu ... .tXiu.t+1, kde t ≥ 2, z þRKR� MDVQH� Y\SOêYD�� åH� SR� QDKUDGHQt� SUHPHQQHM� ;iu� VD� ]tVND� SRåDGRYDQê� WYDU� JHQHURYDQêFK�UH"D]FRY�[t. 

� 
 
Dôsledok 6.1.15: Pre L1 = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0} a L3 = a+ ∪ b+ platí: L1, L3 ∉ DNSPL. 
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6.2 Simulácia doteraz známych tried pattern languages SRPRFRX�SDWWHUQ�V\VWpPRY�D�Y]"DK\�V�LQêPL�WULHGDPL�
jazykov 
 

 7HUD]�VL�XNiåHPH��DNR�VD�SRPRFRX�SDWWHUQ�V\VWpPRY�GDM~�VLPXORYD"�PQRKp�GRWHUD]�VSRPtQDQp�
triedy pattern languages. 
 
Lema 6.2.1: PLE ⊂ NSPL a PLNE ⊂ NSPL. 
 
Dôkaz:�1HFK�� = {a1, a2, ..., ak}, V = {X1, X2, ..., Xn`�V~�PQRåLQ\�WHUPLQiORY�D�SUHPHQQêFK�D�QHFK� � ∈ ��  ∪ V)+� MH� Y]RU�� $NR� Xå� YLHPH�� WULHG\� 3/E resp. PLNE sú tvorené jazykmi SR]RVWiYDM~FLPL� ]R� VORY�� NWRUp� Y]QLNQ~� QDKUDGHQtP�SUHPHQQêFK� Y� GDQRP�Y]RUH� �XERYR�QêPL�UHVS�� �XERYR�QêPL� QHSUi]GQ\PL� UH"D]FDPL�� 3DWWHUQ� V\VWpP�� NWRUê� QiP� Y\JHQHUXMH� �XERYR�Qê�
jazyk z PLE resp. z PLNE vyzerá nasledovne: 
 

+ = ����9 ∪ {X0}, p, t) 
p(X0) = ^�`��W�;0) = {w}, w je nejaké slovo z LE��� 

  p(Xi) = {ajXi | i = 1, ..., k}, t(Xi) = ^0`��L = 1, ..., n 
 
Premenné X1, ..., Xn� SURGXNXM~� UH"D]FH� ]R� �*�� NWRUp� VD� SRWRP� SRXåLM~� QD� QDKUiG]DQLH�
premenných vo vzore ��� þtP� VD� GRNRQDOH� VLPXOXMH� VS{VRE� ]tVNDYDQLD� VORY� SUH� Y\PD]iYDM~FH�
vzory, teda LE��� = Ln�+� X0).  
 3UH�QHY\PD]iYDM~FH�Y]RU\�VWDþt�XYDåRYD"�SDWWHUQ�V\VWpP�+’, ktorý bude zhodný s +� V� MHGLQým 
rozdielom: t(Xi) = ���L = 1, ..., n. Potom LNE��� = Ln�+’, X0). 
 6WDþt� Xå� OHQ� GRNi]D"�� åH� XYDåRYDQp� LQNO~]LH� V~� YODVWQp�� 1D� WR� QiP� SRVO~åL� QDSUtNODG� MD]\N�
L1 = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0}, ktorý patrí do NSPL, ale nepatrí ani do jednej z tried PLE resp. 
PLNE��SUHWRåH��DNR�MH�]UHMPp�]�GHILQtFLH�WêFKWR�GYRFK�WULHG��DN�XYDåXMHPH�MD]\N\�QDG�DEHFHGRX�
{a, E`��WDN�NDåGê�QHNRQHþQê�MD]\N�]�3/E ∪ PLNE�REVDKXMH�VORYi��Y�NWRUêFK�VD�Y\VN\WXM~�V~þDVQH�
oba symboly naraz (neprázdne slová dosaG]RYDQp� ]D� SUHPHQQp� V~� �XERYR�Qp�� P{åX� WHGD�REVDKRYD"�DNpNR�YHN�V\PERO\�]�GDQHM�DEHFHG\�� 

� 
 

Lema 6.2.2: MPLE ⊂ NSPL a MPLNE ⊂ NSPL. 
 
Dôkaz:� +ODYQi� P\ãOLHQND� G{ND]X� MH� URYQDNi� DNR� SUH� SUHGFKiG]DM~FL� SUtSDG�� RSl"� XYDåXMPH�
abecedy terminálnych symbolov � = {a1, a2, ..., ak} a premenných V = {X1, X2, ..., Xn`��1HFK���MH�PXOWLY]RU��WHGD�NRQHþQi�PQRåLQD�Y]RURY�]���  ∪ V)+). Majme pattern systém: 
 

+ = ����9 ∪ {X0}, p, t) 
p(X0) = ���W�;0) = {w}, w je nejaké slovo z LE��� 

  p(Xi) = {ajXi | i = 1, ..., k}, t(Xi) = {0`��L = 1, ..., n 
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Jediný drobný UR]GLHO� RSURWL� SUHGFKiG]DM~FHPX� SUtSDGX� MH� Y� PQRåLQH� S�;0). Následne 
dostávame: LE��� = Ln�+� X0). 
 
Nevymazávajúci prípad pre MPLNE�RSl"�RãHWUtPH�WDN��åH�SRORåtPH�W�;i) = ���L = 1, ..., n. 
 
,QNO~]LH�V~�YODVWQp��QD�G{ND]�PRåQR�RSl"�SRXåL"� MD]\N�/1 = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0}, ktorý 
nepatrí do MPLE resp. do MPLNE z rovnakého dôvodu ako pre PLE a PLNE. 

� 
 
Lema 6.2.3: PLNG ⊂ NSPL. 
 
Dôkaz:�1HFK���� 9��$�� 3� V~� �Y� XYHGHQRP� SRUDGt��PQRåLQ\� WHUPLQiORY�� SUHPHQQêFK�� D[LyP� D�
vzorov.� 3UH� GDQ~� JUDPDWLNX� ]DORåHQ~� QD� Y]RURFK� * = ��� V, A, P) skonštruujeme nasledovný 
pattern systém: 
 
  + = ��� V, p, t) 
  p(Xi) = P   i = 1, ..., n 
  t(Xi) = A   i = 1, ..., n 
 
9� WRPWR� SUtSDGH� QDR]DM� �DKNR� YLGQR�� åH� 1/�*� = Ln�+� Xi�� SUH� NDåGp� L ∈{1, ..., n}�� 6WDþLOR�]DEH]SHþL"�� DE\� VL� MHGQRWOLYp� SUHPHQQp� EROL� QDY]iMRP� URYQp� WDN�� DNR� MH� WRPX� Y� SUtSDGH�XYDåRYDQêFK�JUDPDWtN� 
 
9ODVWQi�LQNO~]LD�VD�GRNiåH�SRPRFRX�MD]\ND�D* ∪ b*��R�NWRURP�Xå�YLHPH��åH�QHSDWUt�GR PLNG. Na 
druhej strane je to bezkontextový jazyk a ke�åH� SODWt�� åH�&) ⊂ 163/� �GRNiåHPH�QHVN{U��� WDN�
PXVt�SODWL"�DM�D* ∪ b* ∈ NSPL. 

� 
 

Lema 6.2.4: IPL ⊂ WSPL. 
 
Dôkaz:�1HFK����9��$�V~��Y�XYHGHQRP�SRUDGt��PQRåLQ\�WHUPLQiORY��SUHPHQQêFK��D[LyP�D�QHFK���MH� Y]RU�� 3UH� GDQ~� JUDPDWLNX� ]DORåHQ~� QD� Y]RURFK� * = ��� V, A, ��� VNRQštruujeme nasledovný 
pattern systém: 
 
  + = ��� V, p, t) 
  p(Xi) = �� � � L = 1, ..., n 
  t(Xi) = A   i = 1, ..., n 
 1LH� MH� "DåNp� YLGLH"�� åH� V\QFKURQL]RYDQê� VS{VRE� RGYRG]RYDQLD� VORY� Y� XYDåRYDQHM� JUDPDWLNH�
zodpovedá slabej synchronizácii pattern systéPX�+�� WHGD�6/�*� = Lw�+� Xi), i = 1, ..., n, tým je 
dokázaná inklúzia. 
 
9ODVWQ~�LQNO~]LX�GRNiåHPH�RSl"�SRPRFRX�Y\ããLH�XYHGHQpKR�MD]\ND�/3 = a+ ∪ b+ ∈ DSSPL. Ako 
Xå� YLHPH��'663/ = DWSPL a triviálne platí: DWSPL ⊆ WSPL, teda L3 ∈ WSPL. Podobným 
spôsobom ako pre jazyk a* ∪ b*� VD�GRNiåH��åH�DQL�/3 ∉ IPL (pozri dôkaz XXX). Z uvedených VNXWRþQRVWt�Y\SOêYD�YODVWQi�LQNO~]LD� 

� 
 
 7HUD]� HãWH� XYHGLHPH� QLHNR�NR� YêVOHGNRY� WêNDM~FLFK� VD� WULHG� GHILQRYDQêFK� SULDPR� SDWWHUQ�
systémami a niektoré z nich porovnáme s niektorými triedami jazykov Chomského hierarchie. 
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Veta 6.2.5: NSPL ⊂ WSPL 
 
Dôkaz:� 1HFK� + = ��� V, p, t), V = {X1, ..., Xn} je nesynchronizovaný pattern systém (NSPS). 
Skonštruujeme slabo synchronizovaný pattern systém (WSPS) +’ = ��� V, p’, t), kde 
p’(Xi) = p(Xi) ∪ {Xi} pre všetky i = 1, ..., Q�� 7êPWR� VD� ]DEH]SHþt�� åH� '(k)�+’) ⊆ D(k+1)�+’) pre 
všetky k ≥ ���SUHVQHMãLH��YãHWN\�VORYi��NWRUêPL�GDQ~�SUHPHQQ~�EXGHPH�P{F"�QDKUiG]D"�VD�WêPWR�SUHQHV~� GR� NDåGpKR� QDVOHGXM~FHKR� NURNX� �WHGD� Y� SUHGFKiG]DM~FRP� NURNX� RGYRGHQLD� EXG~ k GLVSR]tFLL�DM�YãHWN\�RG�]DþLDWNX�RGYRGHQp�VORYi��þtP�VD�]DEH]SHþt�LFK�GRVWXSQRV"�SUL�QDKUiG]DQt�
premenných tak, ako je to typické pre nesynchronizovaný spôsob odvodzovania). 
 
6� Y\XåLWtP� LQNO~]LH� '(k)�+’) ⊆ D(k+1)�+’�� VD� Gi� LQGXNFLRX� �DKNR� XNi]D"�� åH�
D(k)�+’) = D1

(k)�+� × D2
(k)�+� × ... × Dn

(k)�+�� SUH� Yšetky k ≥ ��� ]� þRKR� Y\SOêYD�� åH�
Ln�+� Xi) = Lw�+’, Xi) pre všetky Xi ∈ 9��7R��åH�VODER�V\QFKURQL]RYDQê�SDWWHUQ�V\VWpP�Pi�YlþãLX�
generatívnu silu, dokazuje jazyk L4 = {anbncn | n ≥ �`��R�NWRURP�Xå�YLHPH� åH�nepatrí do NSPL, 
ale patrí do WSPL (patrí dokonca do DWSPL = DSSPL). 

� 
 
 
Veta 6.2.6: CF ⊂ NSPL 
 
Dôkaz: Nech G = (N, T, P, 6�� MH� EH]NRQWH[WRYi�JUDPDWLND�� NGH�1� MH�PQRåLQD� QHWHUPLQiORY��7�PQRåLQD�WHUPLQiORY��3�V~�SUDYLGOi�D�6�MH�SRþLDWRþQê�QHWHUPLQiO��8YDåXMme nasledovný normálny 
WYDU�SUH�*��SUH�NDåGê�QHWHUPLQiO�$ ∈ N existuje pravidlo A→ x, kde x ∈ T* (ak také neexistuje, 
WDN�KR�SULGiPH��SULþRP�Y\EHULHPH�QHMDNp�[ ∈ L(GA), kde GA = (N, T, P, A)) a na pravej strane NDåGpKR�SUDYLGOD�VD�NDåGê�QHWHUPLQiO�Y\VN\WXMH�QDMYLDF� MHGHQNUiW� �VDPR]UHMPH��P{åH� WDP�E\"�YLDF�QHWHUPLQiORY��DOH�YãHWN\�PXVLD�E\"�QDY]iMRP�U{]QH�� WR� VD�Gi�]DEH]SHþL"� WDN�� åH�SUtSDGQê�
viacnásobný výskyt nejakého neterminálu A nahradíme novými neterminálmi A1, ..., Ak a 
pridáme nové pravidlá Ai→A, Ai→x, i = 1, ..., k a x je pravá strana pravidla A→x). 
  Pattern systém + = (T, N, p, t), kde 

 
p(A) = ^.�_�$→. ∈ 3��. ∉ T*} 
t(A) = {x | A→x ∈ P, x ∈ T*} 

 
&HONRP�SULDPRþLDUR�VD�Gi�YLGLH"��åH�/�*� = Ln�+� S), teda CF ⊆ NSPL. 
9ODVWQi� LQNO~]LD� Y\SOêYD� ]� WRKR�� åH� napríklad jazyk L1 = {a2^n | n ≥ 0} ∪{b2^n | n ≥ 0} ∈ NSPL 
nie je bezkontextový. 

� 
 
Veta 6.2.7: REG ⊂ SSPL 
 
Dôkaz:�3RGREQH�DNR�SUHGFKiG]DM~FD�YHWD��.DåGê�Y]RU�REVDKXMH�LED�MHGHQ�YêVN\W�SUHPHQQHM��þR�]DUXþXMH�EH]SUREOpPRY~�V\QFKURQL]iFLX� 
9ODVWQRV"� LQNO~]LH je zrejmá , napr. L4 = {anbncn | n ≥ 1} ∈ DSSPL (a teda triviálne patrí aj do 
SSPL), pritom nie je ani bezkontextový. 
 
Získali sme základnú predstavu fungovania pattern-V\VWpPRY�� 7pPX� VPH� LVWH� QHY\þHUSDOL��H[LVWXM~�HãWH�DM��DOãLH�YêVOHGN\�Y�WHMWR�REODVWL�YUiWDQH�]DXMtPDYêFK�Y]"DKRY�V�WULHGDPL�MD]\NRY�
L-V\VWpPRY�� SUH� þLWDWH�D� V� KOEãtP� ]iXMPRP� R� SUREOHPDWLNX� RGSRU~þDPH� >��@�� 9� WHMWR� REODVWL�
existuje tak isto viacero otvorených problémov. 
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Záver 
 
  Zoznámili sme sa s rôznymi spôsobmi definovania jazykov pomocou vzorov. Spoznali sme QLHNWRUp� ]iNODGQp� YODVWQRVWL� WDNWR� GHILQRYDQêFK� WULHG� MD]\NRY�� =Gi� VD�� åH� X� QiV� WDNêWR� VS{VRE�GHILQRYDQLD� IRUPiOQ\FK� MD]\NRY�QLH� MH�YH�PL�]QiP\��$M�SUHWR�VPH�VD�SRN~VLOL� � SRNU\"�PQRKp�REODVWL��NWRUêP�VD�YHQXM~�U{]QH�RGERUQp�þOiQN\��7pPX�VPH�UR]KRGQH�QHY\þHUSDOL��WiWR�SUiFD�E\�PDOD�VO~åL"�DNR�~YRG�GR�SUREOHPDWLN\��9LDFHUp�VN~PDQp�REODVWL�V~�SRPHUQH�PODGp�V�PQRåVWYRP�RWYRUHQêFK� RWi]RN� D� HãWH� OHQ� þDNDM~� QD� VYRMH� SUtSDGQp� XSODWQHQLH� �þL� Xå� SUDNWLFNp� DOHER�
teoretické –�QDSUtNODG�P{åX�SRP{F"�DM�SUL� UR]YtMDQt� LQêFK�V~YLVLDFLFK�WHyULL���1D]QDþLOL�VPH�DM�SUDNWLFNp�Y\XåLWLH�Y]RURY�QDSUtNODG�Y�WHyULL�VWURMRYpKR�XþHQLD��3RN~VLOL�VPH�VD�]DYLHV"�MHGQRWQ~�WHUPLQROyJLX�� QD� YLDFHUêFK� PLHVWDFK� VPH� VD� SRN~VLOL� ]~SOQL"� WH[W� MHGQRGXFKêPL� SUtNODGPL��
kRPHQWiUPL� X�DKþXM~FLPL� SRFKRSHQLH� GDQHM� WpP\�� þL� NRPHQWiU� N� QLHNWRUêP� G{ND]RP�� DE\�þLWDWH�� QHERO� ]DKOWHQê� OHQ� IRUPiOQ\PL� GHWDLODPL�� QLHNGH� VPH� DM� GRSOQLOi niektoré jednoduché 
tvrdenia. � � .H�åH�SRþDV�VSUDFRYiYDQLD�WpP\�VPH�QDUD]LOL�QD�GRV"�YH�D�RWYRUHQêFK�SUREOpPRY�SUDNWLFN\�Y�NDåGHM�SUHEHUDQHM�REODVWL��RWYiUD�VD�WêP�YH�Nê�SULHVWRU�QD��DOãt�YêVNXP��0QRKp�]�WpP�P{åX�E\"�GREURX� LQãSLUiFLRX� SUH��DOãLH� GLSORPRYp� SUiFH�� NWRUp�P{åX� QD� UR]GLHO� RG� WRKRWR� SUHK�DGX� so ãLURNêP� ]iEHURP� SRGUREQHMãLH� UR]SUDFRYD"� QLHNWRU~� ]� XYHGHQêFK� REODVWt�� SRN~VL"� VD� GR� QHM�YQLNQ~"� KOEãLH� D�PRåQR� DM� Y\ULHãL"� QLHNWRUp� ]� RWYRUHQêFK� RWi]RN��1LHNWRUp�PRåQRVWL��DOãLHKR�YêVNXPX�VPH�Xå�SULDPR�QD]QDþLOL�Y�KODYQRP�WH[WH�DOHER�]�QHKR�SULSDPR�Y\Slývajú. Ako príklad QD� ]iYHU� XYH�PH� SUREOpP� HNYLYDOHQFLH� SUH� WULHGX� 3/NE�� NGH� ]DWLD�� QLH� MH� ]QiPH�� þL� MH�
UR]KRGQXWH�Qê��7pPRX��NWRUi�]DWLD��SRG�D�QDãLFK�YHGRPRVWt�QHEROD�UR]SUDFRYDQi�Y�þOiQNRFK�V~�V\QFKURQL]RYDQp� JUDPDWLN\� ]DORåHQp� QD� Y]RURFK� �]RYãHREHFQHQie iterovaných pattern 
languages). Aké sú základné vlastnosti triedy jazykov definovaných takýmito gramatikami? Aký MH� LFK� Y]"DK� N� SDWWHUQ-V\VWpPRP"� ([LVWXMH� WDP� QHMDNi� KLHUDUFKLD� WULHG� MD]\NRY� SRG�D� SRþWX�
vzorov? 
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Dodatok 
 

L-systémy 
 
 
 

Definícia: 0L-systém je trojica G = ���� 3�� Z��� NGH��� MH� DEHFHGD�� 3 ⊆ �� ×��* sú prepisovacie 
SUDYLGOi�� SULþRP� SUH� NDåGp� D ∈ �� H[LVWXMH� DVSR�� �� SUDYLGOR� �WHGD� SURM1(P) = ��� D w ∈ �+ je 
axióma. 
 
Krok odvodenia je relácia ⇒ na slovách zo �*, pre ktorú platí: u ⇒ w, ak u = a1 ... an, 
v = b1 ... bn��SULþRP�Di → bi ∈ P pre i = 1, ..., Q��3UHSLVXMH�VD�WHGD�NDåGê�V\PERO� 
 
Jazyk definovaný 0L-sysémom G je L(G) = { v ∈ �* | w ⇒* v}. 
 
Triedu jazykov generovanú 0L-V\VWpPDPL�R]QDþPH�MHGQRGXFKR�2/� 
 
Túto základnú definíciu 0L-V\VWpPX�PRåQR�VDPR]UHMPH�U{]Q\PL�VS{VREPL�PRGLILNRYD"�D� WêP�]tVNDPH��DOãLH� WULHG\�MD]\NRY��'HILQXMHPH�VL� WLH�VS{VRE\��NWRUp�EXG~�XåLWRþQp�]�K�DGLVND�WHMWR�SUiFH��QHS{MGH�WHGD�R�Y\þHUSiYDM~FL�SUHK�DG� 
 
Definícia:  

D0L-systém je 0L-V\VWpP��NGH�SUH�NDåGp a ∈ ��H[LVWXMH�SUáve jedno prepisovacie pravidlo. 
P0L-systém je 0L-systém, v ktorom P ⊆ ��×��+��WHGD�åLDGQH�StVPHQR�VD�QHP{åH�SUHStVD"�QD�0� 
 
T0L-systém trojica G = (V, {P1, ..., Pk}, w), teda miesto jednej sady pravidiel máme nejakú NRQHþQ~�PQRåLQX��9 daQRP�NURNX�RGYRGHQLD�SRXåLMHPH�YåG\�SUiYH�MHGQX�VDGX�SUDYLGLHO� 
 
E0L-systém je štvorica G = (N, T, P, w), kde N resp. T sú disjunktné abecedy neterminálnych 
resp. terminálnych symbolov, P ⊆ (N∪T) × (N∪T)* a podobne ako pre 0L-systémy aj tu existuje 
DVSR����pravidlo pre všetky a ∈ (N∪T), w ∈ (N ∪ T)+. Krok odvodenia je relácia ⇒ na slovách 
z (N∪7��GHILQRYDQi��DOHM�URYQDNR�DNR�SUH��/-systémy. Jazyk generovaný takýmto systémom je 
L(G) = {v ∈ T* | w ⇒* v}. 
 7ULHG\�MD]\NRY�GHILQRYDQp�WêPLWR�V\VWpPDPL�R]QDþPH��'2/, POL, TOL, EOL, HOL. Význam 
jednotlivých písmen je nasledovný: D-deterministic, P-propagating, T-table, E-extended. 
Práve definované rozšírenia 0L-V\VWpPRY� PRåQR� �XERYR�QH� NRPELQRYD"�� P{åHPH� PD"� WHGD�
napríklad aj PD0L-systém, ET0L-systém, PDT0L-V\VWpP�DW�. Napríklad pre posledne menovaný V\VWpP�SODWt�� åH�PiPH�YLDF� ViG�SUDYLGLHO� �TDEOH��� SUH�NDåGê� V\PERO� DEHFHG\� H[LVWXMH� DVSR�� ��
pravidlo (DHWHUPLQLVWLF���SUDYp�VWUDQ\�SUDYLGLHO�PDM~�G�åNX�DVSR�����Propagating). 3UL� U{]QRP� NRPELQRYDQt� QiP� WHGD� P{åX� Y]QLNQ~"� Uôzne triedy jazykov, ktoré budeme pri ]DFKRYDQt� XYHGHQpKR� SRUDGLD� StVPHQ� YãHREHFQH� R]QDþRYD"� DNR� >(@>3@>'@>7@2/�� 3tVPHQi�
v KUDQDWêFK� ]iWYRUNiFK� VD� SRXåLM~� SRG�D� SRWUHE\�� SUL� R]QDþHQt� NRQNUpWQHM� WULHG\� Y\QHFKiPH�
samozrejme aj zátvorky, teda napríklad PDOL, (72/��3'72/��('72/��(32/��(2/��DW�� 
 
Nech G = ({a, b}, {a → aa, b → bb}, ab). Potom L(G) = {a2^nb2^n ; n ≥ 0} (∈ PDOL) 
 
1LHNWRUp�]iNODGQp�Y]"DK\� OL ⊂ TOL ⊂ EOL ⊂ ETOL ⊂ ECS 
                           CF ⊂ EOL 
                    � � � � � � � 2/��72/�V~�QHSRURYQDWH�Qp�V FIN, REG, CF 
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