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Abstrakt

Tato praca sumarizuje mnohé vysledky dosiahnuté v poslednych rokoch v oblasti jazykov
definovanych pomocou vzorov, tzv. Pattern Languages. Vzor je retazec pozostavajuci z
terminalov a premennych, pricom premenné nahrddzame slovami tak, ze vyskyt rovnakej
premennej nahradime vzdy tym istym slovom. Predstavime si rézne spdsoby definovania
formalnych jazykov pomocou vzorov a generativnych systémov zalozenych na vzoroch.
Zameriame sa hlavne na zdkladné vlastnosti takto definovanych tried jazykov, porovname ich
navzdjom medzi sebou, ako aj s inymi vSeobecne znamymi triedami jazykov Chomského
hierarchie a OL-systémov, predstavime ich uzaverové vlastnosti, niekde naznacime aj dopad a
suvis ziskanych vysledkov pre niektoré iné oblasti. V niektorych pripadoch rozoberieme aj
niektoré iné aspekty tykajuce sa napr. rozhodnutel'nosti niektorych problémov. Hoci je prica
zamerana hlavne na prehlad uz ziskanych vysledkov, na viacerych miestach je doplnend
vlastnymi jednoduchymi dékazmi, prikladmi, pripadne aj komentarmi, ktoré maju napomoct’
tomu, aby Citatel’ I'ahSie pochopil niektoré preberané skutoc¢nosti, ¢i dokazy.
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Kapitola 1
Uvod

Myslienka vzorov sa objavila uz v praci autora A. Thue [0l] v roku 1906, avSak jazyky
definované vzorom tak, ako su prezentované v tejto praci boli predstavené D. Angluinom az
ovel'a neskor v [1].

Formalny jazyk sa obvykle zvykne definovat pomocou nejakych generativnych systémov
alebo rozpozndvacich zariadeni, ako sui napriklad gramatiky alebo automaty. V niektorych
pripadoch je vSak z teoretickych aj praktickych dévodov vyhodnejsie pouzit’ vol'nejSiu definiciu
- napriklad zadanim vzoru, ktory by mali reSpektovat’ vSetky slova v danom jazyku. UZzitocné je
to napriklad vtedy, ked’ chceme néjst’ spolocny vzor pre vsetky slova k danej mnozine vzoriek.
Toto je typicky problém induktivnej inferencie, ¢o je proces odvodzovania vSeobecnych
pravidiel zo Specifickych prikladov. Pokial’ sa dand mnozina vzoriek pomocou nejakého procesu
zvadiuje, potom dany problém patri aj do tedrie strojového udenia. Casto sa pri tom snazime
najst’ vzor, ktory €o najlepSie charakterizuje danti mnozinu prikladov (vzoriek). Niekedy
mozeme najst’ aj viacero “najlepSich” vzorov, ktoré popisuji danti mnozinu vzoriek (jazyky
definované tymito vzormi sl navzajom neporovnatel'né a akykol'vek vzor, ktory definuje menSiu
mnozinu ako ktorykol'vek z “najlepSich” vzorov uz neobsahuje vsetky slova z mnoziny vzoriek).
Prave aplikdcie takéhoto druhu boli pdvodnou motiviciou pre skiimanie “pattern languages”
(jazykov definovanych vzorom). Mézeme mat’ popri tom aj druht mnozinu slov, ktorej prvky
nechceme zahrnut’ do jazyka (tzv. negativne priklady). V takom pripade hl'adame vzor, ktory ma
popisovat mnozinu pozitivnych prikladov a zaroven jazyk, ktory je nim definovany, nesmie
obsahovat’ dané negativne priklady.

Vzory moézeme hl'adat’ aj v programovacich jazykoch, napr. medzi hlavné nebezkontextové
prvky programovacich jazykov patri nutnost definovat navestia a deklarovat’ identifikatory.
Napriklad: spravny program obsahujlici navestia by mal reSpektovat’ vzor

X1 Y:ZX;gotoY X3

kde X, X,, X3 st premenné reprezentujuce nejaké casti programu, Z je premennd pre nejaky
prikaz a Y je premennd pre navestie. Bodkociarka a “goto” s konStanty (vyjadrené ako ret’azce).
Pri interpretovani tohoto vzoru musime nahradit’ premenna Y vZdy rovnakym ret'azcom.

My sa budeme v tejto praci zaoberat’ prave takto definovanymi jazykmi. Vzor (pattern) teda
nie je ni¢ iné ako ret'azec pozostavajuci z termindlnych symbolov a premennych. Nahradzanim
premennych termindlnymi retazcami potom ziskavame slovd patriace do jazyka, priCom v
pripade, Ze sa niektora premennd objavi v danom vzore viackrat, treba vsSetky jej vyskyty
nahradit’ tym istym retazcom. Na slova, ktorymi nahradzame premenné, mozno samozrejme
klast r6zne obmedzenia. Hned’ v d’alSej kapitole (Cislo 2) si predstavime tzv. vymazdvajiice
(resp. mevymazdvajice) vzory, kde za premenné mozno dosadzovat’ T'ubovolné (pripadne
I'ubovol'né neprazdne) retazce. Budeme skimat’ hlavne zakladné vlastnosti takto definovanych
tried jazykov z hladiska tedérie formalnych jazykov, ako st uzdverové vlastnosti a porovnanie
velkosti tried s inymi dobre znamymi triedami Chomského hierarchie, pozrieme sa aj (vo
vSeobecnosti menej podrobne) na problém ekvivalencie a inkluzie s neobvyklym vysledkom v
rdmci tedrie formdlnych jazykov. Stru¢ne popiSeme aj pristup vychadzajici z povodnej



motivacie pre skumanie pattern languages (teda ze k danej vzorke hl'addme popisny vzor) a
taktiez sa na chvil'u zastavime pri probléme viacznacnosti vo vzoroch, ktory mozno oznacit’ za
isty druh nedeterminizmu. V tretej kapitole pristipime k prirodzenému zovSeobecneniu, ked’
namiesto jedné¢ho vzoru budeme uvazovat’ nejaku kone¢ni mnozinu vzorov. Jazyk definovany
tymito vzormi bude zjednotenim jazykov definovanych jednotlivymi vzormi. V kapitole ¢islo 4
potom dany model opédt’ zovSeobecnime a to tak, ze ku kazdej premennej priradime nejakt
doménu (jazyk, z ktor¢ho budeme vyberat' slova pri jej nahrddzani) a okrem toho budeme
uvazovat' aj nekonecné mnoziny vzorov. V tomto pripade pdjde uz o akési dvojuroviiové
Struktary, kde na prvej urovni bude musiet byt nejaké zariadenie (napr. gramatika) na
definovanie nekone¢nej mnoziny vzorov, ktoré potom na druhej Grovni interpretujeme. Okrem
uz tradi¢nych zakladnych vlastnosti takto definovanych tried jazykov aspoii struéne spomenieme
niektoré vysledky ich porovnania s paralelnymi komunikujicimi systémami gramatik (v skratke:
PCGS). V piatej kapitole do istej miery opustime dovtedaj$i pristup a s vyuzitim obvyklej
stratégie tedrie formdlnych jazykov zadefinujeme isté generativne zariadenia zalozené na
vzoroch, konkrétne pdjde o tzv. gramatiky zaloZené na vzoroch, kde na zaciatku budeme mat’
mnozinu vzorov a termindlnych slov (tzv. axiémy). Nahradenim premennych vo vzoroch
axidmami ziskame d’al§iu mnoZinu slov a tieto novovzniknuté slovd moZeme v d’alSich krokoch
pouzit’ na ziskanie eSte vacSej mnoziny slov, atd’.. V Siestej (zdverecnej) kapitole si predstavime
zovseobeciiujuci model, tzv. Pattern-systémy, ktory pokryva mnohé dovtedy definované triedy
pattern languages.

Pokisime sa na konci kazdej kapitoly spomenut’ otvorené problémy tykajice sa preberanej
oblasti, pripadne aj moznosti d’alSiecho vyskumu s odkazom na literaturu, z ktorej mozno Cerpat’
d’alSie informacie o danej oblasti.

Na viacerych miestach prace porovnavame triedy definované vzormi s triedami L-systémov.
Kedze L-systémy nemusia byt sucastou zakladného kurzu formalnych jazykov, pridali sme na
zéver prace dodatok, v ktorom definujeme zdkladné triedy OL-systémov.

Zdkladné definicie a oznacenia

Hoci tento text je urCeny tym, ktori uz presli zakladnym kurzom tedrie formalnych jazykov,
uvedieme aj niektoré zékladné definicie, a to hlavne koli oznaceniam pouzivanym v tejto praci,
ked’ze v r6znych u€ebniciach a ¢lankoch sa tieto niekedy navzajom lisia. Vopred chceme najmi
upozornit’ na oznacovanie vlastnej inkluzie.

Abeceda je konetna a neprazdna mnozina symbolov (pismen). Budeme ju oznacovat X. Jej
prvky budeme zapisovat’ malymi pismenami zo zaCiatku latinskej abecedy, niekedy aj s
indexami (a, b, ¢, ..., aj, a», as, ....).

Slovo nad abecedou X je konetnad postupnost symbolov zo . Slova budeme oznacCovat
pismenami z konca latinskej abecedy (u, v, w, X, ...), niekedy aj s indexami.

Prdzdne slovo budeme oznacovat’ symbolom .

Dizku slova w ozna&ime ako |wl.

Pocet symbolov a v slove w ozna¢ime ako #,w.

Jazyk nad abecedou X je 'ubovolnd mnoZina slov nad abecedou X. Jazyky budeme oznacovat’
symbolom L, ¢asto s indexami (L, Ly, ...).



Oznacovanie niektorych operacii nad slovami a jazykmi:

Nech w je slovo a L jazyk.

Reverz slova w budeme oznacovat’ w®, reverz jazyka L zase L® .
Komplement jazyka L ozna¢ime ako L°.

Pre triedy jazykov (nielen) Chomského hierarchie budeme pouzivat’ nasledujiice oznacenia:
SNG - jednoslovné jazyky

FIN — konec¢né jazyky

REG - regulédrne jazyky

LIN — linearne jazyky

CF - bezkontextové jazyky

CS resp. ECS — kontextové resp. rozsirené kontextové jazyky

RE - rekurzivne vy¢islitelné jazyky

OL, EOL, DOL, TOL, EDTOL, atd’. — triedy jazykov definované L-systémam — ich definicie
mozno ndjst’ v dodatku

AFL (abstraktna trieda jazykov) je trieda jazykov uzavretd na zjednotenie, prienik s regularnymi
jazykmi, kladnt iteraciu (Kleeneho +), zret'azenie, nevymazavajliici homomorfizmus a inverzny
homomorfizmus.

anti-AFL je trieda jazykov, ktord nie je uzavreta ani na jednu z uvedenych operdcii.

Chceme upozornit’ na nasledujice oznacovanie inkluzie:
C - vlastnd inklizia
C - inkldzia

Iné oznacenia:
A - umocnovanie (hlavne v indexoch)



Kapitola 2
Vzory a jazyky

2.1 Zakladné definicie

V nasledujuicich niekol’kych definiciach sformalizujeme neformalny popis pattern languages z
tvodu.

Definicia 2.1.1: Nech X je abeceda termindlnych symbolov a V spoditatelna mnoZzina
premennych. Vzor (pattern) je kone¢ny a neprazdny retazec nad (£ U V). Vzory budeme
oznacovat’ malymi gréckymi pismenami zo zaciatku gréckej abecedy (a, B, v, ...) alebo ako m,
pripadne aj s indexami (m;, 7, ...), prvky X zase malymi pismenami latinskej abecedy (a, b, c, ...,
pripadne aj s indexami) a premenné vel’kymi pismenami z konca abecedy (X, Y, X, X, ...).

Definicia 2.1.2: Nech X je mnozina terminalnych symbolov a V mnozina premennych. Ozna¢me
symbolom Hg v mnozinu homomorizmov s nasledujiicimi vlastnostami

Hyy = {h:(Z UV) - X I h(a)=a, ak ac ; h(X))e T°, X;e V, ie {1,...n}}

Uvedomme si, ze takyto homomorfizmus v danom vzore ponechd terminalne symboly bez
zmeny a premenné nahradi nejakym slovom zo X, taktieZ je zabezpecena jedna zo zikladnych
poziadaviek pri nahrddzani premennych vo vzore slovami zo X a sice, Ze rovnaki premennt
musime nahradit’ vzdy tym istym slovom. Podla toho, ¢i budeme premenné v danom vzore
nahradzat’” Tubovolnymi alebo neprazdnymi slovami, budeme prisluSny vzor nazyvat
vymazdvajici resp. nevymazdvajici (E-pattern, E-vzor resp. NE-pattern, NE-vzor; E = erasing,
NE = non-erasing). Teda rozdiel medzi vymazdvajicimi a nevymazdvajicimi vzormi sa tyka
jazyka, ktory je nimi definovany, nie vzorov samotnych.

Definicia 2.1.3:

Jazyk generovany E-vzorom n € (£ U V)" nad abecedou X je Lgyx(n) = {h(n) |h € Hyy }.

Jazyk generovany NE-vzorom m € (£ UV)" nad abecedou ¥ je Lypx(n) = {h(n) | h € Hyy je
nevymazavajici, teda h(Xi) € "}

Pre istotu zdoraziujeme, ze mnozinu slov takto definovanych jazykov tvoria obrazy daného
vzoru ziskané pomocou vsetkych homomorfizmov z mnoziny Hs y.

Definicia 2.1.4: Homomorfizmus, ktory ponechdva termindlne symboly bez zmeny nazveme
stabilnym pre termindly.



Vsetky homomorfizmy z mnoziny Hyy maji prave definovani vlastnost' a pri definovani
rdznych typov pattern languages (ako uvidime neskor) sa budi vyuzivat’ prave homomorfizmy s
touto vlastnostou.

Oznacenie: Triedy jazykov generované vymazdvajicimi resp. nevymazdvajicimi vzormi
budeme oznaCovat ako  PLg resp. PLng. Budeme ich nazyvat vymazdvajiice resp.
nevymazdvajiice pattern languages ( E-pattern languages resp. NE-pattern languages). Obzvlast’ z
hl'adiska rozhodnutel'nosti urcitych vlastnosti je vyznamny rozdiel medzi triedami PLg a PLng.
Ked’ budeme hovorit' naraz o oboch triedach jazykov, budeme pouzivat oznacenie PLg,
Ze {E,NE} (napriklad ak bude uvedené, ze w e PL;, bude to znamenat, ze we PLg a
\WAS PLNE).

Dohoda: Ak budii mnoziny X, V zndme, budeme namiesto Hy v pisat’ len H a namiesto Lg x(m)
resp. Lng.x(m) len Lg(r) resp. Lag(n).

Definicia 2.1.5: Hovorime, Ze Z-vzory m; a m st ekvivalentné, ak L(m;) = Lz(m,), Z € {E,NE}.

2.2 Zakladné vlastnosti tried PLg a PLyg

Kvodli ziskaniu zdkladnej predstavy o pattern languages (pattern-jazykoch) zaéneme niekol'kymi
prikladmi. Niektoré z tychto prikladov neskoér vyuzijeme pri dokazovani urCitych vlastnosti
pattern languages. Pismeno Z bude znamenat’ bud’ E alebo NE.

Priklad 2.2.1:
Majme vzor m; = XX

Je zrejmé, ze Lg(m) = {ww lw e Z*} aLng(m) = {ww lwe X}

Priklad 2.2.2:
Nech m, = XYX je E-pattern.
Tento vzor definuje jazyk, v ktorom prefix = sufix, pricom sa neprekryvaja

Priklad 2.2.3:
Jazyk {a}" € PL;.

Majme vzory m; = X am = aX, X = {a}.
Je zrejmé, Zze Lng(my) = Lg(mp) = {a}".

Lema 2.2.4: Jednoslovné jazyky patria do PL; (okrem jazyka L = {&}).

Dokaz: Jazyk L={we X'} je generovany vzorom a=w (vzor podla definicie nemusi
obsahovat’ premenné, musi to vSak byt neprazdny ret’azec, preto tam nepatri jazyk {e}).
N

Lema 2.2.5: £ € PLg (resp. * € PLyg).
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Dokaz: Uvedené jazyky su generované vzorom X, ostatné vyplyva priamo z definicie.
t

Hoci z uvedenych prikladov je zrejmé, Ze takymto spdsobom mozno generovat aj
nebezkontextové jazyky, teraz si ukazeme priklady regularnych jazykov, ktoré do PL; nepatria.

Lema 2.2.6: a* Ub" ¢ PL,

Dokaz: Ked'Ze jazyk je nekoneény, tak vzor, ktorym by sa mal dat’ generovat’, musi obsahovat’
aspoil jednu premennd. Lenze premenné mozno nahradzat’ 'ubovolnymi slovami nad danou
abecedou (resp. l'ubovolnymi neprazdnymi slovami v pripade nevymazéavajicich vzorov).
Ked'Ze chceme generovat’ jazyk nad abecedou X = {a, b}, tak v tomto pripade sa neda vyhnut
slovam obsahujicim oba symboly naraz.

N

Lema 2.2.7: a'b* & PLng, a b ¢ Plg

Dokaz: Opat mame nekonecné jazyky, takze vzory, ktorymi be sme ich chceli generovat’ by
museli obsahovat’ aspon jednu premenntl, ktort mozno nahradzat” I'ubovolnymi slovami nad

abecedou {a, b}" resp. {a, b}, teda napriklad aj slovom abbbab a je plne zrejmé, Ze takéto
podslovo sa nikde v slovich uvedenych jazykov nevyskytuje.
N

Veta 2.2.8: Triedy jazykov PLg a PLng st anti-AFL, nie si uzavreté ani na prienik a
komplement.

Dokaz: Postupne dokdzeme neuzavretost’ na vsetky operacie, Z € {E, NE}.

Zjednotenie:
Jazykya®ab" e PL;,a" Ub" ¢ PL;

Zret’azen;'e: . B
Jazykya ab € PLg,a b ¢ PLg
Jazyky a* a b € PLyg, a™b* ¢ PLng

Kleeneho +:

{ab} € PL; , {ab}" ¢ PL; (opit — je to nekoneény jazyk, vo vzore pre tento jazyk musi byt
aspoil 1 premennd, tym padom sa urcite v mnohych slovach narusi pozadovana Struktara, ked’ za
premennu dosadzame 'ubovol'né retazce nad {a, b}).

Prienik s reguldrnymi jazykmi:
Y € PLg (' € PLyg) pre vietky 2. Pre [X| > 2 existuju reguldrne jazyky, ktoré nepatria do PL,

nech je to napr. a*b*. Vel'mi I'ahko vidno, e a*b* N X" = a*b* (tak isto aj pre =*).

Homomorfizmus (nevymazdvajiici):
Nech h(a) = ab. Jazyk a* € PL;,no h(a*) = {ab}* ¢ PL,.

Inverzny homomorfizmus:

11



Nech h(a)=¢, h(b)=b. Jazyk {b} e PL, , ale h'(b)=a'ba ¢ PL; (opit platia podobné
argumenty ako v predchadzajicich prikladoch).

Prienik:

Dokaz urobime pre PLg.

Nech X = {a, b} a a=XXab, B =XbaX nech st vzory. Prienik jazykov definovanych tymito
vzormi je:

Le(a) N Le(B) = {w € £ | w = uuab = vbav pre nejaké sloviu, v e 2}

Skusme vyriesit’ rovnicu uuab = vbav. Jedno trividlne rieSenie je u = v = b, teda slovo bbab patri
do prieniku. V pripade, Ze v #b, musi byt jeho suffix ab, teda v = v;ab pre nejaké v,;. Odtial
dostavame, ze vbav = v;abbav;ab a ked’ze celé sa to musi rovnat’ slovu uuab, tak 'ahko vidno, ze
musi platit: u = v;ab = bav,. Z d’alSej analyzy rovnosti v;ab = bav; (prefix v; je ba, teda
bav,ab = babav, pre nejaké v, a pre v, dostavame rovnaku rovnost’ ako pre v;, atd’...) vyplyva, ze
= (ba)kb, k >0 a nasledne pre slovdu aj v plati: u = v = (ba)kbab = (ba)k”b.

Slova z prieniku buda mat’ teda tvar (pre k > 0):
Le(a) N Le(B) = {(ba)**'b(ba)**'bab)} U {bbab} = {(ba)*b(ba)**'b, k > 0}.

Jazyk obsahujuci takéto slova vSak nemoéze patrit’ do PLg, ¢o sa opit’ dokaze podobne ako v
predchadzajtcich pripadoch. Ked’ze je nekone¢ny, tak vo vzore, ktorym by sme ho chceli
generovat’ by musela byt aspont 1 premennd, ktora mozno nahradit’ napriklad aj slovom aa, lenze
aa nie je podslovom ziadneho slova z prieniku.

Pozornému Ccitatel'ovi je iste zrejmé, Ze to isté plati aj pre PLyg (maximdlne len s nepatrnymi
zmenami v dokaze zohladiujicimi fakt, Ze za premenné dosadzame len neprazdne slova)

Komplement:
Jazyk Ly = {a, b} *ab{a, b} e PLg (je generovany vzorom XabY), L, = b'a ¢ PL:
Jazyk L, ={a, b}*ab{a, b}" € PLxg (je generovany vzorom XabY), komplement jazyka L,
obsahuje ¢ a trieda PLxg obsahuje len bez-¢ jazyky.
U

Veta 2.2.9: Triedy PLg, PLg st uzavreté na zrkadlovy obraz.

Dokaz: Ly(0)% = L (a®), Z € {E, NE}.
U

Situdcia nemusi byt’ az taka zla, pokial’ sa obmedzime len na jazyky nad rovnakou abecedou, aj
ked’ ovela lepsie to nebude. Triedy jazykov nad nejakou fixnou abecedou X si oznacme ako
PL; >, Ze {E, NE}. Zatnime najprv tym hor§im pripadom, ktory nie je pokryty v
predchadzajticej vete:

Veta 2.2.10: Triedy jazykov PLg y a PLng, x nie si uzavreté na zjednotenie, ak [X| > 2.
Dokaz: Uvazujme jazyky nad abecedou X = {a, b} generované vzormi aaX a bbX. Slova z
kazdého jazyka maji vzdy iny (ale fixny) prefix. LCahko vidno, Ze pomocou jedného vzoru

nevieme definovat’ jazyk obsahujlci oba typy slov.
N
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Veta 2.2.11: Triedy jazykov PLg sy a PLng, » st uzavreté na zretazenie.

Dokaz: Nech Lz x(a) a Lz x(B) su jazyky definované vzormi a a , Z € {E, NE}. Bez ujmy na
vSeobecnosti mézeme predpokladat’, ze mnoziny premennych, ktoré sa vyskytuji v a resp. v B st
disjunktné (keby neboli, tak premenné vhodne premenujeme). Je zrejmé, ze potom vzor of
generuje jazyk L(a)L(B)=L(ap) (pre istotu eSte raz zdoraznime, ze abecedy oboch jazykov
musia byt rovnaké).

t

Teraz porovname triedy PLg a PLng s triedami jazykov Chomského hierarchie.
Veta 2.2.12: PLg a PLyg st neporovnatel'né s REG, CF, st vlastnou podmnozinou ECS.

Dokaz: Neporovnatelnost s REG a CF: Nech X je abeceda obsahujuica aspont dva symboly. Uz
vieme, Ze {ww | w € X'} € PLg a podobne aj {ww | w € X"} € PLyg, ale oba jazyky nie st ani
bezkontextové. Naopak, jazyk a" U b" € REG, ale nepatri ani do jednej z tried PLg resp. PLng.

PL; c ECS - uvedieme len myslienku dokazu: Linedrne ohrani¢eny automat dostane na vstup
slovo a ma overit, ¢i to slovo reSpektuje dany vzor. Automat si tipne, ktoré Casti slova
prislichaji k jednotlivym Castiam vzoru a potom overi, ¢i je to naozaj tak. Napriklad musi
skontrolovat’, ¢i Casti slova vzniknuté nahradenim viacndsobného vyskytu jednej premennej su
zhodné. To sa da tak, Ze si automat pri tvodnom tipovani oznaci pismend takto vzniknutych
podslov a potom pri viacnasobnom (ale urcite kone¢nom) pocte prechodov cez vstup overi, ¢i sa
pismena na zhodnych poziciach vytipovanych podslov zhoduju (znaci si, ¢o uz skontroloval).

Veta 2.2.13: Nech [Z| = 1. Potom jazyky tried PLg, y a PLng, » st reguldrne.

Teraz zadefinujeme relacie, ktoré buda uzitocné pri dokazovani niektorych vlastnosti jazykov
definovanych vzormi, hlavne pri dokazovani istych rohododovacich problémov, tak isto sa
pomocou nich daju inym spdsobom definovat’ jazyky generované vzormi.

Definicia 2.2.14 (relacie<a <, ):
Nech 7, a m, st vzory nad (£ U V)* a nech h:(Z UV) — (2 UV)" je homomorfizmus stabilny
pre termindly

n <m, prave vtedy, ked m; =h(n), pre l'ubovolné h s uvedenou vlastnost'ou
m <, mp prave vtedy, ked” m; =h(m;), h je nevymazdvajice
m=m, prave vtedy, ked m =h(m), h je premenovanie premennych

Zdoraznujeme, Ze na rozdiel od homomorfizmov z mnoziny Hyy, ktoré kazdi premennt
zobrazia na termindlne slovo, v tomto pripade sa premennd mdze zobrazit' aj na retazec z

(2 UV)" (termindly ponechd nezmeneng).

Je zrejmé, Ze uvedené reldcie st tranzitivne.
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Nie je tazké si uvedomit’, ze pre kazdy vzor a a B plati: Ak a <, B, potom Lyg(a) < Lae(B) a
podobne, ak a < B, tak potom Lg(a) < Le(B).

Pre lepSiu predstavu si zoberme nejaké vzory a, B také, ze a <, B, teda a = h(B). Termindly vo
vzore [} sa zobrazia sami na seba (h je ako z definicie uvedenych relécii). Kazda premenna z 3 sa
vo vSeobecnosti zobrazi na nejaky neprazdny retazec zo (X UV)" (moze to byt inad premenna,
retazec premennych, termindlne slovo, ...) €iZe vzor a je v istom zmysle specifickejsi (resp.
menej v§eobecny) ako B, ¢im sa zizi mnozina potencidlne vygenerovatel'nych slov, pricom je
zrejmé, ze to, o sa da vygenerovat’ pomocou o sa da urcite aj pomocou 3.

Priklad 2.2.15: Nech f = X, h(X) = YY, X nech je abeceda termindlnych symbolov.
Nech a=h(B)=YY. Lxe(B) =27, Lyg(0) = {ww | w € 7}, 'ahko vidno, Ze Lyg(a)) < Lae(B).

Ak vzor o = h (B), tak hovorime, Ze a je instanciou B. Ak navyse plati, Ze @ € ¥, tak potom sa
nazyva termindlnou inStanciou f3.

Pomocou takto definovanych reléacii sa teraz daju 'ahko definovat’ jazyky generované E- resp.
NE-vzorom m:

Lpy(n)={we Z* lw < m}
Laex(m)={we X lw<, i}

Pre <, navySe plati: m; =n, prave vtedy, ked m; <, m, a sicasne 7w, <, 7.
Pre m; a m, splnajice m; <m, a m < my nie je zndma ziadna jednoducha charakterizacia a tato
skuto¢nost’ spdsobuje t'azkosti pri rozhodovani ekvivalencie nevymazavajacich vzorov.

2.3 Problém ekvivalencie a inkluzie

Triedy jazykov PLng a PLE st jedny z mala prirodzene definovanych tried, pre ktoré je problém
ekvivalencie rozhodnutel'ny ( pre PLyg dokonca trividlne ) a problém inkluzie nerozhodnutel'ny
(pre PLxg aj PLg). Ekvivalencia pre PLg je az na najeké Specialne pripady zatial' otvoreny
problém, ale predpokladéd sa, Ze by tento problém mal byt rozhodnutelny (aj ked’ zatial je
teoreticky mozny akykol'vek zaver).

Problém inklizie tzko sdvisi aj s niektorymi inymi oblastami, napriklad vela problémov
v kombinatorike na slovach sa da vyjadrit’ v terminoch problému inklizie pre pattern languages,
tak isto aj isté problémy z oblasti prepisovania termov. Z tohoto hladiska ani nie je velkym
prekvapenim, Ze sa dany problém ukazal byt nerozhodnutelny. AvSak vzhladom na to, Ze
dokazovanie ekvivalencie pre PLng je pomerne jednoduché, sa zdd ,ze l'udia, ktori s tymto
problémom pracovali, si zrejme mysleli opak, teda Ze problém inkluzie by mal byt
rozhodnutelny. Podme sa teraz blizSie pozriet na problém ekvivalencie pre NE-pattern
languages.
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Definicia 2.3.1: Nech X je abeceda termindlnych symbolov a nech IX| > 2. Nech V={X, X;, ....}
je mnozina premennych. Uvazujme d’alej nasledovnii mozinu homomorfizmov stabilnych pre
termindly, pre ktoré plati:

fuXi) =a
fpo(Xi) =b

giXp)=a  aki=j
g(X)=b  aki#]

a gj je definované pre vSetky j > 1 a tak isto aj 1 > 1.
Pre dany vzor a definujme F(a) = { fy(a), fy(at) } U { gi(a) | 1 21}. F(a) je konecny jazyk a plati:
F(a) < Lag(o).

Poznamka 2.3.2: Keby [X| = 1, tak potom by pattern languages nad X boli reguldrne a v takom
pripade by sa ekvivalencia dala urcit’ 'ahko.

MozZno stoji za povSimnutie, Ze ak o neobsahuje premenné, tak F(a) = Lng(a) = {a}, teda
|[F(a)| =1, ak a obsahuje 1 premennd, tak [F(a)] = 2 a ak o obsahuje n = 2 premenné, tak
|F(a)] = n+2.

Lema 2.3.3: Nech o a B su vzory rovnakej dizky, teda |a| = ||, a nech F(a) = Lxg(B). Potom
plati: a <, .

Lema 2.3.4: Nech a a B st vzory také, ze |a| = |B|. Potom Lyg(a) < Lag(B) prave vtedy, ked
a<,P.

Dokaz: Nech Lyg(a) < Lng(B). Kedze F(a) < Lng(a), tak potom F(a) < Lng(B) a podla
lemy 2.3.3 plati: a <, . Opacna implikacia je trivialna.

Veta 2.3.5: Pre PLyg plati: Lyg(nt;) = Lyg(nz)  prave Vtedy, ked m;=m,.
Dokaz: Ak Lng(m) = Lng(m), tak potom nutne |m;| = |n,|, ked’Ze pouzivame nevymazavajici
homomorfizmus. Z lemy 2.3.4 dostdvame n; <, m, a m <, @y, teda m; = m,. Opacnd implikacia
je trividlna.

N
Z ddkazu vyplyva algoritmus s linedrnou ¢asovou zlozitostou na testovanie ekvivalencie pre
PLNE.
Veta 2.3.6: Je nerozhodnutel'né urcit, ¢i Lz(n;) < Lz(m,) pre dané vzory my an, (Z € {E, NE}).
Pre Z = E, teda pre vymazavajuce vzory, sa veta dokazuje redukciou na problém existencie

akceptacného vypoctu nedeterministického 2-pocitadlového automatu bez vstupu, ktory je
nerozhodnutelny (pozri napr. [02]), kokrétnejsie: skonstruuju sa vzory a, pe (T U V) také, Ze
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Lg s(a) € Lg s(B) prave vtedy, ked 2-pocitadlovy automat ma akceptacny vypocet. Pre

nevymazavajice vzory sa problém inklizie dokazuje zase redukciou na ten isty problém pre
vymazavajuce vzory. Tieto dokazy st pomerne dlhé a technické, celé ich mozno najst’ v [4].

Uz vieme, Ze plati nasledovné:
Akm <, m = Lyg(m) < Lae(m) (plati aj pre PLg a <)

Ak |m)| = |myl, z lemy 2.3.4 vyplyva pre PLyg aj opacna inkluzia. Pre rozne dizky vzorov viak tato
inklazia uz vo vSeobecnosti neplati, dokazom ¢oho je nasledujtci kontrapriklad:

Nech X = {a, b}, m; = aXbaXXb, m, = XXY.

Ak w € Lng(m;), potom w mozno pisat’ v tvare w = aubauub, ue *.

Vhodnym rozdelenim slova w 'ahko vidno, Ze v slove w mozno zakazdym néjst’ vzor m, = XXY,
teda w € Lng(my), treba si samozrejme dany pripad aspon trochu rozobrat’:

1) ak u = av, potom w=alalvbaavavb
2) ak u = bv, potom w=abvblabvblvb

teda Lng(m;) < Lyg(mp) a je zrejmé, ze my # h(my), teda m; £, mp.

Problém inkluzie je vSak rozhodnutelny v Specialnych pripadoch - napriklad pre E-patterns
neobsahujuce terminaly, avSak nie je zname, ¢i nieCo podobné plati pre NE-patterns bez
terminalnych symbolov.

Zastavme sa eSte na chvil'u pri probléme ekvivalencie pre E-patterns. Videli sme, Ze dva NE-
vzory (nevymazavajuce vzory) su ekvivalentné prave vtedy, ked’ su, az na nazvy premennych,
zhodné. Pre vymazdvajiice vzory (E-patterns) nie je znamy ziaden vztah, podla ktorého by sa
dalo urcit, ¢i su ekvivalentné alebo nie, dokonca zostava otvorenou otazka, ¢i je problém
evivalencie vobec rozhodnutelny. Ako uvidime d’alej, zname su len niektoré ¢iastkové vysledky
tykajuce sa tohoto problému.

Kvdli zjednoduSeniu price s vymazavajucimi vzormi definujeme pojem Standardnej
reprezenticie.

Definicia 2.3.7: Nech ae (2UV)" je vzor (pattern). Pod Standardnou reprezenticiou o
rozumieme rozklad o = dguou0s.....00-1UmOm, Kde og, om € V*, o € Viprei=1,.. m-1,
uj € ¥, j=1,..,m-1. M-ticu termindlnych symbolov (uy,....,u,,) budeme nazyvat’ terminalovy
segment Standardnej reprezentacie.

Hovorime, Ze vzory a a 3 st podobné, ak ich Standardné reprezentdcie majui rovnaky termindlovy
segment.

Veta 2.3.8: Nech o, B € (2 UV)" Predpokladajme, Ze Lgx(a) = Lgs(B).
1. Ak [Z| =3, potom a a st podobné.
2. Nech [Z| 2 4 a nech a = apu;0juz0;.....0m 1 UnOm a B = BouiPiuzPs.....Bm-1UmPm
(z 1. bodu vieme, Ze musia byt’ podobné).
Potom L (i) = Lg x(Bi) pre 1 =0,....,m.
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Opacné tvrdenie neplati: teda z rovnosti Lgs(ai) = Lgs(Bi) vo vSeobecnosti rovnost
Lgs(a) = Lgx(B) nevyplyva.

Predchddzajuica veta neplati, ak abeceda termindlnych symbolov mé iba 2 prvky, dokazuje nam
to nasledujuci priklad.

Priklad 2.3.9: Nech £ = {0, 1} a a = X01Y0Z a p = X0Y10Z nech su vzory. Oba jazyky
definované tymito vzormi su rovnaké, teda Lgx(a) = Lgx(B) (dokonca su regularne), pricom
vzory o a § nie su podobné.

D4 sa ukézat’, Ze pre podobné vymazavajuce vzory (similar E-patterns) je problém ekvivalencie
aj inklazie rozhodnutel'ny, ak terminalna abeceda obsahuje 2 pismend, ktoré sa nevyskytuju vo
vzoroch.

Veta 2.3.10: Nech a, B € ( £ U V )" sii podobné vzory. Ak X obsahuje dve rdzne pismend a,b
nevyskytujice sa v a a B, potom sud nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

1. Lgs(a) € Les(B)
2. 1pLab(o) € LEx(B)
3. Existuje homomorfizmus h: var(B) — var(a) taky, Zze h(B) = .

Dosledok 2.3.11: Pre dva podobné vzory o,  aabecedu X obsahujicu dva roézne terminaly
nevyskytujice sa v a a f3 je rozhodnutel'né, ¢i Lgx(a) € Les(B).

A z predchadzajacich tvrdeni vyplyva d’ale;j:

Dosledok 2.3.12: Ak X obsahuje asponi 3 pismena azaroven aj dva rozne termindly
nevyskytujlice sa vo vzoroch, tak je rozhodnutelny aj problém ekvivalencie pre E-patterns
(vymazdvajuce vzory).

Tieto vysledky naznacCuji, ze rieSenie problému ekvivalencie pre E-patterns sa stdva
jednoduchsim, ak do termindlnej abecedy zavedieme nové pismena. Zatial vSak zostava
otvorenou otazka, ¢i sa ekvivalencia zachova po rozsireni abecedy, ak origindlna abeceda ma
aspon 3 pismena ( pre 2-pismenovu abecedu sa nezachovava — pozri priklad vyssie).

Zda sa, ze hlavna pri¢ina problémov v rozhodovani ekvivalencie pre vymazdvajice vzory
(E-patterns) je v tom, ze E-patterns mozu obsahovat’ vel'a nadbyto¢nych premennych, ktoré nie
st potrebné pre definovanie jazyka. Napriklad kazdy beztermindlovy E-pattern, ktory obsahuje
premennu vyskytujicu sa v niom prave raz, je ekvivalentny vzoru X. Z toho vyplyva, Ze aj vel'mi
rozdielne vyzerajuce E-vzory mozu byt ekvivalentné. Existuje istd technika na eliminaciu
nadbytonych premennych, ktord sa da pouzit’ na rieSenie ekvivalencie v istych Specidlnych
pripadoch. Pre hlbsie Staidium naznacenej problematiky odporacame [4] a [08].
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2.4 Pohl'ad z ,,druhej strany”

Teraz trochu blizsie predstavime trochu iny pohl'ad na pattern languages, ktory vychadza z
povodnej motivacie pre ich skumanie, uvedieme aj niekol'ko otvorenych problémov v tejto
oblasti. Na upresnenie toho, ¢o napoveda nadpis tejto podkapitoly, povieme tol'ko, ze teraz
budeme mat’ najskor k dispozicii nejaky jazyk (mnozinu vzoriek) a budeme hl'adat’ co mozno
najlepsi popisny vzor (descriptive pattern), ktory reSpektuji vsetky slovd v danom jazyku.
Poziadavka na ¢o najlepsi popisny vzor ma zmysel, keby sme hl'adali len nejaky popisny vzor,
tak napriklad vzor X by vyhovoval pre kazdu neprazdnu mnozinu vzoriek, ten nam vsak nedava
Ziadnu predstavu o Struktire slov, ak tam nejaka existuje. Jazyk definovany tymto hladanym
vzorom bude samozrejme Casto vd¢Sia mnozina, ako jazyk, ku ktorému ten vzor hl'adame, musi
vSak obsahovat’ vSetky jeho slova. Najlep§im vzorom sa mysli vzor, ktory definuje ¢o mozno
najmensi jazyk (v zmysle mnozinovej inkluzie), ktory je nadmnoZinou povodného jazyka.
Niekedy mozeme najst’ aj viacero “najlepSich” vzorov, medzi ktorymi nemozno rozhodnut’,
ktory z nich je lepsi (jazyky definované tymito vzormi st navzajom neporovnatelné a akykol'vek
vzor, ktory definuje menSiu mnozinu ako ktorykol'vek z “najlepSich” vzorov uz neobsahuje
vSetky slova z mnoziny vzoriek). Takyto pristup je obzvlast vhodny, ked’ sa mnozina vzoriek
(vzorovych prikladov) zvécsuje, napriklad pri nejakom procese ucenia. Tu sa pattern languages
ukazuju ako vel'mi prirodzeny model na reprezentaciu nejakej mnoziny vzoriek.

V teodrii strojového ucenia sa neraz stretdvame aj s dvoma mnozinami - prvky jednej z nich
chceme zhrnut do cielového jazyka (mdzeme ju nazvat’ mnozinou pozitivnych prikladov) a
prvky druhej nie (mnoZina negativnych prikladov). Prva z nich — mnozina pozitivnych prikladov.
V takom pripade hl'addme vzor, ktory ma poposivat’ mnozinu pozitivnych prikladov a zaroven
jazyk, ktory je nim definovany, nesmie obsahovat’ dané negativne priklady.

Priklad 2.4.1:

F={010100, 00100100, 01101100, 0001000100, 0111011100, 010110101100, 001010010100}
Ak sa bliz8ie pozrieme na slova, ktoré tvoria mnozinu F, urcite si v§imneme, Ze napriklad vSetky
slova zaCinaji znakom 0 a koncia 00, tuto skuto¢nost’ mozno l'ahko vyjadrit’ vzorom 0XO00.
Skusme najst niekolko lepSich nevymazavajlicich vzorov, ktoré popisuji mnozinu F: pri
blizom pohl'ade I'ahko vidno, Ze dané slova respoktujii vzor 0X0X00, X € {0, 1}*. Dalsie
nevymazavajice vzory popisujice F su napriklad: XX00, 0XX0, XXYY, 0X00, 0X100. Ak
pripustime aj vymazdvajice vzory, tak popisnym vzorom mdze byt napr. aj 0X10X100. V
niektorych pripaduch su pripustné aj iné typy vzorov okrem tych zdkladnych, ktoré sme
definovali na zaciatku druhej kapitoly. Premennych vo vzore mdze byt’ viacero typov, napriklad
X® (premennd X® nahradzame reverzom slova, ktorym sme nahradili premennii X). V takom
pripade je popisnym vzorom pre mnozinu F aj 0X10X"100. Pri trochu blizZSom pohl'ade musi byt’
hned’ zrejmé, Ze nie vSetky vzory popisuji F rovnako dobre. NajlepSim popisom pre mnoznu F
st samozrejme tie vzory, ktoré generujii najmensiu mnozinu (vzhl'adom na mnozinovu inkliziu).
V tomto pripade s to 0X10X100 a 0X10X"100 (si vymazévajiice, no samozrejme, niekedy
mdzeme chciet’ najst’ ¢o mozno najlepsi nevymazavajuci vzor, v tomto pripade by to boli vzory
0X100 a 0X0XO00 ). Takymto pristupom sa pokusat’ odhadnut Struktaru slov napr. ked’
nepozname celil mnozinu (resp. vysledkov, ktoré mozno popisat’ ako slova z nejakého jazyka).
Pokial' ziskame nové vysledky alebo sa naSa nelplnd mnozina nejakym sposobom rozrastie
(napr. pri procese ucenia), je dost mozné, ze postupne budeme moct vylucit' niektoré z
najlepSich alternativnych vzorov a priblizit sa tak ofakavanému tvaru slov, ktoré maji do
mnoziny patrit’.
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Teraz stru¢ne sformalizujme pojem popisny vzor (descriptive pattern):

Definicia 2.4.2: Nech Z € {E, NE} a X abeceda terminalnych symbolov. Hl'adany popisny vzor
7 pre mnozinu F ¢ X" musi spiiat:

1) Fclzs(m)
2) Neexistuje my taky, Ze F < Lz x(mp) < Lz x(m)

Inak povedané, Lzx(m) je najmensia mnozina, ktord obsahuje vSetky slova z F. Ako uz bolo
spomenué v uvode, neda sa vylucit, ze ndjdeme viacero vzorov m s danou vlastnostou, pricom
prislusné mnoZiny jazykov Ly x(m) budli navzdjom neporovnatelné.

Ak F je konecna, vieme zostrojit’ popisny vzor algoritmicky (pre NE- aj E- patterns), pricom pre
NE-patterns existuje za splnenia urcitych podmienok aj efektivny algoritmus (nie horsi ako
polynomidlny), pre E-patterns nie je zname, Ci existuje efektivny algoritmus. TaktieZ nie znadme,
¢1 nekonecnd mnozina (napr. nejaky bezkontextovy jazyk) nutne musi mat’ popisny vzor.

Pokial' uvazujeme kone¢né mnoziny pozitivnych aj negativnych prikladov, oznatme si ich ako
F, a F,, tak potom hl'addme taky vzor &, ktory splia nasledujicu podmienku:

F, c LNE(TI:) aF,nM LNE(TC) =
Problém hladania takéhoto vzoru sa nazyva pattern consistency problem.
Nebudeme sa hlbsie pustat do tedrie strojového ucenia, tu sme aspon naznacili, aky vyznam
mdze mat’ nami Studovanad problematika aj pre iné oblasti. Pre Citatel'a s hlb§im zaujmom o
naznacené problémy mozeme odporucit’ napr. [3], [03] (hl'adanie popisného vzoru k danej

mnozine), [04] (efektivnejsi algoritmus pre najdenie popisnéhom vzoru v rdmci triedy PLng), ¢i
[05] (k pattern consistency problem).
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2.5 Viacznacnost’

Na tomoto mieste si nieCo povieme o viacznacnosti vo vzoroch alebo presnejSie, ak mame
dany nejaky vzor a a slovo we Lz(a) (Ze {E, NE}), tak mdze existovat’ viacero moznosti
nahradenia premennych termindlnymi slovami takych, ktoré vedid k slovu w. Roznym
nahradeniam premennych budu samozrejme zodpovedat’ r6zne homomorfizmy, ktoré¢ vzor a
zobrazia na to isté slovo. Ide teda o isty druh nedeterminizmu vo vzoroch. Tito t€ému nebudeme
rozoberat’ prili§ podrobne, nazna¢ime vSak niektoré otvorené problémy. PodrobnejSie tito
problematiku rozoberaju ¢lanky [7] a [06].

Priklad 2.5.1: Majme vzor © = XY X a slovo z Lyg(nr), w = a’ba’.
Existujd 3 r6zne nevymazavajice homomorfizmy h;, pre ktoré w = hy(n), 1 = 1, 2, 3, konkrétne:

hi(X) =a hy(X) = a* hy(X) = a’
hy(Y) = a’ba’ ho(Y) = aba hy(Y)=b

V pripade E-patterns existuju okrem troch uvedenych este d’alSie dva homomorfizmy, ktoré
zobrazia vzor © na slovo w, a to

ha(X)=¢ hs(X) = a’ba’
ha(Y) = a’ba’ hs(Y)=¢

Hovorime, Ze stupeii neurcitosti slova w je 3 v pripade NE-patterns a 5 v pripade E-patterns.
Oznacenie: Stupen neurcitosti slova w (degree of ambiguity) budeme oznacovat’ deg,(w).
Oznacenie: Nech © je vzor a w termindlny retazec. Oznaéme Hz(n, w, X), Z € {E, NE},
mnozinu homomorfizmov (resp. NE-homomorfizmov) zo (X U var(m)) — X stabilnych pre
terminaly takych, ze h(r)=w. Pod var(m) rozumieme mnozinu premennych vyskytujiacich sa vo

VZOr¢ Tt.

Definicia 2.5.2: Nech Z € {E, NE}. Stupen neurcitosti (degree of ambiguity) pre dany Z-pattern
(Z-vzor) = je také Cislo k > 1, pre ktoré plati:

1) Hym, w, T)| <k pre vietky w € X
2) Hy(m, w, X)| =k pre nejaké w € X

Ak také k neexistuje, potom stupeii neurcitosti je oo.

Drobnd pozndmka k danej definicii: Nie je z1¢ si uvedomit, Ze ak niektoré w € =" nepatri do
jazyka definovaného danym vzorom, tak mohutnost’ prislusnej mnoziny homomorfizmov je 0.

Ak stupen neurcitosti vzoru © bude k, budeme to v d'alSom znacit’ ako deg,(n) = k.

Prejdime d’alej, k jazykom:
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Definicia 2.5.3: Nech Z € {E, NE}. Z-pattern language L ma stupen neurCitosti k > 1, ak
L = Ly(m) pre nejaky vzor m, pre ktory plati: deg,(m) =k a neexistuje m; taky, ze L =Lz(m) a
deg,(m;) <k. Ak také k neexistuje, potom deg,(L) = o. Ak deg,(L) = 1, hovorime, ze L je
jednoznacny, v opacnom pripade hovorime, ze L je vnltorne viacznacny.

Veta 2.5.4: Nech © je nejaky NE-pattern. Potom deg,(m) = deg,(Lng(m)).

Dokaz: Uvedené tvrdenie trividlne vyplyva z faktu, ze dva jazyky z PLng st ekvivalentné prave
vtedy, ked’ ich definuju dva vzory, ktor¢ sl az na nazvy premennych, zhodné (pozri vetu 2.3.5).

Pre E-patterns analogické veta neplati. Napriklad X° sa da definovat’ E-patternom X, ktorého
stupen neurditosti je 1, preto aj stupen neurditosti jazyka X je 1 (teda je to jednoznaény jazyk).
Ten isty jazyk je ale mozné definovat’ aj E-patternom XY, ktorého stupen neurcitosti je oo.

Urcovanie stupna neurcitosti

Veta 2.5.5: Nech Z € {E, NE}. Pre dany Z-pattern m a prirodzené cCislo k vieme efektivne
rozhodnut,, ¢i @ je viacznaény stupiia aspon k.

Z predchadzajucej vety vyplyva, ze vieme efektivne rozhodnut’, ¢i deg,(m)=k, deg,(m)<k alebo ¢i
7 je jednoznacny.

Otvorenym problémom zostava rozhodovanie otazky, ¢i deg,(m) = co.

Z viet 2.5.4 a 2.5.5 vyplyva algoritmicka rozhodnutel'nost’ otazky, ¢i deg,(L) = k pre nejaky NE-
pattern language. Pre E-pattern languages (PLg) zostdva tato istd otdzka zatial otvorenym
problémom a situacia je v tomto pripade mozno o to komplikovanejsia, ze zatial’ aj ekvivalencia
pre PLg je otvoreny problém.

Je jednoduché konstruovat’ vzory s deg, =1 alebo oo.

Vo vSeobecnosti je tazké dokazat’, ze dany vzor méa kone¢ny deg,>1.

Pre zaujimavost’ mozno uviest’, Ze napriklad taky vzor XabXbcaYabcY mé deg, = 2 (ako NE- aj
E-vzor). Najlepsi znamy priklad vzoru s deg, =3 ma dizku 324 a najkratiie slovo, ktoré ma 3
rozne rozklady podl'a tohoto vzoru ma dizku 1018.

Veta 2.5.6: Nech Z € {E, NE}. Pre vSetky m,n > 0 sa da efektivne skonStruovat’ Z-pattern so
stupfiom neurditosti (deg,) 2™3".

Otvorend otdzka je, ¢i pre vSetky k > 1 existuje vzor so stupiiom neurcitosti presne k.

Pre citatela, ktorého by tato problematika zaujala mézeme odporucit’ napriklad [7] a [06].
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Kapitola 3

Multi-pattern languages

Prejdime teraz k prirodzenému zovseobecneniu definicie pattern languages z predchadzajicich
kapitol. Teraz sa nebudeme pri definicii jazyka obmedzovat’ len na jeden vzor, ale k dispozicii
budeme mat’ kone¢nii mnozinu vzorov. V takom pripade bude vysledny jazyk zjednotenim
jazykov definovanych jednotlivymi vzormi - budeme hovorit o multi-pattern languages.
Priebezne budeme dany model komplikovat aj tym, ze premenné v danom vzore nebudeme
nahradzat’ 'ubovol'nym, pripadne 'ubovolnym neprazdnym slovom, ako tomu bolo doteraz, ale
ku kazdej premennej bude priradeny konkrétny jazyk, ktorého slovami budeme nahradzt’
prislusni premennd.

Este kratka poznamka k praktickym aplikdcidm: multi-patterns alebo multivzory mozno v
mnohych pripadoch pouZit’ aj na ovela lepsi popis mnoziny vzoriek, ako ked’ hI'addme len jeden
popisny vzor pre vSetky slova. Moze ist’ napriklad o mnozinu slov s dvoma ré6znymi prefixami, v
takom pripade sa na popis hodia ovela lepSie dva vzory ako len jeden.

3.1 Zakladné definicie

Definicia 3.1.1: Multivzor IT je kone¢nd mnozina vzorov, teda IT= {m, ..., m,}, ;€ (X U V)",
kde ¥ je termindlna abeceda, V = {Xj, ..., X} je mnoZina premennych, i=1,...,n. Jazyk
definovany Z-multivzorom ITje Ly(I1) =Ly(m) U ... U Ly(n,), Z € {E, NE}.

Ozna¢me MPLg(n), MPLng(n) — triedy vymazdvajicich resp. nevymazavajicich multi-pattern
languages stupiia n, tieto triedy dostaneme pomocou multivzoru s prave n prvkami, formalne:
MPLy(n) = {L | L = Lyz( IT) pre nejaky multivzor I1 = {ny, ..., m,} }, Z € {E, NE}.

Dalej oznaéme MPLg, MPLyg — triedy vymazdvajicich resp. nevymazavajicich multi-pattern
languages: MPL; = Uy>0 MPLz(n), Z € {E, NE}.

Veta 3.1.2: Triedy jazykov MPLg a MPL\g st az na existenciu jazykov obsahujtcich € rovnaké,
teda MPLg = MPLyg U {L U {e}, L € MPLg}.

Na zaklade tejto vety budeme Casto pisat’ miesto MPLg a MPLyg len MPL.

Napriek rovnosti tried MPLg a MPLyg, existujd rozdiely medzi vymazdvajicim a

nevymazavajucim pripadom, ak je stanoveny pevny pocet vzorov, teda triedy MPLg(n) a
MPLNg(n) uz vo vSeobecnosti nie su rovnaké pre pevné n.
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Teraz dokazeme nekone¢nt hierarchiu tried MPLy(n), Z € {E, NE}.
Veta 3.1.3: Triedy jazykov MPLEg(n) a MPLyg(n) tvoria nekonecnt hierarchiu pre n > 1:

1) MPLg(n) € MPLg(n+1)
2) MPLxr(n) € MPLyp(n+1)

Dokaz: Uvazujme postupnost’ prvocisel: p; =2, p»=3,p3 =35, .....

Majme d’alej jednoprvkova abecedu T = {a} a multivzor II = {XP', X", ..., X**}, k> 1 a nech
Z € {E, NE}. Slovo aP*! e Lz s(Ilk41), staci nahradit’ premennt X vo vzore XP* slovom a.
Pozrime sa teraz na to, ¢i sa dané slovo aP*! nachadza v jazyku Lz s( IIy). Struktdra slov v tomto
jazyku vyzera nasledovne: premenné nahriadzame slovami zo £ =a (v pripade E-vzorov) resp.
zo Y'=a" (v pripade NE-vzorov), teda na zédklade definicie budd v Lyzy(IIL) slova

a™Pl amP2 ™k > (pre E-vzory) resp. m>1 (pre NE-vzory). Pre m>2 budi teda
exponenty neprvoéiselné, najdlhsie slovo s prvodiselnym exponentom je a™, teda a™*' urcite
nepatri do L, x( Ix), teda tvrdenie vety plati.

U

Dosledok 3.1.4: PL; c MPL, Z € {E, NE}.
Dokaz: Je zrejmé, ze PLy; = MPLy(1), Z € {E, NE}. Ostatné vyplyva z definicie 3.1.1 a

vety 3.1.3.
N

3.2 Uzaverové vlastnosti MPL

Podobne ako triedy PLg a PLng, aj trieda MPL ma vel'mi zI¢ uzdverové vlastnosti, ktoré st
zhrnuté v nasledujicej vete

Veta 3.2.1: MPL je anti-AFL a nie je uzavreta ani na prienik a komplement.
Dokaz: je takmer identicky s dokazom uzaverovych vlastnosti pre triedy PLg a PLng. V pripade
jazykov nepatriacich do MPL mozno pouzit' podobné argumenty ako pre PLg, PLng (pozri

vetu 2.2.8).

Zjednotenie, zretazenie:
Jazykya® ab e MPL,a" Ub ¢ MPL ani a*b ¢ MPL

Iterdcia:
{ab} € MPL, {ab}" ¢ MPL

Prienik s reguldrnymi jazykmi.:

>" € MPL pre vietky . Pre [Z| > 2 existuji reguldrne jazyky, ktoré nepatria do MPL. Nech je to
opit napr. a*b. Velmi Pahko vidno, ze a*b N X" = a’b.
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Homomorfizmus (nevymazdvajiici):
Nech h(a) = ab. Jazyk a* € MPL, no h(a®) = {ab}* ¢ MPL.

Inverzny homomorfizmus: .
Nech h(a) = €, h(b) = b. Jazyk {b} € MPL, aleh™'(b)=a'ba ¢ MPL.

Prienik:
Dokézeme rovnako ako pre PL;, Z € {E, NE}, teda:
Nech X = {a, b} a a=XXab, B =XbaX nech st vzory. Prienik jazykov definovanych tymito
vzormi je: L(@)NL(P)={we X | w=uuab=vbav pre nejaké slovdi u,ve X'}=
= {(ba)*b(ba)**'b, k > 0}.

Jazyk obsahujuci takéto slova vSak nemodze patrit do MPL, pretoze napriklad aa nie je
podslovom ziadneho slova.

Komplement:
Jazyk L= {a, b} ab{a, b} € MPL,L°=b'a’ ¢ MPL

V nasledujucej vete uvidime asponl jeden maly rozdiel v porovnani s triedami PL;.
Veta 3.2.2: MPL je uzavretd na zjednotenie a zret'azenie pre dva jazyky nad rovnakou abecedou.

Dokaz:

Zjednotenie:

Nech L, L, € MPL st jazyky nad rovnakymi abecedami generované multivzorami IT; resp. I1,.
Na zaklade definicie 3.1.1 T'ahko vidno, ze jazyk L=L; UL, je generovany multivzorom
II=1II;, UIl,.

Zretazenie:

Ak zabezpecime, Ze mnoziny premennych vyskytujucich sa v multivzoroch II; resp. Il, budi
disjunktné (napriklad vhodnym premenovanim premennych v jednom z multivzorov, napr. v I,
oznac¢me si II, po premenovani premennych ako Il,”), tak potom multivzor IT generujici jazyk
L,L, obsahuje vzory af}, kde a € II; a B € I1,".

Pozrime sa eSte nakratko na problém rozhodovania ekvivalencie a inkluzie pre MPL.

Veta 3.2.3: Problémy ekvivalencia aj inkltzie su pre triedu MPL nerozhodnutel'né.

Dokaz: Kedze Ly(a) < Ly(B) prave vtedy, ked’ Lx(B) = Lx(a, B) , tak uvedené tvrdenie vyplyva z
nerozhodnutel'nosti problému inkluzie pre PLy (veta 2.3.6), Z € {E, NE}.

Uvedomme si, Ze veta plati bez ohl'adu na to, ¢i je zatial’ otvoreny problém ekvivalencie pre PLg
rozhodnutelny.

Teraz pristipime k dalSiemu zovSeobecneniu triedy MPL a sice, ze ku kazdej premennej
priradime nejaky jazyk, ktoré¢ho slovami ju budeme moct’ nahradzat. Uz nebudeme rozliSovat
medzi vymazavajicimi a nevymazavajucimi vzormi, v d’alSich avahach to nebude dblezité a to aj
preto, ze na velkost' definovanych tried jazykov to az na prdzdne slovo nebude mat Ziaden
vplyv, ¢o dokazeme neskor pomocou vseobecnejsieho tvrdenia v d’al$ej kapitole (lema 4.1.2).
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Definicia 3.2.4: Nech X je termindlna abeceda a V = { X, ..., X, } nech je mnozina premennych.
Nech je ku kazdej premennej X; je priradeny nejaky jazyk Dic X', i = 1, ..., n. Postupnost
jazykov Dy, ..., D, oznaéme D. D; budeme nazyvat doménou X; (zn.: D; = dom(Xj)). Majme
d’alej mnozinu homomorfizmov Hp, pre ktorud plati:

Hp = {h:(Z UV) —» > h(a)=a pre vSetky ac X, h(X;)eD; , X;e V, ie {1,....n} }.

Jazyk definovany vzorom n € (X U V)" s postupnostou domén premennych D je L p(n)={ h(r) |
he HD}.

Pozndmka: Pre vymazavajuce (E-patterns) resp. nevymazavajice vzory (NE-patterns), teda pre

triedy PLg a PLyg a tak isto aj pre MPLg a MPLyg plati: D; = P resp. D; =X pre vietky
i=1,..n.

Definicia 3.2.5: Nech I1= {n, ..., m,} je multivzor, V = {Xj, ..., X;} mnozina premennych a
D =D;, ..., D, nech je postupnost domén, ktoré st priradené k premennym. Jazyk definovany
multivzorom IT s postupnostou domén D je Lp( IT) = Lp(m;) U ... U Lp(wy).

Oznacenie: Nech F je nejakd trieda jazykov. Potom triedu jazykov {Lp( IT ) | IT je multivzor,
D =Dy, ....D, pre nejaké Dy, ....D, € F} budeme oznaCovat’ ako MPLg. Teda napriklad pre
F = FIN (REG, CF, ...) mame MPLgNn (MPLRgGg, MPLG, ...).

Priklad 3.2.6: .
Nech V = { X] },Z: {a,b},nl =X1X1,D1 =3

Lo(m) = {ww [w e {a, b))}
V tomto pripade sa samozrejme jednd len o ,,obycCajny* E-pattern, vSimnime si vSak, Ze

LD(TIZ1) € MPLREG, hoci LD(TC1) ¢ CF.

Priklad 3.2.7:
Nech V={X;, X, },Z={a,b,c}, m=X;XocXoX;, D, = {a}", D, = {b}*

Lp(my) = {a"b"cb™a" Im,n > 1}
LD(th) € MPLREG, LD(TEZ) ¢ REG

Priklad 3.2.8: .
NechV={X,Y},X={a,b,c}, m=baXa¥X, dom(X) =D, ={b}", dom(Y) =D, = {c}

*

Lp(m3) = {bab™ac"b™ | m,n >0}.

Lema 3.2.9: Ak L c X'a st¢asne L € F, kde F je nejaka trieda jazykov, potom L € MPLE.

Dokaz: Nech V = { X, }, n =X, D; =L, odtial’ ihned’ dostavame: Lp(w) = L.
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Nasledujuce lemy uvedieme bez dokazu, ich platnost’ vyplyva zo vSeobecnejSich tvrdeni v d’alsej
kapitole.

Lema 3.2.10: { a"b" In>1} ¢ MPLggg
Lema 3.2.11: { a"b"c" In>1} ¢ MPLcr
Lema 3.2.12: Pre kazdy multivzor IT (nad abecedou £ a mnozinou vzorov V = { X, ..., X;; }) a

D=Dy, ... , D,, Dy € F (1 = 1, .., n) existuje multivzor I’ (nad X a V ) taky, ze
Lp(IT) =Lp:(I" ) pre D’ = (D - {&}, ... , Dn — {€}).
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Kapitola 4

Nekone¢né multivzory

V tejto kapitole pristipime k d’alSiemu zovSeobecneniu, konkrétne, multivzor bude teraz moct’
byt aj nekonec¢na mnozina, teda Il bude pozostavat’ z nekonecného poctu vzorov nad danou
abecedou a mnozinou premennych. Samozrejme, ze na mnozinu II bude treba klast' nejaké
rozumné obmedzenia. Budeme sa =zaoberat pripadmi, ked Il bude regularny alebo
bezkontextovy jazyk. VSimnime si, ze v tomto pripade sa implicitne jedna o akuasi dvojuroviiovi
Struktdru, kde na prvej urovni bude musiet byt nejaké zariadenie (napr. gramatika) na
definovanie nekone¢nej mnoziny vzorov, ktoré potom na druhej urovni interpretujeme.

4.1 Zakladné definicie a vlastnosti

Definicia 4.1.1: Nech IT je nekoneény multivzor, V = {Xi, ..., X;;} mnozina premennych a
D =Dy, ..., Dy nech je postupnost’ domén, ktoré si priradené¢ k premennym. Jazyk definovany
nekonec¢nym multivzorom IT s postupnostou domén D je Lp( IT) = Ugeyy Lp( IT).

Oznacenie: Triedy jazykov definované pomocou nekonecnych multivzorov bodeme oznacovat’
ako PL(Fi, F,), kde IT € F; a domény premennych budui z F,.

Pozndmka: Pre uz zname triedy typu MPLg v zmysle prave definovaného oznacenia dostavame:
MPLr = PL(FIN, F), kde F je nejaka trieda jazykov, z ktorej si domény premennych.

Nasledujuce dve lemy ndm v istom zmysle definuji akési normdlne tvary domén premennych,
presnejSie, ze ak zakdzeme konetné a bez-epsilonové domény premennych, velkost triedy
PL(F,, F,) s uvedenymi obmedzeniami sa nezmeni.

Lema 4.1.2: Nech F; je trieda jazykov uzavretd na zjednotenie a 'ubovol'ny homomorfizmus a
F, nech je uzavretd na rozdiel s {€}. Potom pre kazdy jazyk L € PL(F;, F,) existuje I’ € F; a
Dy, ..., Dy € Fy také, ze L = Lp( IT’) a ziadne Dy’, i =1, .... , n, neobsahuje €. (Samozrejme, Ze
L =Lp(IT) pre nejaké Il € F; a domény pre premenné v postupnosti D su z triedy F.)

Dokaz: Predpokladajme, ze L = Lp( IT ), priCom niektoré jazyky z D mo6zu obsahovat’ .

Skonstruujeme IT° také, ze L = Lp( IT’) , kde v D’ budu tie isté jazyky ako v D, ale bez €. Nech
Ep je mnozina takych homomorfizmov, ze pre kazdé h € Ep plati nasledovné:
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h(a)=apreae X

h(Xl) = Xi ak e ¢ Di

h(Xj) e {& X;} akee D
(samozrejme, ze 1 =1, ..., n)

Mnozina Ep je konenda. Nasa novd mnozina vzorov Il=uUmeEy)h(Il) a
D’ = (D;-{g}, ..., Dp-{€}). Je zreymé, ze I’ € F; a Lp(Il)=Lp(II’). I’ obsahuje vSetky tie
vzory, ¢o II, okrem toho je obohatend o vsetky také vzory, ktoré mozno ziskat” nahradzanim
premennych vo vzoroch z I1 za ¢ (samozrejme len tam, kde prislusnd doména danej premennej to
€ obsahuje).

t

Lema 4.1.3: Nech F, je trieda jazykov uzavreta na zjednotenie a 'ubovol'ny homomorfizmus a
F, nech je l'ubovolna trieda jazykov. Potom pre kazdy jazyk L € PL(F;, F,) existuje Il € F; a
Dy, ....Dy € F, také, ze L = Lp( 1) a kazdy z jazykov D; (i = 1, ..., n) je nekonecny.

Dokaz: Zakladna myslienka je, ze ak je k niektorej premennej (premennych je kone¢ny pocet)
priradeny konec¢ny jazyk, tak prislusnd premennt nahrddzame postupne vSetkymi slovami z
daného konec¢ného jazyka vo vSetkych vzoroch (vzorov mdze byt samozrejme nekonecne vela;
zavedie sa vhodna mnozina homomrfizmov). Tym ziskame novi mnozinu vzorov, v ktorych sa
premennd, ku ktorej bol priradeny konecny jazyk, uz nevyskytuje a dany kone¢ny jazyk mozeme
vyskrtnit’ z postupnosti jazykov priradenych k premennym. Tento postup opakujeme, az kym sa
nezbavime vsetkych premennych s kone¢nou doménou. Malo by byt zrejmé, ze jazyk ziskany z
novej mnoziny vzorov bude ten isty.

Formdlne: NechIl e (VU ZX )* aDy, ....D,C i Predpokladajme, Ze niektoré D; (1 <i<n) je
koneéné. Uvazujme E; — mnoZinu homomorfizmov h: (VUZX) — (VUZX) taky, Ze

h(a)=a aeX
h(X))=X; prej#1,(1<j<n)
h(Xi) € D;

Mnozina E; je kone¢nd, takze aj naSa nova mnozina vzorov IT° = Uyneg; h( I1) patri do triedy F;.
Vzory v IT’ uz neobsahuju premennu X;. Pre D’ = D \ Di plati: Lp( IT ) = Lp( IT’). Opakovanim
tohoto postupu pre kazdi premennu s kone¢nou doménou sa nakoniec dopracujeme k nejake;j
mnozine vzorov, povedzme I1”, a mnozine domén D”, pre ktoré plati: Lp( IT ) = Lp-( I1”) a
kazdy jazyk v postupnosti D” je nekone¢ny (mdze sa stat’ aj to, ze D” bude prazdna).

N

Na zédklade predchadzajicich 2 liem budeme moct’ pri praci s PL( Fy, F, ) predpokladat’, Ze
domény premennych st nekonecné a bez ¢ (okrem pripadu, ked’ F; = SNG).

Lema 4.1.4 (pumpovacia pre PL( REG, REG )): Pre kazdy jazyk L € PL( REG, REG )
existuju konstanty p as také, Ze kazdé w € L, [w| > p, sa da napisat’ v tvare w = ujXupX...UxXUy41,
I<k<s, x#gauXxux ..uX'uys € Lpre vietkyi> 1.

28



Dosledok 4.1.5: Ak L = Lp( I1 ) pre nekonecné IT € REG, tak potom existuje w € L takeé, ze
w =uxy, X # ¢ aux'y € L pre vSetky i > 1. Na type jazykov z D nezéleZi.

Lema 4.1.6 (pumpovacia pre PL( CF, CF )): Pre kazdy jazyk L € PL( CF, CF ) existujd
konStanty p a s také, _Ze _kaZc_lé w e L,_ le > p, sa da napisat’ v tvare w = U;XVyUXVYy...UX VYU,
1 <k<s,xy#egaux'vyux'vy ..ux'vy'u, € L pre vietkyi> 1.

Dokaz: Nech L=Lp(Il),ITe CF,D=(Dy, ... D,),D;e CF (i=1, ..., n). Kedze Il € CF,
plati pre neho pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky, teda existuje Cislo q =1 také, ze
kazdé m e T, |n| > q, sa da napisat’ v tvare m = afdyp, |Bdy| < q, Py # & a ap'dy'p € II pre vietky
i=>1. Tak isto aj pre kazdé Dj existuje konStanta q; =1 takd, ze kazdé z € D;, Izl > q;, sa dd
napisat’ v tvare z = uvwxy, Ivwxl < qj, vx # € a uv'wx'y € D; pre vSetky 1 = 1.

Uvazujme teraz nasledovné hodnoty p a s:
p=qmax{qjlj=1,..,n}
s=q

Uvazujme dalej nejaké w € L, Iwl>p. Slovo w vzniklo z nejakého vzoru m € II pomocou
nejakého homomorfizmu h € Hp, teda w = h(r). M6Zu nastat’ 2 pripady:

1) [n| > q. TakZe = aPdyp, |Bdy| < q, Py # € a ap'dy'p € II pre vietky i > 1.
Je jasné, Ze h(ap'dy'p) = h(o)h(B)'h(8)h(y)'h(p) € L pre vietkyi>1a
h(B)h(y) # € (na zdklade lemy 4.1.2 predpokladdme bez-¢ domény). Tvrdenie
lemy plati.

2) |n| < q. V takomto pripade existuje nejaké j, 1 <j <n, také, Ze X| sa aspoil raz
vyskytne v  a |h(Xj)l > g;. Potom mozno = napisat’ v tvare
= o1 XX ...04Xj01, pricom Xj sa nevyskytuje v Ziadnom z ay, ...,0k41.
Je jasné, ze k < q. Podl'a pumpovacej lemy pre CF-jazyky h(X;) = uxvyz,
vy#eauxvyze Djpre vietky i > 1. Potom
w = h(m) = h(0 X0 X ...auXou1) = h(a)uxvyzh(or)uxvyz ...h(a)uxvyzh(ou.1).
Teraz staci len vhodne rozdelit’ vzniknuté slovo a lema bude dokézana.

Konkrétne: h(a;)u | xvy | zh(ap)u | xvy | zh(as)u | ...I zh(ox)u | xvy | zh(ok1)
I I I I I I I I
(18] XVvy (1] XVvy us3 Uk XVvy Uk+1

Ak teraz uvazujeme iny homomorfizmus z Hp, ktory premennu X; nahradi
slovom ux'vy'z pre nejaké i > 1 a vietky ostatné premenné tym istym slovom ako
povodny homomorfizmus, tak dostaneme, Ze slovo uix'vy'ux'vy' ...uX'vy'ug, je
tiez z L. To sa d& samozrejme urobit pre vSetky i > 1, ¢btd.

N

Dosledok 4.1.7: Ak L = Lp( I1') pre nekonecne¢ II € CF, tak potom existuje w € L také, ze
W = uxvyz, Xy # € aux'vy'z € L pre vietky i > 1. Na type jazykov z D nezalezi.

Dokaz: Ako v predchadzajicej leme, vyuziju sa pumpovacie vlastnosti IT a pripad 1).
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Dosledok 4.1.8: Ak L =Lp( Il ), D=(Dy, .., Dy ), Die REG (i =1, .., n), kazdé¢ D; je
nekonecné a ak I obsahuje asponi 1 vzor, ktory obsahuje aspoit 1 premennu ( IT méze byt
I'ubovolného typu), potom existuje w € L také, ze w = ujXusX ...xXUy41, X # € A ulxiuzxi
...ukxiuk+1 € L pre vSetkyi > 1.

Dokaz: Uvazujme vzor m € II, ktory obsahuje aspon 1 premennu a jednu jeho premennt,
napr. Xj, nahrad'me dostato¢ne dlhym retazcom uxv € Dj, na ktory mozno pouZit' pumpovaciu

lemu pre regularne jazyky.
t

Lema 4.1.9: Nech Fe {REG, CF}. Potom plati: PL(FIN,F) c PL(REG,F) c PL(CFE,F).
Lema 4.1.10: {a"b" In > 1}¢ PL(REG, REG)

Dokaz: vyplyva z lemy 4.1.4

Lema 4.1.11: {a"b"c" In>1}¢ PL(CF, CF)

Dokaz: vyplyva z lemy 4.1.6

.....

pattern languages s paralelnymi komunikujicimi systémami gramatik, kde bolo dokédzané, ze
pattern languages sa daju simulovat’ pomocou PCGS. Takymto porovnanim mozno ziskat
presnejsiu predstavu o sile PCGS, navySe, uz zname vysledky pre pattern languages sa mézu dat’
pouzit’ aj pre PCGS, viac informacii spolu so zndmymi vysledkami mozno ngjst’ v[8].
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Kapitola 5

Gramatiky zalozen¢ na vzoroch

Gramatiky zaloZené na vzoroch

V tejto kapitole ukdzeme trochu iny spdsob nahradzania premennych retazcami. VyuZzijeme
pritom obvykld stratégiu zndmu z tedrie formalnych jazykov. Budeme vychadzat z konec¢ne;j
mnoziny terminalnych slov, ktorymi budeme nahradzat’ premenné v danej kone¢nej mnozine
vzorov. Tym ziskame d’alSie slova, ktoré¢ budeme moct d’alej pouzivat na nahradzanie
premennych v naSej mnozine vzorov. V principe mozno uvazovat dva zakladné spdsoby
ziskavania novych slov: takzvany nesynchronizovany - za premenné mozno dosadzovat’ hicijaké
doteraz odvodené slova alebo synchronizovany — za premenné sa budu dosadzvat’ len slova
ziskané v predchddzajicom kroku odvodenia. Z tejto oblasti su zatial zname len viaceré
zékladné vysledky, pripadné hlbsie prepojenia napr. s Chomského gramatikami, L-systémami,
ako aj mozné aplikacie tohoto pristupu zatial’ zostavaju otvorené.

5.1 Zakladné definicie a vlastnosti

Definicia 5.1.1: Gramatika zaloZena na vzoroch je Stvorica G = ( X, V, A, P), kde X je abeceda
termindlnych symbolov, V je mnozina premennych, A X" je kone¢ni mnoZina axiom,
Pc(ZuUV)V(ZUV) je konecnd mnozina vzorov (patterns), priCom, ako je zrejmé
z definicie, v tomto pripade musi kazdy vzor obsahovat’ aspoil 1 premennt.

Podrla spdsobu odvodzovania slov budeme prislusni gramatiku nazyvat’ bud’ synchronizovanou
alebo nesynchronizovanou.

4 3 M W . * w. 4 I4 4
Oznacenie: Majme mnozinu vzorov P a jazyk L < £ . Mnozinu slov, ktorti ziskame nahradenim
vSetkych premennych vo vzoroch z P retazcami z L, ozna¢ime P(L).

Formalne:
P(L) = {ulxiluzxiz U XikUk+1 | ulXiluinz ...ukXikuk+1 € P; |88 EZ*; Xij EV; Xijj EL; 1= 1, cees k+l;
j=1,..,k}.

Alternativny zapis pomocou mnoziny homomorfizmov stabilnych pre terminaly pouZivanej

v predchéadzajicich kapitolach: P(L) :J‘{h((x), ae P}
Homomorfizmus he {h:(ZuUV)—ZX ,h(a)=apreaec X, h(X) e L pre vietky X € V}
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Pre istotu eSte dodajme, ze tak, ako doteraz, r6zne vyskyty tej istej premennej sa nahradzaju
rovnakym retazcom.

Definicia 5.1.2: Jazyk generovany nesynchronizovanou gramatikou G (zn: NL(G)) je najmensia
mnozina L ¢ Z*, pre ktoru plati:

1) AcL
2) PL)cL

NL(G) teda obsahuje vSetky slova, ktoré mozno ziskat’ tak, Ze premenné vo vzoroch nahrddzame
doteraz ziskanymi slovami, vychddzame pri tom z axiém. Kazdé slovo z NL(G) sa da ziskat
konecnym poctom pouziti mnoziny vzorov.

Da sa to vyjadrit’ aj takto:
NL(G) = A UP(A) UP(A UP(A)) UPA UP(A) UP(A UP(A)))...

Definicia 5.1.3: Jazyk generovany synchronizovanou gramatikou G (zn: SL(G)) je:
SL(G) = A UP(A) U P(P(A)) UPPP(A) U ...

Triedy takto ziskanych jazykov oznacime PLyg pre nesynchronizované gramatiky resp. PLgG pre
synchronizované gramatiky zalozené¢ na vzoroch. V pripade synchronizovanych gramatik sa
budeme blizSie zaoberat' jazykmi generovanymi takymito gramatikami s jednoprvkovou
mnozinou vzorov, vtomto Specidlnom pripade sa prislusni triedu jazykov oznac¢ime ako
iterované (iterated) pattern languages, skratene IPL. AvSak najprv sa budeme podrobnejSie
zaoberat’ triedou PLyg.

Najskor na niekolkych prikladoch ilustrujeme, ako tieto gramatiky pracuji. Uvedieme aj
priklady jazykov, ktoré nepatria do triedy definovanej nesynchronizovanymi gramatikami a ako
uz byva zvykom, takéto jazyky ndm neskor posluzia na dokazovanie urcitych vlastnosti danej
triedy jazykov.

Priklady jazykov, ktoré st v PLyg:

Priklad 5.1.4:
Gi = ({a}, {X}, {a}, {aX})
Maiéme jedind axiému — ,,a%, takze za premennt X v jedinom vzore ,,aX*“ mézeme dosadit’
len ,,a*. Tym ziskame slovo ,,aa®, ktoré potom ,,v druhom kole* opit’ m6zeme dosadit’ za
premennd X do vzoru ,,aX* a ziskame slovo ,,aaa* atd'......

Teda NL(G) = {a} U {aa} U {aa, aaa} U {aa, aaa, aaaa} U ....={a";n>1}.
Priklad 5.1.5:

G =({a}, {X}, {a}, {XX})

NL(G,) = {a} U {aa} U {aa, aaaa} U {aa, aaaa, aaaaaaaa} U ... = {a”"2"; n > 0}
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Priklad 5.1.6:
G3 = ({a’ b}a {X}’ {a’ b}a {XX})
NL(G3) = {a, b} U {aa, bb} U {aa, bb, aaaa, bbbb} U ... = {a”2";n >0} U {b"2"; n > 0}

Priklad 5.1.7:
Gy = (&, {X), Xo}, ZUfe}, {XiXa})
NL(Gy) =X

Priklad 5.1.8:
Gs = ({a, b}, {X}, {ab}, {aXb})
NL(Gs) = {ab} U {aabb} U {aabb, aaabbb} U ... = {a"b";n> 1}

Priklad 5.1.9:
Ge = ({a, b}, {Xy, Xa}, {&}, {XiXp, aX;b})
NL(Gg) = {e} U {g, ab} U {g, ab, abab, aabb} U {g, ab, abab, aabb, abababab, aababb,
aabbaabb, aaabbb} U ...
L(Gg) je Dyckov jazyk nad abecedou {a, b}.

A este jeden jednoduchy priklad, ktory jasnejSie poukaze na rozdiely medzi PLng a PLsg
(uvidime neskor):

Priklad 5.1.10:
G7 = ({a’ b}a {Xla XZ}’ {a’ b}a {XIXZ})

NL(G7) = {a, b} U {aa, ab, ba, bb} U {aa, ab, aaa, aab, aba, abb, ba, bb, baa, bab, bba,
bbb, aaaa, aaab, ....(vietky ostatné slova dizky 4)} U ... = {a, b}"
Veta 5.1.11: Nech L < X" je koneény jazyk. Potom L, L*, L" patria do PLxg.
Dokaz: L = L(G)), kde G, = ( Z, {X}, L, {X})

L"=L(G,), kde G, = ( Z, {Xi1, Xa}, L, {X1X3}) (porovnaj s prikladom 7)
L =L(Gs), kde G5 = (%, {X;, X2}, LU{e}, {XiX2}) (p. priklad 4)

Priklady jazykov, ktoré nie st v PLyg:

Lema5.1.12: L, = a ub a L, = a ub nepatria do PLxg.

Dékaz: Sporom: Nech L; = NL(G) pre nejakti gramatiku G = ({a, b}, V, A, P). Ziadny vzor v P
nemoéze obsahovat’ termindl alebo 2 rézne premenné, inak by sa dali generovat retazce
obsahujice oba termindlne symboly (,,a“aj ,,b“). Kedze L; je nekonetny, tak v P musia

existovat’ vzory s diZkou véi&Sou ako 1. Beric do uvahy vietky obmedzenia vyplyvajice

z doterajSich dvah, tak jedinou moznost'ou zostava, ze vSetky vzory v P maju tvar X', i > 1. Nech

teda mnozina vzorov P vyzera takto:

P={V', V2 V&I (G>1Lk>1,j=1,..,k)
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Z takejto mnoziny vzorov sa daju generovat’ len ret'azce tvaru a™ alebo b™, pricom m mdze byt
len tvaru m = i,*'i,"%;%... (sJ >0,j=1, .., k). To znamena, Zze m je bud’ 1 z ¢isel iy, iy, ..., ix
alebo stc¢inom l'ubovol’ nych (nezapornych celoéiseln}'lch) mocnin tychto Cisel. Z toho vyplyva,
7e sa neda vygenerovat’ ziaden ret'azec a™ alebo b™ s prvociselnym m vaé$im ako max {iy, i, ...,
i}, teda L; # NL(G). Ked’ze neexistuje gramatika, ktord by generovala L, tak samozrejme L; ¢
PLxg.

V pripade L, platia z€asti podobné argumenty, konkrétne: Kazda gramatika generujica L, musi
v P obsahovat’ vzory tvaru X' (i > 1) aaspon v jednom takom vzore je i > 1, kedZe L, je
nekonecny. Tym padom sa ale daji generovat’ aj retazce s va¢sSim poctom b-Cok ako 1, o
nechceme (a mdme spor).

t

Lema 5.1.13: L= {a®" b*™;n >0} ¢ PLxg

Dokaz: (opit’, ako inak, sporom)
Predpokladajme, ze L = NL(G) pre nejaku gramatiku G = ({a, b}, V, A, P). Ak je v P vzor tvaru
u XjupXous, ug, Uy, uz € ({a, bju 'V )* , tak bez ohl'adu na to, ¢1 X; = X, alebo X; # X,, daji sa
vygenerovat’ retazce tvaru ul’a®”b* "uy’a*"b*"us’, ktoré do L nemdzu patrit. Podobne, ani
vzory tvaru ubvXw alebo uXvaw nemoézu patrit’ do P, inak by do jazyka L museli patrit’ slova,
ktoré by obsahovali podslovo ba. TakZe kazdy vzor musi mat’ tvar a’Xb*. Ked’ze kazdé slovo
v jazyku obsahuje rovnaky pocet a-¢ok a b-Cok, musi platlt ze 1 = k. Keby sme teda mali v P
vzor @Xb', tak by sme mohli X nahradit’ slovami ab aj a b2 tym by sme ziskali a™*'b™*! resp.
a2, Tieto slova patria do L len vtedy, ked’ j = 0, teda P = {X}, z Goho vyplyva, ze L(G) = A
a to je samozrejme Spor.

N

Nasledujice dve lemy (5.1.14 a 5.1.16) nam do istej miery pribliZia Strukturu slov triedy jazykov
PLxG.

Lema 5.1.14: Ak L € PLyg, tak potom existuje konStanta k taka, ze pre vSetky w € L, Iwl >k,
existuju slova x, y, z, pre ktoré plati:

a) W = Xyz
b)xz#¢
c)yelL

Dokaz: Majme nesynchronizovani gramatiku G = ( X, V, A, P), ktora generuje L.. Nech
k =max { Ix], x € A }. Ak nejaké slovo w € L ma véaésiu dizku ako k, tak potom to samozrejme
nemdZze byt axidma, Cize vzniklo niekol’kondsobnym pouzitim vzorov z P. Asponi jeden z tychto
vzorov ma dlzku vacsiu ako 1. Zoberme posledny takyto vzor (s dlzkou vacSou ako 1), ktory bol
pouzity pri odvodeni slova w. Predpokladajme, Ze je to vzor u; X uXs...usXsus 1, U € Y, X €
V pre vSetky zmysluplné i; s = 1. Potom z = ujwjuaws...usWeugy, wi € L, i =1, ..., s. Potrebné
rozdelenie slova w dostaneme takto: X = uj, y = Wi, Z = UpWs...UsWlUg].

]

Dosledok 5.1.15: Do PLng nepatria nasledujice jazyky:

- L;=aba
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- L,=ab'ct
- Lz={a"b"¢";n>1}

Lema 5.1.16: Ak L € PLyg je nekoneény jazyk (L  X°), potom existuje u € X* také, Ze pre
vietky n > 1 plati: u"v € L alebo vu" € L.

Dokaz: Nech nesynchronizovand gramatika G = ( X, V, A, P) generuje L. Kedze L je
nekonecny, tak v P sa musi nachadzat' asponl jeden vzor s dlzkou viac ako 1, nech je to m.
RozliSime 4 pripady:

ayn=uXx(ue ¥, Xe V,xe (ZuUV)).
LCahko vidno, Ze L v tomto pripade musi obsahovat’ slova pozadovaného tvaru, konkrétne
u'zy,, n>1,z e A, y, sa ziska z x nahradenim pripadnych premennych v x za slovd z A.
Pre presnejSiu predstavu uvedieme podrobnejsi postup:
Na zaciatku mame len axidémy. Rozhodneme sa pouZit’ vzor uXx. Premennud X
nahradime slovom z € A a vSetky pripadné premenné v x za slovad z A.
Vznkne ndm nejaké slovo uzt;. Opit’ pouzijeme vzor uXx, pricom tentoraz dosadime
za x slovo uzt;, vznikne slovo uuzt;t,, t; opat’ vzniko z x rovnakym sposobom ako
v predoslom kroku t;, teda nahradenim pripadnych premennych v x za slové z A.
Oznacme y, = tit,. Takto postupujeme d’alej, pri¢om v kazdom d’alSom kroku nahradime
X poslednym novovzniknutym slovo a tak postupne vznikaji slova uuuzt;t,ts
(y3 = titaots), u4zy4, uw zys, atd'......, teda nasli sme slovo u také, ze u"v € NL(G) (v = zyy).

b)r=xXu (ue ¥, Xe V,xe (ZuV))
Toto je v istom zmysle opacna situacia ako predosly pripad, tu sa rovnakou metédou ako
v predchddzajicom pripade dopracujeme zase k zaveru, ze vu" € NL(G).

o)n=XxXy (X1, X;e€ V,nezilezinatom, i X;=Xp,xe (ZUV)")
Nech z;, z; € A ay nech sa ziska nahradenim vSetkych premennych v x za slovd z A.
Ak v n krokoch nahrddzame premennu X; slovom z;, premenné v x stale tymi istymi
premennymi (teda zakazdym ziskame rovnaké y) a premennt X, vzdy novovzniknutym
slovom (na zaciatku nahradime X, slovom z,), tak postupne ziskavame slova z,yz,,
21Y21YZ2, Z1YZ1YZ1YZ2, Z1YZ1YZ1YZ1YZ2, .... Teraz uz lahko vidno, ze vseky slova tvaru
(z1y)"z2 € NL(G). Oznaéme z;y = u a z, = v, teda opét’ sme nasli vhodné slova, ktoré
spifaju tvrdenie lemy. Este treba podotknut’, Ze v pripade A = {&} musi byt’ pocet
termindlov v slove x vic¢si ako 1, inak by bol NL(G) konecny.

d)n=X;Xo.. Xk (k=2;X;e Vprei=1, .., k; nezalezi na tom, ¢i sa niektoré X; = Xj )
Ak vSetky vzory v P maju takyto tvar, potom musi v A existovat’ neprazdne slovo,
inak by bol jazyk L konecny, nech je to z. Potom sa v NL(G) nachddzaji vSetky slova
tvaru z°°, s > 1. Nech u = z, potom je zrejmé, Ze u"v € NL(G) pre F'ubovolné n >1
(v =2", pre vhodné m <k’ - 1).
N

Dosledok 5.1.17: PLyg neobsahuje jazyky s nasl. vlastnost'ou: Ak uz'v e L, potomz=¢,k>2.
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5.2 Porovnanie PLyg s inymi triedami jazykov

Veta 5.2.1: trieda PLyG je neporovnatel'nd s tymito triedami jazykov: REG, CF, DOL, OL, EOL,
DTOL, TOL.

Dokaz: Neporovnatelnost PLng s REG a CF vyplyva z nasledujicich faktov:
a) Jazyk (a U b) ¢ PLyg a sasne je regularny (a teda samozrejme aj bezkontextovy).
b) Jazyk {a*2"; n > 0} € PLxg a nie je bezkontextovy (a samozrejme ani reguldrny).

Neporovnatel'nost s DOL, OL:
{a”"b*™; n >0} ¢ PLyg, ale patri do DOL (dokonca do PDOL - pozri dodatok)
(teda aj OL, TOL, DTOL, EOL)

Z faktu, ze TOL neobsahuje vSetky konecné jazyky a zo vzt'ahov medzi triedami tu spominanych
OL-systémov (pozri dodatok) vyplyva neporovnatelnost s DOL, OL, DTOL, TOL. Este
potrebujeme najst’ jazyk z PLng, ktory nepatri do EOL: taky jazyk ndm generuje napriklad
gramatika G = ({a, b}, {X}, {a}, {Xb, bX, XX}).

Veta 5.2.2: PLyg « EDTOL.

Dosledok: PLyg < ECS.

5.3 Uzaverové vlastnosti PLyg

Veta 5.3.1: PLyg nie je uzavreta na:
a) zjednotenie a zret'azenie s jednoslovnymi jazykmi (z toho vyplyva aj neuzavretost’ pre
celu triedu PLyg, ked’Zze kazdy konecny jazyk je z PLng)
b) prienik
¢) prienik s regularnymi jazykmi
d) komplement
e) Kleeneho *
f) inverzny homomorfizmus

Dokaz:
a) a € PLyg, (2 Ub) ¢ Plyg

Uvazujme dalej jazyk ab* = NL(G), kde G = ({a, b}, {X}, {ab}, {Xb})
ab” € PLyg, ab™a ¢ PLxg

b) Nech G; = ({a, b}, {X}, {aa, ab}, {Xa, Xb})
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G, = ({a, b}, {X}, {aa, ba}, {aX, bX})
Oznaéme L; =NL(G)) =a{a, b} al, =L;" = {a, b}"a
L=L;nL,=afa, b}"a- nepatri doPLxg, keby patril, tak podla lemy 5.1.14
existuje konsStanta k taka, ze pre vSetky w € L, Iwl > k, existuju slova x, y, z, pre
ktoré plati: w = xyz, xz # €, y € L. Do prieniku viak patria aj slové tvaru ab*a, z &oho
je hned’ zrejmé, Ze stred resp. prefix alebo sufix slova nemdze mat’ pozadovany tvar,
teda L ¢ PLng.

¢) Neuzavretost’ na prienik s reguldrnymi jazykmi vyplyva z pripadu b), ked’ze jazyky
L; a L, st regularne.

d) Nech G = ({a, b}, {X}, {ab, ba}, {Xa, Xb, aX, bX})
Tato gramatika generuje jazyk NL(G)={w € {a, b} | #w=1, #Hw>1).
Komplement tohoto jazyka - jazyk a” U b" v8ak do PLxg nepatri, o sme uz dokazali.

e) Uz vieme, ze L={a"d", n>1} € PLyg. Aby sme dokazali, ze L" ¢ PLyg, opit
vyuzijeme lemu 5.1.14. Slovo a"b" € L™ pre vSetky n>1. Nech teda L* € Plyg,
potom pre dost’ vel'ké n plati: a"b" = xyz, xz #¢, y € L*. Toto zodpoveda nejakému
vzoru xXz z mnoZiny vzorov nejakej gramatiky pre L*. Vzor z dvoma premennymi
nemozno pouzit, pretoze za premenné modzeme dosadit’ len slova z L', tymto
sposobom by sme urlite nevygenerovali a"b". Navyse, slovo z L*, ktorym mdZeme
nahradit’ premennu X tak, aby sme dostali a"b", musi mat’ tvar a'b’. Z toho vyplyva,
Jex=a ay=b prei=n-j. Lenze v L" je aj slovo a’b”a”b”, takZe ak je v mnoZine
vzorov vzor xXz, tak potom nahradenim premennej X slovom a’bia’p? by sme
ziskali slovo a’b*a”b” ¢ L, o je spor.

f) Nech G = ({a, b, ¢}, {X}, {abc}, {Xbc})
Nech L = NL(G) = a(bc)" | |
Definujme teraz homomorfizmus h:{a, b,c} — {a, b, c}

h(a) = ab, h(b) =cb, h(c) =c¢

Jazyk h™'(L) = ab ¢ nie je z PLyg, opit’ sa trivialne vyuzije lema 5.1.14

Veta 5.3.2: PLyg je uzavreta na ('ubovol'ny) homomorfizmus a zrkadlovy obraz.

Dokaz: Nech L = NL(G) pre nejakd gramatiku G = (X4, V, A, P) a nech h: PR je nejaky
homomorfizmus. Jazyk h(L) mozno generovat’ gramatikou G’ = (X,, V, A’, P’), kde A’ =h(A)
a P’ vznikne z P nahradenim kazdého termindlu v kazdom vzore jeho homomorfnym obrazom,
premenné zostanu bez zmeny (teda pre premenné pouzijeme nejaky homomorfizmus
hi: (Z,UV) = (Z,uV)", pre ktory plati: hi(a) =h(a) pre ae £, a hy(X) =X pre X € V (hy je
stabilny pre premenné)).

Zrkadlovy obraz: Nech L = NL(G) pre nejakd gramatiku G = (X, V, A, P). Gramatika G, pre L*
bude vyzerat’ nasledovne: G; = (%, V, AR, PR).

37



5.4 Iterované pattern languages

Ako uz bolo spomenuté na zaciatku tejto kapitoly, v tomto pripade sa jednd iba o miernu
modifkaciu spdsobu odvodzovania slov v jazyku pomocou gramatik zalozenych na vzoroch. Len
pre zopakovanie uved'me, Ze tu budeme uvazovat' len jednoprvkovii mnozinu vzorov a Ze
v kazdom kroku sa za premenné moézu dosadzovat’ len termindlne slova, ktoré vznikli v
predchddzajicom kroku odvodenia, pojde teda o synchronizovany spo6sob odvodzovania slov
z danej gramatiky zaloZenej na vzoroch.

Definicia 5.4.1: Iterovany pattern language je generovany synchronizovanou gramatikou
zalozenou na vzoroch s jednoprvkovou mnozinou vzorov G = (X, V, A, {n}), kde X je abeceda
termindlnych symbolov, Vje mnozina premennych, A je konecnda mnozina axiom,
ne (ZUV)V(ZUV) je vzor.

Jazyk generovany takouto gramatikou budeme oznacovat ako SL(G), ked’Ze ide len o Specidlny
pripad synchronizovanych gramatik zalozenych na vzoroch. Kéli zjednoduseniu budeme
v definicii gramatiky niekedy vynechéavat zloZené zatvorky na mieste mnoziny vzorov, ked’ze
v tomto pripade je iba jeden, takze v tomto pripade budeme obcas pisat: G =( X, V, A, n).

Triedu vSetkych iterovanych pattern-jazykov ozna¢me IPL.

Priklady jazykov, ktoré si v IPL:

Priklad 5.4.2:
Gi =({a}, {X}, {a}, {aX})
SL(G)) ={a} U {aa} U {aaa} U {aaaa} U ....={a";n > 1}.

Ide o tad istd gramatiku ako v priklade 1 pre PLng. Je dobré si v§Simnut rozdiel v postupnom
generovani jazyka v porovnani s NL(G), hoci vysledok je nakoniec rovnaky; to isté plati aj
pre d’alSie 2 priklady, ktoré st len synchronizovanou obdobou prikladov, ktoré boli pouzité
pre PLng.

Priklad 5.4.3:
Gy = ({a}, {X}, {a}, {XX})
SL(G,) = {a} U {aa} U {aaaa} U { aaaaaaaa} U ... = {a"2"; n > 0}

Priklad 5.4.4:
G; =({a, b}, {X}, {ab}, {aXb})
NL(G3) = {ab} U {aabb} U {aaabbb} U ...={a"b";n>1}

A konecne aj priklad, kde budu rozdielne aj jazyky (té istd gramatika ako v priklade 5.1.10 pre
PLxo):
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Priklad 5.4.5:
G4 = ({a’ b}a {Xla XZ}’ {a’ b}a {XIXZ})
SL(Gy) = {a, b} U {aa, ab, ba, bb} U {a,b}* U {a,b}® U ... = {we {a, b}, Iwl=2",n >0}

(Pod {a, b}" sa myslia vietky slova diZky n nad abecedou {a, b}.)

Veta 5.4.6: Nech L c X" je koneény jazyk. Potom L, L € IPL.

Dokaz: (rovnako ako pre PLng)
L =L(Gy), kde G, = (X, {X}, L, {X})
L =L(Gy), kde G, = ( Z, {Xi, X3}, Lu{e}, {X1X3})

Nasleduju priklady jazykov, ktoré¢ do IPL nepatria a vyuzijeme ich pri dokazovani d’alSich
vlastnosti IPL.

Lema 5.4.7: Jazyk L=a U b nepatri do IPL.

Dokaz: : Sporom - podobne ako pre PLng: Nech L = SL(G) pre nejakd gramatiku G = ({a, b},
V, A, m). Vzor © nemdze obsahovat’ Ziaden termindl alebo 2 r6zne premenné, inak by sa dali
generovat’ retazce obsahujuce oba terminalne symboly a aj b. Ked'ze L, je nekone¢ny, tak
musi mat’ dizku vi¢Sou ako 1, teda m=X', i > 1. Ale to sa potom ned4 vygenerovat’ Ziaden
retazec tvaru a™ resp. b™, kde m je prvocislo vic¢Sie ako i. TakZe neexistuje synchronizovana
gramatika, ktord by generovala L, teda L & PLsc andsledne L ¢ IPL, kedZze IPL je
podmnozinou PLgg.

N

Lema 5.4.8: Jazyk L, = {a*" b*™; m, n>0}¢ IPL.

Dokaz: Predpokladajme, Zze L = SL(G) pre nejaka gramatiku G = ({a, b}, V, A, m). vzor
nemdze obsahovat’ dve ;Z)remenné (nezélezi na tom, ¢i su rozne alebo nie), inak by museli byt
v L aj slovd tvaru xa* " b*™ ya®™ b*"™ z, ktoré tam nemaju ¢o hladat’. Neostava teda in4 moznost,
7 musi byt’ tvaru uXv, u, v € {a, b}". Slovo u nemédze obsahovat’ symbol b a v neméze obsahovat’
symbol a, inak by sa dali generovat’ slova obsahujuce podslovo ba. TakZe vzor = musi mat’ tvar
a’Xb*. Retazce a™*'b**' a a*?b**? ziskané z m nahradenim premennej X slovami ab a aabb st z L
len vtedy, ked’ j =k =0, teda m = X. Z toho vyplyva, ze L je konecny (ked’ze mnozina axidom je
konec¢na) a mame spor.

U

Lema 5.4.9: Jazyk L = {ww | w € {a, b}'}e IPL.
Dokaz: Nech L = SL(G) pre nejaki gramatiku G = ({a, b}, V, A, m). Ak m4 takito gramatika

generovat’ jazyk L, potom zrejme © = aa, kde o je nejaky vzor (inak by sa dali generovat’ slova aj
iného tvaru ako ww). Mozu nastat’ 2 pripady:
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1) |af,+ |afp je parne Cislo (pocet termindlnych symbolov vo vzore a). P(A) obsahuje len
slova parnej dizky (bez ohl'adu na poéet termindlov v o). Ked’ za premenné v o dosadime
slové z P(A), dostaneme slovo parnej dizky. Slova vzniknuté zo vzoru @ = aa buda mat’
vzdy parnu dizku (a len také budeme za premenné vo vzoroch dosadzovat v d’alsich
krokoch), tym padom pre vSetky k =2 plati: P*A) ={ww | w e {a, b}, kde Iwl je parne
&islo}. Jazyk L obsahuje viak aj l'ubovolné slova tvaru ww, kde dizka w je neparne &islo,
tie sa vSak v tomoto pripade nedaju vygenerovat’ vSetky.

2) |al,+ |afy je neparne Cislo. Tu zase podobnou uvahou ako v predchddzajicom pripade
prideme na to, Ze pre vietky k >2 plati: P*(A) ={ww | w €{a, b} , kde Iwl je nepérne
Cislo}. V tomto pripade je teda zase problém vygenerovat vSetky slova tvaru ww
s parnou dizkou w.

Ked’Ze neexistuje spdsob, ako by synchronizovana gramatika s jednoprvkovou mnoZzinou vzorov
generovala 'ubovol'né slova tvaru ww, tak jazyk L nepatri do IPL (vzor © je dany na zaciatku
jednoznacne, takze vzdy nastane prave jeden z rozoberanych pripadov, nikdy nie oba naraz).

t

Lema 5.4.10: Dyckov jazyk nad {a, b} nie je iterovany pattern language.

Dokaz: Predpokladajme, Ze Dyckov jazyk nad {a,b} sa da generovat nejakou
synchronizovanou gramatikou G = ({a, b}, V, A, m). RozliSujeme 2 pripady:

1) prvy symbol & je termindl a ked’Zze sa jedna o Dyckov jazyk, musi to byt a, teda w = aua,
ue{a, b}, aeV(Vuiab}) (podla definicie kazdy vzor musi vtomto pripade
obsahovat’ aspon 1 premennu). Kedze mame k dispozicii len 1 vzor, tak vSetky slova
z P(A) budi mat’ prefix au. V d’alsom kroku dosadzujeme len takéto slova, takze v PX(A)
budu mat’ vietky slova prefix (au)>. Vo vieobecnosti teda retazce v PX(A), k > 1 maju
tvar (au)*x pre nejaké x €{a,b}’. Opit moézu nastat 2 pripady, konkrétne: slovo
u obsahuje symbol b — potom sa ale nedaji vygenerovat’ retazce tvaru a'b’, j = k(lul + 1).
V opa¢nom pripade u = a', t > 0, potom ale pre dostato¢ne vel'ké m existuju retazce tvaru
(ab)™, ktoré nie je mozné vygenerovat'.

2) prvy symbol vo vzore 7 je premennd 1= Xa o€ (V U {a, b})". Keby bolo € € P(A), tak

n e V*'. Potom by v P(A) neboli ret'azce tvaru a“b*, k > max{Iwl, we A}. Aby sme mohli
vygenerovat’ takéto ret'azce, museli by sme kazdi premennu nahradit’ nejakym slovom
z Dyckovho jazyka (mnozina axiém A samozrejme moze obsahovat’ len také slova),
aviak jediné slovd, s ktorymi by sa to dalo dosiahnut’ st & a a*b",
Takze vzor m nemdze pozostavat’ len z premennych. V takom pripade si zoberme slovo
a*b“ ¢ A UP(A) pre nejaké k > max{lwl, we A}. Ak by sme ho chceli vygenerovat’,
museli by sme nahradit’ premennt X jeho vlastnym prefixom, ktory urcite do Dyckovho
jazyka patrit’ nemdze a mame spor (ako je z definicie zrejmé, na nahradzanie premennych
mozno vzdy pouzit len slova, ktoré do daného jazyka patria).

Veta 5.4.11: Trieda IPL je neporovnatel’nd s triedami REG, CF, EDTOL, PLxg, PLg, PLng.
Dokaz: Neporovnatelnost s REG a CF vyplyva z nasledujucich faktov: jazyk a Ub je

regulairny a teda aj bezkontextovy, ale nepatri do IPL. Na druhej strane jazyk
{a®"In>0} U {b*™ | n>0}e IPL, ale nie je ani bezkontextovy a teda ani reguldrny a jeho
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prislusnost’ do triedy IPL dokazuje fakt, Ze ho generuje synchronizovana gramatika G = ({a, b},
{X}, {a, b}, XX]}.

Neporovnatel'nost s EDTOL a PLyg: jazyk {w € {a, b}", kde Iwl= 2k, k>0}¢ EDTOL a teda
nepatri ani do PLxg, ale patri do IPL (pozri priklad 5.4.5). Na druhej strane, Dyckov jazyk patri
do triedy PLG a teda aj do EDTOL a nepatri do IPL (pozri priklad 5.1.9 a lemu 5.4.10).

Neporovnatel'nost' s PLy, Z € {E, NE}: jazyk (™ In20} U {b*™In>0}¢ PLya patri do IPL
ajazyky {wwlw e {a, b}*} € PLgresp. {ww |w e {a, b}"} € PLyg nie su z IPL.
U

Veta 5.4.12: Trieda IPL nie je uzavretd na zjednotenie, zretazenie, prienik s reguldrnymi
jazykmi, Kleeneho a inverzny homomorfizmus.

Dokaz: Vyuzijeme pri tom jazyky, o ktorych na zaklade prikladov a tvrdeni uz vieme, Ze patria
resp. nepatria do triedy IPL.

Zjednotenie: a,b elPL,a ub ¢ IPL.

Zretazenie: L = {a®™, n >0} aL, = {b>™, n > 0} patria do IPL
Lil,={a®"b*™; m,n>0}¢ IPL

Prienik s regularnymi jazykmi:
Nech L =SL(G) = {a, b}, kde G = ({a, b}, {X;, Xz}, {&,a,b} . X;Xp)aR=a UD".
LNR=a"uUb ¢ IPL.

Kleencho: L= {a"" | n>0}e IPL (L = SL(G), kde G = ({a, b}, {X}, {e, ab}, aXb) — mald
modifikécia prikladu 5.4.4). UkaZeme, 7¢ L™ ¢ IPL. Keby L" patril do IPL, tak gramatika, ktord
by ho generovala by musela vyzerat’ takto: G; = ({a, b}, {X}, A, uXv). Vzor musi mat’ tvar uXv,
nemoze obsahovat’ 2 premenné, inak by sme dostali aj slova iného ako poZadovaného tvaru,
(napr. a"b" m4 vL® iba jeden vlastny 2poc'lret.’az.ec). Potom zrejme u=a' av=>b, i>0. Ale
nahradenim premennej X napr. slovom a”b* a”b®, ktoré musi patrit’ do L, by sme dostali slovo
a’ib? aZib3i, ktoré do L nepatri, mame spor.

(]

Inverzny homomorfizmus:
Nech G = ({a, b, ¢}, {X}, {abc}, Xbc}), potom SL(G) = {a(bc)" I n > 1} samozejme patri do IPL.
Nech h je homomorfizmus definovany takto:

h(a) = ab
h(b) =cb
h(c)=c¢

Potom h™'(SL(G)) = {ab"c In >0} ¢ IPL. Zvy$ok dokazu je ponechany na Gitatela.
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Veta 5.4.13: IPL je uzavretd na homomorfizmus.

Dokaz: Nech L = SL(G) pre nejaki gramatiku G = (X;, V, A, n) a nech h: PR ) je nejaky
homomorfizmus. Jazyk h(L) mozno generovat’ gramatikou G’ = (X, V, A’, n’), kde A’ =h(A)
an’ vznikne z m nahradenim kazdého terminélu jeho homomorfnym obrazom, premenné zostanu
bez zmeny.

5.5 MozZnosti na d’alSie rozpracovanie a pattern gramatiky

Niektoré dalsie vysledky tykajuce sa tried PLyg a IPL mozno najst v [10] a [11]. Na zaver
spomeiime este niekol’ko otvorenych problémov tykajucich sa tried PLyg a IPL:

Vie sa, ze problém prislusnosti daného bezkontextového jazyka do triedy PLng je
nerozhodnutel'ny. Otvorené otdzky su napriklad, ¢i je rozhodnutelné, ¢i dany regularny jazyk
patri do PLng? Je rozhodnutel'né, ¢i dana nesynchronizovana gramatika generuje regularny resp.
bezkontextovy jazyk? Plati IPL < ETOL?

Aké su vlastnosti triedy jazykov generovanych synchronizovanymi gramatikami zalozenych na
vzoroch s lubovolnym poctom vzorov? Pokial vieme, tito problematika eSte nebola v
dostupnych ¢lankoch skiimana.

Uplne na zaver tejto kapitoly este stru¢ne spomenieme aj d’al$i, trochu odligny sposob od toho
predchadzajiiceho, ako vyuzit vzory - tzv. pattern gramatiky — tu sa jednd o gramatiky s
kone¢nou mnozinou pravidiel tvaru o — B, kde a a B st vzory. Na pravidla mozno klast’ r6zne
obmedzenia podobne, ako v pripade frazovych gramatik. Takto definované gramatiky maja
znacnu generativnu silu, dokonca pomocou kontextovych pravidiel (I'ava strana pravidla nie je
dlhsia ako prava) sa daju vygenerovat aj jazyky, ktoré nie st kontextové. Pre blizsie zoznamenie
sa s tymito gramatikami moze Citatel’ nahliadnut’ do [07].
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Kapitola 6

Pattern systémy

Predstavime model, ktory pokryva mnohé z doteraz uvedenych spdsobov definovania pattern
languages a poskytuje v istom zmysle pre ne akysi jednotny ramec. Zakladna myslienka je, ze na
zaCiatku mame ku kazdej premennej priradené dve mnoziny: mnozinu vzorov a mnozinu
termindlnych slov. Nové slova generujeme tak, Ze v nasledujicom kroku nahradzame premenné
vo vzoroch slovami, ktoré s priradené k jednotlivym premennym, pricom tieto slovd musia
reSpektovat’ niektory zo vzorov, ktory je priradeny k prislusnej premennej, tym ziskame d’alSie
slova. Mézeme pri tom postupovat’ synchronizovane alebo nesynchronizovane (podobne ako v
pripade gramatik zaloZenych na vzoroch), priCom v tomto pripade existuji dva druhy
synchronizacie. Ked’ze v tomto pripade nie je az také jednoduché hned’ na prvykrat pochopit’,
ako systém pracuje, uvedieme aj vela prikladov.

6.1 Zakladné definicie

Definicia 6.1.1: Pattern systémom nazyvame Stvoricu I'= (X, V, p, t), kde X resp. V si ako
zvy€ajne mnoziny terminalnych symbolov resp. premennych, p a t si zobrazenia z mnoZiny
premennych do mnoziny podmnozin (2UV) V(ZUV)" resp. X', formalne:

p: V2BV VE LY
t V2"

V nasom pripade uvazujeme len konecné a neprdzdne podmnoziny (EUV) V(ZUV)™ resp. X

Vyznam tejto definicie je nasledovny: ku kazdej premennej je na zaCiatku priradena konecna a
neprazdna mnozina slov, ktorymi moze byt’ na zaciatku odvodzovacieho procesu nahradena, to
nam urcuje zobrazenie t. Zobrazenie p zase ku kazdej premennej priradi nejakd konecnu a
neprazdnu mnozinu vzorov a slova, ktorymi v dalSich krokoch odvodzovania nahrddzame
prislusni premennu musia tieto vzory reSpektovat’. Teraz si zadefinujeme rézne spdsoby procesu
odvodzovania, v zasade su dva a to opét’ synchronizovany a nesynchronizovany, avsak v prvom
pripade rozliSujeme dva typy synchronizécie.
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Definicia 6.1.2: Silno synchronizovany pattern systém (v skratke SSPS) I' = (%, V, p, t)
rekurzivne generuje pre kazdé i > 0 postupnost’ n-tic terminalnych slov, oznaéme si ju DY(T),
nasledovnym spdsobom:

w1, o Wi e D), ak wi” € tX)),j=1,....,n

w1 ™YL wa )y e DM, ak existuje (w1 s W) e DM a g e pX),j=1,.
také, ze wj( Y sa 21ska Z 0 nahrademm vSetkych Vyskytov
kazdej premennej X, slovom wy", plati to pre vietky

k e {1, ..., n}, pre ktoré sa premenna Xy vo vzore q; vyskytuje.

Jazyk generovany silno synchronizovanym pattern systémom I" za¢inajic od X; je:

LT, X)) = {w;?1i>0}.

Nové n-tice ziskavame teda tak, ze pre kazdi premennu vyberieme nejaky vzor z mnoziny k nej
priradenych vzorov a premenné v tychto vzoroch nahradime potom prisluSnymi slovami z n-tice
slov z predchddzajiiceho kroku vypoétu (premennti Xy slovom w Predeh kol

Definicia 6.1.3: Slabo synchronizovany pattern systém (v skratke WSPS; W = weakly) ' = (%,

V,p, t) rekurzwne generuje pre kazdé i >0 postupnost’ n-tic termindlnych slov, zase si ju
ozna¢me DY(T), nasledovnym spdsobom:

w1, o, wy @ e DT,  akwi¥e tXj),j=1,....,n

wi ™, L w, ) e DI, ak existuje o € p(X) j=1,..,na pre kazdé takéto o existuje

w1 ?, ..., wa) € DY) take Ze wj +D ga ziska z ocJ nahradenlm

vSetkych Vyskytov kazdej premennej X, slovom w,", a to pre

vSetky k € {1, ..., n}, pre ktoré sa premennd X vo vzore q;
vyskytuje.

Jazyk generovany slabo synchronizovanym pattern systémom I" zacinajlc od X; je:
LT, X;) = {w;" 11> 0}.

Na rozdiel od silno synchronizovaného pattern systému mozno v tomto pripade v kazdom kroku
pouzit’ pre roOzne vzory rozne n-tice.
Definicia 6.1.4: Nesynchronizovany pattern systém (v skratke NSPS) I' = (Z, V, p, t) generuje
nasledovnu postupnost’ Dj(‘)(l") pre kazdéj =1, ..., n ai = 0 nasledovnym spdsobom:

DY) =t(X;), j=1,....n

Dj(i”)(l“) je zjednotenim medzi D; (i)(l") a mnozinou vSetkych terminalnych slov ziskanych

z kazdého vzoru a € p(X;) tym, Ze sa v iom nahradi kazdy vyskyt kazdej
premennej Xy nejakym slovom z Dy Iy, k=1,.
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Jazyk generovany nesynchronizovanym pattern systémom I" zacinajic od X je:

L.(T, X)) = {w € X" |l existuje i > 0 také, ze w € D;"/(I')}.

Rozdiel medzi synchronizovanym a nesynchronizovanym pattern systémom je v podstate ten
isty, s akym sme sa stretli aj v pripade gramatik zaloZenych na vzoroch, teda v
synchronizovanom pripade sa premenné moézu nahrddzat’ len slovami vygenerovanymi v
predchadzajiicom kroku odvodenia, kym v nesynchronizovanom pripade mozno na nahradenie
premennych pouzit akykolvek termindlny retazec vyprodukovany v hociktorom z
predchéddzajicich krokov vypoctu.

Triedy jazykov definované SSPS resp. WSPS resp. NSPS oznac¢me ako SSPL resp. WSPL resp.
NSPL.

Definicia 6.1.5: Pattern systém I" = (X, V, p, t) sa nazyva deterministicky, ak pre vsetky X; € V
su mnoziny p(Xj) a t(X;) jednoprvkové. Prislusné triedy jazykov pre tri vyssie definované
spdsoby odvodzovania si oznacme ako DSSPL, DWSPL, DNSPL.

V d’alSom mé6Zeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat’, Ze v Li(I’, X;) je j = 1 (vZdy mdzeme
vhodne premenovat’ premenné), preto, ak nebude z nejakych dévodov nutné uvadzat aj
premennt, budeme pisat’ len L{T") (fe {s,w,n}).

Teraz uvedieme par prikladov, ktoré ndm lepSie ukdzu ako taky pattern systém pracuje a z
ktorych viaceré pouzijeme aj neskor pri roznych dokazoch.

Priklad 6.1.6: Majme pattern systém I'; = ({a, b}, { X1, Xz, X3}, p, t)
p(X1) = {XoX5} t(X;) = {ab}
p(X2) = {XoXs} t(X,) = {a}
p(X3) = {X5X5} t(X3) = {b}

Kedze mnoziny vzorov resp. axiom prislichajucich k jednotlivym premennym st len
jednoprvkové, ide o deterministicky pattern systém. Nie je tazké vidiet, ze v kazdom kroku
odvodenia je v synchronizovanom pripade k dispozicii len jedna n-tica, preto vygenerovany
jazyk bude rovnaky pre slabu aj silnd synchronizaciu. Pre deterministické pattern systémy teda
dostavame aj prvy trividlny vysledok: DSSPL = DWSPL

Lema 6.1.7: DSSPL = DWSPL.

Vratme sa ale k prikladu 6.1.6 a pod'me sa teraz blizSie pozriet’ na to, ako systém pracuje,
najskor synchronizovany pripad: na za¢iatku mame

D)) = (ab, a, b) je to jedind n-tica slov prislichajucich k premennym v poradi X;, X5, X3

Jedind n-tica vzorov, ktoré prislichaju k premennym je: (X;X3, XoXs, X3X3)

Premennd X; médZeme nahradit’ len slovom, ktoré je na i-tej pozicii v n-tici slov D))
i=1,2,3), teda D(l)(Fl) = (ab, az, bz). Rovnakym spdsobom ziskame D(z)(Fl) s pouzitim n-tice
slov z DV(T')), D®UT)) ziskame zo slov z DP(T)), atd'....

Niekol’ko prvych iteracii vyzera takto:

45



D)) = (ab, a, b)
D)) = (ab, a%, b)
D)) = (a’b? a*, b%)
D)) = (a’b?, a®, b®)
D(4)(F1) — (a8b8’ al6’ bl6)

Jasne vidno, ze Ly(T)) = Ly(T'y) = {2 b In > 0}.

Pre nesynchronizovany reZim pouZzijiic nasledovny zapis:
DT = (DT, DT, D;(T)),i=0, 1, 2, ....., dostdvame:

D)) = ({ab}, {a}, {b})

D)) = ({ab}, {a, a’}, {b, b’}

D)) = ({ab, ab’, a’b, a’b*}, { a, a%, a*}, {b, b, b*})

D®(I)) = ({ab, ab’, ab*, a’b, a’b?, a’b?, a’b, a'b?, a'b’}, { a, a%, a*, 2%}, {b, b2 b*, b®})

L. = {a®™ b*™ I'm, n > 0}.

Nech 1“1’ je ten isty systém ako I'y, s nasl. zmenami: p(X;) = { Xy, X3}, t(X;) = {a, b}.
Potom L(T'; ) = {a*™ In >0} U{b>™ In>0}.

Priklad 6.1.8: Majme pattern systém I', = ({a, b}, {Xj, Xz}, p, t)
p(Xy) = {XoX5}) t(X1) = {e}
p(X2) = {aX;b} t(X2) = {&}

V tomto pripade obsahuje kazdy vzor vyskyty len jednej premennej, preto sa budu zhodovat’ aj
jazyky pre vSetky tri rezimy odvodzovania. Nie je tazké vidiet’, Ze:
Ly(T3) = Ly(I») = Ly(T) = {a"b"a"b" In > 0}.

Priklad 6.1.9: T'; = ({a, b}, {X|, Xo, X3, X4}, p, t)
p(X1) = {XoX3) t(Xy) = {a}

p(X2) = {X1} t(X2) = {&}
p(X3) = {X4} t(X3) = {b}
p(Xy) = {X3} t(X4) = {a}

Na prehl'adnejsSie odvodzovanie slov pouzijeme nasledujticu tabul'ku:

V X; Xp X3 Xy

p(Xj) XX X Xu X3
DTy =tX;)) | a & b a
DY) b a a b
D®(T5) a b b a
DA(I's) b* a> a b
DW(T3) a2 b> b a
D®(I's) b’ a2 a b
DO(I5) a’ b> b a
D7(T5) b* a* a b

Zaujimaju nas slova, ktoré s v stipci pre X;. D4 sa Pahko tusit’, ze Ly(I'3) =a* U b*.
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Zaujimavé je, Ze tento jazyk vznikne z postupnosti slov (stipec pod X)), v pripade beznych
zariadeni, ako su automaty, ,,obyCajné” gramatiky alebo L-systémy, sa takyto jazyk neda
definovat’ ako postupnost’ slov. Podobne mozno definovat’ aj jazyk Ly(T'3)=a" Ub*uc’, kde
I's =({a, b, c}, {Xi, X, X3, X4, X5, X}, p, t), kde zobrazenia p a t si definované nasledovne:

p(Xp) = {X5X4} t(Xy) = {a}
p(X2) = {X1} t(X2) = {&}
p(X3) = {X3} t(X3) = {e}
p(Xy) = {Xs} t(Xy) = {c}
p(Xs) = {Xs} t(Xs) = {b}
PXe) = {X4} t(Xe) = {a}

Pozorny Ccitatel’ iste sam dokaze nahliadnut’, Ze takyto systém naozaj generuje horeuvedeny
jazyk.

Priklad 6.1.10: 'y = ({ X, Xo, X3}, {a, b, c}, p, t)

pX) = {XoX3}  t(Xy) = {abc}

p(Xy) ={aX;b}  t(Xy)={ab}

p(X3) = {Xsc} t(X3) = {c}
V X1 X2 XS

?(Xj) XoX3  aXob  Xse
DTy | abc ab c

D(l)(l“4) abc aabb cc
D®(I'y) |aabbce aaabbb ccc
DTy a’b’c® a'd! ¢
D(4)(F4) a‘b'ct a0
D®(Iy) a’bc®  a%b®  °

Tento systém v synchronizovanom rezime generuje dobre znamy jazyk nepatriaci do CF:
Ly(Ty) ={a"b"c¢"In>1}.

Priklad 6.1.11: T's = ({ X, X5, X3}, {a, b, c}, p, t)
p(X1) = {XocX,}  t(Xy) = {aca, beb}
p(Xo) = {XsaX)b} t(X3) = {a, b}

\2 X, X,
{)(XJ) XHeXs, XzaXQb
DOy {aca, bcb) {a, b}
DY(ry) {aca, bcb) {aa, ab, ba, bb}

D(Z)(F4) {aacaa, abcab, bacba, bbcbb} {aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb}

Ly(T's) = Ly(T's) = {xcx | x € {a, b}"}, €o je d’alsi dobre znamy nebezkontextovy jazyk.

Kedze v d’alSom sa budeme odvoldvat’ na niektoré jazyky, tu je ich malé zhrnutie spolu s
triedami, do ktorych patria:

Li={a""In>0} u{b>"In>0} € NSPL

L, ={a"b"a"b" In >0} € DNSPL N DSSPL
L;=a"ub" e DSSPL
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Ls={a"b"c"In>1} € DSSPL
Veta 6.1.12: Kazdy kone¢ny jazyk patri do DNSPL a aj do DWSPL = DSSPL.

Dokaz: Nech F ={wj, wy, ..., w,} je nejaky kone¢ny jazyk nad abecedou X. Systém generujici F
vyzera nasledovne:

FF = (Z, {Xl, Xz, ceesy Xn}, P t}
p(Xl) = {Xi+1 }’ i= l’ ey n-1
p(Xn) = {Xn}

t(X) ={w}, i=1,..,n

Jasne Vidl’lO, ze Ln(rp, X]) = LS(FF, Xl) =F.

Teraz uvedieme aj niekol’ko prikladov jazykov, ktoré nepatria do niektorych tried definovanych
pattern systémami. Tieto jazyky nam, ako to uz byva zvykom, neskor posluzia na dokazovanie
istych tvrdeni tykajucich sa vzt'ahov medzi triedami.

Lema 6.1.13: L, = {a"b"c" In>1} ¢ NSPL

Dokaz: Predpokladajme, ze Ls=Ly(I), kde I'=(Z, V,p,t), ={a,b,c}, V={X, ..., Xu},
n > 1. Pre mnoziny Dj(l) (pozri definiciu nesynchronizovaného pattern systému), j=1,...,n,1=0
plati: Dj(o)(F) =t(Xj) a Dj(i)(F) c Dj(i”)(l") (tento vztah jasne vyplyva z definicie), z coho ndm
dalej vyplyva, Ze Ly(T') = lim;_.. D;”(I).

Nech w = a™b"c™ € Ly, pricom m > max{ |af; a € p(X;)}.max{ Ixl; x € t(X;)} prej=1, ...,n
Pre takéto m nam ihned vyplyva prvy délezity fakt: w ¢ D,(I") U ... U D,(T"). Aviak existuje
i>1také, ze w € Dl(i)(l“) Zoberme najmensie i s touto vlastnostou. Slovo w = h;(a,) pre nejaké
op € pX;) a h;: (VUZ) -2 je homomorfizmus stabilny pre terminly taky, e premenné
zobrazuje na slova z D; (M), j=1, .., n (len simulujeme pricu nesynchronizovaného pattern
systému).

Pod’me sa teraz pozriet’ na to, akd Struktiru méze mat’ vzor a;. Najskor vylu¢me moznost, ze
a; obsahuje termindly, inak by sa dali generovat slova, ktoré do L4 nepatria, takze a; obsahuje
len premenné. Ak sa v iom vyskytuje premennd X;, tak potom o, = X; alebo okrem X; obsahuje
premenné, ktoré mozno nahradlt len prazdnym1 slovami. Ind moznost’ vedie k sporu, pretoze X
sa nahradza slovami z D1 ) a tAto mnozina obsahuje len slova z jazyka Ly, teda slova tvaru

a“b*c*. Pridanim pripadnych d’al§ich symbolov po nahradeni X1 by sa odvodili slova, ktoré by
nemali pozadovany tvar. LenZe ak a; = X;, potom w e D;""(I), ¢o je spor s tym, Ze i je
najmensie také, ze w € D;”(T") (rovnaky argument plati pochopitelne aj pre druhy pripad, kde
okrem X; su aj premenné, ktoré sa nahradzaji prdzdnym slovom) , preto sa v a; nemdze X;
vyskytovat’.

Predpokladajme teda, Ze v o, sa vyskytuje nejakd premennd X; # X, ktord sa pri odvodzovani
nahradi nejakym slovom y;e Dj(i'l)(F). Ak a; #Xj, tak mnoZina Dj(i'l)(F) musi byt iba
jednoprvkovd, inak by sme pri nahrddzani X; mohli pouZit’ aj iny retazec ako y; (pri zachovani
nahradenia pripadnych inych premennych rovnakyml slovami ako predtym) a tym by sme dostali
slovo nepatriace do L,. Lenze ak mnozina D( )(I) je jednoprvkové, potom D (F) =t(Xj), z
¢oho zase vyplyva, ze w je vysledkom nahradema premennych v o, slovami z t(X) j=1,..,na
to je spor s vyberom m. ESte zostala mozZnost, Ze o; =X, Xj# X;. Z toho Vypl}'IVa, ze
w e Dj("l)(F) a zdkonite musi existovat’ vzor o; € p(X;) taky, Ze w = hj(o;) pre h;: (V U 3) -3,
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h; je stabilny pre termindly a hj(X,) € D, (), r = 1, ..., n. Takto by sme mohli stale pokradovat
smerom k Dj(O)(F), no kedze slovo w ¢ D, ”(I") U ... U D,U"), opét by sme prisli k zaveru, Ze
w sa ziska z nejakého vzoru o;, ktoré pozostava z viac ako jednej premennej, o om uz vieme, Ze
to vedie k sporu, teda Ly = {a"b"c" In>1} ¢ NSPL.

N

Nasledujicej lema do istej miery charakterizuje niektoré jazyky z DNSPL, dd sa pomocou nej
dokazovat’ aj to, ze niektoré jazyky do DNSPL nepatria.

Lema 6.1.14: Ak L € DNSPL, pricom L=L; U L,, kde L; 21*, L, ;.,22* st nekonecné jazyky
a abecedy ¥; a ¥, su disjunkné, potom existuje kone¢ny jazyk Fc 2,  UX, a konStanta t > 2
taka, ze

LcFu{x'lxe 2, U’}

Dokaz: Nech L =L,(T, X;) pre nejaky deterministicky pattern systém I' = (X, U X,, V, p, t),
V = {Xi, ..., Xn}. Ked’Ze I je deterministicky, tak Ip(Xj)l = lt(X))l =1 pre j =1, ..., n. Bez uyymy na
vSeobecnosti mézeme predpokladat’, ze I neobsahuje Ziadne zbytocné premenné, teda také, ktoré
sa nezucCastiiuji na generovani jazyka L. Keby tam také premenné boli, vieme ich jednoducho
algoritmicky odstranit’ pomocou grafu, kde by premenné X; a X boli spojené hranou prave
vtedy, ked’ sa premenna X vyskytuje vo vzore z p(X;). Zbytocna premennd je taka, ktort s X;
nespdaja ziadna cesta.

Ked'Ze abecedy jazykov L; a L, su disjunktné, tak Ziadny vzor pouzity na generovanie slov z
L; nemdze obsahovat’ symboly zo X, a podobne aj naopak, ziadny vzor pouzity na generovanie
slov z L, neméze obsahovat’ symboly zo X;. NavySe I' je deterministicky a neobsahuje Ziadne
zbyto¢né premenné. Z uvedenych faktov vyplyva, Ze vSetky vzory pozostavaji len z
premennych.

Keby vietky vzory mali dizku jeden, potom by bol jazyk L,(T") koneény, ¢o nie je, takze aspoit
jeden vzor musi mat’ dizku vacsiu ako jeden, nech je to P =X ... Xix, k > 2. Uvazujme d’alej
najkratS§iu  mozni postupnost’ premennych le,’ v Xj 120, taka, Zze p(Xi) =X,
p(Xi1) = Xjo, ..., pPXKj-1) = Xjr, p(Xjr) =, kde a je dlzky aspon dva (mdze nastat’ aj pripad, ze
p(Xi) = a). Bez pouzitia vzoru a sa da ziskat’ len konecny pocet slov, ktoré su zahrnieme do F.
Vsetky ostatné slova sa ziskaji nahradenim premennych vo vzore a terminalnymi retazcami. To
plati pre slovd z L, aj z L,, teda Di;9(I") obsahuje retazce zo X, aj zo X, pre vietky j>1 a
s =1, ..., k. Keby niektoré i, #1i,, u, ve {1, ..., k}, tak pre dost’ vel'ké j, j’, Diu(j)(l") by obsahovalo
retazec zo ;" a Div(")(l”) zase retazec zo X," (alebo naopak), potom by vSak bolo mozné
vygenerovat’ slovo obsahujuce symboly sti¢asne z oboch abecied, ¢o je neZiaduce. TakZe bud’
Dis(’)(l“) = {e} alebo Xj, =X, presnejSie: o=0o;Xj0Xi ... 0Xjul+1, pricom vsetky ay,
q=1, ..., t+1 sa skladaji z premennych X, pri¢om Di"(I') = {&}. Pre pripad, Ze t = 1, mdZeme
vSetky vzory tvaru a = o, X;,0, nahradit’ novym a = Xj, bez toho, aby sa zmenil jazyk definovany
danym pattern systémom (ked'ze a; a oy je mozné nahradit’ len prazdnym slovom). Po tejto
uprave ziskame trochu iny pattern systém I", pre ktory budeme opat’ uvazovat’ najkratSiu moznt
postupnost’ premennych Xji, ..., X, 120, taka, Ze p(Xi) = X1, p(Xj1) = X, ..., pPKje-1y) = X,
p(Xj:) = a. Tymto postupom nakoniec ndjdeme taky vzor o = 01 X; 00Xy ... 4Xiu0s1, kde t 22, z
¢oho jasne vyplyva, Ze po nahradeni premennej Xj, sa ziska pozadovany tvar generovanych
refazcov x'.

U

Désledok 6.1.15: Pre L; = {a*" In>0} U{b*"In>0} aL;=a" Ub" plati: L;, Ly ¢ DNSPL.
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6.2 Simulacia doteraz znamych tried pattern languages
pomocou pattern systémov a vzt'ahy s inymi triedami
jazykov

Teraz si ukaZzeme, ako sa pomocou pattern systémov daji simulovat’ mnohé doteraz spominané
triedy pattern languages.

Lema 6.2.1: PLg — NSPL a PLyg < NSPL.

Dokaz: Nech X = {ay, a,, ..., ax}, V ={Xj, Xy, ..., X;} sl mnoziny termindlov a premennych a
nech me (T UV)" je vzor. Ako uZz vieme, triedy PLg resp. PLyg s tvorené jazykmi
pozostavajicimi zo slov, ktoré vzniknu nahradenim premennych v danom vzore 'ubovolnymi
resp. I'ubovolnymi neprazdnymi retazcami. Pattern systém, ktory ndm vygeneruje 'ubovolny
jazyk z PLg resp. z PLng vyzera nasledovne:

I'= (Za Vu {X0}7 p, t)
p(Xo) = {n}, t(Xo) = {w}, w je nejaké slovo z Lg(m)
pX)={aXili=1,..,k}, (X)) ={e},1=1,..,n

2z . * 7 vy ’ .
Premenné Xj, ..., X, produkuji retazce zo X, ktoré¢ sa potom pouziji na nahradzanie
premennych vo vzore m, ¢im sa dokonale simuluje spdsob ziskavania slov pre vymazavajlice
vzory, teda Lg(n) = Ly(I", Xo).

Pre nevymazavajuce vzory staCi uvazovat’ pattern systém I", ktory bude zhodny s T s jedinym
rozdielom: t(X;) =X, 1 =1, ..., n. Potom Lyg(w) = Ly(I", Xo).

Sta¢i uz len dokézat, Zze uvazované inklazie st vlastné. Na to nam posluzi napriklad jazyk
L ={a”"1n>0} U{b>™In >0}, ktory patri do NSPL, ale nepatrf ani do jednej z tried PLg resp.
PLng, pretoze, ako je zrejmé z definicie tychto dvoch tried, ak uvazujeme jazyky nad abecedou
{a, b}, tak kazdy nekonecny jazyk z PLg U PLxg obsahuje slova, v ktorych sa vyskytuju sucasne
oba symboly naraz (neprdzdne slova dosadzované za premenné su l'ubovolné, mozu teda
obsahovat’ akékol'vek symboly z danej abecedy).

N

Lema 6.2.2: MPLg c NSPL a MPLyg © NSPL.

Dokaz: Hlavna myslienka dokazu je rovnaka ako pre predchadzajuci pripad, opat uvazujme
abecedy termindlnych symbolov X = {a;, a, ..., ax} a premennych V = {X;, X, ..., X;}. Nech I1
je multivzor (teda kone¢na mnoZzina vzorov z (X U V)). Majme pattern systém:

I'=Z,Vu {Xo},p,t)

p(Xo) =11, t(Xp) = {w}, w je nejaké slovo z Lg(m)
pXi) ={aXili=1, .., k}, t(X)={e},i=1,..,n
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Jediny drobny rozdiel oproti predchadzajucemu pripadu je v mnozine p(Xp). Nasledne
dostavame: Lg(IT) = Ly(I", Xo).

Nevymazavajuci pripad pre MPLyg opat’ oSetrime tak, ze polozime t(X;) =X,1=1, ..., n.

Inkluzie st vlastné, na dékaz mozno opét’ pouzit' jazyk L; = {a®™ In >0} U{b*™ In >0}, ktory
nepatri do MPLg resp. do MPLxg z rovnakého dévodu ako pre PLg a PLng,
U

Lema 6.2.3: PLyg — NSPL.

Dokaz: Nech X, V, A, P su (v uvedenom poradi) mnoziny terminalov, premennych, axiom a
vzorov. Pre dani gramatiku zalozenl na vzoroch G =(Z, V, A, P) skonStruujeme nasledovny
pattern systém:

T=(,V,p,0
pX)=P i=1,..n
t(X)=A i=1,..,n

V tomto pripade naozaj l'ahko vidno, ze NL(G)=L,(T, X;) pre kazdé¢ ie {1, ...,n}. Stacilo
zabezpecit, aby si jednotlivé premenné boli navzajom rovné tak, ako je tomu v pripade
uvazovanych gramatik.

Vlastna inkluzia sa dokaZe pomocou jazyka a” U b, o ktorom uZ vieme, Ze nepatri do PLyg. Na
druhej strane je to bezkontextovy jazyk a kedze plati, ze CF < NSPL (dokaZeme neskor), tak
musi platit aja’ Ub e NSPL.

N

Lema 6.2.4: IPL —« WSPL.

Dokaz: Nech X, V, A su (v uvedenom poradi) mnoziny terminalov, premennych, axiom a nech «t
je vzor. Pre danii gramatiku zaloZzenu na vzoroch G = (X, V, A, n) skonStruujeme nasledovny
pattern systém:

r=x,V,p,t
pX)=m 1=1,..,n
tXj)=A i=1,..,n

Nie je tazké vidiet, Ze synchronizovany spdsob odvodzovania slov v uvazovanej gramatike
zodpoveda slabej synchronizicii pattern systému I', teda SL(G) = Ly(T, Xj), i=1, ..., n, tym je
dokdzana inklizia.

Vlastnt inkluziu dokaZeme opit’ pomocou vyssie uvedeného jazyka L; =a" U b’ € DSSPL. Ako
uz vieme, DSSPL = DWSPL a trividlne plati: DWSPL < WSPL, teda L; € WSPL. Podobnym
spdsobom ako pre jazyk a- Ub" sa dokaZe, 7e ani L ¢ IPL (pozri dokaz XXX). Z uvedenych
skutocnosti vyplyva vlastnd inkluzia.

N

Teraz eSte uvedieme niekolko vysledkov tykajucich sa tried definovanych priamo pattern
systémami a niektoré z nich porovname s niektorymi triedami jazykov Chomského hierarchie.
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Veta 6.2.5: NSPL ¢ WSPL

Dokaz: Nech I'=(Z, V,p,t), V={Xj, ..., Xy} je nesynchronizovany pattern systém (NSPS).
SkonStruujeme slabo synchronizovany pattern systém (WSPS) I' =(Z,V,p,t), kde
p’(Xi) =p(Xj) U {Xi} pre vSetky i=1,..,n. Tymto sa zabezpeci, ze D(k)(l"’) c D(k”)(F’) pre
vSetky k > 0, presnejSie: vSetky slova, ktorymi dant premennti budeme moct’ nahradzat’ sa tymto
prenest do kazdého nasledujuceho kroku (teda v predchédzajucom kroku odvodenia budi k
dispozicii aj vSetky od zaciatku odvodené slové, ¢im sa zabezpeci ich dostupnost’ pri nahradzani
premennych tak, ako je to typické pre nesynchronizovany sposob odvodzovania).

S vywsitim inklozie D®T)cD™T') sa da indukciou lahko ukdzat, Ze
DY@ =D,®M) x DY) x ... xD,X(T) pre vietky k>0, z &oho vyplyva, e
L(T, Xi) = Ly(I", X)) pre vietky X; € V. To, Ze slabo synchronizovany pattern systém ma va&siu
generativnu silu, dokazuje jazyk Ly = {a"b"c" In> 1}, o ktorom uZ vieme, ze nepatri do NSPL,
ale patri do WSPL (patri dokonca do DWSPL = DSSPL).

N

Veta 6.2.6: CF — NSPL

Dokaz: Nech G=(N, T, P, S) je bezkontextova gramatika, kde N je mnozina neterminalov, T
mnozina terminalov, P st pravidla a S je pociatocny neterminal. Uvazujme nasledovny normélny
tvar pre G: pre kazdy neterminal A € N existuje pravidlo A— x, kde x € T  (ak také neexistuje,
tak ho pridame, priCom vyberieme nejaké x € L(Ga), kde Ga = (N, T, P, A)) a na pravej strane
kazdého pravidla sa kazdy neterminal vyskytuje najviac jedenkrat (samozrejme, modze tam byt’
viac netermindlov, ale vSetky musia byt navzijom rdzne, to sa da zabezpecit’ tak, ze pripadny
viacndsobny vyskyt nejakého netermindlu A nahradime novymi netermindlmi A, ..., Ay a
pridame nové pravidla A;—A, Aj—x,1=1, ..., k a x je prava strana pravidla A—x).
Pattern systém I' = (T, N, p, t), kde

p(A) = {a|A—>ae P, ag T')
t(A)={x|A>xe P, xe T}

Celkom priamociaro sa da vidiet’, ze L(G) = L(T, S), teda CF < NSPL.
Vlastna inkluzia vyplyva z toho, 7e napriklad jazyk L; = {a*™In>0} U{b*"In>0} € NSPL
nie je bezkontextovy.

N

Veta 6.2.7: REG c SSPL

Dokaz: Podobne ako predchadzajuca veta. Kazdy vzor obsahuje iba jeden vyskyt premennej, o
zarucuje bezproblémovl synchronizaciu.
Vlastnost’ inklazie je zrejma , napr. Ly = {a"b"c" In>1} € DSSPL (a teda trividlne patri aj do
SSPL), pritom nie je ani bezkontextovy.

Ziskali sme zdkladni predstavu fungovania pattern-systémov. Tému sme iste nevycerpali,
existuju este aj d’alSie vysledky v tejto oblasti vratane zaujimavych vztahov s triedami jazykov
L-systémov, pre Citatel'a s hlbsim zdujmom o problematiku odporticame [12]. V tejto oblasti
existuje tak isto viacero otvorenych problémov.
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Zaver

Zoznamili sme sa s r6znymi spdsobmi definovania jazykov pomocou vzorov. Spoznali sme
niektoré zakladné vlastnosti takto definovanych tried jazykov. Zda sa, ze u nas takyto sposob
definovania formalnych jazykov nie je vel'mi znamy. Aj preto sme sa pokusili pokryt mnohé
oblasti, ktorym sa venuju r6zne odborné ¢lanky. Tému sme rozhodne nevycerpali, tato praca by
mala sluzit’ ako uvod do problematiky. Viaceré skimané oblasti st pomerne mladé s mnozstvom
otvorenych otazok a eSte len Cakaju na svoje pripadné uplatnenie (¢i uz praktické alebo
teoretické — napriklad mézu pomoct’ aj pri rozvijani inych suvisiacich teorii). Naznacili sme aj
praktické vyuzitie vzorov napriklad v teorii strojového ucenia. Pokusili sme sa zaviest’ jednotnt
terminoldgiu, na viacerych miestach sme sa pokusili zuplnit' text jednoduchymi prikladmi,
komentarmi ul'ahcujicimi pochopenie danej témy, ¢i komentar k niektorym dokazom, aby
Citatel' nebol zahlteny len formalnymi detailami, niekde sme aj doplnili niektoré jednoduché
tvrdenia.

Ked'Ze pocas spracovédvania témy sme narazili na dost’ vel'a otvorenych problémov prakticky v
kazdej preberanej oblasti, otvara sa tym velky priestor na d’al$i vyskum. Mnohé z tém mozu byt
Sirokym zéberom podrobnejSie rozpracovat’ niektora z uvedenych oblasti, pokusit sa do nej
vniknit’ hlb§ie a mozno aj vyriesit niektoré z otvorenych otdzok. Niektoré moznosti d’alSieho
vyskumu sme uz priamo naznacili v hlavnom texte alebo z neho pripamo vyplyvaji. Ako priklad
na zaver uvedme problém ekvivalencie pre triedu PLng, kde zatial nie je zndme, &i je
rozhodnutel'ny. Témou, ktord zatial podl’a nasich vedomosti nebola rozpracovand v ¢lankoch st
synchronizované gramatiky zaloZzené na vzoroch (zovSeobecnenie iterovanych pattern
languages). Aké su zdkladné vlastnosti triedy jazykov definovanych takymito gramatikami? Aky
je ich vztah k pattern-systtmom? Existuje tam nejaka hierarchia tried jazykov podla poctu
vzorov?
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Dodatok

L-systémy

Definicia: OL-systém je trojica G = (X, P, w), kde X je abeceda, PC X x " sd prepisovacie
pravidla, priGom pre kazdé a e X existuje aspont 1 pravidlo (teda proj;(P)=X%) awe X' je
axioma.

Krok odvodenia je relicia = na slovich zo X', pre ktord plati: u=w, ak u=a, ... a,
v =Dbj ... by, priom a; — b; € P prei =1, ..., n. Prepisuje sa teda kazdy symbol.

Jazyk definovany OL-sysémom G je L(G) = { v € Y w= vl
Triedu jazykov generovanu OL-systémami ozna¢me jednoducho OL.

Tito zdkladnd definiciu OL-systému mozno samozrejme réznymi sposobmi modifikovat’ a tym
ziskame d’alSie triedy jazykov. Definujeme si tie spdsoby, ktoré budu uzitocné z hl'adiska tejto
prace, nepdjde teda o vycerpavajuci prehlad.

Definicia:
DOL-systém je OL-systém, kde pre kazdé a € X existuje prave jedno prepisovacie pravidlo.
POL-systém je OL-systém, v ktorom P ¥ x X", teda ziadne pismeno sa nemdze prepisat’ na €.

TOL-systém trojica G = (V, {Py, ..., Px}, w), teda miesto jednej sady pravidiel madme nejaku
kone¢ntt mnozinu. V danom kroku odvodenia pouzijeme vzdy prave jednu sadu pravidiel.

EOL-systém je Stvorica G = (N, T, P, w), kde N resp. T su disjunktné abecedy netermindlnych
resp. termindlnych symbolov, P ¢ (NUT) x (NUT)" a podobne ako pre OL-systémy aj tu existuje
aspofi 1 pravidlo pre vietky a € (NUT), w e (N U T)*. Krok odvodenia je reldcia = na slovéch
z (NUT) definovana d’alej rovnako ako pre OL-systémy. Jazyk generovany takymto systémom je
LG ={ve T Iw= v}.

Triedy jazykov definované tymito systémami oznacme: DOL, POL, TOL, EOL, HOL. Vyznam
jednotlivych pismen je nasledovny: D-deterministic, P-propagating, T-table, E-extended.

Prave definované rozsirenia OL-syst¢émov mozno l'ubovolne kombinovat, mézeme mat’ teda
napriklad aj PDOL-systém, ETOL-systém, PDTOL-systém atd’. Napriklad pre posledne menovany
systém plati, ze mame viac sad pravidiel (Table), pre kazdy symbol abecedy existuje aspon 1
pravidlo (Deterministic), pravé strany pravidiel majt dizku asponi 1 (Propagating).

Pri réznom kombinovani ndm teda moézu vzniknit' rozne triedy jazykov, ktoré budeme pri
zachovani uvedeného poradia pismen vSeobecne oznacovat ako [E][P][D][T]OL. Pismena
v hranatych zatvorkach sa pouziju podla potreby, pri oznafeni konkrétnej triedy vynechame
samozrejme aj zatvorky, teda napriklad PDOL, ETOL, PDTOL, EDTOL, EPOL, EOL, atd’.

Nech G = ({a, b}, {a — aa, b — bb}, ab). Potom L(G) = {a*™b*™; n >0} (¢ PDOL)
Niektoré zakladné vzt'ahy: OL < TOL < EOL < ETOL c ECS

CF c EOL
OL, TOL su neporovnatel'né s FIN, REG, CF
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