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Kapitola 1
Uvod

Komunikécia je hlavnou zloZkou distribuovanych systémov. Vd’aka tomu si vyslizila
pozornost v mnohych oblastiach pocitatovych vied. Komunikacia je realizovana
prostrednictvom réznych komunika¢nych médii. V sGasnosti ma popri inych formach
komunikacie rastici vyznam iradiova komunikacia. Aplikacie raddiovej komunikéacie sa
presunuli z oblasti tradicnych vojenskych aplikdcii do civilnej sféry (mobilné telefony,
bezdrotové lokalne siete — WLAN, ...). Jednou z hlavnych vyhod radiovej komunikacie st
relativne nizke naklady na vytvorenie komunikac¢nej infrastruktury. Okrem toho dovoluje do
istej miery aj mobilitu pouZzivatel'ov, ¢o je v niektorych aplikaciach klIic¢ovou poziadavkou.
Poziadavka mobility pouzivatelov so sebou prindSa potrebu navrhu komunikac¢nych
protokolov tak, aby potencidlnou dynamickou zmenou Struktury komunikacnej radiove;j siete
boli minimélne (alebo vobec) ovplyvnené. Hlavnymi obmedzujicimi faktormi radiovych sieti
je limitovany dosah pouzitych radiovych zariadeni a vzdjomnd interferencia stcasného

radiového vysielania viacerych zariadeni.

1.1 Zakladné vychodiska a pojmy

Rédiovou sietou nazyvame kolekciu vysielaco-prijimacich zariadeni. Kazdé zariadenie
v istom okamihu pracuje bud’ ako prijima¢ alebo ako vysiela¢. Zariadenia komunikuji
prostrednictvom zasielania sprav. Ked’ze dosah radiového vysielania je obmedzeny, moze
zariadenie zaslat’ spravy iba urcitej podmnozine d’al§ich zariadeni vo svojom okoli. Tato
mnozina dosiahnutelnych zariadeni zavisi od vysielacej sily zariadenia a od topografickej

charakteristiky okolia.
Modely radiovych sieti

Vhodnym a najCastejSie pouzivanym modelom komunikacnej radiovej siete je graf
dosiahnutelnosti. V filom su jednotlivé zariadenia modelované ako vrcholy (uzly)
orientovan¢ho grafu. Tento model sa oznacuje aj ako grafovy model. Orientovand hrana uv
v tomto grafe vyjadruje, ze zariadenie v je v dosahu vysielania zariadenia u . Ak je sila
vysielania u vSetkych zariadeni rovnaka, tak vysledny graf dosiahnutel'nosti je symetricky. To
zodpoveda modelovaniu siete neorientovanym grafom dosiahnutel'nosti.

Dal§im v literatire pouZivanym modelom radiovej siete je geometricky model (blizsie

informécie mozno najst v [P02] a [DPO1]). Zariadenia su v fiom reprezentované ako body
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v k-rozmernom euklidovskom priestore. Ku kazdému takémuto bodu je priradend nejaka
oblast,  ktord reprezentuje dosah radiového vysielania daného zariadenia. Ak bod
zodpovedajuci zariadeniu v lezi v oblasti priradenej bodu zariadenia u , znamend to, Ze
zariadenie v je v dosahu vysielania zariadenia u . Prirodzene najzaujimavejsi je pripad 2-
rozmerného euklidovského priestoru, kedy zariadenie je reprezentované bodom v rovine
a oblast’ priradend bodu je kruh so stredom vtomto bode. Polomer kruhu vyjadruje silu
vysielania zariadenia. Geometricky model radiovej siete je menej vSeobecny alahko ho
mozno modelovat’ v grafovom modely. Na druhej strane vSak v geometrickom modely ide
mnoh¢é komunikacné problémy riesit’ efektivnejsie ako vo vSeobecnejSom grafovom modely.
Z pohl'adu praktickych aplikécii je geometricky model vhodnejsi na modelovanie vtedy,
ked’ sa zariadenia nachddzaji v priblizne plochych oblastiach bez velkych prekazok a dosah
vysielani zariadeni je vo vSetkych smeroch rovnaky. V oblastiach s velkymi prekazkami
(pohoria, stavby, ...), kde dosah radiového vysielania zavisi od smeru, je lepSie pouzit’

modelovanie grafom dosiahnutelnosti.

Komunikacia v radiovej sieti

Komunikacia v radiovej sieti prebieha v synchronizovanych koldch (¢asovych slotoch),
ktoré¢ st merané prostrednictvom globalnych resp. synchronizovanych lokalnych hodin.
V kazdom z kol sa zariadenie rozhodne, ¢i v danom kole bude vystupovat’ ako vysiela¢ alebo
ako prijimac. Zariadenie vystupujuce ako vysiela¢ vysiela spravu, ktort moézu prijat tie
zariadenia, ktoré su v dosahu vysielania a v danom kole vystupuji ako prijimace. Zariadenie
vystupujuce ako prijimac prijme spravu prave vtedy, ak v danom kole vysiela prave jedno
zariadenie, v ktorého dosahu sa nachddza. Prijata sprava je totoznd s odvysielanou spravou.
Ak v danom kole vysielaji prinajmenSom dve zariadenia, v ktorych dosahu sa zariadenie
vystupujuce ako prijima¢ nachadza, hovorime, Ze v prijimacom zariadeni nastdva kolizia
(konflikt). Z praktického pohl'adu nastava interferencia radiovych vysielani pri prijimacom
zariadeni, o ma za nasledok znehodnotenie obsahu odvysielanych sprav. V zavislosti od
uvazovanych schopnosti pouzitych zariadeni hovorime o sieti s detekciou kolizie, ak
prijimacie zariadenie je schopné detekovat’ vznik kolizie. Ak sa pre prijimacie zariadenie
kolizia javi rovnako, ako ked’ nevysiela Ziadne zariadenie spomedzi tych, v ktorych dosahu sa
prijimacie zariadenie nachadza, hovorime o sieti bez detekcie kolizie.

Schopnost’ radiovych zariadeni odvysielat’ spravu vramci jedného kola vSetkym
zariadeniam, ktoré si v dosahu jeho vysielania, sa javi ako vlastnost’ prindsajuca vyznamné
zrychlenie komunikécie v radiovej sieti. Na druhej strane tato schopnost a mozny vznik
kolizii pofas komunikacie so sebou prinaSa spomalenie. Je intuitivne jasné, ze moznost
vzniku kolizii robi radiové siete tazko koordinovatenymi a ovladatelnymi. Aj vykonavanie

najjednoduchsich uloh tak méze byt dost’ problematické. Tento efekt sa najvyraznejsie
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prejavuje, ak uvazujeme o distribuovanej sieti, v ktorej zariadenia dopredu nemaji Ziadne
informacie o topologii siete. Dolezité je preto navrhnut’ také komunika¢né mechanizmy, ktoré
sa so vznikom kolizii dokdzu vysporiadat’ a zarovenn budi fungovat dostatocne rychlo, aby
neboli ovplyvnené potencialne sa meniacou topoldgiou radiovej siete.

Pri navrhu komunika¢nych mechanizmov (algoritmov, rozvrhov a protokolov) sa zvykne
predpokladat’, ze kazda spravu je mozné poslat’ a prijat’ iba ako celok. To znamena, ze sa
neuvazuje ako bude sprava v konkrétnej redlnej aplikacii posland, ¢i kodovana. Stvisi to
s tym, ze v konkrétnych realizacidch sa sprava vobec nemusi posielat’ binarne koédovana alebo
k nej moze byt pridand d’alSia informacia na zabezpecenie korektného dekoddovania (napr.
samoopravné kody na potlacenie vplyvu Sumu). Toto je jeden z dovodov, preco sa uvazuje

vysielanie v synchronizovanych kolach.

Problém broadcastingu

Jednou zo zékladnych uloh v sietovej komunikacii, ktorou sa zaobera aj tito praca, je
broadcasting. Cielom broadcastingu je dorucit’ spravu (zdrojova spravu) z jedného vrcholu
siete, oznacovan¢ho ako zdroj, do vSetkych ostatnych vrcholov siete. Vzdialené vrcholy
prijmu (alebo spoznaju) zdrojova spravu od inych vrcholov siete po orientovanych cestach
v sieti. Predpoklada sa teda, Ze existuje orientovana cesta zo zdroja do kazdého iného vrcholu
siete. V opacnom pripade broadcasting nie je mozny. Broadcasting moéze byt pouzity
napriklad na lokalizdciu pouzivatela (mobilné radiové siete), zistenie Ci urCité zariadenie
existuje (bezdrotové lokalne siete) alebo Sirenie topologickej informacie. Klucovou
a skimanou charakteristikou uloh vykondvanych na sietach je celkovy Cas potrebny na
vykonanie tlohy. Konkrétne v pripade broadcastingu na radiovych sietach nas zaujima pocet

kol potrebnych na dorucenie zdrojovej spravy zo zdroja do vSetkych ostatnych vrcholov siete.

Pri stadiu komunikacie v radiovych sietach sa ukazalo, ze najvacsi vplyv na efektivnost’
distribuované¢ho vykonania nejakej tlohy maji schopnosti radiového zariadenia (moznost
resp. nemoznost’ detekcie kolizie) a rozsah informacie dostupnej danému zariadeniu (znalost’
ohranienia poctu zariadeni v sieti, znalost’ topoldgie casti alebo celej siete, znalost
ohranic¢enia poctu susednych zariadeni, ...). Hlavnym predmetom Studia v tejto oblasti je teda

urcovanie dopadu konkrétnych charakteristik zariadeni na efektivnost’ vykonavania uloh.
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1.2 Ciel’ prace

V oblasti stadia radiovych sieti v poslednych rokoch vzniklo niekol’ko prac, ktoré priniesli
nov¢, efektivnejSie algoritmy a pristupy na rieSenie problému radiového broadcastingu. Aj
tento fakt ukazuje, Ze tato oblast’ patri k intenzivne skimanym. Jednym z cielov tejto prace je
preto zhrnat' najaktudlnejSie vysledky, ktoré sa dosiahli pri Stadiu broadcastingu v grafovom
modely radiovych sieti. Hlavnym ciel'om tejto prace je vSak navrhnut efektivne komunikacné
algoritmy na rieSenie problému broadcastingu v radiovych sietach, ktorych graf
dosiahnutelnosti ma naviac nejaké Specifické topologické vlastnosti. Intuitivne sa javi, Ze
prave pouzitie takychto obmedzujucich predpokladov na topologiu radiovej siete, moze

vyznamnym sposobom zlepsit’ dosiahnutel'nt Casovu naro¢nost’ realizacie broadcastingu.

1.3 Clenenie prace

V nasledujucej kapitole najde citatel prehlad zakladnych pojmov a principov
pouzivanych vtejto praci spolu s formdalnejSou definiciou problému broadcastingu
v radiovych sietach.

Tretia kapitola sa zaobera radiovym broadcastingom v sietach, ktorych grafova topologia
je vSeobecnd, t.j. nie st na fu kladené Ziadne predpoklady. UvaZujeme zéaroven siete
s orientovanym i neorientovanym grafom dosiahnutelnosti v modely s centralizovanym aj
distribuovanym riadenim. V modely s distribuovanym riadenim sa osobitne venujeme siet'am
s detekciou kolizie asietam bez detekcie kolizie. Tato kapitola je v prevaznej miere
prehl'adom aktudlnych vysledkov.

Stvrta kapitola je venovana otazke broadcastingu v siet’ach, ktorych graf dosiahnutelnosti
je dvojrozmernad symetricka mriezka. Citatel' v tejto kapitole nijde prehlad moznych
pristupov k rieSeniu broadcastingu v takychto grafoch dosiahnutelnosti pri uvazeni réznych
komunikacnych scenarov.

Piata kapitola sa =zaoberd broadcastingom v radiovych sietach, ktorych graf
dosiahnutelnosti je plandrny. Pozornost’ vtejto kapitole venujeme najmid otazke

centralizovaného broadcastingu.



Kapitola 2
Z.akladné definicie a pojmy

V tejto kapitole uvadzame prehl'ad zakladnych definicii a pojmov, ktoré v tejto praci
budeme dalej vyuzivat. Okrem vSeobecne zndmych pojmov ztedrie grafov blizsie
zadefinujeme pojmy pouzivané v oblasti Stidia radiovych sieti. Zarovenl popiSeme zakladné
principy fungovania radiovej siete s ohl'adom na pouzivany grafovy model. Prediskutujeme aj
rozne predpoklady kladené na komunika¢ny proces v radiovej sieti. V zdverecnych dvoch
podkapitolach podame formuldciu problému broadcastingu v oboch pouzivanych typoch

riadenia: t.j. v modeloch s centralizovanym a distribuovanym riadenim.

2.1 Zakladné pojmy z tedrie grafov

Zhrnieme si zékladné pojmy a oznacenia z tedrie grafov, ktoré budeme vyuzivat' v tejto

praci.

Definicia 2.1.1 (Graf): Orientovanym grafom nazyvame usporiadanu dvojicu mnozin
G =(V,E) spliajiicu E CV <V . MnoZinu V nazyvame mnozinou vrcholov grafu aE

mnozinou hran grafu.

Definicia 2.1.2 (Symetricky graf): Orientovany graf G =(V,E) nazyvame symetrickym

(neorientovanym), ak plati (u,v) e E = (v,u)e E.

Definicia 2.1.3 (Cesta): Orientovany graf P = (V,E) nazyvame cestou, ak V ={x,,...,x,} a
E={(x,,%,),(x;,%,),....(x,,,x,)} . Vrchol x, nazyvame zaciatok cesty, vrchol x,

nazyvame koniec cesty. Pocet hrdn cesty je jej dizka.

Definicia 2.1.4 (Vzdialenost’ vrcholov): Nech G = (V,E) je orientovany graf. Vzdialenostou
d(u,v) dvoch vrcholov u,veV grafu G definujeme ako dlzku najkratsej cesty v grafe G,
ktorej zaciatok je vrchol u a koniec vrchol v. Ak Ziadna taka cesta neexistuje, potom

d;(u,v):=o.

Definicia 2.1.5 (Excentricita): Nech G =(V,E) je orientovany graf. Potom excentricitu
vrcholu veV vgrafe G=(V,E) definujeme ako ex;(v) =max{d.(v,w)|wel}.
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Definicia 2.1.6 (Vrstva grafu): Nech G = (V,E) je orientovany graf. Potom i-tou vrstvou

grafu G vzhladom na (zdrojovy) vrchol s € V nazyvame mnozinu L, ={veV |d;(s,v) =i}.

Definicia 2.1.7 (Susedia vrcholu): Nech G = (V,E) je orientovany graf. MnozZinou susedov

vrcholu u v grafe G = (V,E) nazyvame mnoZinu I'y(u) ={veV |(u,v) e E}

2.2 Grafovy model a komunikacia v radiovej sieti

Ako sme uz naznacili v ivodnej kapitole, v tejto praci sa budeme zaoberat’ vylucne
grafovym modelom radiovej siete. OpiSeme si preto zdkladné principy komunikacie

v radiovej sieti vzhl'adom na jej graf dosiahnutelnosti.

Definicia (Graf dosiahnutel’nosti): Orientovany graf G =(V,E) nazyvame grafom
dosiahnutelnosti radiovej siete ak:

1. Existuje bijekcia medzi vysielaco-prijimacimi zariadeniami siete a mnozinou V vrcholov
grafu.

2. Nech vrcholy u,v €V reprezentuju dve zariadenia v radiovej sieti. (u,v) € E prave vtedy,

ak sprava vyslana zariadenim u moze dosiahnut zariadenie v.

Dodajme, Ze v nasledujicom texte tejto prace vzdy, ked hovorime o radiovej sieti,

uvazujeme tiez jej grafovl reprezentaciu, t.j. jej graf dosiahnutelnosti.

Pri urCovani efektivnosti algoritmov sa ako charakteristiky siete beru charakteristiky grafu
dosiahnutelnosti radiovej siete. Uvazuje sa predovsetkym pocet vrcholov siete (oznaCovany

symbolom 7)) a excentricita zdroja (ozna¢ovand symbolom D).

Komunikacia v radiovych sietach prebieha prostrednictvom sprav v synchronizovanych
kolach (Casovych slotoch). Jednotlivé kold st ur¢ené globalnymi hodinami alebo vzajomne
synchronizovanymi lokalnymi hodinami. V kazdom kole sa zariadenie rozhodne, ¢i v danom
kole bude vystupovat’ ako vysielac, alebo ako prijimac. Zariadenie vystupujice ako vysiela¢
vysiela spravu vSetkym susednym zariadeniam, t.j. vrchol u € V' vrcholom z mnoziny I'; (u).
Nech S <V je mnozina vrcholov, ktoré v danom kole vystupuju ako vysielae a vysielaju
nejaka spravu. Nech dalej u €V je vrchol, ktory v grafe dosiahnutelnosti reprezentuje
zariadenie, ktoré vdanom kole vystupuje ako prijima¢. Definujme mnozinu
S, ={veS|luel,(v)}. S, je mnoZzina vrcholov (zariadeni) vysielajicich spravu, ktora
dosiahne vrchol u. M6Ze nastat’ niekol’ko pripadov:

1. Ak |S,

spravu.

=0, tak vrchol u pocuje Sum pozadia (background noise) a neprijima ziadnu
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2. Ak |Su| =1, tak vrchol u prijima jedini vyslanu spravu. Prijatd sprava je totozna
s odvysielanou spravou.

3. Ak |Su| > 2, tak hovorime, Ze pri vrchole u vznika kolizia. Vrchol u neprijima ziadnu
spravu. V zavislosti od pouzitého komunikaéného scenara moze zariadenie pocut Sum
pozadia alebo interferen¢ny Sum (interference noise). Ak zariadenie nema schopnost’ rozlisit’

Sum pozadia a interferenény Sum, javi sa mu toto vysielanie ako vysielanie v pripade 1.

2.3 Komunikaé¢né scenare

Je intuitivne zrejmé, ze parametre a schopnosti pouzitych vysielaco-prijimacich zariadeni
v radiovej sieti maju najvyraznejsi vplyv na navrh efektivnych komunikacnych mechanizmov.
V literatire sa pouziva mnozstvo komunikacnych scendrov, ktoré spoludefinuji pouzity
model. V prevaznej miere uvazované komunikacné scendre vznikaju kombinaciou zakladnych
predpokladov kladenych na komunikaény proces v radiovych sietach. OpiSme si najCastejSie
z tychto zakladnych predpokladov:

Randomizacia v komunikaénom procese:  Pouzitie randomizéicie v komunika¢nom

procese vyrazne ovplyviiuje navrh algoritmov. Randomizované algoritmy realizuju ulohu
broadcastingu s velkou pravdepodobnost'ou, ale nie vzdy. Na druhej strane sa tieto algoritmy
vyznacuju tym, ze s vo vSeobecnosti rychlejSie nez deterministické algoritmy, potrebuju
menej informacii o sieti, su lahSie implementovatelné ako distribuované a pracuji bez
centralneho monitora.

Distribuované  verzus  centralizované  riadenie: =~ Rozhodnutie = o poziadavke

centralizovaného, resp. distribuovaného riadenia ma rozhodujuci vyznam pri kazdom type
sietovej komunikacie. Pri centralizovanom riadeni sa predpokladé existencia monitora, ktory
ma plnt znalost’ siete a planuje (riadi) vysielanie vrcholov siete. Ak vrcholy maju pristup ku
globdlnym hodindm je tento pristup ekvivalentny modelu s distribuovanym riadenim, kde
vrcholy siete plne poznaju topologiu celej siete. Vtedy sa vrcholy v kazdom kole riadia ma
zaklade planu vysielani, ktory si mézu vygenerovat’ na zéklade znalosti siete, zdrojového
vrcholu a riadiaceho algoritmu monitora. Situacia sa vyrazne komplikuje, ak vrcholy v sieti
maju len limitovanu znalost’ o sieti, v najextrémnejSom pripade poznaju len svoj identifikator.
Prave pre takéto siete je dolezité navrhnut distribuované algoritmy, ktoré pracuju len na
zéaklade takejto obmedzenej informécie.

Adaptivnost’: Pri neadaptivnych algoritmoch st vSetky vysielania naplanované vzhl'adom
na Cas uz na zaciatku broadcastingu. Naproti tomu adaptivne algoritmy planuji buduce
vysielanie online v zavislosti na historii prijatych sprav. V pripade centralizovaného riadenia,
kde su vysielania naplanované dopredu offline, adaptivnost nepoméha. Pomoéoze vSak
napriklad v pripade distribuovaného broadcastingu, ked’ vrcholy poznaju topologiu celej siete,

no nepoznaju zdrojovy vrchol. Ak identifikator zdrojového vrcholu je sucastou posielanej
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spravy, moze vrchol po prijati prvej spravy na zaklade znalosti zdrojového vrcholu celé d’alsie
vysielanie v nasledujicich krokoch dopredu naplanovat. Dal§im prikladom vyuZitia
adaptivnosti st algoritmy, v ktorych vrchol moéze v sprave prijat’ informéciu o topologii
nejakej vzdialenej casti siete. Tuto informaciu potom moze pouzit na zrychlenie
a efektivnejSie naplanovanie d’alSieho vysielania.

Moznost’ / nemoznost detekcie kolizie: Tento predpoklad umoziuje ziskat dalSie

informacie o sieti, ktoré je mozné vyuzit' na zefektivnenie rieSenia komunikacnej ulohy.
Moznost’ resp. nemoznost detekcie kolizie hovori, Co sa stane v pripade kolizie, t.j. v pripade,
ked’ sucasne vysiela spravu viacero susedov vrcholu v, ktory v danom kole vystupuje ako
prijimac. Je zrejmé, Ze tento vrchol v neprijme spravu od Ziadneho zo susedov. Mozné su dva
scenare. Vrchol v nepocuje ni¢ (okrem Sumu pozadia) alebo vrchol v pocuje interferenny
Sum. Prave tieto dva scendre sa oznacované ako predpoklad moZznosti resp. nemoznosti
detekcie kolizie. To, ktory z nich je pouzity, zalezi na konkrétnych technickych parametroch
pouzitych vysielaco-prijimacich zariadeni v sieti.

Odolnost’ voci chybdm (fault-tolerance): VéacSina algoritmov je navrhnuta tak, Ze

predpoklad4 komunikacné prostredie bez vyskytu chyb. To vSak nie je realisticky predpoklad,
pretoze srastuicou velkostou a komplexnostou sieti rastie pravdepodobnost’ zlyhania
komponentov. Komunikacné algoritmy odolné voc¢i chybam musia byt’ schopné splnit’ ulohu
aj za predpokladu, Ze nanajvys urcity pocet komponentov siete zlyhd. Chyby, aké mdézu
v jednotlivych komponentoch siete vzniknit, moézu byt réznych druhov. Predpoklad o ich
charaktere ma velky vplyv na efektivnost’ konstruovanych algoritmov.

Spontdnne vysielania: O spontannych vysielaniach hovorime v pripade, ked vrchol

vysiela spravu skoér nez prijme prva spravu v ramci vykonavania algoritmu. Komunikacia
vyuzivajuca spontanne vysielania méze byt napriklad v pripade broadcastingu pouzitd na
ziskanie informacii o okoli vrcholu este pred tym, nez vrchol prijme zdrojova spravu. Jednym
z predpokladov vyuzitia spontannych vysielani je pristup ku globalnym hodindm a znalost’
kola, v ktorom vsetky vrcholy spolocne za¢ni vykonavat algoritmus. Pouzitie spontannych

vysielani opét’ zavisi na technickych parametroch pouzitych zariadeni v radiove;j sieti.

V tejto praci sa budeme zaoberat len modelmi bez randomizacie v komunikacnom

procese. Zaroven budeme predpokladat’ komunikacné prostredie bez chyb.

2.4 Definicia centralizovaného broadcastingu

Modely s centralizovanym riadenim predpokladaju existenciu centralneho monitora, ktory
pozna topoldgiu radiovej siete a planuje vysielania vSetkych vrcholov v sieti. Vrcholy v sieti
sa spravaju iba na zéklade ,,povelov* centralneho monitora. Musia si teda pamaétat’ len prijata

spravu a byt schopné ju na prikaz monitora vyslat. Ked’ze topologia siete je monitoru zndma,
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moze si celé vysielanie vypocitat a naplanovat dopredu pred zacatim samotného
broadcastingu. Z centralizovaného charakteru vysielania rovnako vyplyva, Ze jedinym
faktorom spomal’ujicim proces vysielania je samotny charakter radiového vysielania — teda
interferencia v dosledku sucasného vysielania viacerych vrcholov.

Uvedeny pristup s pouzitim centralneho monitora je v pripade deterministickych
algoritmov ekvivalentny modelu s distribuovanym riadenim, kde kazdy vrchol pozna celu
topoldgiu siete. Ak to nie je dopredu zname, je potrebné pridat’ k odosielanym spravam aj
identifikator zdrojového vrcholu. Po prvom prijati spravy, na zaklade identifikatora
zdrojového vrcholu a topoldgie siete, vie vrchol urcit’ simulovanim riadiaceho algoritmu
monitora aktualne kolo prebichajiiceho algoritmu. DalSou simuldciou vie potom uréit’ kold,

v ktorych by mu monitor dal povel na vysielanie zdrojovej spravy.

Definicia 2.4.1: Nech G =(V,E) je graf dosiahnutelnosti radiovej siete a RcCV je
podmnozinou vrcholov grafu. MnoZinou vrcholov informovanych mnoZinou R nazyvame
mnozinu I(R)={veV |IAxeR,Zevel,(x)} (notiacia x znamend, Ze existuje prave jedno
x). Pre jednoprvkovii mnozinu R = {x}, I(R) =1({x})=1(x)=T,(x).

Definicia 2.4.2: Nech G = (V,E) je graf dosiahnutelnosti radiovej siete. Postupnost’ mnozin
vrcholov T1=(R,R,,...,R) , kde ¢>0 a R, cV nazyvame rozvrhom radiového
broadcastingu, ak R,,, < U;ZII(RJ.) prekazdé i=1,2,...,q—1.

Posledna definicia zahffia podmienku, ze vrchol moéze poslat spravu, iba ak bol

informovany v niektorom z predchadzajacich kol vysielania.

Definicia 2.4.3: MnoZinou vrcholov informovanych rozvrhom I1=(R,,R,,...,R ) v grafe
dosiahnutelnosti G =(V,E) nazyvame mnozZinu I(I1)= U qI (R)) . Pre dany graf
dosiahnutelnosti G = (V,E) a vrchol s € V hovorime, zZe rozvrh 11 je prijatelny vzhladom na
(G,s), ak R, ={s} a V < I(I). Dizku rozvrhu T = (R}, R,,...,R) definujeme ako |H| =q.

1<i<

Pre dany graf dosiahnutelnosti G =(V,E) azdrojovy vrchol sel je cielom urcit
(vygenerovat)), ¢o najkrat$i prijatelny rozvrh. Na algoritmy generujice prijatelné rozvrhy
kladieme zaroven podmienku, ze musia pracovat’ dostatocne rychlo. Konkrétne pozadujeme,
aby rozvrh bol generovany v polynomidlnom ¢ase od poc¢tu vrcholov siete. Poznamenajme, Ze
&as generovania rozvrhu a dizka vygenerovaného rozvrhu (Sas vykonavania tlohy v sieti) su

rozne ¢asy a navzajom priamo nesuvisia.
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2.5 Definicia distribuovaného broadcastingu

Pri distribuovanych komunika¢nych tlohach vykondvaji vSetky vrcholy v sieti rovnaky
algoritmus. Ten na zaklade prijatych sprav a informacii dostupnych vrcholu riadi spravanie sa
vrcholu aurcuje obsah dalSich vysielanych sprav. Jednotlivé vrcholy siete maji len
limitovanu znalost’ topoldgie siete. V najextrémnejSom pripade je informacia v kazdom
vrchole obmedzena na znalost’ svojho identifikatora (¢isla z mnoziny {l,...,n}) , pricom
vrcholy nepoznaju identifikatory svojich susedov, ani Ziadne globalne parametre siete ako je
vel'kost siete n, €1 excentricita zdroja D. Poznamenajme, Ze vSetky uvedené vysledky ostavaja
v platnosti aj za predpokladu, Ze identifikator je ¢islo z mnoZiny {l....,r}, kde r € O(n) .
Predpoklad existencie jedine¢nych identifikatorov je nevyhnutny. Ak je radiova siet
anonymnd, tak deterministicky distribuovany broadcasting nemdze byt realizovany uz
napriklad v 4-cykle. Navrh algoritmov, ktoré nepredpokladaju vo vrcholoch siete ziadne
informacie okrem identifikatora, je dolezity najméd pre aplikacie, kde sa topologia alebo

vel'kost siete menia v priebehu Casu.

Na algoritmus vykonavany vrcholmi siete sa nekladu Ziadne poziadavky na Casovu, ¢i
pamdtovu naro¢nost. Ocakdva sa vSak, ze vrchol je schopny naplanovat’ si pocas aktualneho

kola svoje spravanie v nasledujiicom kole, ¢i kolach.

Chybajice informacie o sieti vedu k problému presnej definicie ulohy broadcastingu
a ¢asu jeho vykonania. Pri algoritmoch centralizovaného broadcastingu je dizka vykonavania
broadcastingu znama dopredu ateda vSetky vrcholy siete vedia, kedy vykondvany
broadcasting skonc¢i. V pripade distribuovaného broadcastingu, kde vrcholy nepoznaju
globalne parametre siete, je situacia vyrazne zlozitejSia. RozliSuju sa preto dve komunikacné
ulohy: radiovy broadcasting (RB) a potvrdeny radiovy broadcasting (ARB — acknowledged
radio broadcasting). V pripade RB je cielom dorucit’ zdrojova spravu do vsetkych vrcholov
siete. V pripade ARB je cielom vykonat RB anaviac informovat zdroj, Ze RB bolo
vykonané. ARB je potrebné v aplikéaciach, kde zdroj ma niekol’ko sprav na dorucenie a je

potrebné, aby sa vrcholy dozvedeli predchadzajuce spravy skor, nez prijmu d’alSiu spravu.

Predpoklada sa, ze algoritmus Startuje v kole 1 a aktualne Cislo kola je urCené globalnymi
hodinami (tento predpoklad mézeme vynechat’, ak sucastou kazdej spravy bude aktualne Cislo

kola, vzhl'adom na Startovacie kolo algoritmu a neuvazujeme spontanne vysielania).

Definicia 2.5.1: Algoritmus vykona radiovy broadcasting (RB) za t kol, ak vsetky vrcholy

siete poznaju zdrojovu spravu po kole t a Ziadne spravy nie su poslané po tomto kole.
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Definicia 2.5.2: Algoritmus vykona potvrdeny radiovy broadcasting (ARB) za t kol, ak

vkona za t kol RB apo kole t zdroj vie, Ze vsetky vrcholy pozmaju zdrojovu spravu.



Kapitola 3

Broadcasting vo vSeobecnych grafoch

Otazka konsStrukcie algoritmov realizujucich efektivny radiovy broadcasting v siet’ach, na
ktorych graf dosiahnutelnosti nie st kladené ziadne topologické predpoklady — t.j. v sietach,
ktorych grafy dosiahnutelnosti su vSeobecné grafy, patri k najintenzivnejSie skimanym
otazkam v tejto oblasti. V poslednych desiatich rokoch sa dosiahlo mnoho vysledkov, ktoré
postupne znizuji horny a zvySuji dolny odhad poctu kol potrebnych na realizovanie
broadcastingu. Tato kapitola podava predovSetkym prehlad stcasného stavu problematiky
prostrednictvom prehl'adu zndmych vysledkov. Kapitola je rozdelend do 3 podkapitol. Prva
sa venuje broadcastingu v sietach s centralizovanym riadenim. Druh4 podkapitola sa zaobera
otazkou broadcastingu v sietach s distribuovanym riadenim bez moznosti detekcie kolizie.
Tretia podkapitola sa naopak zaobera otazkou broadcastingu v sietach s distribuovanym
riadenim s moznostou detekcie kolizie. V tretej podkapitole zaroven prezentujeme nas
algoritmus, realizujtci radiovy broadcasting v distribuovanych sietach s detekciou kolizie bez

vyuzitia spontannych vysielani v ¢ase O(n + Dlog D) kol.

3.1 Centralizovany broadcasting

Ako je ukazané v praci [CK85], ndjdenie najkratSieho prijatel'ného rozvrhu pre dany graf
a zdrojovy vrchol je NP-uplny problém. Preto je potrebné najst algoritmy bezZiace
v polynomidlnom c¢ase na konStrukciu prijatelnych rozvrhov, ktoré budu co najlepSie

aproximovat optimalny ¢as broadcastingu.

Tvrdenie 3.1.1 [CW87]: Nech G = (V, E) je orientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete.
Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom case pre dany zdrojovy

vrchol s vygeneruje prijatelny rozvrh 11 taky, zZe |H| e O(Dlog’ n).

Idea dokazu: Zakladom algoritmu je procedura SEA (Spokesman election algorithm). Nech X
je mnozina vrcholov, ktoré prijali zdrojovll spravu a nech Y < I',(X) je mnoZina tych

susednych vrcholov mnoziny X, ktoré eSte neprijali zdrojova spravu. Algoritmus SEA
skon$truuje v polynomidlnom c¢ase taki mnozinu S < X (§ je nazyvané mnozinou

hovorcov), zZe |I (S)| >%. Volba mnoziny § teda garantuje, ze pri vysielani vrcholov
n

mnoziny S, prinajmenSom -tina neinformovanych susedov mnoziny X prijme zdrojovu

InX
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spravu. Samotny algoritmus generovania rozvrhu pracuje po vrstvach. Nech vSetky vrcholy
vrstvy L, | st informované. Potom ak algoritmus SEA aplikujeme nanajvys ln|LH|ln|L[| krat

na mnozinu vrcholov L.

.1 » mame z vlastnosti algoritmu SEA4 zarucené, Ze vSetky vrcholy
vrstvy L, sa stanu informovanymi. Celkova dizka generovaného rozvrhu je tak O(Dlog” n),

pricom na prechod do nasledujticej vrstvy je potrebnych O(log® n) kol. &

V praci [KPb04] Kowalski a Pelc prezentovali algoritmus generujici rozvrhy dizky
O(Dlogn+1log® n). Tento algoritmus nahradil dovtedy v mnohych inych broadcastovacich
algoritmoch pouzivany randomizovany algoritmus, ktory generoval rozvrhy asymptoticky
rovnakej dizky. Tym sa tieto algoritmy, ktorych randomizovanymi robilo iba pouZitie

spominanej randomizovanej procedury, stali nerandomizovanymi.

Tvrdenie 3.1.2 [KPb04]: Nech G = (V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rdadiovej
siete. Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom Ccase pre dany

zdrojovy vrchol s € V' vygeneruje prijatelny rozvrh 11 taky, ze |H| € O(Dlogn +log® n).

Idea dokazu: Algoritmus generuje rozvrh vo fazach. V ramci kazdej fazy generuje mnoziny
vysielajucich vrcholov vo vsetkych vrstvach. Aby sa vyhlo interferencii pri stic¢asnom
vysielani v susednych vrstvach, je kazda faza rozdelend na 3 podfazy. V kazdej z nich sa
pracuje sucasne s vrstvami, ktoré su od seba oddelené 2 d’alSimi vrstvami. Ak aj teda nastane
sucasné vysielanie v roznych vrstvach, nikdy neddjde k vzajomnému ovplyvilovaniu sa.
S vrstvou L, vo faze k s asociované mnoziny S, ; < UM L, aR,,cL,. S, jemnoZina
tych vrcholov vo vrstvach nasledujicich vrstvu L., ktorym maja vrcholy vrstvy L,
zabezpecit’ dorucenie zdrojovej spravy. Hovorime, ze vrchol w je predchodcom vrcholu v, ak
vrchol w lezi na nejakej najkratSej ceste zo zdroja do vrcholu v. R, ; je taka mnoZina uz
informovanych vrcholov vrstvy L, vo faze k, Ze pre kazdy vrchol z ve S, ; je v mnoZine
R, , aspon jeden jeho predchodca we L,. Na zaliatku algoritmu S, :UNL[ aR,=0.
VSetky dalSie mnoziny S, ; a R, su prazdne. Vrcholy mnoZiny S, a R, ; vytvaraji
bipartitny graf G, , =(V, ,,E, ;) ,kde V, , =S, . UR, , a (w,v) € £, prave vtedy, ak vrchol
we R, ; c L, jepredchodcom vrcholu ve S, ;.

Aplikujme v grafe G, , =(V, ;,E, ;) algoritmus SEA z predchadzajicej vety 2logn krat,
pricom mnozina informovanych vrcholov pre algoritmus SEA je R, ;. Ziskame tak rozvrh,
ktory zabezpeti, ze prinajmenSom polovica vrcholov v S, . virtudlne prijme spravu. Nech
Si.; €8, je mnozine tych vrcholov, ktoré virtualne v zmysle algoritmu SEA prijmu spravu.
Graf G, ; =(V, ;,E, ;) nie je podgrafom grafu G = (V,E) a tak virtudlne prijatie neznamena
aj realne prijatie spravy. Virtualne prijatie spravy vrcholom ve S, vSak pri realnom
vysielani podl'a vygenerovaného rozvrhu znamena, ze aspon jeden jeho predchodca vo vrstve
L

;1 spravu skutoCne prijme. Rovnako aj v pripade, ze v e L, dojde k realnemu prijatiu
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spravy. Vysledkom tejto operacie je to, Ze poziadavku (kladent na vrstvu L, ) na

zabezpeCenie dorucenia zdrojovej spravy vrcholom mnoziny S; ., mdZeme preniest na
.. , . .. ..

vrcholy vrstvy L., . Teda vrcholy mnoZiny S, ; presunieme z mnoZiny S, , do mnoZiny

S k+1,j+1 *
zarucené, ze nové prvky do nej uz zpredchadzajacich vrstiev nebudu pribudat’ (ako je

Ak po tejto operacie je mnozina S, ; dostatocne mala (‘Sk,_i‘s4logn) a mame

ukazané, toto nastane ked’ j = (k+1)—1logn), tak aplikovanim algoritmu RoundRobin (pre
kazdy vrchol, ktory eSte neprijal spravu, uréime jeden jeho virtualny susedny vrchol, ktory
bude spravu sam v uritom kole vysielat) ziskame, Ze vSetky vrcholy S, ; prijmu virtualne
zdrojova spravu. Mnozina U'i/:1 S,..; tak bude prazdna, Co znamena, ze vSetky vrcholy vo
vrstvach U'i/:1 L, prijali zdrojovu spravu. Po D +logn fazach algoritmu tak zdrojovl spravu
prijmu  vSetky  vrcholy siete. Celkova dlzka vygenerovaného rozvrhu je
O((D +1logn).logn) = O(Dlogn +1log’ n) . &

Ako vyplyva z vysledkov v pracach [EKa04] a [EKb04] rozvrh produkovany uvedenym
algoritmom ma optimalny rad magnitudy za predpokladu, e NP — BPTTIME (n®"¢"¢")

Poznamenajme, e randomizovany algoritmus na generovanie rozvrhu dizky
O(Dlogn +log” n) bol autormi Bar-Yehudom, Goldreichom a Itaiom prezentovany v préaci
[BGI92]. Tento randomizovany algoritmus bol pdvodne pouzity ako podprocedura pri
konstrukcii algoritmov (z tvrdeni 3.1.3 a 3.1.4) na generovanie rozvrhov dizky O(D +log* n)
a O(D+log’ n). Tieto samotné algoritmy, ako uvidime neskor, boli deterministické, no
pouzitie randomizovanej podprocediry ich robilo tiez randomizovanymi. Ich
nerandomizované verzie s pouzitim vtedy najrychlejSieho deterministického algoritmu
generovali rozvrhy dizky O(D +log’n) a O(D +log®n) . Algoritmus méa aj niekolko
zaujimavych vlastnosti, ktoré¢ vyplyvaju z vyuzitia randomizacie: nepredpokladd jedinecné
priradenie identifikatorov, funguje aj pre orientované grafy dosiahnutelnosti, je jednoduchy
a l'ahko prisposobivy zmene topoldgie siete. Jedinymi vstupnymi parametrami algoritmu su
pocet vrcholov vsieti apravdepodobnost & neuspesného vykonania broadcastingu.
Z charakteru algoritmu tieZ vyplyva, ze mdze byt za splnenia pozadovanych vstupnych
predpokladov prevedeny aj do distribuovanej formy. Algoritmus generuje rozvrh pracujuci vo
fazach. Zakladnou ideou algoritmu je nahodnym rozhodovanim (,,hddzanie mincou* o tom, ¢i
pokracovat’ alebo nepokracovat’ vo vysielani prijatej spravy v ramci danej fazy) zabezpecit,
ze kazdym kolom fazy sa mnozina susedov, ktoré chcu vysielat’ zdrojova spravu vzhl'adom na
nejaky konkrétny vrchol znizi na polovicu. Po log(n/¢) fazach je s pravdepodobnostou
presahujicou 1—& vykonany uspe$ny broadcasting. Dizka generovaného rozvrhu je
0((1og§ + D)logn).



3.1 Centralizovany broadcasting 15

V praci [GM95] Gaber a Mansour prezentovali algoritmus generujuci rozvrhy dizky
O(D +1log’ n). 1 ked’ v sicasnosti existuje algoritmus generujici kratsie rozvrhy, pozrieme sa
na tento algoritmus dokladnejSie, pretoze algoritmus (z tvrdenia 3.1.4) generujuci rozvrh

dizky O(D +log* n) vychadza a je modifikaciou myslienky prave tohto algoritmu.

Tvrdenie 3.1.3 [GMO95]: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej
siete. Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom Ccase pre dany

zdrojovy vrchol s vygeneruje prijatelny rozvrh 11 taky, ze |H| € O(D +log’ n).

Idea dokazu: Zakladnou myslienkou tohto algoritmu je rozdelit’ graf vhodnym spésobom na
clustre. Tieto clustre nemusia byt disjunktné, no musia spiiat’ isté podmienky tykajtice sa ich
priemeru a stupiia disjunktnosti. Clustre su konstruované tak, ze umoziuju vytvorenie stromu
— t.J. pre kazdy cluster (s vynimkou koreniového) je urCeny prave jeden iny cluster, ktory je
v zmysle stromu jeho rodicom. Cluster obsahuje jeden vyznamny vrchol - messanger, cez
ktory do clustra prichddza zdrojova sprava z rodi€ovského clustra. Okrem toho je v clustry
skupina vrcholov - reprezentantov, zktorych sa sprava S§iri do synovskych clustrov.
Reprezentanti reprezentuju synovské clustre vich rodiCovskom clustry. Reprezentant
synovského clustra je hranou spojeny s messengerom tohto synovského clustra. Z tychto
reprezentantov je jeden vyznacny — zvoleny reprezentant. Broadcastovaci rozvrh je postaveny
tak, aby sa zdrojova sprava dostala z messengera do zvoleného reprezentanta ¢o najrychlejsie
po najkratsej ceste. Pri broadcastovani paralelne (v r6znych casovych slotoch) bezia 3 ulohy:

- Broadcast-All: doruCuje spravu z messangera do vSetkych ostatnych vrcholov clustra

- Broadcast-Through: doruCuje spravu z messangera do zvoleného reprezentanta po

najkratSej ceste

- Group-to-Group: doruCuje spravu z reprezentanta do messengera synovského uzla
KonStrukcia clustrov:

Rozdel'me vrcholy podla vzdialenosti od zdrojového vrcholu (prislusnosti k vrstve) do x
skupin: G, ={veV(G)|vel,,(i-1).D/x+1<j<iD/x} . Teda skupina G, pozostava
z vrcholov vo vzdialenosti (i—1).D/x+1 az iD/x od zdroja. Pre kazdy vrchol
ueLy,p Z najnizsej vrstvy skupiny G, definujeme mnozinu
S =1{v e G, |u lezi na nejakej najkratsej ceste zo zdroja do vrcholu v} . Inymi slovami je
S mnozina tych vrcholov skupiny G,, do ktorych sa da dostat’ takymi cestami, na ktorych
je kazdy vrchol v inej vrstve a obsahuji vrchol u. Clustre budeme vytvarat’ ako zjednotenia

niekol’kych mnozin S .
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Definicia: Zafarbenim clustrov C,,...,C, pouzitim a farieb nazyvame také priradenie farby
(z mnoziny {1,...,a}) kazZdému clustru, Ze neexistuje hrana spdjajiuca dve clustre rovnakej

Jarby, tj. Vv, e C,,v;, € C,,i # j plati, Ze ak (v,,v,) € E, potom color(C;) # color(C).

Lema: Pre dané mnoziny S\”,...,S" existuji clustre C\”,...,C\" s nasledovnymi
vlastnostami:
1. Kazdé C, je zjednotenim niekolkych mnozin S,
Kazdé mnozina S, sa nachadza v aspor jednom clustry C,
Priemer kazdého clustra C, je nanajvys O(D/x.logn)

Existuje a zafarbenie clustrov C; take, Ze a € O(logn)

RN S

Clustre sa daju skonstruovat'v case O(mlogn)

Vd'aka tomu, Ze clustre boli konStruované ako zjednotenia mnozin S,, mame zarucené, Ze
pre kazdy vrchol u € C'” z najvyssej vrstvy skupiny G, existuje vrchol ve CY” v najnizic]
vrstve taky, Ze celd najkratSia cesta z u do v lezi v C]@ .

Nech C, :Uj C;” je mnozina clustrov skupiny G, pre i={l,...,y}, kde y je pocet
skupin. Nasledujici algoritmus priradi kazdému clustru C jeho ohodnotenie rank(C) ,
skonstruuje BFS kostru 7 z clustrov a v kazdom clustry ur¢i messengera a reprezentantov
v clustroch predchadzajucej skupiny.

Algoritmus inicializuje strom 7 na prazdny strom. Priradi ohodnotenie ,,rank* 0 kazdému
clustru C e C, .V kazdom clustry C € C dalej vyberie Tubovolny vrchol we C z najvyssej
vrstvy skupiny G, ako messangera clustra C. Zaroveii zvoli Tubovolny susedny vrchol
messengera z predchadzajicej vrstvy ako reprezentanta clustra C. Teda, ako ukdzeme aj
neskor, reprezentant clustra C' e C, je vzdy nejaky vrchol z najvysSej vrstvy nejakého clustra
C" e C, . Pritom plati, ze messanger clustra a jeho reprezentant st spojeny hranou v grafe
dosiahnutelnosti. Algoritmus inicializuje mnozinu U nepokrytych clustrov rovni mnozine
clustrov C, (U =C)).

Algoritmus po tom, Co spracuje clustre skupiny G, pokracuje spracavanim clustrov
vskupine G, , pre j=y,..,2 , tj. pokracuje spracuvanim clustrov mnoZiny C,
v lubovolnom poradi. Pre kazdy cluster C € C;, robi nasledujice: Nech NcU c C, je
mnozina tych clustrov, ktorych reprezentant patri do clustra C. Pre kazdy cluster C'e N
algoritmus prida do stromu 7 hranu (C,C’). Cluster C sa stane rodicom clustrov z mnoziny
N. Nech r = max{rank(C")| C' € N} je najvyssie ohodnotenie niektorého z clustrov mnoziny
N. Ak existuje jediny cluster C' € N s ohodnotenim r, tak reprezentant clustra C' sa stane
zvolenym reprezentantom v clustry C a cluster C sa ohodnoti hodnotou r (rank(C):=r).
V opa¢nom pripade sa cluster C ohodnoti hodnotou »+1 (rank(C):=r+1) aako zvoleny
reprezentant v clustry C sa vyberie 'ubovolny reprezentant clustra s ohodnotenim 7. Ako

messanger clustra C sa vyberie 'ubovolny vrchol z najnizSej vrstvy clustra, ktory lezi na
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najkratSej ceste zo zdroja k zvolenému reprezentantovi clustra C — t.j. ako messanger sa
vyberie T'ubovolny predchodca zvolené¢ho reprezentanta. Vzhladom na to, ze cluster C
vznikol zjednotenim mnozin §7", taky vrchol vzdy existuje. V pripade, Z¢ mnoZina N je
prazdna, nastavi sa ohodnotenie clustra C na 0 a ako messanger sa vyberie l'ubovolny vrchol
z najnizsej vrstvy clustra C. Za reprezentanta clustra C sa vyberie 'ubovol'ny susedny vrchol
messengera z predchadzajucej vrstvy (teda vrchol zo skupiny G, ,). MnoZina nepokrytych
clustrov sa nastavi na U :=U — N . Toto sa opakuje, az kym sa nespracuju vsSetky clustre
mnoziny C; . Po skonCeni sa nastavi U :=C,  apokracuje sa spracovavanim clustrov
mnoziny C, ,. Na konci algoritmu je skonStruovany strom clustrov a pre kazdy cluster je
definovany jeho reprezentant a messanger.

Broadcastovaci rozvrh je vysledkom uz spominanych 3 uloh (procedur), ktoré bezia
vramci kazdého clustra: Broadcast.-Though, Broadcast-All a Group-to-Group. Jednotlivé
ulohy bezia vrdznych casovych kolach (modulo 3), Co garantuje, Ze sa navzijom
neovplyviuja.

Broadcast-Through — cielom tejto ulohy je dorucit’ spravu z messangera do zvolené¢ho

reprezentanta. Po tom, ¢o messanger prijme spravu, ¢akd maximalne O(logn) kol na kolo,
ktoré je Startovacie pre danu farbu clustra. V tomto kole sa zaCina vysielat’ sprava po
najkratSej ceste k zvolenému reprezentantovi. Vd’aka tomu, ze sa vysielanie zacCina az v kole
ur¢enom pre danu farbu clustra a vysielanie je realizované po najkratSej ceste (CiZze po
vrstvach), je zabezpeCené, ze jednotlivé Broadcast-Through ulohy susednych clustrov sa
navzajom nebudu ovplyviiovat. Poznamenajme tiez, Ze jeden vrchol moze byt sucasne vo
viacerych clustroch. Kazdy z nich ma vSak priradenti int farbu.

Broadcast-All — cielom tejto ulohy je dorucit’ spravu z messangera do vsetkych ostatnych
vrcholov v clustry, teda aj k reprezentantom, ktori neboli zvoleni. Ako broadcastovaci
algoritmus moézeme pouzit deterministicky algoritmus generujici rozvrh dizky
O(Dlogn +1log® n). Poznamenajme, Ze v povodnej verzii algoritmu sa na udel broadcastingu
v ramci clustra vyuzival randomizovany algoritmus z [BGI92]. Vzhl'adom na to, Ze priemer
kazdého clustra je O(D/x.logn) , bude broadcasting v clustry vyzadovat najviac
O(D/x.log’ n) kol. Messanger po prijati spravy ¢aka na kolo, ktoré je zaiatkom
vykonavania broadcastovaciecho algoritmu. Toto kolo je kazdé O(D/x.log”n) - té kolo.
Messangery roznych clustrov, ktoré prijali zdrojovi spravu v rovnakej Casovej peridde
Broadcast-All, tak v ramci skupiny zacinaji vykonavanie broadcastingu v rovnakom kole.
Broadcasting je realizovany bez ohl'adu na farbu clustra. Pri broadcastovacich algoritmoch sa
predpokladd jeden zdrojovy vrchol. V tomto pripade, ich vSak moéze byt niekolko, Co
vyzaduje Ciastocni modifikaciu algoritmu. PresnejSie na broadcasting v clustry je treba
pozerat’ sa ako na broadcasting v grafe dosiahnutelnosti, kde existuje ,,virtudlny* zdrojovy
vrchol a messengery clustrov, ktoré v danej peridde prijimaji spravu, su jeho susednymi

vrcholmi. Tento graf skupiny v danej periéde doplneny o virtudlny vrchol ma priemer radovo
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rovnaky ako je priemer kazdého zclustrov. Aby sa vyhlo interferencii Broadcast-All
algoritmov beziacich v susednych skupinach, rozdelime vykonéavanie tejto ulohy do 2
striedajucich sa typov kol: kolo pre parne skupiny a kolo pre neparne skupiny.

Group-to-Group — cielom tejto ulohy je dorucit’ zdrojova spravu z reprezentanta clustra

do messangera clustra. Ide o dorucenie spravy medzi dvomi clustrami, ktoré su v roznych
skupinach. Reprezentant clustra, rovnako ako v predchadzajucich tlohach, ¢aka na kolo, ktoré
je zadiatkom danej periédy vykonavania ulohy. V tomto pripade ¢aka nanajvys O(log” n)
kol. Na dorucenie spravy sa vyuziva algoritmus SEA (z tvrdenia 3.1.1), ktory doruci zdrojova
spravu pocas nanajvys O(log®n) kol. Opit vietci reprezentanti zacinajui vykonavat

algoritmus v rovnakom kole v rdmci danej periody.
Lema: Pre lubovolny strom T s n vrcholmi plati, Ze 0 < rank(T) <logn.

Broadcastovaci rozvrh je postaveny tak, ze zdrojova sprava sa k vrcholu cez clustre
dostava tym rychlejSie, ¢im je na ceste k nemu viac zvolenych reprezentantom. Zvoleny
reprezentanti st vSak konStruovany na zdklade ohodnotenia ,rank® clustrov.
Z predchadzajucej lemy vSak vyplyva, Zze na I'ubovolnej ceste v clustrovom strome sa rank
meni nanajvys logn krat. Teda na ceste k 'ubovol'nému vrcholu sa zdrojova sprava dostava
cez nanajvy$ logn procedir Broadcast-All. Celkovy dizka rozvrhu vygenerovaného
algoritmom je O(D + x.log”> n+(D/x.log> n)logn) . Pre x=Ilog’n dostavame dizku

vygenerovaného rozvrhu O(D +log’ n). #

Uvedeny algoritmus bol Elkinom a Kortsarzom v praci [EKc04]  vylepSeny na

generovanie rozvrhov dizky O(D +log* n).

Tvrdenie 3.1.4 [EKc04]: Nech G = (V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rdadiovej
siete. Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomidalnom case pre dany

zdrojovy vrchol s vygeneruje prijatelny rozvrh 11 taky, ze |H| € O(D +log* n).

Idea dokazu: Uvedeny algoritmus do znanej miery vychadza zalgoritmu
z predchadzajuceho tvrdenia 3.1.3. Na rozdiel od predchadzajuceho algoritmu nie st skupiny
G, disjunktné. Konkrétne plati, Ze G, N G,,, = L,. Teda pre dve za sebou idice skupiny G, a
G,,, plati, ze najnizSia vrstva G,,, je najvySSou vrstvou G, . Zaroven aj clustre
v nasledujucich skupinéach nie su disjunktné a maju spolo¢né vrcholy v spominanej spolo¢ne;j
vrstve dvoch nasledujucich skupin. Cielom tejto upravy je odstranit’ potrebu vykonavania
procedury Group-to-Group. Dalsim dosledkom tejto upravy je to, Ze reprezentant clustra uz
nie je v inom clustry, ale messanger je zaroven reprezentantom clustra. Algoritmus nevyuziva

RoundRobin pristup rozdelenia kol pre jednotlivé tlohy pri konsStrukcii broadcastovacieho
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planu. Plan je konStruovany s vyuzitim rekurzivnej procedury Period, ktora pre dané kolo ¢
a danu mnozinu clustrov S, ktorych reprezentanti s v danom kole informovany, konstruuje
broadcastovaci plan. Tento broadcastovaci plan zabezpeci doruCenie zdrojovej spravy do
vSetkych clustrov, ktoré maju byt reprezentantmi (messangermi) clustrov v mnozine
S informované.

Pre dany graf dosiahnutelnosti G = (V,E) azdrojovy vrchol sje celkova dizka
generovaného rozvrhu D + O(v/D.log? n) = O(D + log* n) . #

Vsimnime si, ze véacSina uvedenych algoritmov pracuje s neorientovanymi grafmi
dosiahnutelnosti. Dévod, preco tie algoritmy nie je mozné preniest’ na orientované grafy, je
ten, Ze algoritmy pracuju sucasne s vrcholmi vo viacerych vrstvach a predpokladaja, ze ak 2
vrcholy lezia v dostatocne vzdialenych vrstvach, tak nehrozi, Zze by ich spolo¢né vysielanie

v rovnakom kole viedlo k interferencii. Tento predpoklad vSak pre orientované grafy neplati.

V dalSej Casti sa pozrieme na dolné odhady centralizovaného broadcastingu. Dodajme, ze
trividAlnym dolnym odhadom diZky rozvrhu radiového broadcastingu je excentricita zdroja
Q(D).

Tvrdenie 3.1.5 [ABLPO1]: Existuje mnozina neorientovanych grafov dosiahnutelnosti o n
vrcholoch s polomerom 2 takych, e kazdy prijatelny rozvrh radiového broadcastingu je dizky
Q(log’ n).

Poznamenajme len, ze dokaz predchadzajuceho tvrdenia 3.1.5 je zalozeny na

pravdepodobnostnom dokaze existencie mnozin s istymi vlastnost’ami.

Z predchadzajacich tvrdeni vyplyva, ze pre neorientované grafy dosiahnutelnosti
G =(V,E) spriemerom D e O(log’n) a D>klog*n existuju algoritmy, ktoré generujii
prijatelné rozvrhy radiového broadcastingu asymptoticky optimalnej dizky O(D). Existencia

optimalnych prijatenych rozvrhov pre zvysnu triedu grafov ostava otvoreny problém.

3.2 Distribuovany broadcasting bez detekcie kolizie

V tejto podkapitole popiSeme sériu algoritmov, ktoré realizuju radiovy broadcasting
v sietach, ktorych graf dosiahnutelnosti je orientovany. Uvedené algoritmy nevyuzivaja
spontanne vysielania (pokial’ nie je uvedené inak), t.j. vrchol v sieti vysiela az po tom, ¢o

prijme nejaku spravu ako dosledok vykonavania algoritmu.
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Tvrdenie 3.2.1 [CGGPRO0]: Nech G = (V,E) je orientovany graf dosiahnutelnosti radiovej
siete a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu. Potom existuje

konstruktivny algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting (RB) za O(n*) kél.

Idea dokazu (Algoritmy Round-Robin a Simple-Sequencing): Algoritmus Round-Robin je
zakladnym algoritmom pre distribuovany radiovy broadcasting. Algoritmus predpoklada, ze
kazdy vrchol pozna velkost’ siete n, resp. » horné ohranicenie identifikatorov v sieti.

Algoritmus Round-Robin pracuje v n identickych fazach, z ktorych kazda pozostava z n
kol. V kazdej faze vsetky vrcholy, ktoré prijali zdrojova spravu vysielaji v niektorom z kol
fazy. Konkrétne, vrchol s identifikatorom i vysiela zdrojovu spravu v i-tom kole fazy.

V pripade, ze parameter n je nezndmy, mozeme pouzit nasledovnu techniku, ktora sa
v obmenach vyuziva v pripadoch, kde parameter n je nezndmy, no zadkladné verzie
broadcastovacich algoritmov takuto znalost’ vyzaduju. Tato techniku vSak nie je mozné
pouzit’ vzdy.

Algoritmus Simple-Sequencing pracuje vo fazach. Vo faze kvykonavaju algoritmus
Round-Robin( 2" ) vsetky vrcholy s identifikatormi 1,...,2" snasledovnou modifikaciou:
vrchol, ktory prijal zdrojova spravu a vysielal ju uz vrovnakom kole fazy, nevysiela
v ziadnom z nasledujucich kol fazy.

Po ]—log n—‘ fazach prijmu vsetky vrcholy zdrojovi spravu. Faza k pozostava z 4° kol.
Celkovo je teda na vykonanie broadcastingu i pri neznalosti parametra n potrebnych O(n?)
kol. &

Nasledujuce 3 algoritmy st nekonStruktivne. Su zalozené na tom, ze
pravdepodobnostnymi metodami je ukazand existencia akéhosi kombinatorického objektu
s istymi vlastnostami. Za predpokladu, Ze tento objekt je pre dany parameter n zndmy
vSetkym vrcholom siete, realizuju tieto algoritmy radiovy broadcasting v uvedenych ¢asoch.
Ak je kombinatoricky objekt znamy len zdrojovému vrcholu, méze byt ako sucast
posielanych sprav doru¢eny vrcholom pred tym, nez budii mat’ podl'a neho vysielat’. Zial, nie

su zname algoritmy, ktoré umoznuju pouzivané kombinatorické objekty efektivne generovat’.

Tvrdenie 3.2.2 [CGRO0]: Nech G =(V,E) je orientovany graf dosiahnutelnosti rdadiovej
siete a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu a pocet vrcholov

siete n. Potom existuje algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting (RB) pocas
O(nlog’ n) kél.

Idea dokazu: Algoritmus je zalozeny na koncepte vyberovych mnozin (selective families).
Definicia: Nech mnoziny S, X < {l,...,n}. Potom hovorime, Ze

- mnozina S zasahuje mnozinu X prave vtedy, ak |S NX | =1.
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- mnozina S sa vyvhyba mnoZine X prave vtedy, ak SN X =0.
Pre dané prirodzené cislo w hovorime, Ze mnoZina mnozin S je w-selektor, ak pre Iubovolné
mnoziny X,Y c{l,...,n} s vlastnostou w/2S|X| <w a |Y| <w plati, Ze existuje mnozina
S S, ktord zasahuje X a vyhyba sa Y.
Lema: Pre kazdé n akazdé prirodzené cislo w<n existuje w-selektor S taky, Ze
‘E‘ € O(wlogn).

Nech pre kazdé¢ j=0,...,logn je §_/. = (S_/,O,S_/.,l,...,Sj’ml_fl) je 27 -selektor pozostavajlci

zm; e O(2’ logn) mnozin. Predchadzajica lema garantuje existenciu tychto selektorov.
Samotny algoritmus pracuje vo fazach, pricom kazda faza ma logn +1 kol. V i-tom kole

fazy k vysielaju tie vrcholy, ktoré prijali zdrojova spravu a ich identifikator id € S

i,k modm/- .

Po O(nlogn) fazach vsetky vrcholy prijmu zdrojova spravu. &

Tvrdenie 3.2.3 [KPa03]: Nech G =(V,E) je orientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej
siete, kde informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu a pocet

vrcholov siete n. Potom existuje algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting (RB) za
O(nlognlog D) kol.

Tvrdenie 3.2.4 [CRO3]: Nech G = (V,E) je orientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete
kde, informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu a pocet vrcholov

siete n. Potom existuje algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting (RB) za O(nlog” D)
kol.

Idea dokazu: Algoritmus vychddza z myslienky randomizovaného algoritmu, ktory autori
navrhli. Deterministickd verzia kombinuje vysielanie podla selektorov na zaklade

postupnosti, ktora spiiia predpoklady randomizovaného vysielania. &

V nasledujucich 3 tvrdeniach uvedenych bez dokazov si zhrnieme zndme dolné odhady
tykajiice sa distribuovaného radiového broadcastingu v radiovych sietach bez detekcie
kolizie. Poznamenajme, Ze pre distribuovany radiovy broadcasting platia aj dolné odhady pre

centralizovany broadcasting.

Tvrdenie 3.2.5 [CGGPROO0]: Nech P je deterministicky distribuovany protokol realizujuci RB
a vyuzivajuci spontanne vysielania, kde vrcholy siete sa spravaju na zdklade obsahu prijatych
sprav, c¢isla aktudlneho kola a akychkolvek globalnych parametrov siete. Potom pre kazdé n
a pre kazdé D <2n/3 existuje orientovany planarny graf G o n vrcholoch s excentricitou

zdroja D taky, Ze P vykona broadcasting za Q(Dlogn) kol.
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Tvrdenie 3.2.6 [CMSO01]: Nech P je deterministicky distribuovany protokol realizujuci RB,
kde vrcholy siete sa spravaju na zaklade poctu vrcholov n v sieti, maximalnej excentricity D
vSetkych mozZnych zdrojovych vrcholov a obsahu prijatych sprav. Potom pre kazdé n a pre
kazdé D <n/6 existuje orientovany graf G* on vrcholoch s maximdlnou excentricitou D

taky, zZe P vykona broadcasting za C(nlog D) kol.

Tvrdenie 3.2.7 [KPb03]: Nech P je deterministicky distribuovany protokol realizujuci RB,
kde vrcholy siete sa spravaju na zaklade poctu vrcholov n v sieti a obsahu prijatych sprav.

Potom pre kazdé n a pre kazdé D < n existuje neorientovany plandarny graf G, on wl"choloch
ogn
)

s excentricitou zdroja D taky, Ze P potrebuje na uskutocnenie broadcastingu Q(nm
og(n

kol.
Symetrické radiové siete

Pozrime sa teraz na vysledky v oblasti broadcastingu vo vSeobecnych symetrickych
sietach — Cize vradiovych sietach, ktorych graf dosiahnutelnosti je neorientovany.
Poznamenajme, Ze vSetky dolné odhady casu radiového broadcastingu dokazané pre
symetrické siete platia aj pre vSeobecné siete a naopak, vSetky horné odhady dokazané pre
vSeobecné (nesymetrické) siete platia aj pre symetrické siete.

V praci [CGGPROO] autori skonStruovali algoritmus realizujici distribuovany radiovy
broadcasting v ¢ase O(n). Algoritmus vSak silne vyuzZiva spontdnne vysielania — t.j. vSetky
vrcholy v sieti poznaji zaciatok vykonavania algoritmu a mézu vysielat’ skor, nez prijmu prva

spravu ako dosledok vykonavania algoritmu.

Tvrdenie 3.2.8 [CGGPROO]: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti
radiovej siete a informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu. Potom
existuje konStruktivny distribuovany algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting

s vyuzitim spontannych vysielani pocas O(n) kol.

Idea dokazu (Algoritmus EXPLORE-EXPAND): Kazdy vrchol si poc¢as algoritmu buduje
zoznam svojich susedov a spolu s informéciou, ¢i uz poznaju zdrojovu spravu. Algoritmus
pracuje vo fazach, pricom faza k sa sklada z 7.2°' kol a je rozdelena na 3 Casti. Cast’ A trva
251 ko1, ¢ast B 2F kol adast C 2*"' kol. Cielom fazy kje komponente suvislosti grafu
G, =G(VV,), kde V, ={veV |id(v)< 2"}, ktord obsahuje zdroj, skonstruovat’ orientovany
Eulerovsky tah C, DFS kostry grafu G,. Tento tah sluZi ako ,,rychla® komunika¢nd linka
medzi zdrojom a ostatnymi vrcholmi grafu G, . Kazdy vrchol si paméta svoje poradové cCislo
vtomto tahu C,, priCom poradové Cislo zdroja je 0. Ak zdroj nelezi v G,, tah C, sa

nekonstruuje.
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V Casti A postupne vysielaju spravu so svojim identifikatorom vrcholy s identifikdtorom
25 41,25 2% (2% vrcholov podas 27! kol). Ich susedia, ktori v tejto asti prijimaju
spravu si aktualizujii zoznam susedov. V casti B v j-tom kole vysiela kontaktnu spravu ten
vrchol, ktory m4 v tahu C, , poradové Cislo j za predpokladu, Ze v Casti A alebo
predchédzajucom kole Casti B prijal spravu. Poznamenajme, ze jeden vrchol méze mat’ v tahu
C, , viacero poradovych cisel. Cielom casti B je oznamit’ zdroju, Ze doSlo k rozSireniu
komponentu suvislosti o nové vrcholy. VSimnime si tiez, ze po skonCeni Casti A a B, kazdy
vrchol v grafe G, pozné identifikatory vSetkych svojich susedov v grafe G, . V €asti C sa
DFS prehladavanim grafu G, pomocou tokenu obsahujiceho: zdrojova spravu, dizku cesty
prejdenej tokenom (poradové Cislo vrcholu v ramei tahu) a identifikator (susedného) vrcholu,

ktorému je token uréeny. Cast’ C fizy k skonstruuje tah C,. &

Mohlo by sa zdat’, ze algoritmus z predchadzajiacej vety realizuje ARB. VSimnime si, Ze
moze nastat pripad, kedy susednymi vrcholmi zdroja st vrcholy svelmi vysokymi
identifikatormi. Vrcholom siete ale podl'a pouzit¢ého modelu nie je zndme ohrani¢enie poctu
vrcholov. Zdroj teda nedokéze rozliSit’ ¢i to, ze od zaciatku algoritmu do aktualneho kola
neprijal ziadnu spravu, je dosledkom toho, ze je jedinym vrchol v sieti, alebo toho, ze este
nenastala taka faza k, v ktorej by mali vysielat’ jeho susedné vrcholy. Na zaklade podobnych
uvah je vpraci [CGGPROO] formalne dok4zand nasledujica vetu o nemoznosti ARB uz

v pripade symetrickych sieti:

Tvrdenie 3.2.9 [CGGPRO0]: Nech P je lubovolny deterministicky distribuovany protokol
realizujuci ARB s moznostou spontannych vysielani, kde vrcholy poznaju len svoj
identifikator. Potom existuje symetricky planarny graf s excentricitou zdroja 2, na ktorom P

nepracuje korektne.

V pripade, Ze spontanne vysielania nepouzivame, je situdcia z ¢asového hl'adiska vyrazne
horSia. Kowalski a Pelc v praci [KPb03] skonstruovali algoritmus realizujuci RB pocas

O(nlogn) kol. Pouzité je v lom zaujimava technika simulovania detekcie kolizie.

Tvrdenie 3.2.10 [KPb03]: Nech G = (V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej
siete a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu. Potom existuje

konstruktivny  distribuovany algoritmus, ktory realizuje radiovy broadcasting pocas
O(nlogn) kol.

Idea dokazu (Algoritmus Select-and-Send): Predpokladajme, ze vrchol v prijal zdrojovu

spravu. Nech 4 c I'(v) je vlastna podmnoZzina mnoziny susednych vrcholov anech w¢ A4 je
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vyznacny sused vrcholu v. Cielom je rozlisit, ¢i mnozina 4 ma 0, 1 alebo viac ako jeden
prvok. Na tento ucel mdézeme pouzit’ proceduru Echo pracujicu v 2 kolach:
Procedure Echo(w, A)
1. kolo: Kazdy vrchol v mnozine A vysiela svoj identifikator
2. kolo: Kazdy vrchol v mnozine 4w {w} vysiela svoj identifikator
Pocas vykonavania procediry Echo mézu nastat’ 3 pripady:
1. vrchol v prijme spravu v 1. kole aneprijme Zziadnu spravu v 2. kole: V tomto
pripade vrchol v vie, ze |A| =1.
2. vrchol v neprijme v 1. kole ziadnu spravu a v 2. kole prijme spravu (od vrcholu w).
V tomto pripade vrchol v vie, Ze |A| =0.

3. vrchol v neprijme v 1. ani v 2. kole Ziadnu spravu. Vrchol v tak vie, Ze |A| >2.

Predpokladajme, ze vrchol v poznd jedného zo svojich susedov w. Nech S je mnozina
susedov vrcholu vroznych od w. Nech dalej vrchol vpozna horné ohranicenie m
identifikatorov vrcholov v mnozine S, priCom m je mocninou 2. Potom pomocou procedury
Echo moézeme vybrat' jeden vrchol zmnoziny S v c€ase O(logm) algoritmom Binary-
Selection. Algoritmus Binary-Selection pracuje vo fazach, zktorych kazda ma 3 kola.
V prvom kole kazdej fazy vysiela vrchol v rozsah identifikatorov R, pricom v prvej faze je
tento rozsah R :={l,...,m/2} . V nasledujucich 2 kolach fazy potom vykond proceduru
Echo(w,RNS) . Nech rozsah v danej faze je R ={x,...,y}. Podla vysledku vykonania
procedury Echo potom:

Ak |R N S| =1, mdze vrchol v vybrat’ jedného zo susedov.

Ak |[RN S| =0, tak nastavi pre dalsiu faizu R:={y+1,...,y+(y—x+1)/2}.

Ak |[RN S| > 2, tak nastavi pre dalsiu fazu R = {x,...,(y —x—1)/2}.

Nakoniec mozeme procediru Echo spolu s algoritmom Binary-Selection pouzit' na
samotny broadcastovaci algoritmus Select-and-Send. Algoritmus postupne DFS
prehladavanim prechddza graf, priCom v kazdom okamihu drzi token (pravo vysielat) jeden
z vrcholov grafu. Na zaliatku drzi token zdrojovy vrchol. Ten si najprv v prvej casti
algoritmu vyberie jedného zo susedov nasledovne: Zdroj v 1. kole vysiela povel na zacatie
vyberu jedného zo susedov. Vrcholy, ktoré tato spravu prijali, potom vysielaju tak, ze v kole
2i vrchol s identifikatorom i vysiela spravu so svojim identifikatorom. Ak zdroj v kole 2i
prijima taktto spravu, tak v kole 2i +1 vysiela spravu s prikazom pre susedov na ukoncenie
vyberu. Po prijati tejto spravy susedia zdroja prestavaji vykonavat' vyber a zdroj pozna
identifikator jedného so svojich susedov. Nésledne za¢ina druha cast’ algoritmu — vysielanie
tokenu. Zdroj vysiela token zvolenému vrcholu s identifikatorom i. Token obsahuje okrem
identifikatora odosielatel’a a prijemcu aj zdrojova spravu. Pre kazdy vrchol okrem zdrojového

nech parent(v) je identifikator vrcholu, od ktorého prijal token po prvy krat. Kazdy vrchol
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po prijati tokenu pomocou procedury Echo skontroluje, Ci existuje sused, ktory eSte neprijal
token. Ak taky sused neexistuje, vrati ho vrcholu parent(v). V opacnom pripade sa pokusi
vybrat’ jedného zo susedov, ktory este neprijal token. Nech § je mnoZzina susedov vrcholu,
ktori eSte neprijali token. Vrchol pomocou procediry Echo najprv ndjde ohraniCenie
identifikatora aspon jedného vrcholu z mnoziny S. Postupne pre £ >0 spusta proceduru
Echo(parent(v),S n{0,...,2*}) , az kym nendjde ktaké, ze S{0,...,2°} #0 . Potom
algoritmom Binary-Selection vyberie jeden susedny vrchol z mnoziny S, ktorému posle token.
Poznamenajme, ze pri procedure Echo ako pomocny vrchol pouzivame vzdy vrchol
parent(v) v pripade nezdrojového vrcholu a vrchol vybrany v prvej Casti algoritmu v pripade
zdrojového vrcholu. Algoritmus kon¢i, ked’ zdrojovy vrchol nema komu poslat’ token. Pocet
kol potrebnych na odoslanie tokenu vrcholu, ktory eSte neprijal Ziaden token je O(logn).

Celkovo je tak zlozitost tohto algoritmu O(nlogn) kol. &

3.3 Distribuovany broadcasting s detekciou kolizie

V tejto podkapitole sa pozrieme na distribuovany radiovy broadcasting v modely
s detekciou kolizie. Kym v symetrickych sietach bez detekcie kolizie ARB nie je mozny,
v modely s detekciou kolizie je mozny uz aj v pripade silne suvislych grafov. V symetrickych
sietach s moznostou spontidnnych vysielani je mozné dosiahnut ARB pocas O(n) kol.
Zaroven detekcia kolizie so sebou prindsa moznost’ zakdédovania informécii do kolizie (vid’
tvrdenie 3.3.1). V tejto podkapitole budeme kontaktnou sprdavou nazyvat’ jednobitovi spravu,

resp. 'ubovol'nt spravu, ktorej obsah hovori, Ze ide o takyto typ spravy.

Tvrdenie 3.3.1 [CGGPROO]: Nech G=(V,E) je Iubovolny orientovany graf
dosiahnutelnosti rdadiovej siete s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je
obmedzena identifikator vrcholu. Potom existuje konStruktivny algoritmus, ktory realizuje
radiovy broadcasting zdrojovej spravy o pocas 0(|U|D) kol, kde D je excentricita zdroja a

|0'| je pocet bitov zdrojovej spravy.

Idea dokazu (Algoritmus ENCODED-BROADCAST): Nech (q,,...,a,) je binarna
reprezentacia zdrojovej spravy o . Algoritmus pracuje vo fazach. Prva faza sa sklada z 1 kola,
kazda d’alSia faza sa sklada z 2 + 4 kol. V kazdej faze su niektoré vrcholy aktivne a vSetky
ostatné su pasivne. V prvej faze je aktivny len zdroj a vysiela zdrojova spravu o pocas 1.
kola tejto fazy. Vo faze k su aktivne tie vrcholy, ktoré pocas predchadzajucej fazy k —1 prijali
v nejakom kole spravu alebo detekovali koliziu, a v ziadnej faze doteraz eSte neboli aktivne.
Ako bude vidiet’ neskor, su to tie vrcholy, ktoré pocas fazy k —1 dekodovali zdrojova spravu
a teda ju na zaciatku fazy k& uz poznaju. Invariantom algoritmu je, zZe vSetky aktivne vrcholy

poznaju zdrojovi spravu. Faza k je rozdelend do r+2 dvojkolovych segmentov
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by.by,....b b

spravu. Vysielanie v segmente b, pre 1 <i <r zavisi od hodnoty a,. Ak a, =0, tak aktivne

.., - Aktivne vrcholy v oboch kolach segmentov b, a b,,, vysielaji kontaktnu
vrcholy pracuji v oboch kolach segmentu b, ako prijimace, t.j. nevysielaji Ziadnu spravu. Ak
a; =1, tak v prvom kole segmentu b, vystupuju aktivne vrcholy ako prijimace (nevysielaju
spravu) a v druhom kole vysielaju kontaktnu spravu. Vrcholy, ktoré su aktivne vo faze k+1
poznaju na zaciatku tejto fazy zdrojovl spravu, pretoze ju vedia dekddovat’ z vysielania vo
faze k. Vsetky aktivne vrcholy totiz vysielaji rovnako. Teda bud’ v danom kole vsetky
vrcholy vystupujuce ako prijimace neprijimaji ziadnu spravu, alebo vsetky rozpoznaju
vyslanie kontaktnej spravy (bud’ ako prijatie kontaktnej spravy alebo ako detekciu vzniku
kolizie). Cielom segmentov b, a b, je ohrani¢it kold obsahujuce vysielanie spravy.
Rozdelenim kol vysielania na dvojice zodpovedajuce segmentom a rozpoznanim toho, ¢i
aktivne vrcholy vysielali alebo nevysielali, vedia vrcholy aktivne vo faze k +1 priamociaro
dekodovat obsah zdrojovej spravy. &

Tvrdenie 3.3.2 [CGGPROO]: Nech G = (V,E) je silne suvisly graf dosiahnutelnosti radiovej
siete s detekciou kolizie a informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu.
Potom existuje konStruktivny distribuovany algoritmus, ktory realizuje ARB s pouZitim
spontannych vysielani pocas O(nD) kol.

Idea dokazu (Algoritmus BOUND-BROADCAST-CHECK): Algoritmus pozostava z 3
Casti nasledujtcich za sebou. Cielom prvej Casti je urcit’ horné ohranicenie poctu vrcholov
siete. Druha Cast ma za ciel, aby vrcholy v sieti spoznali svoju vzdialenost od zdroja
(prislusnost’ k vrstve). Tretia Cast’ algoritmu realizuje si¢asne samotny broadcasting zdrojovej
spravy a vypocet excentricity zdroja tak, aby tato hodnota bola zndma vsetkym vrcholom
siete. Znalost’ excentricity umoziuje zastavenie vykonavania algoritmu, ¢ize ARB.

Prva &ast algoritmu pracuje vo fazach, pri¢om faza k trva 2" +1 kol. Hovorime, Ze
vrchol je aktivny vo faze k, ak aspon v jednom kole fazy k vystupoval ako vysielac. V 1.
faze st aktivne vSetky vrcholy. Ako uvidime neskor, v kazdej faze buda aktivne bud’ vSetky
vrcholy alebo ziaden. V 1. kole fazy wvysielaju kontaktni spréavu tie vrcholy, ktorych
identifikator je vacsi nez 2° . Ostatné vrcholy vystupuju ako prijimace. V i-tom kole (i >1)
fazy vysielaju kontaktnu spravu tie vrcholy, ktoré po prvy krat v rdmci aktudlnej fazy v kole
i —1 prijali kontaktnu spravu alebo detekovali koliziu. Nech &, je prva faza, v ktorej nie je
aktivny Zziaden vrchol. Potom prva cCast’ algoritmu konc¢i a vSetky vrcholy vedia, ze pre
najvacsi identifikator Z v sieti plati 2% < Z <2% pri¢om Z = O(n).

V druhej &asti algoritmu, ktora trva 2 kol, sa vietky vrcholy dozvedia svoju vzdialenost
od zdroja. V 1. kole vysiela zdroj kontaktnu spravu. V kole i > 1 vysielaju kontaktni spravu
tie vrcholy, ktoré v kole 7 —1 prijali kontaktni spravu alebo detekovali koliziu po prvy krat
v 2. Casti algoritmu. Na zaklade toho, v ktorom kole vysielaji kontaktni spravu, poznaju

svoju vzdialenost’ od zdroja.
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Tretia Cast’ algoritmu prebieha vo fazach, ktoré st rozdelené na dve po sebe nasledujuce
podfazy po 2 kél. V prvej podfaze v kole i vysiela zdrojova spravu vrchol s identifikatorom
i, ak tato zdrojovu spravu poznd. Druhd podfaza funguje ako jedna z faz v prvej cCasti
algoritmu s tym rozdielom, Ze v prvom kole druhej podfazy fazy k vysielaji kontaktnu
spravu tie vrcholy, ktorych vzdialenost’ od zdroja je vicsia nez k. Ak po skonéeni podfazy
nie je ziaden vrchol aktivny (neprijala sa kontaktna spravu ani nedetekovala kolizia), znamena

to tispesné vykonanie broadcastingu. %

Tvrdenie 3.3.3 [CGGPROO]: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti
radiovej siete s detekciou kolizie a informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator
vrcholu. Potom existuje konsStruktivny distribuovany algoritmus, ktory realizuje ARB

s pouzitim spontannych vysielani pocas O(n) kol.

Idea dokazu (Algoritmus EXPLORE-EXPAND-CHECK): Algoritmus je modifikaciou
algoritmu EXPLORE-EXPAND ztvrdenia 3.2.8. Na zistenie ukoncenia broadcastingu je
algoritmus doplneny v kazdej faze o jedno kolo vysielania. V iom vrcholy s identifikatorom
vassim nez 2" vysielaju kontaktnii spravu. Ak vtomto kole vrcholy s identifikatorom
nanajvys 2° vystupujiice ako prijima¢e prijmu kontaktni spravu alebo detekujii koliziu, tak
prejda do stavu varovany. Zaroven je upravena aj Cast’ C algoritmu tak, ze ak token pride do
varovan¢ho vrcholu, zaznamena sa to do tokenu. Ak zdrojovy vrchol z prijatého tokenu zisti,

ze pocas svojej cesty nepresiel cez varovany vrchol, vie, ze broadcasting je ukonceny. &

Algoritmus z tvrdenia 3.3.3 realizuje ARB v ¢ase O(n) v radiovych sietach s detekciou
kolizie, ktorych graf dosiahnutelnosti je symetricky. Algoritmus vSak vyuZiva spontanne
vysielania. V modely bez spontannych vysielani mdézeme pouzit algoritmus ENCODED-
BROADCAST z tvrdenia 3.3.1, ktory realizuje RB pocas O(|0|D), kde |0| je pocet bitov
spravy o . V pripade, ze zdrojové spravy su dlhé alebo pristup k bitovému zéapisu spravy
nemame, tento algoritmus je nevyhodny, resp neefektivny. V nasledujucej Casti ukédzeme
algoritmus, ktory realizuje ARB pocas O(n + Dlog D) kol bez vyuzitia spontannych vysielani
v radiovych sietach s detekciou kolizie, ktorych graf dosiahnutel'nosti je symetricky, a jedina

informacia vo vrchole je jeho identifikator.

Nasledujuce algoritmy vychadzaju z myslienky algoritmu ENCODED-BROADCAST
(tvrdenie 3.3.1), kde je schopnost’ detekcie kolizie vyuzitd na dekodovanie spravy

zakoddovanej do série vysielani kontaktnych sprav.
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Distribuované priradenie Cisla vrstvy vrcholu

Tvrdenie 3.3.4: Nech G = (V,E) je graf dosiahnutelnosti rddiovej siete s detekciou kolizie
a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu. Potom existuje
konstruktivny distribuovany algoritmus, ktory pre kazdy vrchol v sieti urci jeho vzdialenost od

zdroja, t.j. jeho zaradenie do vrstvy.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-LAYERING): Algoritmus bude pracovat’ vo fazach. Vo
faze i (i 2 0) budu aktivne vSetky vrcholy vo vrstve i. V algoritme udrziavame invariant, Ze
vSetky vrcholy vo vrstve i vstipia do fazy i v rovnakom kole a pred vstupom do prvého kola
tejto fazy poznaju svoju prislusnost’ do vrstvy i. VSetky ostatné vrcholy budu neaktivne a
vystupuju ako prijimace. PoCas kazdej z faz vrcholy vyslu vrcholom nasledujucej vrstvy
poradové Cislo vrstvy, do ktorej vrcholy tejto nasledujucej vrstvy patria — teda vo faze i sa
vysiela ¢islo i +1. Toto ¢islo vyslu zakodované do série vysielani. Nech (i,...,7,) je binarny
zapis Cisla i +12>1. Potom faza i bude pozostavat' z 2r + 4 kol, ktoré su rozdelené do r + 2

dvojkolovych segmentov b,,b,,...,b,,b V oboch kolach segmentu b, vystupuji vSetky

r+l
aktivne vrcholy (vrcholy vrstvy i) ako vysielaCe a vysielaji kontaktni spravu. Zoberme
segment b, , 1< j<r prislichajaci hodnote i, . Ak i, =0, tak aktivne vrcholy v oboch
kolach segmentu budu vystupovat’ ako prijimace — t.j. nevysielaji ziadnu spravu. Ak i, =1,
tak aktivne vrcholy budu v prvom kole segmentu vystupovat’ ako prijimace a v druhom kole
budu

aktivne vrcholy vystupovat’ v oboch kolach segmentu ako vysielace a vysli kontaktnu spravu.

segmentu ako vysielace, priCom vyslu kontaktni spravu. Nakoniec v segmente b, ,,
Poznamenajme, ze vzhl'adom na udrziavany invariant, vSetky aktivne vrcholy vysielaju vo
vSetkych kolach rovnako. Teda v kole, v ktorom maji aktivne vrcholy vysielat, vSetky ich
susedné vrcholy vystupujuce ako prijimace prijmu kontaktnti spravu alebo detekuju koliziu.
Spomedzi neaktivnych vrcholov budu vyslant spravu dekddovat iba tie vrcholy, ktoré svoju
prislusnost’ do vrstvy eSte nemaju urcenu, t.j. iba vrcholy vrstvy i+1. Vysielanie pocas
segmentu b, ma za nasledok ,,zobudenie* vrcholov vrstvy i+1 aich pripravenie na prijem
spravy zakodovanej do série vysielani. Zaroven vysielanie vsegmente b ,, informuje
o ukonceni vysielania spravy. Vysielanie v oboch kolach tychto segmentov (b, a b,,, )
zarucuje, ze toto vysielanie nebude zamenené za vysielanie obsahu spravy pocas segmentov
b,,...,b,. V kazdej faze je vd’aka tomu mozné vysielat’ spravu inej dizky.

Dekodovanie vyslaného ¢isla i +1 bude vo vrcholoch vrstvy i+1 prebiehat’ segmentoch
ohrani¢enych segmentmi b, a b, - tj. v segmentoch, kde vrcholy pocas prvého kola
neprijimaji ziadnu spravu ani nedetekuju koliziu. Ak je v druhom kole vysielania segmentu
b, prijata kontaktna sprava alebo je detekovana kolizia, tak j-ty bit vysielanej zakodovane;j

spravy je 1, inak je tento bit rovny 0. Vrcholy po prijati spravy a dekddovani jej obsahu si toto
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¢islo ulozia ako svoju prisluSnost’ k vrstve a stantl sa aktivnymi v nasledujucej faze. Aktivne
vrcholy vo faze i sa stanu neaktivnymi.

Uvedeny algoritmus vykond distribuované priradenie ¢isla vrstvy vrcholu na nanajvys
O(Dlog D) kol, ked’ze najdlhsia vysielana sprava ma dizku O(log D) a algoritmus pozostava
zD+1 faz. &

Poznamenajme d’alej, ze uvedeny algoritmus je mozné rozsirit' tak, Ze umozni relativnu
synchronizaciu c¢isla aktualneho kola v jednotlivych vrcholoch vzhladom na zaciatok
algoritmu v zdrojovom vrchole. Algoritmus je treba upravit’ tak, ze kazdy vrchol, si na
zaklade svojej prislusnosti k vrstve vypocita a nastavi Cislo aktualneho kola. Konkrétne tento
vypocet je zalozeny na fakte, Ze vrchol vo vrstve i ukoncuje prijem svojho zaradenia do
vrstvy po z:o 2\_log(r + I)J + 6 koléch algoritmu. Ak teda algoritmus zacal v kole 1, tak kolo
z:o 2\_log(r + I)J + 6 je poslednym kolom fazy i —1.

Distribuované urcenie odhadu najvicsej hodnoty v sieti

Tvrdenie 3.3.5: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete
s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu.
Dalej nech kazdému vrcholu v € V v sieti je priradené celé cislo Value(v) > 0. Potom existuje
konStruktivny distribuovany algoritmus, ktory pocas O(D(logD +logZ)) kol vypocita
v zdroji siete také ohranicenie Z, Ze pre najvicsiu hodnotu priradenu vrcholu v sieti

Value,,,, = max{Value(v)|veV} plati, ze Z/2 <Value,,,, <Z.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-FIND-BOUND): Predpokladajme najprv, Ze pracujeme
v modely, kde informacia v kazdom vrchole je obmedzend na identifikator vrcholu a jeho
zaradenie do vrstvy. Neskor ukdZzeme ako predpoklad znalosti zaradenia vrcholu do vrstvy
odstranit’.

Zakladnou ideou algoritmu je akoby prehladanim do Sirky ndjst’ ohrani¢enie hodnoty
Value,,,, - najvacsej hodnoty priradenej nejakému vrcholu siete. Na zaciatku zdrojovy vrchol
vysiela povel na zacatie algoritmu, ktory sa prenesie po vrstvach do vSetkych vrcholov siete.
Kazdy vrchol ¢aka, kym si jeho susedné vrcholy v nasledujicej vrstve neurcia vlastné odhady
tohto ohranicenia. Potom vrchol zozbiera odhady susednych vrcholov z nasledujicej vrstvy
takym spdsobom, Ze i ked’ neziska jednotlivé odhady susedov presne, ziska nejaku hodnotu
najviacsieho odhadu, aka sa vyskytuje u susednych vrcholov. Tuto hodnotu porovna so svojou
priradenou hodnotou. Ziska tak vlastny odhad najvécsej hodnoty priradenej nejakému vrcholu
v sieti. Nasledne je vrchol pripraveny ozndmit’ svoj odhad na poziadanie susednym vrcholom

z predchadzajucej vrstvy. Takto sa odhady postupne dostani spitne po vrstvach az
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k zdrojovému vrcholu. Odhad najvac¢sej hodnoty priradenej vrcholu v sieti budeme urcovat
ako odhad v tvare 2'.

Algoritmus bude pracovat’ vo fazach. V kazdom kole algoritmu moze byt vrchol v stave
neaktivny, oznamujuci, cakajuci, vediaci, prijimajuci alebo vysielajuci. Na zacCiatku je
zdrojovy vrchol v stave oznamujuci a vSetky ostatné vrcholy st v stave neaktivny. Kazda faza
je rozdelend do 3 podfaz (Cislovanych 0, I a 2), z ktorych kazda sa sklada zo 4 dvojkolovych
segmentov — t.j. kazda faza pozostava celkovo z 24 kol. V druhom kole segmentu sa vysiela
sprava iba v niektorych pripadoch pocas prvého segmentu.

Vrcholy v stave oznamujiuci oznamuju vrcholom v nasledujucej vrstve vykonavanie
algoritmu. V stave cakajuci s tie vrcholy, ktoré Cakaju, kym vsetky ich susedné vrcholy
v nasledujucej vrstve nepoznaju svoj odhad najviacsej hodnoty priradenej nejakému vrcholu
siete. Vrcholy v stave vediaci uz maju svoj odhad urcéeny. Vrcholy v stave vysielajuci
vysielaju svoj odhad vrcholom predchadzajtcej vrstvy, ktoré su v stave prijimajuci.

Pre kazdu podfazu j nazvime vrstvami podfdzy j mnozinu vrcholov §; = ULZ. . Dalej
pre podfazu j definujme mnoziny P/ =S, P =8 noas @ P77 =81y moas e
V j-tej podfaze 0 < j <2 prebieha vysielanie nasledovne:

V prvom segmente vysielaji v oboch kolach kontaktnii spravu vsetky vrcholy v stave

oznamujuci z vrstiev aktualnej podfazy, t.j. z mnoziny Pjo. Po odvysielani sprav prejdu tieto
vrcholy do stavu cakajuci. Vrcholy v stave neaktivny, ktoré v nejakych dvoch za sebou
nasledujucich kolach prijimaja kontaktnii spravu alebo detekuju koliziu, prejda do stavu
oznamujuci. Vysielanie v podfaze je totiz naplanované tak, ze jediné kold, v ktorych moze
nastat’ takato situdcia, su kola, v ktorych vysielaju vrcholy predchadzajucej vrstvy pocas
prvého ,,oznamovacieho* segmentu prislusnej podfazy. Podl'a vrstvy, do ktorej vrcholy patria,
si vedia pri zmene stavu z neaktivny na oznamujuci ur€it’ prave prebiehajuce kolo v ramci
aktualnej fazy. Konkrétne pre vrchol z vrstvy i tdto zmena stavu nastava po 2. kole prvého
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segmentu podfazy j, kde i —1= j (mod3). Cielom tejto Casti je ,,aktivovat* vrcholy siete,
aby zacali participovat’ na vykondvanom algoritme a zaroven sa zosynchronizovali v rdmci
prave prebichajlicej fazy. Poznamenajme, ze aj ked’ sa toto kolo vykonava v kazdej podfaze
kazdej fazy, k redlnemu vysielaniu dojde len pocas prvych D +1 podfaz.

V druhom segmente podfazy vysielaji v prvom kole kontaktnt spravu tie vrcholy v stave

oznamujuci, Cakajuci alebo prijimajuci, ktoré lezia vo vrstvach nasledujucich vrstvy
aktualnej podfazy, t.j. vrcholy z mnoziny Pj”. Ak vrchol z Pj0 , tj. vo vrstve aktudlnej
podfazy, ktory je v stave cakajiici, pocas tohto kola neprijme kontaktnt spravu ani nedetekuje
koliziu, prejde do stavu prijimajuci. VSimnime si, Ze vrchol z Pj_0 meni svoj stav, ak vSetci
jeho susedia v nasledujucej vrstve (t.j. z Pj”) su v stave vysielajuci alebo vediaci. To, ako
uvidime neskor, znamend, Ze vsetky susedné vrcholy uz poznajii svoj odhad najvicsej
hodnoty priradenej nejakému vrcholu v sieti. V druhom kole tohto segmentu vystupuji

vrcholy z vrstiev aktudlnej podfazy ako prijimace, t.j. nevysiela sa Ziadna sprava.
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V tretom segmente vysielaju kontaktnu spravu v prvom kole tie vrcholy z Pj0 , ktoré

v predchadzajucom segmente presli do stavu prijimajuci. Tymto kolom oznamuju vrcholy,
ktor¢ zistili, Ze uz vSetky ich susedné vrcholy v nasledujicej vrstve poznaji svoj odhad, aby
im tieto susedné vrcholy svoje odhady zaslali. Vrcholy z Pj“, t.j. vo vrstvach nasledujtcich
vrstvy aktudlnej podfazy, ktoré vtomto kole prijimaju kontaktni spravu alebo detekuju
koliziu a st v stave vediaci, prechadzaji do stavu vysielajuci. Rovnako aj v tomto segmente
sa v druhom kole nevysiela ziadna sprava.

V Stvrtom segmente vysielaju v prvom kole kontaktna spravu vrcholy v stave vysielajuci

Z mnoziny Pj+1 , tj. zvrstiev nasledujucich vrstvy aktualnej podfdzy. Podobne ako
v predchadzajucich segmentoch sa v druhom kole nevysiela. Ak 2" je v danom vrchole
odhadovana hodnota najvicsej priradenej hodnoty v sieti, tak tento vrchol bude celkovo, od
zmeny svojho stavu na stav vysielajuci, vysielat v prvom kole Stvrtého segmentu prislusnej
podfazy v r nasledujucich fazach kontaktnu spravu. Po poslednom odvysielani kontaktne;j
spravy prechddza vrchol do stavu neaktivny. Vrcholy v stave prijimajuci vo vrstvach
aktualnej podfazy (Pjo) pocitaju, v kol’kych fazach za sebou v prvom kole Stvrtého segmentu
prijimaju kontaktni spravu alebo detekuju koliziu. Ak v niektorej z faz neprijma ziadnu
spravu v Stvrtom segmente, znamena to, ze vSetky odhady susedov uz boli odvysielané. Nech
r je pocet za sebou iducich faz, v ktorych vrchol v stave prijimajuci prijal kontaktnt spravu
alebo detekoval koliziu v Stvrtom segmente prislusnej podfazy. Potom vrchol prejde do stavu
vediaci a nastavi ako odhadovant hodnotu ohrani¢enia najvacsej priradenej hodnoty v sieti na

&islo max(2”, 2M°¢"“) 1y kde Value(v) je jemu priradena hodnota.

Rozdelenie vysielanie do podfaz podla prislusnosti k vrstve zaruCuje, ze pocas vysielania
neddjde k nezelanej interferencii. Zaroven, vd’aka znalosti prislusnosti k vrstve, na vysielané
spravy v danej podfaze mozu reagovat’ len tie vrcholy, pre ktoré je toto vysielanie urcené.
V ramci podfazy j chceme, aby navzijom komunikovali iba vrcholy z mnozin Pjo a Pj”.
Vsimnime si, Ze vrcholy, ktoré v nasledujucej vrstve nemaju susedov (a teda od nich neprijmu
ziadne vysielanie) sa podl'a algoritmu spravaju tak, ako keby im z d’alSej vrstvy priSiel odhad
ohrani¢enia najviésej priradenej hodnoty rovny 2°.

Ciel'om pouzitia dvojkolovych segmentov, kde jediné sucasné vysielanie v oboch kolach
nastava iba v prvom segmente podfazy, je zabranit’ tomu, aby susedné vrcholy vrcholov
v stave neaktivny (t.j. v podfaze j vrcholy z mnozZiny Pj_1 =S ji2ymeas V Stave neaktivny)
prijatie vysielania v druhom alebo Stvrtom segmente povodne smerovaného z Pj+1 do Pjo
nechapali ako vysielanie v prvom segmente podfazy, ktoré je ur¢ené prave im. To by malo za
nasledok chybnt synchronizéciu tychto vrcholov v ramci prebiehajucej fazy.

Poznamenajme d’alej, Zze vrchol nemusi vzdy ziskat’ spravny odhad ohraniCenia najvacsej
priradenej hodnoty od svojich susedov v nasledujucej vrstve. Nejaky zo susedov totiz mohol

vstupit’ do stavu vysielajuci na popud nejakého vrcholu v inej faze. Za ten ¢as uz mohol
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vysielat’ kontaktnu spravu v stave vysielajuci v niekol’kych fazach, ¢i dokonca mohol stihnat
prejst’ do stavu neaktivny. Vrchol v stave prijimajuci, tak ziskava skresleny odhad, ktory je ale
vzdy mensi alebo rovny, nez maximalny skuto¢ny odhad susednych vrcholov. Ukézeme, ze
toto skresl'ovanie nemé vplyv na to, ze sa spravny odhad dostane k zdrojovému vrcholu. Nech
teda vrchol drzi ako svoj odhad hodnotu, ktord je spravnym odhadom najvécsej priradene;j
hodnoty v sieti. Potom ale podla algoritmu minimalne jeden jeho sused v predchadzajuce;j
vrstve, konkrétne ten, ktory sposobi jeho prechod do stavu vysielajuci, prijme tento odhad
spravne. Dovodom je, ze tento vrchol bude v stave prijimajuci pocas celého vysielania
spravneho odhadu. Spravny odhad ohrani¢enia najvicSieho identifikatora v sieti sa tak
postupne dostane po vrstvach az k zdrojovému vrcholu. Formalne to mozno l'ahko ukézat
indukciou po vrstvach. Zdrojovy vrchol moze tito hodnotu nasledne odvysielat’” algoritmom
ENCODED-BROADCAST ostatnym vrcholom v sieti.

Celkova casova zlozitost' tohto algoritmu je O(DlogZ) , kde Z je odhad najvicsej
priradenej hodnoty nejakému vrcholu v sieti. Najdlhsia ,vetva® ma totiz dizku O(D)
a najdlhsi vysielany odhad je O(logZ).

Pozrime sa teraz, ako mozeme odstranit’ predpoklad, ze vrcholy poznaju svoje zaradenie
do vrstvy. Tento predpoklad mozno odstranit’ tak, ze algoritmus skombinujeme s algoritmom
na urcenie prislusnosti vrcholu k vrstve z predchadzajucej vety. V ilom maju jednotlivé fazy
presne stanovent dizku trvania, ¢oako sme konstatovali, umoZituje naviac aj relativnu
synchronizaciu aktudlneho c¢isla kola vzhl'adom na zacCiatok algoritmu. Algoritmus na
zaradenie vrcholov do vrstiev pracuje vo fazach znamej dizky, pricom faza k pracuje
s vrcholmi vo vrstve L, a L,,, . Zatial' skonStruovany algoritmus na urc¢enie odhadu najvicse;
priradenej hodnoty aktivuje vrcholy na vykonéavanie algoritmu tiez po vrstvach, konkrétne
v 1. segmente podfaz. Musime vSak davat’ pozor, aby tento algoritmus nepracoval s vrcholmi,
ktoré¢ eSte nemaji urCenu prislusnost k vrstve. Obe algoritmy moézeme skombinovat
nasledovnym sposobom. Zdrojovy vrchol najprv zacne vykonavat’ algoritmus na zaradenie
vrcholov do vrstiev upraveny tak, ze vrcholy ktoré ukoncia vysielanie vo faze k prejda do
stavu neaktivny algoritmu na urCovanie odhadu. Zdrojovy vrchol po ukonceni fazy 0
algoritmu ENCODED-LAYERING zaCina vykonavat algoritmus na urCovanie odhadu. Je
treba dbat’ na to, aby obe algoritmy neinterferovali. Prvy segment kazdej podfazy preto
upravime tak, ze vrchol v stave oznamujuci nevysiela kontaktni spravu a ani nemeni svoj
stav, ak je v takej vrstve a takom kole, ze pocas kol prvého segmentu v nasledujucich dvoch
vrstvach eSte bezi algoritmus ENCODED-LAYERING. To, ¢i v nasledujucej vrstve bezi
algoritmus ENCODED-LAYERING je mozné vypocitat’ na zaklade ¢isla vrstvy a aktualneho
kola algoritmu. Aktualne kolo algoritmu moéze byt urené modifikovanym algoritmom
ENCODED-LAYERING, pripadne moéze byt vypocitané na zdklade vrstvy, do ktorej patri
vrchol vzhl'adom na kolo, kedy prejde vrchol do stavu oznamujuci.

Celkova casova zloZitost’ kombinovaného algoritmu je O(Dlog D + DlogZ) kol. #
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Tvrdenie 3.3.6: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej siete
s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu.
Potom existuje konStruktivny distribuovany algoritmus, ktory pocas O(Dlog D) kol vypocita

v zdroji siete také ohranicenie Z, Ze pre excentricitu zdroja D plati, ze Z/2 <D< Z.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-D-BOUND): Pouzije sa modifikdcia algoritmu
ENCODED-FIND-BOUND, kde hodnota priradend vrcholu siete bude jeho vzdialenost’ od

zdroja (Cislo vrstvy). &

Tvrdenie 3.3.7: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej siete
s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu.
Potom existuje konstruktivny distribuovany algoritmus, ktory pocas O(Dlogn) kol urci
v zdroji také ohranicenie Z, Ze pre najvdcsi pouzity identifikator vrcholu v sieti ID,,,, plati,
ze Z/2<ID,,, <Z.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-ID-BOUND): Algoritmus je modifikaciou algoritmu
ENCODED-FIND-BOUND, pricom ako hodnota priradend vrcholu sa pouzije jeho
identifikator, tj. Value(v):=ID(v) . KedZe pre maximalny pouzity identifikator plati
ID,,,, =max{ID(v)|veV}=0(m) a O(D)c O(n) , je celkova zlozitost algoritmu
O(Dlogn). %

I ked’ algoritmus uvedeny v nasledujuicej vete nie je najefektivnejsi, demonstruje niektoré

moznosti pouzitia algoritmov z predchadzajtcich viet.

Tvrdenie 3.3.8: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej siete
s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu.
Potom existuje konstruktivny distribuovany algoritmus, ktory realizuje ARB pocas
O(n+ Dlogn) kol.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-BOUND-BROADCAST): Algoritmus pozostava
z niekol’kych c¢asti zodpovedajucich algoritmom z predchadzajtcich viet.
1. Algoritmom ENCODED-D-BOUND (tvrdenie 3.3.6) zisti zdrojovy vrchol
ohranicenie parametra D siete pocas O(D log D) kol.
2. Algoritmom ENCODED-ID-BOUND (tvrdenie 3.3.7) zisti zdrojovy vrchol
ohranicenie najvicsieho pouzité¢ho identifikatora v sieti pocas O(Dlogn) kol.
3. Algoritmom ENCODED-BROADCAST (tvrdenie 3.3.1) distribuuje zdrojovy vrchol

ziskané odhady parametrov ID,,,, a D. Vrcholy, po spoznani ohranicenia
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parametrov ID,,,, aD na ziklade kola, v ktorom tieto parametre prijali, vedia
urCit  kolo, kedy bude algoritmus ENCODED-BROADCAST trvajuci
O(Dlog(n+ D)) =O(Dlogn) kol ukonleny, pretoZe posieland sprava je bitovy
zapis Cisel ohranic¢eni parametrov ID,,,, a D.

4. Vrcholy v po€as O(n) kol — presnejSie pocas Z kol, kde Z je ohranicenie parametra
ID,,,, , spoznaju identifikatory svojich susedov nésledovne: V kole i (1<i<Z)
tejto Casti vysiela spravu so svojim identifikatorom vrchol s identifikatorom i.

5. DFS prehladavanim grafu s pouzitim tokenu, ktory obsahuje zdrojovi spravu, sa
pocas maximdlne 2Z = O(n) kol realizuje samotny broadcasting. Po prijati tokenu
musi vrchol spravou ozndmit’ susedom, ze uz zdrojovu spravu prijal, aby mu viac
token nebol posielany.

Ako vyplyva z €asu trvania jednotlivych Casti algoritmu, celkova zlozitost’ je O(n+ Dlogn)
kol. ARB je realizované vdaka tomu, Ze po realizovani prvych 3 Casti algoritmu uz vsetky

vrcholy poznajt ¢as ukoncenia algoritmu dopredu.

Tvrdenie 3.3.9: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti rddiovej siete
s detekciou kolizie a informdcia v kazdom uzle siete je obmedzend identifikator vrcholu.
Potom existuje konstruktivny distribuovany algoritmus, ktory realizuje ARB pocas
O(n+ Dlog D) kol.

Dokaz (Algoritmus ENCODED-BOUND-BROADCAST-2): Algoritmus realizuje
broadcasting rychlejSie vdaka tomu, Ze neodhaduje znalost parametru » a funguje
nasledovne:

1. Algoritmom ENCODED-D-BOUND (tvrdenie 3.3.6) zisti zdrojovy vrchol
ohrani€enie parametra D siete pocas O(Dlog D) kol.

2. Algoritmom ENCODED-BROADCAST (tvrdenie 3.3.7) distribuuje zdrojovy vrchol
ziskany odhad parametra D. Vrcholy, po spoznani ohranicenia parametra D a na
zéklade kola, v ktorom tento parameter prijali, vedia presne urcit' kolo, kedy
najneskor bude algoritmus ENCODED-BROADCAST trvajuci O(Dlog D) kol
ukonceny. Poznamenajme, Ze tato Cast moze byt optimalizovand na Cas trvania
O(Dloglog D) kol, pretoZze vysielané ohrani¢enie Z parametra D je mocninou ¢isla
2,tj. Z =27 ateda vysielana sprava moze byt redukovana na binarny zapis ¢isla z.

3. Algoritmom  EXPLORE-EXPAND-CHECK  ztvrdenia 3.3.3  realizujlicim
distribuovany ARB pocas O(n) kol v symetrickych sietach s detekciou kolizie za
predpokladu spontannych vysielani realizujeme broadcasting. Predpoklad
spontannych vysielani je splneny, pretoze po vykonani 1. a 2. Casti algoritmu su

vSetky vrcholy pripravené zacat’ v spolo¢nom kole vykonavat’ tento algoritmus.
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Celkova casova zlozitost’ vyplyva z Casovej zlozZitosti jednotlivych Casti algoritmu a je
rovna O(n+ Dlog D) kol. #

Vsimnime si, ze aplikovanim prvych 2 casti predchadzajiceho algoritmu vieme
Iubovolny algoritmus pre distribuované symetrické radiové siete s detekciou kolizie
predpokladajici spontanne vysielania a realizujici komunika¢nu ulohu pocas T'(n) kol
prerobit’ na algoritmus bez pouzitia spontannych vysielani, pricom ¢asova zlozitost’ takto
upraveného algoritmu bude 7'(n) + O(Dlog D) kol.

Tvrdenie 3.3.10: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete
s detekciou kolizie a informacia v kazdom uzle siete je obmedzena identifikator vrcholu. Nech
A je distribuovany algoritmus rieSiaci komunikacnu ulohu pocas T(n) kol s vyuzitim
spontdannych vysielani. Potom existuje algoritmus A’ riesiaci komunikacnu ulohu bez vyuZitia

spontannych vysielani v case T(n)+ O(Dlog D).



Kapitola 4

Broadcasting v 2D mriezke

Dvojrozmernd mriezka, ako topologia grafu dosiahnutelnosti radiovej siete, sa vyznacuje
jednoduchostou a velkou mierou $truktirovanosti. Casto je preto predmetom S$tidia pri
navrhovani r6znych distribuovanych algoritmov. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ otazkou
navrhu efektivnych broadcastovacich algoritmov pri vyuZziti réznych komunika¢nych
scendrov v radiovych sietach, ktorych topoldgiou je dvojrozmernd symetrickd mriezka.
Ukéazeme, ze vo vSetkych uvaZovanych komunika¢nych scendroch je mozné vykonat’
broadcasting asymptoticky optimalne pocas O(D) kol. Skonstruujeme algoritmus, ktory vie
broadcasting v uvedenom case realizovat’ pre model s distribuovanym riadenim, kde jedina
informécia dostupna vrcholom je ich identifikator. Pre jednotlivé komunikaéné modely vSak
skonStruujeme aj d’alSie broadcastovacie algoritmy, ktoré su pre ne efektivnejSie nez tento
,»vseobecny* algoritmus. Pod pojmom vrcholy okolo zdroja budeme v tejto kapitole chapat’
susedné vrcholy zdroja a vrcholy, ktoré maju ako susedné vrcholy dve susedné vrcholy

zdroja. Symbolom Z budeme oznacovat’ hodnotu najvécsieho identifikatora pouzitého v sieti.

Definicia 4.0.1 (2D mriezka): Mriezkou s rozmermi m x n nazyvame neorientovany graf
G=V,E), kde
V=Z xZ ={(i,j)|0<i<m,0< j<n}
E={(().0 NG =inj =jt)v(j =jni"=it])}

4.1 Pomocné procedury

Definicia 4.1.1 (Vysielaci retazec vrcholu): Nech a,a, ,...a, = (ID(v)), je binarny zdpis
identifikatora vrcholu v rdadiovej siete. Potom vysielacim retazcom priradenym identifikatoru

ID(v) nazyvame nekonecnu postupnost’ Send(ID(v)) = (1,a,,a,,...,a,_,a,,0,0,...,0,...).

Vysielaci retazec je nekonecnd postupnost, ktord vznikne zretazenim ¢isla 1, obrateného

cvwr

postupnosti nul. Vysielanie podla vysielacieho retazca umoznuje v istych Specifickych

podmienkach relativne rychly vyber jedného zo susednych vrcholov.

Tvrdenie 4.1.1: Nech ID,,ID,>1 ( ID, #1ID, ) su dva rozne identifikatory vrcholov

v radiovej sieti, kde hornym ohranicenim vsetkych identifikatorov je cislo Z. Potom vysielacie
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retazce Send(ID,) a Send(ID,) sa lisia na pozicii i, kde i <logZ +2, t.j. na pozicii i ma

jeden z retazcov hodnotu 1 a druhy hodnotu 0.

Dékaz: Dizka binarneho zéapisu kazdého z identifikatorov je nanajvys log Z +1. Uvazujme
nenormalizované bindrne zapisy ¢&isel ID, a ID, zarovnané na dizku logZ +1. KedZze
identifikatory ID, a ID, st rozne , ich binarne zapisy sa liSia aspon na jednej pozicii. Z toho

ako boli vysielacie ret'azce konstruované uz priamo vyplyva pravdivost’ tvrdenia. &

Tvrdenie 4.1.2: Nech G = (V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete. Nech
veV au,wel.(v) su jedini aktivni susedia vrcholu v. Potom v modely s distribuovanym
riadenim bez detekcie kolizie, kde jedina informdacia vo vrchole je jeho identifikator, vie

vrchol v vybrat jedného z nanajvys 2 aktivnych susedov pocas O(logn) kol.

Dokaz (Algoritmus BINARY-SEND): Pri ndvrhu algoritmu vyuZijeme symetrickost’ siete
(grafu) a vysielaci retazec priradeny identifikdtoru spolu sjeho vlastnostou uvedenou
v tvrdeni 4.1.1.

V 1. kole algoritmu vysiela vrchol v spravu na zacatie vysielania. V kole 2i vysiela spravu
so svojim identifikatorom vrchol u, resp. w prave vtedy, ak na i-tej pozicii vo vysielacom
retazci priradenom jeho identifikatoru je hodnota 1. Ak vrchol v prijme v kole 2i nejaky
identifikator (spravu), v kole 2i+1 vysiela spravu o ukonceni algoritmu a zaroven uz pozna
identifikator jedného zo svojich nanajvys dvoch aktivnych susedov.

Kedze pre ohranicenie identifikatorov v sieti plati, ze Z = O(n), pocas nanajvys O(logn)
kol dojde k tomu, ze vysielacie retazce sa budu liSit anastane uspesné (bezkolizne)

odvysielanie spravy s identifikatorom jednym z vrcholov u alebo w. &

Modifikéaciou problému predchédzajuceho tvrdenia je problém, kedy dva vrcholy maja
spolo¢ny susedny vrchol, priCom chceme, aby aspoii jeden z tychto dvoch vrcholov dorudil
spravu spolo¢nému susednému vrcholu. Opét’ vysielanie podla vysielacieho retazca
prislachajuceho identifikatoru vrcholu vedie k uspesnému rieSeniu ulohy. VSimnime si, ze
vysielaci retazec je navrhnuty tak, ze k GspeSnému doruceniu spravy od jedné¢ho z vrcholov
dojde aj v pripade, ked’ susedné vrcholy zaCinaji podla vysielacieho retazca vysielat

v r6znych kolach. Vtedy dochadza k uspesnému odvysielaniu hned’ v prvom kole.

Je dolezité poznamenat, ze v pripade, ak vysielanie podla vysielaciecho retazca
prisluchajuceho identifikatoru prevadzaju sucasne viac nez 2 susedné vrcholy, méze mat’ za
nasledok, ze sa nepodari uspeSne odvysielat’ voci spolo¢nému (cielovému) vrcholu ziadnu

spravu.
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Tvrdenie 4.1.3: Nech G = (V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete. Nech
veV. Potom v modely s distribuovanym riadenim a detekciou kolizie, kde jedina informacia
vo vrchole je jeho identifikator, vieme vybrat jedného zo susedov vrcholu v pocas O(logn)
kol.

Dokaz (Algoritmus Collision-Binary-Selection): Algoritmus je prepisom algoritmu
Binary-Selection z tvrdenia 3.2.10 pre model s detekciou kolizie. Algoritmus pracuje vo
fazach, z ktorych kazdd ma 2 kola. V kazdej faze v 1. kole vrchol v vysiela interval [a,b]
av 2. kole fazy vysielaji svoj identifikator tie susedné vrcholy, ktorych identifikator je
v intervale [a,b]. Ked’Ze sme v modely s detekciou kolizie, vrchol v vie ur¢it’, €1 v 2. kole
vysiela ziaden (Sum pozadia), jeden (prijem spravy) alebo viac ako jeden susedny vrchol
(interferen¢ny Sum).

V prvej Casti algoritmus urci horné ohranicenie identifikatorov susednych vrcholov tak, ze
postupne vo faze i vysiela vrchol v interval [2"’1 ,oo] dovtedy, kym aspon jeden sused ma svoj
identifikator v tomto intervale. Ak vo faze j ziaden sused nema identifikator v intervale
[2“,00] znamend to, ze hornym ohranienim identifikatorov susedov vrcholu v je 277" =1¢.
Ak Z horné ohranicenie identifikatorov vSetkych vrcholov, tak néjdenie horného ohranicenia
identifikatorov susednych vrcholov vieme realizovat’ v ¢ase O(logZ) .

V druhej casti algoritmu vyberieme jeden z identifikatorov susedov binarnym vyberom
(ak vrchol v mé vobec nejakych susedov). Nech [a,b] je aktivny interval zdroja v danej faze.
V kazdej faze zistime, ¢i ma zdroj v intervale [a, (a+b)/ 2] nejakého suseda. Ak ano, tak ako
aktivny interval pre d’al$iu fazu si nastavime [a,(a +b)/ 2] a pokracujeme v d’alSej faze. Ak
nie, ako aktivny interval pre d’alSiu fazu si nastavime [(a +b)/ 2,b]. Ked’ze vzdy si vyberame
interval, kde mé aspon jeden sused vrcholu v svoj identifikator, po O(logZ) fazach najdeme
urcite nejaky identifikator suseda vrcholu v. Na zaciatku druhej Casti algoritmu ako inicidlny
aktivny interval pouZijeme [O,t], kde ¢ je v prvej casti algoritmu zistené horné ohranicenie
identifikatorov susedov zdroja.

Prva aj druhd cCast’ algoritmu trvaji po O(log Z) dvojkolovych faz. Kedze Z = O(n) je

celkova €asova zlozitost’ algoritmu O(logn) kol. #

4.2 VSeobecny broadcastovaci algoritmus

Ukézeme najprv, ze ak dokdzeme urcit’ dve (resp. tri) Specifické triedy vrcholov okolo
zdroja, ktory moze byt kdekol'vek v mriezke, potom vieme vykonat broadcasting pocas
O(D) kol v modely bez detekcie kolizie a bez akejkol'vek lokdlnej informacie vo vrchole (s
vynimkou prisluSnosti k jednej ztried v danom momente aniekol’ko kol dozadu). To

znamena, Zze vieme vykonat’ broadcast optimalne na kazdom z uvazovanych modelov.
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Algoritmus pracuje s mnozinou aktivnych vrcholov, ktoré v mriezke vytvaraju Stvorec (ak
by sme uvazovali nekonecnu mriezku), resp. Cast’ Stvorca. Ide vlastne o modifikaciu schémy,
v ktorej vrchol hned” potom, ¢o prijme spravu, posiela ju v nasledujucom kole ako vysiela¢
d’alej. Pri tejto schéme je jediny problém a to zabezpecit’ dorucenie spravy do vrcholov, ktoré
sa nachadzaju v rohoch vytvarané¢ho Stvorca (viny). Vhodnym rozdelenim vrcholov do tried
vieme zabezpecit, ze ak vrchol bude vysielat' v kole prisluchajicom jeho triede, sprava sa
dostane 1 do rohovych vrcholov. Zaroven pre d’alSiu vinu aktivnych vrcholov vieme efektivne
urcit’ ich zaradenie do niektorej z tried.

Predpokladajme teda, Ze madme k dispozicii nasledovné rozdelenie vrcholov okolo zdroja

do tried:
AB B AB

Obrazok 4.2.1: Rozdelenie vrcholov do tried okolo zdroja

Ak sa zdroj nenachddza vo vnutri mriezky, ale napriklad niekde na okraji, budu

prislichajuce vrcholy v tejto inicializacii chybat’ — to vSak nijako neovplyvni nas algoritmus.

Tvrdenie 4.2.1: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete,
ktorého topologiou je dvojrozmerna mriezka. Ak pre vrcholy okolo zdroja, ktoré poznaju
zdrojovu spravu, je zname rozdelenie do tried A, B (podla obrazku 4.2.1, v rovnakej triede si
susedné vrcholy zdroja, ktoré su v mriezke oproti sebe) a AB, potom existuje adaptivny
konstruktivny algoritmus realizujuci radiovy broadcasting v sieti popisanej grafom G pocas
O(D) kol v modely s distribuovanym riadenim, bez detekcie kolizie a bez akejkolvek lokdlnej

informacie vo vrchole.

Dokaz (Algoritmus Grid-Broadcast): Algoritmus pracuje vo fazach, z ktorych kazda sa
sklada zo 6 kol. Na zaciatku algoritmu st aktivne vrcholy triedy 4, B a AB okolo zdroja, ktoré
podla predpokladu uz poznaji zdrojovu spravu o . S kazdou spravou vyslanou algoritmom sa
vysiela aj ¢islo kola aktudlnej fazy, v rdmci ktorého bola vyslané. To zabezpeci, aby na spravu
v 5. a6. kole fazy reagovali len tie vrcholy, pre ktoré je urcend. VSetky vrcholy, ktoré
v danom kole nevysielaju, vystupuji ako prijimace.

Vysielanie pocas kazdej faz je definované nasledovne:

1. kolo: Aktivne vrcholy triedy 4 vysielaji spravu o a typ triedy 4

2. kolo: Aktivne vrcholy triedy B vysielaji spravu o a typ triedy B
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3. kolo: Aktivne vrcholy triedy AB vysielaja spravu o a typ triedy AB

4. kolo: Vrcholy, ktoré prijali spravu triedy 4B v 3. kole, vystupuju ako prijimace.
Vrcholy, ktoré v kole 1. alebo 2. prijali spravu vystupuji ako vysielace a vysielaju svoj typ
triedy. Vrcholy triedy 4B si na zaklade prijatého typu triedy zmenia svoju triedu na 4 alebo B.

5. kolo: Vrcholy triedy A4, ktoré v 4. kole menili svoj typ triedy (t.j. boli predtym triedy
AB) vysielaju spravu o a typ triedy 4.

6. kolo: Vrcholy triedy B, ktoré v 4. kole menili svoj typ triedy (t.j. boli predtym triedy
AB) vysielaju spravu o a typ triedy B.

Vrcholy, ktoré prijmu spravu v 5. a 6. kole si nastavia svoju triedu na AB. Aktivne vrcholy
pre d’alSiu fazu su vSetky vrcholy, ktoré prijali spravu v 1., 2. ¢i 3. kole predchadzajicej fazy
alebo v 5. a 6. kole predchddzajucej tazy prijali spravu a patria do triedy 4B. Vrcholy, ktoré
prijali spravu v 4. kole na fiu nereaguju. VSetky aktivne vrcholy v predchddzajucej faze sa
stanu trvalo pasivnymi, t.j. na Ziadne d’alSie spravy uz nereaguju.

Z uvedeného algoritmu je zrejmé, ze v pripade, ked’ médme k dispozicii uvedené inicialne
rozdelenie vrcholov (ktoré uz prijali zdrojova spravu) okolo zdroja do tried, vieme vykonat
broadcasting v ¢ase O(D) bez ohladu na rozmery mriezky, poziciu zdroja v mriezke, ba

dokonca aj bez znalosti identifikatorov jednotlivych vrcholov. &

4.3 Inicializacné algoritmy pre broadcastovaci algoritmus

Teraz ndm ostava uz len ngjst’ algoritmy, ktoré zabezpecia uvodné inicidlne rozdelenie
vrcholov do tried a zaroven, ktoré zarucia, ze vSetkym vrcholom okolo zdroja bude sprava
dorucena. Vo vsetkych uvadzanych algoritmov budeme vzdy so spravou posielat’ aj Cislo
kola, v ramci ktorého bola odoslana. Ako zdklad predpokladdime model s distribuovanym
riadenim, kde jedind informacia vo vrchole je jeho identifikator. V tejto podkapitole
predkladdme citatelovi subor moznych inicializaénych algoritmov pre algoritmus Grid-
Broadcast z tvrdenia 4.2.1.

Algoritmus Grid-Broadcast-Init (1)

Ak zdroj pozna identifikator aspont jedného zo svojich susedov, vieme =zarucit
inicializaciu algoritmu Grid-Broadcast v konstantnom case (6 kol) na kazdom z uvazovanych
modelov nésledovne uvedenym algoritmom. Zopakujme, Ze stcastou kazdej vyslanej spravy
je aj kolo, v ramci ktorého bola sprava odoslana. Vsetky vrcholy, ktoré v algoritme nie su

v danom kole uvedené ako vysielajace, vystupuju ako prijimace.

1. kolo: Zdroj odvysiela spravu o a identifikator suseda, ktorého identifikator pozna
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2. kolo: Vrchol s odvysielanym identifikatorom si nastavi svoju triedu na A a vysiela
spravu o . Vrcholy, ktoré tato spravu prijali (okrem zdroja), si nastavia ako svoju
triedu AB.

3. kolo: Vrcholy, ktoré su v triede 4B vysielaju spravu o . Vrcholy, ktoré prijali spravu v
1. kole a zaroven aj teraz v 3. kole si nastavia svoju triedu na B.

4. kolo: Vrcholy triedy B vysielaji spravu o . Vrcholy, ktoré v 4. kole prijimaja spravu
o po prvy krat, si nastavia svoju triedu na AB. Zaroven aj vrchol (je najviac jeden),
ktory v 1. kole prijimal spravu a doteraz uz ni¢ neprijal si nastavi svoju triedu na 4.
kolo: Vrcholy triedy 4 vysielaju spravu o .
kolo: Vrcholy triedy B vysielaju spravu o . Vrcholy, ktoré v 5. aj 6. kole prijimaja
spravu si nastavia svoju triedu na AB (okrem zdroja a vrcholov, ktoré v 5. a 6. kole
vysielaju) a vSetky ostatné vrcholy nastavia svoju triedu za neidentifikovanu a
»zabudni“ na to, ze nejaké spravy dostali. Vrcholy triedy 4, B aAB sa stanu

aktivnymi.

Ako je 'ahko vidiet, tento algoritmus skuto¢ne prevedie tvodnt inicializaciu potrebnu pre

algoritmus Grid-Broadcast.

Z doterajSicho mozeme povedat, Ze v kazdom modely, kde zdroj poznd identifikéator
aspon jedného suseda, priCom detekciu kolizie nepredpokladdme, vieme realizovat
broadcasting na mriezke v ¢ase O(D). Ide teda napriklad o centralizovany broadcasting,
¢i broadcasting za predpokladu, ze kazdy vrchol grafu pozna nejaka cast’ svojho

grafového okolia.

Algoritmus Grid-Broadcast-Init (2)

V pripade modelu, kde kazdy vrchol pozna len svoj identifikator a nemame detekciu

kolizie, m6zeme I'ahko postupovat nasledovne:

1. zdroj odvysiela spravu o v 1. kole

2. vrchol s identifikatorom i vysiela svoje ID v kole Cislo 2i, ak medziCasom nepriSiel
od zdroja signal ukoncenia. Signal ukoncenia vysle zdroj v kole 2i+1, ak v kole
2i prijal spravu s identifikdtorom 1, t.j. zdroj poznd identifikator niektorého zo

susedov.

Ak predpokladéame, ze identifikatory vrcholov su ¢isla 1.2, kde Z = O(n), tak v Case
O(n) bude zdroj poznat’ identifik4tor jedného zo susedov. Pomocou Grid-Broadcast-Init

(1) a Grid-Broadcast sa zabezpe¢i broadcasting v celkovom case O(n) , pretoze
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D = O(n) . Neskor ale ukdzeme, Ze broadcasting je mozné vykonat’ v tomto modely v Case

O(D +logZ), kde Z je uz spominané horné ohranicenie identifikatorov vrcholov.
Algoritmus Grid-Broadcast-Init (3)

Ak mame k dispozicii detekciu kolizie moze zdroj previest’ vyber jedného so susedov
v ¢ase O(logn) pomocou algoritmu binadrneho vyberu Collision-Binary-Selection z tvrdenia
4.1.3. Celkovo pre tento model mame C€as broadcastingu na mriezke O(D +logn) kol

s vyuzitim predchadzajtcich algoritmov Grid-Broadcast-Init(1) a Grid-Broadcast.
Algoritmus Grid-Broadcast-Init (4)

Pre model bez detekcie kolizie, kde kazdy vrchol naviac okrem svojho identifikéatora
pozna aj horné ohraniéenie identifikatorov Z, vieme vykonat inicializaciu v ¢ase O(log” Z)
kol pomerne jednoduchym algoritmom, ktory je modifikaciou myslienky algoritmu Binary-
Send z tvrdenia 4.1.2. Ten, ako sme ukazali, zaruc¢i pri symetrickosti siete, ze ak nanajvys 2
vrcholy vysielaji spravu pre ten isty vrchol, tak sprava aspon jedného z nich bude dorucena
v ¢ase O(logZ) kol. Uvedeny algoritmus funguje 1 pri neznalosti ohranicenia Z. Znalost’ Z
nam umoznuje ukoncit’ vysielanie podl'a vysielacieho retazca i pri nesymetrickom modely, ¢i
inom modely, kde nemdzeme pocitat’ s potvrdenim prijatia spravy od cielového vrcholu.

Algoritmus je inicializovany spravou od zdroja. Po jej prijati nasleduje najviac 2 + |_10g Z J
faz. Vo faze isa sprava vrchol (sused zdroja) podla i-tej hodnoty vo vysielacom retazci
priradenom jeho identifikdtoru — tito hodnotu budeme nazyvat zvolenou hodnotou vrcholu
pre danu fazu. Ku kazdej faze mozeme priradit’ binarny vektor podl'a zvolenych hodnot
susedov zdroja. Kazda faza sa sklada z dvojkolovych segmentov. Prvé kolo segmentu je
vysielacie kolo (neparne kola), druhé kolo je overovacie kolo (parne kold). V overovacich
kolach vsetky vrcholy okrem zdroja vystupuju ako prijimace. Ak zdroj v predchadzajucom
vysielacom kole rozpoznal nejaky z identifikatorov susedného vrcholu, v overovacom kole
vysiela signal o ukonceni vyberu, ¢im naStartuje algoritmus Grid-Broadcast-Init (1).
Opisovat’ budeme preto len vysielacie kola segmentov. V prvom segmente fazy vysielaji vo
vysielacom kole svoj identifikator ti susedia zdroja, ktori majt pre danu fazu zvolent hodnotu
1. Vo vysielacom kole 2. segmentu fazy vysielaju ti susedia, ktori si pre danu fazu vybrali 0.
Takto, ak vo vektore zvolenych hodnot susedov ma prave jeden vrchol hodnotu 1 alebo 0,
zdroj rozpozna jeho identifikator. Ak sa tak nestalo (do konca 2. segmentu fazy zdroj
neukoncil vyber), znamena to, Ze mohli nastat’ 3 moznosti:

1. vsetci susedia zdroja (nie nutne 4 vrcholy) maju pre danu fazu zvolenu hodnotu 1

2. vSetci susedia zdroja maju pre danu fazu zvolent hodnotu 0
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3. préave 2 susedné vrcholy maju pre dant fazu zvolent hodnotu 1 a iné 2 vrcholy maji

zvolent hodnotu 0.

Po tvodnych dvoch segmentoch nasleduje 2+|_10ng segmentov, pocas ktorych vo
vysielacom kole susedia so zvolenou hodnotou 1 vysielaju v sprave svoj identifikator na
zaklade vysielacieho retazca priradené¢ho identifikatoru. Ak maji vybranu hodnotu 1 prave
dvaja susedia dojde k prijatiu identifikatora niektorého zo susedov zdroja zdrojovym
vrcholom atym k ukonceniu vyberu. V opatnom pripade uspesné vysielanie modze, ale
nemusi nastat’. Pokial’ nenastane ukoncenie vyberu pocas 2 + |_10g Z J segmentov, prechadzaji
vSetky susedné vrcholy zdroja do nésledovnej fazy (to znamend, Ze vSetci susedia mali
vybrana rovnaku hodnotu). Ked’ze identifikatory susednych vrcholov st rozne, existuje faza,
v ktorej si vSetci susedia nevybrali rovnaka hodnotu. Pocas nej dojde k tispeSnému vyberu
jedného zo susedov zdroja. Casova zlozitost' tohto vyberového algoritmu je O(log® Z) .
Znalost Z je dolezitd kvoli tomu, Ze bez nej by sme nevedeli urcit, ¢i to, ze zdroj
nepotvrdzuje prijatie hodnoty je dosledok toho, ze vSetci susedia si vybrali rovnakl hodnotu,
alebo este v danej faze prave dvaja vysielajuci susedia nedokoncili svoje vysielanie podla
vysielacieho retazca. Nebola by teda moznost, ako sa dostat’ do d’alSej fazy v pripade
neuspechu.

Zlozitost broadcastingu je s pouzitim tohto inicializa¢ného algoritmu O(D + log® n) kol.

4.4 Hlavny broadcastovaci algoritmus pre mriezku

V tejto zéavereCnej podkapitole ukdzeme broadcastovaci algoritmus pre model bez
detekcie kolizie, kde jedina dostupnd informacia vo vrcholoch su ich identifikatory.
Algoritmus prevedie broadcasting v ¢ase O(D +logn) . VSimnime si, Ze tento algoritmus je
rychlejsi nez broadcastovaci algoritmus vyuzivajuci inicializa¢ny algoritmus Grid-Broadcast-
Init (4) uvedeny v predchadzajtcej podkapitole, pricom sa predpokladd mensia informacia vo
vrcholoch siete. Predchadzajiice broadcastovacie algoritmy pracovali tak, ze najprv
inicializaénym algoritmom nasli vhodny inicidlny stav (vhodné rozdelenie vrcholov okolo
zdroja do tried) pre algoritmus Grid-Broadcast, ktory potom spustili. Algoritmus, ktory
v nasledujucom tvrdeni skonStruujeme, postupne skiiSa rozne rozdelenia vrcholov okolo
zdroja do tried. Nedokaze vSak vzdy rozpoznat, ¢i aktudlne rozdelenie je vhodnym inicidlnym
rozdelenim pre algoritmus Grid-Broadcast. Preto je Grid-Broadcast spustany aj vtedy, ked’
nie je isté, ze bude uspesny. Ukazeme ale, ze raz sa urCite podari spustit’ uspesny
broadcasting, ktorého dosledkom bude tiez to, ze algoritmus Grid-Broadcast sa uz vrcholmi
okolo zdroja nespusti a komunikacia v sieti ustane. Vyuzivanie viacerych ,,paralelnych®

spusteni algoritmu Grid-Broadcast ma za nasledok zvysenie celkového poctu vysielani v sieti,
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¢o mdze byt pri uvazovani inych charakteristik efektivnosti algoritmov, nez je pocet kol

potrebnych na realizaciu ulohy, negativny jav.

Tvrdenie 4.4.1: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete,
ktorého topologiou je dvojrozmerna mriezka. Potom existuje adaptivny konstruktivny
algoritmus realizujuci rddiovy broadcasting v sieti popisanej grafom G pocas O(D +logn)
kol v modely s distribuovanym riadenim a bez detekcie kolizie, kde jedind informdacia vo

vrchole je jeho identifikator.

Dokaz (Algoritmus Main-Grid-Broadcast): Algoritmus vyuZziva broadcastovaci algoritmus
Grid-Broadcast (tvrdenie 4.2.1) a Ciasto¢ne ideovo vychadza z algoritmu Grid-Broadcast-Init
(4) (podkapitola 4.3).

Vsimnime si, Ze algoritmus Grid-Broadcast pracuje vo fazach pozostavajicich
z konsStantného a dopredu zndmeho poctu kol (presnejSie kazda faza ma 6 kol). Vo faze
i (i 21) vysielaju iba vrcholy vo vzdialenosti i od zdroja a niektoré vrcholy vo vzdialenosti
i+1 od zdroja. Ak po uplynuti aspon 3 faz (18 kol) algoritmu Grid-Broadcast spustime
susednymi vrcholmi zdroja opét’ tento algoritmus, mame zarucené, ze jednotlivé inStancie
algoritmu nebudi vzdjomne interferovat. V algoritme musime vyuZzivat' upraveni verziu
algoritmu Grid-Broadcast kvoli moznému vzniku réznych ,.chybne® inicializovanych
inStancii tohto algoritmu. Zmena vSak spociva len v pripojeni informacie do kazdej poslanej
spravy o tom, v ktorej faze algoritmu Grid-Broadcast bola sprava vyslana. Ked' vrchol po
prvy krat vysiela spravu ako dosledok vykonavania algoritmu Grid-Broadcast zapaméta si,
v ktorej faze bola tato sprava vyslana. Pri vykonavani dalSich inStancii algoritmu Grid-
Broadcast vz potom nikdy nevysiela vo fazach vyssSich nez je tato faza.

V algoritme Main-Grid-Broadcast rozliSujeme vrcholy dvoch typov: vrcholy okolo zdroja
vykonavajuce vyberovy algoritmus a ostatné vrcholy siete vykonavajuce algoritmus Grid-
Broadcast. Na zaciatku algoritmu (v 0. kole) vysiela zdroj zdrojova spravu. Susedia zdroja po
prijati tejto spravy zacinaju vykonavat’ vyberovy algoritmus. Vyberovy algoritmus pracuje vo
fazach pozostavajucich z 3-kolovych segmentov. Druhé kolo segmentu slizi na dorucovanie
sprav o ukonceni vyberovej procedury v dosledku ,,nastartovania® uspesného broadcastingu
(algoritmu Grid-Broadcast). Sused zdroja, ktory pocas niektorého z kol predchadzajtcej fazy
prijme takito spravu, prestdva participovat na algoritme a ignoruje vSetky prijaté spravy.
Tretie kolo segmentu je vyhradené pre spravy, ktoré vysiela zdroj v pripade, Ze sa mu podari
v 1. kole segmentu v prijatej sprave rozpoznat’ identifikator jedného zo susednych vrcholov.
Sprava v 3. kole segmentu tak informuje susedov zdroja o ukonceni vyberovej procedury
a zaciatku vykonavania algoritmu Grid-Broadcast-Init (1). Rovnako ako v algoritme Grid-
Broadcast-Init (4) bude vysielanie susedov zdroja v i-tej faze zavisiet’ od i-tej hodnoty vo

vysielacom retazci priradenom ich identifikatoru. Tuto hodnotu budeme nazyvat’ zvolenou
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hodnotou vrcholu pre danu fazu. Po skonceni kazdej fazy sa bude cakat’ 3 fazy algoritmu
Grid-Broadcast predtym, nez sa vstipi do d’alSej fazy vyberového algoritmu.

V 1. kole 1. segmentu fazy vysielaju zdrojova spravu s identifikdtorom susedia zdroja,
ktorych zvolena hodnota pre danu fazu je 1. Podobne v 1. kole 2. segmentu fazy vysielaju
zdrojovu spravu s identifikdtorom susedia zdroja, ktorych zvolena hodnota pre dant fazu je 0.
Ak do ukoncenia 2. segmentu fazy nebol vyberovy algoritmus ukonceny, znamena to, ze
aspon dva vrcholy siete maju pre danu fazu zvolent rovnaku hodnotu. Ak ma zdroj 4
susedov, tak prave dvaja z nich maju zvolenu hodnotu 1 a d’al$i dvaja zvolent hodnotu 0. Ak
zdroj nema 4 susedov, tak mézeme tvrdit, Ze vSetci susedia zdroja majui v danej faze zvolenu
rovnaki hodnotu. Zaoberajme sa pripadom, ked’ predpokladame, ze zdroj méa 4 susedov.
Susedné vrcholy zdroja srovnakou zvolenou hodnotou mézu byt v mriezke umiestnené
oproti sebe alebo pri sebe (vrcholy maji spolocny susedny vrchol rézny od zdroja).
Umiestnenie oproti sebe zodpovedd vhodnému rozdeleniu vrcholov do tried, no nevieme ho
zistit. Na druhej strane, umiestnenie pri sebe vieme pocas 4 kol (v zmysle vyberového
algoritmu pocas 4 segmentov) zistit’ nasledovne:

1. kolo: Vrcholy so zvolenou hodnotou 1 vysielaju spravu CHECK

2. kolo: Vrcholy, ktoré v 1. kole prijali spravu CHECK vystupuju ako vysielace

a vysielaju spravu prijata v 1. kole

3. kolo: Vrcholy, ktoré v 2. kole prijali spravu CHECK a su zaroven susedmi zdroja so

zvolenou hodnotou 0, vystupuju ako vysielace a vysielaji spravu CHECK-OK

4. kolo: Vrcholy, ktoré v 3. kole prijimaju spravu, vystupuji ako vysielace a vysielaja

spravu prijata v 3. kole.

Po skonceni vyssie opisanych 4 kol susedia zdroja so zvolenou hodnotou 1, ktori prijali
spravu CHECK-OK v 4. kole a susedia zdroja so zvolenou hodnotou 0, ktori v 2. kole prijali
spravu CHECK vedia, Ze nastala situacia, kedy su susedia zdroja s rovnakou hodnotou pri
sebe. Susedia so zvolenou hodnotou 1 za¢nt postupne vysielat’ svoj identifikator v 1. kole
segmentov podla vysielacieho retazca priraden¢ho ich identifikdtoru. Po najviac O(logZ)
segmentoch sa zdroj dozvie identifikator jedného zo svojich susedov, ¢o vedie k ukonceniu
vyberového algoritmu (vid’ algoritmus Binary-Send z tvrdenia 4.1.2).

Ak po skonceni prvych 6. segmentov fazy (2. segmenty vysielania, 4 segmenty
overovania, ¢i su dvaja susedia so zvolenou hodnotou 1 pri sebe) nenastalo ukoncenie
vyberovej procedury, resp. jej ukoncenie nie je ist¢ (ako dosledok toho, ze dvaja susedia
s hodnotou 1 su pri sebe), znamena to, ze mohli nastat’ 2 situécie:

- zdroj mé 4 susedov, z ktorych maju dvaja zvolenu hodnotu 1 a dvaja zvolen1 hodnotu

0, pricom susedia s rovnakou hodnotou st oproti sebe
- vSetci susedia zdroja maju zvolent rovnakt hodnotu
Vzniknuté situacie nevieme z pohladu susedov zdroja nijako rozliSit. Preto naStartujeme

broadcasting tak, ze susedia so zvolenou hodnotou 0 si ako svoju triedu urcia 4 a susedia so
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zvolenou hodnotou 1 si ako svoju triedu urcia B. V 7. segmente fazy vysielaji spravu
s inicializaciou broadcastingu vrcholmi triedy A susedia zdroja v triede 4 a podobne v 8.
segmente susedia zdroja v triede B. Vrcholy, ktoré v 1. kole 7. aj 8. segmentu prijali spravu si
nastavia svoju triedu na AB. Ostatné vrcholy na prijatie sprav zabudnu. Po 8. segmente fazy
vrcholy okolo zdroja (vrcholy triedy A, B a AB) realizuju 1. fazu algoritmu Grid-Broadcast.
Algoritmus Grid-Broadcast je prirodzene treba upravit' tak, aby jedno kolo zodpovedalo
jednému segmentu — t.j. trvalo 3 kold. VSimnime si, ze ak vSetci susedia zdroja maju zvolenu
rovnaka hodnotu, tak pocas 7. a 8. segmentu nevznikne ziaden vrchol triedy 4B. Susedia
zdroja vSak o vzniku (nevzniku) vrcholov triedy 4B nevedia a preto vykonavaju algoritmus
Grid-Broadcast bez ohladu na tento fakt. Potencidlne vzniknuté chybné vykonavanie
algoritmu Grid-Broadcast ma ale ti vlastnost’, ze realizuje broadcasting Uplne rovnako ako
vhodne inicializovany Grid-Broadcast, az na to, ze vrcholy leziace na ,,uhlopriecke* mriezky
s prieseCnikom v zdroji sa zdrojovl spravu nedozvedia. Dokonca aj vrcholy vykondvaji
algoritmus Grid-Broadcast vzdy v rovnakych fazach. To znamend, Ze tato chybna inStancia
algoritmu neovplyvni iné¢ (predchadzajice, ¢i buduce) inStancie algoritmu. Naopak vznik
aspon jedného vrcholu triedy 4B znamend, Ze aktudlne rozdelenie do tried je vhodné pre
Grid-Broadcast a naStartovana inStancia realizuje broadcasting. Preto vrcholy triedy AB okolo
zdroja, ktoré pri takejto vhodnej inicializacii vznikli, za¢ni vysielat’ podla vysielacieho
retazca svojho identifikatora spravu o ukonceni vyberového algoritmu ako dosledku
naStartovania uspeSného broadcastingu v 2. kole kazdého segmentu. Ak sa medzi¢asom
v niektorej z d’alSich faz podari nastartovat’ inl speSnu inStanciu Grid-Broadcast, tak tieto
vrcholy triedy 4B na tuto zmenu nereaguju (t.j. ak neodvysielali eSte vSetky spravy podla
vysielacieho retazca, tak pokracuju d’alej vo vysielani). Po O(log Z) = O(logn) segmentoch
sa kazdy zo susedov zdroja dozvie o ukonceni vyberovej procedury. Kazdy sused zdroja ma
totiz dvoch susedov triedy AB ateda vysielanie podla vysielacieho retazca doruci spravu
o ukonceni. Poznamenajme tiez, Ze susedia zdroja sa nemusia dozvediet' spravu o ukonceni
vyberovej procedury v rovnakom ¢ase, resp. v rovnakej faze. Kym vsetci susedia zdroja buda
oboznameni o ukonceni vyberového algoritmu, mdze vCasnd neaktivita niektorych z nich
viest' k d’alsim chybnym inStanciam algoritmu Grid-Broadcast. Vd’aka uprave algoritmu
Grid-Broadcast tieto chybné inStancie vSak ale nikdy netrvaja dlhSie nez korektné inStancie -
teda O(D) kol. Totiz faza prvej inStancie algoritmu Grid-Broadcast, ktori nejaky vrchol
vykonava, je rovnaka ako faza, v ktorej vykonava inStanciu realizujucu Gspesny broadcasting.
Zaroven ziaden vrchol v sieti nevykond ziadnu inStanciu algoritmu Grid-Broadcast vo faze
vysSej, nez je poslednd faza instancie realizujicej uspesny broadcasting.

Ako je zrejmé z Cinnosti algoritmu, uvedenym algoritmom vieme vykonat’ broadcasting
na mrieZzke v celkovom case O(D +logn) kol. Poznamenajme, Ze zdroj sa o realizovani

uspesného broadcastingu nemusi vzdy dozvediet’. &
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Ako uz bolo konstatované v ivode podkapitoly, algoritmus Main-Grid-Broadcast vyuziva
viacero paralelne beziacich inStancii algoritmu Grid-Broadcast, ¢o vedie k zvySeniu poctu
posielanych sprav. To moze byt v niektorych aplikaciach neziadtci jav. Poznamenajme preto,
ze je mozné skonsStruovat’ aj algoritmus, ktory pocas O(logn) kol zabezpeci, Ze zdroj spozna
identifikator jedného zo susedov zdroja aj v modely, kde jedina dostupnd informacia vo
vrcholoch je identifikator. Potom uz algoritmom Grid-Broadcast-Init (1) je mozna realizacia
broadcastingu pocas O(D) kol. Tento inicializacny algoritmus vychddza z vyberovej
procedury algoritmu Main-Grid-Broadcast. Ked’ze jeho opis by bol technicky zlozity, strucne
opiSeme jeho hlavni mysSlienku. VSimnime si, ze spustanie inStancii algoritmu Grid-
Broadcast vzdy, ked’ nastdva nerozhodna situacia, nie je nevyhnutné. V tychto nerozhodnych
situdciach Uplne staci skusit’ vytvorit’ vrcholy triedy AB okolo zdroja. Vieme uz, ze ak je
takéto vytvorenie vrcholov triedy 4B uspesné, znamena to, ze aktualne rozdelenie vrcholov
do tried je vhodné pre algoritmus Grid-Broadcast. O tom ale susedia zdroja nevedia. Ak je
Cislo prebiehajicej fazy vyberového algoritmu stcastou sprav, potom vrcholy triedy AB si
mozu zapamdtat’ ¢islo fazy, v ktorej boli vytvorené. Mechanizmom, aky je v algoritme Main-
Grid-Broadcast pouzity na oznamenie spustenia inStancie algoritmu Grid-Broadcast
realizujucej uspeSny broadcasting vrcholmi triedy 4B okolo zdroja, je mozné nésledne
susedom zdroja oznamit’, v ktorej fdze mali susedia zdroja zvolené také hodnoty, ze urcite
prave 2 vrcholy mali zvoleni hodnotu 1. Susedné vrcholy zdroja si podla cisla fazy
a vysielacieho retazca vedia urcit’ spominant zvoleni hodnotu pre danti fazu. Potom uz len
v na to vyClenenom kole fazy susedia zdroja s vtedy zvolenou hodnotou 1 vysielaju podla
vysielacieho retazca svoj identifikator zdroju. Ked'Ze tak robia nanajvys dvaja susedia, vedie
to ktomu, Ze zdroj prijme v sprave identifikator jedného zo svojich susedov. Opisany
inicializaény algoritmus tak spusti algoritmus Grid-Broadcast-Init (1) iba ak povedie

k uspesnej realizacii broadcastingu.

Pre symetrick(li mriezku a 'ubovol'ne zvoleny zdrojovy vrchol plati, Ze 0(\/; )< O(D).
Z toho dostavame, ze O(logn) < O(log® n) c O(D) . Teda pre kazdy zmodelov existuje
broadcastovaci algoritmus na mriezke pracujici v ¢ase O(D), o je asymptoticky optimalne

vzhl'adom na trividlny dolny odhad broadcastingu Q(D).

Tvrdenie 4.4.2: Nech G =(V,E) je neorientovany graf dosiahnutelnosti radiovej siete,
ktorého topologiou je dvojrozmerna mriezka. Potom existuje adaptivny konstruktivny
algoritmus realizujuci asymptoticky optimalne radiovy broadcasting v sieti popisanej grafom
G pocas O(D) kol v modely s distribuovanym riadenim a bez detekcie kolizie, kde jedina

informdcia vo vrchole je jeho identifikator.



Kapitola 5

Broadcasting v planarnych grafoch

Tato kapitola je venovand otazke radiového broadcastingu v sietach, ktorych graf

dosiahnutelnosti je plandrny.

Definicia 5.1 (Planarny graf): Orientovany graf G = (V,E) je plandrny, ak sa da nakreslit

v rovine bez prekrizenia hran, t.j. jediné spolocné body hran su ich spolocné vrcholy.

Oblast’ radiového broadcastingu v siet'ach popisanych planarnym grafom dosiahnutel'nosti
nebola nijako Specialne skiimand. Zrejme jednym z dovodov je fakt, Ze mnohé dolné odhady
casu realizacie distribuovaného broadcastingu ako kontraprikladové grafy vyuzivaju prave
plandrne grafy (tvrdenia 3.2.5, 3.2.7). Pokial' je ndm zndme, na realizaciu distribuovaného
radiového broadcastingu v sietach s planarnym grafom dosiahnutelnosti zatial neexistuju
ziadne Specializované algoritmy. V pripade centralizovaného broadcastingu pre planarne
grafy (presnejSie pre SirSiu mnozinu grafov, ktorej podmnoZzinou su plandrne grafy) existuje
algoritmus, ktory generuje prijatelny rozvrh radiového broadcastingu kratsej dizky nez
algoritmy pre vSeobecné grafy. V praci [EKc04] Elkin a Kortsarz prezentovali algoritmus
(tvrdenie 3.1.4), ktory pre vSeobecné neorientované grafy generuje prijatelné rozvrhy
radiového broadcastingu dizky O(D +log* n) . Zaroven prezentovali aj modifikaciu tohto
algoritmu, ktord pre siete s grafom dosiahnutelnosti nizkeho radu, generuje rozvrhy mense;j
dizky. Konkrétne pre neorientované planarne grafy dosiahnutelnosti plati nasledujiice

tvrdenie:

Tvrdenie 5.1 [EKc04]: Nech G =(V,E) je neorientovany plandrny graf dosiahnutelnosti
radiovej siete. Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom case pre

dany zdrojovy vrchol s vygeneruje prijatelny rozvrh 11 realizujuci radiovy broadcasting
taky, Ze |I1] € O(D +log’ n).

V tejto kapitole prezentujeme deterministicky algoritmus, ktory pre orientované graf
dosiahnutelnosti G = (V, E) a pre dany zdrojovy vrchol s € V' vygeneruje prijatelny rozvrh
dizky 3.D.

Pri tomto algoritme sa nebudeme vychadzat zo Struktiry planarneho grafu, ale
z existencie planarneho nakreslenia grafu - tj. pri konStrukcii sa budeme opierat’

o geometricku realiziciu konkrétneho nakreslenia grafu v rovine. Dalsim délezitym faktom je
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skutocnost, ze ak G = (V, E) je planarny graf, potom kazdy jeho podgraf je plandrny. Okrem
uvedenych faktov vyuZzijeme algoritmus, ktory prezentoval Walter Schnyder v praci [S90].

Tvrdenie 5.2 [S90]: Nech G = (V,E) je plandrny graf's n >3 vrcholmi. Potom existuje jeho
viozenie na mriezku (n—2)x(n—2), pricom jednotlivé hrany su usecky. Naviac toto vloZenie

je mozné vypocitat' v linedarnom case.

Ak si teda zoberieme I'ubovolny planarny graf G = (V, E), potom vieme v linedrnom Case
najst’ také priradenie, ktoré kazdému vrcholu grafu priradi bod v R®  tak, Ze kazdej hrane
grafu bude zodpovedat usecka medzi bodmi priradenymi vrcholom tejto hrany. Zaroven
v tomto nakresleni nebudu existovat’ prekrizené hrany. Ked’ze uvazujeme centralizovany
broadcasting, zoberme a fixujme si nejaké takéto nakreslenie (napriklad vygenerované
algoritmom z [S90]).

Predpokladajme pre jednoduchost, ze uvazovany graf je symetricky (resp.

neorientovany). Ako vSak ukazeme neskor, pre algoritmus nie je tento predpoklad potrebny.

Nech v € Vje vrchol grafu G = (V,E) a s €V je zdrojovy vrchol. Ozna¢me si /(v) dizku
najkratSej (orientovanej) cesty z vrcholu s do vrcholu v. Na zaklade hodnoty /(v) mézeme
rozdelit’ vrcholy grafu do D +1 disjunktnych skupin (vrstiev) L., kde D je excentricita
zdrojového vrcholu, tj. L, ={veV|[l(v)=i}={veV |d;(s,v)=i} . Zrejme L, ={s} a
L, ={veV|(s,v) € E}. Dalej nech P je funkcia, ktora kazdému vrcholu v € L, okrem zdroja
priradi vrchol P(v)e L, | taky, Zze (P(v),v) € E . Tato funkcia pre kazdy vrchol ,urCuje®
jedinu neorientovani cestu k zdroju: SourcePath(v) = (v, P(v), P(P(v)),...,s) . Tuto cestu
pomenujeme ako zdrojovd cesta vrcholu v. Poznamenajme, Ze toto priradenie moze byt
I'ubovolné a nijako nesuvisi s posielanim sprav v broadcastovacej schéme. Broadcastovacou
schémou budeme v tejto kapitole nazyvat konkrétnu realizaciu vysielania sprav podla
vygenerovaného rozvrhu. Ak uvazujeme orientovany graf, tak zdrojova cesta nemusi byt aj
cestou v grafe. Na priradenie sa mdézeme pozerat' tiez ako na konStrukciu kostry grafu
s korefiom v zdrojovom vrchole. Je zrejmé, Ze 'ubovol'né dve zdrojové cesty maju spolocny
aspont jeden vrchol a to zdrojovy vrchol. Dalej, ak maju dve zdrojové cesty spoloéné nejaky
vrchol, tak cesta od tohto spolocného vrcholu k zdroju je pre obe zdrojové cesty rovnaka.

Dalsie pojmy zavedieme priamo pri opise konstrukcie.

Konstruovana schéma bude posielat’ zdrojova spravu po vrstvach, priCom na dorucenie
spravy z vrstvy L, do kazdého vrcholu vrstvy L., bude treba nanajvyS 4 kolad (neskor
ukazeme, ze v skutocnosti vystacia 3 kold). Na dorucenie zdrojovej spravy vSetkym vrcholom

vo vrstve L, staCi jedno vysielanie zdrojového vrcholu s . Zaoberat sa teda budeme
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vysielanim z vrstvy L, do vrstvy L., pre i >1 za predpokladu, Ze vSetky vrcholy vrstvy L,

uz prijali zdrojovu spravu.

Pozrime sa najprv na vrcholy vo wvrstve L., . Nech velL,, . OznaCme
Sv)y={welL, |(w,v)eE} - tj. S(v) je mnoZina tych vrcholov vo vrstve L,, ktoré mozu

odvysielat’ spravu vrcholu v e L., . Je jasné, Ze |S (v)| > 0. V prvom kole vysielania nechame

i+l
kazdy vrchol vo vrstve L. odvysielat' zdrojovu spravu. V tomto kole sa spravu dozvedia tie

vrcholy vo vrstve L, ,, pre ktoré plati |S(v)| =1. Tymito vrcholmi vrstvy L, sa v dalSom

i+l

uvazovani nemusime zaoberat. Od tohto miesta budeme pod vrstvou L. , rozumiet iba tie

i+1
vrcholy, ktoré neprijali spravu v prvom kole, tj. vrcholy s |S(v)| >2 . Ukazeme ako
naplanovat’ vysielanie vrcholov vrstvy L, v nasledujucich 3 kolach tak, Ze kazdy vrchol vo
vrstve L,,, prijme spravu aspon raz.

Z predchadzajiceho méame, Ze sa zaoberame len s vrcholmi , pre ktoré plati |S(v)| >2.
Zoberme si I'ubovol'ny vrchol ve L,,, adve rozne vrcholy a,b € S(v) € L, . Nech x je prvy
spolo¢ny vrchol zdrojovej cesty vrcholu @ a zdrojovej cesty vrcholu b - t.,j. x je taky vrchol,
ktory sa nachddza na oboch zdrojovych cestach tak, ze cesta od tohto vrcholu x je v oboch
zdrojovych cestach rovnakéd a spomedzi spolo¢nych ciest je tato najdlhSia. Taky prvok x
vzdy  existuyje aje to  prinajmenSom  zdrojovy  vrchol. Potom  cesta
(v,a, P(a), P(P(a)),..., X,...., P(P(B)),b,v) je cyklus a teda deli rovinu na 2 oblasti. Ozna¢me
vnatorni oblast symbolom Area(v,(a,b)) . Pri fixovanom nakresleni a vzhl'adom na
jednozna¢né urcenie zdrojovych ciest je tato oblast’ pre danu trojicu vrcholov jednoznacne

urcena. Z geometrického hl'adiska je tento utvar nejaky »n-uholnik s n> 4.

Area(v,(a,b))
Obrazok 5.1: UrCenie oblasti Area(v,(a,b)).

Lahko mozno ukézat niekol’ko tvrdeni o vzniknutych oblastiach:

{a,b}  Area(v,(a,b))
c,d e S(v)nc,d € Area(v,(a,b)) = Area(v,(c,d)) < Area(v,(a,b))
ce SW)Ac ¢ Area(v,(a,b)) = Area(v,(a,b)) c Area(v,(a,c)) v Area(v,(a,b)) < Area(v,(b,c))

Z posledného zuvedenych tvrdeni vyplyva, ze ak mame nejaka oblast 4 vrcholu v,

v ktorej nelezi nejaky vrchol ¢ € S(v), tak vieme skons$truovat’ oblast, v ktorej tento prvok
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lezi a zaroven v nej lezia aj vSetky prvky oblasti 4. Teda postupnym pridavanim prvkov z
S(v) do nejakej zékladnej oblasti vrcholu v, vieme skonStruovat’ taka oblast’, v ktorej lezia
vSetky prvky z S(v) . Presnejsie:

da,be S(©v) také, ze S(v) c Area(v,(a,b)) = Area(v)
Pomenujme oblast’ Area(v) ako oblast” vrcholu v, prvky a,b ako hlavné susedné vrcholy

vrcholu v a prvky z S(v) —{a,b} ako vedlajSie susedné vrcholy vrcholu v.

Poznamenajme, Ze vSetky doteraz uvadzané Cinnosti a urcenie vyznacnych vrcholov je

mozné vykonat’ algoritmicky v polynomidlnom case.
Pozrime sa teraz na oblasti prislichajice r6znym vrcholom vrstvy L., .

Lema 5.1: Nech v,we L., v#w a v e Area(w), potom plati Area(v) C Area(w).

i+1”

Dokaz: Nech v,wel., , v#w a ve Area(w) . Potom pre kazdé¢ ae S(v) cesta
(v, SourcePath(a)) lezi cela v Area(w). Ak by totiz nemala celd lezat’ v Area(w) , musel by
aspon jeden jej bod lezat’ mimo oblasti Area(w). Ked'Ze graf je plandrny, mimo sa cesta
moze dostat’ len tak, ze prejde cez vrchol u € V' leziaci na hranici oblasti Area(w). Kazdy
vrchol na hranici oblasti Area(w) okrem w lezi na nejakej zdrojovej ceste, pretoZze samotna
hranica tejto oblasti je tvorena nejakymi dvoma zdrojovymi cestami. Aj SourcePath(a) je
zdrojova cesta a teda od vrcholu ¥ musi byt totoznad so zdrojovou cestou tvoriacou hranicu
oblasti Area(w), tj. SourcePath(a) musi leZzat’" vo vnutri oblasti alebo na hranici oblasti
Area(w) . Kazdopadne vsak cela lezi v oblasti Area(w), lebo aj hranica oblasti je jej ¢astou.
Ostal nam, este pripad, Ze SourcePath(a) prechadza cez hranicu oblasti Area(w) v bode w.
To ale nie je mozné, lebo cez vrchol we L, , Ziadna zdrojovd cesta vrcholu z L, viest
nemdéze (vzhl'adom na definiciu zdrojovej cesty). Poznamenajme, ze ak by sme chceli byt
uplne formdalne spravny, tak spravna definicia oblasti by mala okrem oblasti ,,n-uholnika*
zahriiovat’ aj cestu od spojenia dvoch zdrojovych ciest, ktoré ju vytvaraju, do zdrojového
vrcholu. Ked'ze oblast’ Area(v) je ohrani¢end nejakymi dvoma zdrojovymi cestami, ktoré su
z vysSie uvedeného urCite v Area(w) a v € Area(w), musi byt aj cela oblast Area(v) v
Area(w) , tj. Area(v) < Area(w) . Naviac plati, ze Area(v) # Area(w). Ak by boli totiz
oblasti rovnaké, museli by mat’ rovnaké hranice, ktoré st tvorené (neorientovanymi) hranami
grafu. Vrchol v lezi z definicie oblasti na hranici oblasti Area(v), a analogicky aj vrchol w
na hranici oblasti Area(w). Zhoda oblasti znamené aj zhodu hranic. Pri zhode hranic by
platilo, Ze v je na hranici oblasti Area(w) = Area(v). Hranica Area(w) je tvorena z definicie
vrcholom w(w#v) avrcholmi z vrstiev L; pre j <i. Vrchol v vSak je z vrstvy L, o je

i+1°

spor s tym, ze lezi na hranici oblasti Area(w). Teda Area(v) c Area(w). %
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Lema 5.2: Existuje vrchol vel,, taky, Ze neexistuje vrchol we L., svlastnostou

v e Area(w).

Dokaz: Je zrejmé, ze ak |Li+1
Nech teda |Li+l

neexistuje. To znamena, ze pre kazdy prvok u e L., existuje prvok u'e L, taky, ze

<2, tak existenciu prvku mame z vysSie uvedené¢ho zarucenu.

>3 . Predpokladajme sporom, Ze prvok ve L., sdanou vlastnostou

u#u' Aue Area(u') . Vezmime si 'ubovolny prvok v, € L., . Knemu existuje v, € L,
s vlastnostou v, #v, Av, € Area(v,) . Z predoslej lemy mame, ze Area(v,) c Area(v,) .

Predpokladajme, Ze sme uz urcili vrcholy v, ..., v, . Pre vrchol v, € L., na zéklade sporné¢ho

i+1

predpokladu existuje prvok v,,, €L, taky, ze v, #v,,, Av, € Area(v,,,), z ¢oho vyplyva
Area(v,) < Area(v,,,). Ak by platili, Ze v, , =v, pre nejaké j e {l,...,k}, dostali by sme, ze

Area(v;) c Area(v;,)) < ...c Area(v,) c Area(v,,,) = Area(v;) . Z toho vyplyva

Jj+l
Area(v;) # Area(v;), €o je spor. Ak ale uvaZime tento fakt a definovanu spornu vlastnost,
tak mame, Ze pre kazdé v, eL, ~vieme najst v, €L, svlastnostou
V, #V,., AV, € Area(v,,,), ktoré je naviac rozne od vSetkych predchadzajucich urcenych
vrcholov. Takto, ale mézeme skonstruovat’ nekonecnu postupnost’ vrcholov z L., €o je spor,

i+l

pretoZze mnozina L, je konecna. #

Definujme teraz mnoziny:
M,={vel, |Awel,, taky, zZev € Area(w)} .
k-1
N, ={vel, |V%UMJ}

Jj=0

M,={veN, |Bwe N, taky, ze v e Area(w)}

MnozZina M su tie vrcholy vrstvy L, ,, ktoré sa nenachadzajii v oblasti ziadneho iného

i+1°
vrcholu vrstvy L,,,. Z geometrického pohl'adu tvoria spolu s hranami do hlavnych susednych
vrcholov akoby obal grafu, pozostavajiceho zvrstiev L, az L . Ak tieto vrcholy
z vonkajSiecho obalu odstranime, narazime na dal§i obal zvrcholov M, . Postupnym
odstrafiovanim vrstiev M ; odstranime vSetky vrcholy a dostaneme sa aZ k vrcholom vrstvy
L.

Z predchadzajicej lemy vyplyva, ze |M 0| >1. Lahko mozno ukazat, Ze ak N, # 0 potom
|M k| >1. To vyplyva z toho, Ze ak uvazujeme len ,,podgraf* pozostavajlci z vrcholov N, vo

vrstve L., predo§la lema je rovnako dobre aplikovatelna, pretoze tento graf spiiia vietky

i+l
predpoklady predchadzajucich tvrdeni. Dalej indukciou mozno ukézat, ze ak N, =0, tak
Vj2k plati M, =0. Nech m je najvacsi t’%k}'/ index, ze M, #0. Je zrejmé, Ze mnoZiny

Li+1| .

M,,....M, stdisjunktné, neprazdne a plati UM , L., . Tedamame, ze m <
k=0
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Kedze v polynomidlnom c¢ase vieme pre Iubovolny bod B vrovine a vrchol
we L, urCit, ¢i B e Area(w), vieme skonStruovat’ polynomidlny algoritmus, ktory pre
vrcholy z vrstvy L, ur€i ich zaradenie do mnozin M, t.j. skonStruuje mnoziny M,...,M .
Pripomenime, Ze pod vrstvou L., rozumieme tie vrcholy, ktoré nadm ,,ostali v hre* po 1. kole

vysielania spravy, t.j. vrcholy s |S (v)| >2.

Lema 5.3: Pre kaZdi z mnozZin M ;, 0 < j <ma pre kaZdy vrchol v € L, plati, Ze vrchol v je

hlavnym susednym vrcholom pre nanajvys dva vrcholy z mnozZiny M .

Doékaz: Sporne predpokladajme, Ze vrchol v € L, je hlavnym susednym vrcholom pre aspon 3
rozne vrcholy z mnoziny M ;. Z tychto vrcholov si vyberme nejake 3 vrcholy a,b,c e M,
pricom v danom nakresleni su susedia vrcholu v po rade P(v),a,c,b . Ztoho, ako je
mnozina M ; definovana mame, ze Ziaden z tychto prvkov a,b,c € M ; nelezi v oblasti in¢ho
prvku z M, . Zoberme si oblasti Area(a) a Area(b) . Tieto oblasti maji spolo¢ni
prinajmensom hranu (v, P(v)), ktora lezi na hraniciach oboch oblasti a naviac je tato hrana aj
hranicou oblasti Area(c). Vrchol ¢ ¢ Area(a) U Area(b) ateda aj hrana (c,v) s vynimkou
bodu v lezi mimo Area(a)u Area(b). Zoberme si teraz hranicu oblasti Area(c). Ta sa
sklada z Casti leziacej mimo oblast Area(a)u Area(b) azcCasti leziacej Vv oblasti
Area(a) U Area(b). Ked'ze kazda cesta z vrcholu a do vrcholu b vedie nutne cez hranicu
oblasti Area(c), musi v oblasti Area(c) lezat’ aspon jeden z vrcholov a alebo b, ¢o je spor

s vlastnostou prvkov mnoziny M ;. &

Obrazok 5.2: Ilustraény obrazok k dokazu lemy 5.3

Ku kazdej mnozine M ; teraz definujme neorientovany graf G, = (V,, E;) nasledovne:
V.=M,{vel,|v jehlavny susedny vrchol nejakého vrcholu z M }
E, ={(v,w)|veM, , AnweV, NL, jehlavny susedny vrchol vrcholu v}
Takto definovany graf G, =(V;,E,) je az na orientdciu hran podgrafom grafu G =(V,E).
Pozrime sa teraz na Struktiru vzniknutych grafov. Graf G, = (V,, E,) pozostava z vrcholov

vistvy L, , ktoré patria do mnoZiny M ; aich hlavnych susednych vrcholov (¢ast’ vrcholov

i+l

vrstvy L, ). Kazdy vrchol v L,,, ma prave dva hlavné susedné vrcholy. Z predoslej lemy

i+l
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mame, ze kazdy vrchol v e L, je hlavhym susednym vrcholom pre nanajvys dva vrcholy
zmnoziny M, . Teda vgrafe G,=(V,,E;) pre kazdy vrchol velV, plati, Ze
1< deng (v) £2. Je Tahko ukazat, Ze pre jednoduchy graf s touto vlastnostou plati, Zze jeho
komponénty suvislosti s cesty a kruznice. Naviac graf G, =(V;,E,) je bipartitny a teda
vietky kruZnice s parnej dizky, v ktorych sa striedaju hlavné susedné vrcholy a vrcholy z
M ;. Kazda cesta zaCina a konc¢i nejakym hlavnym susednym, pricom na ceste sa rovnako
striedaji hlavne susedn¢ vrcholy a vrcholy z mnoziny M ; (cesty maji rovnako parnu dizku).

Zavedieme si d’als$i pojem, ktory mozno mierne zjednodusi zapis nasledujtcich tvrdeni.

Definicia 5.2 (Kolizny graf): Uvazujme komunikacnu radiovu siet' popisanu grafom
dosiahnutelnosti G = (V,E). Nech V, CV je mnozZina tych vrcholov grafu, ktoré uz prijali
zdrojovu spravu a nech V, =V =V, su vrcholy, ktoré esSte tuto spravu neprijali. Koliznym
grafom grafu G =V ,E) amnoziny vysielacov V, nazveme neorientovany graf
G, =Vi,Ey) taky, ze:
Vi =W
Ey, ={(v,w)|v,weV, AJu eV, taky, ze (v,u) € E A(w,u) € E}

Kolizny graf je graf tvoreny vrcholmi, ktoré uz prijali zdrojovl spravu, pricom hrana v tomto
grafe existuje medzi vrcholmi prave vtedy, ak existuje taky vrchol (medzi vrcholmi, ktoré este
zdrojova spravu neprijali), ze sucCasné vysielanie oboch vrcholov by viedlo ku kolizii

prijimania zdrojovej spravy v tomto vrchole.

Lema 5.4: Nech je kolizny graf G, = (V,,E ) vrcholovo «a -zafarbitelny, tak potom
vgrafe G =(V,E) je mozné vykonat bezkolizne vysielanie v a koldch, ktoré zabezpeci, zZe

kazdy sused vrcholu z mnoZiny V| prijme zdrojovii sprdavu.

Dokaz: Bezkolizne vysielanie je ur€ené tak, Ze vrchol v € V| vysiela v kole i, ak jeho farba v
«a -zafarbenti je i. Ukazeme, Ze takto definované vysielanie spiiia tvrdenie lemy. Nech we V.
Ozna¢me N(w)={veV,|(v,w)e E). Uvazujeme len tie weV,, pre ktoré |N (w)| >1. Je
zrejmé, ze mnozina vrcholov z N(w) tvori v koliznom grafe kliku a teda kazdy z tychto
vrcholov je zafarbeny inou farbou. To znamena, ze kazdy z tychto vrcholov bude vysielat

v inom kole a teda vo vrchole w nenastane kolizia. &

Pozrime sa teraz na graf G, = (V,, E,) a skonStruujme k nemu kolizny graf vzhl'adom na
mnozinu vrcholov, ktoré uz spravu prijali, t.j. vzhl'adom na vrcholy z V, — M, < L,. Tento
kolizny graf bude pozostavat’ s komponentov suvislosti, ktoré buda samostatné vrcholy, cesty
alebo kruznice. To vyplyva zo Struktary grafu G, = (V,,E,) . Je jasné, Ze takyto kolizny graf
je vrcholovo 3-zafarbitelny, pricom takéto zafarbenie je algoritmicky I'ahko najst’. Prirad'me
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teraz hlavnym susednym vrcholom z mnoZiny V, na zaklade urcenej farby vysielaciu
postupnost’. Konkrétne, kazdému vrcholu budeme priradovat’ prave jedno z 3 kol, v ktorom
bude vysielat. Vrchol s priradenou farbou i (1 <7 <3) vysiela v kole 1+i. Takéto vysielanie
zabezpeCi dorucenie zdrojovej spravy do vrcholov zmnoZiny M, (samozrejme za
predpokladu, Ze vysielanie vedl'ajSich susednych vrcholov toto vysielanie nepokazi).

Rovnaké tvrdenie plati i pre dalSie skonStruovane graty G, =(V,,E;), j 2 1. Konkrétne
plati, Ze k nim skonStruované kolizne grafy pozostavaju z komponentov suvislosti, ktoré su
kruznice, cesty alebo vrcholy. To vyplyva z definicie kolizneho grafu a charakteru

jednotlivych grafov G, = (V,, E,) - biparticita a vlastnost’, Ze 1 < deg , v)<£2.

Nasledujiicimi dvoma ,,procedirami® ukaZeme, ako d’alej (po priradeni vysielacich kol
hlavnym susednym vrcholom vrcholov z mnoziny M) priradovat’ vrcholom z vrstvy L,

farby (vysielacie kold) tak, aby sme zabezpecili uspesné dorucenie spravy do vrstvy L, ;.
Procedura Set-Minor-Neighbour

Predpokladajme, Ze pre susedné vrcholy (hlavné aj vedlajSie) vrcholov mnozin
M M

skonStruované také priradenie vysielacich kol (pre kazdy vrchol kolo 2, 3, alebo 4), ktoré

0»---» M, apre hlavné susedn¢ vrcholy vrcholov mnoziny M, ( j>0 ) mame
zabezpeci dorucenie zdrojovej spravy do kazdého z vrcholov z mnoziny UZ:O M, avedlajsie
susedn¢ vrcholy vrcholov z M ; eSte nemaju priradené Ziadne vysielacie kolo. Potom vieme
skonstruovat’ take priradenie vysielacich kol pre vedlajsie susedné vrcholy vrcholov z M |,
ktoré neovplyvni uspesné dorucenie sprav do vrcholov z UZZOM , anavySe ma jednu
uzito¢nu vlastnost, ktorti vyuZijeme v procedure Set-Major-Neighbour .

Zoberme si vrchol v e M, ktory ma asponi jeden vedlajsi susedny vrchol. Vzhladom na
nakreslenie, ktoré uvaZujeme, ocislujme vrcholy z mnoZiny S(v) v nejakom fixnom smere
(napriklad v smere hodinovych rudiciek) tak, Ze jednému z hlavnych susednych vrcholov
bude priradené poradové ¢islo 1 a druhému z hlavnych susednych vrcholov vrcholu v, bude
priradené poradové cislo |S(v)|. Teda vedl'ajsie susedné vrcholy budi mat’ priradené cisla
2,...,

spravy do vrcholu v, musi mat’ ti vlastnost, Ze dvom hlavnym susednym vrcholom st

S (v)| —1. KedZe uz skonsStruované priradenie vysielacich kol zabezpecuje dorucenie

priradené rézne vysielacie kold. Ostalo ndm eSte jedno vysielacie kolo. Nech prvému
hlavnému susednému vrcholu (s poradovym ¢islom 1) je pridelené vysielacie kolo a, druhému
b anepouzité vysielacie kolo je c. VedlajSiemu susednému vrcholu s parnym poradovym
¢islom priradime vysielacie kolo ¢ a vedlajSiemu susednému vrcholu s neparnym poradovym
¢islom vysielacie kolo a. Pri takomto priradeni dostane vrchol v zdrojovl spravu ur€ite aspoil

vo vysielacom kole b (vrchol v ma totiZ iba jedného suseda, ktory vysiela v kole b).
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a8 cacac P

Obrazok 5.3: Ilustraény obrazok k procedure Set-Minor-Neighbour

Dodajme, Ze vedl'ajsi susedny vrchol vrcholu z mnoziny M ; je susednym vrcholom prave
jedného vrcholu z mnoZziny U‘]iZOM , - Ak by bol totiz vrchol u, ktory je vedl'ajsi susedny
vrchol vrcholu v e M | a teda leZiaci vo vnutri oblasti Area(v), susednym vrcholom nejakého
iného vrcholu w z mnoziny UZ:OM . » znamenalo by to, Ze existuje cesta dizky 1 medzi
vrcholom u a vrcholom w. KedZe vrchol v e M ,, ziaden vrchol z mnoziny UZ:O M, nelezi
vo vnutri oblasti Area(v). Teda vrchol w lezi mimo oblast’ Area(v). Kazda cesta z vrcholu
w do vrcholu u musi prejst’ cez hranicu oblasti Area(v) ato vdaka planarite cez nejaky
vrchol na hranici oblasti Area(v). Teda kazda cesta musi mat’ dizku aspoii 2, &o je spor

s tym, Ze existuje cesta dizky 1 medzi vrcholom u a vrcholom w. &
Procedura Set-Major-Neighbour

Predpokladajme, Ze pre susedné vrcholy (hlavné aj vedlajSie) vrcholov mnozin
Mg,..., M, (j=1) mame skonStruované také priradenie vysielacich kol procedurami Set-
Major-Neighbour a Set-Minor-Neighbour (pre kazdy vrchol kolo 2, 3 alebo 4), ktoré
zabezpeci dorucenie zdrojovej spravy do kazdého z vrcholov z mnoziny U:OM , - Zoberme
teraz mnozinu vrcholov M, < L,,, . SkonStruujeme teraz také priradenie vysielacich kol
hlavnym  susednym vrcholom vrcholov z mnoZiny M ;, ktoré nebude v konflikte ani s uz
priradenymi vysielacimi kolami a ani neovplyvni doru¢enie zdrojovej spravy do vrcholov
Z mnoziny UZ:}M . - Naviac zabezpe¢i UspeSné dorucenie zdrojovej spravy do vsetkych
vrcholov. mnoziny M, . Kmnozine M, mame priradeny graf G, =(V;,E;) . Na
zabezpecenie UspeSného dorucenia zdrojovej spravy do vrcholov z M, opit’ potrebujeme
zabezpeCit' 3-zafarbitelnost’ kolizneho grafu pre graf G, =(V,,E;) . Oproti rieSeniu
v pripade grafu G, =(V,,E,) tu mame naviac ten problém, Ze niektoré hlavné susedné
vrcholy vrcholov z - M, uZz moZno maju priradené vysielacie kolo, pretoze st susednymi
vrcholmi vrcholov z Uz:) M, . Teda potrebujeme 3-zafarbiteI'nost’ kolizneho grafu v pripade,
ze niektoré zhlavnych susednych vrcholov uz maja predchadzajucim behom algoritmu
uréentt farbu. Pozrime sa na komponenty suvislosti kolizneho grafu. Ak v nejakom
komponente nie je ziadna farba dopredu urcend, je ndjdenie 3-zafarbenia jednoduché vec.
Komponent kolizneho grafu, kde uz nejakd farba urCend je, moézeme vzhladom na jeho

Struktaru rozdelit’ na cesty, kde ma farbu (vysielacie kolo) priradeny len zac¢iato¢ny vrchol
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cesty, a na cesty, kde maju farbu priradené obe koncové vrcholy cesty. Takto vytvorené cesty
su az na vrcholy surCenymi farbami disjunktné. V pripade, Ze farba je urcend len pre
pociato¢ny vrchol cesty, mame k dispozicii 2 vol'né farby, ktorymi vieme striedavo vyfarbit
zvySok cesty.

Uvazujme pripad, Ze farba je uréend pre obe konce cesty. Ak su tieto farby rézne (nech st
to farby a, b) , mame volnu eSte jednu farbu c a cesty vyfarbime tak, ako sme to robili
v pripade procedury Set-Minor-Neighbour. Teda vyfarbime cestu postupne farbami a, ¢, q, ¢,
a, c, ..., b. Vpripade, ze obe konce cesty su ofarbené rovnakou farbou (nech je to a) a cesta
ma dizku aspon 2 (t.j. ma aspon jeden neofarbeny vnutorny vrchol) pouZijeme nasledovné
ofarbenie cesty: a, b, ¢, b, ¢, b, ¢, ..., a , kde b, ¢ st nepouzité farby. Ak cesta ma dizku 1 (t.].
cestou je hrana, kde s fiou inicidentné vrcholy st ofarbené rovnakou farbou), mame koliziu
v ofarbeni, ktori nevieme vyrieSit. Takato situdcia ale vdaka ofarbeniam pouzitym
v procedire Set-Minor-Neighbour a procedure Set-Minor-Neighbour nikdy nenastane.
Z definicie grafu G, =(V,,E;) ajeho kolizneho grafu vyplyva, ze ak v koliznom grafe
existuje hrana, kde obe vrcholy maji rovnaku farbu, tak v grafe G, = (V,, E ;) existuje vrchol
ve M, ktorého hlavné susedn¢ vrcholy maju dopredu urCent rovnakd farbu (vysielacie
kolo). Kedze j>1 existuje vrchol we M | taky, Ze Area(v) = Area(w). Obom hlavnym
susednym vrcholom vrcholu v bolo uz priradené vysielacie kolo. Z toho vyplyva, Ze hlavny
susedia vrcholu v su zaroven aj nejaky susedia vrcholu w, pretoze jediné vrcholy v oblasti
Area(w) , ktoré maji priradené vysielacie kolo, st nutne susedia vrcholu w. Dalej vo vnutri
oblasti Area(v) nemdze lezat’ ziaden zo susednych vrcholov vrcholu w (pozadovana cesta
dizky 1 neméze prejst hranicu oblasti Area(v)). Opét’ ako v procedire Set-Minor-Neighbour,
vzhladom na nakreslenie, ktoré uvazujeme, ocislujme vrcholy z mnoziny S(w) v nejakom
fixnom smere (hodinovych ruciciek) tak, ze jednému z hlavnych susednych vrcholov bude
priradené poradové c¢islo 1, druhému z hlavnych susednych vrcholov vrcholu w, bude
priradené poradové Ccislo |S (w)| a vedlajSie susedné vrcholy budii mat priradené cisla
2,...,

poradovymi Cislami: u,, u,,, € S(w) auvazujme oblast’ Area(w,(u,,u,,,)). Mozno ukazat,

S(w)|—1 . Zoberme si teraz dva susedné vrcholy vrcholu w s nasledujucimi

ze vo vnutri tejto oblasti nelezi ziaden zo susedov vrcholu w. Ked’ze hlavné susedné vrcholy
vrcholu v su susedia vrcholu w, maju v zmysle uvedeného ocislovania nejaké poradové
Cisla. Tieto ¢isla musia byt nasledujuce. Ak by ich nemali nasledujice, vedeli by sme
skonstruovat’ oblast, vo vnutri ktorej lezi nejaky sused u € L, vrcholu w, z ktorého ale
nevedie cesta ziadna zdrojovd cesta. VSimnime si, ze procedura Set-Minor-Neighbour
takymto susedom s nasledujicimi poradovymi ¢islami priradi vzdy rézne farby (vysielacie
kold). Ak teda pouzijeme na pridelovanie vysielacich kol pre vedlajSie susedné vrcholy

proceduru Set-Minor-Neighbour, tak spominana konfliktna situacia nikdy nenastane. #
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Samotny algoritmus, ktory prideli kazdému vrcholu vrstvy L, vysielacie kola funguje tak,
Ze najprv vykona opisanym priamym spdsobom pridelenie vysielacich kol hlavnym susednym
vrcholom vrcholov z mnoziny M, . Na pridelenie vysielacich kol pre vedlajSie susedné
vrcholy vrcholov z M, sa pouZije procedura Set-Minor-Neighbour. Nech m je najvacsi taky
index, ze M, # 0. Potom nasleduje 2m faz algoritmu, pri¢om vo faze 2j—1 sa aplikuje
procedura Set-Major-Neighbour na mnoZinu M ; avo faze 2j sa aplikuje procedura Set-
Minor-Neighbour na mnozinu M ;.

Z fungovania jednotlivych proceduar vyplyva, zZe aplikovanim predchédzajuceho algoritmu
ziskame také pridelenie vysielacich kol (2, 3, alebo 4) niektorym vrcholom z vrstvy L., ktoré
zabezpeCi dorucenie zdrojovej spravy do kazdého vrcholu v zvrstvy L., takého, Ze
|S(v)| > 2. Vrcholy, ktorym nebolo pridelené Ziadne vysielacie kolo, pocas kol 2, 3 a4

nevysielaju. Vrchol v z L., pre ktory plati, ze |S(v)| =1 prijima zdrojovu spravu v kole 1,

i+1°

kedy vysiela kazdy vrchol z vrstvy L..

Opit’ poznamenajme, ze pridelenie vysielacich kol vieme vykonat’ v polynomialnom case,
pretoze kazda z pouzitych elementarnych procedur vieme vykonat' v polynomidlnom case

a kazda sa vykonava polynomialne vel’a krat.

Na zaklade wuvedeného algoritmu vieme uplandrnych grafov dosiahnutelnosti
vygenerovat’ prijatelny rozvrh, ktory vykona broadcasting v ¢ase 4.D . Uvedeny algoritmus
priradenia vysielacich kol ma tu vlastnost, Ze kazdy vrchol, ktory ma takého suseda v vo

vrstve L., ze plati |S(v)| > 2, bude vysielat’ v jednom z kol 2, 3 alebo 4. Toto vysielanie ale

i+1°
doruci spravu aj susednym vrcholom s |S(v)|=1. Tym je uvedené 1. kolo vysielania
povodnej schémy pre tento vrchol zbyto€né. Na druhej strane, ak vrchol we L, nema
Ziadneho suseda v € L., s vlastnostou |S(v)| > 2, algoritmus mu nepriradi Ziadne vysielacie
kolo. Zaroven vsak vysielanie vrcholu w nemdze interferovat’ s vysielanim vrcholov, ktoré
vysielaju v 2., 3. alebo 4. kole pévodného rozvrhu a teda jeho vysielanie, ktoré bolo povodne
v 1. kole, moéze byt vykonané v 'ubovol'nom z kdl 2., 3. alebo 4. Ako vidiet, vysielanie
zdrojovej spravy zvrstvy L. do vrstvy L., vieme naplanovat’ v 3 kolach, ¢o pre celkovu

dizku vygenerovaného rozvrhu dava 3.D potrebnych kol.

Uvedeny mechanizmus konstrukcie prijatelného rozvrhu radiového broadcastingu funguje
s mensimi upravami aj pre orientované planarne grafy dosiahnutelnosti. Modifikécia je ta, ze
vzdy uvaZzujeme iba orientované hrany z vrstvy L, do vrstvy L, ,. Samozrejme aj rozdelenie
vrcholov do vrstiev je uréené na zaklade diZky najkratSej orientovanej cesty zo zdrojového

vrcholu. Ked'Ze po orientovanych hranach nepotrebujeme vysielat’ z vrstvy L., do vrstvy L,

i+1

orientacia tychto hran nerobi problém. Ak existuje nejaka orientovana hrana z vrstvy L, do

vrstvy L., kde j =i, tak t& nam rovnako neprekdza, pretoZe postupujeme po vrstvach
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a potencialne budice vysielanie na tejto hrane bude viest’ len do vrcholu, ktory uz zdrojovu
spravu uspesne prijal a v danom kole uz ziadne vysielania nevykondva ani neprijima.

Algoritmus opisany v predchddzajicom texte mézeme zhrnit’ do nasledujuceho tvrdenia:

Tvrdenie 5.3: Nech G = (V,E) je orientovany plandarny graf dosiahnutelnosti rdadiovej siete.
Potom existuje deterministicky algoritmus, ktory v polynomialnom case pre dany zdrojovy

vrchol s vygeneruje prijatelny rozvrh 11 radiového broadcastingu taky, ze |H| =3.D.



Kapitola 6

Z.aver

V tejto praci, venovanej predovSetkym otdzke broadcastingu v radiovych sietach
popisanych grafom dosiahnutelnosti (grafovy model radiovych sieti), sme sa snazili splnit
dve zékladné ciele:

- podat prehlad aktudlnych vysledkov dosiahnutych pri rieSeni tlohy broadcastingu

v modeloch s r6znymi komunika¢nymi scenarmi spolu s opisom najzaujimavejSich
a najpouzivanejsich technik rieSenia
- navrhnat a analyzovat’ efektivne broadcastovacie algoritmy pre radiové siete

s obmedzenou topologickou Strukturou grafu dosiahnutel'nosti

Ako vidiet’ v prehl’'ade aktudlnych vysledkov, ktorému je venovana najmé 3. kapitola tejto
prace, je oblast’ rddiovych sieti v poslednom obdobi intenzivne skimana. Vysledkom tohto
vyskumu je mnozstvo novych a efektivnejSich algoritmov s prepracovanejSimi technikami pri
vyuziti roznych predpokladov kladenych na komunikaéné procesy. Uroven informacie o sieti
vo vrcholoch siete a predpoklady kladené na komunikacné procesy maji najvacsi vplyv na
celkovu efektivnost’ rieSenia komunikacnych uloh v rddiovych sietach. Preto je pri redlnych
aplikaciach dolezité vybrat’ model, ktory ¢o najlepSie charakterizuje siet. Nové vysledky
postupne znizuju medzeru medzi hornymi a dolnymi odhadmi ¢asu realizacie komunika¢nych
uloh — ako hlavného meritka efektivnosti jednotlivych rieSeni. I ked’ je tato oblast’ intenzivne
skimana, stdle existuje mnoZstvo otvorenych problémov, na ktoré sa nepodarilo ndjst
odpoved’. Pre vicSinu najpouzivanejSich modelov eSte stale nie si zname asymptoticky
broadcastovacich algoritmov pre siete sobmedzenou topologickou Struktirou grafu
dosiahnutelnosti.

V kapitole 3.3 tejto prace prezentujeme sériu algoritmov rieSiacich problém
distribuovaného priradenia cCisla vrstvy vrcholu a n4jdenia odhadu najvécsej hodnoty ulozene;j
vo vrcholoch siete v modely s distribuovanym riadenim, s detekciou kolizie a bez vyuzitia
spontannych vysielani, kde jedind dostupnd informacie vo vrcholoch je ich identifikator.
S vyuzitim tychto algoritmov sa podarilo skonStruovat’ v tomto modely broadcastovaci
algoritmus pre vSeobecné symetrické radiové siete realizujuci broadcasting v Case
O(n+ Dlog D) kol. Zaroven technika pouzitd v tomto algoritme ukazuje moznost’, ako kazdy
algoritmus vyuzivajici spontdnne vysielania a pracujuci v case 7T(n) kol v modely
s distribuovanym riadenim a detekciou kolizie transformovat’ na algoritmus nevyuzivajici

spontanne vysielania a pracujtci v ¢ase 7'(n) + O(Dlog D) kol.
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V 4. kapitole sme sa zaoberali otdzkou broadcastingu v radiovych siet’ach, ktorych grafom
dosiahnutelnosti je dvojrozmernd symetrickda mriezka. Navrhli sme sériu roéznych
broadcastovacich algoritmov urenych pre rézne komunikacné scenare, ktoré prezentovali
rozne pristupy k rieSeniu tohto problému. Nakoniec pre najvSeobecnejsi model — model
s distribuovanym riadenim bez detekcie kolizie, kde jediné informécie dostupna vo vrcholoch
je ich identifikator, sme skonStruovali broadcastovaci algoritmus pracujuci asymptoticky
optimalne v ¢ase O(D +logn) < O(D) kol. Vyuzili sme tu novu techniku vysielania
riadené¢ho vysielacim retazcom, ktory je priradeny identifikatoru vrcholu.

5. kapitola tejto prace je venovana centralizovanému broadcastingu v siet’ach, ktorych graf
dosiahnutelnosti je planarny. SkonStruovali sme algoritmus generujuci prijatelné rozvrhy
radiového broadcastingu dizky 3.D pre planarne orientované grafy. Tento algoritmus vyuZiva
pomerne netradicny pristup. Namiesto Strukturalnych informaécii, ktoré su zname pre planarne
grafy, sa algoritmus opiera oto, ¢o je planarnym grafom najvlastnejSie — existenciu
planarneho nakreslenia. Zarovein algoritmus pracuje po vrstvach, ¢o v symetrickych siet’ach
umoziiuje spustenie jeho viacerych paralelne beziacich inStancii (,,pipelining). Tieto
vlastnosti nam umoziuju predpokladat’, ze tento algoritmus by mohol byt vyuzity aj na
kons$trukciu rychlych centralizovanych broadcastovacich algoritmov pre neplanarne
symetrické grafy. Konkrétne pre grafy, ktoré sice nie su planarne, no nejakym vhodnym
sposobom sa daju rozlozit’ na planarne grafy tak, aby postupné spustanie broadcastovacieho

algoritmu v tychto planarnych grafoch viedlo k realizacii broadcastingu v celom grafe.

Tato praca poskytuje pohlad iba na malu Cast’ Sirokej problematiky efektivneho rieSenia
komunika¢nych uloh v radiovych sietach. Radiové siete totiz umoziuju vysoky stupen
variacie v pouzivanych modeloch vd’aka moznym kombinaciam v predpokladoch kladenych

na komunikac¢né procesy. Mnohé oblasti tejto problematiky ostavaju stale nepreskimané.
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