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Pod’ akovanie: St momenty v Zivote, ked sa ¢loveku podari nie¢o, ¢o vnima, Ze nie
je celkom obycajné, kazdodenné. NieCo, ¢o vyzadovalo vynalozit nemalé usilie a nitilo
ho objavit v sebe veci, o ktorych by nepovedal, ze v hom st. Pre mna je nie¢im takymto
prave tato praca. O to viac prezivam konkrétnu vdacnost voci konkrétnym osobam,
bez ktorych by som nemal Sancu nieco takéto vytvorit. Uvedomujem si, Ze som mohol
nadviazat na pracu velikinov nasej civilizacie poc¢inajuc Archimedom a Euklidom, po-
kra¢ujuc Eulerom, Newtonom, Leibnitzom, Gédelom, Turingom a mnohymi dalsimi,
ktorych praca je pre mna nie¢im naozaj hlboko krasnym a inspirujicim. Bez mojich
rodi¢ov by som to tiez daleko nedotiahol a patri im vdaka za to, Ze ma vytrvalo pod-
porovali v mojich studiach a nie iba v nich. Takisto som velmi vdacny vSetkym mojim
priatelom. Najviac Janke, Makiovi, Pallimu a Daliborovi, ktori ma neraz v zivote velmi
podrzali. Priatelia, ste pre mna vzacni. f)akujem tiez vSetkym mojim spoluhrac¢om z
eRka, UPeCe a Katarinky, s ktorymi som stravil a stale travim krasny cas v dobrovol-
nickej sluzbe. Velku vdaku chcem vyjadrit Bohu, ktory zjavil seba v JeziSovi Kristovi,
ktorému som dal v mojom Zivote Sancu a ktory od vtedy meni moj Zivot na nieco
nadherné. Vdaka patri takisto vSetkym udcitelom, ktori ma kedy ucili. Chcel by som
konkrétne podakovat mojej prvej pani ucitel’ke Evke, ktora mi ako prva otvorila cestu
ku vzdelaniu. Takisto dakujem mojim triednym ucitelkdm z gymnézia, BlaZenke Val-
kovej, Zuzke Kreskocziovej a Marike Khiirovej, ktoré dokazali trpezlivo zvladat vsetky
moje pubertalne napady, ktoré obcas stali za to. Tiez dakujem vSetkym pedagdgom
z katedry informatiky na nasej fakulte, ale aj z ostatnych katedier, ktori okrem svojej
odbornosti vytvaraji naozaj prijemne kolegidlnu a Tudska atmosféru na pracovisku.
Ako poslednému, ale o to viac, chcem podakovat vedicemu tejto prace, panovi profe-
sorovi Branislavovi Rovanovi. Okrem jeho velmi cennych odbornych rad a usmerneni
dakujem za kazdu jednu kavu, ktorou ma na nasich konzultaciach ponikol, a za to, Ze

je vzdy tak norméalne prirodzene Iudsky. TakZe eSte raz, vdaka!



Abstrakt

V préci skimame vplyv pridavnej informacie na zlozitost riesenia problému. Ako vy-
poctovy model sme zvolili nedeterministické konecné automaty a mierou zlozitosti je
pocet stavov. Formalizdciou nasho problému je rozklad nedeterministického kone¢ného
automatu na dvojicu nedeterministickych konecnych automatov takych, ze jazyk po-
vodného automatu je prienikom jazykov tychto dvoch automatov. NavySe ocakavame,
ze oba tieto automaty budi jednoduchsie ako pévodny automat. V praci dokazujeme
rozlozitelnost, respektive nerozloziteInost konkrétnych regularnych jazykov. Dokazu-
jeme uzéaverové a iné vlastnosti tried nedeterministicky rozloziteInych a nedeterminis-
ticky nerozlozitel nych regularnych jazykov. Charakterizujeme triedu jazykov tvorenych
jednym slovom vzhladom na rozlozitelnost. Skiimame jazyky, ktorych minimalny ne-
deterministicky automat je tvoreny prave jednym cyklom. Ukazujeme rozdiel medzi

nedeterministickou a deterministickou rozloziteInostou regularnych jazykov.

Klacdové slova: nedeterministicky koneény automat, rozklad nedeterministického
konecného automatu, nedeterministickd rozlozitelnost, pridavna informécia, popisna

zlozitost



Abstract

We study the effect of supplementary information on the complexity of problem solu-
tion. We have chosen nondeterministic finite automaton as the computational model
and we measure the complexity by the number of states. We formalize our problem via
decomposition of nondeterministic finite automaton into two nondeterministic finite
automata, such that the language accepted by the original automaton is the intersec-
tion of languages accepted by these two automata. Moreover, we require both automata
in the decomposition to be simpler than the original automaton. We show decompo-
sability and nondecomposability of particular regular languages. We show closure and
other properties of classes of nondeterministically decomposable and nondecomposable
regular languages. We characterize the class of languages consisting of exactly one word
with respect to decomposability. We examine languages accepted by nondeterministic
automata consisting of exactly one cycle. We show the difference between nondetermi-

nistic and deterministic decomposability of regular languages.

Keywords: nondeterministic finite automaton, decomposition of nondeterministic
finite automaton, nondeterministic decomposability, supplementary information, desc-

riptional complexity
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Uvod

Kone¢ény automat je jednoduchy vypoctovy model, ktory ma Siroké praktické uplatne-
nie. Pojem kone¢ny automat prvy krat zaviedli McCulloch a Pitts v [McCulloch and
Pitts, 1943]. Odvtedy bolo studovanych mnoho formalizécii tohto pojmu, ktoré moézeme
rozdelit do dvoch zakladnych skupin: prekladace a akceptory. Ustrednym pojmom nasej
prace je nedeterministicky konecny automat, ktory patri medzi akceptory.

Nasou motivaciou je otazka uzito¢nosti pridavnej informécie pri akceptovani ja-
zyka. VoIne povedané, ak automatu nasepkam, Ze vstup, ktory ide rozpoznavat, patri
do nejakého poradného jazyka, viem tym dosiahnut, Ze na rozpoznévanie povodného
jazyka staci automat mensej zlozitosti? Uvedme jeden priklad. Uvazujme, Zze chceme
rozpoznavat jazyk {w € {a}* | |w| = 0 (mod 6)} a chceme ho rozpoznavat nede-
terministickym kone¢nym automatom. Lahko vidno, Ze miniméalny nedeterministicky
kone¢ny automat pre tento jazyk ma 6 stavov. Co ak automatu nasepkam, ze dlzka
vstupu je delitelna tromi? Vtedy nam staci pouzit automat s dvomi stavmi.

Iny pohlad na formalizaciu tejto otazky je, ¢i vieme rozlozit automat rozpoznava-
juci jazyk na dva, ktoré su nejakym spésobom jednoduchsie ako pévodny automat, pri-
¢om prienik jazykov, ktoré rozpoznavaju jednotlivé jednoduchsie automaty je péovodny
jazyk. Na takyto rozklad sa modzeme pozerat tak, Ze jeden z automatov v rozklade
poskytuje pridavni informaciu a druhy je zjednodusenim poévodného automatu. Teda
jazyk, akceptovany jednym z tychto dvoch automatov, plni funkciu poradného jazyka.

Spomenme este, Ze otazka uzito¢nosti pridavnej informéacie sa da takto definovat
pre akykolvek vypocétovy model, nie nutne iba pre kone¢né automaty. V nasej praci
budeme tento problém sktmat vylucne pre nedeterministické konecéné automaty. V
minulosti bol tento problém uz skiimany na nasej fakulte pre deterministické konecné
automaty v praci [Gazi and Rovan, 2008| a pre deterministické zasobnikové automaty
v praci [Labath and Rovan, 2011].

V Kapitole 1 definujeme potrebné pojmy, ktoré potrebujeme v nasej praci. Takisto
uvadzame potrebné vysledky prevzaté z literatury.

V Kapitole 2 skimame konkrétne jazyky vzhladom na rozlozitelnost, budujeme
dokazové techniky a repertoar tvrdeni potrebnych v dalsom texte.

Zaujimavou otazkou je, ¢ je pojem rozlozitelnosti rozny, ak uvazujeme determinis-

tické, respektive nedeterministické konecéné automaty. Ttto otazku riesime v Kapitole
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3. Uvadzame nekonecénu postupnost jazykov taki, ze kazdy z tychto jazykov je nede-
terministicky nerozlozitelny a deterministicky rozlozitelny.

V Kapitole 4 skiimame uzéverové vlastnosti tried rozlozitelnych a nerozlozitel-
nych jazykov. Ukazujeme, Ze prili§ malé nedeterministické konecné automaty st ne-
rozloziteIné. Ukazujeme, Ze vloZenie nového symbolu do jazyka nezmeni rozlozitelnost,
respektive nerozlozitelnost jazyka. Charakterizujeme jazyky tvorené jednym slovom
vzhladom na rozlozitelnost. Skiimame jazyky, ktorych minimélny nedeterministicky

kone¢ny automat je tvoreny prave jednym cyklom.



Kapitola 1
Definicie, potrebné vysledky

V kapitole definujeme pojmy, zavidzame oznacenia a uvadzame vysledky potrebné pre

nasu pracu.

1.1 Nedeterministicky kone¢ny automat

Nedeterministicky koneény automat je dobre znamy model, avsak existuje viac jeho

ekvivalentnych definicii, preto uvadzame tu, ktora budeme pouzivat v nasom texte.

Definicia 1.1.1. Nedeterministicky koneény automat je pitica (K,3,9,qo, F),
kde:

1. K je konecnd mnozZina stavov
2. 3 je konecnd vstupnd abeceda
3. qo € K je pociatocny stav
4. F C K je mnoZina akceptacnijch stavov
5. 0: K x (XU{e}) — 2K je prechodovd funkcia
Poznamka 1.1.1. Nedeterministicky konecny automat sa skrdtene oznacuje NKA.

Poznamka 1.1.2. Ak v texte hovorime o nejakom automate A, Standardne berieme,
Ze A= (Ka,Xa,04,q04, Fa) a teda ak hovorime o mnozine K 4, myslime tgym mnoZinu
stavov automatu A. Analogicky to plati aj pre X4,04, qoa, F'a. Pokial je z kontextu jasné,

o ktory automat sa jednd, dolny index A vynechdvame a piSeme skrdtene K, 3,9, qo, F.

Definicia 1.1.2. Konfigurdcia nedeterministického konecného automatu A je dvojica
(q,u) € K x X%, kde q je stav, v ktorom sa automat nachddza a u je este nedocitand

cast vstupného slova.
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Definicia 1.1.3. Krok viypoctu nedeterministického konecného automatu A je reldcia
Fa na konfigurdcidch definovand (q,au) Fa (p,u) < p € §(¢q,a), q,p € K,u € ¥*,a €
Y U {e}. Reflexivno-tranzitivny uzdver relicie 4 oznacujeme H*. Ak je z kontextu

jasné, o ktory konecny automat sa jednd, index A vynechdvame a piseme iba F.

Definicia 1.1.4. Jazyk akceptovany (definovany) nedeterministickym konecngm au-
tomatom A je jazyk L(A) = {w € ¥*|3qr € F : (qo,w) F* (qr,€)}.

Definicia 1.1.5. Stavovou zlozZitostou nedeterministického konecného automatu A

(oznacujeme #s(A)) rozumieme pocet jeho stavov, t.j. #s(A) = |K]|.

Definicia 1.1.6. Nedeterministicki stavovi zloZitost jazyka L € % (oznacu-

jeme nsc(L) - z anglického nondeterministic state complexity) definujeme nsc(L) =

min{#s(A)|L(A) = L}.

Definicia 1.1.7. Nech L € #Z. Minimdlnym nedeterministickym koneénym au-

tomatom pre jazyk L rozumieme [ubovolny nedeterministicky koneény automat A

taky, Ze #s(A) = nsc(L).

1.2 Dalsie oznacenia

Oznacenie 1.2.1. DlZku slova w oznacujeme |w|.

Oznacenie 1.2.2. Nech n,m € N. Oznacenie n|m znamend, Ze cislo n deli ¢islo m.

Oznacenie n t m znamend, Ze ¢islo n nedeli ¢islo m.

~

Oznacenie 1.2.3. Nech n,m € N. Najvdacsi spoloény delitel ¢isel n a m oznacu-

jeme ged(n, m). Nagmensi spoloény ndsobok cisel n a m oznacujeme lem(n,m).

Oznacenie 1.2.4. Oznacenie A C B znamend, Ze mnoZina A je (nie nutne vlastnou)
podmnozinou mnoziny B. Oznacenie A C B znamend, Ze mnoZina A je vlastnou

podmmnoZzZinou mnoziny B.

V praci casto uvadzame NKA pomocou Standardného stavového diagramu. Pre

lepsiu ¢itatelnost dokazov zavidzame nasledovné oznadcenia.

Oznacenie 1.2.5. Nech u je lubovolné slovo, k € N. Potom pref(u, k) oznacujeme

prefiz slova u dizky k a suff(u, k) oznacujeme suffix slova u dizky k.

Oznacenie 1.2.6. Nech u = ujus...u, je lubovolné slovo, kde u; je symbol pre 1 <

1t < n. Ak v diagrame NKA A pouzZijeme oznacenie prechodu slovom.:
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myslime tym, Ze v automate A sa dd zo stavu q dostat do stavu p na slovo u, pricom
zo stavov, v ktorych sa automat A nachddza pocas citania slova u sa nedd uz nikam
inam dostat. Formdlne, existuji si,...,s, € Ky také, Ze s, = p,da(q,u1) > s1 a pre

1 <i<n plati 64(8i, uiv1) = {qis1}, 8 & Fa, a € Xq — {ujr1} = da(si,a) = 0.

1.3 Definicia problému

Na zaklade tivah uvedenych v Uvode nasej prace zavedieme tistredné pojmy nasej prace.

Definicia 1.3.1. Nech A je nedeterministicky konecny automat. Potom dva nedeter-
ministické konecné automaty Ay, As také, Ze L(A) = L(Ay) N L(Ay) nazveme rozklad
automatu A. Ak navyse plati #5(A1) < #s(A) a #5(A2) < #5(A), nazgvame tento
rozklad netrividlny. Ak existuje netrividalny rozklad automatu A, tak automat A nazyj-

vame rozloZitelnyj.

Definicia 1.3.2. Nech L € % a A je nejaky minimdlny NKA pre jazyk L. Jazyk L

nazyjvame nedeterministicky rozloZitelny prdave vtedy, ked je automat A rozloZitelny.

Ukazeme, Ze vlastnost jazyka byt rozloZitelny je dobre definovana, teda nezavisi od

vyberu miniméalneho kone¢ného automatu pre jazyk.

Tvrdenie 1.3.1. Nech Ay a Ay si minimdlne NKA pre jazyk L. Potom Ay je rozloZi-
telny prdave vtedy ked je Ao rozloZitelny.

Doékaz. Uvazujme Tubovolny jazyk L € %. Ak existuje pre dany jazyk unikatny mi-
nimalny NKA, tak niet ¢o dokazovat. Uvazujme teda, Ze pre jazyk L existuje via-
cero minimélnych NKA. Nech A; a Ay st rozne minimalne NKA pre jazyk L. Do-
kazeme, Zze automat A; je rozloziteIny prave vtedy, ked je rozloziteIny automat A,.
Nech teda existuje netrividlny rozklad automatu A;. Teda existujui NKA B; a B,
také, ze L(By) N L(By) = L(Ay) = L a #5(B1) < #s(A1), #s5(Bay) < #5(A;). Na-
kolko A; a A st oba minimalne automaty pre jazyk L, tak plati #g(A1) = #s(As)
a L(A;) = L(As) = L. Teda plati #5(B1) < #s(A2), #s(B2) < #s(A2) a taktiez
L(By) N L(By) = L(Ay) = L, teda By a B, tvoria zaroven netrivialny rozklad auto-
matu A,. Dané tvaha sa da analogicky spravit aj opa¢nym smerom a dokazat, ze ak

je rozlozitelny automat A,, tak potom je rozlozitelny aj automat Aj. O]

Poznamka 1.3.1. V nasej prdci budeme takmer vZdy hovorit o nedeterministickej
rozloZitelnosti jazyka, preto budeme pisat skrdtene o rozloZitelnosti jazyka. Plny vijraz
nedeterministickd rozloZitelnost jazyka budeme pouzivat iba v pripadoch, ked bude treba

zvgraznit, Ze ide prdave o nedeterministicki rozloZitelnost a nie deterministicki.
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Lahko vidno, Ze rozklad NKA A existuje vzdy a tvori ho samotny automat A a
NKA pre jazyk ¥%. Samozrejme, tento rozklad nie je netrividlny a rovnako nie je ani
ni¢im zaujimavy. Preto nés bude v pripade automatov zaujimat, za akych podmienok
existuje ich netrividlny rozklad. Pri jazykoch nas bude zaujimat, ¢i st rozloZitelné.

Zmysel nasledujicej lemy je v zjednoduSeni dokazov niektorych tvrdeni v nasej
préci, kde potrebujeme predpokladat existenciu netrivialneho rozkladu nejakého auto-
matu, a nasledne dokazat nieco o vypoctoch NKA, ktoré tvoria tento rozklad. Vdaka
tejto Leme mozeme predpokladat, Zze dané vypoc¢ty v kazdom kroku spracuju nejaky

znak zo vstupu, ¢o robi dokazy prehladnej$imi.

Lema 1.3.1 (o bezepsilonovych NKA). Nech A je NKA. Potom platia nasledovné

turdenia.

(a) existuje NKA A’ taky, Ze L(A") = L(A), #s(A) = #5(A") a automat A’ neobsa-
huje prechody na ¢

(b) ak je A rozloZitelny, potom existuje netrividlny rozklad automatu A na NKA
A3, A5 taky, Ze A7 a A5 neobsahugji prechody na e

Dékaz. Tvrdenie (a) vyplyva priamo zo standardnej konstrukcie odepsilonovaného NKA
k Tubovolnému NKA.

Dokazeme tvrdenie (b). Automat A je rozlozitelny, to znamena, Ze existuje netri-
vialny rozklad automatu A na automaty A; a A, ¢o znamena, ze L(A) = L(A;) N
L(A), #5(A1) < #5(A), #5(A2) < #5(A). Podla (a) vSak existuju automaty A| a
Aj take, ze L(AY) = L(A1), #s(A1) = #s(A1) a L(A) = L(As), #s(A2) = #5(45)
pricom navyse automaty A} a A}, neobsahuju prechody na e. To v8ak znamena, Ze
L(A) = L(A)) N L(AY), #s(A)) < #s(A), #s(A) < #s(A), teda A} a A} tvoria
taktiez netrividlny rozklad automatu A. Teda staci polozit A] = A}, A5 = A). O

1.4 Techniky urcovania dolnej hranice poctu stavov
NKA

Na skumanie otazky rozloZzitelnosti jazyka musime mat néastroje, pomocou ktorych
vieme k jazykom hladat ich minimalne automaty. V nasledujucej ¢asti uvedieme tech-
niky, pomocou ktorych budeme schopni urcovat dolné hranice pre pocet stavov ne-
deterministického konec¢ného automatu pre dany jazyk. Pre deterministické konecné
automaty mame k dispozicii Myhill-Nerodova vetu, ktorda vzdy dokéze urcit tesnu
spodnu hranicu pre pocet stavov potrebnych pre deterministicky koneény automat
rozpoznavajuci dany jazyk. Pri nedeterministickych konecnych automatoch je situacia

horsia. Takuto silnd techniku nemame k dispozicii. Avsak méame k dispozicii techniky,
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ktoré nam poskytuji aspon nejaké, nie nutne tesné, dolné hranice pre pocet stavov
potrebnych pre nedeterministicky konecny automat rozpoznavajici dany jazyk. Uva-
dzame dve techniky - Techniku métacich mnozin (z anglického Fooling set technique)
a techniku rozsirenych méatucich mnozin (z anglického Extended fooling set technique),
ktoré cerpame z |[Palioudakis, 2012| a |Glaister and Shallit, 1996].

Definicia 1.4.1 (Méttuca mnozina). Nech L je jazyk, n € N. Nech P = {(x;,y;)|1 <

i <n} takd, Ze:
(a) x;jy; € Lprel <i<n
(b) vy ¢ Lpre 1 <i,j<mnai#]
Potom mnoZinu P nazjvame matica mnozina pre jazyk L.

Veta 1.4.1 (Technika méttcich mnozin). Nech L je requldrny jazyk a existuje mdtica
mnozina P pre jazyk L. Potom kaZdyj NKA akceptujici L md aspon |P| stavov (t.j.
nsc(L) > |P|).

Dékaz. Aby sme nahliadli, ¢o je za touto technikou, uvedieme aj dokaz. OznaCme
|P| = n a postupujme sporom. Nech platia predpoklady tvrdenia a nech existuje NKA
A, ktory mé menej stavov ako n. Pozrime sa na vypocty automatu A na slovach z;y;
pre 1 < ¢ < n. Podla definicie mnoziny P musi platit (qo,, z:v:) F* (i, vi) F* (gip, €),
kde p; € K4 a q;,, € F4. Pozrime sa teraz pozornejsie na stavy p;. Nakolko plati, ze
automat A ma menej stavov ako je n, musi platit, ze existuju také k # [, ze pr = p;.
Potom vsak plati, ze (qo,,zxyi) F* (01, vi) F* (gip, €). Potom vSak zy, € L, ¢o je spor

s definiciou mnoziny P. Teda A ma aspon n stavov. O
Drobnou tupravou tejto vety dostaneme silnejsie tvrdenie.

Definicia 1.4.2 (Rozsirena métiaca mnozina). Nech L je jazyk. Nech n € N. Nech

(a) xjy; € Lprel <i<n
(b) xiy; ¢ L alebo x;y; ¢ Lpre1 <i,j<nai#j
Potom mnozinu P nazijvame rozsirend matica mnozZina pre jazyk L.

Veta 1.4.2 (Technika rozsirenych métucich mnozin). Nech L je reguldrny jazyk a
existuje rozsirend mdtica mnozina P pre jazyk L. Potom kazZdy NKA akceptujici L md
aspoti | P| stavov (t.j. nsc(L) > |P|).
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Dokaz je takmer identicky ako dokaz pre 1.4.1 a je trividlne ho rozsirit tak, aby
dokazoval toto tvrdenie, preto ho neuvadzame. Takisto je Tahko vidno, Ze ak je mnoZina
méticou mnozinou pre jazyk L, je aj rozsirenou méticou mnozinou pre L.

Prirodzena otéazka, ktora sa pontka, je: ,Ako najst ¢o najvacsiu (rozSirend) mé-
tdcu mnozinu pre dany jazyk L? “. Algoritmus, pomocou ktorého by sa tdto mnozina
dala skonstruovat znamy nie je, avSak v |Glaister and Shallit, 1996] autori ponukaji
nasledujicu heuristiku, ktora, ako sa zda, ¢asto zafunguje velmi dobre. Najprv skon-
struujme NKA akceptujici jazyk L. Nech pre kazdy stav g tohto automatu je z, najk-
ratsie slovo také, ze plati (qo,z,) F* (¢,€) a nech y, je najkratsie slovo také, ze plati
(q,y,) F* (qr,€), kde gr je akceptacny stav. Potom zvolme P ako nejaktt vhodnu

podmnozinu {(z,,y,)|q € K}.

Priklad 1.4.1. Uvazujme jazyk L = {w € {a,b}* | #.(w) = 0 (mod 2) A #4(w) =
0 (mod 2)}. NKA akceptujuci jazyk L uvadzame pomocou diagramu.

Obr. 1.1: NKA akceptujuci jazyk L

Teraz, pouzijic techniky uvedené v predoslom, dokazeme, Ze tento NKA je minimal-
nym NKA pre jazyk L. Uvazujme mnozinu dvojic slov F' = {(¢, ¢), (a, a), (ab, ab), (b, b)}.
Mnozina F je podla definicie 1.4.1 méticou mnozinou pre jazyk L. Nakolko |F| = 4,
tak podla vety 1.4.1 plati nsc(L) > 4. KedZe sa nam podarilo zostrojit NKA akceptu-
juci L, ktory ma prave 4 stavy, tak tento NKA je minimalnym automatom pre jazyk
L, t.j. nsc(L) = 4.

Priklad 1.4.2. Uvazujme jazyk L = {wjabaws | wi,wy € {a,b}*}. NKA akceptujici

jazyk L uvadzame pomocou diagramu.

a,b a‘7b

a b a
start —{ 4o @ Gab

Obr. 1.2: NKA akceptujuci jazyk L
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Pouzijuc techniky uvedené v predoslom dokazeme, Ze tento NKA je miniméalny NKA
pre jazyk L. Uvazujme mnozinu dvojic slov F' = {(e,aba), (a,ba), (ab,a), (aba,e)}.
Mnozina F' je podla definicie 1.4.2 rozSirenou méaticou mnoZzinou pre jazyk L. Nakolko
|F| = 4, tak podla vety 1.4.2 plati nsc(L) > 4. KedZe sa nam podarilo zostrojit NKA
akceptujuici L, ktory ma préave 4 stavy, tak tento NKA je minimélny NKA pre jazyk
L, t.j. nsc(L) = 4. Este spomenime, Ze pri dokazovani minimality pomocou techniky
méticich mnozin (nie rozsirenych) by sme neuspeli, nakol’ko najvicsia mozna mética

mnozina pre jazyk L obsahuje 2 prvky.



Kapitola 2
Rozlozitelné a nerozlozitelné jazyky

V kapitole skiimame konkrétne jazyky vzhladom na ich rozlozitelnost. Cielom kapitoly
je poskytnit zakladny vhlad do problematiky a takisto vybudovat repertoar tvrdent,

ktoré budeme pouzivat v dalSom texte pri dokazoch.

2.1 RozlozitelI'né jazyky
Tvrdenie 2.1.1. Uvazujme jazyky L, = {a*ba!|(1+ k) = 0(mod n)}. Ak n > 2, potom
jazyk L, je rozloZitelny.

Doékaz. Uvazujme n € N,n > 2. Aby sme dokazali, ze jazyk je regularny, a teda ma
vyznam uvazovat o jeho rozklade, zostrojme NKA A, taky, ze L(A,) = L,,. Hladany

NKA uvadzame pomocou diagramu.

Obr. 2.1: automat A, pre jazyk {a*ba'|(l + k) = 0(mod n)}

Uvazujme mnozinu dvojic slov M,, = {(a!, ba™"), (a'b,a”") | 0 <1 < n—1}. Podla

definicie 1.4.2 je mnozina M, rozsirenou méticou mnozinou pre jazyk L,. |M,| = 2n,

10
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teda podla Vety 1.4.2 nsc(L,) > 2n. Kedze L(A,) = L, a #s(A,) = n + 2, tak
nsc(Ly,) = 2n a automat A, je minimalny NKA pre jazyk L.
Teraz zostrojme netrividlny rozklad automatu A,,. Hladané NKA Al a A2 uvadzame

pomocou ich diagramov.

b
start —

Obr. 2.2: rozklad automatu A,

Lahko vidno, Ze uvedené NKA pre n > 2 tvoria netrivialny rozklad automatu A,,
teda ze plati #g(AL) < 2n, #5(A2) < 2n, L(AL) N L(A%) = L(A,). O

Veta 2.1.1. Uvazujme jazyky Ly = {a*? | k € N} pre Z € N. Ak Z nie je mocninou

prvocisla, potom jazyk Ly je rozloZitelny.

Doékaz. Podla predpokladu vety uvazujme Z € N, Z > 0, Z nie je mocninou prvodisla.
Najprv ukazeme, ze nsc(Lyz) = Z. Zostrojme NKA Ay taky, ze L(Az) = Lz. Automat

uvadzame pomocou diagramu.

start —>@

Obr. 2.3: automat Ay

Uvazujme mnoZinu dvojic slov My = {(a’,a?"%) | 0 < i < Z — 1}. Podl'a definicie
1.4.1 je mnozina My méticou mnozinou pre jazyk Ly. Nakolko |My| = Z, tak podla
Vety 1.4.1 nsc(Lz) > Z. Nakolko L(Az) = Lz a #s(Az) = Z, tak plati nsc(Lz) = Z.
Intuitivne je jasné, zZe automat ,,poc¢ita zvySok po deleni Z*.

Teraz najdeme netrividlny rozklad automatu Az. Nech pi"'p3™...p"" je prvociselny
rozklad ¢isla Z. Podla predpokladov Vety plati, Ze r > 2. Najprv nac¢rtneme intuitivny
pohlad vyplyvajuci z vlastnosti zloZenych ¢isel a potom tito intuiciu sformalizujeme.

Automaty v rozklade budu poéitat zvysok po deleni p|™ a zvySok po deleni py™2...p7"" a
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budu akceptovat, ak nimi pocitany zvysok vyjde 0. Ak oba zvysky vyjda 0, tak dosta-
neme slovo, v ktorom pocet pismen a je delitelny p"* a zaroven je delitelny p5™...pI".
Nakolko pi, pa, ..., p, S0 navzajom rdzne prvocisla, tak potom pocet pismen a v zmie-
nenom slove je delitelny Z = p"py?...p" . Teraz uvedme hladané automaty, ktoré
tvoria rozklad automatu Ay;. Automaty uvidzame pomocou diagramov. Pre prehlad-

nost diagramov zavedme oznacenie [; = p|"* a ly = py2...pI""

start _,@
start —>@ 2 @ 2

Obr. 2.4: rozklad automatu Az na automaty AZ(hore) a AZ(dole)

Automaty v rozklade ozna¢me AZ a A7. Formalne dokdzme, Zze L(AZ) N L(AZ) =
L(Ay).
C : Nech w € L(A?) N L(A%). Z konstrukcie automatov A; a Ay vyplyva, Ze slovo w

' a zaroven je delitelna py...pJ"r. Z

obsahuje iba znaky a a jeho dlzka je delitelna p"
toho vyplyva, ze 3t € N : w = a1 222" A teda w € L(Ay).
D : Nech w € L(Ay). Teda 3t € N : w = a/ 722" Nakolko L(AZ) = {a*"' |k €
N}, tak w € L(AZ). Nakolko L(A%Z) = {a*?2"-#""|k € N}, tak w € L(A%). Z toho
w € L(AZ) N L(A%).

Nakolko #g(A?) < #5(Az) a #5(AZ) < #5(Az), tento rozklad je netrivialny, ¢im
je tvrdenie dokazané.

[]

Tvrdenie 2.1.2. Uvazujme jazyky L, = {a™} U {b}*. Ak n > 2, potom jazyk L, je

rozloZitelnyj.

Dékaz. Podla prepokladu uvazujme n > 2. Najprv dokazeme, ze nsc(L,) = n + 2.
Najprv zostrojme NKA A, akceptujuici jazyk L,. Automat A, uvadzame pomocou

diagramu.

start

!

Obr. 2.5: automat A,, pre jazyk {a"} U {b}*
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UvaZzujme mnozinu dvojic slov M,, = {(b,b)}U{(a’,a"1)|0 < i < n}. Tato mnoZina
je podla definicie 1.4.2 rozsirenou méticou mnozinou pre jazyk L,. Kedze |M,| = n+2,
tak podla Vety 1.4.2 nsc(L,) > n+ 2. Nakolko automat L(A,) a #s(A,) =n+2, tak
nsc(L,) =n+ 2 a automat A, je minimalny NKA pre jazyk L,,.

Teraz zostrojime netrividlny rozklad automatu A,,, ¢im skompletizujeme dokaz.

Rozklad uvadzame pomocou diagramu.

b

a
€
start —>
€
b

Obr. 2.6: netrividlny rozklad automatu A,, z Obr. 2.5 na automaty A7 (hore) a A5 (dole)

L(AY) = {b*, b*a"|k € N}, L(A%) = {a}* U {b}*. Teda L(A?) N L(A}) = L(A,).
Nakolko #5(A7) < #s(A,) a #5(AY) < #5(A,,), automaty A} a A} tvoria netrivialny

rozklad automatu A,,. O

Tvrdenie 2.1.3. Uvazujme jazyky L, = {b} {w € {a,b}*|#.(w) = n}. Akn > 1,

potom je jazyk L, rozloZitelny.

Dékaz. Uvazujme n € N,n > 1. Ukdzeme, ze nsc(L,) = n+2. Najprv zostrojime NKA

A, pre jazyk L,. Automat uvadzame pomocou diagramu.

start —( b @ @ ce 2 @

Obr. 2.7: automat A, pre jazyk {b}.{w € {a,b}*|#,(w) = n}

Uvazujme mnozinu dvojic slov M,, = {(g,ba™)} U{(ba*, a" %0 < k < n)}. Mnozina
M, je podl'a definicie 1.4.2 rozsirenou méticou mnozinou pre jazyk L,,. Nakolko | M, | =
n + 2, tak podla Vety 1.4.2 nsc(L,) > n + 2. Nakolko L(A,) = L, a #s(A) =n+ 2,
tak nsc(L,) = n+2 a automat A,, je minimalnym NKA pre jazyk L,,. Teraz zostrojime

netrividlny rozklad automatu A,,. Rozklad uvidzame pomocou diagramu.
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b b b

a })\ a a
% @ @

N

start —

a,b
start —

Obr. 2.8: netrividlny rozklad automatu A,, pre jazyk {b}.{w € {a,b}*|#.(w) = n} na
automaty A} (hore) a Ay(dole)

L(AY) = {w € {a,b}"[#(w) = n}, L(A3) = {b}{a,b}". Teda L(AT) N L(A3) =
L(A,). Nakolko #g(A7}) < #s(A,) a #5(AY) < #s(A,,), tak automaty A} a A} tvoria

netrividlny rozklad automatu A,,. O

Tvrdenie 2.1.4. Pre n,m > 2,0 < z, < n,0 < z,, < m definujeme Lin,m, z,, 2] =
{w € {a,b}*|#.(w) = z,(mod n), #4(w) = 2z, (mod m)}. Platia nasledovné turdenia:

(a) Jazyk Lin,m, z,, zy] je rozloZitelny.
(b) Jazyk Lin,m, zn, zm] U{e} je rozloZitelny.

Dékaz. Najprv dokazeme (a). Uvazujme n,m > 2. Najprv ukdzeme, ze nsc(L[n, m, z,, zm]) =
nm. Definujme NKA A[n,m, z,, 2] = (Ka,{a,b},04,q[0,0],{q[zn, 2m]}), kde K4 =
{qli,7] 10 <i < n, 0 <j < m} aprechodova funkcia 4 jepre 0 < i <mn, 0<j<m
definovand nasledovne: d4(q[i, j],a) = {q[(i + 1) mod n,j|}, d4(qli, 7],0) = {q[i, (5 +
1) mod m]}. Da sa Iahko nahliadnut, ze L(A[n, m, 2, 2m|) = L[n, m, z,, 2,]. Teraz uva-
zujme mnozinu dvojic slov S = {(a'b*, a*n=tp=m+tm=k) | 0 <1 < n, 0 < k < m}. Mno-
zina S je podla definicie 1.4.1 métticou mnozinou pre jazyk L[n, m, z,, z,,]. Kedze |S| =
nm, tak podla Vety 1.4.1 plati nsc(L[n, m, z,, z,]) > nm. Nakolko L(A[n,m, z,, z,,|) =
Lin,m, zn, zm] a #s(A[n,m, z,, zm]) = nm, tak nsc(Lin,m, z,, z,]) = nm a automat
Aln,m, zn, 2] je minimalny NKA pre jazyk L[n,m, z,, zp].

Teraz zostrojime netrivialny rozklad automatu A[n, m, z,, z,,], ¢im skompletizujeme

dokaz. Uvazujme NKA definované nasledovne:

1. Aln, z,) = (K[n, z,],{a, b}, d[n, z,], ¢[0], {q[z.]}), kde Kn,z,] = {q[i]|0 < i < n}
a prechodova funkeia 0[n, z,,| je pre 0 < i < n definovana nasledovne: d[n, 2,,|(¢[i], a) =

{4[(i + 1) mod n}, d[n, 2u)(qli],0) = {qlil}-

2. Alm, zpn] = (K[m, 2], {a,b},6[m, 2], q[0], {a[zm]}), kde K[m,zn] = {q[i]|0 <
i < m} a prechodova funkcia d[m, z,,] je pre 0 < i < m definovana nasledovne:
0[m, zm] (i, b) = {q[(i + 1) mod ml}, d[m, 2] (¢, a) = {qli]}-
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Lahko vidno, ze L(Aln, z,]) = {w € {a,b}*|#.(w) = z,(mod n)}, L(A[m, z,]) = {w €
{a,b}*|#p(w) = zn(mod m)}, teda L(A[n, z,]) N L(A[m, z,]) = L(A[n,m, z,, 2m])-
Nakolko #s(Aln, z,)) < #s(Aln,m, z,, zm]) & #s(Alm, zn]) < #s(Aln,m, z,, zm]),
tak automaty A[n, z,] a A[m, z,,] tvoria netrividlny rozklad automatu A[n,m, z,, z,].
Dokazeme (b). Ak z,, = z,, = 0, tak nie je ¢o dokazovat, nakol'ko potom L{n,m, z,, z,]U
{e} = L[n,m, z,, z,). Uvazujme teda z, # 0 alebo z, # 0. Uvazujme automat
Aln,m, z,, 2] z dokazu (a) a na jeho zéklade definujme NKA A [n, m, z,, 2] = (K4 U
{q¢:},{a,b},0-, qc, {qe, q[zn, 2m]|}), kde prechodova funkcia d. je definovana nasledovne:
0:(qey ) = {q[0,0]}, Vg € Ka,z € {a,b} : d.(q,x) = da(q,x). Da sa lahko nahliadnut,
ze L(Acn,m, zn, zm]) = Lln,m, zn, 2] U {€}. Uvazujme mnozinu dvojic slov M, =
{(alblm gtz —tnpmtzm—tm)L (e, €)}. Mnozina M. je podla definicie 1.4.2 rozsirenou
méticou mnozinou pre jazyk L[n,m, z,, zm] U {e}. KedZe |M.| = nm + 1, tak podla
Vety 1.4.2 plati nsc(L[n,m, z,, 2| U {e}) > nm + 1. Nakolko L(A:[n,m, zn, zm]) =
Lin,m, z,, zn) U{e} a #s(An,m, 25, 2im]) = nm + 1, tak nsc(Lin, m, z,, 2, U{e}) =
nm + 1 a automat A.[n,m, z,, z,,] je minimalny NKA pre jazyk L[n,m, z,, z,] U {e}.
Zostrojime netrivialny rozklad automatu A.[n,m, z,, z,,], ¢im skompletizujeme do-

kaz. Uvazujme NKA definované nasledovne:

1. Nazaklade automatu A[n, z,,] z dokazu (a) definujeme NKA A.[n, z,] = (K|[n, z,]U
{q:},{a, b}, 6:[n, 2], ¢c, {4, q[2n]}), kde prechodova funkcia 0. [n, z,] je definovana
nasledovne: d.[n, z,|(¢.,€) = {¢[0]},Vq € K[n, 2],z € {a,b} : 6:[n,z,)(¢,x) =
d[n, z,](q, ).

2. Nazaklade automatu A[m, z,,] z dokazu (a) definujeme NKA A.[m, z,,,| = (K[m, z,,|U
{¢:},{a, b}, 6:[m, 2], ¢c, {¢e, q[zm] }), kde prechodova funkcia d.[m, z,,] je defino-
vana nasledovne: 0.[m, 2z,,](¢e, €) = {q[0]},Vq € K[m, z,,],z € {a,b} : 6:[m, z2,)(¢, z) =
d[m, zm](q, ).

Lahko vidno, 7ze L(A.[n, z,]) = {w € {a,b}*|#.(w) = z,(mod n) }U{e}, L(A[m, z,]) =
{w € {a,b}*|#(w) = 2z (mod m) }U{e}, teda L(Ac[n, 2, )NL(A[m, z]) = L(Ac[n, m, zn, 2m))-
Nakolko #g(Ac[n, z,]) < #s(Ac[n, m, 2, 2m)) & #5(Ac[m, 2m]) < #s(Ac[n, m, 2, 2m)),
tak automaty A.[n, z,| a Ac[m, z,] tvoria netrivialny rozklad automatu A.[n, m, z,, 2.

]

Tvrdenie 2.1.5. Uvazujme jazyky L = {a'b*}. Ak I,k > 1, potom je jazyk Ly

rozlozitelnyj.

Dékaz. Uvazujme [,k > 1. Ukazeme, ze nsc(L; ;) = [+ k + 1. Najprv zostrojime NKA

Ay pre jazyk L; . Automat uvadzame pomocou diagramu.
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Obr. 2.9: automat A;;, pre jazyk {a'b*}

Teraz uvazujme mnoZinu dvojic slov M = {(a’, a'~%b*), (a'b?,b*9)|0 < i < 1, 1 <
j < k}. Mnozina M je podla definicie 1.4.1 méticou mnozinou pre jazyk L;;. Kedze
|M| =1+ k+1, tak podla Vety 1.4.1 plati nsc(L; ) > |+ k+1. Nakolko L(A;x) = L
a #s(Ag) =1+ k+1, tak nsc(Lyx) =1+ k+ 1 a automat A, je minimalnym NKA
pre jazyk L; .

Teraz zostrojime netrivialny rozklad automatu A;j;. Hladané automaty A; a Ay

uvadzame pomocou diagramov.

start —{ ¢e a @ a KQ—Z\ 2, ... a qq!

start —{ ¢e @

Obr. 2.10: rozklad automat A; na automaty A;(hore) a Ax(dole)

Lahko vidno, 7e L(4;) = {a'b'|i € N} a L(A;,) = {a'b*]i € N}. Teda L(A;)NL(Ay) =
L(A; ). Navyse #5(A;) < #s(Air) a #s(Ax) < #s(Aik), teda automaty A; a Ay tvoria
netrividlny rozklad automatu A .

]

Désledok 2.1.1. Existuje konecny jazyk, ktory je rozloZitelny.

2.2 Nerozlozitelné jazyky

Tvrdenie 2.2.1. Pre lubovolni abecedu ¥ a kazZdé n € N je jazyk X" nerozloZitelny.

Dékaz. Uvazujeme n € N. Najprv ukidzeme, Ze nsc(X") = n + 1. Najprv zostrojme

NKA Agn taky, ze L(Agn) = X" Automat uvadzame pomocou diagramu.

DY by hy
start —( 4o @< @ae @< @

Obr. 2.11: automat Asn
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Vezmime Tubovolné a € ¥ a uvazujme mnozinu M = {(a’,a"*) | 0 < i < n}.
Mnozina M je podla definicie 1.4.1 méticou mnozinou pre jazyk ¥". Kedze |M| = n+1,
tak podla Vety 1.4.1 plati nsc(X") > n + 1. Nakolko sme zostrojili NKA akceptujtci
jazyk 3", ktory mé prave n+ 1 stavov, tak nsc(X") = n+1 a NKA Ay je miniméalnym
automatom pre jazyk >".

Pre n = 0 a n = 1 vyplyva platnost tvrdenia z Vety 4.1.1. Pre n > 2 postupujme
sporom. Nech je jazyk X" rozloZitelny, teda existuje netrividlny rozklad automatu
Asn. To znamend, Ze existuji NKA AT a AS" také, ze L(AT") N L(AY") = X" a
#5(AT") <n+1, #5(A5") < n+ 1. Navyse vdaka Leme 1.3.1 moZeme predpokladat,
7e automaty AT" a AY" neobsahujt prechody na e.

Vezmime Tubovolné a € ¥ a uvazujme vypocet automatu A" na slove a". Podla
predchadzajiceho automat AT" slovo a™ akceptuje. Vypocet vyzera nasledovne: (pg, a™)
(p1,a” V) ... F (pa_1,a) F (pn, €), kde py = Qoaz"s Pn € Fyzn a pre 1 <1 < n plati
pi € K pn. Nakolko #5(AT") < n+1,tak Ji,j e N: 0 <i < j<mn, p,=p; (vo
vypocte sa nejaky stav zopakuje). Z toho vyplyva, ze v akceptovanom slove mozem
nejaki jeho ¢ast pumpovat, t.j. Ir; € N1 <7 <nVk e N:a 1 ¢ L(AT").

Analogicky, uvazujtc vypocet automatu A3" na slove a”, plati Jry € N, 1 < ry <
nVk € N:a"thr2 € L(AS").

Teraz uvazujme slovo a"™™"2. Podla predchadzajiceho plati a™™™ € L(ATF") N
L(A3F"). Avsak a™™™ ¢ ¥ ¢o je v spore s tym, Ze automaty AT" a A" tvoria

netrivialny rozklad automatu Asn. O]

Veta 2.2.1. Pre n > 1 a prvocislo p definujeme Ly = {a*"|k € N}. Jazyk Ly je

nerozloZitelny.
Dékaz. Najprv ukdzeme, ze nsc(Lyn) = p™. Zostrojme NKA A» taky, ze L(Ayn) = Lyn.

Automat uvidzame pomocou diagramu.

Obr. 2.12: automat A,n»

Uvazujme mnozinu dvojic slov M = {(a',a?" ) | 0 <1 < p" — 1}. Mnozina M je
podl'a definicie 1.4.1 métacou mnozinou pre jazyk L,». Nakolko |M| = p", tak podla
Vety 1.4.1 plati nsc(Lyn) > p™. KedZe sa nam podarilo zostrojit automat akceptujuci
L,n, ktory ma prave p™ stavov, tak plati nsc(Ly») = p". Intuitivne je jasné, ze automat
pocita zvySok po deleni p™.

Dalej postupujme sporom. Uvazujme, ze jazyk L, je rozlozitelny, teda Ze existuje

netrividlny rozklad automatu A,.. To znamena, 7e existuji NKA AY" a AY také, 7e
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plati #5(AY") < p*, #5(A5) < p, L(AY" )N L(AY") = L. Navyse podla Lemy 1.3.1
mozeme predpokladat, ze automaty Afn a Ag" neobsahuju prechody na e.

7 predchadzajiceho vyplyva, ze a”" € L(AY"),a”" € L(AY"). Teraz sa pozrime na
vypocet automatu A’fn na slove a?". Nech tento vypocet vyzera nasledovne (go,a?")
(qr,a”" Y F - (gyn_1,a) F (gm,e), kde ¢ je podiatoény stav automatu A%
gy je nejaky akceptacny stav automatu Aﬁ”n aprel <1 < p'q € K AP Na-
kolko #S(Alfn) < p", tak nutne 3i,5 € N0 < 4,5 < p"i # j : ¢ = ¢q; (pocas
vypoctu sa v Casti od zaciatku po predposledny stav nejaky stav zopakuje). Z toho
vyplyva, ze v akceptovanom slove mozem pumpovat ¢ast, ktora je kratsia ako p", t.j.
I € N,1 <7 <p"VkeN:al"th ¢ [(AY).

Analogicky, uvazujic vypocet automatu Ag’" na slove a?", plati Ir, € N, 1 < ry <
p"Vk e N:a?"th2 ¢ L(AL").

Cisla 71 a 7o zapisme nasledovne: r; = p'ts,0 <[} < n,p sy, 19 = p259,0 < 1y <
n,p 1 so. Z uvedencho v predoslom vyplyva, ze a?" """V sis2 o [(AP"Y N L(AR").
Nakolko viak p" { pmer(nl)g s, tak o' tP" " '@sise ¢ [ o je viak v spore s

predpokladom, Ze automaty A2 a AL tvoria netrivialny rozklad automatu Apn. O
Tvrdenie 2.2.2. Jazyk L = ({a}{a,b}{a}{a,b})* je nerozlozitelny.

Dokaz. Najprv ukazeme, ze nsc(L) = 4. Zostrojme NKA A, taky, ze L(A;) = L.

Automat uviadzame pomocou diagramu.

Obr. 2.13: automat Ay, pre jazyk L = ({a}{a,b}{a}{a,b})*

Uvazujme mnozinu M = {(e, aaaa), (a, aaa), (aa,aa), (aaa,a)}. Mnozina M je podla
definicie 1.4.1 méticou mnozinou pre jazyk L. Kedze |M| = 4, tak podla Vety 1.4.1
plati nsc(L) > 4. Nakolko sme zostrojili NKA akceptujuci jazyk L, ktory ma prave 4
stavy, tak nsc(L) = 4 a NKA Ay je minimalnym automatom pre jazyk L.

Nech je jazyk L rozlozitelny, teda existuje netrividlny rozklad automatu Ar. To
znamend, Ze existuji NKA AL a Al také, ze L(AY) N L(AY) = L a #g(AF) < 4,
#s(AL) < 4. Navyse vdaka Leme 1.3.1 mézeme predpokladat, ze automaty Al a AL
neobsahuju prechody na .

UvaZzujme vypocet automatu AF na slove aaaa. Podl'a predchazajiceho automat AL
slovo aaaa akceptuje. Vypocet vyzera nasledovne: (pg,aaaa) = (p1,aaa) b (p2,aa) -
(p3,a) & (pa,e), kde py je pociatocny stav Ay, py € Fur apre 1 <i <4 p; € Ky
Nakolko #g(A¥) < 4, tak Ji,j € {0,1,2,3},i # j,p; = p; (vo vypoclte sa nejaky
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stav zopakuje eSte pred tym, ako bude slovo akceptované) . Z toho vyplyva, ze v
akceptovanom slove mozem nejaku jeho ¢ast pumpovat, t.j. Ir; € {1,2,3} Vk € N :
a*tthr e L(AR).

Analogicky, uvazujtc vypodet automatu AL na slove aaaa, plati Ir, € {1,2,3} Vk €
N: a'thr2 € L(AL).

Teda plati a**lem(rir2) ¢ L(AL) N L(AL). Plati lem(ry,rs) € {1,2,3,6}. Teda plati
attlem(rire) ¢ [, &o je v spore s tym, ze automaty AL a AL tvoria netrivialny rozklad

automatu Aj. O



Kapitola 3

Porovnanie deterministickej a
nedeterministickej rozlozitelnosti

regularnych jazykov

Zaujimavou otazkou je, ¢i existuje regularny jazyk taky, ze je deterministicky nerozlozi-
telny a sucasne nedeterminiticky rozlozitelny, respektive deterministicky rozloZitelny

a sucasne nedeterminiticky nerozlozitelny.

3.1 Definicia deterministického kone¢ného automatu

Pred tym ako uvedieme dosiahnuté vysledky, zavedieme definiciu deterministického
konecného automatu, ktorit budeme pouzivat, nakolko existuje viacero pristupov k

definovaniu deterministickych kone¢nych automatov.
Definicia 3.1.1. Deterministicky koneény automat je pitica (K,%, 6, qo, F'), kde:
1. K je konecnd mnozZina stavov
2. Y je konecnd vstupnd abeceda
3. qo € K je pociatocny stav
4. F C K je mnoZina akceptacnijch stavov
5. 0: K xX — K je prechodovd funkcia
Poznamka 3.1.1. Deterministicky konecny automat sa skrdtene oznacuje DKA.

Poznajic, ako v nasom texte definujeme deterministicky konecny automat, je pre
¢itatela so zakladnymi znalostami v oblasti jasné, ako by boli definované ostatné po-
trebné pojmy (konfiguracia, krok vypoctu, akceptovany jazyk, rozlozitelnost DKA,

deterministicka rozlozitelnost regularneho jazyka), preto ich definicie neuvadzame.

20
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3.2 Rozdielové jazyky

Uvadzame rozdielové jazyky, ktoré ukazuji, Ze pojem rozlozitelnosti regularneho ja-
zyka je rozny ak uvazujeme deterministické, respektive nedeterministické konecné au-
tomaty. Intuicia naSepkava, ze ak to podjde, tak by to mohlo ist skor tak, Ze ndjdeme
jazyk, ktory je deterministicky nerozloziteIny a zaroven nedeterministicky rozlozitelny
(ocakavali sme, Ze v rozklade uSetri nedeterminizmus stavy). AvSak podarilo sa nam
najst rozdielové jazyky, pri ktorych to je opa¢ne. Prvym nasim vysledkom v tomto

smere je nasledujice tvrdenie.

Veta 3.2.1. Euxistuje nedeterministicky nerozloZitelny deterministicky rozloZitelny re-
quldrny jazyk.

Dékaz. Hladanym jazykom je jazyk L = ({a}{a,b}{a}{a,b})*. Ukdzeme, ze jazyk L
je deterministicky rozlozitelny. Najprv zostrojime miniméalny DKA A; akceptujuci L.

Automat uvddzame pomocou diagramu.

Obr. 3.1: DKA Ay, pre jazyk L = ({a}{a,b}{a}{a,b})*

Lahko vidno, Ze Aj akceptuje prave L. Minimalita A; sa da dokazat pomocou
Myhill-Nerodeovej vety. Zostrojime netrivialny rozklad automatu A;. Hladané DKA

A¥ a AL uvadzame pomocou ich diagramov.

a,b

start * a,b @
a,b
a

start

Obr. 3.2: rozklad automatu Ay, na automaty Al (hore) a AZ(dole)
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Mozno nahliadnut, Ze jeden z automatov v rozklade pocita zvySok po deleni 4 a
druhy kontroluje, ¢i symboly na neparnych pozicidch v slove st a. Teda vidno, ze
L(ALY) = {w € {a,b}* | lw| = 0 (mod 4)} a L(AY) = ({a}{a,b})*. Teda L(AL)N
L(AL) = L. Navyse #g(AL) < #5(Ar) a #5(AL) < #5(Az), teda automaty A a
AL tvoria netrivialny rozklad automatu Ap. Z predchadzajiceho vyplyva, Ze jazyk
L = ({a}{a,b}{a}{a,b})* je deterministicky rozlozitelny. Avsak tento jazyk je podla

Tvrdenia 2.2.2 nedeterministicky nerozlozitelny. ]

Uvedena veta sice ukazuje rozdiel medzi deterministickou a nedeterministickou roz-
loziteInostou, avsak jej dokaz velmi zavisi od faktu, ze v definicii DKA pozadujeme
uplna prechodovi funkciu, vdaka ¢omu DKA pouzity v dokaze musi mat odpadovy
stav. Bez tohto odpadového stavu by nas dokaz nepresiel. Nasledujica Veta ukazuje,
ze existuju pripady, kde rozdiel medzi deterministickou a nedeterministickou rozlozi-

telnostou nie je sposobeny iba nutnostou tplnej prechodovej funkcie DKA.
Veta 3.2.2. FEzistuje postupnost jazykov (L;)2,, takd, Ze plati:

(a) Jazyk L; je nedeterministicky nerozloZitelny a sucasne deterministicky rozloZitelny

pre lubovolné i € N,i > 2.

(b) Nech pre lubovolné i € N,i > 3 je A; minimdlny DKA akceptujici L;. Potom
existuje taky rozklad A; na At a Al Ze plati #5(AY) = #5(AL) = w.
Dékaz. Definujme postupnost jazykov (L.)%°, nasledovne: L; = ({a" '}{b}*{a,b})* pre
Tubovolné i > 2. Hladanu postupnost (L;)5°, dostaneme z (L})$°, vybratim niektorych

(nekonecne vela) jej ¢lenov.
Najskor ukdzeme, Zze pre nekonecne vela i > 2 je L. nedeterministicky nerozlo-
zitelny. V nasledujuicom uvazujme teda i > 2 také, Ze i je mocninou prvodisla. Zo-

strojime NKA AV taky, ze L(AYN) = L.. Definujeme AN = (KN {a,b},6", qo,{q0}),

1

kde KY = {q; | 0 < j < i} a prechodovéa funkcia 6V je definovana nasledovne -

N (qi—1,0) = {qo, Gi—1}, YO < j <i—1:6N(qj,a) = {q(j+1) mod i}
Pre ilustraciu a lepsiu ¢itatelnost uvaddzame automat A} aj pomocou diagramu.

a
OO
a

a,b

Y

a

Obr. 3.3: automat Aiv
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D4 sa nahliadnut, Ze plati L(AY) = L.. Navyse, je dobré uvedomit si, ze {a" | k €
N} € L!. Uvazujme mnoZinu dvojic slov M; = {(a/,a"™7) | 0 < j < i}. Podla definicie
1.4.1 je mnozina M; métacou mnozinou pre jazyk L.. |M;| = i, teda podla Vety 1.4.1
nsc(L}) > i. Kedze L(AN) = L} a #5(AN) = i, tak nsc(L}) = i a automat AN je
minimalny NKA pre jazyk L.

Dalej postupujme sporom. Uvazujme, ze jazyk L je rozlozitelny, teda Ze existuje
netrivialny rozklad automatu AY. To znamen4, Ze existuji NKA Ajlv’i, Aév *take, ze
plati #g(AN) < i, #s(AYV") < i, L(AN) N L(AY") = L!. Navyse podla Lemy 1.3.1
mozeme predpokladat, ze automaty Ajlv’i a Aév’i neobsahuji prechody na .

Nakol'ko i je mocninou prvodcisla, tak existuje nejaké prvocislo p a nejaké n takeé,
e i = p". Z predchadzajiceho vyplyva, Ze a”" € L(AN'),a”" € L(AY"). Teraz sa
pozrime na vypocet automatu Aiv * na slove a?". Nech tento vypocet vyzera nasledovne
(qo,a”") = (qu,a®” ') b -+ F (gu_1,a) F (gm,€), kde qo je pociato¢ny stav automatu
Aff’i, gpr je nejaky akceptacny stav automatu Ajlv’i apreVl < j<p":q; € K AN
Nakol'ko #S(Aiv’i) < p"(=1), tak nutne 35,k € N,0 < 5,k < p",j # k : ¢j = g (pocas
vypoctu sa v Casti ,od zafiatku po predposledny stav* nejaky stav zopakuje). Z toho
vyplyva, ze v akceptovanom slove méZzeme pumpovat Cast, ktora je kratsia ako p”, t.j.
I € N1 <7 <p"Vk€N:al"th ¢ [(AY).

Analogicky, uvazujic vypocet automatu Aé\] " na slove a?", platf Iry € N, 1 < ry <
P Vk e N:a?"thr2 ¢ LAY,

Cisla 71 a 7o zapisme nasledovne: 7 = plis;, 0 <[, < n, p 181, 19 = p2sy, 0 <
ly, < n, p1t sy Z uvedeného v predoslom vyplyva, ze a" 7™ sis2 ¢ [(ANG) n
L(AY"). Nakolko viak p" { pmar(io) g, g, tak aP" """ V'2s1s2 ¢ 11 &6 je viak v spore
s predpokladom, Ze automaty AN* a AY" tvoria netrividlny rozklad automatu AN.
Teda jazyk L’ je nedeterministicky nerozlozitelny.

Ukazeme, Ze L je deterministicky rozloziteIny pre l'ubovolné i > 2. DKA AP taky,
7e L(AP) = L/, zostrojime $tandardnou podmnozinovou konstrukciou z NKA AP. Pre
ilustraciu a lepsiu &itatelnost uvddzame najprv automat AP pomocou diagramu. V

diagrame pre prehladnost neuvadzame odpadovy stav ¢r.

Obr. 3.4: automat Af
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Formalne definujeme AP = (KP U {qr}, {a,b},6P,q[0],{q[0],q[i — 1,0],¢[0,1]}),
kde KPP = {qlj],qlj, (j + 1) mod i] | 0 < j < i} a prechodové funkcia 6 je definovana
nasledovne: 67 (q[i—1],b) = q[i—1,0], 6°(q[i—1,0],b) = q[i—1,0], 6P (q[i—2,i—1],b) =
qli — 1,0], Vqlj] € K : 67 (qlj], a) = ql(j + 1) mod 4], Vqlj, k] € KP : 67 (4[4, k], a) =
{q[(j + 1) mod i, (k + 1) mod i]}. Nasa definicia DKA poZzaduje tplnost prechodovej
funkcie, teda zatial nedefinované prechody dodefinujeme tak, Ze idu automaticky do
odpadového stavu gr. Minimalita AP sa d4 dokazat pomocou Myhill-Nerodeovej vety.

Zostrojime netrivialny rozklad DKA AP. Myslienkou rozkladu je, neformalne po-
vedané, Ze v jednotlivych automatoch rozkladu budeme mat namiesto oboch tplnych

D

7, vzdy jeden cyklus ,zlic¢eny* do jedného stavu a druhy cyklus

cyklov, ktoré su v A
uplny. Ked budeme uvazovat slové, ktoré buda akceptované oboma automatmi, tak
vzdy jeden automat spravne zrata dany cyklus, ¢o nam bude stacit. Uvedomme si eSte,
7e rozklad nam bude spravne fungovat aj vdaka faktu, ze dané dva cykly su oddelené
prave jednym prechodom na b z prvého cyklu do druhého, pricom v prvom cykle pre-
chody na b nepouZivame. Automaty v rozklade nazveme AP a AP Pre ilustraciu a
lepsiu citatelnost uvadzame najprv rozklad automatu AP na automaty AP* a AD*

pomocou diagramu. V diagrame pre prehladnost neuvadzame odpadovy stav gr.

a

a a/
b
start —> b

() 8
a

Obr. 3.5: rozklad automatu AP na automaty AP (hore) a A2 (dole)

Formalne definujeme automaty A”" a A2 nasledovne:

LAY = (K U{gen ar}, {a, b}, 61 gon, F), kde Ky = {qlj, (j+1) mod i] | 0 <
j < iy, FP" = {qe1,qli — 1,0],¢[0,1]} a prechodova funkcia 6, je definovana
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nasledovne: 677" (ger,a) = qer, 07" (ger,b) = qli — 1,0], 5{”((][2’ - 1,0],b) =
qli — 1,0], 02" (qli — 2,i — 1],b) = q[i — 1,0], Yq[j, k] € KP" : 6P (g4, k], a) =
{q[( + 1) mod i, (k 4+ 1) mod 4] }. Prechody, ktoré sme zatial nedefinovali, dode-

finujeme tak, Ze automaticky vedi do odpadového stavu qr

C AT = (K" U {qes, ar}, {a, b}, 677, q[0], Fy '), kde Ky = {q[j] | 0 < j < i},

FP" = {q[0], go2} a prechodové funkcia 62 je definovana nasledovne: 65 (q[i —
1],b) = qoa, 65" (qco,a) = qe2, 03" (g2, b) = qo2,Valj] € K3+ 65 (qlj],a) =
q[(j + 1) mod i]. Prechody, ktoré sme zatial nedefinovali, dodefinujeme tak, Ze

automaticky vedi do odpadového stavu qr

Ukazeme, 7e L(AP) = L(AP") N L(AD").
- Tahko vidno z konstrukcie automatov AP a A2
. Uvazujme w € L(AY") N L(ADY). Teda existuju stavy qm € FP, qro € FP take,

(o1, w) 'J;vai (qr1,€), (q[0], w) I—ZZDJ (qr2,€). Postupne rozoberieme, aky moéze byt

stav qp1.

1. qr = qe1. Z konstrukeie AP plynie, Ze vypocet (ge1, w)

Z?@ (qr1,€) prechadza
iba cez stav qo1. Teda existuje nejaké n € N také, ze w = a”. Z konstrukcie AQD’i
teda vyplyva, Ze qre = ¢[0] a vypocet (¢[0], w) I—*AQD,i (qr2,€) je zaroven akceptac-
nym vypoctom automatu AP na slove w. Neformalne, automat AP pouZiva iba

prvy svoj cyklus, ktory je ale cely obsiahnuty aj v AQD’i.

. qr1 € {q[i—1,0],¢[0,1]}. Potom z konstrukcie AP vyplyva, 7e existuji nejaké n €

N, u € {a,b}* také, Ze w = a™bu. Vypocet automatu AP na slove w teda vyzera

nasledovne: (ge1,a"bu) Hp; (go1, bu) 40 (q[i — 1,0],u) F* ., (¢r1,). Nakolko
1

D
slovo w obsahuje symbol b, tak z konstrukcie Aé) " vyplyva q;Q = Qo2 a vypocet
automatu A2 na slove w vyzera nasledovne: (¢[0], a”bu) I—ng,i (q[i — 1], bu) 40
(o2, w) l_ixf’i (go2,€). Z konstrukcie AT plynie, Ze vypocet (q[i — 1,0],u) 'ivai
(qr1,€) v automate AP je zarovenn vypoctom (qli = 1,0}, u) Fp (qr1,€) v au-
tomate AP, Z konstrukcie AY” plynie, ze vypocet (¢[0], a™bu) l_if*i (q[i — 1], bu)
v automate AL je zéroven vypoctom (g[0], a"bu) o (q[i — 1], bu) v automate
AP Navyse plati 6P (q[i — 1],b) = q[i — 1,0]. Z toho vyplyva (q[0], a™bu) H*,
(qli— 1], bu) Fup (q[i —1,0],u) % p (gr1e). Nakolko gr1 € FP | tak tento VypOéét
je akceptaénym vypoctom autom;,tu AP na slove w. Neforméalne povedané, oba
automaty v rozklade zrataju jeden cyklus z povodného automatu a v tom druhom

len stoja. V prieniku dostaneme teda zratané oba cykly.

Nakolko iné moznosti neexistuja, tak plati L(AP) = L(AP") N L(AP"). Zjavne

H#5(AP) < #4(AP), #5(AP") < #5(AP) a teda automaty AP a AP tvoria netri-
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vidlny rozklad automatu AP. Teda L, je deterministicky rozlozitelny pre Tubovolné
1> 2.

Zhriime teda, ¢o sme dokézali. Pre postupnost jazykov (L})22, plati, Ze obsahuje
nekonecne vela jazykov, ktoré s suc¢asne nedeterministicky nerozlozitel né a determinis-
ticky rozlozitelné. Su to tie L., pre ktoré je ¢ mocninou prvoéisla. Hladanta postupnost
(L;)2, teda ziskame tak, Ze z postupnosti (L})2, vyberieme tie L}, kde i je mocninou
prvoéisla. Zjavne postupnost (L;)2°, spliia (a) a pri lepsom pohlade na dokaz determi-
nistickej rozlozitelnosti jazykov L} zistime, Ze splia aj (b).

[]



Kapitola 4

Vlastnosti rozlozitelnosti a

nerozlozitel nosti

Sktimame uzéaverové vlastnosti tried rozloZitelnych a nerozlozitel nych jazykov. Charak-
terizujeme triedu jednoslovnych jazykov vzhladom na rozlozitelnost. Skiimame jazyKky,
ktorych minimélne NKA st tvorené prave jednych cyklom. Ukazujeme, ze ak je mini-
malny NKA pre jazyk prilis maly, tak je automat nerozloziteIny. Uvadzame vysledok,
ktory hovori o jazykoch, ktoré sa navzajom liSia iba v tom, ¢i obsahuji alebo neobsa-

huju nejaky symbol.

4.1 Prilis malé nedeterministické konecné automaty
Dokazujeme, Ze ak je miniméalny NKA pre jazyk prili§ maly, tak je jazyk nerozloZitelny.
Veta 4.1.1. Nech L je jazyk, pricom nsc(L) < 2. Potom L je nerozloZitelny.

Dékaz. Prensc(L) =1 je tvrdenie zrejmé. Uvazujme nsc(L) = 2 a postupujme sporom.
Nech je L rozlozitelny, t.j. existuju NKA A; a As také, ze L(A;)NL(As) = L, #5(A1) =
1, #s(As) = 1. Pozrime sa vsak lepsie na to, ¢o dokdzu jednostavové NKA. D4 sa Tahko
nahliadnut, Ze jednostavovy NKA moze akceptovat iba jeden z nasledovnych troch
typov jazykov: (), {e}, ¥*, kde X je lubovolna abeceda. Taktiez plati ) C {e} C ¥*. Z
toho vyplyva, ze L(A;)NL(As) € {0,{c}, X*}. Plati nsc(D) = nsc({e}) = nsc(X*) = 1,
teda nsc(L(A;)NL(As)) = 1. Aviak L(A;)NL(As) = L a podla predpokladu nsc(L) =
2, ¢o je hladany spor. H

4.2 Novy symbol v jazyku

Nasledujuca veta formalizuje fakt, ze ak mame regularny jazyk a z neho vytvorime

novy jazyk tak, ze vezmeme novy symbol, ktory slova z povodného jazyka neobsahuji, a

27
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tento symbol ,, vopchame “ do slov pévodného jazyka, tak na rozlozitel nosti pévodného

jazyka to ni¢ nezmeni.

Veta 4.2.1. Nech L € # a b ¢ ¥;. Definujeme homomorfizmus hy, : X U{b} — X

nasledovne - hy(b) = ¢, Va € ¥, : hy(a) = a. Potom platia nasledovné tvrdenia:
(a) nsc(L) = nsc(h, *(L))
(b) L je rozlozitelnyg < hy (L) je rozloZitelny

Dokaz. Najprv dokdZeme (a). Nech AL, = (Kp,31,0r,qr, Fr) je minimalny NKA pre

L. Definujeme NKA A’ . = (K, U{b}, &, qr, Fr) kde &, je definovana nasledovne
-Ya € ¥ Vg € K : &(q,a) = 6r(q,a), Vg € K, : &(q,b) = {q}. Ako mozno
Tahko vidiet, do NKA pre L sme iba pridali slu¢ku na b v kazdom stave, preto plati
L(A%) = By (L)

Tvrdime, ze A%, je minimalny NKA pre h,'(L). Toto tvrdenie dokéZzeme spo-
rom. Nech existuje NKA A = (K}, X0,07, ¢}, F}) taky, ze L(A}) = hy (L), #s(A}) <
#5(AP ;). Na zaklade A? definujeme NKA A} = (K}, %) —{b},0[, ¢}, F) kde precho-
dova funkcia 6| je definované nasledovne - Vg € K| Va € X — {b} : 6[(q, a) = 6%(q, a).
Dokézeme, 7e L(A}) = L.

C: Nech w € L(Af). Potom existuje akceptacny vypocet na w v automate Af . Vdaka
tomu, ako je Af definovany, je tento vypocet taktiez akceptacnym vypoctom v au-
tomate Ai, a teda w € hy'(L), z ¢oho plynie hy(w) € L. AvSak z toho, ako je Af
definovany vyplyva, Ze w neobsahuje symbol b, a teda hy(w) = w, z ¢oho plynie w € L.
D: Nech w € L. Z toho Tahko vidno, Zze w € h, ' (L). Teda existuje akceptacny vypocet
na slove w v automate Ai. Nakol'ko w neobsahuje symbol b a automat Af obsahuje
vSetky prechody automatu Ai okrem prechodov na b, tak zmieneny vypocet je taktiez
akceptaénym vypocétom na slove w v automate A, ¢o kompletizuje dokaz tvrdenia
L(AL) = L.

Z predoslého vyplyva #S(Af) = #S(Aﬁ) < #s(Ab. ) = #s(AL. ), ¢o je v spore s
predpokladom, Ze automat AL, je minimalny NKA pre jazyk L. Teda automat Ai S
uvedenymi vlastnostami nemoze existovat, a teda A%, je minimalny NKA pre h; ' (L).
7 konstrukcie automatu A% . plynie, Ze #5(A% . ) = #s(AL. ), ¢o kompletizuje dokaz
(a).

Dokazeme tvrdenie (b).
=: Nech je L rozloziteIny. Teda ak AZ.  je minimalny NKA pre L, tak existuje jeho
netrivialny rozklad na NKA AL = (K1, 3,61, q1, F1) a AL = (K3, 35, 0, q2, ). Bez
ujmy na vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze b ¢ 1,0 ¢ Y. Definujeme NKA
Ab = (K1,3 U {b}, 8% q1, F1) kde prechodova funkcia 6% je definovana nasledovne -
Vg € Ky Va € ¥y : 8(q,a) = 61(q,a), Vg € K; : 6%(q,b) = {q}. Ako si mozno viim-

ntat, automat A% sme zostrojili z automatu AF tak, Ze sme v kazdom stave pridali
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slucku na b, a teda Tahko vidno, ze L(A%) = h, ' (L(A})). Analogicky vieme definovat
na zaklade ALY NKA A3, o ktorom analogicky plati L(A%) = h,'(L(AL)). Oznaéme
miniméalny NKA pre jazyk h,'(L) A®. . Podla (a) plati #g5(A%. ) = #s(AL, ). Na-
kolko #g(AL) = #5(A%) a #5(AL) = #5(AY), tak na to, aby sme dokazali, ze A8 a AS
sta¢i dokazat L(AY) N L(AY) = h,'(L). To

dokédZeme nasledujicou argumentaciou, ktora vyplyva z vlastnosti inverznych homo-

tvoria netrivialny rozklad automatu A° .

morfizmov a konstrukcie automatov, ktoré v dokaze pouzivame - w € L(A})NL(AY) <
w € hy'(L(AF) n by Y (L(AY)) & w € hy ' (L(AE) N L(AY)) & w € hy'(L). Teda
hy (L) je rozlozitelny.

«<: Nech hy'(L) je rozlozitelny. Nech A’ . je minimalny NKA pre h,'(L). Teda
existuje netrivialny rozklad automatu A° . . Nech NKA tvoriace tento rozklad st
A = (K2, %8 68 b FP) a A = (K5,%5,65, ¢5, FP). Nech AL je minimalny NKA
pre jazyk L. Chceme skonstruovat netrivialny rozklad automatu AL. . Na zéklade A%
definujeme NKA AF = (K% 6 — {b}, 0%, ¢b, F}), kde prechodové funkcia 6% je defino-
vana nasledovne - Vg € K?Va € 3t — {b} : 6L (q,a) = 6%(q, a). Hlavnou myslienkou je,
7e 7z automatu A% sme vynechali prechody na b, pretoZe ich v rozklade, ktory chceme
vytvorit, aj tak nepotrebujeme. Analogicky, na zédklade A%, definujeme NKA AZ. Do-
kazeme, ze L = L(AY) N L(AL).

C: Nech w € L. Potom aj w € hy'(L). Teda w € L(A%) N L(A%). Nakolko viak w
neobsahuje symbol b, tak z konstrukcie AL plynie w € L(AL), pretoze Al obsahuje
vietky prechody z A% okrem prechodov na b, ktoré ale pri vypocte na w nepotrebu-
jeme. Analogicky w € L(A%). Teda w € L(A¥) N L(AL).

D: Nech w € L(AN) N L(ALY). Nakolko automat A%, respektive A5, obsahuje vetky
prechody, ktoré obsahuje automat A%, respektive A%, tak w € L(A%) N L(AY). Teda
w € hy ' (L), teda hy(w) € L. Nakol'ko w neobsahuje symbol b, tak h,(w) = w, z ¢oho
plynie w € L. Takze L = L(AL) N L(AL).

Kedze L = L(AL, ), tak plati L(AL, ) = L(AF) N L(ALY). Z (a) vyplyva #s(A
#5(Ab ). 7 konstrukcie AL respektive AL, vyplyva #g(AF) = #5(A), respektive
#o(AL) = #5(AS). Nakolko A% a AY tvoria netrividlny rozklad automatu A® . | tak

plati #5(A}) < #5(A,n) a #5(A3) < #5(A,u)- Z toho vyplyva #5(AT) < #s(A7,,)
a #s(AL) < #5(AL. ). Teda automaty AL a AL tvoria netrividlny rozklad automatu

mzn)

AL Teda jazyk L je rozlozitelny. O

min*

4.3 Charakterizacia jazykov tvorenych jednym slo-

vOoin

Uvadzame uplnu charakterizaciu triedy jazykov tvorenych préave jednym slovom vzhla-

dom na rozloZitelnost.
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Veta 4.3.1. Nech L = {w}. Potom je L rozloZitelnyj prdave vtedy, ked w obsahuje aspori

dva rézne symboly.

Doékaz. =: Dokazeme obmenu tvrdenia. Ak w obsahuje nanajvys jeden znak, tak exis-
tuje nejaké n € N také, ze L = {a"}. Potom podla Tvrdenia 2.2.1 je jazyk L nerozlo-
zitelny.

<: Nech w = wyabw, pre nejaké slova wq, wy. Zostrojime NKA A, pre jazyk L = {w}.

Automat uviadzame pomocou zovseobecneného diagramu.

w1 a b Wa
/’—_‘~* ,”“\_‘
OO OIRO

Obr. 4.1: automat A,

Uvazujme mnozinu dvojic slov F' = {(pref(w, ), suf f(w,|w| —17)) | 0 < i < |ul}.
Mnozina F' je podla definicie 1.4.1 méticou mnozinou pre jazyk L. Nakolko |F| =
|lw| + 1, tak podla Vety 1.4.1 nsc(L) > |w|+ 1. Kedze L(A,) = L a #s(Ay) = |w|+1,
tak nsc(L) = |w| + 1 a automat A, je minimalny NKA pre jazyk L.

Zostrojime netrivialny rozklad automatu A,,. Hladané automaty A% a A% uviddzame

pomocou zovSeobecnenych diagramov.

() %0 ©

R AT

Obr. 4.2: rozklad automatu A,, na automaty A? (hore) a A% (dole)

Lahko vidno, Ze L(A%) = {wia*bwy|k € N} a L(A%) = {wiab*wy|k € N}. UkaZeme,
7e L(A%) N L(A) = {w}.
C: Nech u € L(A%) N L(A%). Teda existujt ki, ks € N také, ze u = wia*bw, =
wyab®wy. Musi platit k; = ko, inak by platilo |u| # |u|. Taktiez musf platit k; >
1, lebo pref(u,|wi| + 1) = wia. Teda aj ky > 1, lebo inak by bolo k; # ky. Teda
pref(u, |w|+2) = wyab. Z toho nutne k; = 1, a teda aj ke = 1. Takze u = wyabwy = w.
D: Této inkluzia je zjavna.

NavySe plati #5(A2) < #s5(A,) a #5(A%) < #g(A,). Takze A2 a AP tvoria

netrividlny rozklad automatu A,,, ¢o ukazuje, Ze jazyk L je rozloZitelny. O
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4.4 Automaty tvorené jedinym cyklom

Typickou schopnostou kone¢nych automatov je pocitat v cykle zvysok po deleni da-
nym &slom z dizky slova. Tieto automaty sa vyznacuju tym, Ze si tvorené jedinym
cyklom, pri¢om nijak nezohladnuju struktaru slova. Podstatu otazok spojenych s ta-
kymito automatmi riesia Vety 2.2.1 a 2.1.1. Nakol'ko v kone¢nych automatoch si préave
cykly velmi dolezitou Strukttrou, v naSej praci sme tito otazku rozsirili a Studovali
sme otéazku rozloZitelnosti jazykov, ktorych minimalne nedeterministické konecné au-
tomaty s tvorené jedinym cyklom, pricom v nom zohladnuja aj struktriru akceptova-
ného slova. Podstatou tychto automatov je, neformalne povedané, pumpovanie nejakého

slova.

Lema 4.4.1. Nech ¥ je lubovolnd abeceda, nech uw € ¥* a nech L, = {u}*. Potom

nsc(L,) = |ul.

Dokaz. Zostrojime NKA A, pre jazyk L,. Tento automat s po¢tom stavov |u| uvadzame

pomocou zovseobecneného diagramu.

start —><__\,‘ u

Obr. 4.3: automat A,

Lahko vidno, ze L(A,) = L,. Uvazujme mnozinu dvojic slov F' = {(pref(u, i), suf f(|u|—
i)) | 0 < ¢ < |ul}. Mnozina F je podla definicie 1.4.1 métticou mnoZinou pre jazyk
L,. Nakolko |F| = |u|, tak podla Vety 1.4.1 nsc(L,) > |u|. Kedze L(A,) = L, a
#s(A,) = |u], tak nsc(L,) = |u| a automat A, je minimalny NKA pre jazyk L,. O

Tvrdenie 4.4.1. Nech 3 je lubovolnd abeceda takd, Ze || > 2. Nech preuw € ¥*, k > 2

je LE = {u*}*. Ak u obsahuge aspori dva rézne symboly, potom je L* rozloZitelny.

Dékaz. Nech n > 1,% ={a,by,...,b,},u € ¥* u obsahuje symbol a a miniméalne este
jeden symbol zo Y. Podla Lemy 4.4.1 plati nsc(LF) = k|u|. Teda existuje NKA A*
taky, ze L(A*) = LF a #5(A*) = k|u|. Automat A je teda minimalny NKA pre LF.
Zostrojime netrivialny rozklad automatu AX. Ozna¢me [ = k.#,(u). Rozklad uvadzame

pomocou zovSeobecneného diagramu.
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u

'y
start —>
b
by bi,.. by
a

yovsby by, ... by by, ..., Dy
a a a a
(o) 1
start —

Obr. 4.4: rozklad automatu A* na automaty A, (hore) a Ay (dole)

by, ..

Myslienkou tohto rozkladu je, ze jeden z automatov kontroluje strukturu slova, ¢i
je prave niekolkonasobnym zretazenim slova u a druhy automat kontroluje, ¢ je slov
u spravne vela. To robi tak, ze poé¢ita pocet nejakého jedného symbolu (v nasom pri-
pade ho oznacujeme a), ktory u obsahuje, pricom kontroluje, ¢ slovo obsahuje prave
m.k.#.(u) pre nejaké m € N. Formélne L(A,) = {u}* a L(Ay) = {w € ¥* | #,(w) =
0 (mod k.#4(u))}. Teda L(A,) N L(A;) = L(AF). Navyse #5(A,) < #s(AF) a
#5(Ap) < #5(AF). Je dobré si uvedomit, Ze kvoli prvej nerovnosti potrebujeme pred-
poklad k£ > 2 a kvoli druhej nerovnosti potrebujeme predpoklad o velkosti abecedy .
Teda automaty A, a Aj tvoria netrividlny rozklad automatu Aﬁ.

O

Tvrdenie 4.4.2. Nech ¥ je lubovolnd abeceda, nech ki, ko € {0, 1}, nech wy, ws, w3, wy, ws,
wg € X*. Definujeme L = {wia"wobwzaw,bwsa*?we}*. Ak ki = 1 alebo ko = 1, potom

je L rozloZitelny.

Doékaz. Zavedme oznacenia u = w,a* wobwzawsbwsa*?ws a Yy = X U {a,b}. Pri-
pomenme, ze Y mdze, ale nemusi nutne, obsahovat symboly a,b, preto sme zaviedli
oznacenie ,. Podla Lemy 4.4.1 plati nsc(L) = |u|. Teda existuje NKA A taky, ze
L(A) = L s #s(A) = |u|]. Automat A je teda miniméalny NKA pre L. Z predpokladov

vyplyva, Ze slovo u je prave jedného z dvoch nasledujtcich tvarov:

1. Existuji dve rozne podslova v slove u také, ze symbol b je nasledovany symbolom

roznym od b.

2. Existuje prave jedno podslovo v slove u také, Ze symbol b je nasledovany sym-

bolom réznym od b, slovo v kon¢i symbolom b a zac¢ina symbolom réznym od

b.
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V slove u si vSimame symboly rozne od b, nasledujiice bezprostredne za b. Ak ky = 1,
tak nutne nastéava pripad 1. Ak ky = 0, teda podla predpokladu k; = 1, tak nastéava
pripad 1 alebo pripad 2 podla toho, aké symboly obsahuju slova wy, ws, w3, wy, ws, we.

Pre oba pripady zostrojime netrividlny rozklad automatu A.

pripad 1: Existuju dve rozne podslova v slove u také, ze symbol b je nasledovany symbolom
roznym od b.
Formélne, existuju vy, vs,v3 € 3%, a bi,by € Yoy — {b} take, ze u = v1bbvabbyvs.
Na zaklade tohto poznatku zostrojime netrivialny rozklad automatu A. Rozklad

uvadzame pomocou zovSeobecneného diagramu.

b
(%1 by U2 b by
---a -7 T
start —
Y\\ -

U3
(4] b by VU
== -7
start —
AN -
V3

Obr. 4.5: rozklad automatu A na automaty A; a As

Mozno nahliadnut, ze L(A;) = {v10'byvabbovs | 1 € N} a L(Ay) = {v1bbyvablbyvs | 1 €
N}*.

Dokazeme L(A;) N L(As) = L.

D: Tato inklazia je trividlna, nebudeme ju formélne dokazovat.

C: Uvazujme w € L(A;) N L(As). Potom existuje n,m,ly,...,l,,01,...,0, € N
také, ze w = 0101 byvebbovs . . . U1 DD Vabbavs = VDb Vb byvs . . . v1bb ULb ™ by,
Indukciou na n dokdzeme, ze m = n, pre 1 <1 <n:[;j=1laprel <i<m:

Oi:]_.

1°: Ak n =0, tak w = ¢ a tvrdenie trividlne plati.

20 : Plati ’Ulbllglvgbl_)gvg .. .vlbl”l_)lvgbl_)gvg = ’Ulbl_)lvgboll;gvg . Ulb[_)l’UQbOMI_)QUg. Po-
zrime sa pozornejsie na prvé useky v tomto slove, t.j. na ¢asti vy bl by vebbyvs a
v1bb v2b byvs. Oba tseky s prefixom toho istého slova a na prvych |v1| sym-

boloch sa zhoduju. Musi platit [; > 1, aby sa zhodovali aj na symoble b, ktory
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pripad 2:

nasleduje za v;. Nakolko v tomto prefixe po zmienenom b nasleduje znak
51, tak nutne [y = 1. Teda plati 0161 b vy = v1bbyvy. Z toho plynie 0; > 1,
nakolko po v, musi nasledovat symbol b. Dalsim sybmobolom je vsak bs,
teda nutne o; = 1. Teda plati v1b" b vabbavs = v1bb1 Vb byvy = v1bb; Vabbovs.
V pripade, ze n = 1, tak niet ¢o dalej dokazovat. Ak n > 2 tak z predcha-
dzajiceho vyplyva, ze V102b109bbovs . . . U1D by Vabbavs = V1bb1 Vb2 bovs

... v1bb b byus a navyse toto slovo akceptuju oba automaty, A; aj As.
Teda podla indukéného predpokladu mozeme tvrdit, Ze n = m, pre 2 < i <

n plati [; = 0; = 1, ¢o dokazuje tvrdenie.

Z predoslého vyplyva w € L, ¢o kompletizuje dokaz tejto inkluzie.
Teda L(A;) N L(Ay) = L = L(A). NavySe #5(A1) < #5(A) a #5(A2) < #5(A),

teda automaty A; a A, tvoria netrividlny rozklad automatu A.

Existuje prave jedno podslovo v slove u také, ze symbol b je nasledovany symbo-
lom réznym od b, slovo u koncéi symbolom b a zac¢ina symbolom réznym od b.

Formalne, existuji by, by € Lo — {b}, v1,v2 € (Zgp — {b})*, c1,c0 €N, ¢1,¢5 > 1
také, ze u = b1 b baab®2. Na zéklade tohto poznatku zostrojime netrividlny

rozklad automatu A. Rozklad uvadzame pomocou zovseobecneného diagramu.

b
b1 U1 bg (%)
N N
start —
~ N -

be2
b
(1 b by
N N
start —
~ -
%

Obr. 4.6: rozklad automatu A na automaty A;(hore) a As(dole)

Mozno nahliadnut, Zze L(A;) = {bjv1b'bovab® | I € N} a L(Ay) = {b'bv1b%bovy | | €
N}{o}~.

Dokézeme L(A;) N L(A2) = L.

D: Tato inklizia je trividlna, nebudeme ju formalne dokazovat.

C: Uvazujme w € L(A;)NL(Ay). Z konstrukcie automatov A; a Ay vidno, ze exis-

tUJﬁ n,m, ll, Ce ,ln7 00,01, ...,0m € N také, 7ew = blvlbllbzvgbCQ R bﬂ)lbl"bgvgbCQ =



KAPITOLA 4. ROZLOZITELNOST A NEROZLOZITELNOST 35

bbb bavab®t . . . b1 b byuab®™ . Indukciou na n dokadZeme, Ze m = n, og = 0,

prel<i<n:lij=craprel<i<m:o; = cs.

1°: Ak n =0, tak w = ¢ a tvrdenie trividlne plati.

20 . KedZe slovo w za¢ina symbolom 51, tak og = 0. Teda plati w = by b bogb®2 . ..
Db bovob® = bru b houab® . . . biv b hyuab®™. Pozrime sa pozornejsie na
prvé tseky v tomto slove, t.j. na Gasti byv1b"byvab® a byvbbyvab® . Oba
tiseky st prefixom toho istého slova a na prvych |bjv;| symboloch sa zho-
duja. Musi platit I; > ¢, aby sa zhodovali aj na podslove b, ktoré na-
sleduje za v;. Nakolko v tomto prefixe po zmienenom b nasleduje znak
by, tak nutne l; = ¢1. Teda plati byvib"byve = biv1bbovs. Z toho plynie
01 > ¢o, nakolko po vy musi nasledovat podslovo b2. Ak n = 1, tak musi
nutne platit 0o; = ¢y, lebo v tom pripade w = b1 D1 bavab®? = byv1 b byugh©!
a pre n = 1 niet dalej ¢o dokazovat. Uvazujme n > 2. V tom pripade je
prefixom w slovo b;v1b" bavab®by = byv1b bavab°1 by . Z toho plynie 0y = ¢5. Z
predchédzajiceho vyplyva b1 b byvab®? = biu b bowab® . 7 uvedeného Vy-
plyva biv1b2bavab® . . b1vg b bavab® = by b byvab?? . . byv b byvab®™ a na-
vySe toto slovo akceptuju oba automaty, A; aj As. Teda podla indukéného
predpokladu moézeme tvrdit, ze n = m a pre 2 < i < n plati [; = ¢1, 0; = ¢o,

¢o dokazuje tvrdenie.

Z predoslého vyplyva w € L, ¢o kompletizuje dokaz tejto inkluzie.
Teda L(A;) N L(As) = L = L(A). Navyse #5(A1) < #s(A) a #5(A2) < #5(A),

teda automaty A; a A, tvoria netrivialny rozklad automatu A.

Na zaver eSte spomenme, ze hlavnou myslienkou rozkladu bola ,,synchronizéicia“
vypoctov automatov v rozklade na symboloch réznych od b, ktoré nasledovali hned za
b. m

4.5 Uzaverové vlastnosti

Sktiimame uzaverové vlastnosti tried rozloziteInych a nerozloziteInych jazykov. Ukazu-

jeme, Ze obe triedy nie st uzavreté na ziadnu zo standardnych operacii.
Tvrdenie 4.5.1. Trieda rozloZitelnych jazykov nie je uzavretd na prienik.

Doékaz. Uvazujme jazyky Ly = {a”*} U {b}*, Ly = {a”?} U {c}*. L; a Ly st podla
Tvrdenia 2.1.2 rozlozitelné. Avsak jazyk L; N Ly, = {a%} je podla Tvrdenia 2.2.1

nerozlozitelny. ]

Tvrdenie 4.5.2. Trieda nerozloZitelnyjch jazykov nie je uzavretd na prienik.
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Dékaz. Uvazujme jazyky Ly = {a®'™ | k € N}, Ly = {a®* | k € N}. Ly a Ly st podla
Vety 2.2.1 nerozlozitelné. Aviak jazyk Ly N Ly = {a®®%3* | k € N} je podla Vety 2.1.1

rozlozitelny. ]
Tvrdenie 4.5.3. Trieda rozloZitelngch jazykov nie je uzavretd na zjednotenie.

Dokaz. Uvazujme jazyky Ly = {w € {a,b}* | #a(w) =0 (mod 2), #,(w) =0 (mod 3)},
Ly = {w € {a,b}* | #.(w) =1 (mod 2), #,(w) =0 (mod 3)}. Ly a Ly st podla Tvr-
denia 2.1.4 rozlozitelné. Avsak jazyk Ly U Ly = {w € {a,b}* | #4(w) = 0 (mod 3)} je
podla Vety 2.2.1 a Vety 4.2.1 nerozloZzitelny. ]

Tvrdenie 4.5.4. Trieda nerozloZitelnyjch jazykov nie je uzavretd na zjednotenie.

Doékaz. Uvazujme jazyky L = {a®*}, Ly = {b}*. Podla Tvrdenia 2.2.1 je L; je neroz-
loziteIny a L je podla Vety 4.1.1 nerozloziteIny. AvSak jazyk LU L, je podla Tvrdenia
2.1.2 rozlozitelny. ]

Tvrdenie 4.5.5. Trieda rozloZitelnych jazykov nie je uzavretd na homomorfizmus.

Doékaz. Uvazujme jazyk L = {a®} U {b}* a homomorfizmus & : {a,b}* — {a}* defi-
novany nasledovne - h(a) = a, h(b) = a. Jazyk L je podla Tvrdenia 2.1.2 rozlozitelny.
Avsak jazyk h(L) = {a}* je podla Vety 4.1.1 nerozloZitelny. O

Tvrdenie 4.5.6. Trieda nerozloZitelnyjch jazykov nie je uzavretd na homomorfizmus.

Doékaz. Uvazujme jazyk L = {a®*|k € N} a homomorfizmus h : {a}* — {a}* definovany
nasledovne - h(a) = aaa. Jazyk L je podla Vety 2.2.1 nerozlozitelny. Avsak jazyk
h(L) = {a%|k € N} je podla Vety 2.1.1 rozloZitel ny. O

Tvrdenie 4.5.7. Trieda rozloZitelnijch jazykov nie je uzavretd na inverzny homomor-

fizmus.

Dokaz. Uvazujme jazyk L = {a**}U{b}* a homomorfizmus h : {b}* — {b}* definovany
nasledovne - h(b) = b. Jazyk L je podla Tvrdenia 2.1.2 rozlozitelny. AvSak jazyk
h=Y(L) = {b}* je podla Vety 4.1.1 nerozloZitelny. O

Tvrdenie 4.5.8. Trieda rozloZitelnyjch jazykov nie je uzavretd na zretazenie.

Dékaz. Uvazujme jazyky L1 = {w € {a,b}* | #4(w) =0 (mod 3), #,(w) =0 (mod 2)},
Ly = {w € {a,b}* | #.(w) =0 (mod 3), #4(w) =1 (mod 2)} U{e}. Jazyky L, a Lo st
podla Tvrdenia 2.1.4 rozlozitelné. Plati Li.Ly = {w € {a,b}* | #.(w) = 0 (mod 3)}.
Teda jazyk Lq.Ls je podla Vety 2.2.1 a Vety 4.2.1 nerozlozitelny. m

Tvrdenie 4.5.9. Trieda nerozloZitelnijch jazykov nie je uzavretd na zretazenie.
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Dékaz. Uvazujme jazyky Ly = {b}, Ly = {w € {a,b}* | #4(w) = 81}. L; je podla Vety
4.1.1 nerozlozitelny a Ls je v podla Tvrdenia 2.2.1 a Vety 4.2.1 nerozlozitelny. Avsak
jazyk Li.Lo je podla Tvrdenia 2.1.3 rozlozitelny. O

Tvrdenie 4.5.10. Trieda rozloZitelnijch jazykov nie je uzavretd na iterdciu.

Dékaz. Uvazujme jazyk L = {ab}. Jazyk L je podla Vety 4.3.1 rozlozitelny. Podla
lemy 4.4.1 plati nsc(L*) = 2 a teda podla Vety 4.1.1 je jazyk L* nerozlozitelny. ]

Tvrdenie 4.5.11. Trieda nerozloZitelnyjch jazykov nie je uzavretd na iterdciu.

Doékaz. Uvazujme jazyk L = {a'®}. Jazyk L je podla Vety 4.3.1 nerozlozitelny. L* =
{a'™* | k € N}, teda L* je podla Vety 2.1.1 rozlozitelny. O

Zostava otvorené, ¢i je trieda nerozloziteInych jazykov uzavreta na inverzny homo-

morfizmus.



Zaver

V praci sme nadviazali na vyskum v oblasti skiimania roznych aspektov informacie.
Skimali sme pojem uzito¢nosti informécie. Otvorili sme oblast skiimania uzito¢nosti
pridavnej informécie v kontexte nedeterminizmu. Ako vypoc¢tovy model sme zvolili ne-
deterministické konecné automaty s mierou zlozitosti pocet stavov. Formalizéciou nasho
problému je rozklad nedeterministického konecéného automatu. Pojem rozloZitelnosti
sme prirodzene rozsirili na regulérne jazyky.

V préaci sme dokézali rozlozitelnost, respektive nerozloZitelnost, niekolkych kon-
krétnych regularnych jazykov. Tieto vysledky pomahaju uchopit problém rozlozitel-
nosti a nerozlozitelnosti a pomahaju vybudovat dokazové techniky. Tieto vysledky
sme néasledne pouzili pri skiimani uzaverovych vlastnosti rozlozitelnych, respektive
nerozloziteInych regularnych jazykov. Dokéazali sme, Ze tieto triedy nie st uzavreté
na ziadnu z beznych operacii. Charakterizovali sme dve podtriedy regularnych jazy-
kov vzhladom na rozloZitelnost. Su to jazyky pozostévajice z jedného slova a jazyky
tvaru {a*" | k € N}. Ukézali sme rozdiel medzi deterministickou a nedeterministickou
rozloziteInostou. Nasli sme nekone¢ni postupnost regularnych jazykov, ktoré su ne-
deterministicky nerozlozitelné a siucasne deterministicky rozloziteIné. NavySe rozklad
minimalneho deterministického kone¢ného automatu pre tieto jazyky je taky, ze oba
deterministické automaty v rozklade maja asi polovicu stavov vzhladom k pévodnému
automatu.

Moznym pokrac¢ovanim tejto prace je hladanie charakterizacii dalsich netrivialnych
podtried regularnych jazykov vzhladom na nedeterministickii rozlozitelnost. Velmi
dobrym vysledkom by bolo najst charakterizaciu regularnych jazykov vzhladom na
rozlozitelnost. Z uzaverovych vlastnosti by sa dala skimat eSte uzavretost na reverz
a komplement. Zmysluplnym pokrac¢ovanim je tiez skiimanie rozlozitelnosti nedeter-
ministického kone¢ného automatu ako takého (neuvazovat v kontexte rozlozitelnosti
jazyka) tak, Ze sa pozrieme na jeho definiciu a z nej skusime ustudit, ¢i je dany au-
tomat rozlozitelny (dalo by sa pozriet napr. na grafové vlastnosti diagramu daného
automatu). Dalsou moznostou je skimanie pojmu rozlozitelnosti pre iné, silnejsie vy-

poctové modely.
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