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Abstrakt

HOLOTNAK, Ondrej. Zbierka tloh z Tedrie grafov. [Diplomova précal.
Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Kate-
dra informatiky.

Skolitel: doc. RNDr. Martin Skoviera, PhD. Obhajoba: Bratislava, 2006.
93s.

V na8ej praci sme sa snazili zozbierat reprezentativnu vzorku tloh témat-
icky patriacu k zakladnym okruhom teoérie grafov, ako st péarenie, stuvislost,
planarne grafy, farbenie, toky, a pod. Medzi tlohami st zastipené rozne
stupne obtiaznosti od lahkych (napr. zostrojenie grafu s poZadovanymi vlast-
nostami), cez stredne fazké (napr. dokazat tvrdenie priamo odvoditelné z
inych, uz dokézanych tvrdeni), az po naro¢né tlohy (napr. dokazat préave
zadefinovand vlastnost skupiny grafov, pripadne dokdzat tvrdenie, ktoré sa
neda priamo odvodit z inych, dovtedy dokdzanych tvrdeni). K v8etkym tlo-
ham sme poskytli struéné navody a taktiez vzorové riesenia. Okrem praktick-
ych uloh zbierka obsahuje vidy aj prehl'ad najdolezitejsich definicii a tvrdeni
v danej oblasti. Tvrdenia st uvadzané bez dokazov.

KTacové slova: tedria grafov, cvicenia, tlohy, zbierka tloh, parenie, suvislost,
planarne grafy, farbenie, toky.

HOLOTNAK, Ondrej. Graph theory ezercise book. [Master thesis|. Come-
nius University. Faculty of mathematics, physics and computer sciences.
Department of computer sciences.

Tutor: doc. RNDr. Martin Skoviera, PhD. Habilitation: Bratislava, 2006.
93p.

In our thesis we focused on collecting a representative sample of exercises
that belong thematically to basic areas of graph theory, such as matching,
connectivity, planar graphs, coloring, flows, etc. A wide range of difficulty
levels are represented among the exercises, among them easy (e.g. construct-
ing a graph with required properties), moderate (e.g. proving declaration
easily deductible from already proven theorems), and hard (e.g. proving a
newly defined property of some class of graphs, or proving declaration not



trivially deductible from others). We provided short hints to all exercises as
well as exemplary solutions. Apart from practical exercises our thesis con-
tains an overview of basic definitions and theorems for each area. Theorems
are stated without proofs.

Keywords: graph theory, exercises, problems, exercise book, matching, con-
nectivity, planar graphs, coloring, flows.



Predhovor

Prvykrat som sa s tedriou grafov stretol ako Student tretieho roc¢nika in-
formatiky na FMFI UK (vtedy sa Skola este volala Fakulta matematiky a
fyziky). Od starSich spoluziakov som pocul, Ze je to vraj tazky predmet.
Po jeho absolvovani moZem s nimi ¢lasto¢ne suhlasit. Lahky urdite nebol.
No napriek tomu mi bol v porovnani s ostatnymi matematickymi predmet-
mi, ako napr. algegra, ¢i matematickd analyza, ovela bliz§i. Krasa teorie
grafov pre mia spociva v jej jednoduchych a Tahko predstavitelnych zak-
ladnych principoch. Graf sa da ¢asto pekne nakreslit ako krizky pospéajané
¢iarkami (pozrite si Tubovolny obrazok v tejto zbierke). NavySe vo vicésine
pripadov uvazujeme o kone¢nych grafoch. Takéto uvazovanie je velmi jasné,
a najmé pre kazdého Tahko predstaviteIné. Ved skuste si predstavit taky n-
rozmerny vektorovy priestor. Ja to nedokdzem. Ale ak nakreslim Petersenov
graf (obrazok 1.3), vi¢Sina Tudi (teraz myslim “oby¢ajnych smrtelnikov” -
nematematikov) uznd, 7Ze je to “celkom pekné”. Na takomto ndkrese sa da
potom Tahko demonstrovat neexistencia eulerovského tahu, ¢i hamiltonovskej
kruznice a rozne iné vlastnosti.

Nezainteresovany ¢lovek sa moze v duchu pytat: “Na ¢o je to vSetko vlastne
dobré?”. Odpoved na tuto otazku je mozno az prekvapujtco pestra. Uplat-
nenia sa najdu v takmer kazdom dobrom programe. Ci uz ide o optimalizaciu
jednoduchych, ale ¢astych algoritmickych problémov, o schému kanaliza¢ného
systému, alebo o systém riadenia letovej prevadzky, vo vSetkych tychto pri-
padoch sa vyuzivaji poznatky z teorie grafov. A préve Tahké predstavitelnost
a Siroké moznosti vyuzitia patria k déovodom, preco sa v diplomovej praci
venujem prave tejto discipline.

Pri zostavovani zbierky som sa snazil zamerat najméi na posluchacov pred-
metu tedria grafov, pretoze aj mne c¢asto k lepSiemu pochopeniu prednasane;j
latky pomohlo rieSenie tiloh na cviceniach a privital by som existenciu zbierky
uloh. Taktiez mi vel'mi pomaha, ak je k tlohe uvedeny aj kratky navod, lebo
pre Citatela, ktory sa eSte v danej oblasti nevyzna, je obc¢as tazké urcit,
ktorym smerom sa pri rieSeni uberat. No a na zaver pomoé6ze moznost overit
si spravnost rieSenia podla vzoru. Tieto zdsady som sa snazil mat po cely



vil

¢as na paméti.

Rad by som sa na tomto mieste podakoval mojmu diplomovému vedicemu
doc. RNDr. Martinovi Skovierovi PhD. za cenné rady a odborné vedenie
diplomovej prace. Velka vdaka tiez patri mojej manzelke a rodi¢om za ich
neustalu podporu.

Dokument bol vysadzany pomocou ETEX 2¢.
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Uvod

V na8ej praci sme sa snazili pontknut ¢itatelom zaujimajicim sa o tedriu
grafov prehl'ad zakladnych tématickych okruhov tohto odvetvia matematiky,
no najma reprezentativnu vzorku tloh a cvic¢eni z danych tématickych okruhov,
navody na ich rieSenie a takisto im poskytnit vzorové rieSenia. Podla tychto
okruhov sme potom Struktirovali aj samotnt zbierku.

Kazda kapitola, okrem poslednej, pozostava z dvoch ¢asti. V prvej casti
ponukame definicie a zakladné tvrdenia potrebné pre pochopenie problematiky
obsahu danej kapitoly. VSetky tvrdenia uvadzame bez dokazov, kedZe dokazy
tychto tvrdeni st uvadzané v takmer kazdej monografii pojednavajicej o
danej problematike, pripadne o tedrii grafov, odporac¢am napr. [8], [4] a [2].
V druhej casti uvadzame samotné tulohy a navody k nim. RieSenia tloh st
uvedené v samostatnej kapitole.

Obtiaznost tloh je na roznej trovni. Kedze cielovou skupinou zbierky boli
najmé Citatelia so ziadnymi, alebo iba zékladnymi poznatkami z tedrie grafov,
vacSina tloh je z kategorie TahSich a stredne narocnych, ktoré slizia najmé
na precvicenie si zadkladnych poznatkov a napoméhaja lepSiemu pochopeniu
udadzanych definicii a tvrdeni. Prikladom Tahkych cviceni si konstrukcéné
ulohy, v ktorych maé ¢itatel za ilohu zostrojit graf s potrebnymi vlastnostami.
Stredne naroc¢né tlohy st napr. tie, v ktorych sa vyzaduje dokazat tvrde-
nie, ktoré piamo vyplyva z uvadzanych tvrdeni, pripadne vyvratit tvrdenie
kontraprikladom. V kazdej kapitole st vSak zastipené aj narocnejsie tlohy.
V nich zvicga treba dokazat nové tvrdenie, ktoré sa neda priamo odvodit
z predtym uvadzanych tvrdeni, pripadne ktoré v sebe obsahuje novodefino-
vani netrivialnu vlastnost nejakej triedy grafov. Naro¢né tlohy st oznacené
znakom “(*)".

V prvej, najdlhsej kapitole teoretickej ¢asti zbierky pontikame zédkladné defini-
cie a tvrdenia, ktoré si potrebné pre porozumenie obsahu vSetkych ostatnych
kapitol. Preto je tato kapitola dalej rozdeleni na casti pojednavajice o
grafoch, stupnoch vrcholov, cestach a cykloch v grafoch, grafovej stuvislosti,
konkrétnych pripadoch jednoduchych grafov ako st stromy a lesy, bipartit-
nych grafoch, d'alej kontrakciach a minoroch, eulerovskych tahoch v grafoch,
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pouziti zdkladov linearnej algebry v teorii grafov a tiez o inych typoch grafov,
ako st napr. multigrafy, hypergrafy a orientované grafy. Vsetky tieto pojmy
st najskor v prislusnej ¢asti zadefinované a su tiez uvedené zakladné tvrdenia
o nich, ktoré nevyzaduju zlozitejsiu analyzu danych problémov. Prave kvoli
obsahovej pestrosti tejto kapitoly tato obsahuje aj najviac tloh - dvadsatdva.
V druhej kapitole detailnejsie pojednavame o pareni v grafoch, konkrétne sa
v jednej casti venujeme pareniu v bipartitnych grafoch. Medzi uvedenymi
tvrdeniami figuruju aj velmi zname, ako napr. Kénigova veta o mohutnosti
maximalneho parenia, ¢i Tutteova veta o jedna-faktore. Téato kapitola ob-
sahuje desat tloh.

Tretia kapitola sa venuje problematike stvislosti grafov. Detailnejsie si rozo-
brané pripady dvoj- a troj-stuvislosti grafov. Uvadzané st klasické vysledky
v oblasti suvislosti, ako Mengerova veta o minimalnom poc¢te oddelujucich
vrcholov, alebo Maderova veta o poc¢te nezavislych H-ciest v grafe. V kapi-
tole je uvedenych desat tloh.

O jednej z najstarsich problematik v ramci tedrie grafov, planarnych grafoch,
pojednéva Stvréd kapitola. Na tvod st uvedené topologické predpoklady, ktoré
sice nemaju velky vyznam pre rieSenie grafovych problémov, ale su akousi
povinnou prerekvizitou k vybudovaniu jednozna¢nej terminolégie planarnych
a najmé rovinnych grafov. f)alej v kapitole rozoberame rovinné grafy a rovin-
né reprezentécie jednoduchych grafov. Uviadzame znamy Eulerov polyhedral-
ny vzorec a Kuratowského vetu vymedzujicu triedu planarnych grafov, ako
aj definiciu a par tvrdeni o duédlnych grafoch. V tejto kapitole figuruje desat
tloh.

V dalsej, piatej kapitole sa venujeme problematike farbenia grafov. Priro-
dzenym pokracovanim predchadzajicej kapitoly a zaroven akymsi historick-
ym dvodom k farbeniu grafov je prva cast zamerand na farbenie mép a
planarnych grafov, kde bez dokazov konstatujeme zafarbitelnost Iubovolnej
mapy piatimi, ale aj Styrmi farbami. f)alej uvadzame zname poznatky o
farbeni vrcholov a hran, ako napr. rozdelenie grafov do dvoch tried na zak-
lade Vizingovej vety o hodnote chromatického indexu. Venujeme sa tiez
vyberovym farbeniam a charakteristike perfektnych grafov. tdloh o farbeni je
v tejto zbierke uvednych patnast.

Siesta kapitola je tématicky venovanéd tokom. Je rozdelend na casti pojed-
navajuce o cirkulacidch, tokoch v sietach, tokoch s hodnotami v grupach,
charakterizacii grafov umoznujucich dvoj-, troj-, ¢i Stvor-tok, dualite medzi
tokmi a farbenim a pre zaujimavost uvadzame aj najznamejsie Tutteove hy-
potézy o tokoch. Kapitola obsahuje desat tloh.

Siedmou a zaroven poslednou kapitolou obsahujicou teoretickt ¢ast je kapi-
tola venovana hamiltonovskym kruzniciam. Uvedené st jednoduché postacu-
juce podmienky pre existenciu hamiltonovskej kruznice v grafe, dalej pod-
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mienky pre hamiltonovské postupnosti a nakoniec uvddzame Fleischnerovu
vetu o hamiltonovskej kruznici vo Stvorci dvojsivislého grafu. V tejto kapi-
tole je uvedenych jedenast tloh.

V poslednej, 6smej kapitole zbierky poniikame vzorové riesenia vSetkych os-
emdesiatichosmych tloh uvedenych v predchadzajacich kapitolach. Tato
kapitola preto obsahuje aj najviac obrazkov ilustrujicich pouzité postupy,
pripadne vysledky konstrukénych tloh, a kapitola je zaroven aj najdlhsou z
celej zbierky.



Kapitola 1

Zaklady

1.1 ZAakladné definicie a tvrdenia

1.1.1 Grafy

Definicia 1.1.1.1. Graf je dvojica G = (V, E) disjunktnych mnozin splia-
juca E C [V?], teda prvky E st 2-prvkové podmnoziny V.
Mnozinu vrcholov grafu G oznaéime V(G) a mnozinu hrdn E(G).

Definicia 1.1.1.2. Rdd grafu G je pocet jeho vrcholov, oznacuje sa |G].
Pocet hran grafu G oznacujeme ||G]||.

Definicia 1.1.1.3. Vrchol v je incidentng s hranou e, ak v € e.

Dva vrcholy v a w st susedné, ak (v,w) € E(G).

Dve hrany e # f st susedné, ak maji spolo¢ny vrchol, t.j. Jv € V(G) taky,
zeveelvef.

Definicia 1.1.1.4. Graf G sa nazyva kompletny, ak vSetky jeho vrcholy si
navzajom susedné. Kompletny graf s n vrcholmi znac¢ime K,.
Maximalny kompletny podgraf nazyvame klika.

Definicia 1.1.1.5. Mnozina vrcholov (alebo hrén) sa nazyva nezdvisld, ak
ziadne dva z jej prvkov nie si susedné.

Maximélna mohutnost nezavislej mnoziny vrcholov v grafe G je jeho ¢islo
nezdvislosti, oznacujeme ho o(G).

Definicia 1.1.1.6. Grafy G = (V, E) a G’ = (V', E') nazyvame izomorfné
(oznacujeme G ~ G'), ak existuje bijekcia ¢ : V — V' kde 2y € E <
o(x)p(y) € £ pre kazdé x,y € V.
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Definicia 1.1.1.7. Ak ' C G a G’ obsahuje v8etky hrany zy € FE, kde
x,y € V', potom G’ je indukovany podgraf podla V' v G a oznacujeme ho
G[V'].

Definicia 1.1.1.8. Graf G nazyvame hranovo mazimdlny s danou vlast-
nostou grafu ak G mé tato vlastnost ale ziaden graf G + xy ju nema, pre
nesusedné vrcholy x,y € G.

Definicia 1.1.1.9. Komplement G grafu G je graf na V s mnozinou hran
VIP\ E.

Definicia 1.1.1.10. Hranovy graf L(G) grafu G je graf na E kde x,y € F
st susedné vrcholy v L(G) prave vtedy ak st susedné ako hrany v G.

1.1.2 Stupen vrchola

Definicia 1.1.2.1. Nech G = (V, E) je (neprazdny) graf. Mnozina susedov
vrchola v v G sa oznacuje Ng(v) alebo aj N(v).

Vseobecnejsie pre U C V, susedia vo V' \ U vrcholov v U sa nazyvaji susedia
U; ich mnozina sa oznacuje N (U).

Definicia 1.1.2.2. Stupefi dg(v) = d(v) vrchola v je ¢islo |E(v)| hran inci-
dentnych s v; podla nasej definicie grafu je toto ¢islo rovné poctu susedov v.
Vrchol stupna 0 sa nazyva izolovanyg.

Definicia 1.1.2.3. Cislo 0(G) := min{d(v) | v € V} je minimdlny stuper
grafu G, ¢islo A(G) := max{d(v) | v € V'} je mazimdiny stuperi grafu G.
Definicia 1.1.2.4. Ak vSetky vrcholy grafu G maja rovnaky stupen k, tak

G je k-requldrny alebo jednoducho reguldrny.
3-regularny graf sa nazyva kubicky.

Definicia 1.1.2.5. Cislo
1
d(G) =7 > d(v)
‘ ’ veV

je priemerny stupen grafu G. Zrejme
5(G) < d(G) < AG).

Definicia 1.1.2.6. ¢(G) := %

Lema 1.1.2.1. ¢(G) = 3d(G).

Tvrdenie 1.1.2.2. Pocet vrcholov nepdrneho stupria v grafe je vZdy pdrny.

Tvrdenie 1.1.2.3. KaZdy graf G s aspori jednou hranou md podgraf H s
d(H) >e(H) > ().
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1.1.3 Cesty a cykly
Definicia 1.1.3.1. Cesta je neprazdny graf P = (V| E) tvaru

V ={zo,x1,..., T8} E ={zor1, 2129, .., 2124},

kde vSetky x; si si navzajom rézne. Vrcholy xy a x; st spojené cestou P a
nazyvaju sa jej konce; vrcholy xy, ...,z st vnutorné vrcholy cesty P.

Definicia 1.1.3.2. Pocet hran cesty P je jej diZka, a cesta dlzky k sa znadi
Pk,
k moéze byt aj nulové, teda P° = K.

Definicia 1.1.3.3. Pre dané mnoziny vrcholov A, B nazyvame P = xq...xy
A-B cestou ak V(P)NA={x0} aV(P)NB = {x}}.

Definicia 1.1.3.4. Dve a viac ciest je navzajom nezdvislyjch ak ziadna z nich
neobsahuje vnitorny vrchol inej.

Definicia 1.1.3.5. Pre dany graf H, nazveme P H-cestou ak P je netrivialna
a pretina H presne vo svojich koncoch.

Definicia 1.1.3.6. Ak P = xy...x,_1 je cesta a k > 3, potom graf C' :=
P + x_q1z0 nazyvame cyklus (alebo kruznica).

Dizka cyklu je pocet jej hran (alebo vrcholov); cyklus dlzky k sa nazyva
k-cyklus a oznacuje sa C*.

Definicia 1.1.3.7. Minimalna dlzka cyklu v grafe G je obvod g(G) grafu G;
maximalna dlzka cyklu v G je jeho horng obvod. Ak G neobsahuje cyklus,
obvod je rovny oo, horny obvod nule.

Definicia 1.1.3.8. Hrana ktora spaja dva vrcholy cyklu ale sama nie je
hranou z tohto cyklu sa nazyva tetivou tohto cyklu.

Teda indukovany cyklus v G, cyklus v G tvoriaci indukovany podgraf je taky,
ktory nema ziadne tetivy.

Tvrdenie 1.1.3.1. KaZdy graf G obsahuje cestu dizky 6(G) a cyklus dizky
aspori 0(G) + 1 (za podmienky, Ze 6(G) > 2).

Definicia 1.1.3.9. Vzdialenost dg(z,y) v G dvoch vrcholov z,y je dlzka
najkratsej x-y cesty v G.
Ak taka cesta neexistuje, polozime d(x,y) := oo.

Definicia 1.1.3.10. Najvicsia vzdialenost medzi Tubovolnymi dvoma vr-
cholmi grafu G je priemer grafu G, oznacuje sa diam(G).
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Tvrdenie 1.1.3.2. V kaZdom grafe G obsahujiicom cyklus plati g(G) <
2diam(G) + 1.

Definicia 1.1.3.11. Vrchol nazveme centrdlnym v G ak jeho najvacsia vz-
dialenost od Tubovolného iného vrchola je najmengia mozné.

Této vzdialenost sa nazyva polomer grafu G, oznacuje sa rad(QG).

Teda formalne, rad(G) = mingev(@ymazyev (e dg(z, y).

Tvrdenie 1.1.3.3. rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Tvrdenie 1.1.3.4. Graf G s polomerom najviac k a maximdlnym stuprnom
najviac d nemd viac ako 1 + kd* vrcholov.

Definicia 1.1.3.12. Sled dlzky k v grafe G je neprazdna striedava postup-
nost voegviey . .. ex_1vg vrcholov a hran v G taka, ze e; = {v;, v;41} pre vietky
1 < k.

Ak vy = vy, sled je uzavrety.

Ak st hrany v slede navzajom rozne, tento sled nazveme tah.

1.1.4 Stuvislost

Definicia 1.1.4.1. Neprazdny graf G nazyvame stvislyj ak Tubovolné dva
jeho vrcholy st spojené cestou v G.
Ak U C V(G) a G[U] je suvisly, tak aj samotny U nazyvame stvisly (v G).

Tvrdenie 1.1.4.1. Vrcholy sdvislého grafu G sa daji vZdy ocislovat, povedzme
ako vy, ... v, tak, Ze G; := Gluy, ..., v je suvisly pre kazdé i.

Definicia 1.1.4.2. Maximéalny suvisly podgraf grafu GG sa nazyva komponent
grafu G.

Definicia 1.1.4.3. Ak A,BCV a X CV ULFE su také, ze kazda A-B cesta
v G obsahuje vrchol alebo hranu z X, hovorime, ze X oddeluje mnoziny A a
BvG.

Vseobecnejsie hovorime, 7e X oddeluje G a nazyvame X a oddelujicou
mnoZinou v GG, ak X oddeluje dva vrcholy grafu G — X v G.

Definicia 1.1.4.4. Vrchol ktory oddeluje dva d'alsie vrcholy toto istého kom-
ponentu je artikuldcia.
Hrana, ktora oddeluje jej konce sa nazyva most.

Definicia 1.1.4.5. G sa nazyva k-sdvisly (pre k € N) ak |G| >k a G — X
je stuvisly pre 'ubovolnt mnozinu X C V' s | X| < k.
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Definicia 1.1.4.6. Najvicsie celé cislo k také, ze G je k-suvisly je stupen
stvislosti k(G) grafu G.

Definicia 1.1.4.7. Ak |G| > 1 a G—F je stvisly pre vSetky mnoziny FF C E
s menej ako ¢ hranami, potom G sa nazyva hranovo (-sivisly

Definicia 1.1.4.8. Najvicsie celé ¢islo ¢ také, ze G je hranovo (-suvisly je
stuperi hranovej suvislosti \(G) grafu G.

Tvrdenie 1.1.4.2. Pre kaZdy netrividlny graf G plati
R(G) < MG) < 8(G).

Veta 1.1.4.3 (Mader 1972). Kazdy graf s priemerngm stuptiom aspori 4k
obsahuje k-suvisly podgraf.

1.1.5 Stromy a lesy

Definicia 1.1.5.1. Acyklickyj graf, t.j. taky, ktory neobsahuje cykly, sa nazy-
va les.
Suvisly les sa nazyva strom.

Definicia 1.1.5.2. Vrcholy stupna 1 v strome sa nazyvaju jeho listy.
Veta 1.1.5.1. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné pre graf T':

1. T je strom;
2. kazdé dva vrcholy z T si spojené jedinou (a jedinecnou) cestou v T';

3. T je minimdlne sdwvisly, t.j. T je sdwisly, ale T — e je nesivisly pre
kazdd hranu e € T;

4. T je maximdlne acyklicky, t.j. T neobsahuje cyklus, ale T + xy ho
obsahuge, pre kazZdé dva nesusedné vrcholy x,y € T.

Désledok 1.1.5.2. Vrcholy stromu moézu vZdy byt zoradené, povedzme ako
vy, ..., 0, tak, Ze kaZdy vrchol v; s © > 2 md jediného suseda v mnoZine
{1)1, ce e 7U7j—1}-

Désledok 1.1.5.3. Suwisly graf s n vrcholmi je strom prdve vtedy, ked md
n — 1 hrdn.

Dosledok 1.1.5.4. Ak T je strom a G je jeho lubovolny podgraf s 6(G) >
|T| — 1, tak potom T C G, t.j. G obsahuje podgraf izomorfny s T.

Tvrdenie 1.1.5.5. Kazdy suvisly graf obsahuje normdlnu kostru s lubovolngm
vrcholom oznacenym ako koren.
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1.1.6 Bipartitné grafy

Definicia 1.1.6.1. Nech r > 2 je celé ¢islo. Graf G = (V, E) sa nazyva
r-partitng ak V dovoluje rozklad na r tried takych, 7e kazda hrana méa svoje
konce v roznych triedach; vrcholy z rovnakej particie nesmu byt susedné.
Namiesto "2-partitny’ zvycajne hovorime bipartitng.

Definicia 1.1.6.2. r-partitny graf v ktorom kazdé dva vrcholy z roéznych
tried rozkladu si susedné nazyvame kompletny; kompletny r-partitny graf
pre v8etky r dohromady sa nazyva kompletny multipartitnyg graf.

Definicia 1.1.6.3. Kompletny r-partitny graf K™t % ... % K™ sa oznacuje
Ky, ..o akng =---=mn, =:s, skracujeme to na K.
Grafy tvaru K, sa nazyvaju hviezdy.

Tvrdenie 1.1.6.1. Graf je bipartitny prdve vtedy, ked neobsahuje nepdrny
cyklus (cyklus nepdrnej dizky).

1.1.7 Kontrakcie a minory

Definicia 1.1.7.1. Nech e = zy je hrana grafu G = (V, F). G/e oznacime
graf, ktory vznikne z G kontrakciou hrany e do nového vrchola v, ktory
bude incidentny so vSetkymi povodnymi susedmi vrcholov z a y. Formalne,
G/e = (V', E') je graf s mnozinou vrcholov V' := (V' \ {z,y}) U{v.} (kde v,
je 'novy’ vrchol, t.j. v, ¢ V U E) a mnozinou hran

E' :={vw € E | {v,w}n{z,y} = 0}U{vew | zw € E\{e} alebo yw € E\{e}}.

Definicia 1.1.7.2. Ak X jegrafa {V, | v € V(X)} je particia V do savislych
podmnozin tak, Ze pre kazdé dva vrcholy z,y € X existuje V-V, hrana v G
prave vtedy ak xy € F(X), tak G ozna¢ujeme M X a piSeme G = M X.
Mnoziny V, st vetvové mnoziny tohto M X.

Tvrdenie 1.1.7.1. G je M X prdave vtedy ak X mézZeme dostat z G sériou
hranovijch kontrakcii, t.j. prdave vtedy ok existuji grafy Go,...,G, a hrany
e; € G; také, Ze Go = G, G, ~ X a Gi11 = G;/e;, pre vietky i <n

Definicia 1.1.7.3. Ak G = M X je podgraf iného grafu Y, nazveme X minor
grafu Y a zna¢ime X Y.

Definicia 1.1.7.4. Ak nahradime hrany grafu X nezavislymi cestami medzi
ich koncami (tak, ze 7iadna z tychto ciest nema vnitorny vrchol spolo¢ny s
inou cestou v X), nazveme graf G subdivizia grafu X a zna¢ime G = TX
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Definicia 1.1.7.5. Ak G = T'X je podgraf iného grafu Y, tak X nazyvame
topologicky minor grafu Y.

Definicia 1.1.7.6. Ak G = T'X, na V(X) pozerame ako na podmnozinu
V(G) a tieto vrcholy nazyvame vetvové vrcholy grafu G; ostatné vrcholy G
nazyvame jeho subdivizne vrcholy.

Tvrdenie 1.1.7.2.

1. Kazdy TX je aj MX; teda, kaZdy topologicky minor nejakého grafu je
tak isto aj jeho (obycajng) minor.

2. Ak A(X) <3, tak kazdy M X obsahuje T X ; teda, kazdy minor s maz-
imdlnym stupniom najviac 3 nejakého grafu je tak isto jeho topologickym
minorom.

Tvrdenie 1.1.7.3. Reldcia minorov < a reldcia topologickijch minorov tvoria
ciastocné usporiadanie triedy konecnijch grafov, t.j. tieto reldcie su reflexivne,
antisymetrické a tranzitivne.

1.1.8 Eulerovské tahy

Definicia 1.1.8.1. Uzavrety sled v grafe nazyvame eulerovskyj tah ak prechadza
kazdou hranou grafu prave raz.
Graf je eulerovsky, ak priptusta eulerovsky tah.

Veta 1.1.8.1 (Euler 1736). Spojity graf je eulerovsky prdve vtedy, ak kazdy
jeho wvrchol je pdrneho stupmia.

1.1.9 Linearna algebra

Definicia 1.1.9.1. Nech G = (V| E) je graf s n vrcholmi a m hranami,
povedzme V' = {vy,...,v,} a E = {ey,...,en}. Vrcholovy priestor V(QG)
grafu G je vektorovy priestor nad dvojprvkovym polom Fy = {0, 1} vSetkych
funkcii V — F,.

Definicia 1.1.9.2. Sucet U + U’ dvoch mnozin U, U’ C V je ich symetricka
diferencia, a U = —U pre vsetky U C V.

Nula v V(G) je prazdna mnozina vrcholov (.

Kedze {{vi},...,{v.}} je standardnou bizou V(G), dostdvame dimV(G) =
n.
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Definicia 1.1.9.3. Rovnako ako v predchadzajicej definicii, funkcie £ —
Fy tvoria hranovy priestor £(G) grafu G: jeho prvky st podmnoziny E,
vektorovy sucet je symetrickou diferenciou, ) C F je nula a ' = —F pre
vsetky ' C E.

Ako predtym, {{ei},...,{en}} je Standardnd baza £(G) a dim&(G) = m.

Definicia 1.1.9.4. Majme dva hranové priestory F,F’ € £(G) a ich ko-
eficienty A1,..., A\ a A,...,A,. S ohladom na Standardni béazu piSeme
(FVF') = M 4+ A, € Ty

Definicia 1.1.9.5. Majme podpriestor F priestoru £(G). Piseme
Ft:={Dec&G)|(F, D) =0 pre vietky F € F}.
Toto je opét podpriestor £(G), a méame
dimF + dimF* = m.

Definicia 1.1.9.6. Cyklovy priestor C = C(G) je podpriestor £(G) induko-
vany vSetkymi kruznicami v G - presnejSie ich mnozinami hrén.
Dimenzia C(G) je cyklomatické ¢islo grafu G.

Tvrdenie 1.1.9.1. Indukované kruznice v G generuju jeho cely cyklovy priestor.

Tvrdenie 1.1.9.2. MnoZina hrin F C E lezi v C(G) prdve vtedy, ak kaZdy
vrchol z (V, F') md pdrny stuperi.

Definicia 1.1.9.7. Ak {Vi,V5} je rozklad V, mnozina E(Vi,Vs) vSetkych
hran grafu G krizujiucich tento rozklad sa nazyva rez. Pre Vi = {v} sa tento
rez oznacuje F(v).

Tvrdenie 1.1.9.3. Spolu s 0, rezy v G tvoria podpriestor C* priestoru E(G).
Tento priestor je generovany rezmi tvaru E(v) a nazgvame ho priestor rezov

grafu G.
Lema 1.1.9.4. Minimdlne rezy v suvislom grafe generuji cely priestor rezowv.

Veta 1.1.9.5. Cyklovyj priestor C a priestor rezov C* v kazdom grafe spliiaji
C=C*aC =C"
Veta 1.1.9.6. Kazdy sivisliy graf G s n vrcholmi a m hranami splia

dimC(G) =m —n+1 a dimC*(G) =n — 1.
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Definicia 1.1.9.8. Incidenénd matica B = (bjj)nxm grafu G = (V, E) s
V=Av,...,u,} a E={ey,...,en} je definovana nad Fy podla

b 1 akwv; €ey
Y7 0 inak.

Tvrdenie 1.1.9.7.
1. kerB = C(G).
2. imB*" = C*(G).

Definicia 1.1.9.9. Matica susednosti A = (@;j)nxn grafu G je definovana
ako

L 1 akviijE
% =9 0 inak.

Tvrdenie 1.1.9.8. Nech D oznacuje redlnu diagondlnu maticu (dij)nxn $
d;; = d(v;) a d;; = 0 inak. Potom

BB'= A+ D.

1.1.10 Dalsie grafové pojmy

Definicia 1.1.10.1. Hypergraf je dvojica (V, E) disjunktnych mnozin, kde
prvky mnoziny E st neprazdne podmnoziny (fTubovolnej mohutnosti) mnoziny
V.

Definicia 1.1.10.2. Orientovany graf (alebo aj digraf - z anglického “direct-
ed graph”) je dvojica (V, F) disjunktnych mnozin (vrcholov a hran) spolu s
dvoma zobrazeniami init : £ — V a ter : £ — V priradujiacimi kazdej hrane
e pociatocny vrchol init(e) a koncovy vrchol ter(e). Hrana e je orientovand z
init(e) do ter(e).

Orientovany graf moze mat niekol'ko hran medzi tymi istymi dvoma vrchol-
mi x,y. Takéto hrany sa nazyvaji ndsobné hrany; ak maji rovnaky smer st
paralelné. Ak init(e) = ter(e), hrana e sa nazyva slucka.

Definicia 1.1.10.3. Orientovany graf D je orientdcia neorientovaného grafu
G ak V(D) =V(G) a E(D) = E(G) a ak {init(e), ter(e)} = {x, y} pre kazda

hranu e = xy.

Definicia 1.1.10.4. Multigraf je dvojica (V, E) disjunktnych mnozin spolu
so zobrazenim E — V U [V]? priradujtacim kaZdej hrane jeden alebo dva
vrcholy, jej konce. Teda, multigrafy tiez mozu mat slucky a viacnasobné
hrany.
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1.2 Ulohy

Uloha 1.1. Dokézte alebo vyvrafte nasledujice tvrdenie:
Kazdy sled medzi dvoma vrcholmi obsahuje cestu medzi tymito vrcholmi.

Navod. Treba eliminovat opakujice sa vrcholy v ramci tohto sledu.

Uloha 1.2. Dokaite, 7e l'ubovolné dve najdlhgie cesty v grafe maji spoloény
vrchol. Maju spolo¢nu aj hranu?

Navod. Predpokladajme opak a dokdzeme spor. Pre spolo¢nii hranu skiisme
najst kontrapriklad.

Uloha 1.3. Dokazte alebo vyvratte nasledujice tvrdenia:

1. Kazdy uzavrety sled parnej dizky obsahuje kruznicu parnej dizky.

2. Kazdy uzavrety sled neparnej dizky obsahuje kruznicu neparnej dizky.
Navod.

1. Co ak sled pozostava z dvoch kruznic?

2. Predpokladajme opak a dokdZeme spor.

Uloha 1.4. Dokazte alebo vyvrafte nasledujice tvrdenie: Ak e je hrana
suvislého grafu G, tak potom e lezi na nejakej kostre grafu G.

Navod. Ak e je most, tvrdenie trividlne plati. Inak vezmime Tubovolnu
kostru grafu G, ktord neobsahuje e. Pridanim hrany e a odobratim inej
vhodnej hrany dostaneme novi kostru, ktora obsahuje e.

Uloha 1.5. Napiste inciden¢né matice a matice susednosti pre grafy G a H
z obrazku 1.1.

Navod. Stac¢i dodrzat definicie 1.1.9.8 a 1.1.9.9.
Uloha 1.6.
1. Kolko hran mé tzv. hviezda, teda bipartitny graf K7

2. Graf W,,, ktory mé& n+1 vrcholov {vy, ..., v,}, pricom vy je susedny so
v8etkymi ostatnymi vrcholmi a dal$ie hrany st v1vs, vavs, . . ., Vy_1Un, VpU1,
sa nazyva n-koleso. Kolko hran ma graf W,,?

3. Napiste matice susednosti a inciden¢né matice grafov K; 5 a Wj.
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Obrazok 1.1 Grafy G = ({v1,v9,v3},{e1,e2}) a H =
({v1,v2, 3, va}, {e1, €2, €3, €4}).

Navod. Stac¢i vychadzat z definicie grafov a definicii matice susednosti a
incidenc¢nej matice.
Uloha 1.7. Dokéite, ze komplementarny graf k nesavislému grafu je savisly.

Navod. Vezmime si jeden komponent povodného grafu a sledujme hrany z
neho vedice v komplementarnom grafe.

Uloha 1.8. Dokaite, Ze ak §(G) > "T_l, potom G je suvisly.
Navod. Ak by nebol suvisly, aké by bolo §(G)?

Uloha 1.9. Dokaite, 7e ak G je samokomplementarny graf (G je izomorfny
s G) radu n, tak n =0 (mod 4) alebo n =1 (mod 4).
Najdite aspon 3 samokomplementarne grafy.

Navod. Skumajme pocet hran samokomplementarneho grafu radu n.

Uloha 1.10. () Nech G je multigraf, teda moze obsahovat sluéky a viac-
nasobné hrany. Oznacme t(G) pocet kostier multigrafu G. Zdoévodnite preco
plati:

Ve € B(G) : (G) = t(G — ¢) + t(Ge)

a postupnym kontrahovanim hran vypocitajte t(G1), t(G2) a t(G3) pre grafy
z obrazku 1.2.

Navod. Pocet kostier lubovolného grafu je predsa rovny su¢tu poctu kostier
prechadzajicich hranou e a poc¢tu kostier neprechadzajiacich hranou e.



1.2 Ulohy 12

———— 4
e ¥
b =]
o q
C of o o
= <

Obrazok 1.2: Aky je pocet kostier grafov G1, Gy a G357

Uloha 1.11. Majme dany graf G. Paritny podgraf P grafu G je taky podgraf
G, 7e Yv € V(G): dg(v) = dp(v) (mod 2), teda vSetky vrcholy maja v P
stupen rovnakej parity ako v G.

Dokazte, ze v kazdej kostre grafu G je obsiahnuty paritny podgraf.

Navod. Stac¢i ndjst minimalny mozny paritny podgraf nejakej danej kostry.
Ak je v grafe GG vrchol parneho stupiia, minimalny paritny podgraf obsahuje
len jeden vrchol, inak obsahuje prave dva vrcholy.

Uloha 1.12. Dokazte, 7Ze pre kazdy graf G a Iubovolny vrchol v € V(G)
plati, 7e G —v =G —v.

Navod. Nezalezi na tom, ¢i najprv z grafu spravime komplementarny a
potom odstranime Tubovolny vrchol, alebo naopak.

Uloha 1.13. Nech G je bipartitny graf s v vrcholmi. Dokazte, ze G ma
najviac % hran.

Navod. Maximalny pocet hran obsahuje kompletne bipartitny graf s rovnako
velkymi particiami.

Uloha 1.14. Najdite cykly dizky 5, 6, 8 a 9 v Petersenovom grafe zo-
brazenom na obrazku 1.3.

Uloha 1.15. Graf G obsahuje aspoil dva vrcholy. Prave jeden vrchol ma
stupen 1, vSetky ostatné vrcholy maju stupen 2 alebo viac. Dokazte, ze graf
G obsahuje kruznicu. Bolo by toto tvrdenie pravdivé aj ak by sme povolili
nekone¢ne velki mnozinu vrcholov?
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Obréazok 1.3: Petersenov graf.

Navod. Aby graf neobsahoval kruznicu (a pritom neobsahoval izolované vr-
choly), musi mat kazdy jeho komponent aspon dva “konce”.

Uloha 1.16. Ktory z grafov na obrazku 1.4 obsahuje eulerovsky fah? Ak
graf eulerovsky tah obsahuje, najdite aspon jeden.

Navod. Sta¢i aplikovat Eulerovu vetu 1.1.8.1.

a) b) 4]

Obrazok 1.4: Povoluju dané grafy eulerovsky tah?

Uloha 1.17. Aky je maximalny pocet mostov v grafe s v vrcholmi?
Navod. Maximalny pocet mostov méa strom.

Uloha 1.18. Dokaite, 7e graf, v ktorom vsetky vrcholy maji parny stupen
neobsahuje most.

Navod. Predpokladajme opak. Co by sa stalo ak by sme most odstranili?

Uloha 1.19. (*) Oznaéme vrcholy stromu 7' 1,2, ..., v. Nech D(i, j) oznacu-
je vzdialenost medzi vrcholmi ¢ a j v T. Nech M} oznacuje maticu v X v,
kde a; ; = 2P@9). Dokazte, Ze determinant matice MY sa rovna (1 — 22)*~™.
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Navod. Tvrdenie dokdzeme indukciou na v. Pripad v = 1 je trividlny. V
pripade v = i + 1 sa pozrime na to, ako bude vyzerat riadok a stipec [, kde
[ je list stromu T so susedom m. Elementarnymi tpravami matice Ma
dokézeme jej determinant vyjadrit pomocou determinantu matice M.

Uloha 1.20. Centrum ¢(G) grafu G zadefinujeme ako mnoZinu jeho central-
nych vrcholov. Dokazte, ze

1. centrum kompletného grafu sa rovné celému grafu,

2. centrum stromu pozostava z jedného vrchola alebo z dvoch susednych
vrcholov.

Navod. rad(K,) = 1 pre Tubovolné n. Tvrdenie o centre stromu dokazeme
indukciou na pocet vrcholov.

Uloha 1.21. Dokézte, 7e kazdy most v stvislom grafe je sucastou kazdej
kostry daného grafu.

Navod. Predpokladajme opak a prideme k sporu.
Uloha 1.22. () Pocet kostier grafu G oznacime ¢(G).

1. Nech vy, ..., v, st dané vrcholy a dy, ..., d, celé ¢isla také, ze > d; =
2n—2,d; > 1. Dokazte, ze pocet stromov na mnoZzine vrcholov {vy, ..., v,},
kde vrchol v; mé stupen d; je

(n—2)!
(di — D). (d, — D)

2. Dokazte, ze t(K,) = n""2.
Navod.

1. Matematickou indukciou vzhladom na n. Predpokladajme, Ze d,, = 1
a odstranme vrchol v,,.

2. Pouzijeme predchadzajuci vysledok a binomicka vetu.



Kapitola 2

Parenie

2.1 Zakladné definicie a tvrdenia

Definicia 2.1.1. Mnozina M nezavislych hran v grafe G = (V| F) sa nazyva
parente. M je parenim U C V ak kazdy vrchol v U je incidentny s hranou v
M. Vrcholy v U sa potom nazyvaju spdrené (podla M); vrcholy neincidentné
so ziadnou hranou z M st nespdrené.

Definicia 2.1.2. k-reguldrny podgraf obsahujici v8etky vrcholy sa nazyva
k-faktor. Teda podgraf H C G je 1-faktor grafu G prave vtedy, ak F(H) je
parenie V.

2.1.1 Parenie v bipartitnych grafoch

V celej tejto ¢asti nech G = (V) E) je pevny bipartitny graf s biparticiou
{A, B}. Vrcholy oznacené ako a,a’ atd. budua lezat v A, vrcholy oznacené
ako b, 0" atd. budu lezat v B.

Definicia 2.1.1.1. Cesta v grafe GG, ktoré za¢ina v A nesparenym vrcholom
a ktora obsahuje striedavo hrany z F'\ M a z M, sa nazyva alternujica cesta
vzhladom na M.

Definicia 2.1.1.2. Alternujica cesta P, ktora kon¢i nesparovanym vrcholom
z B sa nazyva zvdacsujica cesta.

Definicia 2.1.1.3. Mnozinu U C V nazyvame pokrytie E (resp. vrcholové
pokrytie G) ak kazda hrana z G je incidentné s vrcholom z U.

Veta 2.1.1.1 (Konig, 1931). Mohutnost mazimdlneho pdrenia v G je rovnd
mohutnosti minimdlneho vrcholového pokrytia.
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Veta 2.1.1.2 (Hall, 1935). G obsahuje pdrenie A prdve vtedy, ak |N(S)| >
|S| pre vSetky S C A.

Dosledok 2.1.1.3. Ak |N(S)| > |S| — d pre kazZdi mnoZinu S C A a nejaké
pevné d € N, potom G obsahuje pdrenie s mohutnostou |A| — d.

Désledok 2.1.1.4. Ak G je k-reguldrny s k > 1, tak potom G md 1-faktor.

Dosledok 2.1.1.5 (Petersen, 1891). KaZdy reguldrny graf kladného pdrneho
stupnia obsahuje 2-faktor.

2.1.2 Parenie vo vSeobecnych grafoch

Veta 2.1.2.1 (Tutte, 1947). Graf G md 1-faktor prive vtedy, ak q(G —S) <
|S| pre vsetky S C V(G).

Definicia 2.1.2.1. Graf G = (V| F) sa nazyva faktorovo-kriticky, ak G # ()
a G — v méa 1-faktor pre kazdy vrchol v € G.

Definicia 2.1.2.2. Mnozinu vrcholov S C V nazyvame spdritelni s G— S ak
bipartitny graf Hg, ktory dostaneme z G kontrakciou komponentov C' € Cq_g
do jedinych vrcholov a odstranenim vsetkych hran vnitri S, obsahuje parenie

S.

Veta 2.1.2.2. Kazdy graf G = (V, E) obsahuje mnozZinu vrcholov S s nasle-
dovnymi dvoma vlastnostama:

1. S je spdritelnd s G — S;
2. kazdy komponent G — S je faktorovo-kriticky.

Ked je dand akdkolvek takd mnozina S, graf G obsahuje 1-faktor prdve vtedy,
ak ‘S| = ’CG75|.

Dosledok 2.1.2.3 (Petersen, 1891). Kazdy kubicky graf bez mostov md 1-
faktor.

Tvrdenie 2.1.2.4. Ak graf G md pdarny pocet vrcholov, tak potom G nemd
1-faktor prave viedy, ked existuje w-mnozina vrcholov W takd, Ze G —W md
najviac w + 2 komponentov nepdarnej mohutnosti.
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2.2 Ulohy

Uloha 2.1. Overte, 7e kazdy suvisly graf so §tyrmi vrcholmi okrem K3
obsahuje 1-faktor.

Navod. Vzhladom na izomorfizmus je prave Sest rozdielnych sivislych grafov
so §tyrmi vrcholmi, teda staci najst v kazdom z nich (okrem K 3) 1-faktor.

Uloha 2.2. Zadefinujeme k-faktoriziciu grafu G ako rozklad mnoziny hran
E(G) na hranovo disjunktné k-faktory. Najdite v8etky 1-faktory a 1-faktorizéacie
grafu G z obrazku 2.1. Overte, Ze obsahuje aj 1-faktor, ktory nie je sucastou
ziadnej 1-faktorizacie.

Navod. Ked najdeme vsetky 1-faktory, tak skusime zjednotenim tych hra-
novo disjunktnych z nich ziskat povodny graf G. Tym ziskame 1-faktorizaciu.

Obrazok 2.1: N4jdite vsetky 1-faktory a 1-faktorizacie grafu G.

Uloha 2.3. Nech G je suvisly graf s pArnym po¢tom vrcholov a neobsahuje
K 3 ako indukovany podgraf. Dokazte, Zze G ma 1-faktor.!

Navod. Matematickou indukciou vzhladom na pocet vrcholov a vyuZzitim
tvrdenia z tlohy 3.3.

Uloha 2.4. Na futbalovom turnaji sa za¢astnilo 2n druzstiev. Hra sa systé-
mom kazdy s kazdym. Uz boli odohrané dve kompletné kol4, teda v oboch
kolach hrali vSetky druzstva. Dokézte, ze eSte stale sa daji druzstva rozdelit
do dvoch skupin po n druzstiev tak, Ze druzstvd v rovnakej skupine spolu
eSte na turnaji nehrali.

I Mézete pri tom pouzit tvrdenie “Nech G je suvisly graf, nie viak K, ktory neobsahuje
indukovany podgraf izomorfny s K; 3. Potom G obsahuje dvojicu susednym vrcholov vy
a vg takych, ze G — {vy,va} je suvisly.”, ktorého dokaz tvori dlohu 3.3
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Navod. Kedze sa odohrali dve kold, musia na turnaji byt za¢astnené aspoii
Styri druzstva. Turnaj mozeme reprezentovat grafom, kde druzstva buda
reprezentované vrcholmi a ich vzajomny zapas hranou medzi tymito vrchol-
mi. Po dvoch odohratych kolach ma kazdy vrchol stupen dva.

Uloha 2.5. Dokaite, 7e ziaden bipartitny graf nie je faktorovo-kriticky.

Navod. Bipartitny graf moze obsahovat parenie iba vtedy, ak obe jeho parti-
cie st rovnako velké (prec¢o?). Neda sa vSak zarucit, aby sa odobratim
Tubovolného vrcholu stali obe particie rovnako velké.

Uloha 2.6. Zadefinujeme n-rozmerna kocku @Q,, nasledovne. Q, pozostava z
dvoch vrcholov a jednej hrany, (), je cyklus C; a vo v8eobecnosti (), vznikne
z dvoch ),,_1 spojenim kazdého vrchola jedného grafu s prislusnym vrcholom
druhého grafu.

1. Kolko vrcholov ma Q,,?
2. Dokézte, ze @), je regularny. Akého je stupna?
3. Dokazte, 7e Q,, mé 1-faktorizaciu.?

Navod. Prave z rekurzivnej definicie sa Tahko da zistit poc¢et vrcholov a tiez
ich stupen. Pritomnost 1-faktorizacie dokdzeme pomocou indukcie vzhTadom
na n.

Uloha 2.7. (*) Dokate, 7e ak G je kubicky graf bez mostov a e je Tubovolna
jeho hrana, tak G méa 1-faktor obsahujuci e.

Navod. Dokazeme, ze G — {z,y};e = xy ma 1-faktor za pomoci tvrdenia
2.1.2.4.

Uloha 2.8. Dokazte, 7e ak ma kubicky graf menej ako tri mosty, tak potom
mé 1-faktor.

Navod. Budeme postupovat indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu
G a vyuzijeme tlohu 2.7.

Uloha 2.9. Nech G je kubicky graf bez mostov. Dokéizte, e ak e je lubovolna
hrana grafu G, tak G méa 1-faktor, ktory neobsahuje hranu e.

Navod. Pouzijeme tvrdenie z tlohy 2.7.
Uloha 2.10. (*) Dokéite, 7e pocet roznych 1-faktorov grafu Ks, je (2n —
=02n—-1).(2n—3)...3.1.

Navod. Matematickou indukciou vzhladom na n. Treba si uvedomit kol'ko
roznych 1-faktorov grafu Ky, o vieme “vyrobit” z jedného 1-faktoru grafu
Ks,.

21-faktorizacia je zadefinovang v tlohe 2.2.



Kapitola 3

Stuvislost

3.1 Zakladné definicie a tvrdenia

3.1.1 Dvojstivislé grafy a podgrafy

Definicia 3.1.1.1. Maximalny suvisly podgraf bez artikulacie sa nazyva
blok.

Lema 3.1.1.1. B je blok prdve vtedy, ak je bud mazximdlny 2-sivisly podgraf,
most, alebo izolovany vrchol.

Definicia 3.1.1.2. Nech A oznacuje mnozinu artikulécii grafu G a B mnozinu
jeho blokov. Prirodzeny bipartitny graf na A U B tvoreny hranami aB, kde
a € B sa nazyva blokovy graf grafu G.

Lema 3.1.1.2. Blokovy graf suvislého grafu je strom.

Lema 3.1.1.3. Graf je 2-suvisly prdve vtedy, ak moZe byt skonsStruovany z
kruznice H postupngm priddvanim H-ciest k uZ skonstruovanému grafu H.

3.1.2 Struktdra trojsavislych grafov

Lema 3.1.2.1. Ak G je 3-suvisly a |G| > 4, potom G obsahuje hranu e taki,
Ze G /e je opat 3-stvisly.

Veta 3.1.2.2 (Tutte, 1961). Graf je 3-sdvisly prave vtedy, ked existuje pos-
tupnost Gy, . .., G, grafov s nasledujicimi vlastnostama:

1. G0:K4 aGn:G

2. Giy1 obsahuje hranu xy s d(z),d(y) > 3 a G; = Giy1/xy pre kaZdé
1< n.
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Veta 3.1.2.3 (Tutte, 1963). Cyklovy priestor 3-sivislého grafu je generovany
jeho neoddelujicimi indukovanymi kruznicami.

3.1.3 Mengerova veta

Veta 3.1.3.1 (Menger, 1927). Nech G = (V, E) je graf a A, B C V. Potom
minimdlny pocet vrcholov oddelujicich A od B v G je rovng mazximdlnemu
poctu disjunktnyjch A-B ciest v G.

Definicia 3.1.3.1. MnoZina a—B ciest sa nazyva a—B wvejdr, ak Tubovolné
dve z tych ciest maju spolo¢ny len vrchol a.

Lema 3.1.3.2. Pre BCV aa €V \ B je minimdlny pocet vrcholov réznych
od a oddelujicich a od B v G rovng mazimdlnemu poctu ciest vytvdrajicich
a-B vejir v G.

Lema 3.1.3.3. Nech a a b si dva rozne vrcholy G.

1. Ak ab ¢ E, potom minimdlny pocet vrcholov réznych od a aj b oddelu-
jucich a od b v G je rovny mazrimdlnemu poctu nezdvislych a—b ciest v

G.

2. Minimdlny pocet hrdn oddelujicich a od b v G je rovng mazrimdlnemu
poctu hranovo-disjunktngch a—b ciest v G.

Veta 3.1.3.4 (Globalna verzia Mengerovej vety).

1. Graf je k-suvisly prdve vtedy, ked obsahuje k nezdvislijch ciest medzi
lubovolngmi dvoma vrcholmi.

2. Graf je hranovo k-sivislij prave vtedy, ked obsahugje k hranovo-disjunktnijch
ciest medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi.

3.1.4 Hranovo-disjunktné kostry

Definicia 3.1.4.1. Hrany, ktorych konce lezia v roznych particidch grafu
nazyvame kriZové hrany.

Veta 3.1.4.1 (Tutte, 1961; Nash-Williams, 1961). Multigraf obsahuje k
hranovo-disjunktnijch kostier prave vtedy, ked kazZdy rozklad P jeho vrcholovej
mnoziny md asponi k(|P| — 1) kriZovijch hrdn.

Lema 3.1.4.2. KaZdy hranovo 2k-suvisly multigraf G obsahuje k hranovo-
disjunktnijch kostier.
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Definicia 3.1.4.2. Podgrafy Gy, ..., Gy grafu G rozkladaji graf G, ak ich
hranové mnoziny tvoria rozklad E(G).

Veta 3.1.4.3 (Nash-Williams, 1964). Multigraf G = (V, E) médze byt ro-
zloZeny na nagviac k lesov prave vtedy, ked ||G[U]|| < k(|U| — 1) pre kazdi
neprdzdnu mnoZinu U C V.

3.2 Ulohy

Uloha 3.1. Nech G ma v vrcholov a §(G) > “51. Dokaite, Ze G je stvisly.

Navod. Stac¢i ukazat, ze Tubovolné dva nesusedné vrcholy maja spolo¢ného
suseda.

Uloha 3.2. Dokéite, 7e regularny graf neparneho stupiia nemoéze mat kom-
ponent s neparnym poc¢tom vrcholov. Aky doésledok mé toto tvrdenie na
pocet vrcholov reguldrnych grafov neparneho stupna?

Navod. Predpokladdame opak a zistime pocet hran v danom komponente s
neparnym poc¢tom vrcholov.

Uloha 3.3. (*) Nech G je suvisly graf, nie viak K, ktory neobsahuje in-
dukovany podgraf izomorfny s K 3. Ukazte, ze G obsahuje dvojicu susednych
vrcholov vy a vy takych, ze G — {vy,v9} je stuvisly.

Navod. Nech G ma priemer d. Vyberme nejaké vrcholy = a y vzdialené d.
Nech z, ..., z,y je cesta dlzky d. Ukazte, ze ak G — {z,y} je nesuvisly, tak
G — {v1,v9} je suvisly pre nejaki intd dvojicu vrcholov.

Uloha 3.4. (*) Pocet blokov grafu G oznac¢ime b(G) a pocet blokov grafu
G obsahujucich vrchol v ozna¢ime bg(v). Dokazte, ze ak G je suvisly, tak

b(G) — 1= (ba(z) —1).

veV

Navod. Nech G obsahuje r artikulacii. Pouzijeme indukciu na r a zameriame
sa na bloky obsahujiice prave jednu artikulaciu grafu G.

Uloha 3.5. Dokéite alebo vyvrafte nasledujice tvrdenie. Suvisly graf s
aspoll dvoma hranami je blok prave vtedy, ked Tubovolné dve susedné hrany
lezia na kruznici.

Navod. Implikicia “=" je zrejma. V implikacii <= stac¢i dokézat, Ze vrchol
incidentny s oboma hranami je artikulécia.
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Uloha 3.6. Najdite priklady grafov, pre ktoré plati:
1. k(G) = \G) =6(Q),
2. k(G) < \G) =6(Q),
3. k(G) = \G) < §(G).

Uloha 3.7. Nech w;, 1 <1 < kst rozne vrcholy k-stvislého grafu G. Nech H
je graf, ktory vznikne z GG pridanim nového vrcholu v a hran vw;, 1 <17 < k.
Dokazte, ze H je k-suvisly.

Navod. Kedze G je k-suvisly, tak odstranenim menej ako k& vrcholov ho
neznesuvislime. A vrchol v v grafe H ma prave k susedov.

Uloha 3.8. Nech @, je n-rozmerna kocka.! Aké je x(Q,) a M(Q,)?
Navod. Vyuzijeme tvrdenie z tlohy 2.6 a tvrdenie 1.1.4.2.

Uloha 3.9. (*) Dokazte, ze ak 0(G) > 1[V(G)|, tak potom A(G) = 6(G).
Najdite graf s 0(G) = [1|V(G)| — 1] a A(G) < 6(G).

Navod. Predpokladajme, 7e v grafe splhajicom dant podmienku plati AMG) <
d(G). Skumajme mohutnosti ¢asti grafu G na ktoré sa rozpadne odobratim
vhodnej mnoziny A\(G) hran a dospejeme k sporu.

Uloha 3.10. (*) Ozna¢me ¢(G) pocet komponentov grafu G. Zadefinujeme
¢islo rozpadu grafu ako ((G) = min{c(G — E(T)) | T je kostra grafu G}.
Dokéazte, ze pre suvisly graf G bez mostov plati:

Ve € E(G): ((G) <((G—e) <((G) + 1.

Navod. Lava nerovnost je trividlna. Pravi nerovnost moézeme rozdelit na
dva pripady. e ¢ T'a e € T, kde T je kostra spliajica zadanie tlohy. Prvy
pripad je Tahky, v druhom pripade skiisime néjst int kostru 77, ktora by
hranu e neobsahovala a zaroven by platilo, ze ¢(G — E(T")) < ¢(G — E(T)).
Ak sa nam to podari, dékaz je podany.

Ln-rozmerna kocka je zadefinovana v tlohe 2.6.



Kapitola 4

Planarne grafy

4.1 Zakladné definicie a tvrdenia

4.1.1 Topologické predpoklady

Definicia 4.1.1.1. Rovnd ciara v euklidovskej rovine je podmnoZina R?
tvaru {p + A(q — p) | 0 < X\ < 1} pre rozdielne body p,q € R

Definicia 4.1.1.2. Mnohouholnik je podmnoZina R?, ktora je zjednotenim
konec¢ného poc¢tu rovnych ¢iar a je homomorfna s jednotkovou kruznicou.

Definicia 4.1.1.3. Polygondlny oblik (alebo zjednoduSene len oblik) je
podmnozina R?, ktora je zjednotenim kone¢ného poctu rovnych &ar a je
homomorfna s jednotkovym uzavretym intervalom [0, 1].

Obrazy 0 a 1 v tomto homomorfizme st koncové body oblika, ktory ich spdja.

Definicia 4.1.1.4. Nech P je obluk spéajajuci z a y. Mnozinu bodov P\
{z,y} nazyvame vnitro P a oznaujeme P°.

Definicia 4.1.1.5. Nech O C R? je otvorena mnoZina. Byt spojeny oblikom
v O definuje relaciu ekvivalencie na O. Prislusné triedy ekvivalencie st opéat
otvorené - nazyvaji sa oblasti O.

Uzavreta mnozina X C R? oddeluje O, ak O \ X ma viac ako jednu oblast.
Hranica mnoziny X C R? je mnozina Y vietkych bodov y € R? takych, ze
kazdé okolie y pretina X aj R?\ X.

Veta 4.1.1.1 (Jordanova veta o krivkach pre mnohouholniky). Pre kazdy
mnohouholnik P C R?, mnoZina R*> \ P md prdive dve oblasti, z ktorijch
prdave jedna je ohranicend. KaZdd z tijchto dvoch oblasti md ako hranicu cely
mnohouholnik P.
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Lema 4.1.1.2. Nech Py, Py, P; su tri obliuky medzi tyma istymi dvoma kon-
cams, ale inak disjunktné.

1. R?\ (P, U Py, U Ps) md prdve tri oblasti s hranicami PLU Py, PLUP; a
P, U P,

2. Ak P je oblik medzi bodom v P a bodom v Py, ktorého vnitro lezi v
oblasti R*\ (P, U P3), ktord obsahuje Py, potom P° N Py # .

Lema 4.1.1.3. Nech X, Xy C R? si disjunktné mnoziny, kaZdd zjednotenim
konecného poctu bodov a oblikov a nech P je obluk medzi bodom v Xy a bodom
v X, ktorého vniitro P° lei v oblasti O C R?\ (X; U X3). Potom O\ P° je
oblast mnoZiny R?\ (X; U P U X,).

Definicia 4.1.1.6. Mnozinu bodov z R""! vo vzdialenosti 1 od poéiatku
nazyvame n-rozmernd gula a oznatujeme S™

Definicia 4.1.1.7. 2-rozmerna gula bez severného pélu (bodu so staradni-
cami (0,0,1)) je homomorfna s rovinou. Zvolme si pevny homomorfizmus
7 S2\{(0,0,1)} — R? (napr. stereografickti projekciu). Ak P C R? je mno-
houholnik a O je ohrani¢ena oblast mnoziny R? \ P, nazveme C := 7~ !(P)
kruznicu na S* a mnoZziny 71(0) a S? \ 771(P U O) oblasti kruznice C.

Veta 4.1.1.4. Nech p: C7 — Cy je homomorfizmus medzi dvoma kruznicams
na S?%, nech Oy je oblast kruznice Cy a Oy oblast kruznice Cy. Potom o moZe
byt rozsireny na homomorfizmus C; U O7 — Cy U Os.

4.1.2 Rovinné grafy

Definicia 4.1.2.1. Rovinnyg graf je dvojica (V, E) kone¢nych mnozin s nasle-
dovnymi vlastnostami (prvky mnoziny V' sa opét nazyvaju vrcholy, prvky E
hrany):

1. V C R?

2. kazda hrana je obluk medzi dvoma vrcholmi;

3. rozne hrany maja rézne mnoziny koncov;

4. vnutro hrany neobsahuje ziaden vrchol ani ziaden bod inej hrany.

Definicia 4.1.2.2. V kazdom rovinnom grafe G je mnozina R?\ G otvorena,
jej Casti sa nazyvaju oblast: grafu G.
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Definicia 4.1.2.3. KedZe G je ohranic¢eny - t.j. lezi vnutri v nejakom dosta-
to¢ne velkom kruhu D - prave jedna jeho oblast je neohrani¢ené: prave ta,
ktora obsahuje R? \ D. Tato oblast sa nazyva vonkajsia oblast grafu G. Os-
tatné oblasti sa nazyvaju vnitorné oblasti grafu G.

Mnozinu oblasti grafu G oznacujeme F(G).

Lema 4.1.2.1. Nech G je rovninnyg graf a e je hrana z G.
1. Ak X je hranicou oblasti v G, tak potom bud' e C X alebo X Ne® = ().

2. Ak e lezi na kruznici C' C G, tak e leZi na hranici prdve dvoch oblasti
G a tieto su obsiahnuté v disjunktnych oblastiach C.

3. Ak e nelezi na kruznici, tak e leZi na hranici prdve jednej oblasti v G.
Lema 4.1.2.2. Hranica oblasti je vidy mnoZina bodov podgrafu.

Definicia 4.1.2.4. O podgrafe GG, ktorého mnozina bodov je hranica oblasti
f hovorime, Ze ohranicuje f a nazyva sa jej ohranicenie. Oznacujeme to

G[f]-

Hovorime, ze oblast je incidentnd s vrcholmi a hranami jej ohranicenia.
Tvrdenie 4.1.2.3. Rovinnyg les md prdve jednu oblast.

Lema 4.1.2.4. Ak rovinng graf md rézne oblasti s tym istym ohranicenim,
tak potom tento graf je cyklus.

Tvrdenie 4.1.2.5. V 2-suvislom rovinnom grafe je kazZdd oblast ohranicend
cyklom.

Definicia 4.1.2.5. Rovinny graf G sa nazyva mazimdlne rovinng (alebo
len mazimdlny) ak pridanim dal$ej hrany nemé6zme vytvorit planarny graf

G'D2GsV(G)=V(G).

Definicia 4.1.2.6. Rovinny graf G nazyvame rovinnd trianguldcia ak kazda
oblast v G (aj vonkajsia) je ohrani¢ené trojuholnikom.

Tvrdenie 4.1.2.6. Rovinng graf stupria aspori 3 je maximdlne rovinnyg prdve
vtedy, ak je to rovinnd trianguldcia.

Veta 4.1.2.7 (Eulerov vzorec). Nech G je suvisly rovinng graf s n vrcholmi,
m hranami a | oblastami. Potom

n—m-+1=2.
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Dosledok 4.1.2.8. Rovinng graf s n > 3 vrcholmi md najviac 3n — 6 hrdn.
KazZda rovinnd trianguldcia s n vrcholmi md prdave 3n — 6 hrdn.

Désledok 4.1.2.9. Plandrny graf neobsahuje ani K5 ani K33 ako topologicky
minor.

Tvrdenie 4.1.2.10. Ohranicenia oblasti v 3-suvislom grafe su prdve jeho
neoddelujice indukované kruznice.

4.1.3 Rovinné reprezenticie

Definicia 4.1.3.1. Rovinnd reprezentdcia (abstraktného) grafu G je izomor-
fizmus medzi G a rovinnym grafom G.

Definicia 4.1.3.2. Nech G = (V,E) a G' = (V', E’) st rovinné grafy s
mnozinou oblasti F(G) =: F a F(G') =: F'. Predpokladajme, ze G a G’
st ako abstraktné grafy izomorfné a nech o: V — V'’ je dany izomorfizmus.
Dosadenim zy +— o(x)o(y) mozeme o prirodzenym sposobom rozsirit na
bijekciu VU E — V' U E’, ktora zobrazuje V na V' a E na E’ a ktora za-
chovéva incidentnost (pripadne neincidentnost) vrcholov a hran. o nazyvame
topologicky izomorfizmus medzi rovinnymi grafmi G a G', ak existuje homo-
morfizmus ¢: S? — S? taky, 7e ¢ := 1o pon ! indukuje o na VUE. 7 je
v tomto pripade homomorfizmus 7: S?\ {(0,0,1)} — R? z predchadzajucej
kapitoly.

Definicia 4.1.3.3. Ak je mozné dany izomorfizmus ¢ medzi abstraktnymi
grafmi G a G’ roz&irit na bijekciu o: VUEUF — V'UE'UF’, ktoré zachovava
incidentnost nielen medzi vrcholmi a hranami, ale aj medzi vrcholmi/hranami
a oblastami, nazyvame ho kombinatoricky itzomorfizmus medzi rovinnymi
grafmi G a G.

Definicia 4.1.3.4. Izomorfizmus o medzi abstraktnymi grafmi G a G’ nazy-
vame grafovo-teoreticky izomorfizmus medzi rovinnymi grafmi G a G', ak

{o(Gf]): fe F}={G"[f]: [ e F'}.
Veta 4.1.3.1.

1. Kazdy grafovo-teoreticky izomorfizmus medzi dvoma rovinnymi grafms
je kombinatoricky. Jeho rozsirenie na plosni bijekciu je jedinecné prave
vtedy, ak dany graf nie je cyklus.
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2. Kazdy kombinatoricky izomorfizmus medzi dvoma 2-suvislymi rovinng-
mi grafmi je topologicky.

Definicia 4.1.3.5. Dve rovinné reprezenticie o1, o9 grafu G nazyvame topo-
logicky (resp. kombinatoricky) ekvivalentné, ak oy00, " je topologicky (resp.
kombinatoricky) izomorfizmus medzi o1(G) a 02(G). Ak G je 2-suvisly, obe
definicie st totozné a hovorime zjednodusene, Ze dané rovinné reprezentacie
st ekvivalentné.

Veta 4.1.3.2 (Whitney, 1932). Lubovolné dve rovinné reprezentdcie 3-sivislého
grafu su ekvivalentné.

4.1.4 Planarne grafy: Kuratowského veta

Definicia 4.1.4.1. Graf sa nazyva plandrny, ak pre neho existuje rovinna
reprezenticia.

Definicia 4.1.4.2. Graf sa nazyva mazimdlne plandrny (resp. zjednodusene
iba mazimdlny), ak je planarny, ale nemoze byt pridanim Tubovolnej hrany
(nie v8ak vrchola) rozsireny na va¢si planarny graf.

Tvrdenie 4.1.4.1.
1. KazZdy mazimdlne rovinng graf je aj mazimdlne plandrny.

2. Plandrny graf s m > 3 vrcholmi je maximdlne plandrny prdve vtedy, ked
md 3n — 6 hrdn.

Tvrdenie 4.1.4.2. Graf obsahuje K5 alebo K35 ako minor prdave vtedy, ked
obsahuje K5 alebo K33 ako topologicky minor.

Lema 4.1.4.3. KazZdy 3-suvisly graf G, ktory neobsahuje K5 ani K3 ako
minor je plandrny.

Lema 4.1.4.4. Nech X je mnozZina 3-suvislych grafov. Nech G je graf s
k(G) < 2 a nech Gy,Gy si vlastné indukované podgrafy G také, e G =
G1 UGy a |G1 NGyl = k(G). Ak G je hranovo mazimdlny bez topologického
minoru v X, tak potom si také aj G1 a Gy a G1 NGy = K.

Lema 4.1.4.5. Ak |G| > 4 a G je hranovo mazimdlny s TK5,TK33 ¢ G,
tak potom G je 3-suvisly.

Veta 4.1.4.6 (Kuratowski, 1930). Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné pre
graf G:
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1. G je plandrny;

2. G neobsahuje K5 ani K33 ako minor;

3. G neobsahuje K5 ani K33 ako topologicky minor.
Dosledok 4.1.4.7. KazZdy mazimdlne plandrny graf s asponi styrmi vrcholms
je 3-suvisly.
4.1.5 Algebraické kritérid planarnosti

Definicia 4.1.5.1. Nech G = (V, E) je graf. Podmnozinu F jeho hranového
priestoru £(G) nazyvame jednoduchd, ak kazda hrana z G lezi v najviac dvoch
mnozinach z F.

Veta 4.1.5.1 (MacLane, 1937). Graf je plandrny prdive vtedy, ked jeho
cyklovy priestor md jednoduchi bdzu.

Veta 4.1.5.2 (Tutte, 1963). 3-suvisly graf je plandrny prdave vtedy, ked kazdd
jeho hrana leZi v najviac dvoch (rovnako tak v prive dvoch) neoddelujicich
indukovanijch cykloch.

4.1.6 Rovinna dualita

Definicia 4.1.6.1. Plandrny multigraf je dvojica G = (V) E) kone¢nych
mnozin (vrcholov a hrdn) spliajica nasledujice podmienky:

1. V C R?

2. kazda hrana je bud oblik medzi dvoma vrcholmi alebo mnohouholnik
obsahujuci préave jeden vrchol (jeho koniec);

3. okrem jej koncov hrana neobsahuje Ziaden iny vrchol ani ziaden bod
inej hrany.

Definicia 4.1.6.2. Nech G = (V, E) a (V*, E*) st [ubovolné dva planarne
multigrafy a oznatme F(G) =: F a F((V*, E*)) = F*. (V*, E*) nazyvame
plandrne dudlny ku G, a znaéime (V*, E*) =: G*, ak existuju bijekcie

F -V E — E* V — F*f—v"(f) e e’ v— f*(v)
spliajice nasledujice podmienky:

1. v*(f) € f pre v8etky f € F;
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2. l[e* NG| = e Ne’| = |leNG*| =1 pre vietky e € E;
3. v € f*(v) pre vsetky v € V.

Tvrdenie 4.1.6.1. Pre kaZdy sivisly rovinng multigraf G je mnoZina hrdn
E C E(G) mnoZina hrdn cyklu v G prdve vtedy, ked E* := {e* | e € E} je
minimdlny rez v G*.

Definicia 4.1.6.3. Multigraf G* nazyvame abstrakine dudlny k multigrafu
G ak F(G*) = E(G) a minimalne rezy v G* st prave mnoziny hran cyklov v

G.

Tvrdenie 4.1.6.2. Ak G* je abstraktne dudlny graf k grafu G, tak priestor
rezov grafu G* je cyklovy priestor grafu G, t.j.

C*(G*) = C(G).

Veta 4.1.6.3 (Whitney, 1933). Graf je plandrny prdve vtedy, ak k nemu
existuje abstrakine dudlny graf.

4.2 Ulohy

Uloha 4.1. Dokéite, 7e kazdy strom je planarny graf. Kol'ko mé oblasti?
Navod. Strom nemé cykly.

Uloha 4.2. Ukazte, 7e neexistuji rovinné reprezentacie grafov K5 ani Kj3
(samozrejme bez pouzitia Kuratowského vety).

Navod. Vezmime si rovinné reprezentacie grafov K, a K 3, ktoré st planarne
a skiasme doplnit novy vrchol do Tubovolnej ich oblasti.

Uloha 4.3. Graf G nazyvame koplandrny, ak G aj G su planarne grafy.

1. Nech G je graf s n §_5 vrcholmi, ktory nie je koplanarny. Dokézte, ze
G = K5 alebo G = K.

2. Zostrojte koplanarny graf G so &iestimi vrcholmi taky, ze G aj G st
stvislé.

Navod. Kj je najmensi neplanirny graf. Teda vSetky grafy mensie od neho
(teda tie, ktoré bud maju menej vrcholov, alebo rovnaky pocet vrcholov, ale
menej hran) s planarne.
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Uloha 4.4. Dokéite, 7e kazdé dve rovinné reprezenticie toho istého grafu
maju rovnaky pocet oblasti.

Navod. Dokazeme priamociarou aplikidciou Eulerovho vzorca.

Uloha 4.5. Dokazte, ze kompletne bipartitny graf K, je planarny pre
vSetky n. Aky méa pocet oblasti?

Navod. D4 sa jednoducho zakreslit do roviny. Pocet oblasti sa d& vyratat
pomocou Eulerovho vzorca.

Uloha 4.6. Antiregularny graf s n vrcholmi je taky, ktorého mnozina stuptiov
vSetkych vrcholov obsahuje n — 1 roznych cisel. Zostrojte antiregularny
planarny graf so siedmymi vrcholmi.

Uloha 4.7. Dokéazte, 7e kazdy planarny graf ma aspoil jeden vrchol stupiia
mensieho ako Sest.

Navod. Pocet hran je polovica stuctu stupnov jeho vrcholov. V pripade ak
by vSetky vrcholy mali stupen aspon $est by podla vety 4.1.2.8 v grafe bolo
privela hran na to, aby bol planarny.

Uloha 4.8. () Dokéite, Ze v planarnom grafe s n hranami a [ oblastami
plati 31 < 2n.

Navod. Pouzijeme maticu hranovo-plosnych susednosti A, .;, kde

~_ J 1 ak-ta hrana tvorf hranicu j-tej oblasti
Y1 0 inak.

Potom porovname sacet jej riadkov so suétom jej stlpcov a dopracujeme sa
k vysledku.

Uloha 4.9. Dokazte, 7e suvisly planarny graf s n > 3 vrcholmi ma najviac
2n — 4 oblasti.

Navod. Pouzijeme vetu 4.1.2.8 a tvrdenie z tlohy 4.8.

Uloha 4.10. (*) Dokaite, 7e v bipartitnom planarnom grafe s n hranami a
[ oblastami plati 2] < n.

Navod. Treba si uvedomit aka je najkratsia mozna dizka kruznice v bipar-
titnom grafe. Potom budeme postupovat podobne ako v tlohe 4.8, teda
porovname sucet riadkov a stlpcov matice hranovo-plosnych susednosti.



Kapitola 5

Farbenie

5.1 Zakladné definicie a tvrdenia

Definicia 5.1.1. Vrcholové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie c: V —
S také, Ze c(v) # c(w) kedykol'vek st v a w susedné.
Prvky mnoziny S sa nazyvaja dostupné farby.

Definicia 5.1.2. Hovorime, ze graf G ma k-farbenie, ak pre neho existuje
vrcholové farbenie c: V. — {1,... k}.

Minimélne také k € N, 7e graf G ma k-farbenie nazyvame (vrcholové) chro-
matické ¢islo grafu G a oznacujeme ho x(G).

Graf G s x(G) = k sa nazyva k-chromaticky. Ak x(G) < k nazyvame G
k-zafarbitelny.

Definicia 5.1.3. Hranové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢: E — S
také, ze c(e) # c(f) kedykol'vek si v a w incidentné.

Definicia 5.1.4. Hovorime, Ze graf G mé hranové k-farbenie, ak pre neho
existuje hranové farbenie ¢: £ — {1,... k}.

Minimalne také k € N, ze graf G ma hranové k-farbenie nazyvame hranové
chromatické ¢islo alebo chromaticky index grafu G a oznacujeme ho x'(G).

5.1.1 Farbenie map a planarnych grafov

Veta 5.1.1.1 (5CT - Five Colour Theorem). KaZdy plandrny graf je 5-
zafarbitelng.

Veta 5.1.1.2 (4CT - Four Colour Theorem). KaZdy plandrny graf je 4-
zafarbitelng.
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Veta 5.1.1.3 (Grotzsch, 1959). Kazdy plandrny graf neobsahugici trojuhol-
nik je 3-zafarbitelny.

5.1.2 Farbenie vrcholov

Tvrdenie 5.1.2.1. Pre kazdy graf G s m hranama plati

1 1
< — —.
X(G) < 2+\/2m+4

Tvrdenie 5.1.2.2. Kazdy graf G spliia
X(G) <1+ max{d(H) | H C G}.

Désledok 5.1.2.3. KazZdy graf G obsahuje podgraf minimdlneho stuptia as-
pon x(G) — 1.

Veta 5.1.2.4 (Brooks, 1941). Nech G je suvisly graf. Ak G nie je ani kom-
pletng graf ani nepdrny cyklus, tak potom x(G) < A(G).

Definicia 5.1.2.1. Pre kazdé k € N definujeme triedu k-skonstruovatelngch
grafov rekurzivne nasledovne:

1. K}, je k-skonStruovatelny.

2. Ak G je k-skonstruovatelny a x,y € V(G) st nesusedné, potom aj
(G + zy)/zy je k-skonstruovatelny.

3. Ak G7 a G5 st k-skonstruovatelné a existuji vrcholy x, y1, yo také, ze
G NGy = {z},zy1 € E(G1) a zys € E(G2), potom aj (G N Gz) —
Ty — TYs + Y1yo je k-skonStruovatelny.

Veta 5.1.2.5 (Hajos, 1961). Nech G je graf a k € N. Potom x(G) > k prdve
vtedy, ok G obsahuje k-skonstruovatelny podgraf.

5.1.3 Farbenie hran
Veta 5.1.3.1 (Konig, 1916). Pre kazdy bipartitng graf G plati X'(G) = A(G).
Veta 5.1.3.2 (Vizing, 1964). KaZdyj graf G spliia

A(G) < X'(G) < A(G) + 1.

Definicia 5.1.3.1. Vizingova veta rozdeluje kone¢né grafy do dvoch tried.
Tie, pre ktoré x'(G) = A(G) patria do triedy 1, tie, pre ktoré x'(G) =
A(G) + 1 patria do triedy 2.
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5.1.4 Vyberové farbenia

Definicia 5.1.4.1. Nech (S,),ev je rodina mnozin. Vrcholové farbenie ¢
grafu G s c(v) € S, pre v8etky v € V nazyvame farbenim podla zoznamov
Sy-

Graf G sa nazyva vgberovo k-zafarbitelng (alebo k-volitelny), ak pre kazdu
rodinu (S,)yev s |Sy| = k pre vSetky v existuje vrcholové farbenie grafu G
podla zoznamov S,,.

Najmensie také k € N, pre ktoré je G k-volitelny je vyberové éislo ch(G)
grafu G.

Definicia 5.1.4.2. Analogicky k predchadzajtcej definicii je definované vgberové
hranové farbenie. Najmensie k € N také, Ze G m4a hranové farbenie z rodiny
zoznamov velkosti k je vijberovy chromaticky index ch’'(G) grafu G; formélne

je ch'(G) = ch(L(G)), kde L(G) je hranovy graf grafu G.

Veta 5.1.4.1 (Alon, 1993). FEzistuje funkcia f : N — N takd, Ze ch(G) > k
pre vietky k € N a vSetky grafy G s priemerngm stupriom d(G) > f(k).

Veta 5.1.4.2 (Thomassen, 1994). KaZdy plandrny graf je 5-volitelny.
Hypotéza 5.1.4.3. Pre kaZdy graf G plati ch'(G) = X' (G).

Definicia 5.1.4.3. Mnozinu nezavislych vrcholov U C V(D) nazveme jadro
orientovaného grafu D ak pre kazdy vrchol v € D — U existuje hrana v D
orientovana z v do vrcholu v U.

Lema 5.1.4.4. Nech H je graf a (Sy)vev(m) rodina zoznamov. Ak H md
orientdciu D s d*(v) < |S,| pre kazdé v, pre ktori plati, Ze kazdy indukovanyg
podgraf D md jadro, tak potom H je zafarbitelny podla zoznamov S,.

Veta 5.1.4.5 (Galvin, 1995). Pre kazdy bipartitng graf G plati ch'(G) =
X' (G).

Dosledok 5.1.4.6. Pre kazdy bipartitng graf G plati ch’'(G) = A'(G).

5.1.5 Perfektné grafy

Definicia 5.1.5.1. «(G) oznadime najvacsiu mohutnost nezavislej mnoziny
vrcholov v grafe G.

Definicia 5.1.5.2. w(G) ozna¢ime najvicsie n také, ze K, C G.

Definicia 5.1.5.3. Graf G nazyvame perfektng, ak kazdy indukovany pod-
graf H C G ma chromaticke ¢islo x(H) = w(H)
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Definicia 5.1.5.4. Graf G nazyvame chorddlny (resp. triangulovany), ak
kazdy z jeho cyklov dlzky > 4 obsahuje tetivu, t.j. ak neobsahuje indukované
kruznice iné ako trojuholniky.

Lema 5.1.5.1. Graf je chorddlny prdve vtedy, ked méZe byl skonStruovany
rekurzivne vkladanim medzi kompletné podgrafy, zacnic z kompletnijch grafov.

Lema 5.1.5.2. KaZdy chorddlny graf je perfektng.

Definicia 5.1.5.5. Nech G je graf a © € G je vrchol a nech G’ ziskame z G
pridanim vrchola 2’ a jeho spojenim s x a vSetkymi jeho susedmi. Hovorime,
ze G' sme ziskali z G zdvojenim vrchola x.

Lema 5.1.5.3. Lubovolny graf ziskany z perfekiného grafu zdvojenim vrchola
je opdt perfekiny.

Veta 5.1.5.4 (Lovasz, 1972). Graf je perfektny prive vtedy, ak jeho komple-
ment je tieZ perfektny.

Hypotéza 5.1.5.5 (Berge, 1966). Graf G je perfektny prave vtedy, ked ani
G ani G neobsahuji kruznicu nepdrnej dizky > 5 ako indukovany podgraf.

5.2 Ulohy

Uloha 5.1. Aké je chromatické ¢islo Petersenovho grafu zobrazeného na
obrazku 1.37

Navod. Podla tlohy 1.14 Petersenov graf obsahuje cyklus neparnej dlzky
(napr. 5) a teda y(P) > 2. Skusime najst jeho zafarbenie tromi farbami.

Uloha 5.2. Koleso W, bolo zadefinované v tlohe 1.6. Aké je x(W,,)?
Navod. Existuje jednoduchy vztah medzi x(W,,) a x(C,).

Uloha 5.3. Nech G je zjednotenie dvoch grafov G a Gs, ktoré maju jeden
spolo¢ny vrchol. Dokézte, ze x(G) = max{x(G1), x(G2)}.

Navod. Pri farbeni grafu GG sa da postupovat tak, Zze ponechame farbenie
G a farby G5 popostivame tak, aby sme nepridali ziadnu novia farbu a aby
spolo¢ny vrchol mal aj v G5 ti istu farbu ako v Gj.

Uloha 5.4. Dokazte, Ze y(G) = 2 prave vtedy, ked G je nenulovy, nie je to
K a neobsahuje kruznicu neparnej dizky.

Navod. Graf ma chromatické ¢islo 2 prave vtedy, ked je bipartitny.
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Uloha 5.5. Graf G obsahuje préave jeden cyklus neparnej dizky. Dokazte, ze
x(G) = 3.

Navod. Vyuzijeme tvrdenie z tlohy 5.4.

Uloha 5.6. Nech v je vrchol grafu G, ktorého stupeii je mensi ako n.
Dokézte, ze G ma n-farbenie prave vtedy, ked aj G — v ma n-farbenie.

Navod. Implikacia “=" je trividlna. Pri dokazovani opa¢nej implikacie za-
farbime G — v n farbami. Akou farbou mozeme zafarbit vrchol v?

Uloha 5.7. Graf G zostrojime z kompletného grafu K, odobranim jednej
hrany. Dokazte, ze x(G) =n — 1.

Navod. Jediné dva nesusedné vrcholy zafarbime rovnakou farbou.

Uloha 5.8. (T) Oznacme pg(x) pocet roznych sposobov ako zafarbit graf G

x farbami. Dalej oznatme ¢g(x) pocet roznych spdsobov ako zafarbit G x
farbami, pricom pouzijeme vSetkych x farieb. Funkcia

V(G

b0 = 3 (;)ael)

k=x(G)

sa nazyva chromatickd funkcia grafu G.
Dokazte alebo vyvratte nasledovné tvrdenie. Tubovolné dva 2-stvislé grafy
s rovnakou chromatickou funkciou st izomorfné.!

Navod. Tvrdenie overime na grafoch zobrazenych na obrazku 8.17.

Uloha 5.9. Dokazte, ze

p In ak n je neparne
X (Kn) = { n—1 ak n je parne.

Navod. Jedné sa vlastne o rozdelenie kompletnych grafov do triedy 1 a
triedy 2. Regularne grafy ale patria do triedy 1 prave vtedy, ak maja 1-
faktorizaciu?. Staci teda dokazat, ze kompletné grafy neparneho stupiia ju
maju ale parneho stupia nie.

Uloha 5.10. Dokazte, ze ak P je trieda hran zafarbenych rovnakou farbou
pri hranovom farbeni grafu G, tak

pr< [ V9L,

2

! Toto tvrdenie sa isttt dobu povazovalo za pravdivé a ako zistime vyriesenim tejto tlohy,
nie je.
21-faktorizacia je zadefinovand v tlohe 2.2 na strane 17



5.2 Ulohy 36

Navod. Inymi slovami povedané, dokazte, ze pocet hran zafarbenych rov-
nakou farbou je najviac polovica poc¢tu vrcholov. Staci si uvedomit, Ze hrany
z tej istej farebnej triedy nemozu byt susedné.

Uloha 5.11. (*) Nech G je graf k c.k hranami, kde ¢ > x'(G). Dokazte, 7e
E(G) sa da rozlozit na c pareni, kazdé s k hranami.

Navod. Nech C je mnozina vSetkych hranovych farbeni grafu G ¢ farbami.
Pre 7 € C zadefinujeme n(m) := > ¢ |e; — k|, kde ¢; je poCet hran zafar-
benych farbou ¢; pri farbeni 7. Potom zadefinujeme ng := min{n(n): = € C}.
Ak dokézeme, ze ng = 0 pre nejaké farbenie 7y, tak potom toto farbenie
zjavne spliia pozadované vlastnosti.

Uloha 5.12. Dokaite, ze kazdy regularny graf s neparnym po¢tom vrcholov
patri do triedy 2.

Navod. Regularny graf patri do triedy 1 prave vtedy, ked mé 1-faktorizaciu
(preco?). Graf s neparnym poc¢tom vrcholov ju v8ak mat nemoze.

Uloha 5.13. (*) Hovorime, 7e hrana e € E(G) je kritickd, ak x'(G — e) <
X'(G). Hranovo kriticky graf je definovany ako suvisly graf triedy 2 v ktorom
je kazda hrana kritickd. NavySe ak G ma maximalny stupeii A(G) =k a je
hranovo kriticky, tak ho nazyvame aj k-hranovo kriticky.

Dokazte, ze kazdy hranovo kriticky graf je dvojsuvisly.

Navod. G je dvojsuvisly prave vtedy, ak neobsahuje artikulaciu. Predpok-
ladajme opak, teda zZe v G existuje artikulacia x. Potom G pozostava z
dvoch podgrafov G, a Go, ktoré maju jediny spolo¢ny vrchol x. Ak y € Gy
a z € Gy st susedia x v grafe G, tak potom existuju (x'(G) — 1)-hranové
farbenia grafov G — xy a G — xz. Z nich sa da vhodnou permutaciou dostat
(X'(G) — 1)-hranové farbenie grafu G, ¢o je ale spor.

Uloha 5.14. (*) Bez pouzitia 5CT a 4CT dokazte, Ze kazdy planarny graf
sa da zafarbit Siestimi farbami.

Navod. Pouzijeme vysledok tdlohy 4.7, teda ze planarny graf musi mat as-
poii jeden vrchol stupina menej ako Sest. Ak predpokladame, Ze existuje graf,
ktory nie je zafarbitelny Siestimi farbami, tak si zvolme najmensi taky. Po-
tom ak odstranime vrchol stupna menej ako Sest, tak novovzniknuty graf
uz musi byt zafarbitelny Siestimi farbami. Teraz uz je Tahké ukazat, Ze aj
povodny graf musi byt zafarbitelny Siestimi farbami.

Uloha 5.15. (*) Nech f: V(G) — {1,2,...,t} je regularne zafarbenie gra-
fu G t farbami. Pocet roznych regularnych ¢-zafarbeni grafu G sa nazyva
chromaticky polynom grafu G a oznacujeme ho f(G,t).
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1. Uréite f(Kp,t) a f(K,,t).

2. Dokézte, ze ak G = G1UG2U- - - UGy je disjunktné zjednotenie grafov,
tak f(G,t) = [1, £(Gi,1).

3. Dokazte, ze ak G = G UGy a G NGy = {v},v € V(Gy),V(Gs), tak

4. Nech u a v si dva nesusedné vrcholy grafu G. Nech G; = G+ wv a
nech Gy vznikne z G stotoznenim vrcholov u a v. Dokazte, ze f(G,t) =

f(G1,t) + f(Ga,t).

5. Dokézte, ze chromaticky polyném kazdého grafu sa rovna siac¢tu chro-
matickych polynéomov istého poc¢tu kompletnych grafov, pri¢om ich
rady neprevysuju rad grafu G.

6. Dokazte, ze chromaticky polyném stromu 7' s n vrcholmi ma tvar

f(Gt)=t(t—1)"1
Navod.

1. V grafe K, mozeme kazdy vrchol zafarbif Tubovolnou farbou, v grafe
K,, naopak musime vSetky vrcholy zafarbit réznymi farbami.

2. Jednotlivé komponenty mozeme zafarbit Tubovolne, bez ohladu na za-
farbenie inych komponentov.

3. Ponechame zafarbenie jedného podgrafu a zafarbenie druhého podgrafu
zvolime podla farby ich spolo¢ného vrcholu.

4. Kedze u a v st nesusedné, tak pocet zafarbeni grafu G t farbami je
predsa suctom poctu zafarbeni, pri ktorych zafarbime u a v rovnakou
farbou a poctu zafarbeni, pri ktorych ich zafarbime réznymi farbami.

5. Tvrdenie je jednoduchym dosledkom predchadzajiceho tvrdenia.

6. Postupovat budeme matematickou indukciou vzhladom na pocet vr-
cholov stromu a vyuzijeme tvrdenie 3 z tejto tlohy.



Kapitola 6

Toky

6.1 Zakladné definicie a tvrdenia

Definicia 6.1.1. Cislo k € N priradime dvojici (x,y), kde e = zy je hrana
grafu G na vyjadrenie, Ze tok o velkosti k jednotiek tecie cez hranu e smerom
z x do y, alebo dvojici (x,y) priradime hodnotu —k na vyjadrenie, 7e cez e
tecCie k jednotiek toku opac¢nou cestou, teda z y do .

Pre kazdé takéto priradenie f: V2 — H (H je abelovskd grupa, najcastejsie
Z) teda mozeme polozit f(z,y) = —f(y, z) vzdy, ked z a y st susedné vrcholy
v G.

Definicia 6.1.2. V takmer vSetkych uzloch grafu (siete) G (okrem tych, kde
tok vstupuje alebo vystupuje zo siete) plati Kirchhoffov zdkon

> flzy) =0
yEN ()

Definicia 6.1.3. Lubovolni funkciu f: V? — H, kde (H,+) je abelovska
grupa s nulou 0, splhajicu uvedené podmienky nazyvame tok na grafe G.

6.1.1 Cirkulacie
Definicia 6.1.1.1. V sieti G = (V, F) definujeme hrany ako trojice

E = {(e,z,y) |e € E;x,y € V(G);e = zy}.

Teda hrana e = xy s * # y ma dva smery, a to (e,z,y) a (e,y,x). Slucka
e = zx ma len jeden smer (e, x, ).

N — - — — ..
Pre dané € = (e,z,y) € E nech ‘e := (e,y,x) a pre FF C E polozime

«—

F={T|TeF}
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— —
Pre X, Y CV a F C E nech

— —

F(X,Y):={(e,z,y) € F |z € X,y Y,z #y},
piseme F(z,Y) = F({z},Y) a F(z) = F({z}, {z}).

Definicia 6.1.1.2. Nech (H,+) je abelovskd grupa s nulou 0. St dané
ﬁ
mnoziny vrcholov X, Y C V a funkcia f: £ — H, a nech

Funkciu f nazyvame cirkuldcia na G (s hodnotami v H) alebo aj H -cirkuldcia,
ak f spliia nasledovné dve podmienky:

(F1) f(e,x,y) = —f(e,y,x) pre vietky (e, z,y) € Esa #y;

(F2) f(v,V) =0 pre vietky v € V.

Ak f splia (F1) ale nie nutne (F2), funkciu f nazveme tok na G. Vrcholy v,
kde f(v,V) je kladné (zaporné) nazyvame zdroje (istia).

Lema 6.1.1.1. Ak f je cirkuldcia, potom f(X,X) = 0 pre kazdi mnoZinu
vrcholov X C V.

Désledok 6.1.1.2. Ak f je cirkuldcia a e = xy je most v grafe G, potom
f(€7 ZE', y) = O

6.1.2 Toky v sietach

Definicia 6.1.2.1. Nech G = (V, E) je multigraf, s,t € V(G) st dva pevne
dané vrcholy a c: E >N je zobrazenie; ¢ nazyvame kapacitnd funkcia na G
a Stvoricu N := (G, s,t,¢) siet.

Tok f: E — R na G nazveme tok v N, ak f(€) < c(€) pre vietky € € E
a f splha Kirchhoffov zakon na kazdom vrchole roznom od s a t, teda ked
splha nasledovné podmienky:

(F1) f(e,2,y) = —f(e,y,x) pre vietky (e,z,y) € E s & # y;
(F2’) f(v,V) =0 pre vetky v € V — s, t;

(F3) f(€) < c(€) pre vietky € € E.

Definicia 6.1.2.2. Tok f nazveme integrdlny, ak v8etky jeho hodnoty lezia
v 7.

Definicia 6.1.2.3. Nech f je tok v N. Ak S CV je takd, ze s€ Sat¢€ S,
nazveme dvojicu (S,5) rez v N a ¢(S,S) kapacita tohto rezu.
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Lema 6.1.2.1. Pre kaZdy rez (S,S) v N plati f(S,S) = f(s,V).

Definicia 6.1.2.4. Hodnota f(S,S) z predchiddzajicej lemy sa nazyva vel-
kost toku f a oznacujeme ju |f|.

Veta 6.1.2.2 (Ford & Fulkerson, 1956). V kaZdej sieti sa velkost mazimdl-
neho toku rovnd kapacite minimdlneho rezu.

Désledok 6.1.2.3. V kaZdej sieti s integrdlnou kapacitnou funkciou existuje
integrdlny tok mazximdlne; velkosti.

6.1.3 Toky s hodnotami v grupach

Definicia 6.1.3.1. Nech G = (V| E) je multigraf a H je abelovskd grupa s
nulou 0. Ak f a g st dve H-cirkulacie, potom f +g: ¢ — f(€)+g(€) a
—f: € — —f(€) st tiez H-cirkulacie. H-cirkulacie na G teda prirodzenym
sposobom tvoria grupu.

Definicia 6.1.3.2. Tok f na G je nikde-nulovy, ak f(¢’) # 0 pre vietky
ﬁ
€ € E. H-cirkulacia, ktora je nikde-nulova sa nazyva H-tok.

Veta 6.1.3.1 (Tutte, 1954). Pre kaZdy multigraf G existuje polynom P taky,
ze pre lubovolni konecni abelovski grupu H je pocet H-tokov na G rovny

P(lH| =1).

Definicia 6.1.3.3. Polyném P z predchadzajicej vety sa nazyva tokovy
polynom grafu G.

Désledok 6.1.3.2. Ak H a H' siu dve koneéné abelovské grupy rovnakej
mohutnosti, tak potom G md H-tok prdve vtedy, ak G md H'-tok.

Definicia 6.1.3.4. Nech k > 1 je celé ¢islo a G = (V, E) je multigraf. Z-tok

H
f na G taky, ze 0 < |f(€)| < k pre vietky € € E sa nazyva k-tok.
Najmensie k také, Ze G umoziuje k-tok nazyvame tokové cislo gratu G a
oznacujeme ho ¢(G). Ak ziadne také k neexistuje, polozime ¢(G) = oc.

Veta 6.1.3.3 (Tutte, 1950). Multigraf umoziiuje k-tok prave vtedy, ked umoZriu-
je Zy-tok.
6.1.4 k-toky pre malé k

Tvrdenie 6.1.4.1. Graf md 2-tok prdve vtedy, ked vsetky jeho stupne si
pdrne.



6.1 Zakladné definicie a tvrdenia 41

Tvrdenie 6.1.4.2. Kubicky graf ma 3-tok prdave vtedy, ked je bipartitny.
Tvrdenie 6.1.4.3. Pre vSetky pdrne n > 4 plati p(K,) = 3.
Tvrdenie 6.1.4.4. KaZdy hranovo 4-suvisly graf md 4-tok.
Tvrdenie 6.1.4.5.
1. Graf md 4-tok prave vtedy, ked je zjednotenim dvoch pdrnych podgrafov.

2. Kubicky graf md 4-tok prdve vtedy, ked je hranovo 3-sivisly.

Dosledok 6.1.4.6. Ziaden kubicky hranovo 3-zafarbitelnyg graf neobsahuje
most.

6.1.5 Dualita medzi tokmi a farbeniami

Definicia 6.1.5.1. Nech G = (V, E) a G* = (V*, E*) st netrivialne dudlne
planarne multigrafy bez mostov a sluc¢iek. Pre hranové mnoziny F° C F
piseme F* := {e* € E* | e € F'}. Obratene, ak je dand podmnozina mnoziny
E*, budeme ju ihned pisat v tvare F*, teda F C E definujeme implicitne
pomocou zobrazenia e — e*.

Definicia 6.1.5.2. Ak C' = vy...v,_1v9 je kruznica s hranami e; = v;v;41 (a
U = ), nazveme

H .

C = {(ei,vi,viﬂ) | 1< l}
kruznicou s orientdciou.

e e . = - = e .

Lema 6.1.5.1. Existuje bijekcia *: € — e* z E do E* s nasledovnymi
vlastnostamai:

— — —
1. Zdkladnd hrana k e* je vZdy e*, t.j. e* je jedngm z dvoch smerov e*, e*
hrany e*.
2. Ak C C G je kruznica, F' := E(C) a ak X C V* je takd, zZe F* =
— — — —
E*(X,X), potom ezistuje orientdcia C kruznice C s {e* | € € C} =
— _
E* (X, X).
— —
Definicia 6.1.5.3. Je dana abelovska grupa H, nech f: £ — Hag: F* —

H si dve zobrazenia také, ze

—
*

(€) =g(e)

. =1 = -7 >
pre vSetky ¢ € E. Pre ' C F polozime
ﬁ
F

-
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Lema 6.1.5.2.
1. Zobrazenie g je tok na G* prdve vtedy, ked [ je tok na G.

2. Zobrazenie g je cirkuldcia na G* prdve vtedy, ked f je tok na G taky,
— —
Ze f(C) =0 pre kazdi kruznicu C s orientdciou.

Definicia 6.1.5.4. Ak P = {vg...u} je cesta s hranami e; = v;u,41 (i < 1),
polozime mnoZinu (zévisli na o¢islovani vrcholov z P)

H .

P = {(ei,vi,vip1) | 0 < I}

—
a nazveme P vg — v; cesta.

Veta 6.1.5.3 (Tutte, 1954). Pre kaZdi dudlnu dvojicu G,G* plandrnych
mutligrafov plati

X(G) = (G7).

6.1.6 Tutteove tokové hypotézy
Hypotéza 6.1.6.1 (Tutte, 1954). Kazdy multigraf bez mostov md 5-tok.

Hypotéza 6.1.6.2 (Tutte, 1954). KazZdy multigraf bez mostov neobsahujici
Petersenov graf ako minor md 4-tok.

Hypotéza 6.1.6.3 (Tutte, 1972). KaZdy multigraf bez rezu pozostdvajiceho
z prdve jednej alebo prave troch hrdn ma 3-tok.

Veta 6.1.6.4 (Seymour, 1981). Kazdy graf bez mostov md 6-tok.

6.2 Ulohy

Uloha 6.1. Predpokladajme, ze siet N mé n vnatornych vrcholov, plus jeden
zdroj a jedno ustie. Kolko oddelujucich rezov mé siet N7

Navod. Inak povedané, kolkymi roznymi sposobmi sa d4 mnozina vrcholov
V(N) rozdelit do dvoch disjunktnych podmnozin tak, aby s a t nepatrili do
jednej podmnoziny. Ak s € S at € T, tak potom je vysledok rovny poc¢tu
moznosti ako do S vybrat nula ostatnych vrcholov plus po¢tu moznosti ako
do S vybrat jeden z ostatnych vrcholov, atd.

Uloha 6.2. Cestu P v sieti N nazveme zvidsujica cesta, ak plati:
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1.

ak v;v;41 je hrana s orientaciou (v;,v;11), tak potom f(v;,viy1) <
c(vi, Vig1),

2. ak v;v;41 je hrana s orientaciou (v 1,v;), tak potom f(v;,v;41) > 0.

Na obrazku 6.1 je zobrazena siet, pricom pri kazdej hrane je zobrazend jej
kapacita ¢ a v zatvorke hodnota funkcie f.

1.

overte, ¢i je f tokom v sieti NV,

2. zistite velkost toku f,

3. najdite v N zvacsujlcu cestu z s do t,

4. najdite maximalny tok v sieti N.

Navod.

1.

V kazdom vrchole okrem s a t treba zistit, ¢i sucet “pritekajucich” tokov
je rovny sictu “odtekajicich” tokov.

Je to napriklad sucet tokov vytekajucich z s.

D4 sa postupovat backtrackom, teda zac¢at vo vrchole s a skasat, ¢ ex-
istuje hrana incidentné s danym vrcholom, ktora by spliala podmienky
zvacsujuce]j cesty.

Podla vety 6.1.2.2 je velkost maximélneho toku v sieti rovnéa kapacite
minimalneho rezu. Ked najdeme hodnotu kapacity minimalneho rezu,
je uz lahké zostrojit maximalny tok s danou hodnotou (napriklad opako-
vanym hladanim zvi¢Sujucich ciest a ich zvi¢Sovanim, aZz kym uz ziadna
zvadujlca cesta v sieti neexistuje).

Uloha 6.3. Predpokladajme, #e vrchol v v sieti N m4 ta vlastnost, Ze cez
neho moze prejst najviac d jednotiek nejakého materidlu za jednotku casu.
(Vrchol moze napriklad reprezentovat ¢erpadlo v kanalizatnom systéme, ale-
bo letisko s maximéalnym poc¢tom obsluzenych klientov za hodinu.) Ako by
sa dala tato vlastnost modelovat v sieti?

Navod. Kedze v sieti nemdZzeme pridelovat kapacitu vrcholom, musime vr-
chol v nejakym sposobom nahradit hranou.

Uloha 6.4. Dokazte, 7e ak v sieti N neexistuje orientovana cesta z s do t,
tak potom hodnota minimélneho rezu a velkost maximalneho toku v N st
obe nulové.
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Obrazok 6.1: Siet N s danymi kapacitami a tokmi hran.

Navod. Mnozina vrcholov N sa musi dat rozdelit na dve ¢asti, pricom z
jednej do druhej nesmeruje ziadna hrana. Potom tieto dve ¢asti tvoria min-
imélny rez.

Uloha 6.5. Bez pouzitia uz dokézanych tvrdeni najdite tokové &islo grafu
Ky.

Navod. Skusime zostrojit 3-tok a 4-tok.

Uloha 6.6. (*) Nech (S,7) a (X,Y) st dva minimalne rezy v sieti N.
Dokazte, 7e (SU X, TNY) aj (SN X, TUY) st tiez minimélne rezy v
N.

Navod. Lahko sa ukaze, Ze st to oddelujice rezy. Ked si rozdelime V(N)
na Styri casti, SN X, TNX,SNY, TNY a pozrieme sa na kapacity rezov
medzi jednotlivymi tymito mnoZzinami, mézeme ich porovnanim zistit, Ze
kapacity dvoch spominanych rezov sa rovnaju a ich sicet je rovny suctu
kapacit dvoch danych miniméalnych rezov. Z minimality tychto rezov potom
mozeme odvodit aj minimalitu novych rezov.

- - — —
Uloha 6.7. (*) Nech G je orientovany graf. Pre kazdd hranu vw € E(G)
je pevne dand minimalna kapacita [(v,w) a maximalna kapacita c(v,w),
kde 0 < l(v,w) < ¢(v,w). Cirkulaciu g nazyvame prijatelnd, ak l(v,w) <
g(v,w) < ¢(v,w) pre kazdd hranu vw.

Dokézte, 7e existuje prijatelna cirkulacia prave vtedy, ked (S, S) < ¢(S, S)
pre vsetky S C V.

Navod. llopredné implikacia je Tahka. Opa¢ni implikaciu dokazeme tak, Ze
ku grafu G pridame dva nové vrcholy s a t (zdroj a tstie), ktoré spojime so

vSetkymi ostatnymi vrcholmi a v novom grafe upravime kapacitna funkciu
tak, aby z existencie toku s potrebnou velkostou v fiom vyplyvala prijatelnost
ﬁ

cirkulacie v grafe G'.
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Uloha 6.8. N4jdite grafy G a H = G — e bez mostov také, ze 2 < ¢(G) <
p(H).

Navod. Vezmeme Tubovol'ny graf s va¢sim tokovym &islom (aspon 4) a prida-
vanim hran jeho tokové ¢islo skisime znizit.

Uloha 6.9. Dokéite, 7e kazdy multigraf bez mostov mé 6-tok.

Navod. Pouzijeme tvrdenie 6.1.6.4 a zostrojime jednoduchy graf s tymi isty-
mi vlastnostami.

Uloha 6.10. () Dokazte alebo vyvrafte nasledovné tvrdenie:
Graf G ma nikde-nulovy 4-tok prave vtedy, ked G ma rozklad na 3 paritné
podgrafy.!

Navod. Jednoduchsie je dokazat ekvivalentné tvrdenie “Graf G méa Zy X Zo-
tok prave vtedy, ked G ma rozklad na 3 paritné podgrafy.” (Preco je toto
tvrdenie ekvivalentné s povodnym?) Dané podgrafy su Py, Py, P, pricom do
P; budu patrit tie hrany, ktorych tok je ¢ v bindrnom zapise.

!Definicia paritného podgrafu je v ilohe 1.11 na strane 12.



Kapitola 7

Hamiltonovské kruznice

7.1 Zakladné definicie a tvrdenia

Definicia 7.1.1. Uzavrety sled obsahujici kazdy vrchol grafu G préave raz
sa nazyva hamiltonovskd kruznica. Ak G obsahuje hamiltonovskid kruznicu,
nazyva sa hamiltonouvsky.

Podobne, cesta v G obsahujtica v8etky vrcholy sa nazyva hamiltonovskd cesta.

7.1.1 Jednoduché postacujice podmienky

Veta 7.1.1.1 (Dirac, 1952). Kazdy graf s n > 3 wvrcholmi a minimdlnym
stupriom aspoti § obsahuje hamiltonovskd kruZnicu.

Tvrdenie 7.1.1.2. KaZdy graf G s |G| > 3 a k(G) > a(G) obsahuje hamiltonovski
kruznicu.

Veta 7.1.1.3 (Tutte, 1956). KaZdy 4-sivisly plandrny graf obsahuje hamiltonovski
kruznicu.

7.1.2 Hamiltonovské kruznice a postupnosti stupnov

Definicia 7.1.2.1. Ak G je graf s n vrcholmi a stupnami d; < d, < --- < d,,
potom n-tica (dy,...,d,) sa nazyva postupnost stuprnov grafu G.

Definicia 7.1.2.2. Cubovolnu celoéiselnt postupnost (ay, ..., a,) nazyvame
hamiltonovskou postupnostou, ak kazdy graf s m vrcholmi a postupnostou
stupfiov po zlozkach vac¢sou ako (aq, ..., a,) je hamiltonovsky.

Postupnost (dy, ... ,d,) je po zlozkach vicsia ako (aq,...,a,), ak d; > a; pre
vsetky 1.
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Veta 7.1.2.1 (Chvatal, 1972). Celociselnd postupnost (ai,...,a,) takd, Ze
0<a; <---<a, <nan >3 je hamiltonovskd prdve vtedy, ked pre vietky
i < 5 plati

a; < 1= Ap_; >N — 1.

Definicia 7.1.2.3. Celo¢iselna postupnost (ai,...,a,) nazyvame cestno-
hamiltonovskd, ak kazdy graf s po zlozkdch védSou postupnostou stupiiov
obsahuje hamiltonovsku cestu.

Dosledok 7.1.2.2. Celociselnd postupnost (ai, ..., a,) takd, Ze 0 < a1 <
< a, <nan > 2 je cestno-hamiltonovskd prave vtedy, ked pre kazdé
1 < % plati
a; <1= Qp—i+1 >n—i.

7.1.3 Hamiltonovské kruznice vo Stvorci grafu

Definicia 7.1.3.1. Majme dany graf G a celé ¢islo d > 0. G¢ oznaéime graf
na V(G) v ktorom su dva vrcholy susedné prave vtedy, ak ich vzdialenost v
G je najviac d.

Veta 7.1.3.1 (Fleischner, 1974). Ak G je 2-suwvislyj graf, tak G* obsahuje
hamiltonovski kruznicu.

Hypotéza 7.1.3.2 (Seymour, 1974). Nech G je graf s n > 3 wvrcholmi a
k > 0 je celé cislo. Ak G md minimdlny stuper

n
k+1

n,

3(G) >

tak potom G obsahuje hamiltonovsky kruznicu H taki, ze H* C G.

7.2 Ulohy

Uloha 7.1. Dokazte, 7e grafy na obrazku 7.1 neobsahuji hamiltonovsku
kruznicu ani hamiltonovsk cestu.

Navod. To, Ze neobsahuju hamiltonovska kruznicu je jasné z toho, Ze oba
grafy obsahuju vrcholy stupiia 1. Neexistenciu hamiltonovskej cesty mozeme
ukazat tak, ze najdeme dva vrcholy, ktoré spolu nelezia na Zziadnej ceste
medzi vrcholmi stupna 1.

Uloha 7.2. Ak existuje, najdite hamiltonovski kruznicu v grafoch Gy, Go, G, G4
zobrazenych na obrazku 7.2.
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Obréazok 7.1: Grafy neobsahujice hamiltonovski kruznicu.
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Obrazok 7.2: Grafy z dlohy 7.2.

Uloha 7.3. Dokézte, 7e podgraf kompletne bipartitného grafu K, pokry-
vajuci v8etky vrcholy moze obsahovat hamiltonovska kruznicu iba vtedy, ak
m=n.

Navod. Hamiltonovska kruznica v bipartitnom grafe musi obsahovat vsetky
vrcholy prave raz, a to striedavo z jednej a druhej particie.
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Uloha 7.4. Obsahuje Petersenov graf zobrazeny na obrazku 1.3 hamiltonovsku
kruznicu? Ak ano, tak ju ukazte, ak nie, tak to dokazte.

Navod. Pomenujme hrany spajajtce vonkajsich péat vrcholov s vnutornymi
piatimi vrcholmi Petersenovho grafu (tak ako je zobrazeny na obrazku 1.3)
spojnice. Aky pocet spojnic by musela obsahovat hamiltonovska kruznica?
Je tento pocet mozné v kruznici obsiahnut?

Uloha 7.5. Dokazte, alebo vyvratte nasledovné tvrdenia:
1. Ak G je eulerovsky, tak potom G je hamiltonovsky.
2. Ak G je hamiltonovsky, tak potom G je eulerovsky.
Navod. Na obe tvrdenia sa daju najst jednoduché kontrapriklady.

Uloha 7.6. Pre ktoré grafy je eulerovsky tah zaroven aj hamiltonovskou
kruznicou?

Navod. V danych grafoch musi eulerovsky tah prechadzat kazdym vrcholom
prave raz.

Uloha 7.7. Ukaite, 7e sa da zafarbit tretina hran grafu K; ¢ervenou farbou,
tretina hran modrou farbou a tretina hran zelenou farbou tak, aby mnozina
hran zafarbenych rovnakou farbou tvorila hamiltonovska kruznicu v K.

Navod. Ak si nakreslime vrcholy K7 do kruhu a zvolime si jeden vrchol
ako pociato¢ny, tak potom ¢ervenou farbou mozeme ofarbit hrany spajajtce
vrcholy vzdialené o jeden od posledného proti smeru hodinovych ruciciek,
modrou farbou hrany spajajtice vrcholy vzdialené o dva od posledného proti
smeru hodinovych ruciciek a zelenou hrany spajajtice vrcholy vzdialené o tri
od posledného proti smeru hodinovych ruciciek.

Uloha 7.8. (*) Nech G je graf s n > 3 vrcholmi. Dokazte, Ze ak pre
vietky nesusedné vrcholy vy a vy plati, ze d(vi) + d(ve) > n, tak potom
je G hamiltonovsky.

Navod. Predpokladajme opak a zvolme si graf G s n vrcholmi, ktory ma
maximélny pocet hrdn spomedzi v8etkych grafov pre ktoré dané tvrdenie
neplati. Potom ale G+ pq pre nesusedné vrcholy p, ¢ obsahuje hamiltonovsku
kruznicu. Na tejto kruznici si ozna¢me ako prvy vrchol p a posledny vrchol
q. Potom pred susedmi p nemoéze na tejto kruznici byt ziaden sused ¢. Z
toho dostaneme spor s predpokladom, ze d(p) + d(q) > n.
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Uloha 7.9. (*) Nech G je graf s n vrcholmi, v; a v, st nesusedné vrcholy
také, ze d(v1) + d(ve) > n. Dokazte, ze G + v1vo je hamiltonovsky prave
vtedy, ked G je hamiltonovsky.

Navod. Spitna implikacia je trividlne platna. Doprednd implikacia sa dokéze
podobne, ako tvrdenie z ilohy 7.8.

Uloha 7.10. Nech G je graf s n > 3 vrcholmi.

n2—3n+6
2

1. Dokazte, ze ak G mé aspon hran, tak G je hamiltonovsky.

2. Najdite nehamiltonovsky graf s % — 1 hranami, teda dokazte, ze

predchadzajice ohranicenie je najlepSie mozné.

Navod. Podla tvrdenia z tlohy 7.8 sta¢i ukazat, Zze pri danom poc¢te hran
neexistuji dva nesusedné vrcholy vy a vy s d(v1) + d(ve) < n.

Uloha 7.11. (*) Graf G s n hranami nazyvame konzervativny, ak existuje
takd jeho orientacia s ohodnotenim hran 1,...,n, Ze stcet ohodnoteni hran
vstupujucich do T'ubovoIného vrcholu sa rovna su¢tu ohodnoteni hran vys-
tupujticich z toho istého vrcholu.!

Dokézte, ze ak sa graf G da rozlozit na dve hamiltonovské kruznice, tak je
konzervativny.

Navod. Najskoér pretraverzujeme jednu hamiltonovska kruznicu, pricom budeme
hrany orientovat v smere traverzovania a hodnoty pridelovat tak, aby v kaz-
dom vrchole bola vyslednd suma —2, potom budeme traverzovat obdobnym
sposobom aj druhd hamiltonovsktl kruznicu, ale tak, aby tato prispievala
sumou +2.

'D4 sa to predstavit aj tak, Ze hranam uréime smer a kazdej hrane priradime ind
hodnotu od 1 do n, pricom ak hodnotu hran orientovanych do vrchola pri¢itame a od
vrchola odé¢itame, tak v kazdom vrchole musi byt stcet hodnot hran nula.



Kapitola 8
RieSenia uloh

8.1 Zaklady

Riesenie 1.1. Ak by sa ndm podarilo eliminovat opakujice sa vrcholy v
danom slede, dostali by sme cestu medzi tymito vrcholmi. Nech dany sled
je (vi,v9,...,v,). Vezmime si vrchol v;. Ak pre nejaké 2 < i < n plati, ze
v1 = v;, tak vezmime najvicsie takéto ¢ a v danom slede odstranme vsetky
vrcholy vy, ..., v;. Tym sme vlastne odstranili kruznicu zo sledu. Ak tento
postup budeme opakovat az pokial Ziaden vrchol v slede nendjdeme dvakrat,
dostaneme cestu medzi danymi vrcholmi. ]

Riesenie 1.2. Dokazeme sporom. Majme cesty P, a P, ktoré si najdlhsie
v grafe G a nemaji spolo¢ny vrchol. Dalej si vezmime vrcholy v, € P,
(tento vrchol rozdeluje cestu P, na dve ¢asti, ozna¢me ti dlhsiu z nich P)) a
vy € P, (podobne rozdeluje cestu P, na dve ¢asti, dlhsiu z nich oznac¢ime P).
Kedze G je suvisly, existuje cesta medzi v, a vy, oznaéme ju P.. Spojenim
ciest Pr, P. a P, vSak vznikla dlhSia cesta ako su P, a B, ¢o je spor.

Graf, v ktorom dve najdlhSie cesty nemaju spolo¢nii hranu je zobrazeny na
obrazku 8.1, teda toto tvrdenie neplati. O]

Riesenie 1.35.
1. Tvrdenie neplati, kontrapriklad je zobrazeny na obrézku 8.2.

2. Uvazujme uzavrety sled obsahujici len kruznice parnej dizky. Diz-
ka tohto sledu je vzdy péarna, takZze nemoze existovat uzavrety sled
nepéarnej dlzky, ktory by obsahoval iba kruznice parnej dlzky. Potom
ale plati, 7e kazdy uzavrety sled neparnej dlzky musi obsahovat aspoii
jednu kruznicu neparnej dizky, teda tvrdenie plati. O]
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Obrazok 8.1: Dve najdlhsie cesty grafu G (vivsv3 a vov5v4) nemaji spoloéni
hranu.

Obrazok 8.2: Uzavrety sled wvsvivsvsv4v5v3 dizky 6 neobsahuje kruznicu
parnej dlzky.

Riesenie 1.4. Ak je e most, tak musi lezat na vSetkych kostrach grafu G.
Inak vezmime nejaki kostru 7" na ktorej e nelezi. Potom graf T'U e obsahuje
prave jednu kruznicu. Nech f # e je hrana leziaca na tejto kruznici. Potom
graf T" = T'Ue— f je strom (jedint kruznicu sme “rozpojili”), obsahuje hranu
e a pokryva vsetky vrcholy grafu G. Ted T” je kostra grafu G obsahujuca
e. O

Riesenie 1.5. A oznacuje maticu susednosti, B inciden¢nii maticu.

01
0 1

)
O = =
— = O
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H: A=

o O~ O
— = O
_ o = O
O~ = O

Sy

I
e
O~ = O
— o~ O
—_ - o O

Riesenie 1.6.

1. Kedze graf K, ma dve particie, pri¢om jedna méa velkost 1 a druhéa n,
a navyse je kazdy vrchol z jednej particie susedny so vSetkymi vrcholmi
z druhej particie, pocet hran |E(K;,)| = n.

2. Vychadzajme priamo z definicie n-kolesa. Vrchol vy je susedny so
v8etkymi ostatnymi vrcholmi, teda ma stupeii d(vy) = n. Okrem tych-
to n hran nam este ostavaju hrany v,vs, vovs, ..., Uy_10,, VU1, a tych
je prave n. Celkovo teda |E(W,,)| = 2n.

3. Opiét, nech A oznacuje maticu susednosti, B inciden¢ni maticu.

011111 11111
100000 10000
100000 01000

Kin:d=119000 0 0 B=10v0100
100000 00010
100000 00001

011111 11111000
101001 10000100
110100 01 000T1T10

Ward=11091010 B=100100011

100101 00010001
110010 00001000
0

Riesenie 1.7. Kedze graf G je nesuvisly, obsahuje asponi dva komponenty.
Vezmime si [ubovolny z nich, nech je to C. Kedze Iubovolny vrchol v € C
nema suseda v G\ C, tak v grafe G musi byt v susedny s kazdym vrcholom z
G\ C. Lubovol'ny z tychto susedov viak musi byt taktiez susedny so vietkymi
ostatnymi vrcholmi v C. Teda v grafe G existuje cesta z vrchola v do kazdého
iné¢ho vrchola (do vrchola z G\ C cesta dlzky 1, do vrchola z C dizky najviac
2), teda graf G je spojity, dokonca vieme povedat, Ze jeho priemer je 2. [

_ -0 O O O

_o O O = O
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Riesenie 1.8. Nech graf G nie je suvisly. Vezmime jeho najmensi komponent,

nech je to C. Ten ma najviac § vrcholov. Potom ale §(C) < § — 1. Potom

ale zrejme aj §(G) < 5§ — 1, ¢éim je tvrdenie dokdzané. ]

Riesenie 1.9. Zoberme si kompletny graf rddu n, K,. Pocet jeho hran je
21 Poget hran v samokomplementarnom grafe radu n musi byt polovi¢ny,
teda 21 110 a kedZe pocet hran je vzdy prirodzené &islo, tak % =0
(mod 1), inak povedané n(n — 1) = 0 (mod 4). Z toho je zrejmé, ze bud
n =0 (mod 4), alebo n =1 (mod 4).

Priklady samokomplementarnych grafov st:

1. K, teda graf s jedinym vrcholom zobrazeny na obrazku 8.3 a), pripadne
aj 0, teda prazdny graf,

2. cesta dlzky 3 zobrazena na obrazku 8.3 b),

3. kruznica dizky 5 zobrazena na obrazku 8.3 c). O
.
a) a) &l

Obrazok 8.3: Samokomplementarne grafy. a) K; b) cesta dlzky 3 ¢) kruznica
dlzky 5.

RieSenie 1.10. Pre vSetky hrany e € E(G) plati, Ze pocet kostier (multi)grafu
G je rovny suctu poctu kostier, ktoré obsahuju hranu e a poc¢tu kostier, ktoré
neobsahuji hranu e. Je tiez zrejmé, ze t(G —e) je pocet kostier grafu G, ktoré
neobsahuji hranu e. t(G/e) je zas pocet kostier multigrafu G prechadzajucich
cez hranu e (Hranu e nahradime v grafe G /e vrcholom a ten musi obsahovat
kazda kostra grafu G/e). Pri kontrakcii ndm mo6zu vzniknit viacnasobné
hrany (kontrakciou hrany, ktora lezi na kruzmici dlzky 3), pripadne slucky
(kontrakciou jednej z viacnasobnych hran). Slucky uz dalej nie je mozné
kontrahovat. Pri algoritmickom postupe metdédou kontrakcie hran nam teda
na konci ostane jediny vrchol s n sluckami, pricom n je prave pocet kostier
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povodného multigrafu G.

Ukazeme si popisany algoritmus pri konkrétnych zadanych grafoch. Pocet
hran multigrafu nijako neovplyviiuja slucky, nakolko tieto v Ziadnej kostre
nie si obsiahnuté, teda ich nebudeme brat do tvahy. Graf uz dalej nebudeme
kontrahovat, pokial je strom, kedZe kazdy strom obsahuje prave jednu kostru.

1. t(Gy) = 5, postup je zobrazeny na obrazku 8.4.
2. t(Gy) = 4, postup je zobrazeny na obrazku 8.5.
3. t(G3) = 16, postup je zobrazeny na obrazku 8.6. ]
| Qe
VIR
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Obrazok 8.4: Postup pri zistovani poctu kostier grafu G; metédou kontrakcie
hran. Hrubo je zvyraznena hrana, ktora v dalSom kroku kontrahujeme.

Riesenie 1.11. Ak graf G obsahuje vrchol v parneho stupna, potom tento
vrchol je sucastou Tubovolnej kostry a zaroven podgraf P = ({v}, {}) je
paritny podgraf grafu G (v P méa vrchol v stupei 0, teda parny a aj v G ma
parny stupen). Ak G neobsahuje vrchol parneho stupna, potom staci zobrat
Tubovolné dva susedné vrcholy na danej kostre (nech s to v a w). Potom
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Obrazok 8.5: Postup pri zistovani poctu kostier grafu G5 metédou kontrakcie
hran. Hrubo je zvyraznena hrana, ktord v dalSom kroku kontrahujeme.

graf P = ({v,w}, {vw}) tvori paritny podgraf grafu G (oba vrcholy maju v
P stupen 1, teda neparny, ale zaroven aj v G maji nepéarny stupei). O

RieSenie 1.12. Zjavne mnozina vrcholov bude v obidvoch pripadoch rovnaka,
V(G —v) =V(G)\ {v} = V(G —v). Skimajme teda mnozinu hran. Ak v
G existuje hrana wywy € E(G) (wy, wy # v), tak potom wywe ¢ E(G — v)

a tiez wiwy ¢ E(G — v). Naopak plati, ze ak wywy ¢ E(G) tak potom
wiwy € E(G —v) a taktiez wywy € E(G — v). Stadéi teda skimat hrany
tvaru wv, ¢i uz existuju v grafe G alebo G. Vo vSeobecnosti plati, ze pri

odstraneni vrcholu v spolu s nim odstranime vSetky s nim incidentné hrany.
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Obrazok 8.6: Postup pri zistovani poctu kostier grafu G'3 metoédou kontrakcie
hran. Hrubo je zvyraznené hrana, ktora v dalSom kroku kontrahujeme.

Ci uz teda vrchol v odstranime z grafu G alebo z grafu g, urcite plati pre
vietky w € V(G) \ {v}, ze wv ¢ E(G —v) a wv ¢ E(G —v). Tym sme

dokazali, ze E(G —v) = E(G —v),ateda G —v =G — . O

Riesenie 1.13. Nech dané dve particie grafu G obsahuji p respektive q vr-
cholov. Potom G mé& najviac pg hran (prave pg ich ma v pripade, ak je
kompletne bipartitny, teda ak je kazdy vrchol z jednej particie susedny so
vSetkymi vrcholmi z druhej particie). NavySe p + ¢ = v. Nech je teda
p=735+e,qg=745—¢c Potompg=(5+¢)(5—¢) = %—52 < %, pri¢om
pq = % prave vtedy, ak ¢ = 0, teda ked si obe particie rovnako velké, teda
ak ide o graf Ky ». O

Riesenie 1.14. Cykly s pozadovanymi dlzkami si zobrazené na obrazku 8.7.
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]

[ ] e ®
. | . W
a) Cyklus dizgky 5 b) Cyklus dizky 6 ¢) Cyklus dizky 8 d) Cyklus dizky 9

Obrazok 8.7: Cykly roznej dizky v Petersenovom grafe. a)5 b)6 c)8 d)9.

Riesenie 1.15. Aby v grafe nebol ziaden cyklus, musi to byt les. Vsetky listy
Tubovolného stromu z lesa v§ak maju stupen 1. Jediny strom s iba jednym
listom v8ak je izolovany vrchol. Graf G vSak obsahuje asponi dva vrcholy.
Teda to nemoze byt les a preto musi obsahovat cyklus.

Ak by sme povolili nekone¢ni mohutnost mnoziny vrcholov, tvrdenie by ne-
platilo. Kontrapriklad tvori nekonecne dlha cesta s pociato¢nym vrcholom
stupna 1 a ostatnymi vrcholmi stupna prave 2, tvaru

VoU1, V1V2;, -« -y Vi—1Vs, UUiq1, - - - -
]

Riegenie 1.16. a) V grafe su az §tyri vrcholy neparneho stupha, preto tento
graf nie je eulerovsky.

b) Vsetky vrcholy v grafe st parneho stupna, preto tento graf je eulerovsky.
Jeden z eulerovskych tahov je zobrazeny na obrazku 8.8 a). Na pociatoény
a koncovy vrchol sledu zaroven ukazuje Sipka.

¢) Dva z vrcholov v tomto grafe maji neparny stupeh, preto v hom sice
existuje sled prechadzajuci vSetkymi hranami (obrazok 8.8 b) - na pociato¢ny
vrchol sledu ukazuje 8ipka, koncovy je zvyrazneny), ale tento nie je uzavrety,
teda podla definicie 1.1.8.1 to nie je eulerovsky tah. m

Riesenie 1.17. Najvicsi pocet mostov zo vSetkych grafov s v vrcholmi ma
strom s v vrcholmi, pretoze v hiom nie si cykly a teda kazda hrana je zaroven
aj mostom. Podla vety 1.1.5.3 mé strom s v vrcholmi prave v — 1 hran. [
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Obrazok 8.8: a) Graf povolujuci eulerovsky tah. b) Graf s neuzavretym
sledom prechadzajicim vSetkymi hranami, nie vSak eulerovskym tahom.

Riesenie 1.18. Predpokladajme, 7e tento graf ma most. Ak by sme ho odstranili,
vznikli by ndm dva komponenty, ktoré by obsahovali prave jeden vrchol
neparneho stupna. To vSak nie je mozné, lebo sicet stupiiov vSetkych vr-
cholov v komponente musi byt parny (je to totiz vzdy dvojnasobok poctu
hran). Tym sme dospeli k sporu. O

Riesenie 1.19. Budeme postupovat indukciou vzhladom na pocet vrcholov
stromu 7', teda v.
v=1: V tomto pripade je |M}| = |2°] =1 = (1 — 2?)°.

v=i+1:  Nech matica M} vyzera nasledovne:
LD D2 D(Li)
£D21)  .DR2) £D20)
LD 2 DG2) D)

Predpokladame, ze plati |[M4] = (1 — z%)"'. Nech v strome T je m list,
ktorého jediny sused je [. Bez ujmy na vseobecnosti, nech [ =7am =1+ 1
(je uplne jedno, ktoré riadky matice reprezentujiu dané vrcholy, operacie,
ktoré budeme pouzivat st tie isté aj ak by islo o iné riadky a stlpce, posledné
dva sme vybrali iba kvoli prehladnejsiemu zobrazeniu). Plati, Ze vzdialenost
listu m od Tubovolného vrchola (okrem seba samého) je o jeden vécsia ako
vzdialenost vrchola [ od toho istého vrchola, teda D(z,m) = D(z,l) + 1 a
D(m,x) = D(l,x) + 1. Tiez plati, ze D(m,m) = 0. Matica M5 preto



8.1 Zaklady 60

vyzera nasledovne:

D01 D2 I 2IC ) R ST WO RS
LD D2 DR DRI+
My = : L : -
o 2I(A)) LPW2) D) DD+
LPUD+1 D241 DA+ p.D(mm)
LD D) DD g D)
2D P22 DRl . D))
xD.(l,l) kal,z) o l,D.(l,l) x'x.D(l,l)
r.aPGY g P2 g DD 1

Determinant matice sa nijako nezmeni, ak od Tubovolného riadku odpodi-
tame k-nasobok iného riadku. To isté plati aj o stlpcoch. Preto ak od
(¢ + 1)-ho riadku (stlpca) odpoécitame x-nasobok i-teho, dostavame:

LD pDO2) D) g . D(L)
£PY D2 DRI g D)
(M =] Lo L=
PO D2 g0 x.xY
x.aPG) g PA2) x.20 1
LD D(1,2) £POD D)
£D21)  D(22) £DP@D 4 D))
PN g0 z
0 0 . 0 (1—2?)
LD D2 D(L) 0
LD D22 D) 0
L R 0
0 0 . 0 (1—2?)

Podla Laplacovho rozvoja plati [Mi| = (1 — 22)(—1)0+DFEHD M| = (1 —
22)(1 — 231 = (1 — 2?). O

Riesenie 1.20.
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1. KedZe v kompletnom grafe mé& Tubovolny vrchol za susedov vSetky
ostatné vrcholy, tak rad(K,) = 1 pre lubovolné n a teda centrum tvoria
v8etky vrcholy, ktorych najvicsia vzdialenost od Tubovolného iného
vrchola je prave 1. To je vSak pripad vSetkych vrcholov kompletného
grafu.

2. Budeme postupovat indukciou na pocet vrcholov stromu 7.

\V(T)| =1:  Centrum zjavne tvori jediny vrchol.

V(T =2: Centrum zjavne tvoria oba vrcholy stromu, ktoré st
navyse susedné.

V(T)| =i+ 1: Predpokladajme, 7Ze v strome velkosti menej ako
1+ 1 tvori centrum jeden vrchol, pripadne dva susedné vrcholy. Ma-
jme teda dany strom 7' s ¢ + 1 vrcholmi. VymaZzme z neho mnozinu
L vsetkych listov, teda vrcholov stupna 1. O grafe T'— L podla in-
dukéného predpokladu vieme, Ze jeho centrum tvori bud jeden vrchol,
alebo dvojica susednych vrcholov. Pre vSetky vrcholy v iom vsak plati,
7e najvacsia vzdialenost od I'ubovoIlného iného vrchola je prave o jeden
mensia ako v strome T'. Zaroven je zrejmé, ze ziaden z vrcholov z L
nem4 najmensiu moznd maximalnu vzdialenost od Tubovolného iného
vrcholu z T' (jeho jediny sused méa tito vzdialenost o jeden mensiu).
Centrum stromu 7" preto tvoria tie isté vrcholy ako v strome T'— L, teda
aj centrum stromu 7" tvori bud jeden vrchol alebo dvojica susednych
vrcholov. O

Riesenie 1.21. Nech danym mostom je hrana viv,. Predpokladajme, Ze ex-
istuje kostra grafu G, ktora neobsahuje most viv,. Tato kostra vSak musi
obsahovat vrcholy v; a vy a kedZe je to strom, musi v nej existovat vq—vso-
cesta. Této cesta vSak neobsahuje hranu vyvy, ktord teda nemoze byt most,
¢o je spor s predpokladom. O

Riesenie 1.22.

1. Pouzijeme matematicki indukciu vzhladom na n. Pre n = 1,2 je
tvrdenie trividlne platné. Kedze > "  d; = 2n — 2 < 2n, tak exis-
tuje d; = 1. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze d, = 1
(na poradi v akom vrcholy oéislujeme nezalezi). Odstranme vrchol v,.
V Tubovolnom strome je v, susedny s nejakym v;,1 < j < n —1

a odstranenim v,, dostavame dalsi strom s vrcholmi {vy,...,v, 1} a
stupfiami tychto vrcholov dy,...,d;_1,d; — 1,d;11,...,d,—1. Naopak
plati, Ze ak mame dany strom s vrcholmi {vy,...,v,_1} a stupfiami

vrcholov dy, ... ,dj_1,d; —1,d;4q,...,dy—1, tak pridanim vrchola v, a
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hrany v;v, dostaneme strom s vrcholmi {vy,...,v,} a stuphami vr-
cholov dy, ..., d,. Pocet stromov s vrcholmi {vy,... v, 1} a stupiiami
di,...,dj—1,dj —1,dj4q,...,d,—1 je podla indukéného predpokladu

(n —3)! B
(dy — D)V (djy — D(d; —2)(djor — D! (dy — 1)
(d; —1)(n — 3)!  (dj=1D(n-3)

T (=D (de — DA =D (d =D (d, = D)

Toto plati aj v pripade, ked d; = 1, lebo v tom pripade sa dany vyraz
rovnd nule, ¢o je ale samozrejme spravne, lebo v danom grafe ma v;
stupen nula, teda to nie je strom. Teda pocet stromov s vrcholmi

{v1,...,v,} a stuptiami vrcholov dy, ..., d, je
— d - 1 -3 [& (n —3)! B
2, - (d T (;@' _1)> G- (1)
_ (n—2)(n—3)! _ (n—2)!
(dy — D)!...(d, — 1)! (dy — D). (d, — 1)

2. Musime si uvedomit, zZe pocet kostier grafu K, sa rovna poc¢tu stromov
s vrcholmi {wy,...,v,}. Zéarovei podla vety 1.1.5.3 je pocet hran v
strome s n vrcholmi n — 1, teda sucet stupiiov vSetkych vrcholov je
2(n — 1) = 2n — 2. Preto mozeme pouzit predchadzajice tvrdenie, a
teda

(n —2)! [ki=d;—1]

tKn) = . (di— DU (dy— 1)

d1,---7dn21
dy+-+dn=2n—2

Z =20

- PN

b s k.. k!
Kyt thp=n—2

= (I+---+1)"?=n"2 0O

8.2 Parenie

Riesenie 2.1. Vzhladom na izomorfizmus existuje prave Sest roznych stvis-
lych grafov so $tyrmi vrcholmi (dva s tromi hranami, dva so $tyrmi hranami,
jeden s piatimi hranami a jeden so Siestimi hranami). Ak vylac¢ime K g3,
zvys$né grafy aj s 1-faktorom st zobrazené na obrazku 8.9, pricom hrany
patriace 1-faktoru s zvyraznené. 0
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T

Obrazok 8.9: Vsetky suvislé grafy so $tyrmi vrcholmi obsahujtice parenie.

Riesenie 2.2. Ak 1-faktor obsahuje hranu ab, tak potom nemdze obsaho-
vat hrany ac, bd, ae ani bf. Nech teda dalej obsahuje hranu cd. Po-
tom nemoze obsahovat hrany ce ani df a teda obsahuje eSte hranu ef.
Ak by vSak namiesto cd obsahoval ce, tak potom by poslednou hranou
1-faktora bola df. Podobnymi tvahami dostdvame mnozinu vsetkych 1-
faktorov: {ab,cd,ef}, {ab,ce,df},{ae,bf,cd}, {ac,bd,ef} (vSetky st zobrazené
na obrazku 8.10). Je zrejmé, ze 1-faktor {ab,cd,ef} mé spoloéni hranu so
vSetkymi ostatnymi 1-faktormi, teda nemoze patrit do ziadnej 1-faktorizacie.

Jedina 1-faktorizacia preto je {{ab, ce,df},{ae,bf, cd},{ac,bd,ef}}. O

a g ob P ol

¢ o o4 c d

*—o

e f e f
a I Tt:- a b

P i l .d c d
@
e f e f

Obrazok 8.10: Vsetky 1-faktory grafu G z obrazku 2.1.

Riegenie 2.3. Nech G mé 2n vrcholov. Postupovat budeme indukciou vzhladom
na n. Pre n = 2 vyrok zjavne plati. Nech je tvrdenie platné pre n < N.
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Predpokladajme, ze |V (G)| = 2N + 2. Podl'a cvifenia 3.3 G mé hranu v,vy
takt, ze G — {v1,v2} je suvisly graf. NavySe G — {v1,v2} neobsahuje K3
ako indukovany podgraf a ma 2N vrcholov. Podla induk¢ného predpokladu
obsahuje 1-faktor. Ked pridame zy k tomuto 1-faktoru, ziskame 1-faktor
grafu G. ]

Riesenie 2./. Ked7e sa odohrali dve kola, musia na turnaji byt ziucastnené
aspon Styri druzstva. Turnaj moézeme reprezentovat grafom, kde druzstva
budi reprezentované vrcholmi a ich vzajomny zapas hranou medzi tymito
vrcholmi. Po dvoch odohratych kolach ma kazdy vrchol stupen dva. To zna-
mend, ze graf tvoria kruznice. NavySe, kedZze hrali v oboch kolach vsetky
druzstva, tak ani jedna kruznica nemoéze byt neparnej dizky, lebo to by zna-
menalo, zZe nejaké druzstvo na tejto kruznici by muselo v jednom kole ¢akat.
Teda graf je zjednotenim kruznic parnej dizky. Ak si na vSetkych kruzniciach
zvolime Tubovolny pociatoény vrchol a vrcholy rozdelime do dvoch mnozin
podla toho, ¢i ich vzdialenost na kruznici od pociato¢ného vrcholu je parna
alebo neparna. Potom tieto mnoziny tvoria particie bipartitného grafu a teda
st to aj pozadované skupiny druzstiev, ktoré spolu eSte nehrali. O

Riesenie 2.5. Bipartitny graf moze obsahovat pérenie iba vtedy, ak obe jeho
particie su rovnako velké. Totizto kazdy vrchol z jednej particie moze byt
spareny iba s vrcholom z druhej particie (vrcholy v rovnakej particii nie si
susedné) a ak by neboli rovnako velké, tak by v tej viiéSej ostal aspoii jeden
nespareny vrchol.

Neda sa v8ak zarucit, aby sa odobratim I'ubovoIlného vrcholu stali obe parti-
cie rovnako velké. Ak by totiz |A| = |B|+ 1, tak potom odobratim vrcholu z
particie A sa dosiahne rovnaka mohutnost oboch particii, ale odobratim vr-
cholu z particie B bude particia A o dva vrcholy vicsia ako B. To samozrejme
plati aj naopak, teda bipartitny graf nemoze byt faktorovo-kriticky. O]

Riesenie 2.6.

1. Kedze @, vznikne spojenim dvoch @,_1, tak ma zjavne dvojnasobny
pocet vrcholov. Teda [V(Q,)| = 2.|V(Qn-1)| = 2.(2.|V(Qn-2)|) =
R —o9on—19 _ 9n

(2.2..1. 2)V(Q)| =2""12=2"

2. Regularnost dokdzeme indukciou vzhladom na n. @ je zjavne reg-
ularny. Nech aj @,_1 je regularny. Kedze @, vznikne z dvoch reg-
ularnych @,_; (samozrejme oba grafy st rovnakého stuphna), pri¢om
ku kazdému vrcholu pridame prave jednu hranu, zvysSime tym stu-
pent kazdého vrchola o jeden. Teda aj @), je regularny. Zaroven si
musime uvedomit, Ze () je l-regularny a ak @),,_1 je k-regularny, tak
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Qn je k + l-regularny. Teda d(Q,) = d(Qn—1) +1 = -+ = d(Q1) +
14+1+--+1)=1+(n—-1)=n.
—_—

n—1

3. Postupujme indukciou vzhladom na n. ), obsahuje 1-faktorizaciu, a
to konkrétne seba samého, kedze @); je 1-faktor. Predpokladajme, Ze
Q0,1 obsahuje 1-faktorizaciu. Kedze @,, vznikne spojenim dvoch Q,,_1,
ktoré podla indukéného predpokladu maju rozklad hréan na 1-faktory,
tak nam ostava zistit, ¢i sa aj novo pridané hrany daji rozlozit na 1-
faktory. (Je zrejmé, Ze ak zvolime Tubovolny 1-faktor z jedného @,_1
a lubovolny 1-faktor z druhého @,_;, dokopy tvoria 1-faktor grafu
Q»-) Zjavne Tubovolna nova hrana spaja prave jeden vrchol z jedného
@n—1 s prave jednym vrcholom z druhého Q,,_,. Zéaroven ziadne dve
nové hrany nie st susedné a takisto neexistuje vrchol, ktory by nebol
incidentny so ziadnou novou hranou. 7 toho vyplyva, 7e vSetky nové
hrany spolu tvoria 1-faktor grafu @), a teda existuje jeho rozklad na
hranovo disjunktné 1-faktory, teda ma 1-faktorizaciu. O

RieSenie 2.7. Nech e = xy. Dokadzeme, ze H = G — {x,y} ma 1-faktor.
Potom tento faktor spolu s hranou xy bude tvorit pozadovany 1-faktor.
Predpokladajme opak, teda ze H neméa 1-faktor. Oznacme ®g(W) pocet
neparnych komponentov grafu G—W. Potom podl'a tvrdenia 2.1.2.4 &5 (X) >
| X| 4+ 2 pre nejaka podmnozinu X C V(H). Teda &q(W) > |W|, kde W je
podmnozina X U{z,y} mnoziny vrcholov V(G). Ozna¢me zg(W) pocet hran
grafu G, ktorych prave jeden koniec patri do W. Je zrejmé, Ze plati (kedze G
je kubicky) 3.|[W| = 2.|E(W)| + zg(W), lebo sucet stupiiov vrcholov z W v
G je rovny sictu stupnov vSetkych vrcholov vo W plus pocet vSetkych hran
veducich von z W. No a kedze W obsahuje aspoi jednu hranu xy, tak plati,
7e

2a(W) < 3|W| — 2. (8.1)
Nech s je nejaky neparny komponent grafu G — W, potom z5(S) > 3 a
dané tri hrany vychadzajice z S musia mat svoj druhy koniec vo W, teda
pocet hran vedicich do w zvonku je aspon trojnasobkom poctu takychto

podmnozin, teda
2a(W) > 30g(W) > 3|W|. (8.2)

Ale tvrdenia 8.1 a 8.2 si protire¢ia, ¢im sme dospeli k sporu. O

Riesenie 2.8. Ak G neobsahuje most, tvrdenie priamo vyplyva z vety 2.1.2.3.
Nech teda G obsahuje jeden alebo dva mosty. Je dobré si uvedomit, ze
tvrdenie z ulohy 2.7 plati aj pre multigraf, v ktorom hrana e nie je jedin4,
ktora spaja vrcholy x a y. Postupovat budeme indukciou vzhIadom na pocet
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vrcholov grafu G. Pre |V(G)| = 4 (najmensi kubicky graf je K,) tvrdenie
zjavne plati.

Ak G obsahuje jeden most, napr. zy, tak oznatme G, a G, komponenty
G—uzy,kdez € G, ay € G. Nech vrcholy incidentné s v v G —xy st z1 a 3.
Potom (multi)graf, ktory vznikne pridanim hrany z;2, do G, — x je kubicky
a neobsahuje most, preto podla tvrdenia v tlohe 2.7 ma 1-faktor, ktory
neobsahuje pridant hranu xizo (sta¢i zvolit 1-faktor obsahujici Tubovolna
int hranu incidentni s z; alebo x,). To isté plati aj pre graf G, — y + y1y2.
Potom ale pridanim hrany zy k tymto dvom 1-faktorom dostavame 1-faktor
grafu G.

Ak G obsahuje dva mosty, tak nemozu byt susedné (ak by boli, tak aj tretia
hrana incidentna s ich spolo¢nym vrcholom by bola most). Nech si dané
mosty zy a zt a nech tri komponenty grafu G — xy — 2zt st G, (obsahuje
vrchol z), G, (obsahuje vrcholy y a z) a G; (obsahuje vrchol ¢). Potom G,
mé parny pocet vrcholov, ale ostatné dva komponenty neparny.! Mozeme
zostrojit 1-faktor obsahujici yz v (multi)grafe G, + yz (ktory neobsahuje
mosty), nech je to F; a 1-faktor obsahujici most xt v grafe G, U Gy + xt,
nech je to F,. Potom Fy U Fy —yz — ot + 2y + 2t tvori 1-faktor grafu G. [

Riesenie 2.9. Nech e = xy. KedZe vrchol x ma stupen 3, tak existuje vrchol
z # y taky, ze vz € E(G). Potom podla tvrdenia z tlohy 2.7 existuje
1-faktor, ktory obsahuje hranu zz. Tento 1-faktor teda nemoze obsahovat
hranu zy. O]

Riesenie 2.10. Budeme postupovat matematickou indukciou vzhladom na n.
Pre n = 1 plati, ze pocet 1-faktorov grafu K, =1 = (2.1 — 1)!l. Predpok-
ladajme, ze tvrdenie plati pre K5,. Majme dany graf Ks,,5. Vezmime si
Tubovol'né dva jeho vrcholy, nech su to vy, vy. Potom graf Ko, o0 — {v1,v2} =
Ky, takze tento graf ma (2n — 1)!! 1-faktorov. Vezmime si Tubovolny 1-
faktor grafu Ky, o — {v1,v2}. Z neho moézeme 1-faktor grafu Ko, o dostat
jedine nasledovnymi sposobmi:

1. Cubovolna hranu wyws patriacu 1-faktoru grafu Ks,,,o—{vy, v2} nahradime
dvoma hranami, a to bud wiv; a wavy, alebo wive a wov. KedZe
Tubovolny 1-faktor grafu Ky, — {v1,v2} obsahuje prave n hran, tak
tymto sposobom dostavame 2n 1-faktorov grafu Ko, (.

2. K danému 1-faktoru grafu Ks, o —{v;,v2} pridame hranu vyv,. Tymto
sposobom dostavame jeden 1-faktor grafu Ko, o.

IPoéet hran komponentu je totiz polovica siu¢tu stupiiov vietkych jeho vrcholov. Ak
by G, alebo G; mali parny poCet vrcholov, tak siucet stupiiov vrcholov je 3.|[V(G,)| — 1,
¢o je nepérne ¢islo a teda pocet hran nie je celé ¢islo. Podobne ak by pocet vrcholov G,
bolo nepérne ¢islo, tak 3.]V(G,)| — 2 je nepéarne ¢islo.
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Z jedného 1-faktoru grafu Ky, o —{v1, v2} teda dostaneme (2n-+1) 1-faktorov
grafu Ky, 2. Kedze ich je ale podla induk¢éného predpokladu (2n — 1)1, tak
celkovo graf K, o obsahuje (2n + 1)(2n — 1)!! = (2n + 1)!! 1-faktorov, ¢im
sme tvrdenie dokazali. O

8.3 Stvislost

Riesenie 3.1. Nech vrcholy z a y nie st susedné. Potom kazdy z nich je

susedny s aspon ”T_l z ostatnych v — 2 vrcholov. No a kedze 2”51 =v—1>

v — 2, tak musia mat spolo¢ného suseda. Nech je to z, potom zzy tvori sled
v grafe G. O

Riesenie 3.2. Predpokladajme, Ze v k-regularnom grafe, kde k je neparne ex-
istuje komponent s neparnym poc¢tom vrcholov v. Je zrejmé, 7e pocet hran
je polovica suc¢tu stupiov vrcholov, kedZe kazda hrana zvySuje stupen prave
dvoch vrcholov (jej koncov) o 1. V nasom pripade je sucet stupiiov vrcholov
daného komponentu vk. KedZe v8ak v aj k st nepéarne, aj vk je neparne.
Pocet hran, teda ”2—'“ teda nie je celé ¢islo, ¢im sme dospeli k sporu.

Dosledkom tohto tvrdenia je, ze pocet vrcholov regularneho grafu nepérne-
ho stupna je vzdy parny. Ak by bol neparny, musel by obsahovat aspon
jeden komponent s neparnym poctom vrcholov, ¢o je v spore s dokdzanym
tvrdenim. O

Riesenie 3.3. Tvrdenie urcite plati, ak je G kompletny. Predpokladajme
teda, Ze nie je. Nech G méa priemer d (d > 1). Vezmime si dva vrcholy a a
t, ktorych vzdialenost je d. Nech a, ..., 7, s,t je cesta dlzky d z a do t v G. (r
nie je susedny s ¢, piSeme aj r » t.)

Nech dalej G* := G — {s,t} nie je suvisly. (Ak by bol, tvrdenie by trividlne
platilo.) Nech A je komponent G* obsahujici vrchol a. Kazdy vrchol z G*— A
musi byt susedny s vrcholom s v grafe G. (Ak by nebol, tak nech z je vrchol z
G* — A, ktorého vzdialenost od s je asponi 2. Potom najkratsia cesta z a do z
musi maft dlzku aspoit d+1, ¢o nie je mozné.) Ak G* — A obsahuje lubovolni
hranu, napr. be, tak s je stale spojeny s kazdym vrcholom G* — A — {b,c} a
navyse s je susedny s t a spojeny s kazdym vrcholom v A (kedZe A je stuvisly
a s je spojeny s a). Teda G — {b, ¢} je suvisly.

Treba uz len preskimat pripad, kedy G*— A pozostava z izolovanych vrcholov,
vSetkych susednych s s. Ak A mé& dva prvky, tieto spolu s r a s tvoria
indukovany graf K; ;. Teda |A| = 1. Nech A = {w}. Ak w ~ t vezmeme
{v1,v2} = {w, t} a ak b~ t, tak r, s,t,w tvoria indukovany graf K s. ]
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Riesenie 3.4. Nech G obsahuje r artikulacii. Postupujeme indukciou na 7.
V pripade 7 = 0 dostavame 1 —1 = >~ (1 — 1), teda 0 = 0. Teraz
predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre grafy s r alebo menej ako r artikulé-
ciami, r > 0, a G ma r + 1 artikulacii. Zadefinujeme koncovy blok grafu
G ako blok obsahujuci prave jednu artikulaciu, nech to je w. Zrejme G ob-
sahuje koncovy blok (ak by kazdy blok obsahoval viac ako jednu artikulaciu
grafu G, blokovy graf grafu G by obsahoval cyklus, ¢o podla lemy 3.1.1.2
nemoze). Vyberieme koncovy blok E grafu G a vytvorime graf H tak, ze z G
odstranime vsetky hrany a vrcholy z E okrem artikulacie w. Potom zrejme
b(H) = b(G) — 1. Pre kazdy vrchol v € H,v # w plati, Ze by(v) = bg(v) a
pre w plati by(w) = bg(w) — 1. Vsetkych |V(F)| — 1 vymazanych vrcholov
patrilo do jedného bloku, teda Yv € V(E) : bg(v) = 1. Podla indukéného
predpokladu plati b(H) — 1 =3 () (bu(v) — 1). Dostavame teda

bG)—1 = (b(H)—1)+1=

veV(H)

- Z (bg(v) — 1)+ (byg(w) — 1)+ 1=
veV (H) w#w

- Z (bg(v) = 1) + (bg(w) —1—1) +1 =
veEV (H)w#w

= (ba(v) — 1) + (bg(w) — 1) =
VeV (H) v#w

- (be) =D+ > (ba) = 1)+ (ba(w) — 1) =
veV(H)vFw VeV (E) wtw

= (ba(v) — 1) + (bg(w) — 1) =
veV(GQ)v#w

= > (ba(v)—1).
veV(G)

]

Riesenie 3.5. Nech G je suvisly graf s asponn dvoma hranami.

=" G je suvisly graf s aspon dvoma hranami (teda nie K3) a zaroven
blok, teda neobsahuje zZiadne artikuldcie. Teda kazda hrana je susedné s
nejakou inou hranou. Vezmime si Tubovolné susedné hrany v,w a wv,. KedZze
w nie je artikulacia, musi existovat cesta z v; do v, neobsahujica w. Potom
ale tato cesta spolu s hranami v,w a ww, tvori kruznicu na ktorej lezia obe
susedné hrany.
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~: Nech vyw a wwvy st susedné hrany, ktoré nelezia na spoloc¢nej kruznici.
Teda nemoze existovat cesta z vy do vy, ktord by neobsahovala w. Ak by taka
totiz existovala, tak potom tato cesta spolu s hranami vyw a wwvs by tvorila
kruznicu obsahujicu obe hrany. Z toho uz vyplyva, ze w je artikulicia a teda
graf G nemoéze byt blok, ¢im sme dospeli k sporu. n

Riesenie 3.6. Dané grafy st zobrazené na obrazku 8.11. Konkrétne plati:

1. k(Gh) = MGh) = 8(Gy) = 1,

2. H(Gg) =1< )\(Gg) = 5(G2) = 2,
*—o—0
G'] G2 G3
a) b) c)

Obrazok 8.11: a) K(G1) = A(G1) = 6(Gh). b) K(Ga) < A(Ga) = 6(Ga). <)
H(Gg) = )\(Gg) < (5<G3)

Riesenie 3.7. Kedze G je k-suvisly, tak odstranenim menej ako k vrcholov sa
nerozpadne na komponenty. Teda graf H sa odobratim vrcholu v a dalsich
k — 2 vrcholov taktiez nerozpadne na komponenty. Dalej vrchol v v grafe
H ma prave k susedov. Teda ani odobratie £k — 1 z jeho susedov nebude
znamenat vznik komponentu s jedinym vrcholom v. Z toho vyplyva, Ze
neexistuje ziaden sposob ako odobratim menej ako k£ vrcholov zabezpecit
rozpadnutie grafu H na komponenty, teda H je k-suvisly. Je tiez zrejmé, ze
aj ak by G bol (k + 1)-savisly, tak pre H je k(H) = k, lebo ak odstranime
vsetkych k susedov vrcholu v, tak sa H rozpadne na dva komponenty, pricom
jeden obsahuje iba v. O]

Riesenie 3.8. Podla tvrdenia z cvi¢enia 2.6 je n-rozmerna kocka @Q,, n-regularna,
teda §(Q,) = n. Podla tvrdenia 1.1.4.2 je k(Qn) < AMQn) < 0(Qn) = n.
Kedze vsak v @, existuje medzi [ubovolnymi dvoma vrcholmi n nezavis-
Iych ciest, tak ostranenim menej ako n vrcholov alebo hrén nedosiahneme
rozpadnutie grafu @Q,,. Teda k(Q,) = \(Q,) = n. O
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Riesenie 3.9. Ozna¢me pocet vrcholov |V(G)| = v. Predpokladajme, 7ze G
méa 6(G) > 1v, ale A(G) < §(G). (Podla vety 1.1.4.2 plati, ze M(G) < §(G),
teda pripadom A(G) > 0(G) sa nemusime zaoberat.) Ozna¢me mnoZinu
S MG) hréan, ktorych odstranenim uz graf G — S nebude suvisly. Nech
teda graf G — S pozostava z dvoch disjunktnych ¢asti s mnozinami vrcholov
Vi a V4 (nie nutne prave dvoch komponentov). Vieme, ze v G ma kazdy
vrchol z V) stupen aspon 6(G), ale existuje menej ako §(G) hréan, ktoré maju
prave jeden svoj koniec vo V] (takychto hran je prave |S| = M(G) < 0(G)).
Teda existuje aspon jeden vrchol z V;, ktorého vSetci susedia si z Vi. Teda
V1| > 0(G). To isté vSak plati aj o Vs, teda |Va| > §(G). Z toho dostavame,
ze v =|V(G)| = |Vi| +|Va| > 26(G). To je v8ak spor s predpokladom.

Graf, pre ktory 6(G) = |3|V(G)|—1] a A\(G) < 0(G) je napr. G3 zobrazeny na
obrazku 8.11 ¢). Konkrétne plati, 7e [V (G3)| = 6,0(G3) =2a A(Gs) =1. O

Riesenie 3.10. Graf G — E(T), kde T je kostra nazveme méso grafu G.
((G) <G —e): Je zrejmé, 7e ak k I'ubovolnému grafu pridame hranu,
minimalny poc¢et komponentov jeho mésa sa nezvicsi, lebo pridanim hrany sa
ziaden komponent nerozpadne. Analogicky, ak od Tubovolného grafu hranu
odoberieme, minimalny pocet komponentov jeho mésa sa nezmensi.
((G—e) <((G)+1:  Zoberme kostru T grafu G taki, ze ((G) = ¢(G —
E(T)). Skimajme dva pripady:

1. Ak e ¢ T, tak e sa nachadza v komponente mésa grafu G. Ak e nie
je mostom v tomto komponente, tak jej odstranenim sa pocet kom-
ponentov nezmeni (((G — e) = ((G)), v opatnom pripade sa kom-
ponent rozpadne na dva a teda pocet komponentov sa zvacsi o jeden

(C(G —e) =¢(G) +1).

2. Ak e € T, tak staci najst kostru 7" taka, ze e ¢ T" a (G — E(T")) <
¢(G — E(T)). Nech e = uv. Hrana e rozdeluje kostru T' na dve Casti,
ozna¢me ich P a (). Rozli§ime 2 pripady.

(a) Nech u a v lezia v rovnakom komponente méisa G— E(T') (nazveme
ho C). Dalej nech u € P av € (. V komponente C' v8ak musi
existovat hrana f, ktorej konce lezia v C' N P a C' N Q. Potom ak
polozime T" = T—e+ f, tak T" splha stanovené podmienky: zjavne
e ¢ T" a kedze e spaja P a @, tak komponent C' sa nerozpadne a
teda ¢(G — E(T)) < (G — E(T")).

(b) Ak w a v lezia v roznych komponentoch (nazveme ich C; a C}),
tak kedze v G nie s mosty, tak v G existuje cesta P taka, ze

neobsahuje hranu e, jej konce lezia v C; a C; a obsahuje iba jednu
hranu f ¢ T. Urcite vieme najst taka cestu, ktora neobsahuje
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viac ako jednu nekostrovi hranu, kedZe kostra pokryva vsetky
vrcholy grafu. Ak polozime T = T —e+ f, tak 1" spliia stanovené
podmienky: zjavne e ¢ T'. Zaroven pridanim hrany f ku kostre
sa komponent mésa grafu GG, ktory ju obsahoval méze rozpadnit
najviac na dva, ale odstranenim hrany e z kostry sa zase spoja
komponenty C; a Cj, teda urcite plati ¢(G — E(T")) < ¢(G —
E(T)). O

8.4 Planarne grafy

Riesenie 4.1. Ziaden strom nema cyklus, teda ak ho zakreslime do roviny, tak
ju nerozdeli na dve oblasti. Tym padom vzdy existuje spdsob ako zakreslit
dve hrany bez toho, aby sa pretali. Pocet oblasti si mézeme overit aj pomocou
Eulerovho vzorca. V strome s n vrcholmi je n — 1 hran, teda ak [ oznacime
pocet oblasti, tak n — (n—1)+1l=2=1=1. O

RieSenie 4.2. Reprezentacia K3 ako trojuholnika je velmi jednozna¢né. Nakres-
lit K3 tak, aby sa jeho hrany pretinali sa da iba ak by sme asponi jednu jeho
hranu reprezentovali krivkou. K4 dostaneme z K3 pridanim vrcholu a troch
hran. Ak to spravime v rovinnej reprezentacii, dostaneme graf zobrazeny na
obrazku 8.12 a). Tato rovinna reprezentacia je v zasade tiez jedine¢na, te-
da kazda in& rovinna reprezentacia je ekvivalentna s touto. Teda I'ubovolna
rovinna reprezentacia grafu Ks by sa dala zostrojit pridanim vrcholu a $ty-
roch hrén k rovinnej reprezentacii K. Ak ale novy vrchol e priddme dovnttra
oblasti abd, potom reprezenticia hrany ce musi pretinat niektort z hran ab,
ad alebo bd. Podobne je to pri pridani hrany e dovnttra oblasti acd a bcd.
Ak ho pridame do oblasti abe (teda do vonkajsej oblasti), tak hrana ed musi
pretinat jednu z hran ab, bec, ca. Vidime teda, Zze K5 nema rovinnu reprezen-
taciu, teda nie je planarny.

Podobne budeme postupovat aj pri grafe K33, kde zacneme s rovinnou
reprezentaciou grafu K3, ktord je zobrazenad na obrazku 8.12 b). Opét,
tato reprezentacia je jedinecné. Z nej dostaneme rovinnu reprezentaciu gra-
fu K33 jedine pridanim “prazdneho” vrcholu (vrchol znazorneny préazdnou
kruznicou) a jeho spojenim s “plnymi” vrcholmi (zn&zornené plnymi kruh-
mi). Ak v8ak novy vrchol f pridame do oblasti abce, hrana df musi pretinat
aspon jednu hranu. Podobne ak tento vrchol priddme do oblasti acde, tak
hrana bf musi aspon jednu hranu pretinat. No a nakoniec ak ho pridame
do oblasti abde, tak je problematickd hrana cf. Teda neexistuje rovinna
reprezentécia grafu Ks 3, ktory tym padom nie je planarny. O
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a
a
h d
i c e
a) K, b) K5

Obrazok 8.12: Rovinné reprezentacie grafov K, a Kj 3.

Riesenie 4.35.

1. Kedze K4 je planarny, tak je zrejmé, Ze kazdy graf s n < 4 vrcholmi je
planarny. Jediny neplanarny graf s piatimi vrcholmi je K5. Odobratim
Tubovolnej hrany z neho totiz dostaneme planarny graf GG; zobrazeny
na obrazku 8.13 a). Je teda zrejmé, ze vSetky ostatné grafy s piatimi
vrcholmi okrem K5 st planarne, teda jedine K5 alebo jeho komplement
nie su koplanarne.

2. Graf G5 zobrazeny na obrazku 8.13 b) je suvisly planarny graf so Sies-
timi vrcholmi a to isté plati aj o jeho komplemente G5 z obrazku 8.13
c). O

a) G, b) G, ¢) Gs

Obrazok 8.13: a) Najvacési (ko)planarny graf s piatimi vrcholmi. b) Suvisly
planarny graf so Siestimi vrcholmi ¢) a jeho suvisly planarny komplement.

Riesenie 4.4. Majme dve rozne rovinné reprezentacie grafu G's n vrcholmi a
m hranami. Ich pocty oblasti ozna¢me [ a [’. Potom podl'a Eulerovho vzorca
plati

m—m+Il=2)An—m+0'=2)=1=1. O
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Riesenie 4.5. K,, sa da jednoducho zakreslit do roviny ako je to ukdzané na
obrazku 8.14. Pocet oblasti sa d& vyratat pomocou Eulerovho vzorca. K,
mé n + 2 vrcholov a 2n hran. Ak [ je pocet oblasti, tak

(n+2)—2n+1l=2=1=n. O

Obréazok 8.14: Zakreslenie grafu Kj, do roviny.

Riesenie 4.6. Antiregularny planarny graf so siedmymi vrcholmi a mnozinou
stuptiov vrcholov {1,2,3,3,4,5,6} je zobrazeny na obrazku 8.15. ]

Obrazok 8.15: Antiregularny plandrny graf so siedmymi vrcholmi.

Riesenie 4.7. V kazdom grafe je pocet hran rovny polovici suc¢tu stupinov
vSetkych vrcholov. Ak by kazdy vrchol mal stupen aspon Sest, tak potom
|E(G)| > m = 3.|[V(G)|. Podla vety 4.1.2.8 v8ak v kazdom rovinnom
grafe (a teda aj v planarnom) plati, ze |E(G)| < 3.|[V(G)| — 6. Tym sa vSak

dostdvame k sporu. O
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Riesenie 4.8. Pouzijeme maticu hranovo-plosnych susednosti A, ;, kde

— 1 ak i-ta hrana tvori hranicu j-tej oblasti
Y 0 inak.

Nech o je sucet vSetkych prvkov matice A. Kazda hrana lezi na hranici
najviac dvoch oblasti, teda sticet v jednom riadku je najviac 2. KedZe matica
mé n riadkov, tak o < 2n. Podobne kazda oblast je ohrani¢en& najmenej
tromi hranami, no a kedze mame [ oblasti, tak 3] < o. Z toho vyplyva, ze
3l < 2n. O

RieSenie 4.9. Podla vety 4.1.2.8 plati, ze m < 3n — 6, kde m = [E(G)] a
n = |V(G)|. Dalej podla tvrdenia v ulohe 4.8 plati, ze 3l < 2m, kde [ je
pocet oblasti grafu G. Dostavame teda

B<2m<2(Bn—6)=6n—12=1<2n—4. O

Riesenie 4.10. V bipartitnom grafe je najmensia mozna dlzka kruznice 4.
Preto aj kazda oblast v jeho rovinnej reprezentacii musi byt ohrani¢ené
najmenej Styrmi hranami. Preto ak sa pozrieme na jeho maticu hranovo-
plosnych susednosti?, tak zistime, Ze stéet prvkov v jednom riadku je najviac
2 (jedna hrana tvori hranicu najviac dvoch oblasti), zatial ¢o suc¢et v jednom
stlpci je aspoii 4 (jednu oblast oddeluji od ostatnych aspoit §tyri hrany).
Teda ak o je siucet vSetkych prvkov matice, tak o < 2n a zéroven o > 4l. Z
toho vyplyva, ze 2n > 4l a teda 2] < n. O

8.5 Farbenie

Riesenie 5.1. Podla tlohy 1.14 Petersenov graf obsahuje cyklus dlzky 5 a
teda nemoze byt zafarbeny menej ako tromi farbami (ak by sme Tubovolny
vrchol zafarbili jednou farbou, potom jeho susedov v tomto cykle musime
zafarbit druhou farbou, ich susedov zas prvou farbou, ale posledné dva zafar-
bené vrcholy st susedia a su zafarbené rovnakou farbou, ¢o je spor). Farbenie
Petersenovho grafu tromi farbami je zobrazené na obrazku 8.16. [

Riesenie 5.2. Kedze koleso W, tvori cyklus C,, a jeden dalsi vrchol, ktory
je susedny so vSetkymi vrcholmi C),, tak zjavne potrebujeme na zafarbenie
W, o jednu farbu viac ako je potrebnych na zafarbenie C,. Teda x(W,) =

2Matica hranovo-plodnych susednosti je zadefinované v tlohe 4.8
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1

e
A

1 3

Obrazok 8.16: Farbenie Petersenovho grafu tromi farbami

x(Cn) + 1. O C, plati, ze ak n je parne, tak x(C,) = 2 a ak neparne, tak
x(C,) = 3. Preto

3 ak n je parne

4 ak n je neparne. =

X(Wh) = {
Riesenie 5.3. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech x(G1) < x(G2), pri¢om farby
grafu G st z mnoziny Cy := {0,...,k} a farby grafu Gy 7z mnoziny Cy :=
{0,...,n}. Dalej nech V(Gy) NV (Gy) = v, priom cg, (v) =i a cg,(v) = J.
Ak ¢ = j, tak v8etkym vrcholom v G ponechdme povodni farbu. Ak i # j,
tak v grafe G ponechame vrcholom z grafu Gy povodné farby. Lubovolny
vrchol w € Gy zafarbime farbou cg(w) = cg,(w) + (i — j) (mod n + 1).
Konkrétne pre vrchol v to znamend, 7e cq(v) = j + i — j = i, ¢o je naozaj
farba akt sme mu povodne priradili. VSimnime si, Ze ostatné vrcholy z grafu
G5 zmenili farby, ale v8etky vrcholy, ktoré boli v grafe G, zafarbené rovnakou
farbou st aj v grafe G zafarbené (inou) rovnakou farbou a tiez vrcholy,
ktoré boli v Gy zafarbené roznymi farbami st aj v G zafarbené roznymi
farbami. Teda aj toto nové zafarbenie vrcholov splita definiciu farbenia a
navy$e sme pri hom pouzili prave n farieb. Teda x(G) = n = x(Ga) =
max{x(G1), x(G2)} 0

Riesenie 5.4. Prazdny graf zjavne nemoézeme zafarbit. x(K;) = 1. Pre
netrividlne pripady plati, Ze graf je zafarbiteIny dvoma farbami prave vtedy,
ked je bipartitny (jednu particiu zafarbime jednou farbou, druhitt druhou
farbou). Podla tvrdenia 1.1.6.1 je vSak graf bipartitny prave vtedy, ked
neobsahuje kruznicu nepéarnej dizky. O

Riesenie 5.5. Ked7e graf obsahuje kruznicu neparnej dlzky, tak x(G) > 3.
Zvolime si [ubovolny vrchol v leZiaci na danej kruznici neparnej dizky. Podla
tvrdenia z ulohy 5.4 je x(G — v) = 2. Najdeme teda také farbenie dvoma
farbami a vrchol v zafarbime tretou farbou. Teda x(G) = 3. O
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Riesenie 5.6. Implikicia “=" je trividlna. Zafarbime graf G — v n farbami.
Kedze v ma v G menej ako n susedov, tak aj keby boli vSetci jeho susedia
zafarbeny roznymi farbami, musi existovat aspon jedna farba, ktorou nie je
zafarbeny ziaden jeho sused. Touto farbou zafarbime v a dostaneme farbenie
grafu G n farbami. O

Riegenie 5.7. Nech odobrana hrana je vive. Vrcholy grafu G — {vy, v} za-
farbime kazdy inou farbou, pouzijeme teda n — 2 farieb. Vrcholy v; a vy
zafarbime tou istou farbou, teda celkovo pouZijeme n — 1 farieb. Kedze jed-
iné dva vrcholy zafarbené tou istou farbou nie st susedné, tak je to platné
farbenie grafu G. Teda x(G) < n — 1. Kedze x(K,) = n a odobranim
jednej hrany nemoze chromatické ¢islo grafu klesnat o viac ako o jeden, tak
X(G) > n — 1. Dokopy dostavame, ze x(G) =n — 1. O

Riesenie 5.8. Grafy G a H zobrazené na obrazku 8.17 zjavne nie st izomorfné
(v grafe G je vrchol stupiia 2, zatial ¢o v grafe H je minimalny stupeii vrchola
3). Oba st dvojstuvislé, lebo odstranenim ziadneho vrchola sa ani jeden graf
nerozpadne na viac komponentov, ale odstranenim oboch vrcholov stupna
pat sa oba grafy rozpadni na dva komponenty. KedZze oba grafy obsahu-
ju K4 ako indukovany podgraf, tak x(G) > 4 a x(H) > 4. Tahko sa da
skonstruovat zafarbenie oboch grafov Styrmi farbami (ako neskor ukazeme),
teda x(G) = x(H) = 4.

Kedze dva vrcholy v oboch grafoch maju stupen 5, teda su susedné so vietky-
mi ostatnymi vrcholmi, je zrejmé, ze tieto vrcholy musia byt zafarbené kazdy
inou farbou a navySe tymito farbami uz nemoze byt zafarbeny Ziaden iny
vrchol (toto plati pre oba grafy). Preto pri farbeni s pouZitim prave Sty-
roch farieb dve farby priradime danym dvom vrcholom (na obrazku st to
horny a dolny vrchol) a ostatnym vrcholom musime priradit ostéavajice dve
farby. To sa da aj v grafe G aj H urobif préve Styrmi spésobmi (ak zo-
radime tieto Styri vrcholy zlava doprava, tak v grafe G st mozné prirade-
nia farieb vrcholom (1,2,1,1),(1,2,1,2),(2,1,2,1),(2,1,2,2) a v grafe H
(1,2,1,2),(1,2,2,1),(2,1,1,2),(2,1,2,1)), teda cg(4) = cy(4) = 4.3.4 = 48.
Pri pouziti prave piatich farieb podobnou tuvahou dospejeme k tomu, Ze
cq(b) = cy(b) = 5.4.24 = 480. V pripade pouzitia prave Siestich farieb
je jasné, ze kazdy vrchol musi byt zafarbeny inou farbou, teda celkovy pocet
moznosti je cg(6) = cy(6) = 6! = 720. Ked7ze vsetky zlozky chromatickej
funkcie st pre oba grafy rovnaké, je zrejmé, Ze maji rovnakt chromaticki
funkciu. Teda sme ukézali, Ze dané tvrdenie neplati. Konkrétne pre grafy GG
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a H vyzerd ich chromatickd funkcia nasledovne:

o) = 30 (3)at = (§)atw+ (7)as)+ (§ )ato) -

6
k=4
! | !

s xZ. xT!
S L) Y U Y U —] -
N -2 " T 5@ =5 T 6w —o)

= 25— 112° + 472 — 9723 + 9622 — 36x. [

Obrazok 8.17: Neizomorfné dvojsuvislé grafy s rovnakou chromatickou
funkciou.

Riesenie 5.9. Kedze A(K,) = n—1, tak vlastne chceme dokézat, ze komplet-
né grafy neparneho stupia patria do triedy 1 (x'(G) = A(G)) a kompletné
grafy parneho stupiia patria do triedy 2 (}'(G) = A(G) + 1). Pre regularne
grafy ale plati, Ze patria do triedy 1 prave vtedy, ked maju 1-faktorizéaciu,
teda ked existuje rozdelenie ich mnoziny hran do hranovo-disjunktnych 1-
faktorov (zrejme vSetky hrany incidentné s nejakym vrcholom budu patrit
do roznych 1-faktorov, teda ak priradime hranadm v i-tom 1-faktore farbu 1,
dostaneme platné hranové farbenie s pozadovanym po¢tom hran). Dokazeme
teda ekvivalentné tvrdenie, Ze K, méa l-faktorizaciu prave vtedy, ked n je
parne.

Je zrejmé, 7e ak n je neparne, tak K, nemoze obsahovat 1-faktorizaciu, kedze
nemoze obsahovat ani 1-faktor (kazda hrana 1-faktoru spaja dva vrcholy, ale
ziadne dve hrany v 1-faktore nemo6zu byt susedné, teda jeden vrchol vzdy
ostane nespareny).

Tvrdenie, ze ak n je parne, tak K, obsahuje 1-faktorizaziu priamo vyply-
va z tlohy 2.10 (kde je dokonca uvedeny presny pocet 1-faktorizacii grafu
K,). O
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Riesenie 5.10. Kedze P je trieda hran zafarbenych tou istou farbou, tak
ziadne dve hrany z P nemozu byt v grafe G susedné. KedZe kazda hrana

spaja prave dva vrcholy, tak v P je najviac @ hran. KedZe pocet hran je
vzdy celé ¢islo, dostavame
V(G
i< [ 191 -

Riesenie 5.11. Nech G je graf s c.k hranami, ¢ > x/(G). Nech C je mnozina
vSetkych hranovych farbeni grafu G ¢ farbami. Pre m € C zadefinujeme

n(rm) == Z le; — k|,
i=1

kde e; je pocet hran zafarbenych farbou ¢; pri farbeni 7. Potom zadefinujeme
no := min{n(n): = € C}. Dokdzeme, ze ny = 0, teda ze existuje my - rozklad
grafu G na c pareni, kazdé s k£ hranami.

Predpokladajme opak, teda ze n(m) > 0. Teda existuje parenie (t.j. farebna
trieda) M;, pre ktora e; = |M;| # k. Kedze G ma c.k hran, tak existuju
parenia M a M, také, 7e ey = |My| < k a ey = |Ms| > k. Nech H je podgraf
grafu G s E(H) = M; U M,. Potom H je zjednotenim ciest a cyklov. Kedze
es > eq, tak H musi obsahovat ako komponent cestu P, ktorej pociatocny aj
koncovy vrchol sit z Ms. Teraz navzajom vymenime farby v P. Pérenia, ktoré
zodpovedaju tejto zmene nazvime M| a M). Tymto vznikne nové farbenie
7y grafu G s pareniami M, M Ms, ... M.. NavySe ¢} = |[M{| = e; +1 a
el = |Mj| = ea—1. Ked7e e; < kaes > k, tak dostavame, 7e || —k| < |e;—k|
a leh — k| < |ea — k|. Odtial dostavame, ze n(w)) < n(m), ¢o je spor s
minimalnostou n(my). Tiez z toho vyplyva, ze ng = 0, ¢o dokazuje povodné
tvrdenie. O]

Riesenie 5.12. Regularne grafy patria do triedy 1 prave vtedy, ked maju
1-faktorizaciu, teda ked sa ich mnozina hran da rozlozit na hranovo dis-
junktné 1-faktory. Toto tvrdenie l'ahko dokdzeme. Zrejme vSetky hrany
incidentné s nejakym vrcholom buda patrit do réznych 1-faktorov, teda ak
priradime hranidm v i-tom 1-faktore farbu i, dostaneme platné hranové far-
benie, ktoré pouziva prave A(G) farieb. Naopak, ak mame dané nejaké
farbenie regularneho grafu G A(G) farbami, tak potom je zrejmé, ze kazdy
vrchol je incidentny s najviac jednou hranou zafarbenou I'ubovolnou farbou
(7 definicie hranového farbenia), ale tiez, Ze neexistuje vrchol, ktory by nebol
incidentny s hranou nejakej farby (z regularnosti grafu). Teda hrany zafar-
bené rovnakou farbou tvoria 1-faktor a vSetky takéto 1-faktory st navzajom
hranovo-disjunktné a ich zjednotenim je E(G), teda tvoria 1-faktorizaciu.
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Je ale zrejmé, ze 7iaden graf s neparnym poctom vrcholov nemoze obsahovat
1-faktor, pretoze sa neda sparit neparny pocet vrcholov. Teda neobsahuje
ani 1-faktorizaciu a teda patri do triedy 2. O]

Riesenie 5.13. G je dvojsuvisly prave vtedy, ak neobsahuje artikulaciu. Pred-
pokladajme opak, teda nech G obsahuje artikulaciu = a je hranovo kriticky
s chromatickym indexom Y'(G) = n. Teda G sa sklada z dvoch podgrafov
G a Gy takych, 7e G UGy = G a Gy NGy = . balej nech y,z € Ng(x) a
y € V(Gy), z € V(G3). Potom existuji hranové zafarbenia m grafu G —xy a
7o grafu G — xz (n — 1) farbami (pretoze G je hranovo kriticky). Konkrétne
farby z farbenia m mozeme permutovat tak, ze farby hran incidentnych s
x v grafe Gy (pri farbeni 7my) buda rozne ako farby hran incidentnych s x v
grafe G (pri farbeni 7). Toto sa d&, pretoze G z definicie hranovej krit-
ickosti patri do triedy 2, teda stupen vrchola z je najviac n — 1. Teraz ak
graf GG zafarbime nasledovne - hrany z G| zafarbime podla 7 a hrany z Gy
podla 7y - tak dostavame (n — 1)-hranové farbenie grafu G, ¢o je v spore s
predpokladom, ze x'(G) = n. ]

Riesenie 5.14. Pouzijeme vysledok tlohy 4.7, teda 7e planarny graf musi mat
aspon jeden vrchol stupiia menej ako Sest. Ak predpokladame, Ze existuje
graf, ktory nie je zafarbitelny Siestimi farbami, tak si zvolme najmensi taky
- nech je to G. Potom ak odstranime vrchol v stupiia menej ako Sest, tak
novovzniknuty graf G — v uz musi byt zafarbitelny $iestimi farbami. Kedze
vsak v v grafe G mé& menej ako Sest susedov, tak musi existovat farba, ktorou
nie je zafarbeny ziaden jeho sused. Ak touto farbou zafarbime vrchol v, tak
potom dostaneme zafarbenie grafu G Siestimi farbami, ¢o je spor s predpok-
ladom. O

Riesenie 5.15.

1. Kedze graf K, neobsahuje #ziadne hrany a preto ziadne dva vrcholy nie

st susedné, farby vSetkych vrcholov mozno vybrat nezavisle z mnoziny
{1,...,t}. Preto f(K,,t) = t"
Pri farbeni grafu K, prvy vrchol mézeme zafarbit ktoroukolvek z ¢
farieb, na druhy vrchol mézeme pouzit len zvysnych ¢ — 1 farieb a v
kazdom d'alsom kroku vZdy o jednu farbu menej. Pri tychto zafarbeni-
ach vSak mozeme farby nezavisle kombinovat, preto

f(Kn,t):{ (t)(t—l)...(t—n+1):(t)n Zlﬁiig

2. Kedze farbenie v kaZdom komponente mozeme vybrat nezavisle od
farbeni v inych komponentoch, tak potom pocet t-zafarbeni grafu G je
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st¢inom poctu t-zafarbeni jednotlivych jeho komponentov, teda f(G,t) =

H?:l (G, t).

3. Zvol'me l'ubovolné regulérne t-zafarbenie grafu G;. Aby sme toto zafar-
benie rozsirili na zafarbenie celého grafu G treba zvolit také zafarbenie
grafu Ga, v ktorom v dostane farbu fi(v). KedZe pocet t-zafarbeni
grafu Gy, v ktorych méa vrchol v fixovani farbu je @ nezavisle od

farby fi(v), a zafarbenie f; sme volili lubovolne, tak dostavame, Zze

pocet regularnych t-zafarbeni grafu G je
1
;f(Gl,t>.f(G2,t).

4. Pocet regularnych t-zafarbeni grafu G, v ktorych u a v maji rozne
farby je ten isty, ako pocet t-zafarbeni grafu G + uwv = G;. Podobne,
pocet t-zafarbeni grafu G, v ktorych u a v maji rovnaké farby je ten
isty ako pocet t-zafarbeni grafu G,. Ak tieto ¢isla séitame, dostaneme
pocet vSetkych t-zafarbeni grafu G.

5. Predchadzajice tvrdenie dovoluje redukovat vypocet f(G,t) na vypocet
chromatického polynému grafov s vacsim poctom hran alebo mensim
poc¢tom vrcholov a teda opakovanim tohto procesu koniec koncov na
vypocet chromatickych polynémov istého poc¢tu kompletnych grafov,
ktorych rad vsak nikdy nepresiahne rad grafu G (vrcholy nepridavame).
Ich pocet v8ak moze byt katastroficky obrovsky. Kedze f(K,,t) je
polynoém v premennej ¢, tak z tohto tvrdenia jasne vyplyva, zZe funkciu
f(G,t) sme spravne pomenovali polynom.

6. Nech T je strom radu n. PouZijeme indukciu vzhladom na n. Ak
n=1tak T = K; a f(T,t) = f(K;,t) = t, takZe tvrdenie plati. Pri
n=2mame T = Ky a f(G,t) = f(Ka,t) =t(t —1). Teda prin <2
tvrdenie plati. Nech teraz tvrdenie plati pre vSetky stromy radu m,
kde 2 < m < n —1, a nech T je strom rddu n. Nech u je list stromu
T, ktorého jediny sused je v. Nech 77 = wv a Ty, = T — u. Ked7e
Ty = Ky, tak f(T1,t) = t(t — 1) a podla induk¢éného predpokladu
mame f(TQ,t) = t(t — ].)niQ. Kedze T = T1 U T2 a T1 N T2 = {U}, tak
mozeme pouZit tvrdenie 3 z tejto tlohy, odtial

F(T, 1) = %f(Tl,t).f(TQ,t) _ %.t.(t =1 = (i — 1) O
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8.6 Toky

Riesenie 6.1. Zistujeme, kolkymi roznymi sposobmi sa d& mnozina vrcholov
V(N) rozdelif do dvoch disjunktnych podmnozin tak, aby s a ¢ nepatrili
do tej istej podmnoziny. Nech s € S at € T. Pocet moznosti ako do S
vybrat ¢ spomedzi ostatnych n vrcholov je (?) Celkovy pocet moznosti je
vSak stuctom poc¢tu moznosti vyberu od nula az po n ostatnych vrcholov.
Dostavame teda, ze celkovy pocet oddelujucich rezov siete N je

Zn: (:‘) = o1, O

i=0
Riesenie 6.2.

1. (F1) Uz zo sposobu akym je zobrazena siet N je jasné, ze f(e,z,y) =
—f(e,y, ) pre vietky (e, z,y) € E.
(F2’) V kazdom vrchole okrem s a ¢ je sucet “pritekajucich” tokov rovny
stu¢tu “odtekajicich” tokov, formalne Vv € V/(N) — {s,t} : f(v,V) = 0.
(F3) Lahko vidiet, 7e ¢isla v zatvorke (toky hran) st vzdy mensie alebo
rovné ako &isla pred zdtvorkami (kapacity hran). Teda f(€) < ¢(€)

- =

pre vsetky e € E.
Takze zobrazené funkcia je naozaj tok v sieti V.

2. Velkost toku je f(S,S) pre Tubovolné S také, 7e s € Satgbs.
Vezmime si teda napriklad S = {s}, potom f(S,S) = 11, ¢o je aj
velkost zobrazeného toku v N.

3. Za¢neme v s a budeme hladat hranu incidentnt s danym vrcholom,
ktora by splitala podmienku zvidSujicej cesty, teda ak je to hrana “vy-
chadzajica” z daného vrcholu, tak jej tok musi byt mensi ako kapacita,
ak je to hrana “vchadzajuca” do daného vrcholu, tak jej tok musi byt
vacsi ako nula. Tymto spdésobom mézme najst napriklad aj nasledovné
zvacsujice cesty: sbdf ght, scbasbdght, sbdght (da sa ich najst aj viac).

4. Podla vety 6.1.2.2 je velkost maximalneho toku v sieti rovna kapacite
minimélneho rezu. V pripade siete N je minimalny rez napr. (V —
{t},{t}) a jeho kapacita je ¢(V — {t},{t}) = 13.

Velkost toku moZeme zvacsSovat tak, Ze v zvacSujlce] ceste menime
hodnotu nasledovnym spésobom: dopredu orientovanym hranam tok
zvicsime o jeden, dozadu orientovanym hranim tok zmensime o jeden.
Toto spravime pre vSetky hrany a opakujeme az dovtedy, kym dana ces-
ta nie je zvicSujuca. Potom najdeme dalsiu zvicSujucu cestu a postup
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opakujeme az pokym nedosiahneme maximélnu velkost toku.

V tomto pripade moézme zvacsit cestu sbdght o jeden a potom cestu
sbdf ght tiez o jeden. Vysledny tok s maximélnou velkostou je zo-
brazeny na obrazku 8.18. O

Obrazok 8.18: Maximalny tok siete N z obrazku 6.1.

Riesente 6.5. Nahradime vrchol v dvoma vrcholmi v; a vy,. Kazda hrana
orientovana do vrcholu v sa stane hranou orientovanou do vrcholu vy, kazda
hrana orientovana z vrcholu v sa stane hranou orientovanou z vrcholu vy a
eSte pridame hranu vyvy s kapacitou c(vivq) = d. O

Riesenie 6./. KedZze v N neexistuje orientované cesta z s do t, musi to zna-
menat, ze v N existuje mnozina S C V(N) taka, ze s € S;t ¢ S a neexis-
tuje Ziadna orientovana hrana smerujica von z S. Potom ale zrejme plati,
ze kapacita c(S,S5) = 0. To ale musi byt aj kapacita minimalneho rezu a
podla vety 6.1.2.2 sa tato rovna velkosti maximélneho toku v N, teda obe
st nulové. O]

RieSenie 6.5. 4-tok grafu K, je zobrazeny na obrazku 8.19. Ked skusame
skonstruovat 3-tok, tak tok jednotlivych hran moze nadobudat hodnoty 1
a 2. Kedze K, je 3-regularny, tak bud vo vrchole dve hrany smeruju do
vrcholu a jedna von, alebo naopak. V oboch pripadoch plati, zZe dve hrany
orientované tym istym smerom (vzhladom na dany vrchol) musia mat tok 1
a tretia hrana tok 2. Teda ak nejaka hrana je jedinad orientovana smerom z
nejakého vrchola, tak musi byt zéroven jedinou orientovanou smerom do jej
druhého konca. To sa v8ak v K, neda dosiahnut. Vezmime si K3 a hrany
orientujme tak, aby vytvorili orientovani kruznicu. Potom ak pridame Stvrty
vrchol a nové tri hrany orientujeme Tubovolnym sposobom, vZdy sa stane, Ze
v nejakom vrchole tato podmienka platit nebude. K, teda nemé 3-tok. [
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Obréazok 8.19: 4-tok v grafe Kj.

RieSenie 6.6. Najskor dokdzeme, ze st to oddelujtce rezy.

TnyY = SNX=85UX
TUY = SuX=SnX
sefSseX = seSUuX,seSNX
teTteY = teTUY teTnNY.

Ozna¢ime kapacity medzi jednotlivymi skupinami vrcholov nasledovne: ¢(SN
X, TNX)=re,c(SNY, TNY)=f,c(SNX,SNY) =g, c«(TNX,TNY) = h.
Toto je prehladne zobrazené na obrézku 8.20.

Potom ¢(S,T) = e+ f ac(X,Y) = g+h. Podla minimality e+ f = g+h = m,
kde m je velkost kapacity minimélneho rezu. Teda e + f + g+ h = 2m. Ale
na zaklade minimality ¢(SUX,TNY) = f+h <matiez ¢(SNX,TUY) =
e+ g < m. 7Z toho v8ak vyplyva, ze obe kapacity s rovné m, teda su to

minimalne rezy. [
N X Y
»
S e-| g | f
v
T h
—

Obréazok 8.20: Diagram kapacit medzi vybranymi mnozinami vrcholov v N.

Riegenie 6.7. Dopredné implikacia zrejme plati, ked Ze v prijatelnej cirkulacii
funkcia [ pretlaci aspon [(S, S) toku z S do S a funkcia ¢ vzdy najviac ¢(S, 5)
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toku z S naspit do S.

Pre dokaz opacnej implikacie _Pridéme do 5) zdroj s a flsge t a pridame
hranu z s do kazdého vrcholu G a hranu z kazdého vrcholu G do ?., Zadefin-
ujeme kapacitnt funkciu ¢ pre hrany novovzniknutého grafu G’ tak, ze
d(v,w) = c(v,w) — l(v,w), d(s,v) = (V,v) a d(v,t) = l(v,V). Potom
relacia f(v,w) = g(v,w) — l(v, w) ur¢uje jednozna¢ni korespondenciu medzi
prijatelnou cirkuléciou g v G a tokom fv (—17 z s do t a velkostou toku
[(V,V). Podla vety 6.1.2.2 vSak tok s takouto kapacitou v grafe & existuje,
teda g je prijatelna cirkulacia. ]

Riesenie 6.8. Vezmime si napriklad Petersenov graf zobrazeny na obrazku
1.3. Tento graf umoziiuje 5-tok (zobrazeny na obrazku 8.21 a)), neumoziuje
vSak 4-tok. Ak v8ak priddme jednu hranu, novy graf uz 4-tok umoznuje

(obrazok 8.21 b)). Teda H =P a G = P U {e}. O
A 1
e
; P\
2
alg(F)=5 b g(P+e) =4

Obrazok 8.21: a) 5-tok Petersenovho grafu P. b) 4-tok grafu P U {e}.

Riesenie 6.9. Majme dany multigraf M bez mostov. Graf G zostrojime z M
tak, 7e kazda hranu vw nahradime novym vrcholom x,, a hranami vz,, a
_ . , . .. ., A v P

ToW. Je zrejmé, zZe G je jednoduchy graf bez mostov a zaroven plati, Ze ak
G umoznuje k-tok, tak potom aj M umoznuje k-tok. Podla tvrdenia 6.1.6.4
vSak G umoznuje 6-tok, teda aj M umoznuje 6-tok. O

Riesenie 6.10. Podla vety 6.1.3.3 plati, Ze G ma nikde-nulovy 4-tok prave
vtedy, ked ma Zs-tok. Dalej podla vety 6.1.3.2 G mé Zy-tok prave vtedy,
ked mé Z, x Zs-tok. Dokdzeme teda ekvivalentné tvrdenie:

Graf G ma Zy X Zo-tok prave vtedy, ked ma rozklad na tri paritné podgrafy.
“=7. Majme dany Zs x Zo-tok, teda ak € € E(Q), tak tok f(€) €
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{01,10, 11}. Polozme P, := {€ € E | f(€) =pin i}. Zjavne P, Py, P; st po
dvoch hranovo disjunktné a P, U P, U P3 = (G. Treba eSte dokazat, Ze su to
paritné podgrafy. Vezmime si l'ubovolny vrchol v € V(G) a skimajme sucet
tokov hran vchddzajicich do v (teda vSetkych hran (e, z,v), kde e € E(G)
ax € V(Q)). Tento sucet je podla definicie H-toku rovny suc¢tu tokov hran
vychddzajicich z v (teda formalne hran tvaru (e, v, z), kde opat e € E(G) a
r € V(G)). Oznaéme sicet tokov (myslime sucet v grupe Zy X Zsy) vchadza-
jucich hran do v 3."(v) a stdet tokov hran vychadzajucich z v "™ (v).
Pre zjednodugenie dalej oznac¢me P(v) := {€ = (e,2,v) | e € E(PF,),x €
V(P)} a P"(v) :== {€ = (e,v,2) | e € E(P),z € V(P,)}. Vezmime si

Tubovolny vrchol v € V(G) a pozrime sa na vSetky mozné pripady > " (v).

1. S™(v) = 00: Tento pripad moZe nastat iba vtedy, ked |Pi"|+|Pi"| = 0
(mod 2) a zarovein |Pi*| + |Pi"| = 0 (mod 2). Z toho je zrejmé, 7e
|P"| = |Pi"] = |Pi"| (mod 2). KedZe rovnakd tvaha plati aj o vy-
chadzajicich hranach, je zrejmé, 7e dp, (v) = dp,(v) = dp,(v) (mod 2).
Ak je tento stupen parny, tak aj dg(v) je parny, ak je neparny, je aj
dg(v) je neparny.

2. 3™ (v) = 01: Tento pripad moZe nastat iba vtedy, ked |P|+|P| =1
(mod 2) a zéroven |Pi*| 4+ |P®*| = 0 (mod 2). Z toho je zrejmé, Ze
|PiR| # |Pi®| = |P*| (mod 2). KedZe rovnaka tivaha opif plati aj
o vychadzajucich hranach, je zrejmé, ze dp,(v) = dp,(v) = dp,(v)
(mod 2). Teda znovu, ak je tento stupen parny, tak aj dg(v) je parny,
ak je neparny, je aj dg(v) je neparny.

3. S2™(v) = 10: Tento pripad moze nastat iba vtedy, ked |P|+|P| = 0
(mod 2) a zéroven |Pi*| + [P = 1 (mod 2). Z toho je zrejmé, Ze
|Pi| = |Pin| # |P®| (mod 2). Rovnakou tvahou ako v predchidza-
jucich pripadoch dostaneme, Ze parita stupna v v G ako aj vSetkych
troch podgrafoch je rovnaka.

4. ™ (v) = 11: Tento pripad moze nastat iba vtedy, ked |Pin| + |Pir| =
1 (mod 2) a zéroven |P®| + |P"| = 1 (mod 2). Z toho je zrejmé,
ze |P| = |Pi"| # |P"| (mod 2). Tak isto ako v predchadzajtcich
pripadoch dostavame, ze stupne vrchola v maji vo vsetkych podgrafoch
aj samotnom grafe G rovnaku paritu.

fe Mame dané tri paritné podgrafy P;, P, Py grafu G, ktoré zaroven
tvoria jeho rozklad. Hrandm € € P, priradime tok f() := 01, a podobne
pre vietky € € Py, f(€) := 10 a pre vietky € € P3, f(€) := 11. Treba
dokazat, ze takéto priradenie toku hranam v grafe G tvori Zy X Zo-tok na
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grafe G, teda 7e f(v, V) = 0 pre vietky v € V(G).(Zjavne, ak toto plati, tak
tok na danej Zs X Zs-cirkulacii je nikde-nulovy.)

Vezmime si Tubovolny vrchol v € V(G). Ak jeho stupen je parny v grafe
G, je parny aj v danych troch podgrafoch. Teda pocet hran incidentnych
s vrcholom v z podgrafov P; (tok na hranach mé& hodnotu 01) a P (tok
na hranach ma hodnotu 11) je parny, ¢o zarucuje, ze stcet tokov hran in-
cidentnych s v ma tvar z0, kde x € {0,1}. Treba si uvedomit, ze nezalezi
na tom, ¢i hrana vchadza do v (teda tok treba pripoditat), alebo vychadza
z v (teda tok treba odpocitat), ale iba na parnosti poc¢tu hran, kedze v Zs
jel4+41=1—-1=0a0+1=0—1=1. Tiez si treba uvedomit, ze pocet
hran z podgrafu P, neméa vplyv na najpravejsiu cifru, kedze k nej pripoci-
tava (odpocitava) nulu. Podobne pocet hran incidentnych s vrcholom v z
podgrafov P, (tok na hrandch ma hodnotu 10) a P; (tok na hranach ma
hodnotu 11) je parny, teda sacet tokov hran incidentnych s v mé tvar Oz,
kde z € {0,1}. Celkovo teda dostavame, 7Ze stucet tokov hran incidentnych s
v je 00, teda f(v, V(G)) = 0.

Ak je stupenn v vo vSetkych podgrafoch neparny, tak sicet tokov hran z P,
a P je parny a takisto aj sicet tokov hran z P, a P5 je parny. Rovnakou
ivahou dostaneme, Ze siic¢et tokov hran incidentnych s v je 00, inak povedané
f(w,V(G)) = 0. Tym sme ale dokazali dané tvrdenie. O

8.7 Hamiltonovské kruznice

Riesenie 7.1. Kedze oba grafy obsahuji dva vrcholy stupiia jeden, tak v nich
neexistuje uzavrety sled obsahujiici tieto vrcholy (napr. vrchol a v oboch
grafoch). Tym padom nemozu obsahovat ani hamiltonovska kruznicu.

Ak by v grafe boli viac ako dva vrcholy stupna jeden, tak by nemohla exis-
tovat ani cesta obsahujuca vSetky tieto vrcholy. Ked7ze v8ak v oboch grafoch
st prave dva takéto vrcholy (v Gy satoa a f, v Gy a a j), tak potencidlna
hamiltonovska cesta musi byt cestou medzi tymito dvoma vrcholmi. V G,
vBak existuju len dve a — f-cesty, konkrétne (a,b,c,e, f) a (a,b,d, e, f). Ani
jedna z nich v8ak neobsahuje vrcholy ¢ aj d. V G existuja Styri a — j-cesty,
konkrétne (a,b,c,d, e, i,7), (a,b,¢,d, g, h,i,7), (a,b, f,g,h,i,7)a(a,b, f,qg,d,e,i,7).
Ani jedna z nich neobsahuje vrcholy ¢ aj f. Z toho vyplyva, Ze ani jeden graf
neobsahuje hamiltonovsku cestu. O]

Riesenie 7.2. V grafe G je hamiltonovska kruznica napr. (a,b,c,d, e, f, h,j,1i,9),
v Gy napr. (a,b,h,q,j, f,i,¢,d,e), v Gz napr. (a,c, f,e,b,g,h,d). Graf G4
hamiltonovski kruznicu neobsahuje, lebo vrchol a méa stupen jeden, teda nie
je siucastou ziadneho uzavretého sledu. Hamiltonovska cesta v G4 je napr.
(a,b, f,e,d, c). O]



8.7 Hamiltonovské kruZnice 87

Riesenie 7.3. Hamiltonovska kruznica v bipartitnom grafe musi obsahovat
striedavo vrcholy z jednej a druhej particie a zaroven musi obsahovat vsetky
vrcholy. Podla definicie hamiltonovskej kruZnice nemoze obsahovat Ziaden
vrchol viac nez raz. Teda vrcholov z jednej particie musi byt v hamiltonovske;j
kruZnici prave tolko, ako vrcholov z druhej particie. Z toho dostédvame, Ze
m = n. Samozrejme to neznamend, ze kazdy podgraf K, , pokryvajici
vSetky vrcholy obsahuje hamiltonovski kruznicu. Na obrazku 8.22 si zo-
brazené dva podgrafy grafu K33 pokryvajuce vSetky vrcholy, pricom G; ob-
sahuje hamiltonovska kruznicu (tvoria ju zvyraznené hrany) a Go hamiltonovsku
kruznicu neobsahuje, lebo st v iom vrcholy stupna jeden. O

a) G, B G,

Obrazok 8.22:  Podgrafy Ksj, ktoré a) obsahuji b) neobsahuji
hamiltonovska kruznicu.

Riesenie 7.4. Pomenujme hrany spajajice vonkajSich péatf vrcholov s vni-
tornymi piatimi vrcholmi Petersenovho grafu (tak ako je zobrazeny na obrazku
1.3) spojnice. Potom kazda hamiltonovskd kruznica by musela obsahovat
parny pocet spojnic, teda dve alebo Styri. Nie je mozné, aby to boli dve spo-
jnice, lebo potom by hamiltonovska kruznica musela obsahovat Styri hrany
medzi vnitornymi vrcholmi a Styri hrany medzi vonkajsimi vrcholmi. Lepsie
povedané, medzi vnatornymi koncami spojnic aj medzi vonkaj$imi koncami
spojnic by musela existovat cesta dlzky §tyri. To je v8ak zjavne nemozné.
Takisto nie je mozné, aby to boli §tyri spojnice. Je zrejmé, ze vSetkych pat
spojnic si je rovnocennych. Ak teda vyberieme nejaké $tyri spojnice, potom
vonkajsi koniec piatej spojnice musi na kruznici byt susedny s dvoma vonka-
j8imi vrcholmi a vnitorny koniec piatej spojnice zase s dvoma vnatornymi
vrcholmi. Teda dostavame graf zobrazeny na obrazku 8.23. Tento je rozde-
leny na dva komponenty. Pridanie Tubovolnej hrany z Petersenovho grafu,
ktora by tieto komponenty spojila by vSak malo za nésledok, Ze aspon je-
den vrchol by bol stupnia tri. Tym sme dokazali, Ze Petersenov graf nie je
hamiltonovsky. [
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Obrazok 8.23: Dokaz, Ze Petersenov graf neobsahuje hamiltonovski kruznicu.

Riesenie 7.5. Ani jedno tvrdenie nie je pravdivé.

1. Fulerovsky graf, ktory nie je hamiltonovsky je zobrazeny na obrazku

8.24 a).
2. Hamiltonovsky graf, ktory nie je eulerovsky je zobrazeny na obrazku
8.24 b). O
a) b)

Obrazok 8.24: a) FEulerovsky graf, ktory nie je hamiltonovsky. b)
Hamiltonovsky graf, ktory nie je eulerovsky.

Riesenie 7.6. V danych grafoch musi eulerovsky tah prechadzat kazdym vr-
cholom prave raz. To je mozné len vtedy, ak kazdy vrchol je stupna 2. Ale
dvojregularny spojity graf je predsa kruznica, teda tvrdenie plati pre grafy
Cp, kde n > 3. O

Riegenie 7.7. Na obrazku 8.25 a) je zobrazeny graf K;. Hamiltonovské kruznice
zafarbené danymi farbami si zobrazené na obrazkoch 8.25 b), ¢) ad). O
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-

24

a) K h) ervené hrany ¢) modré hrany d) zelené hrany

Obrazok 8.25: Hamiltonovské kruznice grafu a) K7. b) Hrany zafarbené
¢ervenou farbou. c¢) Hrany zafarbené modrou farbou. d) Hrany zafarbené
zelenou farbou.

Riesenie 7.8. Predpokladajme, 7e tvrdenie neplati. Zvolme teda graf G s
n vrcholmi, ktory ma maximélny pocet hran spomedzi vSetkych grafov s
n vrcholmi, pre ktoré tvrdenie neplati. Zvolme dva nesusedné vrcholy p
a ¢q. Potom podla maximality G, G + pq je hamiltonovsky. Navyse pq
musi byt hrana kazdej hamiltonovskej kruznice grafu G + pq, lebo inak by
musela existovat hamiltonovské kruznica aj v grafe G. Podla predpokladu
d(p) + d(q) > n. Pozrime sa na I'ubovolnu hamiltonovska kruznicu grafu
G + pq, nech je to (p,vi,ve,...,0n_2,0n-1,q). Ak v; € N(p), tak potom
vi—1 ¢ N(q), lebo ak by to platilo, tak potom postupnost

p,V1,V2,...,V;-1,4,Un—-1,Un—2,Un-3,...,U;

by tvorila hamiltonovska kruznicu v G. Teda kazdy z d(p) vrcholov susednych
s p v G musi na kruznici predchadzat vrchol nesusedny s ¢ (a Ziaden z tychto
vrcholov nemoze byt ¢). Teda existuje aspoit d(p) + 1 vrcholov v G, ktoré
nie su susedné s ¢q. Takze v G je aspoi d(q) + d(p) + 1 vrcholov, teda

d(p) +d(q) <n—1,

¢o je spor s predpokladom. O

Riesenie 7.9. Opacéna implikacia, teda ze ak G je hamiltonovsky graf, tak aj
G + v1v9 je hamiltonovsky je zrejma. Dokazeme teda doprednt implikiciu.

Predpokladajme, ze tvrdenie neplati, teda ze G + viv9 je hamiltonovsky,
ale G je nehamiltonovsky. Teda v;v9 musi byt hrana kazdej hamiltonovskej
kruznice grafu G+wvqvs, lebo inak by musela existovat hamiltonovska kruznica
aj v grafe G. Podla predpokladu d(v;)+d(ve) > n. Pozrime sa na [ubovolni
hamiltonovskd kruznicu grafu G + vyvy, nech je to (vy, wy, wa, ..., Wy_1,v2).
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Ak w; € N(vy), tak potom w;_1 ¢ N(vq), lebo ak by to platilo, tak potom
postupnost

U1, W1, Wa, . .., Wi—1, V2, Wpn—1, Wn—-2, Wn—-3,...,W;

by tvorila hamiltonovskt kruznicu v G. Teda kazdy z d(v;) vrcholov sused-
nych s v; v G musi na kruznici predchadzat vrchol nesusedny s vy (a Ziaden
z tychto vrcholov nemoéze byt vy). Teda existuje aspot d(vy) + 1 vrcholov v
G, ktoré nie st susedné s vy. TakZe v G je aspon d(vq) + d(vy) + 1 vrcholov,
teda

d(v1) +d(v2) <n—1,

¢o je spor s predpokladom. O
Riesenie 7.10.

1. Podla tvrdenia z tlohy 7.8 stac¢i ukédzat, Ze pri danom pocte hran neex-
istuji dva nesusedné vrcholy vy a vy s d(v1) +d(vy) < n. Ak by platilo,
ze d(vq) + d(vy) < n, tak z pomedzi (n — 2) 4+ (n — 2) = 2n — 4 péarov
viw a vew, kde w € V(G) je najviac n — 1 hran. Teda G ma najviac

(g)_(n_Z):ﬁig)!—(N—Q)Z%hrén.

2. Graf s n = 4 vrcholmi a 42_3# — 1 = 4 hranami neobsahujuici

hamiltonovski kruznicu je zobrazeny na obrazku 8.26. O]

Obrazok 8.26: Graf so Styrmi vrcholmi a Styrmi hranami neobsahujici
hamiltonovskt kruznicu.

Riesenie 7.11. Nech G méa n vrcholov. Potom zvolime vrchol v a traverzu-
jeme hamiltonovska kruznicu na ktorej lezi, pricom hrany budeme orientovat
v smere traverzovania. Hranam budeme postupne priradovat ohodnotenie
1,3,5,...,2n—1. Ked takto ohodnotime vSetky hrany danej hamiltonovskej
kruznice, tak rovnako budeme orientovat aj hrany druhej hamiltonovskej
kruzine, ale budeme ich ohodnocovat 2n,2n — 2,2n — 4, ...,4,2. Teda prva
hamiltonovska kruznica bude bude v kazdom vrchole prispievat k suc¢tu hod-
not —2, zatial ¢o druh& hamiltonovska kruznica +2. V kazdom vrchole teda
bude vysledny stcet rovny nule. O



Zaver

Cielom nasej préace bolo vytvorit zbierku riesenych tloh z teorie grafov. Tato
zbierka bola primarne zamerana na najvacésiu ciel ova skupinu, a to Studentov
Informatiky na FMFI UK, konkrétne posluchacov predmetu Teoria grafov.
Samozrejme sme predpokladali aj §irSie moznosti vyuzitia, a to najmé preto,
7e na Slovesku doteraz podobné zbierka z danej oblasti chybala.

Myslime si, Ze tento ciel sa nam vo velkej miere podarilo splnit. Zbier-
ka pontka siroku skalu tématickych oblasti, ako i Grovne naro¢nosti tloh.
Verime, ze bude sluzit, ako vhodny doplnkovy material pri stadiu tejto mo-
dernej a vzhlTadom na svoje Siroké moznosti uplatnenia aj velmi populéarne;j
matematickej discipliny. Pri rieSeni problémov si ¢itatel upeviuje nadobud-
nuté poznatky, precvicuje si zdkladné operacie s grafmi a najmaé si zautom-
atizuje niektoré standardné postupy, ¢asto vyuzivané ¢i uz pri dokazovani
tvrdeni, ale aj pri zostrojovani efektivnych algoritmov na grafoch.
VzhTadom na vel'mi Siroky zaber discipliny akou je tedria grafov nebolo mozné
v zbierke obsiahnut vSetky jej skimané odvetvia. Myslime si v8ak, Ze ich
vyber prezentovany v tejto zbierke zahfha vac¢sinu z najpodstatnejsich, naj-
viac prebadanych a najvyuzivanejs$ich tématickych okruhov, akymi st pare-
nie, farbenie, skiimanie planarnych grafov, alebo stadium tokov v grafoch a
sietach.

Samozrejme si uvedomujeme, Ze existuje eSte mnozstvo dalgich tém, ktoré sa
do zbierky nezmestili a tiez ich nemoézeme oznacit za nepodstatné. Takymi st
napr. ndhodné grafy, skimanie podstruktir v hustych, ¢i riedkych grafoch,
teoria ramseyho ¢isel a mnohé iné. Prave tu vidime najvac¢si priestor pre
pokra¢ovanie v nasej praci. Zbierka by sa mohla rozrast o dalsie kapitoly
so spominanymi, ale aj dal§imi odvetviami. Pribudnat by mohli kapitoly
venujuce sa praktickému vyuzitiu nadobudnutych poznatkov a zostrojovaniu
efektivnych grafovych algoritmov. Taktiez je mozné uz existujice kapitoly
roz§irit o dalgie ulohy z danych oblasti.
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