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Abstrakt

HOLOT�ÁK, Ondrej. Zbierka úloh z Teórie grafov. [Diplomová práca].
Univerzita Komenského. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Kate-
dra informatiky.
�kolite©: doc. RNDr. Martin �koviera, PhD. Obhajoba: Bratislava, 2006.
93s.
V na²ej práci sme sa snaºili zozbiera´ reprezentatívnu vzorku úloh témat-
icky patriacu k základným okruhom teórie grafov, ako sú párenie, súvislos´,
planárne grafy, farbenie, toky, a pod. Medzi úlohami sú zastúpené rôzne
stupne obtiaºnosti od ©ahkých (napr. zostrojenie grafu s poºadovanými vlast-
nos´ami), cez stredne ´aºké (napr. dokáza´ tvrdenie priamo odvodite©né z
iných, uº dokázaných tvrdení), aº po náro£né úlohy (napr. dokáza´ práve
zade�novanú vlastnos´ skupiny grafov, prípadne dokáza´ tvrdenie, ktoré sa
nedá priamo odvodi´ z iných, dovtedy dokázaných tvrdení). K v²etkým úlo-
hám sme poskytli stru£né návody a taktieº vzorové rie²enia. Okrem praktick-
ých úloh zbierka obsahuje vºdy aj preh©ad najdôleºitej²ích de�nícií a tvrdení
v danej oblasti. Tvrdenia sú uvádzané bez dôkazov.
K©ú£ové slová: teória grafov, cvi£enia, úlohy, zbierka úloh, párenie, súvislos´,
planárne grafy, farbenie, toky.

HOLOT�ÁK, Ondrej. Graph theory exercise book. [Master thesis]. Come-
nius University. Faculty of mathematics, physics and computer sciences.
Department of computer sciences.
Tutor: doc. RNDr. Martin �koviera, PhD. Habilitation: Bratislava, 2006.
93p.
In our thesis we focused on collecting a representative sample of exercises
that belong thematically to basic areas of graph theory, such as matching,
connectivity, planar graphs, coloring, �ows, etc. A wide range of di�culty
levels are represented among the exercises, among them easy (e.g. construct-
ing a graph with required properties), moderate (e.g. proving declaration
easily deductible from already proven theorems), and hard (e.g. proving a
newly de�ned property of some class of graphs, or proving declaration not
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trivially deductible from others). We provided short hints to all exercises as
well as exemplary solutions. Apart from practical exercises our thesis con-
tains an overview of basic de�nitions and theorems for each area. Theorems
are stated without proofs.
Keywords: graph theory, exercises, problems, exercise book, matching, con-
nectivity, planar graphs, coloring, �ows.



Predhovor

Prvýkrát som sa s teóriou grafov stretol ako ²tudent tretieho ro£níka in-
formatiky na FMFI UK (vtedy sa ²kola e²te volala Fakulta matematiky a
fyziky). Od star²ích spoluºiakov som po£ul, ºe je to vraj ´aºký predmet.
Po jeho absolvovaní môºem s nimi £iasto£ne súhlasi´. �ahký ur£ite nebol.
No napriek tomu mi bol v porovnaní s ostatnými matematickými predmet-
mi, ako napr. algegra, £i matematická analýza, ove©a bliº²í. Krása teórie
grafov pre m¬a spo£íva v jej jednoduchých a ©ahko predstavite©ných zák-
ladných princípoch. Graf sa dá £asto pekne nakresli´ ako krúºky pospájané
£iarkami (pozrite si ©ubovo©ný obrázok v tejto zbierke). Navy²e vo vä£²ine
prípadov uvaºujeme o kone£ných grafoch. Takéto uvaºovanie je ve©mi jasné,
a najmä pre kaºdého ©ahko predstavite©né. Ve¤ skúste si predstavi´ taký n-
rozmerný vektorový priestor. Ja to nedokáºem. Ale ak nakreslím Petersenov
graf (obrázok 1.3), vä£²ina ©udí (teraz myslím �oby£ajných smrte©níkov� -
nematematikov) uzná, ºe je to �celkom pekné�. Na takomto nákrese sa dá
potom ©ahko demon²trova´ neexistencia eulerovského ´ahu, £i hamiltonovskej
kruºnice a rôzne iné vlastnosti.
Nezainteresovaný £lovek sa môºe v duchu pýta´: �Na £o je to v²etko vlastne
dobré?�. Odpove¤ na túto otázku je moºno aº prekvapujúco pestrá. Uplat-
nenia sa nájdu v takmer kaºdom dobrom programe. �i uº ide o optimalizáciu
jednoduchých, ale £astých algoritmických problémov, o schému kanaliza£ného
systému, alebo o systém riadenia letovej prevádzky, vo v²etkých týchto prí-
padoch sa vyuºívajú poznatky z teórie grafov. A práve ©ahká predstavite©nos´
a ²iroké moºnosti vyuºitia patria k dôvodom, pre£o sa v diplomovej práci
venujem práve tejto disciplíne.
Pri zostavovaní zbierky som sa snaºil zamera´ najmä na posluchá£ov pred-
metu teória grafov, pretoºe aj mne £asto k lep²iemu pochopeniu predná²anej
látky pomohlo rie²enie úloh na cvi£eniach a privítal by som existenciu zbierky
úloh. Taktieº mi ve©mi pomáha, ak je k úlohe uvedený aj krátky návod, lebo
pre £itate©a, ktorý sa e²te v danej oblasti nevyzná, je ob£as ´aºké ur£i´,
ktorým smerom sa pri rie²ení ubera´. No a na záver pomôºe moºnos´ overi´
si správnos´ rie²enia pod©a vzoru. Tieto zásady som sa snaºil ma´ po celý
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£as na pamäti.
Rád by som sa na tomto mieste po¤akoval môjmu diplomovému vedúcemu
doc. RNDr. Martinovi �kovierovi PhD. za cenné rady a odborné vedenie
diplomovej práce. Ve©ká v¤aka tieº patrí mojej manºelke a rodi£om za ich
neustálu podporu.
Dokument bol vysádzaný pomocou LATEX2ε.
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Úvod

V na²ej práci sme sa snaºili ponúknu´ £itate©om zaujímajúcim sa o teóriu
grafov preh©ad základných tématických okruhov tohto odvetvia matematiky,
no najmä reprezentatívnu vzorku úloh a cvi£ení z daných tématických okruhov,
návody na ich rie²enie a takisto im poskytnú´ vzorové rie²enia. Pod©a týchto
okruhov sme potom ²truktúrovali aj samotnú zbierku.
Kaºdá kapitola, okrem poslednej, pozostáva z dvoch £astí. V prvej £asti
ponúkame de�nície a základné tvrdenia potrebné pre pochopenie problematiky
obsahu danej kapitoly. V²etky tvrdenia uvádzame bez dôkazov, ke¤ºe dôkazy
týchto tvrdení sú uvádzané v takmer kaºdej monogra�i pojednávajúcej o
danej problematike, prípadne o teórii grafov, odporú£am napr. [8], [4] a [2].
V druhej £asti uvádzame samotné úlohy a návody k nim. Rie²enia úloh sú
uvedené v samostatnej kapitole.
Obtiaºnos´ úloh je na rôznej úrovni. Ke¤ºe cie©ovou skupinou zbierky boli
najmä £itatelia so ºiadnymi, alebo iba základnými poznatkami z teórie grafov,
vä£²ina úloh je z kategórie ©ah²ích a stredne náro£ných, ktoré slúºia najmä
na precvi£enie si základných poznatkov a napomáhajú lep²iemu pochopeniu
udádzaných de�nícií a tvrdení. Príkladom ©ahkých cvi£ení sú kon²truk£né
úlohy, v ktorých má £itate© za úlohu zostroji´ graf s potrebnými vlastnos´ami.
Stredne náro£né úlohy sú napr. tie, v ktorých sa vyºaduje dokáza´ tvrde-
nie, ktoré piamo vyplýva z uvádzaných tvrdení, prípadne vyvráti´ tvrdenie
kontrapríkladom. V kaºdej kapitole sú v²ak zastúpené aj náro£nej²ie úlohy.
V nich zvä£²a treba dokáza´ nové tvrdenie, ktoré sa nedá priamo odvodi´
z predtým uvádzaných tvrdení, prípadne ktoré v sebe obsahuje novode�no-
vanú netriviálnu vlastnos´ nejakej triedy grafov. Náro£né úlohy sú ozna£ené
znakom �(+)�.
V prvej, najdlh²ej kapitole teoretickej £asti zbierky ponúkame základné de�ní-
cie a tvrdenia, ktoré sú potrebné pre porozumenie obsahu v²etkých ostatných
kapitol. Preto je táto kapitola ¤alej rozdelená na £asti pojednávajúce o
grafoch, stup¬och vrcholov, cestách a cykloch v grafoch, grafovej súvislosti,
konkrétnych prípadoch jednoduchých grafov ako sú stromy a lesy, bipartit-
ných grafoch, ¤alej kontrakciách a minoroch, eulerovských ´ahoch v grafoch,
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pouºití základov lineárnej algebry v teórii grafov a tieº o iných typoch grafov,
ako sú napr. multigrafy, hypergrafy a orientované grafy. V²etky tieto pojmy
sú najskôr v príslu²nej £asti zade�nované a sú tieº uvedené základné tvrdenia
o nich, ktoré nevyºadujú zloºitej²iu analýzu daných problémov. Práve kvôli
obsahovej pestrosti tejto kapitoly táto obsahuje aj najviac úloh - dvadsa´dva.
V druhej kapitole detailnej²ie pojednávame o párení v grafoch, konkrétne sa
v jednej £asti venujeme páreniu v bipartitných grafoch. Medzi uvedenými
tvrdeniami �gurujú aj ve©mi známe, ako napr. K®nigova veta o mohutnosti
maximálneho párenia, £i Tutteova veta o jedna-faktore. Táto kapitola ob-
sahuje desa´ úloh.
Tretia kapitola sa venuje problematike súvislosti grafov. Detailnej²ie sú rozo-
brané prípady dvoj- a troj-súvislosti grafov. Uvádzané sú klasické výsledky
v oblasti súvislosti, ako Mengerova veta o minimálnom po£te odde©ujúcich
vrcholov, alebo Maderova veta o po£te nezávislých H-ciest v grafe. V kapi-
tole je uvedených desa´ úloh.
O jednej z najstar²ích problematík v rámci teórie grafov, planárnych grafoch,
pojednáva ²tvrá kapitola. Na úvod sú uvedené topologické predpoklady, ktoré
síce nemajú ve©ký význam pre rie²enie grafových problémov, ale sú akousi
povinnou prerekvizitou k vybudovaniu jednozna£nej terminológie planárnych
a najmä rovinných grafov. �alej v kapitole rozoberáme rovinné grafy a rovin-
né reprezentácie jednoduchých grafov. Uvádzame známy Eulerov polyhedrál-
ny vzorec a Kuratowského vetu vymedzujúcu triedu planárnych grafov, ako
aj de�níciu a pár tvrdení o duálnych grafoch. V tejto kapitole �guruje desa´
úloh.
V ¤al²ej, piatej kapitole sa venujeme problematike farbenia grafov. Priro-
dzeným pokra£ovaním predchádzajúcej kapitoly a zárove¬ akýmsi historick-
ým úvodom k farbeniu grafov je prvá £as´ zameraná na farbenie máp a
planárnych grafov, kde bez dôkazov kon²tatujeme zafarbite©nos´ ©ubovo©nej
mapy piatimi, ale aj ²tyrmi farbami. �alej uvádzame známe poznatky o
farbení vrcholov a hrán, ako napr. rozdelenie grafov do dvoch tried na zák-
lade Vizingovej vety o hodnote chromatického indexu. Venujeme sa tieº
výberovým farbeniam a charakteristike perfektných grafov. úloh o farbení je
v tejto zbierke uvedných pätnás´.
�iesta kapitola je tématicky venovaná tokom. Je rozdelená na £asti pojed-
návajúce o cirkuláciách, tokoch v sie´ach, tokoch s hodnotami v grupách,
charakterizácii grafov umoº¬ujúcich dvoj-, troj-, £i ²tvor-tok, dualite medzi
tokmi a farbením a pre zaujímavos´ uvádzame aj najznámej²ie Tutteove hy-
potézy o tokoch. Kapitola obsahuje desa´ úloh.
Siedmou a zárove¬ poslednou kapitolou obsahujúcou teoretickú £as´ je kapi-
tola venovaná hamiltonovským kruºniciam. Uvedené sú jednoduché posta£u-
júce podmienky pre existenciu hamiltonovskej kruºnice v grafe, ¤alej pod-
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mienky pre hamiltonovské postupnosti a nakoniec uvádzame Fleischnerovu
vetu o hamiltonovskej kruºnici vo ²tvorci dvojsúvislého grafu. V tejto kapi-
tole je uvedených jedenás´ úloh.
V poslednej, ôsmej kapitole zbierky ponúkame vzorové rie²enia v²etkých os-
emdesiatichôsmych úloh uvedených v predchádzajúcich kapitolách. Táto
kapitola preto obsahuje aj najviac obrázkov ilustrujúcich pouºité postupy,
prípadne výsledky kon²truk£ných úloh, a kapitola je zárove¬ aj najdlh²ou z
celej zbierky.



Kapitola 1

Základy

1.1 Základné de�nície a tvrdenia

1.1.1 Grafy

De�nícia 1.1.1.1. Graf je dvojica G = (V,E) disjunktných mnoºín sp¨¬a-
júca E ⊆ [V 2], teda prvky E sú 2-prvkové podmnoºiny V .
Mnoºinu vrcholov grafu G ozna£íme V (G) a mnoºinu hrán E(G).

De�nícia 1.1.1.2. Rád grafu G je po£et jeho vrcholov, ozna£uje sa |G|.
Po£et hrán grafu G ozna£ujeme ‖G‖.

De�nícia 1.1.1.3. Vrchol v je incidentný s hranou e, ak v ∈ e.
Dva vrcholy v a w sú susedné, ak (v, w) ∈ E(G).
Dve hrany e 6= f sú susedné, ak majú spolo£ný vrchol, t.j. ∃v ∈ V (G) taký,
ºe v ∈ e

∧
v ∈ f .

De�nícia 1.1.1.4. Graf G sa nazýva kompletný, ak v²etky jeho vrcholy sú
navzájom susedné. Kompletný graf s n vrcholmi zna£íme Kn.
Maximálny kompletný podgraf nazývame klika.

De�nícia 1.1.1.5. Mnoºina vrcholov (alebo hrán) sa nazýva nezávislá, ak
ºiadne dva z jej prvkov nie sú susedné.
Maximálna mohutnos´ nezávislej mnoºiny vrcholov v grafe G je jeho £íslo
nezávislosti, ozna£ujeme ho α(G).

De�nícia 1.1.1.6. Grafy G = (V,E) a G′ = (V ′, E ′) nazývame izomorfné
(ozna£ujeme G ' G′), ak existuje bijekcia ϕ : V → V ′, kde xy ∈ E ⇔
ϕ(x)ϕ(y) ∈ E ′ pre kaºdé x, y ∈ V .
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De�nícia 1.1.1.7. Ak G′ ⊆ G a G′ obsahuje v²etky hrany xy ∈ E, kde
x, y ∈ V ′, potom G′ je indukovaný podgraf pod©a V ′ v G a ozna£ujeme ho
G[V ′].

De�nícia 1.1.1.8. Graf G nazývame hranovo maximálny s danou vlast-
nos´ou grafu ak G má túto vlastnos´ ale ºiaden graf G + xy ju nemá, pre
nesusedné vrcholy x, y ∈ G.
De�nícia 1.1.1.9. Komplement G grafu G je graf na V s mnoºinou hrán
[V ]2 \ E.
De�nícia 1.1.1.10. Hranový graf L(G) grafu G je graf na E kde x, y ∈ E
sú susedné vrcholy v L(G) práve vtedy ak sú susedné ako hrany v G.

1.1.2 Stupe¬ vrchola

De�nícia 1.1.2.1. Nech G = (V,E) je (neprázdny) graf. Mnoºina susedov
vrchola v v G sa ozna£uje NG(v) alebo aj N(v).
V²eobecnej²ie pre U ⊆ V , susedia vo V \U vrcholov v U sa nazývajú susedia
U ; ich mnoºina sa ozna£uje N(U).

De�nícia 1.1.2.2. Stupe¬ dG(v) = d(v) vrchola v je £íslo |E(v)| hrán inci-
dentných s v; pod©a na²ej de�nície grafu je toto £íslo rovné po£tu susedov v.
Vrchol stup¬a 0 sa nazýva izolovaný.

De�nícia 1.1.2.3. �íslo δ(G) := min{d(v) | v ∈ V } je minimálny stupe¬
grafu G, £íslo ∆(G) := max{d(v) | v ∈ V } je maximálny stupe¬ grafu G.

De�nícia 1.1.2.4. Ak v²etky vrcholy grafu G majú rovnaký stupe¬ k, tak
G je k-regulárny alebo jednoducho regulárny.
3-regulárny graf sa nazýva kubický.

De�nícia 1.1.2.5. �íslo

d(G) :=
1

|V |
∑
v∈V

d(v)

je priemerný stupe¬ grafu G. Zrejme

δ(G) ≤ d(G) ≤ ∆(G).

De�nícia 1.1.2.6. ε(G) := |E|
|V | .

Lema 1.1.2.1. ε(G) = 1
2
d(G).

Tvrdenie 1.1.2.2. Po£et vrcholov nepárneho stup¬a v grafe je vºdy párny.

Tvrdenie 1.1.2.3. Kaºdý graf G s aspo¬ jednou hranou má podgraf H s
δ(H) > ε(H) ≥ ε(G).
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1.1.3 Cesty a cykly

De�nícia 1.1.3.1. Cesta je neprázdny graf P = (V,E) tvaru

V = {x0, x1, . . . , xk} E = {x0x1, x1x2, . . . , xk−1xk},

kde v²etky xi sú si navzájom rôzne. Vrcholy x0 a xk sú spojené cestou P a
nazývajú sa jej konce; vrcholy x1, . . . , xk−1 sú vnútorné vrcholy cesty P .

De�nícia 1.1.3.2. Po£et hrán cesty P je jej d¨ºka, a cesta d¨ºky k sa zna£í
P k.
k môºe by´ aj nulové, teda P 0 = K1.

De�nícia 1.1.3.3. Pre dané mnoºiny vrcholov A,B nazývame P = x0 . . . xk

A-B cestou ak V (P ) ∩ A = {x0} a V (P ) ∩B = {xk}.

De�nícia 1.1.3.4. Dve a viac ciest je navzájom nezávislých ak ºiadna z nich
neobsahuje vnútorný vrchol inej.

De�nícia 1.1.3.5. Pre daný grafH, nazveme P H-cestou ak P je netriviálna
a pretína H presne vo svojich koncoch.

De�nícia 1.1.3.6. Ak P = x0 . . . xk−1 je cesta a k ≥ 3, potom graf C :=
P + xk−1x0 nazývame cyklus (alebo kruºnica).
D¨ºka cyklu je po£et jej hrán (alebo vrcholov); cyklus d¨ºky k sa nazýva
k-cyklus a ozna£uje sa Ck.

De�nícia 1.1.3.7. Minimálna d¨ºka cyklu v grafe G je obvod g(G) grafu G;
maximálna d¨ºka cyklu v G je jeho horný obvod. Ak G neobsahuje cyklus,
obvod je rovný ∞, horný obvod nule.

De�nícia 1.1.3.8. Hrana ktorá spája dva vrcholy cyklu ale sama nie je
hranou z tohto cyklu sa nazýva tetivou tohto cyklu.
Teda indukovaný cyklus v G, cyklus v G tvoriaci indukovaný podgraf je taký,
ktorý nemá ºiadne tetivy.

Tvrdenie 1.1.3.1. Kaºdý graf G obsahuje cestu d¨ºky δ(G) a cyklus d¨ºky
aspo¬ δ(G) + 1 (za podmienky, ºe δ(G) ≥ 2).

De�nícia 1.1.3.9. Vzdialenos´ dG(x, y) v G dvoch vrcholov x, y je d¨ºka
najkrat²ej x-y cesty v G.
Ak taká cesta neexistuje, poloºíme d(x, y) :=∞.

De�nícia 1.1.3.10. Najvä£²ia vzdialenos´ medzi ©ubovo©nými dvoma vr-
cholmi grafu G je priemer grafu G, ozna£uje sa diam(G).
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Tvrdenie 1.1.3.2. V kaºdom grafe G obsahujúcom cyklus platí g(G) ≤
2diam(G) + 1.

De�nícia 1.1.3.11. Vrchol nazveme centrálnym v G ak jeho najvä£²ia vz-
dialenos´ od ©ubovo©ného iného vrchola je najmen²ia moºná.
Táto vzdialenos´ sa nazýva polomer grafu G, ozna£uje sa rad(G).
Teda formálne, rad(G) = minx∈V (G)maxy∈V (G)dg(x, y).

Tvrdenie 1.1.3.3. rad(G) ≤ diam(G) ≤ 2rad(G).

Tvrdenie 1.1.3.4. Graf G s polomerom najviac k a maximálnym stup¬om
najviac d nemá viac ako 1 + kdk vrcholov.

De�nícia 1.1.3.12. Sled d¨ºky k v grafe G je neprázdna striedavá postup-
nos´ v0e0v1e1 . . . ek−1vk vrcholov a hrán v G taká, ºe ei = {vi, vi+1} pre v²etky
i < k.
Ak v0 = vk, sled je uzavretý.
Ak sú hrany v slede navzájom rôzne, tento sled nazveme ´ah.

1.1.4 Súvislos´

De�nícia 1.1.4.1. Neprázdny graf G nazývame súvislý ak ©ubovo©né dva
jeho vrcholy sú spojené cestou v G.
Ak U ⊆ V (G) a G[U ] je súvislý, tak aj samotný U nazývame súvislý (v G).

Tvrdenie 1.1.4.1. Vrcholy súvislého grafu G sa dajú vºdy o£íslova´, povedzme
ako v1, . . . , vn tak, ºe Gi := G[v1, . . . , vi] je súvislý pre kaºdé i.

De�nícia 1.1.4.2. Maximálny súvislý podgraf grafu G sa nazýva komponent
grafu G.

De�nícia 1.1.4.3. Ak A,B ⊆ V a X ⊆ V ∪ E sú také, ºe kaºdá A-B cesta
v G obsahuje vrchol alebo hranu z X, hovoríme, ºe X odde©uje mnoºiny A a
B v G.
V²eobecnej²ie hovoríme, ºe X odde©uje G a nazývame X a odde©ujúcou
mnoºinou v G, ak X odde©uje dva vrcholy grafu G−X v G.

De�nícia 1.1.4.4. Vrchol ktorý odde©uje dva ¤al²ie vrcholy toto istého kom-
ponentu je artikulácia.
Hrana, ktorá odde©uje jej konce sa nazýva most.

De�nícia 1.1.4.5. G sa nazýva k-súvislý (pre k ∈ N) ak |G| > k a G −X
je súvislý pre ©ubovo©nú mnoºinu X ⊆ V s |X| < k.
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De�nícia 1.1.4.6. Najvä£²ie celé £íslo k také, ºe G je k-súvislý je stupe¬
súvislosti κ(G) grafu G.

De�nícia 1.1.4.7. Ak |G| > 1 a G−F je súvislý pre v²etky mnoºiny F ⊆ E
s menej ako ` hranami, potom G sa nazýva hranovo `-súvislý

De�nícia 1.1.4.8. Najvä£²ie celé £íslo ` také, ºe G je hranovo `-súvislý je
stupe¬ hranovej súvislosti λ(G) grafu G.

Tvrdenie 1.1.4.2. Pre kaºdý netriviálny graf G platí

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G).

Veta 1.1.4.3 (Mader 1972). Kaºdý graf s priemerným stup¬om aspo¬ 4k
obsahuje k-súvislý podgraf.

1.1.5 Stromy a lesy

De�nícia 1.1.5.1. Acyklický graf, t.j. taký, ktorý neobsahuje cykly, sa nazý-
va les.
Súvislý les sa nazýva strom.

De�nícia 1.1.5.2. Vrcholy stup¬a 1 v strome sa nazývajú jeho listy.

Veta 1.1.5.1. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné pre graf T :

1. T je strom;

2. kaºdé dva vrcholy z T sú spojené jedinou (a jedine£nou) cestou v T ;

3. T je minimálne súvislý, t.j. T je súvislý, ale T − e je nesúvislý pre
kaºdá hranu e ∈ T ;

4. T je maximálne acyklický, t.j. T neobsahuje cyklus, ale T + xy ho
obsahuje, pre kaºdé dva nesusedné vrcholy x, y ∈ T .

Dôsledok 1.1.5.2. Vrcholy stromu môºu vºdy by´ zoradené, povedzme ako
v1, . . . , vn tak, ºe kaºdý vrchol vi s i ≥ 2 má jediného suseda v mnoºine
{v1, . . . , vi−1}.

Dôsledok 1.1.5.3. Súvislý graf s n vrcholmi je strom práve vtedy, ke¤ má
n− 1 hrán.

Dôsledok 1.1.5.4. Ak T je strom a G je jeho ©ubovo©ný podgraf s δ(G) ≥
|T | − 1, tak potom T ⊆ G, t.j. G obsahuje podgraf izomorfný s T .

Tvrdenie 1.1.5.5. Kaºdý súvislý graf obsahuje normálnu kostru s ©ubovo©ným
vrcholom ozna£eným ako kore¬.
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1.1.6 Bipartitné grafy

De�nícia 1.1.6.1. Nech r ≥ 2 je celé £íslo. Graf G = (V,E) sa nazýva
r-partitný ak V dovo©uje rozklad na r tried takých, ºe kaºdá hrana má svoje
konce v rôznych triedach; vrcholy z rovnakej partície nesmú by´ susedné.
Namiesto '2-partitný' zvy£ajne hovoríme bipartitný.

De�nícia 1.1.6.2. r-partitný graf v ktorom kaºdé dva vrcholy z rôznych
tried rozkladu sú susedné nazývame kompletný ; kompletný r-partitný graf
pre v²etky r dohromady sa nazýva kompletný multipartitný graf.

De�nícia 1.1.6.3. Kompletný r-partitný graf Kn1 ∗ · · · ∗ Knr sa ozna£uje
Kn1,...,nr ; ak n1 = · · · = nr =: s, skracujeme to na Kr

s .
Grafy tvaru K1,n sa nazývajú hviezdy.

Tvrdenie 1.1.6.1. Graf je bipartitný práve vtedy, ke¤ neobsahuje nepárny
cyklus (cyklus nepárnej d¨ºky).

1.1.7 Kontrakcie a minory

De�nícia 1.1.7.1. Nech e = xy je hrana grafu G = (V,E). G/e ozna£íme
graf, ktorý vznikne z G kontrakciou hrany e do nového vrchola ve, ktorý
bude incidentný so v²etkými pôvodnými susedmi vrcholov x a y. Formálne,
G/e := (V ′, E ′) je graf s mnoºinou vrcholov V ′ := (V \ {x, y})∪{ve} (kde ve

je 'nový' vrchol, t.j. ve /∈ V ∪ E) a mnoºinou hrán

E ′ := {vw ∈ E | {v, w}∩{x, y} = ∅}∪{vew | xw ∈ E\{e} alebo yw ∈ E\{e}}.

De�nícia 1.1.7.2. AkX je graf a {Vx | x ∈ V (X)} je partícia V do súvislých
podmnoºín tak, ºe pre kaºdé dva vrcholy x, y ∈ X existuje Vx-Vy hrana v G
práve vtedy ak xy ∈ E(X), tak G ozna£ujeme MX a pí²eme G = MX.
Mnoºiny Vx sú vetvové mnoºiny tohto MX.

Tvrdenie 1.1.7.1. G je MX práve vtedy ak X môºeme dosta´ z G sériou
hranových kontrakcií, t.j. práve vtedy ak existujú grafy G0, . . . , Gn a hrany
ei ∈ Gi také, ºe G0 = G,Gn ' X a Gi+1 = Gi/ei, pre v²etky i < n

De�nícia 1.1.7.3. Ak G = MX je podgraf iného grafu Y , nazvemeX minor
grafu Y a zna£íme X 4 Y .

De�nícia 1.1.7.4. Ak nahradíme hrany grafu X nezávislými cestami medzi
ich koncami (tak, ºe ºiadna z týchto ciest nemá vnútorný vrchol spolo£ný s
inou cestou v X), nazveme graf G subdivízia grafu X a zna£íme G = TX
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De�nícia 1.1.7.5. Ak G = TX je podgraf iného grafu Y , tak X nazývame
topologický minor grafu Y .

De�nícia 1.1.7.6. Ak G = TX, na V (X) pozeráme ako na podmnoºinu
V (G) a tieto vrcholy nazývame vetvové vrcholy grafu G; ostatné vrcholy G
nazývame jeho subdivízne vrcholy.

Tvrdenie 1.1.7.2.

1. Kaºdý TX je aj MX; teda, kaºdý topologický minor nejakého grafu je
tak isto aj jeho (oby£ajný) minor.

2. Ak ∆(X) ≤ 3, tak kaºdý MX obsahuje TX; teda, kaºdý minor s max-
imálnym stup¬om najviac 3 nejakého grafu je tak isto jeho topologickým
minorom.

Tvrdenie 1.1.7.3. Relácia minorov 4 a relácia topologických minorov tvoria
£iasto£né usporiadanie triedy kone£ných grafov, t.j. tieto relácie sú re�exívne,
antisymetrické a tranzitívne.

1.1.8 Eulerovské ´ahy

De�nícia 1.1.8.1. Uzavretý sled v grafe nazývame eulerovský ´ah ak prechádza
kaºdou hranou grafu práve raz.
Graf je eulerovský, ak pripú²´a eulerovský ´ah.

Veta 1.1.8.1 (Euler 1736). Spojitý graf je eulerovský práve vtedy, ak kaºdý
jeho vrchol je párneho stup¬a.

1.1.9 Lineárna algebra

De�nícia 1.1.9.1. Nech G = (V,E) je graf s n vrcholmi a m hranami,
povedzme V = {v1, . . . , vn} a E = {e1, . . . , em}. Vrcholový priestor V(G)
grafu G je vektorový priestor nad dvojprvkovým po©om F2 = {0, 1} v²etkých
funkcií V → F2.

De�nícia 1.1.9.2. Sú£et U + U ′ dvoch mnoºín U,U ′ ⊆ V je ich symetrická
diferencia, a U = −U pre v²etky U ⊆ V .
Nula v V(G) je prázdna mnoºina vrcholov ∅.
Ke¤ºe {{v1}, . . . , {vn}} je ²tandardnou bázou V(G), dostávame dimV(G) =
n.
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De�nícia 1.1.9.3. Rovnako ako v predchádzajúcej de�nícii, funkcie E →
F2 tvoria hranový priestor E(G) grafu G: jeho prvky sú podmnoºiny E,
vektorový sú£et je symetrickou diferenciou, ∅ ⊆ E je nula a F = −F pre
v²etky F ⊆ E.
Ako predtým, {{e1}, . . . , {em}} je ²tandardná báza E(G) a dimE(G) = m.

De�nícia 1.1.9.4. Majme dva hranové priestory F, F ′ ∈ E(G) a ich ko-
e�cienty λ1, . . . , λm a λ′1, . . . , λ

′
m. S oh©adom na ²tandardnú bázu pí²eme

〈F, F ′〉 := λ1λ
′
1 + · · ·+ λmλ

′
m ∈ F2.

De�nícia 1.1.9.5. Majme podpriestor F priestoru E(G). Pí²eme

F⊥ := {D ∈ E(G) | 〈F,D〉 = 0 pre v²etky F ∈ F}.

Toto je opä´ podpriestor E(G), a máme

dimF + dimF⊥ = m.

De�nícia 1.1.9.6. Cyklový priestor C = C(G) je podpriestor E(G) induko-
vaný v²etkými kruºnicami v G - presnej²ie ich mnoºinami hrán.
Dimenzia C(G) je cyklomatické £íslo grafu G.

Tvrdenie 1.1.9.1. Indukované kruºnice v G generujú jeho celý cyklový priestor.

Tvrdenie 1.1.9.2. Mnoºina hrán F ⊆ E leºí v C(G) práve vtedy, ak kaºdý
vrchol z (V, F ) má párny stupe¬.

De�nícia 1.1.9.7. Ak {V1, V2} je rozklad V , mnoºina E(V1, V2) v²etkých
hrán grafu G kriºujúcich tento rozklad sa nazýva rez. Pre V1 = {v} sa tento
rez ozna£uje E(v).

Tvrdenie 1.1.9.3. Spolu s ∅, rezy v G tvoria podpriestor C∗ priestoru E(G).
Tento priestor je generovaný rezmi tvaru E(v) a nazývame ho priestor rezov
grafu G.

Lema 1.1.9.4. Minimálne rezy v súvislom grafe generujú celý priestor rezov.

Veta 1.1.9.5. Cyklový priestor C a priestor rezov C∗ v kaºdom grafe sp¨¬ajú

C = C∗⊥ a C∗ = C⊥.

Veta 1.1.9.6. Kaºdý súvislý graf G s n vrcholmi a m hranami sp¨¬a

dimC(G) = m− n+ 1 a dimC∗(G) = n− 1.
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De�nícia 1.1.9.8. Inciden£ná matica B = (bij)n×m grafu G = (V,E) s
V = {v1, . . . , vn} a E = {e1, . . . , em} je de�novaná nad F2 pod©a

bij :=

{
1 ak vi ∈ ej

0 inak.

Tvrdenie 1.1.9.7.

1. kerB = C(G).

2. imBt = C∗(G).

De�nícia 1.1.9.9. Matica susedností A = (aij)n×n grafu G je de�novaná
ako

aij :=

{
1 ak vivj ∈ E
0 inak.

Tvrdenie 1.1.9.8. Nech D ozna£uje reálnu diagonálnu maticu (dij)n×n s
dii = d(vi) a dij = 0 inak. Potom

BBt = A+D.

1.1.10 �al²ie grafové pojmy

De�nícia 1.1.10.1. Hypergraf je dvojica (V,E) disjunktných mnoºín, kde
prvky mnoºiny E sú neprázdne podmnoºiny (©ubovo©nej mohutnosti) mnoºiny
V .

De�nícia 1.1.10.2. Orientovaný graf (alebo aj digraf - z anglického �direct-
ed graph�) je dvojica (V,E) disjunktných mnoºín (vrcholov a hrán) spolu s
dvoma zobrazeniami init : E → V a ter : E → V prira¤ujúcimi kaºdej hrane
e po£iato£ný vrchol init(e) a koncový vrchol ter(e). Hrana e je orientovaná z
init(e) do ter(e).
Orientovaný graf môºe ma´ nieko©ko hrán medzi tými istými dvoma vrchol-
mi x, y. Takéto hrany sa nazývajú násobné hrany ; ak majú rovnaký smer sú
paralelné. Ak init(e) = ter(e), hrana e sa nazýva slu£ka.

De�nícia 1.1.10.3. Orientovaný graf D je orientácia neorientovaného grafu
G ak V (D) = V (G) a E(D) = E(G) a ak {init(e), ter(e)} = {x, y} pre kaºdú
hranu e = xy.

De�nícia 1.1.10.4. Multigraf je dvojica (V,E) disjunktných mnoºín spolu
so zobrazením E → V ∪ [V ]2 prira¤ujúcim kaºdej hrane jeden alebo dva
vrcholy, jej konce. Teda, multigrafy tieº môºu ma´ slu£ky a viacnásobné
hrany.
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1.2 Úlohy

Úloha 1.1. Dokáºte alebo vyvrá´te nasledujúce tvrdenie:
Kaºdý sled medzi dvoma vrcholmi obsahuje cestu medzi týmito vrcholmi.

Návod. Treba eliminova´ opakujúce sa vrcholy v rámci tohto sledu.

Úloha 1.2. Dokáºte, ºe ©ubovo©né dve najdlh²ie cesty v grafe majú spolo£ný
vrchol. Majú spolo£nú aj hranu?

Návod. Predpokladajme opak a dokáºeme spor. Pre spolo£nú hranu skúsme
nájs´ kontrapríklad.

Úloha 1.3. Dokáºte alebo vyvrá´te nasledujúce tvrdenia:

1. Kaºdý uzavretý sled párnej d¨ºky obsahuje kruºnicu párnej d¨ºky.

2. Kaºdý uzavretý sled nepárnej d¨ºky obsahuje kruºnicu nepárnej d¨ºky.

Návod.

1. �o ak sled pozostáva z dvoch kruºníc?

2. Predpokladajme opak a dokáºeme spor.

Úloha 1.4. Dokáºte alebo vyvrá´te nasledujúce tvrdenie: Ak e je hrana
súvislého grafu G, tak potom e leºí na nejakej kostre grafu G.

Návod. Ak e je most, tvrdenie triviálne platí. Inak vezmime ©ubovo©nú
kostru grafu G, ktorá neobsahuje e. Pridaním hrany e a odobratím inej
vhodnej hrany dostaneme novú kostru, ktorá obsahuje e.

Úloha 1.5. Napí²te inciden£né matice a matice susedností pre grafy G a H
z obrázku 1.1.

Návod. Sta£í dodrºa´ de�nície 1.1.9.8 a 1.1.9.9.

Úloha 1.6.

1. Ko©ko hrán má tzv. hviezda, teda bipartitný graf K1,n?

2. Graf Wn, ktorý má n+1 vrcholov {v0, . . . , vn}, pri£om v0 je susedný so
v²etkými ostatnými vrcholmi a ¤al²ie hrany sú v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1,
sa nazýva n-koleso. Ko©ko hrán má graf Wn?

3. Napí²te matice susedností a inciden£né matice grafov K1,5 a W5.
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Obrázok 1.1: Grafy G = ({v1, v2, v3}, {e1, e2}) a H =
({v1, v2, v3, v4}, {e1, e2, e3, e4}).

Návod. Sta£í vychádza´ z de�nície grafov a de�nícií matice susedností a
inciden£nej matice.

Úloha 1.7. Dokáºte, ºe komplementárny graf k nesúvislému grafu je súvislý.

Návod. Vezmime si jeden komponent pôvodného grafu a sledujme hrany z
neho vedúce v komplementárnom grafe.

Úloha 1.8. Dokáºte, ºe ak δ(G) ≥ n−1
2
, potom G je súvislý.

Návod. Ak by nebol súvislý, aké by bolo δ(G)?

Úloha 1.9. Dokáºte, ºe ak G je samokomplementárny graf (G je izomorfný
s G) rádu n, tak n = 0 (mod 4) alebo n = 1 (mod 4).
Nájdite aspo¬ 3 samokomplementárne grafy.

Návod. Skúmajme po£et hrán samokomplementárneho grafu rádu n.

Úloha 1.10. (+) Nech G je multigraf, teda môºe obsahova´ slu£ky a viac-
násobné hrany. Ozna£me t(G) po£et kostier multigrafu G. Zdôvodnite pre£o
platí:

∀e ∈ E(G) : t(G) = t(G− e) + t(G/e)

a postupným kontrahovaním hrán vypo£ítajte t(G1), t(G2) a t(G3) pre grafy
z obrázku 1.2.

Návod. Po£et kostier ©ubovo©ného grafu je predsa rovný sú£tu po£tu kostier
prechádzajúcich hranou e a po£tu kostier neprechádzajúcich hranou e.
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Obrázok 1.2: Aký je po£et kostier grafov G1, G2 a G3?

Úloha 1.11. Majme daný grafG. Paritný podgraf P grafuG je taký podgraf
G, ºe ∀v ∈ V (G) : dG(v) = dP (v) (mod 2), teda v²etky vrcholy majú v P
stupe¬ rovnakej parity ako v G.
Dokáºte, ºe v kaºdej kostre grafu G je obsiahnutý paritný podgraf.

Návod. Sta£í nájs´ minimálny moºný paritný podgraf nejakej danej kostry.
Ak je v grafe G vrchol párneho stup¬a, minimálny paritný podgraf obsahuje
len jeden vrchol, inak obsahuje práve dva vrcholy.

Úloha 1.12. Dokáºte, ºe pre kaºdý graf G a ©ubovo©ný vrchol v ∈ V (G)
platí, ºe G− v = G− v.

Návod. Nezáleºí na tom, £i najprv z grafu spravíme komplementárny a
potom odstránime ©ubovo©ný vrchol, alebo naopak.

Úloha 1.13. Nech G je bipartitný graf s v vrcholmi. Dokáºte, ºe G má
najviac v2

4
hrán.

Návod. Maximálny po£et hrán obsahuje kompletne bipartitný graf s rovnako
ve©kými partíciami.

Úloha 1.14. Nájdite cykly d¨ºky 5, 6, 8 a 9 v Petersenovom grafe zo-
brazenom na obrázku 1.3.

Úloha 1.15. Graf G obsahuje aspo¬ dva vrcholy. Práve jeden vrchol má
stupe¬ 1, v²etky ostatné vrcholy majú stupe¬ 2 alebo viac. Dokáºte, ºe graf
G obsahuje kruºnicu. Bolo by toto tvrdenie pravdivé aj ak by sme povolili
nekone£ne ve©kú mnoºinu vrcholov?
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Obrázok 1.3: Petersenov graf.

Návod. Aby graf neobsahoval kruºnicu (a pritom neobsahoval izolované vr-
choly), musí ma´ kaºdý jeho komponent aspo¬ dva �konce�.

Úloha 1.16. Ktorý z grafov na obrázku 1.4 obsahuje eulerovský ´ah? Ak
graf eulerovský ´ah obsahuje, nájdite aspo¬ jeden.

Návod. Sta£í aplikova´ Eulerovu vetu 1.1.8.1.

Obrázok 1.4: Povo©ujú dané grafy eulerovský ´ah?

Úloha 1.17. Aký je maximálny po£et mostov v grafe s v vrcholmi?

Návod. Maximálny po£et mostov má strom.

Úloha 1.18. Dokáºte, ºe graf, v ktorom v²etky vrcholy majú párny stupe¬
neobsahuje most.

Návod. Predpokladajme opak. �o by sa stalo ak by sme most odstránili?

Úloha 1.19. (+) Ozna£me vrcholy stromu T 1, 2, . . . , v. NechD(i, j) ozna£u-
je vzdialenos´ medzi vrcholmi i a j v T . Nech M v

T ozna£uje maticu v × v,
kde ai,j = xD(i,j). Dokáºte, ºe determinant matice M v

T sa rovná (1− x2)v−1.
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Návod. Tvrdenie dokáºeme indukciou na v. Prípad v = 1 je triviálny. V
prípade v = i + 1 sa pozrime na to, ako bude vyzera´ riadok a st¨pec l, kde
l je list stromu T so susedom m. Elementárnymi úpravami matice M i+1

T

dokáºeme jej determinant vyjadri´ pomocou determinantu matice M i
T .

Úloha 1.20. Centrum c(G) grafu G zade�nujeme ako mnoºinu jeho centrál-
nych vrcholov. Dokáºte, ºe

1. centrum kompletného grafu sa rovná celému grafu,

2. centrum stromu pozostáva z jedného vrchola alebo z dvoch susedných
vrcholov.

Návod. rad(Kn) = 1 pre ©ubovo©né n. Tvrdenie o centre stromu dokáºeme
indukciou na po£et vrcholov.

Úloha 1.21. Dokáºte, ºe kaºdý most v súvislom grafe je sú£as´ou kaºdej
kostry daného grafu.

Návod. Predpokladajme opak a prídeme k sporu.

Úloha 1.22. (+) Po£et kostier grafu G ozna£íme t(G).

1. Nech v1, . . . , vn sú dané vrcholy a d1, . . . , dn celé £ísla také, ºe
∑n

i=1 di =
2n−2, di ≥ 1. Dokáºte, ºe po£et stromov na mnoºine vrcholov {v1, . . . , vn},
kde vrchol vi má stupe¬ di je

(n− 2)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
.

2. Dokáºte, ºe t(Kn) = nn−2.

Návod.

1. Matematickou indukciou vzh©adom na n. Predpokladajme, ºe dn = 1
a odstrá¬me vrchol vn.

2. Pouºijeme predchádzajúci výsledok a binomickú vetu.



Kapitola 2

Párenie

2.1 Základné de�nície a tvrdenia

De�nícia 2.1.1. Mnoºina M nezávislých hrán v grafe G = (V,E) sa nazýva
párenie. M je párením U ⊆ V ak kaºdý vrchol v U je incidentný s hranou v
M . Vrcholy v U sa potom nazývajú spárené (pod©aM); vrcholy neincidentné
so ºiadnou hranou z M sú nespárené.

De�nícia 2.1.2. k-regulárny podgraf obsahujúci v²etky vrcholy sa nazýva
k-faktor. Teda podgraf H ⊆ G je 1-faktor grafu G práve vtedy, ak E(H) je
párenie V .

2.1.1 Párenie v bipartitných grafoch

V celej tejto £asti nech G = (V,E) je pevný bipartitný graf s bipartíciou
{A,B}. Vrcholy ozna£ené ako a, a′ at¤. budú leºa´ v A, vrcholy ozna£ené
ako b, b′ at¤. budú leºa´ v B.

De�nícia 2.1.1.1. Cesta v grafe G, ktorá za£ína v A nespáreným vrcholom
a ktorá obsahuje striedavo hrany z E \M a z M , sa nazýva alternujúca cesta
vzh©adom na M .

De�nícia 2.1.1.2. Alternujúca cesta P , ktorá kon£í nespárovaným vrcholom
z B sa nazýva zvä£²ujúca cesta.

De�nícia 2.1.1.3. Mnoºinu U ⊆ V nazývame pokrytie E (resp. vrcholové
pokrytie G) ak kaºdá hrana z G je incidentná s vrcholom z U .

Veta 2.1.1.1 (König, 1931). Mohutnos´ maximálneho párenia v G je rovná
mohutnosti minimálneho vrcholového pokrytia.
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Veta 2.1.1.2 (Hall, 1935). G obsahuje párenie A práve vtedy, ak |N(S)| ≥
|S| pre v²etky S ⊆ A.

Dôsledok 2.1.1.3. Ak |N(S)| ≥ |S| − d pre kaºdú mnoºinu S ⊆ A a nejaké
pevné d ∈ N, potom G obsahuje párenie s mohutnos´ou |A| − d.

Dôsledok 2.1.1.4. Ak G je k-regulárny s k ≥ 1, tak potom G má 1-faktor.

Dôsledok 2.1.1.5 (Petersen, 1891). Kaºdý regulárny graf kladného párneho
stup¬a obsahuje 2-faktor.

2.1.2 Párenie vo v²eobecných grafoch

Veta 2.1.2.1 (Tutte, 1947). Graf G má 1-faktor práve vtedy, ak q(G−S) ≤
|S| pre v²etky S ⊆ V (G).

De�nícia 2.1.2.1. Graf G = (V,E) sa nazýva faktorovo-kritický, ak G 6= ∅
a G− v má 1-faktor pre kaºdý vrchol v ∈ G.

De�nícia 2.1.2.2. Mnoºinu vrcholov S ⊆ V nazývame spárite©nú s G−S ak
bipartitný grafHS, ktorý dostaneme zG kontrakciou komponentov C ∈ CG−S

do jediných vrcholov a odstránením v²etkých hrán vnútri S, obsahuje párenie
S.

Veta 2.1.2.2. Kaºdý graf G = (V,E) obsahuje mnoºinu vrcholov S s nasle-
dovnými dvoma vlastnos´ami:

1. S je spárite©ná s G− S;

2. kaºdý komponent G− S je faktorovo-kritický.

Ke¤ je daná akáko©vek taká mnoºina S, graf G obsahuje 1-faktor práve vtedy,
ak |S| = |CG−S|.

Dôsledok 2.1.2.3 (Petersen, 1891). Kaºdý kubický graf bez mostov má 1-
faktor.

Tvrdenie 2.1.2.4. Ak graf G má párny po£et vrcholov, tak potom G nemá
1-faktor práve vtedy, ke¤ existuje w-mnoºina vrcholov W taká, ºe G−W má
najviac w + 2 komponentov nepárnej mohutnosti.
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2.2 Úlohy

Úloha 2.1. Overte, ºe kaºdý súvislý graf so ²tyrmi vrcholmi okrem K1,3

obsahuje 1-faktor.

Návod. Vzh©adom na izomor�zmus je práve ²es´ rozdielnych súvislých grafov
so ²tyrmi vrcholmi, teda sta£í nájs´ v kaºdom z nich (okrem K1,3) 1-faktor.

Úloha 2.2. Zade�nujeme k-faktorizáciu grafu G ako rozklad mnoºiny hrán
E(G) na hranovo disjunktné k-faktory. Nájdite v²etky 1-faktory a 1-faktorizácie
grafu G z obrázku 2.1. Overte, ºe obsahuje aj 1-faktor, ktorý nie je sú£as´ou
ºiadnej 1-faktorizácie.

Návod. Ke¤ nájdeme v²etky 1-faktory, tak skúsime zjednotením tých hra-
novo disjunktných z nich získa´ pôvodný graf G. Tým získame 1-faktorizáciu.

Obrázok 2.1: Nájdite v²etky 1-faktory a 1-faktorizácie grafu G.

Úloha 2.3. Nech G je súvislý graf s párnym po£tom vrcholov a neobsahuje
K1,3 ako indukovaný podgraf. Dokáºte, ºe G má 1-faktor.1

Návod. Matematickou indukciou vzh©adom na po£et vrcholov a vyuºitím
tvrdenia z úlohy 3.3.

Úloha 2.4. Na futbalovom turnaji sa zú£astnilo 2n druºstiev. Hrá sa systé-
mom kaºdý s kaºdým. Uº boli odohrané dve kompletné kolá, teda v oboch
kolách hrali v²etky druºstvá. Dokáºte, ºe e²te stále sa dajú druºstvá rozdeli´
do dvoch skupín po n druºstiev tak, ºe druºstvá v rovnakej skupine spolu
e²te na turnaji nehrali.

1Môºete pri tom pouºi´ tvrdenie �Nech G je súvislý graf, nie v²ak K1, ktorý neobsahuje

indukovaný podgraf izomorfný s K1,3. Potom G obsahuje dvojicu susedným vrcholov v1

a v2 takých, ºe G− {v1, v2} je súvislý.�, ktorého dôkaz tvorí úlohu 3.3
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Návod. Ke¤ºe sa odohrali dve kolá, musia na turnaji by´ zú£astnené aspo¬
²tyri druºstvá. Turnaj môºeme reprezentova´ grafom, kde druºstvá budú
reprezentované vrcholmi a ich vzájomný zápas hranou medzi týmito vrchol-
mi. Po dvoch odohratých kolách má kaºdý vrchol stupe¬ dva.

Úloha 2.5. Dokáºte, ºe ºiaden bipartitný graf nie je faktorovo-kritický.

Návod. Bipartitný graf môºe obsahova´ párenie iba vtedy, ak obe jeho partí-
cie sú rovnako ve©ké (pre£o?). Nedá sa v²ak zaru£i´, aby sa odobratím
©ubovo©ného vrcholu stali obe partície rovnako ve©ké.

Úloha 2.6. Zade�nujeme n-rozmernú kocku Qn nasledovne. Q1 pozostáva z
dvoch vrcholov a jednej hrany, Q2 je cyklus C4 a vo v²eobecnosti Qn vznikne
z dvoch Qn−1 spojením kaºdého vrchola jedného grafu s príslu²ným vrcholom
druhého grafu.

1. Ko©ko vrcholov má Qn?

2. Dokáºte, ºe Qn je regulárny. Akého je stup¬a?

3. Dokáºte, ºe Qn má 1-faktorizáciu.2

Návod. Práve z rekurzívnej de�nície sa ©ahko dá zisti´ po£et vrcholov a tieº
ich stupe¬. Prítomnos´ 1-faktorizácie dokáºeme pomocou indukcie vzh©adom
na n.

Úloha 2.7. (+) Dokáºte, ºe ak G je kubický graf bez mostov a e je ©ubovo©ná
jeho hrana, tak G má 1-faktor obsahujúci e.

Návod. Dokáºeme, ºe G − {x, y}; e = xy má 1-faktor za pomoci tvrdenia
2.1.2.4.

Úloha 2.8. Dokáºte, ºe ak má kubický graf menej ako tri mosty, tak potom
má 1-faktor.

Návod. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na po£et vrcholov grafu
G a vyuºijeme úlohu 2.7.

Úloha 2.9. NechG je kubický graf bez mostov. Dokáºte, ºe ak e je ©ubovo©ná
hrana grafu G, tak G má 1-faktor, ktorý neobsahuje hranu e.

Návod. Pouºijeme tvrdenie z úlohy 2.7.

Úloha 2.10. (+) Dokáºte, ºe po£et rôznych 1-faktorov grafu K2n je (2n −
1)!! = (2n− 1).(2n− 3) . . . 3.1.

Návod. Matematickou indukciou vzh©adom na n. Treba si uvedomi´ ko©ko
rôznych 1-faktorov grafu K2n+2 vieme �vyrobi´� z jedného 1-faktoru grafu
K2n.

21-faktorizácia je zade�novaná v úlohe 2.2.



Kapitola 3

Súvislos´

3.1 Základné de�nície a tvrdenia

3.1.1 Dvojsúvislé grafy a podgrafy

De�nícia 3.1.1.1. Maximálny súvislý podgraf bez artikulácie sa nazýva
blok.

Lema 3.1.1.1. B je blok práve vtedy, ak je bu¤ maximálny 2-súvislý podgraf,
most, alebo izolovaný vrchol.

De�nícia 3.1.1.2. NechA ozna£uje mnoºinu artikulácií grafuG aB mnoºinu
jeho blokov. Prirodzený bipartitný graf na A ∪ B tvorený hranami aB, kde
a ∈ B sa nazýva blokový graf grafu G.

Lema 3.1.1.2. Blokový graf súvislého grafu je strom.

Lema 3.1.1.3. Graf je 2-súvislý práve vtedy, ak môºe by´ skon²truovaný z
kruºnice H postupným pridávaním H-ciest k uº skon²truovanému grafu H.

3.1.2 �truktúra trojsúvislých grafov

Lema 3.1.2.1. Ak G je 3-súvislý a |G| > 4, potom G obsahuje hranu e takú,
ºe G/e je opä´ 3-súvislý.

Veta 3.1.2.2 (Tutte, 1961). Graf je 3-súvislý práve vtedy, ke¤ existuje pos-
tupnos´ G0, . . . , Gn grafov s nasledujúcimi vlastnos´ami:

1. G0 = K4 a Gn = G

2. Gi+1 obsahuje hranu xy s d(x), d(y) ≥ 3 a Gi = Gi+1/xy pre kaºdé
i < n.
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Veta 3.1.2.3 (Tutte, 1963). Cyklový priestor 3-súvislého grafu je generovaný
jeho neodde©ujúcimi indukovanými kruºnicami.

3.1.3 Mengerova veta

Veta 3.1.3.1 (Menger, 1927). Nech G = (V,E) je graf a A,B ⊆ V . Potom
minimálny po£et vrcholov odde©ujúcich A od B v G je rovný maximálnemu
po£tu disjunktných A�B ciest v G.

De�nícia 3.1.3.1. Mnoºina a�B ciest sa nazýva a�B vejár, ak ©ubovo©né
dve z tých ciest majú spolo£ný len vrchol a.

Lema 3.1.3.2. Pre B ⊆ V a a ∈ V \B je minimálny po£et vrcholov rôznych
od a odde©ujúcich a od B v G rovný maximálnemu po£tu ciest vytvárajúcich
a�B vejár v G.

Lema 3.1.3.3. Nech a a b sú dva rôzne vrcholy G.

1. Ak ab /∈ E, potom minimálny po£et vrcholov rôznych od a aj b odde©u-
júcich a od b v G je rovný maximálnemu po£tu nezávislých a�b ciest v
G.

2. Minimálny po£et hrán odde©ujúcich a od b v G je rovný maximálnemu
po£tu hranovo-disjunktných a�b ciest v G.

Veta 3.1.3.4 (Globálna verzia Mengerovej vety).

1. Graf je k-súvislý práve vtedy, ke¤ obsahuje k nezávislých ciest medzi
©ubovo©nými dvoma vrcholmi.

2. Graf je hranovo k-súvislý práve vtedy, ke¤ obsahuje k hranovo-disjunktných
ciest medzi ©ubovo©nými dvoma vrcholmi.

3.1.4 Hranovo-disjunktné kostry

De�nícia 3.1.4.1. Hrany, ktorých konce leºia v rôznych partíciách grafu
nazývame kríºové hrany.

Veta 3.1.4.1 (Tutte, 1961; Nash-Williams, 1961). Multigraf obsahuje k
hranovo-disjunktných kostier práve vtedy, ke¤ kaºdý rozklad P jeho vrcholovej
mnoºiny má aspo¬ k(|P | − 1) kríºových hrán.

Lema 3.1.4.2. Kaºdý hranovo 2k-súvislý multigraf G obsahuje k hranovo-
disjunktných kostier.
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De�nícia 3.1.4.2. Podgrafy G1, . . . , Gk grafu G rozkladajú graf G, ak ich
hranové mnoºiny tvoria rozklad E(G).

Veta 3.1.4.3 (Nash-Williams, 1964). Multigraf G = (V,E) môºe by´ ro-
zloºený na najviac k lesov práve vtedy, ke¤ ‖G[U ]‖ ≤ k(|U | − 1) pre kaºdú
neprázdnu mnoºinu U ⊆ V .

3.2 Úlohy

Úloha 3.1. Nech G má v vrcholov a δ(G) ≥ v−1
2
. Dokáºte, ºe G je súvislý.

Návod. Sta£í ukáza´, ºe ©ubovo©né dva nesusedné vrcholy majú spolo£ného
suseda.

Úloha 3.2. Dokáºte, ºe regulárny graf nepárneho stup¬a nemôºe ma´ kom-
ponent s nepárnym po£tom vrcholov. Aký dôsledok má toto tvrdenie na
po£et vrcholov regulárnych grafov nepárneho stup¬a?

Návod. Predpokladáme opak a zistíme po£et hrán v danom komponente s
nepárnym po£tom vrcholov.

Úloha 3.3. (+) Nech G je súvislý graf, nie v²ak K1, ktorý neobsahuje in-
dukovaný podgraf izomorfný sK1,3. Ukáºte, ºeG obsahuje dvojicu susedných
vrcholov v1 a v2 takých, ºe G− {v1, v2} je súvislý.

Návod. Nech G má priemer d. Vyberme nejaké vrcholy x a y vzdialené d.
Nech x, ..., z, y je cesta d©ºky d. Ukáºte, ºe ak G − {x, y} je nesúvislý, tak
G− {v1, v2} je súvislý pre nejakú inú dvojicu vrcholov.

Úloha 3.4. (+) Po£et blokov grafu G ozna£íme b(G) a po£et blokov grafu
G obsahujúcich vrchol v ozna£íme bG(v). Dokáºte, ºe ak G je súvislý, tak

b(G)− 1 =
∑
v∈V

(bG(x)− 1).

Návod. NechG obsahuje r artikulácií. Pouºijeme indukciu na r a zameriame
sa na bloky obsahujúce práve jednu artikuláciu grafu G.

Úloha 3.5. Dokáºte alebo vyvrá´te nasledujúce tvrdenie. Súvislý graf s
aspo¬ dvoma hranami je blok práve vtedy, ke¤ ©ubovo©né dve susedné hrany
leºia na kruºnici.

Návod. Implikácia �⇒� je zrejmá. V implikácii ⇐ sta£í dokáza´, ºe vrchol
incidentný s oboma hranami je artikulácia.
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Úloha 3.6. Nájdite príklady grafov, pre ktoré platí:

1. κ(G) = λ(G) = δ(G),

2. κ(G) < λ(G) = δ(G),

3. κ(G) = λ(G) < δ(G).

Úloha 3.7. Nech wi, 1 ≤ i ≤ k sú rôzne vrcholy k-súvislého grafu G. NechH
je graf, ktorý vznikne z G pridaním nového vrcholu v a hrán vwi, 1 ≤ i ≤ k.
Dokáºte, ºe H je k-súvislý.

Návod. Ke¤ºe G je k-súvislý, tak odstránením menej ako k vrcholov ho
neznesúvislíme. A vrchol v v grafe H má práve k susedov.

Úloha 3.8. Nech Qn je n-rozmerná kocka.1 Aké je κ(Qn) a λ(Qn)?

Návod. Vyuºijeme tvrdenie z úlohy 2.6 a tvrdenie 1.1.4.2.

Úloha 3.9. (+) Dokáºte, ºe ak δ(G) ≥ 1
2
|V (G)|, tak potom λ(G) = δ(G).

Nájdite graf s δ(G) = b1
2
|V (G)| − 1c a λ(G) < δ(G).

Návod. Predpokladajme, ºe v grafe sp¨¬ajúcom danú podmienku platí λ(G) <
δ(G). Skúmajme mohutnosti £astí grafu G na ktoré sa rozpadne odobratím
vhodnej mnoºiny λ(G) hrán a dospejeme k sporu.

Úloha 3.10. (+) Ozna£me c(G) po£et komponentov grafu G. Zade�nujeme
£íslo rozpadu grafu ako ζ(G) = min{c(G− E(T )) | T je kostra grafu G}.
Dokáºte, ºe pre súvislý graf G bez mostov platí:

∀e ∈ E(G) : ζ(G) ≤ ζ(G− e) ≤ ζ(G) + 1.

Návod. �avá nerovnos´ je triviálna. Pravú nerovnos´ môºeme rozdeli´ na
dva prípady. e /∈ T a e ∈ T , kde T je kostra sp¨¬ajúca zadanie úlohy. Prvý
prípad je ©ahký, v druhom prípade skúsime nájs´ inú kostru T ′, ktorá by
hranu e neobsahovala a zárove¬ by platilo, ºe c(G− E(T ′)) ≤ c(G− E(T )).
Ak sa nám to podarí, dôkaz je podaný.

1n-rozmerná kocka je zade�novaná v úlohe 2.6.



Kapitola 4

Planárne grafy

4.1 Základné de�nície a tvrdenia

4.1.1 Topologické predpoklady

De�nícia 4.1.1.1. Rovná £iara v euklidovskej rovine je podmnoºina R2

tvaru {p+ λ(q − p) | 0 ≤ λ ≤ 1} pre rozdielne body p, q ∈ R2.

De�nícia 4.1.1.2. Mnohouholník je podmnoºina R2, ktorá je zjednotením
kone£ného po£tu rovných £iar a je homomorfná s jednotkovou kruºnicou.

De�nícia 4.1.1.3. Polygonálny oblúk (alebo zjednodu²ene len oblúk) je
podmnoºina R2, ktorá je zjednotením kone£ného po£tu rovných £iar a je
homomorfná s jednotkovým uzavretým intervalom [0, 1].
Obrazy 0 a 1 v tomto homomor�zme sú koncové body oblúka, ktorý ich spája.

De�nícia 4.1.1.4. Nech P je oblúk spájajúci x a y. Mnoºinu bodov P \
{x, y} nazývame vnútro P a ozna£ujeme P ◦.

De�nícia 4.1.1.5. Nech O ⊆ R2 je otvorená mnoºina. By´ spojený oblúkom
v O de�nuje reláciu ekvivalencie na O. Príslu²né triedy ekvivalencie sú opä´
otvorené - nazývajú sa oblasti O.
Uzavretá mnoºina X ⊆ R2 odde©uje O, ak O \X má viac ako jednu oblas´.
Hranica mnoºiny X ⊆ R2 je mnoºina Y v²etkých bodov y ∈ R2 takých, ºe
kaºdé okolie y pretína X aj R2 \X.

Veta 4.1.1.1 (Jordanova veta o krivkách pre mnohouho©níky). Pre kaºdý
mnohouho©ník P ⊆ R2, mnoºina R2 \ P má práve dve oblasti, z ktorých
práve jedna je ohrani£ená. Kaºdá z týchto dvoch oblastí má ako hranicu celý
mnohouho©ník P .
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Lema 4.1.1.2. Nech P1, P2, P3 sú tri oblúky medzi tými istými dvoma kon-
cami, ale inak disjunktné.

1. R2 \ (P1 ∪ P2 ∪ P3) má práve tri oblasti s hranicami P1 ∪ P2, P1 ∪ P3 a
P2 ∪ P3.

2. Ak P je oblúk medzi bodom v P ◦
1 a bodom v P ◦

3 , ktorého vnútro leºí v
oblasti R2 \ (P1 ∪ P3), ktorá obsahuje P ◦

2 , potom P ◦ ∩ P ◦
2 6= ∅.

Lema 4.1.1.3. Nech X1, X2 ⊆ R2 sú disjunktné mnoºiny, kaºdá zjednotením
kone£ného po£tu bodov a oblúkov a nech P je oblúk medzi bodom v X1 a bodom
v X2, ktorého vnútro P ◦ leºí v oblasti O ⊆ R2 \ (X1 ∪X2). Potom O \ P ◦ je
oblas´ mnoºiny R2 \ (X1 ∪ P ∪X2).

De�nícia 4.1.1.6. Mnoºinu bodov z Rn+1 vo vzdialenosti 1 od po£iatku
nazývame n-rozmerná gu©a a ozna£ujeme Sn

De�nícia 4.1.1.7. 2-rozmerná gu©a bez severného pólu (bodu so súradni-
cami (0, 0, 1)) je homomorfná s rovinou. Zvo©me si pevný homomor�zmus
π : S2\{(0, 0, 1)} → R2 (napr. stereogra�ckú projekciu). Ak P ⊆ R2 je mno-
houho©ník a O je ohrani£ená oblas´ mnoºiny R2 \ P , nazveme C := π−1(P )
kruºnicu na S2 a mnoºiny π−1(O) a S2 \ π−1(P ∪O) oblasti kruºnice C.

Veta 4.1.1.4. Nech ϕ : C1 → C2 je homomor�zmus medzi dvoma kruºnicami
na S2, nech O1 je oblas´ kruºnice C1 a O2 oblas´ kruºnice C2. Potom ϕ môºe
by´ roz²írený na homomor�zmus C1 ∪O1 → C2 ∪O2.

4.1.2 Rovinné grafy

De�nícia 4.1.2.1. Rovinný graf je dvojica (V, E) kone£ných mnoºín s nasle-
dovnými vlastnos´ami (prvky mnoºiny V sa opä´ nazývajú vrcholy, prvky E
hrany):

1. V ⊆ R2;

2. kaºdá hrana je oblúk medzi dvoma vrcholmi;

3. rôzne hrany majú rôzne mnoºiny koncov;

4. vnútro hrany neobsahuje ºiaden vrchol ani ºiaden bod inej hrany.

De�nícia 4.1.2.2. V kaºdom rovinnom grafe G je mnoºina R2 \G otvorená,
jej £asti sa nazývajú oblasti grafu G.
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De�nícia 4.1.2.3. Ke¤ºe G je ohrani£ený - t.j. leºí vnútri v nejakom dosta-
to£ne ve©kom kruhu D - práve jedna jeho oblas´ je neohrani£ená: práve tá,
ktorá obsahuje R2 \D. Táto oblas´ sa nazýva vonkaj²ia oblas´ grafu G. Os-
tatné oblasti sa nazývajú vnútorné oblasti grafu G.
Mnoºinu oblastí grafu G ozna£ujeme F (G).

Lema 4.1.2.1. Nech G je rovninný graf a e je hrana z G.

1. Ak X je hranicou oblasti v G, tak potom bu¤ e ⊆ X alebo X ∩ e◦ = ∅.

2. Ak e leºí na kruºnici C ⊆ G, tak e leºí na hranici práve dvoch oblastí
G a tieto sú obsiahnuté v disjunktných oblastiach C.

3. Ak e neleºí na kruºnici, tak e leºí na hranici práve jednej oblasti v G.

Lema 4.1.2.2. Hranica oblasti je vºdy mnoºina bodov podgrafu.

De�nícia 4.1.2.4. O podgrafe G, ktorého mnoºina bodov je hranica oblasti
f hovoríme, ºe ohrani£uje f a nazýva sa jej ohrani£enie. Ozna£ujeme to
G[f ].
Hovoríme, ºe oblas´ je incidentná s vrcholmi a hranami jej ohrani£enia.

Tvrdenie 4.1.2.3. Rovinný les má práve jednu oblas´.

Lema 4.1.2.4. Ak rovinný graf má rôzne oblasti s tým istým ohrani£ením,
tak potom tento graf je cyklus.

Tvrdenie 4.1.2.5. V 2-súvislom rovinnom grafe je kaºdá oblas´ ohrani£ená
cyklom.

De�nícia 4.1.2.5. Rovinný graf G sa nazýva maximálne rovinný (alebo
len maximálny) ak pridaním ¤al²ej hrany nemôºme vytvori´ planárny graf
G′ ) G s V (G′) = V (G).

De�nícia 4.1.2.6. Rovinný graf G nazývame rovinná triangulácia ak kaºdá
oblas´ v G (aj vonkaj²ia) je ohrani£ená trojuholníkom.

Tvrdenie 4.1.2.6. Rovinný graf stup¬a aspo¬ 3 je maximálne rovinný práve
vtedy, ak je to rovinná triangulácia.

Veta 4.1.2.7 (Eulerov vzorec). Nech G je súvislý rovinný graf s n vrcholmi,
m hranami a l oblas´ami. Potom

n−m+ l = 2.



4.1 Základné de�nície a tvrdenia 26

Dôsledok 4.1.2.8. Rovinný graf s n ≥ 3 vrcholmi má najviac 3n− 6 hrán.
Kaºdá rovinná triangulácia s n vrcholmi má práve 3n− 6 hrán.

Dôsledok 4.1.2.9. Planárny graf neobsahuje ani K5 ani K3,3 ako topologický
minor.

Tvrdenie 4.1.2.10. Ohrani£enia oblastí v 3-súvislom grafe sú práve jeho
neodde©ujúce indukované kruºnice.

4.1.3 Rovinné reprezentácie

De�nícia 4.1.3.1. Rovinná reprezentácia (abstraktného) grafu G je izomor-
�zmus medzi G a rovinným grafom G̃.

De�nícia 4.1.3.2. Nech G = (V,E) a G′ = (V ′, E ′) sú rovinné grafy s
mnoºinou oblastí F (G) =: F a F (G′) =: F ′. Predpokladajme, ºe G a G′

sú ako abstraktné grafy izomorfné a nech σ : V → V ′ je daný izomor�zmus.
Dosadením xy 7→ σ(x)σ(y) môºeme σ prirodzeným spôsobom roz²íri´ na
bijekciu V ∪ E → V ′ ∪ E ′, ktorá zobrazuje V na V ′ a E na E ′ a ktorá za-
chováva incidentnos´ (prípadne neincidentnos´) vrcholov a hrán. σ nazývame
topologický izomor�zmus medzi rovinnými grafmi G a G′, ak existuje homo-
mor�zmus ϕ : S2 → S2 taký, ºe ψ := π ◦ ϕ ◦ π−1 indukuje σ na V ∪ E. π je
v tomto prípade homomor�zmus π : S2 \ {(0, 0, 1)} → R2 z predchádzajúcej
kapitoly.

De�nícia 4.1.3.3. Ak je moºné daný izomor�zmus σ medzi abstraktnými
grafmi G a G′ roz²íri´ na bijekciu σ : V ∪E∪F → V ′∪E ′∪F ′, ktorá zachováva
incidentnos´ nielen medzi vrcholmi a hranami, ale aj medzi vrcholmi/hranami
a oblas´ami, nazývame ho kombinatorický izomor�zmus medzi rovinnými
grafmi G a G′.

De�nícia 4.1.3.4. Izomor�zmus σ medzi abstraktnými grafmi G a G′ nazý-
vame grafovo-teoretický izomor�zmus medzi rovinnými grafmi G a G′, ak

{σ(G[f ]) : f ∈ F} = {G′[f ′] : f ′ ∈ F ′}.

Veta 4.1.3.1.

1. Kaºdý grafovo-teoretický izomor�zmus medzi dvoma rovinnými grafmi
je kombinatorický. Jeho roz²írenie na plo²nú bijekciu je jedine£né práve
vtedy, ak daný graf nie je cyklus.
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2. Kaºdý kombinatorický izomor�zmus medzi dvoma 2-súvislými rovinný-
mi grafmi je topologický.

De�nícia 4.1.3.5. Dve rovinné reprezentácie σ1, σ2 grafu G nazývame topo-
logicky (resp. kombinatoricky) ekvivalentné, ak σ2 ◦σ−1

1 je topologický (resp.
kombinatorický) izomor�zmus medzi σ1(G) a σ2(G). Ak G je 2-súvislý, obe
de�nície sú totoºné a hovoríme zjednodu²ene, ºe dané rovinné reprezentácie
sú ekvivalentné.

Veta 4.1.3.2 (Whitney, 1932). �ubovo©né dve rovinné reprezentácie 3-súvislého
grafu sú ekvivalentné.

4.1.4 Planárne grafy: Kuratowského veta

De�nícia 4.1.4.1. Graf sa nazýva planárny, ak pre neho existuje rovinná
reprezentácia.

De�nícia 4.1.4.2. Graf sa nazýva maximálne planárny (resp. zjednodu²ene
iba maximálny), ak je planárny, ale nemôºe by´ pridaním ©ubovo©nej hrany
(nie v²ak vrchola) roz²írený na vä£²í planárny graf.

Tvrdenie 4.1.4.1.

1. Kaºdý maximálne rovinný graf je aj maximálne planárny.

2. Planárny graf s n ≥ 3 vrcholmi je maximálne planárny práve vtedy, ke¤
má 3n− 6 hrán.

Tvrdenie 4.1.4.2. Graf obsahuje K5 alebo K3,3 ako minor práve vtedy, ke¤
obsahuje K5 alebo K3,3 ako topologický minor.

Lema 4.1.4.3. Kaºdý 3-súvislý graf G, ktorý neobsahuje K5 ani K3,3 ako
minor je planárny.

Lema 4.1.4.4. Nech X je mnoºina 3-súvislých grafov. Nech G je graf s
κ(G) ≤ 2 a nech G1, G2 sú vlastné indukované podgrafy G také, ºe G =
G1 ∪G2 a |G1 ∩G2| = κ(G). Ak G je hranovo maximálny bez topologického
minoru v X , tak potom sú také aj G1 a G2 a G1 ∩G2 = K2.

Lema 4.1.4.5. Ak |G| ≥ 4 a G je hranovo maximálny s TK5, TK3,3 * G,
tak potom G je 3-súvislý.

Veta 4.1.4.6 (Kuratowski, 1930). Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné pre
graf G:
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1. G je planárny;

2. G neobsahuje K5 ani K3,3 ako minor;

3. G neobsahuje K5 ani K3,3 ako topologický minor.

Dôsledok 4.1.4.7. Kaºdý maximálne planárny graf s aspo¬ ²tyrmi vrcholmi
je 3-súvislý.

4.1.5 Algebraické kritériá planárnosti

De�nícia 4.1.5.1. Nech G = (V,E) je graf. Podmnoºinu F jeho hranového
priestoru E(G) nazývame jednoduchá, ak kaºdá hrana zG leºí v najviac dvoch
mnoºinách z F .

Veta 4.1.5.1 (MacLane, 1937). Graf je planárny práve vtedy, ke¤ jeho
cyklový priestor má jednoduchú bázu.

Veta 4.1.5.2 (Tutte, 1963). 3-súvislý graf je planárny práve vtedy, ke¤ kaºdá
jeho hrana leºí v najviac dvoch (rovnako tak v práve dvoch) neodde©ujúcich
indukovaných cykloch.

4.1.6 Rovinná dualita

De�nícia 4.1.6.1. Planárny multigraf je dvojica G = (V,E) kone£ných
mnoºín (vrcholov a hrán) sp¨¬ajúca nasledujúce podmienky:

1. V ⊆ R2;

2. kaºdá hrana je bu¤ oblúk medzi dvoma vrcholmi alebo mnohouholník
obsahujúci práve jeden vrchol (jeho koniec);

3. okrem jej koncov hrana neobsahuje ºiaden iný vrchol ani ºiaden bod
inej hrany.

De�nícia 4.1.6.2. Nech G = (V,E) a (V ∗, E∗) sú ©ubovolné dva planárne
multigrafy a ozna£me F (G) =: F a F ((V ∗, E∗)) =: F ∗. (V ∗, E∗) nazývame
planárne duálny ku G, a zna£íme (V ∗, E∗) =: G∗, ak existujú bijekcie

F → V ∗ E → E∗ V → F ∗f 7→ v∗(f) e 7→ e∗ v 7→ f ∗(v)

sp¨¬ajúce nasledujúce podmienky:

1. v∗(f) ∈ f pre v²etky f ∈ F ;
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2. |e∗ ∩G| = |e◦∗ ∩ e◦| = |e ∩G∗| = 1 pre v²etky e ∈ E;

3. v ∈ f ∗(v) pre v²etky v ∈ V .

Tvrdenie 4.1.6.1. Pre kaºdý súvislý rovinný multigraf G je mnoºina hrán
E ⊆ E(G) mnoºina hrán cyklu v G práve vtedy, ke¤ E∗ := {e∗ | e ∈ E} je
minimálny rez v G∗.

De�nícia 4.1.6.3. Multigraf G∗ nazývame abstraktne duálny k multigrafu
G ak E(G∗) = E(G) a minimálne rezy v G∗ sú práve mnoºiny hrán cyklov v
G.

Tvrdenie 4.1.6.2. Ak G∗ je abstraktne duálny graf k grafu G, tak priestor
rezov grafu G∗ je cyklový priestor grafu G, t.j.

C∗(G∗) = C(G).

Veta 4.1.6.3 (Whitney, 1933). Graf je planárny práve vtedy, ak k nemu
existuje abstraktne duálny graf.

4.2 Úlohy

Úloha 4.1. Dokáºte, ºe kaºdý strom je planárny graf. Ko©ko má oblastí?

Návod. Strom nemá cykly.

Úloha 4.2. Ukáºte, ºe neexistujú rovinné reprezentácie grafov K5 ani K3,3

(samozrejme bez pouºitia Kuratowského vety).

Návod. Vezmime si rovinné reprezentácie grafovK4 aK2,3, ktoré sú planárne
a skúsme doplni´ nový vrchol do ©ubovo©nej ich oblasti.

Úloha 4.3. Graf G nazývame koplanárny, ak G aj G sú planárne grafy.

1. Nech G je graf s n ≤ 5 vrcholmi, ktorý nie je koplanárny. Dokáºte, ºe
G = K5 alebo G = K5.

2. Zostrojte koplanárny graf G so ²iestimi vrcholmi taký, ºe G aj G sú
súvislé.

Návod. K5 je najmen²í neplanárny graf. Teda v²etky grafy men²ie od neho
(teda tie, ktoré bu¤ majú menej vrcholov, alebo rovnaký po£et vrcholov, ale
menej hrán) sú planárne.
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Úloha 4.4. Dokáºte, ºe kaºdé dve rovinné reprezentácie toho istého grafu
majú rovnaký po£et oblastí.

Návod. Dokáºeme priamo£iarou aplikáciou Eulerovho vzorca.

Úloha 4.5. Dokáºte, ºe kompletne bipartitný graf K2,n je planárny pre
v²etky n. Aký má po£et oblastí?

Návod. Dá sa jednoducho zakresli´ do roviny. Po£et oblastí sa dá vyráta´
pomocou Eulerovho vzorca.

Úloha 4.6. Antiregulárny graf s n vrcholmi je taký, ktorého mnoºina stup¬ov
v²etkých vrcholov obsahuje n − 1 rôznych £ísel. Zostrojte antiregulárny
planárny graf so siedmymi vrcholmi.

Úloha 4.7. Dokáºte, ºe kaºdý planárny graf má aspo¬ jeden vrchol stup¬a
men²ieho ako ²es´.

Návod. Po£et hrán je polovica sú£tu stup¬ov jeho vrcholov. V prípade ak
by v²etky vrcholy mali stupe¬ aspo¬ ²es´ by pod©a vety 4.1.2.8 v grafe bolo
prive©a hrán na to, aby bol planárny.

Úloha 4.8. (+) Dokáºte, ºe v planárnom grafe s n hranami a l oblas´ami
platí 3l ≤ 2n.

Návod. Pouºijeme maticu hranovo-plo²ných susedností An×l, kde

aij =

{
1 ak i-ta hrana tvorí hranicu j-tej oblasti
0 inak.

Potom porovnáme sú£et jej riadkov so sú£tom jej st¨pcov a dopracujeme sa
k výsledku.

Úloha 4.9. Dokáºte, ºe súvislý planárny graf s n ≥ 3 vrcholmi má najviac
2n− 4 oblastí.

Návod. Pouºijeme vetu 4.1.2.8 a tvrdenie z úlohy 4.8.

Úloha 4.10. (+) Dokáºte, ºe v bipartitnom planárnom grafe s n hranami a
l oblas´ami platí 2l ≤ n.

Návod. Treba si uvedomi´ aká je najkrat²ia moºná d¨ºka kruºnice v bipar-
titnom grafe. Potom budeme postupova´ podobne ako v úlohe 4.8, teda
porovnáme sú£et riadkov a st¨pcov matice hranovo-plo²ných susedností.



Kapitola 5

Farbenie

5.1 Základné de�nície a tvrdenia

De�nícia 5.1.1. Vrcholové farbenie grafu G = (V,E) je zobrazenie c : V →
S také, ºe c(v) 6= c(w) kedyko©vek sú v a w susedné.
Prvky mnoºiny S sa nazývajú dostupné farby.

De�nícia 5.1.2. Hovoríme, ºe graf G má k-farbenie, ak pre neho existuje
vrcholové farbenie c : V → {1, . . . , k}.
Minimálne také k ∈ N, ºe graf G má k-farbenie nazývame (vrcholové) chro-
matické £íslo grafu G a ozna£ujeme ho χ(G).
Graf G s χ(G) = k sa nazýva k-chromatický. Ak χ(G) ≤ k nazývame G
k-zafarbite©ný.

De�nícia 5.1.3. Hranové farbenie grafu G = (V,E) je zobrazenie c : E → S
také, ºe c(e) 6= c(f) kedyko©vek sú v a w incidentné.

De�nícia 5.1.4. Hovoríme, ºe graf G má hranové k-farbenie, ak pre neho
existuje hranové farbenie c : E → {1, . . . , k}.
Minimálne také k ∈ N, ºe graf G má hranové k-farbenie nazývame hranové
chromatické £íslo alebo chromatický index grafu G a ozna£ujeme ho χ′(G).

5.1.1 Farbenie máp a planárnych grafov

Veta 5.1.1.1 (5CT - Five Colour Theorem). Kaºdý planárny graf je 5-
zafarbite©ný.

Veta 5.1.1.2 (4CT - Four Colour Theorem). Kaºdý planárny graf je 4-
zafarbite©ný.
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Veta 5.1.1.3 (Grötzsch, 1959). Kaºdý planárny graf neobsahujúci trojuhol-
ník je 3-zafarbite©ný.

5.1.2 Farbenie vrcholov

Tvrdenie 5.1.2.1. Pre kaºdý graf G s m hranami platí

χ(G) ≤ 1

2
+

√
2m+

1

4
.

Tvrdenie 5.1.2.2. Kaºdý graf G sp¨¬a

χ(G) ≤ 1 + max{δ(H) | H ⊆ G}.

Dôsledok 5.1.2.3. Kaºdý graf G obsahuje podgraf minimálneho stup¬a as-
po¬ χ(G)− 1.

Veta 5.1.2.4 (Brooks, 1941). Nech G je súvislý graf. Ak G nie je ani kom-
pletný graf ani nepárny cyklus, tak potom χ(G) ≤ ∆(G).

De�nícia 5.1.2.1. Pre kaºdé k ∈ N de�nujeme triedu k-skon²truovate©ných
grafov rekurzívne nasledovne:

1. Kk je k-skon²truovate©ný.

2. Ak G je k-skon²truovate©ný a x, y ∈ V (G) sú nesusedné, potom aj
(G+ xy)/xy je k-skon²truovate©ný.

3. Ak G1 a G2 sú k-skon²truovate©né a existujú vrcholy x, y1, y2 také, ºe
G1 ∩ G2 = {x}, xy1 ∈ E(G1) a xy2 ∈ E(G2), potom aj (G1 ∩ G2) −
xy1 − xy2 + y1y2 je k-skon²truovate©ný.

Veta 5.1.2.5 (Hajós, 1961). Nech G je graf a k ∈ N. Potom χ(G) ≥ k práve
vtedy, ak G obsahuje k-skon²truovate©ný podgraf.

5.1.3 Farbenie hrán

Veta 5.1.3.1 (König, 1916). Pre kaºdý bipartitný graf G platí χ′(G) = ∆(G).

Veta 5.1.3.2 (Vizing, 1964). Kaºdý graf G sp¨¬a

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

De�nícia 5.1.3.1. Vizingova veta rozde©uje kone£né grafy do dvoch tried.
Tie, pre ktoré χ′(G) = ∆(G) patria do triedy 1, tie, pre ktoré χ′(G) =
∆(G) + 1 patria do triedy 2.
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5.1.4 Výberové farbenia

De�nícia 5.1.4.1. Nech (Sv)v∈V je rodina mnoºín. Vrcholové farbenie c
grafu G s c(v) ∈ Sv pre v²etky v ∈ V nazývame farbením pod©a zoznamov
Sv.
Graf G sa nazýva výberovo k-zafarbite©ný (alebo k-volite©ný), ak pre kaºdú
rodinu (Sv)v∈V s |Sv| = k pre v²etky v existuje vrcholové farbenie grafu G
pod©a zoznamov Sv.
Najmen²ie také k ∈ N, pre ktoré je G k-volite©ný je výberové £íslo ch(G)
grafu G.

De�nícia 5.1.4.2. Analogicky k predchádzajúcej de�nícii je de�nované výberové
hranové farbenie. Najmen²ie k ∈ N také, ºe G má hranové farbenie z rodiny
zoznamov ve©kosti k je výberový chromatický index ch′(G) grafu G; formálne
je ch′(G) = ch(L(G)), kde L(G) je hranový graf grafu G.

Veta 5.1.4.1 (Alon, 1993). Existuje funkcia f : N → N taká, ºe ch(G) ≥ k
pre v²etky k ∈ N a v²etky grafy G s priemerným stup¬om d(G) ≥ f(k).

Veta 5.1.4.2 (Thomassen, 1994). Kaºdý planárny graf je 5-volite©ný.

Hypotéza 5.1.4.3. Pre kaºdý graf G platí ch′(G) = χ′(G).

De�nícia 5.1.4.3. Mnoºinu nezávislých vrcholov U ⊆ V (D) nazveme jadro
orientovaného grafu D ak pre kaºdý vrchol v ∈ D − U existuje hrana v D
orientovaná z v do vrcholu v U .

Lema 5.1.4.4. Nech H je graf a (Sv)v∈V (H) rodina zoznamov. Ak H má
orientáciu D s d+(v) < |Sv| pre kaºdé v, pre ktorú platí, ºe kaºdý indukovaný
podgraf D má jadro, tak potom H je zafarbite©ný pod©a zoznamov Sv.

Veta 5.1.4.5 (Galvin, 1995). Pre kaºdý bipartitný graf G platí ch′(G) =
χ′(G).

Dôsledok 5.1.4.6. Pre kaºdý bipartitný graf G platí ch′(G) = ∆′(G).

5.1.5 Perfektné grafy

De�nícia 5.1.5.1. α(G) ozna£íme najvä£²iu mohutnos´ nezávislej mnoºiny
vrcholov v grafe G.

De�nícia 5.1.5.2. ω(G) ozna£íme najvä£²ie n také, ºe Kn ⊆ G.

De�nícia 5.1.5.3. Graf G nazývame perfektný, ak kaºdý indukovaný pod-
graf H ⊆ G má chromatické £íslo χ(H) = ω(H)
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De�nícia 5.1.5.4. Graf G nazývame chordálny (resp. triangulovaný), ak
kaºdý z jeho cyklov d¨ºky ≥ 4 obsahuje tetivu, t.j. ak neobsahuje indukované
kruºnice iné ako trojuholníky.

Lema 5.1.5.1. Graf je chordálny práve vtedy, ke¤ môºe by´ skon²truovaný
rekurzívne vkladaním medzi kompletné podgrafy, za£núc z kompletných grafov.

Lema 5.1.5.2. Kaºdý chordálny graf je perfektný.

De�nícia 5.1.5.5. Nech G je graf a x ∈ G je vrchol a nech G′ získame z G
pridaním vrchola x′ a jeho spojením s x a v²etkými jeho susedmi. Hovoríme,
ºe G′ sme získali z G zdvojením vrchola x.

Lema 5.1.5.3. �ubovo©ný graf získaný z perfektného grafu zdvojením vrchola
je opä´ perfektný.

Veta 5.1.5.4 (Lovász, 1972). Graf je perfektný práve vtedy, ak jeho komple-
ment je tieº perfektný.

Hypotéza 5.1.5.5 (Berge, 1966). Graf G je perfektný práve vtedy, ke¤ ani
G ani G neobsahujú kruºnicu nepárnej d¨ºky ≥ 5 ako indukovaný podgraf.

5.2 Úlohy

Úloha 5.1. Aké je chromatické £íslo Petersenovho grafu zobrazeného na
obrázku 1.3?

Návod. Pod©a úlohy 1.14 Petersenov graf obsahuje cyklus nepárnej d¨ºky
(napr. 5) a teda χ(P ) > 2. Skúsime nájs´ jeho zafarbenie tromi farbami.

Úloha 5.2. Koleso Wn bolo zade�nované v úlohe 1.6. Aké je χ(Wn)?

Návod. Existuje jednoduchý vz´ah medzi χ(Wn) a χ(Cn).

Úloha 5.3. Nech G je zjednotenie dvoch grafov G1 a G2, ktoré majú jeden
spolo£ný vrchol. Dokáºte, ºe χ(G) = max{χ(G1), χ(G2)}.

Návod. Pri farbení grafu G sa dá postupova´ tak, ºe ponecháme farbenie
G1 a farby G2 poposúvame tak, aby sme nepridali ºiadnu novú farbu a aby
spolo£ný vrchol mal aj v G2 tú istú farbu ako v G1.

Úloha 5.4. Dokáºte, ºe χ(G) = 2 práve vtedy, ke¤ G je nenulový, nie je to
K1 a neobsahuje kruºnicu nepárnej d¨ºky.

Návod. Graf má chromatické £íslo 2 práve vtedy, ke¤ je bipartitný.
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Úloha 5.5. Graf G obsahuje práve jeden cyklus nepárnej d¨ºky. Dokáºte, ºe
χ(G) = 3.

Návod. Vyuºijeme tvrdenie z úlohy 5.4.

Úloha 5.6. Nech v je vrchol grafu G, ktorého stupe¬ je men²í ako n.
Dokáºte, ºe G má n-farbenie práve vtedy, ke¤ aj G− v má n-farbenie.

Návod. Implikácia �⇒� je triviálna. Pri dokazovaní opa£nej implikácie za-
farbíme G− v n farbami. Akou farbou môºeme zafarbi´ vrchol v?

Úloha 5.7. Graf G zostrojíme z kompletného grafu Kn odobraním jednej
hrany. Dokáºte, ºe χ(G) = n− 1.

Návod. Jediné dva nesusedné vrcholy zafarbíme rovnakou farbou.

Úloha 5.8. (+) Ozna£me pG(x) po£et rôznych spôsobov ako zafarbi´ graf G
x farbami. �alej ozna£me qG(x) po£et rôznych spôsobov ako zafarbi´ G x
farbami, pri£om pouºijeme v²etkých x farieb. Funkcia

pG(x) =

|V (G)|∑
k=χ(G)

(
x

k

)
qG(k)

sa nazýva chromatická funkcia grafu G.
Dokáºte alebo vyvrá´te nasledovné tvrdenie. �ubovo©né dva 2-súvislé grafy
s rovnakou chromatickou funkciou sú izomorfné.1

Návod. Tvrdenie overíme na grafoch zobrazených na obrázku 8.17.

Úloha 5.9. Dokáºte, ºe

χ′(Kn) =

{
n ak n je nepárne
n− 1 ak n je párne.

Návod. Jedná sa vlastne o rozdelenie kompletných grafov do triedy 1 a
triedy 2. Regulárne grafy ale patria do triedy 1 práve vtedy, ak majú 1-
faktorizáciu2. Sta£í teda dokáza´, ºe kompletné grafy nepárneho stup¬a ju
majú ale párneho stup¬a nie.

Úloha 5.10. Dokáºte, ºe ak P je trieda hrán zafarbených rovnakou farbou
pri hranovom farbení grafu G, tak

|P | ≤
⌊
|V (G)|

2

⌋
.

1Toto tvrdenie sa istú dobu povaºovalo za pravdivé a ako zistíme vyrie²ením tejto úlohy,

nie je.
21-faktorizácia je zade�novaná v úlohe 2.2 na strane 17
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Návod. Inými slovami povedané, dokáºte, ºe po£et hrán zafarbených rov-
nakou farbou je najviac polovica po£tu vrcholov. Sta£í si uvedomi´, ºe hrany
z tej istej farebnej triedy nemôºu by´ susedné.

Úloha 5.11. (+) Nech G je graf k c.k hranami, kde c ≥ χ′(G). Dokáºte, ºe
E(G) sa dá rozloºi´ na c párení, kaºdé s k hranami.

Návod. Nech C je mnoºina v²etkých hranových farbení grafu G c farbami.
Pre π ∈ C zade�nujeme n(π) :=

∑c
i=1 |ei − k|, kde ei je po£et hrán zafar-

bených farbou ci pri farbení π. Potom zade�nujeme n0 := min{n(π) : π ∈ C}.
Ak dokáºeme, ºe n0 = 0 pre nejaké farbenie π0, tak potom toto farbenie
zjavne sp¨¬a poºadované vlastnosti.

Úloha 5.12. Dokáºte, ºe kaºdý regulárny graf s nepárnym po£tom vrcholov
patrí do triedy 2.

Návod. Regulárny graf patrí do triedy 1 práve vtedy, ke¤ má 1-faktorizáciu
(pre£o?). Graf s nepárnym po£tom vrcholov ju v²ak ma´ nemôºe.

Úloha 5.13. (+) Hovoríme, ºe hrana e ∈ E(G) je kritická, ak χ′(G − e) <
χ′(G). Hranovo kritický graf je de�novaný ako súvislý graf triedy 2 v ktorom
je kaºdá hrana kritická. Navy²e ak G má maximálny stupe¬ ∆(G) = k a je
hranovo kritický, tak ho nazývame aj k-hranovo kritický.
Dokáºte, ºe kaºdý hranovo kritický graf je dvojsúvislý.

Návod. G je dvojsúvislý práve vtedy, ak neobsahuje artikuláciu. Predpok-
ladajme opak, teda ºe v G existuje artikulácia x. Potom G pozostáva z
dvoch podgrafov G1 a G2, ktoré majú jediný spolo£ný vrchol x. Ak y ∈ G1

a z ∈ G2 sú susedia x v grafe G, tak potom existujú (χ′(G) − 1)-hranové
farbenia grafov G− xy a G− xz. Z nich sa dá vhodnou permutáciou dosta´
(χ′(G)− 1)-hranové farbenie grafu G, £o je ale spor.

Úloha 5.14. (+) Bez pouºitia 5CT a 4CT dokáºte, ºe kaºdý planárny graf
sa dá zafarbi´ ²iestimi farbami.

Návod. Pouºijeme výsledok úlohy 4.7, teda ºe planárny graf musí ma´ as-
po¬ jeden vrchol stup¬a menej ako ²es´. Ak predpokladáme, ºe existuje graf,
ktorý nie je zafarbite©ný ²iestimi farbami, tak si zvo©me najmen²í taký. Po-
tom ak odstránime vrchol stup¬a menej ako ²es´, tak novovzniknutý graf
uº musí by´ zafarbite©ný ²iestimi farbami. Teraz uº je ©ahké ukáza´, ºe aj
pôvodný graf musí by´ zafarbite©ný ²iestimi farbami.

Úloha 5.15. (+) Nech f : V (G) → {1, 2, . . . , t} je regulárne zafarbenie gra-
fu G t farbami. Po£et rôznych regulárnych t-zafarbení grafu G sa nazýva
chromatický polynóm grafu G a ozna£ujeme ho f(G, t).
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1. Ur£ite f(Kn, t) a f(Kn, t).

2. Dokáºte, ºe ak G = G1∪G2∪· · ·∪Gk je disjunktné zjednotenie grafov,
tak f(G, t) =

∏k
i=1 f(Gi, t).

3. Dokáºte, ºe ak G = G1 ∪ G2 a G1 ∩ G2 = {v}, v ∈ V (G1), V (G2), tak
f(G, t) = 1

t
f(G1, t).f(G2, t).

4. Nech u a v sú dva nesusedné vrcholy grafu G. Nech G1 = G + uv a
nech G2 vznikne z G stotoºnením vrcholov u a v. Dokáºte, ºe f(G, t) =
f(G1, t) + f(G2, t).

5. Dokáºte, ºe chromatický polynóm kaºdého grafu sa rovná sú£tu chro-
matických polynómov istého po£tu kompletných grafov, pri£om ich
rády neprevy²ujú rád grafu G.

6. Dokáºte, ºe chromatický polynóm stromu T s n vrcholmi má tvar
f(G, t) = t(t− 1)n−1.

Návod.

1. V grafe Kn môºeme kaºdý vrchol zafarbi´ ©ubovo©nou farbou, v grafe
Kn naopak musíme v²etky vrcholy zafarbi´ rôznymi farbami.

2. Jednotlivé komponenty môºeme zafarbi´ ©ubovo©ne, bez oh©adu na za-
farbenie iných komponentov.

3. Ponecháme zafarbenie jedného podgrafu a zafarbenie druhého podgrafu
zvolíme pod©a farby ich spolo£ného vrcholu.

4. Ke¤ºe u a v sú nesusedné, tak po£et zafarbení grafu G t farbami je
predsa sú£tom po£tu zafarbení, pri ktorých zafarbíme u a v rovnakou
farbou a po£tu zafarbení, pri ktorých ich zafarbíme rôznymi farbami.

5. Tvrdenie je jednoduchým dôsledkom predchádzajúceho tvrdenia.

6. Postupova´ budeme matematickou indukciou vzh©adom na po£et vr-
cholov stromu a vyuºijeme tvrdenie 3 z tejto úlohy.



Kapitola 6

Toky

6.1 Základné de�nície a tvrdenia

De�nícia 6.1.1. �íslo k ∈ N priradíme dvojici (x, y), kde e = xy je hrana
grafu G na vyjadrenie, ºe tok o ve©kosti k jednotiek te£ie cez hranu e smerom
z x do y, alebo dvojici (x, y) priradíme hodnotu −k na vyjadrenie, ºe cez e
te£ie k jednotiek toku opa£nou cestou, teda z y do x.
Pre kaºdé takéto priradenie f : V 2 → H (H je abelovská grupa, naj£astej²ie
Z) teda môºeme poloºi´ f(x, y) = −f(y, x) vºdy, ke¤ x a y sú susedné vrcholy
v G.

De�nícia 6.1.2. V takmer v²etkých uzloch grafu (siete) G (okrem tých, kde
tok vstupuje alebo vystupuje zo siete) platí Kirchho�ov zákon∑

y∈N(x)

f(x, y) = 0.

De�nícia 6.1.3. �ubovo©nú funkciu f : V 2 → H, kde (H,+) je abelovská
grupa s nulou 0, sp¨¬ajúcu uvedené podmienky nazývame tok na grafe G.

6.1.1 Cirkulácie

De�nícia 6.1.1.1. V sieti G = (V,E) de�nujeme hrany ako trojice
−→
E := {(e, x, y) | e ∈ E;x, y ∈ V (G); e = xy}.

Teda hrana e = xy s x 6= y má dva smery, a to (e, x, y) a (e, y, x). Slu£ka
e = xx má len jeden smer (e, x, x).
Pre dané −→e = (e, x, y) ∈

−→
E nech ←−e := (e, y, x) a pre

−→
F ⊆

−→
E poloºíme

←−
F := {←−e | −→e ∈

−→
F }.
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Pre X,Y ⊆ V a
−→
F ⊆

−→
E nech

−→
F (X, Y ) := {(e, x, y) ∈

−→
F | x ∈ X, y ∈ Y, x 6= y},

pí²eme
−→
F (x, Y ) :=

−→
F ({x}, Y ) a

−→
F (x) :=

−→
F ({x}, {x}).

De�nícia 6.1.1.2. Nech (H,+) je abelovská grupa s nulou 0. Sú dané
mnoºiny vrcholov X, Y ⊆ V a funkcia f :

−→
E → H, a nech

f(X, Y ) :=
∑

−→e ∈
−→
E (X,Y )

f(−→e ).

Funkciu f nazývame cirkulácia naG (s hodnotami vH) alebo ajH-cirkulácia,
ak f sp¨¬a nasledovné dve podmienky:
(F1) f(e, x, y) = −f(e, y, x) pre v²etky (e, x, y) ∈

−→
E s x 6= y;

(F2) f(v, V ) = 0 pre v²etky v ∈ V .
Ak f sp¨¬a (F1) ale nie nutne (F2), funkciu f nazveme tok na G. Vrcholy v,
kde f(v, V ) je kladné (záporné) nazývame zdroje (ústia).

Lema 6.1.1.1. Ak f je cirkulácia, potom f(X,X) = 0 pre kaºdú mnoºinu
vrcholov X ⊆ V .

Dôsledok 6.1.1.2. Ak f je cirkulácia a e = xy je most v grafe G, potom
f(e, x, y) = 0.

6.1.2 Toky v sie´ach

De�nícia 6.1.2.1. Nech G = (V,E) je multigraf, s, t ∈ V (G) sú dva pevne
dané vrcholy a c :

−→
E → N je zobrazenie; c nazývame kapacitná funkcia na G

a ²tvoricu N := (G, s, t, c) sie´.
Tok f :

−→
E → R na G nazveme tok v N , ak f(−→e ) ≤ c(−→e ) pre v²etky −→e ∈

−→
E

a f sp¨¬a Kirchho�ov zákon na kaºdom vrchole rôznom od s a t, teda ke¤
sp¨¬a nasledovné podmienky:
(F1) f(e, x, y) = −f(e, y, x) pre v²etky (e, x, y) ∈

−→
E s x 6= y;

(F2') f(v, V ) = 0 pre v²etky v ∈ V − s, t;
(F3) f(−→e ) ≤ c(−→e ) pre v²etky −→e ∈

−→
E .

De�nícia 6.1.2.2. Tok f nazveme integrálny, ak v²etky jeho hodnoty leºia
v Z.

De�nícia 6.1.2.3. Nech f je tok v N . Ak S ⊆ V je taká, ºe s ∈ S a t ∈ S,
nazveme dvojicu (S, S) rez v N a c(S, S) kapacita tohto rezu.
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Lema 6.1.2.1. Pre kaºdý rez (S, S) v N platí f(S, S) = f(s, V ).

De�nícia 6.1.2.4. Hodnota f(S, S) z predchádzajúcej lemy sa nazýva ve©-
kos´ toku f a ozna£ujeme ju |f |.

Veta 6.1.2.2 (Ford & Fulkerson, 1956). V kaºdej sieti sa ve©kos´ maximál-
neho toku rovná kapacite minimálneho rezu.

Dôsledok 6.1.2.3. V kaºdej sieti s integrálnou kapacitnou funkciou existuje
integrálny tok maximálnej ve©kosti.

6.1.3 Toky s hodnotami v grupách

De�nícia 6.1.3.1. Nech G = (V,E) je multigraf a H je abelovská grupa s
nulou 0. Ak f a g sú dve H-cirkulácie, potom f + g : −→e → f(−→e ) + g(−→e ) a
−f : −→e → −f(−→e ) sú tieº H-cirkulácie. H-cirkulácie na G teda prirodzeným
spôsobom tvoria grupu.

De�nícia 6.1.3.2. Tok f na G je nikde-nulový, ak f(−→e ) 6= 0 pre v²etky
−→e ∈

−→
E . H-cirkulácia, ktorá je nikde-nulová sa nazýva H-tok.

Veta 6.1.3.1 (Tutte, 1954). Pre kaºdý multigraf G existuje polynóm P taký,
ºe pre ©ubovo©nú kone£nú abelovskú grupu H je po£et H-tokov na G rovný
P (|H| − 1).

De�nícia 6.1.3.3. Polynóm P z predchádzajúcej vety sa nazýva tokový
polynóm grafu G.

Dôsledok 6.1.3.2. Ak H a H ′ sú dve kone£né abelovské grupy rovnakej
mohutnosti, tak potom G má H-tok práve vtedy, ak G má H ′-tok.

De�nícia 6.1.3.4. Nech k ≥ 1 je celé £íslo a G = (V,E) je multigraf. Z-tok
f na G taký, ºe 0 < |f(−→e )| < k pre v²etky −→e ∈

−→
E sa nazýva k-tok.

Najmen²ie k také, ºe G umoº¬uje k-tok nazývame tokové £íslo grafu G a
ozna£ujeme ho ϕ(G). Ak ºiadne také k neexistuje, poloºíme ϕ(G) :=∞.

Veta 6.1.3.3 (Tutte, 1950). Multigraf umoº¬uje k-tok práve vtedy, ke¤ umoº¬u-
je Zk-tok.

6.1.4 k-toky pre malé k

Tvrdenie 6.1.4.1. Graf má 2-tok práve vtedy, ke¤ v²etky jeho stupne sú
párne.
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Tvrdenie 6.1.4.2. Kubický graf má 3-tok práve vtedy, ke¤ je bipartitný.

Tvrdenie 6.1.4.3. Pre v²etky párne n > 4 platí ϕ(Kn) = 3.

Tvrdenie 6.1.4.4. Kaºdý hranovo 4-súvislý graf má 4-tok.

Tvrdenie 6.1.4.5.

1. Graf má 4-tok práve vtedy, ke¤ je zjednotením dvoch párnych podgrafov.

2. Kubický graf má 4-tok práve vtedy, ke¤ je hranovo 3-súvislý.

Dôsledok 6.1.4.6. �iaden kubický hranovo 3-zafarbite©ný graf neobsahuje
most.

6.1.5 Dualita medzi tokmi a farbeniami

De�nícia 6.1.5.1. Nech G = (V,E) a G∗ = (V ∗, E∗) sú netriviálne duálne
planárne multigrafy bez mostov a slu£iek. Pre hranové mnoºiny F ⊆ E
pí²eme F ∗ := {e∗ ∈ E∗ | e ∈ F}. Obrátene, ak je daná podmnoºina mnoºiny
E∗, budeme ju ihne¤ písa´ v tvare F ∗, teda F ⊆ E de�nujeme implicitne
pomocou zobrazenia e→ e∗.

De�nícia 6.1.5.2. Ak C = v0 . . . vl−1v0 je kruºnica s hranami ei = vivi+1 (a
vl = v0), nazveme

−→
C := {(ei, vi, vi+1) | i < l}

kruºnicou s orientáciou.

Lema 6.1.5.1. Existuje bijekcia ∗ : −→e → −→
e∗ z

−→
E do

−→
E∗ s nasledovnými

vlastnos´ami:

1. Základná hrana k
−→
e∗ je vºdy e∗, t.j.

−→
e∗ je jedným z dvoch smerov

−→
e∗ ,
←−
e∗

hrany e∗.

2. Ak C ⊆ G je kruºnica, F := E(C) a ak X ⊆ V ∗ je taká, ºe F ∗ =

E∗(X,X), potom existuje orientácia
−→
C kruºnice C s {−→e∗ | −→e ∈

−→
C } =

−→
E∗(X,X).

De�nícia 6.1.5.3. Je daná abelovská grupa H, nech f :
−→
E → H a g :

−→
E∗ →

H sú dve zobrazenia také, ºe

f(−→e ) = g(
−→
e∗ )

pre v²etky −→e ∈
−→
E . Pre

−→
F ⊆

−→
E poloºíme

f(
−→
F ) :=

∑
−→e ∈

−→
F

f(−→e ).
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Lema 6.1.5.2.

1. Zobrazenie g je tok na G∗ práve vtedy, ke¤ f je tok na G.

2. Zobrazenie g je cirkulácia na G∗ práve vtedy, ke¤ f je tok na G taký,
ºe f(

−→
C ) = 0 pre kaºdú kruºnicu

−→
C s orientáciou.

De�nícia 6.1.5.4. Ak P = {v0 . . . vl} je cesta s hranami ei = vivi+1 (i < l),
poloºíme mnoºinu (závislú na o£íslovaní vrcholov z P )

−→
P := {(ei, vi, vi+1) | i < l}

a nazveme
−→
P v0 → vl cesta.

Veta 6.1.5.3 (Tutte, 1954). Pre kaºdú duálnu dvojicu G,G∗ planárnych
mutligrafov platí

χ(G) = ϕ(G∗).

6.1.6 Tutteove tokové hypotézy

Hypotéza 6.1.6.1 (Tutte, 1954). Kaºdý multigraf bez mostov má 5-tok.

Hypotéza 6.1.6.2 (Tutte, 1954). Kaºdý multigraf bez mostov neobsahujúci
Petersenov graf ako minor má 4-tok.

Hypotéza 6.1.6.3 (Tutte, 1972). Kaºdý multigraf bez rezu pozostávajúceho
z práve jednej alebo práve troch hrán ma 3-tok.

Veta 6.1.6.4 (Seymour, 1981). Kaºdý graf bez mostov má 6-tok.

6.2 Úlohy

Úloha 6.1. Predpokladajme, ºe sie´N má n vnútorných vrcholov, plus jeden
zdroj a jedno ústie. Ko©ko odde©ujúcich rezov má sie´ N?

Návod. Inak povedané, ko©kými rôznymi spôsobmi sa dá mnoºina vrcholov
V (N) rozdeli´ do dvoch disjunktných podmnoºín tak, aby s a t nepatrili do
jednej podmnoºiny. Ak s ∈ S a t ∈ T , tak potom je výsledok rovný po£tu
moºností ako do S vybra´ nula ostatných vrcholov plus po£tu moºností ako
do S vybra´ jeden z ostatných vrcholov, at¤.

Úloha 6.2. Cestu P v sieti N nazveme zvä£²ujúca cesta, ak platí:
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1. ak vivi+1 je hrana s orientáciou (vi, vi+1), tak potom f(vi, vi+1) <
c(vi, vi+1),

2. ak vivi+1 je hrana s orientáciou (vi+1, vi), tak potom f(vi, vi+1) > 0.

Na obrázku 6.1 je zobrazená sie´, pri£om pri kaºdej hrane je zobrazená jej
kapacita c a v zátvorke hodnota funkcie f .

1. overte, £i je f tokom v sieti N ,

2. zistite ve©kos´ toku f ,

3. nájdite v N zvä£²ujúcu cestu z s do t,

4. nájdite maximálny tok v sieti N .

Návod.

1. V kaºdom vrchole okrem s a t treba zisti´, £i sú£et �pritekajúcich� tokov
je rovný sú£tu �odtekajúcich� tokov.

2. Je to napríklad sú£et tokov vytekajúcich z s.

3. Dá sa postupova´ backtrackom, teda za£a´ vo vrchole s a skú²a´, £i ex-
istuje hrana incidentná s daným vrcholom, ktorá by sp¨¬ala podmienky
zvä£²ujúcej cesty.

4. Pod©a vety 6.1.2.2 je ve©kos´ maximálneho toku v sieti rovná kapacite
minimálneho rezu. Ke¤ nájdeme hodnotu kapacity minimálneho rezu,
je uº ©ahké zostroji´ maximálny tok s danou hodnotou (napríklad opako-
vaným h©adaním zvä£²ujúcich ciest a ich zvä£²ovaním, aº kým uº ºiadna
zvä£²ujúca cesta v sieti neexistuje).

Úloha 6.3. Predpokladajme, ºe vrchol v v sieti N má tú vlastnos´, ºe cez
neho môºe prejs´ najviac d jednotiek nejakého materiálu za jednotku £asu.
(Vrchol môºe napríklad reprezentova´ £erpadlo v kanaliza£nom systéme, ale-
bo letisko s maximálnym po£tom obslúºených klientov za hodinu.) Ako by
sa dala táto vlastnos´ modelova´ v sieti?

Návod. Ke¤ºe v sieti nemôºeme pride©ova´ kapacitu vrcholom, musíme vr-
chol v nejakým spôsobom nahradi´ hranou.

Úloha 6.4. Dokáºte, ºe ak v sieti N neexistuje orientovaná cesta z s do t,
tak potom hodnota minimálneho rezu a ve©kos´ maximálneho toku v N sú
obe nulové.
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Obrázok 6.1: Sie´ N s danými kapacitami a tokmi hrán.

Návod. Mnoºina vrcholov N sa musí da´ rozdeli´ na dve £asti, pri£om z
jednej do druhej nesmeruje ºiadna hrana. Potom tieto dve £asti tvoria min-
imálny rez.

Úloha 6.5. Bez pouºitia uº dokázaných tvrdení nájdite tokové £íslo grafu
K4.

Návod. Skúsime zostroji´ 3-tok a 4-tok.

Úloha 6.6. (+) Nech (S, T ) a (X,Y ) sú dva minimálne rezy v sieti N .
Dokáºte, ºe (S ∪ X,T ∩ Y ) aj (S ∩ X,T ∪ Y ) sú tieº minimálne rezy v
N .

Návod. �ahko sa ukáºe, ºe sú to odde©ujúce rezy. Ke¤ si rozdelíme V (N)
na ²tyri £asti, S ∩ X,T ∩ X,S ∩ Y, T ∩ Y a pozrieme sa na kapacity rezov
medzi jednotlivými týmito mnoºinami, môºeme ich porovnaním zisti´, ºe
kapacity dvoch spomínaných rezov sa rovnajú a ich sú£et je rovný sú£tu
kapacít dvoch daných minimálnych rezov. Z minimality týchto rezov potom
môºeme odvodi´ aj minimalitu nových rezov.

Úloha 6.7. (+) Nech
−→
G je orientovaný graf. Pre kaºdú hranu −→vw ∈

−→
E (
−→
G)

je pevne daná minimálna kapacita l(v, w) a maximálna kapacita c(v, w),
kde 0 ≤ l(v, w) ≤ c(v, w). Cirkuláciu g nazývame prijate©ná, ak l(v, w) ≤
g(v, w) ≤ c(v, w) pre kaºdú hranu −→vw.
Dokáºte, ºe existuje prijate©ná cirkulácia práve vtedy, ke¤ l(S, S) ≤ c(S, S)
pre v²etky S ⊂ V .

Návod. Dopredná implikácia je ©ahká. Opa£nú implikáciu dokáºeme tak, ºe
ku grafu

−→
G pridáme dva nové vrcholy s a t (zdroj a ústie), ktoré spojíme so

v²etkými ostatnými vrcholmi a v novom grafe upravíme kapacitnú funkciu
tak, aby z existencie toku s potrebnou ve©kos´ou v ¬om vyplývala prijate©nos´
cirkulácie v grafe

−→
G .
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Úloha 6.8. Nájdite grafy G a H = G − e bez mostov také, ºe 2 < ϕ(G) <
ϕ(H).

Návod. Vezmeme ©ubovo©ný graf s vä£²ím tokovým £íslom (aspo¬ 4) a pridá-
vaním hrán jeho tokové £íslo skúsime zníºi´.

Úloha 6.9. Dokáºte, ºe kaºdý multigraf bez mostov má 6-tok.

Návod. Pouºijeme tvrdenie 6.1.6.4 a zostrojíme jednoduchý graf s tými istý-
mi vlastnos´ami.

Úloha 6.10. (+) Dokáºte alebo vyvrá´te nasledovné tvrdenie:
Graf G má nikde-nulový 4-tok práve vtedy, ke¤ G má rozklad na 3 paritné
podgrafy.1

Návod. Jednoduch²ie je dokáza´ ekvivalentné tvrdenie �Graf G má Z2×Z2-
tok práve vtedy, ke¤ G má rozklad na 3 paritné podgrafy.� (Pre£o je toto
tvrdenie ekvivalentné s pôvodným?) Dané podgrafy sú P1, P2, P3, pri£om do
Pi budú patri´ tie hrany, ktorých tok je i v binárnom zápise.

1De�nícia paritného podgrafu je v úlohe 1.11 na strane 12.



Kapitola 7

Hamiltonovské kruºnice

7.1 Základné de�nície a tvrdenia

De�nícia 7.1.1. Uzavretý sled obsahujúci kaºdý vrchol grafu G práve raz
sa nazýva hamiltonovská kruºnica. Ak G obsahuje hamiltonovskú kruºnicu,
nazýva sa hamiltonovský.
Podobne, cesta vG obsahujúca v²etky vrcholy sa nazýva hamiltonovská cesta.

7.1.1 Jednoduché posta£ujúce podmienky

Veta 7.1.1.1 (Dirac, 1952). Kaºdý graf s n ≥ 3 vrcholmi a minimálnym
stup¬om aspo¬ n

2
obsahuje hamiltonovskú kruºnicu.

Tvrdenie 7.1.1.2. Kaºdý graf G s |G| ≥ 3 a κ(G) ≥ α(G) obsahuje hamiltonovskú
kruºnicu.

Veta 7.1.1.3 (Tutte, 1956). Kaºdý 4-súvislý planárny graf obsahuje hamiltonovskú
kruºnicu.

7.1.2 Hamiltonovské kruºnice a postupnosti stup¬ov

De�nícia 7.1.2.1. Ak G je graf s n vrcholmi a stup¬ami d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn,
potom n-tica (d1, . . . , dn) sa nazýva postupnos´ stup¬ov grafu G.

De�nícia 7.1.2.2. �ubovo©nú celo£íselnú postupnos´ (a1, . . . , an) nazývame
hamiltonovskou postupnos´ou, ak kaºdý graf s n vrcholmi a postupnos´ou
stup¬ov po zloºkách vä£²ou ako (a1, . . . , an) je hamiltonovský.
Postupnos´ (d1, . . . , dn) je po zloºkách vä£²ia ako (a1, . . . , an), ak di ≥ ai pre
v²etky i.
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Veta 7.1.2.1 (Chvátal, 1972). Celo£íselná postupnos´ (a1, . . . , an) taká, ºe
0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ an < n a n ≥ 3 je hamiltonovská práve vtedy, ke¤ pre v²etky
i < n

2
platí

ai ≤ i⇒ an−i ≥ n− i.

De�nícia 7.1.2.3. Celo£íselnú postupnos´ (a1, . . . , an) nazývame cestno-
hamiltonovská, ak kaºdý graf s po zloºkách vä£²ou postupnos´ou stup¬ov
obsahuje hamiltonovskú cestu.

Dôsledok 7.1.2.2. Celo£íselná postupnos´ (a1, . . . , an) taká, ºe 0 ≤ a1 ≤
· · · ≤ an < n a n ≥ 2 je cestno-hamiltonovská práve vtedy, ke¤ pre kaºdé
i ≤ n

2
platí

ai < i⇒ an−i+1 ≥ n− i.

7.1.3 Hamiltonovské kruºnice vo ²tvorci grafu

De�nícia 7.1.3.1. Majme daný graf G a celé £íslo d > 0. Gd ozna£íme graf
na V (G) v ktorom sú dva vrcholy susedné práve vtedy, ak ich vzdialenos´ v
G je najviac d.

Veta 7.1.3.1 (Fleischner, 1974). Ak G je 2-súvislý graf, tak G2 obsahuje
hamiltonovskú kruºnicu.

Hypotéza 7.1.3.2 (Seymour, 1974). Nech G je graf s n ≥ 3 vrcholmi a
k > 0 je celé £íslo. Ak G má minimálny stupe¬

δ(G) ≥ n

k + 1
n,

tak potom G obsahuje hamiltonovskú kruºnicu H takú, ºe Hk ⊆ G.

7.2 Úlohy

Úloha 7.1. Dokáºte, ºe grafy na obrázku 7.1 neobsahujú hamiltonovskú
kruºnicu ani hamiltonovskú cestu.

Návod. To, ºe neobsahujú hamiltonovskú kruºnicu je jasné z toho, ºe oba
grafy obsahujú vrcholy stup¬a 1. Neexistenciu hamiltonovskej cesty môºeme
ukáza´ tak, ºe nájdeme dva vrcholy, ktoré spolu neleºia na ºiadnej ceste
medzi vrcholmi stup¬a 1.

Úloha 7.2. Ak existuje, nájdite hamiltonovskú kruºnicu v grafochG1, G2, G3, G4

zobrazených na obrázku 7.2.
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Obrázok 7.1: Grafy neobsahujúce hamiltonovskú kruºnicu.

Obrázok 7.2: Grafy z úlohy 7.2.

Úloha 7.3. Dokáºte, ºe podgraf kompletne bipartitného grafu Km,n pokrý-
vajúci v²etky vrcholy môºe obsahova´ hamiltonovskú kruºnicu iba vtedy, ak
m = n.

Návod. Hamiltonovská kruºnica v bipartitnom grafe musí obsahova´ v²etky
vrcholy práve raz, a to striedavo z jednej a druhej partície.
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Úloha 7.4. Obsahuje Petersenov graf zobrazený na obrázku 1.3 hamiltonovskú
kruºnicu? Ak áno, tak ju ukáºte, ak nie, tak to dokáºte.

Návod. Pomenujme hrany spájajúce vonkaj²ích pä´ vrcholov s vnútornými
piatimi vrcholmi Petersenovho grafu (tak ako je zobrazený na obrázku 1.3)
spojnice. Aký po£et spojníc by musela obsahova´ hamiltonovská kruºnica?
Je tento po£et moºné v kruºnici obsiahnu´?

Úloha 7.5. Dokáºte, alebo vyvrá´te nasledovné tvrdenia:

1. Ak G je eulerovský, tak potom G je hamiltonovský.

2. Ak G je hamiltonovský, tak potom G je eulerovský.

Návod. Na obe tvrdenia sa dajú nájs´ jednoduché kontrapríklady.

Úloha 7.6. Pre ktoré grafy je eulerovský ´ah zárove¬ aj hamiltonovskou
kruºnicou?

Návod. V daných grafoch musí eulerovský ´ah prechádza´ kaºdým vrcholom
práve raz.

Úloha 7.7. Ukáºte, ºe sa dá zafarbi´ tretina hrán grafu K7 £ervenou farbou,
tretina hrán modrou farbou a tretina hrán zelenou farbou tak, aby mnoºina
hrán zafarbených rovnakou farbou tvorila hamiltonovskú kruºnicu v K7.

Návod. Ak si nakreslíme vrcholy K7 do kruhu a zvolíme si jeden vrchol
ako po£iato£ný, tak potom £ervenou farbou môºeme ofarbi´ hrany spájajúce
vrcholy vzdialené o jeden od posledného proti smeru hodinových ru£i£iek,
modrou farbou hrany spájajúce vrcholy vzdialené o dva od posledného proti
smeru hodinových ru£i£iek a zelenou hrany spájajúce vrcholy vzdialené o tri
od posledného proti smeru hodinových ru£i£iek.

Úloha 7.8. (+) Nech G je graf s n ≥ 3 vrcholmi. Dokáºte, ºe ak pre
v²etky nesusedné vrcholy v1 a v2 platí, ºe d(v1) + d(v2) ≥ n, tak potom
je G hamiltonovský.

Návod. Predpokladajme opak a zvo©me si graf G s n vrcholmi, ktorý má
maximálny po£et hrán spomedzi v²etkých grafov pre ktoré dané tvrdenie
neplatí. Potom ale G+pq pre nesusedné vrcholy p, q obsahuje hamiltonovskú
kruºnicu. Na tejto kruºnici si ozna£me ako prvý vrchol p a posledný vrchol
q. Potom pred susedmi p nemôºe na tejto kruºnici by´ ºiaden sused q. Z
toho dostaneme spor s predpokladom, ºe d(p) + d(q) ≥ n.
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Úloha 7.9. (+) Nech G je graf s n vrcholmi, v1 a v2 sú nesusedné vrcholy
také, ºe d(v1) + d(v2) ≥ n. Dokáºte, ºe G + v1v2 je hamiltonovský práve
vtedy, ke¤ G je hamiltonovský.

Návod. Spätná implikácia je triviálne platná. Dopredná implikácia sa dokáºe
podobne, ako tvrdenie z úlohy 7.8.

Úloha 7.10. Nech G je graf s n ≥ 3 vrcholmi.

1. Dokáºte, ºe ak G má aspo¬ n2−3n+6
2

hrán, tak G je hamiltonovský.

2. Nájdite nehamiltonovský graf s n2−3n+6
2

− 1 hranami, teda dokáºte, ºe
predchádzajúce ohrani£enie je najlep²ie moºné.

Návod. Pod©a tvrdenia z úlohy 7.8 sta£í ukáza´, ºe pri danom po£te hrán
neexistujú dva nesusedné vrcholy v1 a v2 s d(v1) + d(v2) < n.

Úloha 7.11. (+) Graf G s n hranami nazývame konzervatívny, ak existuje
taká jeho orientácia s ohodnotením hrán 1, . . . , n, ºe sú£et ohodnotení hrán
vstupujúcich do ©ubovo©ného vrcholu sa rovná sú£tu ohodnotení hrán vys-
tupujúcich z toho istého vrcholu.1

Dokáºte, ºe ak sa graf G dá rozloºi´ na dve hamiltonovské kruºnice, tak je
konzervatívny.

Návod. Najskôr pretraverzujeme jednu hamiltonovskú kruºnicu, pri£om budeme
hrany orientova´ v smere traverzovania a hodnoty pride©ova´ tak, aby v kaº-
dom vrchole bola výsledná suma −2, potom budeme traverzova´ obdobným
spôsobom aj druhú hamiltonovskú kruºnicu, ale tak, aby táto prispievala
sumou +2.

1Dá sa to predstavi´ aj tak, ºe hranám ur£íme smer a kaºdej hrane priradíme inú

hodnotu od 1 do n, pri£om ak hodnotu hrán orientovaných do vrchola pri£ítame a od

vrchola od£ítame, tak v kaºdom vrchole musí by´ sú£et hodnôt hrán nula.



Kapitola 8

Rie²enia úloh

8.1 Základy

Rie²enie 1.1. Ak by sa nám podarilo eliminova´ opakujúce sa vrcholy v
danom slede, dostali by sme cestu medzi týmito vrcholmi. Nech daný sled
je (v1, v2, . . . , vn). Vezmime si vrchol v1. Ak pre nejaké 2 < i < n platí, ºe
v1 = vi, tak vezmime najvä£²ie takéto i a v danom slede odstrá¬me v²etky
vrcholy v2, . . . , vi. Tým sme vlastne odstránili kruºnicu zo sledu. Ak tento
postup budeme opakova´ aº pokia© ºiaden vrchol v slede nenájdeme dvakrát,
dostaneme cestu medzi danými vrcholmi.

Rie²enie 1.2. Dokáºeme sporom. Majme cesty Pa a Pb ktoré sú najdlh²ie
v grafe G a nemajú spolo£ný vrchol. �alej si vezmime vrcholy va ∈ Pa

(tento vrchol rozde©uje cestu Pa na dve £asti, ozna£me tú dlh²iu z nich P ∗
a ) a

vb ∈ Pb (podobne rozde©uje cestu Pb na dve £asti, dlh²iu z nich ozna£íme P ∗
b ).

Ke¤ºe G je súvislý, existuje cesta medzi va a vb, ozna£me ju Pc. Spojením
ciest P ∗

a , Pc a P ∗
b v²ak vznikla dlh²ia cesta ako sú Pa a Pb, £o je spor.

Graf, v ktorom dve najdlh²ie cesty nemajú spolo£nú hranu je zobrazený na
obrázku 8.1, teda toto tvrdenie neplatí.

Rie²enie 1.3.

1. Tvrdenie neplatí, kontrapríklad je zobrazený na obrázku 8.2.

2. Uvaºujme uzavretý sled obsahujúci len kruºnice párnej d¨ºky. D¨º-
ka tohto sledu je vºdy párna, takºe nemôºe existova´ uzavretý sled
nepárnej d¨ºky, ktorý by obsahoval iba kruºnice párnej d¨ºky. Potom
ale platí, ºe kaºdý uzavretý sled nepárnej d¨ºky musí obsahova´ aspo¬
jednu kruºnicu nepárnej d¨ºky, teda tvrdenie platí.
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Obrázok 8.1: Dve najdlh²ie cesty grafu G (v1v5v3 a v2v5v4) nemajú spolo£nú
hranu.

Obrázok 8.2: Uzavretý sled v3v1v2v3v4v5v3 d¨ºky 6 neobsahuje kruºnicu
párnej d¨ºky.

Rie²enie 1.4. Ak je e most, tak musí leºa´ na v²etkých kostrách grafu G.
Inak vezmime nejakú kostru T na ktorej e neleºí. Potom graf T ∪ e obsahuje
práve jednu kruºnicu. Nech f 6= e je hrana leºiaca na tejto kruºnici. Potom
graf T ′ = T ∪e−f je strom (jedinú kruºnicu sme �rozpojili�), obsahuje hranu
e a pokrýva v²etky vrcholy grafu G. Ted T ′ je kostra grafu G obsahujúca
e.

Rie²enie 1.5. A ozna£uje maticu susedností, B inciden£nú maticu.

G : A =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 B =

 1 0
1 1
0 1


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H : A =


0 1 0 0
1 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0

 B =


1 0 0 0
1 1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1



Rie²enie 1.6.

1. Ke¤ºe graf K1,n má dve partície, pri£om jedna má ve©kos´ 1 a druhá n,
a navy²e je kaºdý vrchol z jednej partície susedný so v²etkými vrcholmi
z druhej partície, po£et hrán |E(K1,n)| = n.

2. Vychádzajme priamo z de�nície n-kolesa. Vrchol v0 je susedný so
v²etkými ostatnými vrcholmi, teda má stupe¬ d(v0) = n. Okrem tých-
to n hrán nám e²te ostávajú hrany v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1, a tých
je práve n. Celkovo teda |E(Wn)| = 2n.

3. Opä´, nech A ozna£uje maticu susedností, B inciden£nú maticu.

K1,n : A =


0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

 B =


1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



Wn : A =


0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 1 0

 B =


1 1 1 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 1



Rie²enie 1.7. Ke¤ºe graf G je nesúvislý, obsahuje aspo¬ dva komponenty.
Vezmime si ©ubovo©ný z nich, nech je to C. Ke¤ºe ©ubovo©ný vrchol v ∈ C
nemá suseda v G\C, tak v grafe G musí by´ v susedný s kaºdým vrcholom z
G\C. �ubovo©ný z týchto susedov v²ak musí by´ taktieº susedný so v²etkými
ostatnými vrcholmi v C. Teda v grafe G existuje cesta z vrchola v do kaºdého
iného vrchola (do vrchola z G\C cesta d¨ºky 1, do vrchola z C d¨ºky najviac
2), teda graf G je spojitý, dokonca vieme poveda´, ºe jeho priemer je 2.
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Rie²enie 1.8. Nech graf G nie je súvislý. Vezmime jeho najmen²í komponent,
nech je to C. Ten má najviac n

2
vrcholov. Potom ale δ(C) ≤ n

2
− 1. Potom

ale zrejme aj δ(G) ≤ n
2
− 1, £ím je tvrdenie dokázané.

Rie²enie 1.9. Zoberme si kompletný graf rádu n, Kn. Po£et jeho hrán je
n(n−1)

2
. Po£et hrán v samokomplementárnom grafe rádu nmusí by´ polovi£ný,

teda n(n−1)
4

, no a ke¤ºe po£et hrán je vºdy prirodzené £íslo, tak n(n−1)
4

= 0
(mod 1), inak povedané n(n − 1) = 0 (mod 4). Z toho je zrejmé, ºe bu¤
n = 0 (mod 4), alebo n = 1 (mod 4).
Príklady samokomplementárnych grafov sú:

1. K1, teda graf s jediným vrcholom zobrazený na obrázku 8.3 a), prípadne
aj ∅, teda prázdny graf,

2. cesta d¨ºky 3 zobrazená na obrázku 8.3 b),

3. kruºnica d¨ºky 5 zobrazená na obrázku 8.3 c).

Obrázok 8.3: Samokomplementárne grafy. a) K1 b) cesta d¨ºky 3 c) kruºnica
d¨ºky 5.

Rie²enie 1.10. Pre v²etky hrany e ∈ E(G) platí, ºe po£et kostier (multi)grafu
G je rovný sú£tu po£tu kostier, ktoré obsahujú hranu e a po£tu kostier, ktoré
neobsahujú hranu e. Je tieº zrejmé, ºe t(G−e) je po£et kostier grafu G, ktoré
neobsahujú hranu e. t(G/e) je zas po£et kostier multigrafuG prechádzajúcich
cez hranu e (Hranu e nahradíme v grafe G/e vrcholom a ten musí obsahova´
kaºdá kostra grafu G/e). Pri kontrakcii nám môºu vzniknú´ viacnásobné
hrany (kontrakciou hrany, ktorá leºí na kruºnici d¨ºky 3), prípadne slu£ky
(kontrakciou jednej z viacnásobných hrán). Slu£ky uº ¤alej nie je moºné
kontrahova´. Pri algoritmickom postupe metódou kontrakcie hrán nám teda
na konci ostane jediný vrchol s n slu£kami, pri£om n je práve po£et kostier
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pôvodného multigrafu G.
Ukáºeme si popísaný algoritmus pri konkrétnych zadaných grafoch. Po£et
hrán multigrafu nijako neovplyv¬ujú slu£ky, nako©ko tieto v ºiadnej kostre
nie sú obsiahnuté, teda ich nebudeme bra´ do úvahy. Graf uº ¤alej nebudeme
kontrahova´, pokia© je strom, ke¤ºe kaºdý strom obsahuje práve jednu kostru.

1. t(G1) = 5, postup je zobrazený na obrázku 8.4.

2. t(G2) = 4, postup je zobrazený na obrázku 8.5.

3. t(G3) = 16, postup je zobrazený na obrázku 8.6.

Obrázok 8.4: Postup pri zis´ovaní po£tu kostier grafu G1 metódou kontrakcie
hrán. Hrubo je zvýraznená hrana, ktorú v ¤al²om kroku kontrahujeme.

Rie²enie 1.11. Ak graf G obsahuje vrchol v párneho stup¬a, potom tento
vrchol je sú£as´ou ©ubovo©nej kostry a zárove¬ podgraf P = ({v}, {}) je
paritný podgraf grafu G (v P má vrchol v stupe¬ 0, teda párny a aj v G má
párny stupe¬). Ak G neobsahuje vrchol párneho stup¬a, potom sta£í zobra´
©ubovolné dva susedné vrcholy na danej kostre (nech sú to v a w). Potom
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Obrázok 8.5: Postup pri zis´ovaní po£tu kostier grafu G2 metódou kontrakcie
hrán. Hrubo je zvýraznená hrana, ktorú v ¤al²om kroku kontrahujeme.

graf P = ({v, w}, {vw}) tvorí paritný podgraf grafu G (oba vrcholy majú v
P stupe¬ 1, teda nepárny, ale zárove¬ aj v G majú nepárny stupe¬).

Rie²enie 1.12. Zjavne mnoºina vrcholov bude v obidvoch prípadoch rovnaká,
V (G− v) = V (G) \ {v} = V (G − v). Skúmajme teda mnoºinu hrán. Ak v
G existuje hrana w1w2 ∈ E(G) (w1, w2 6= v), tak potom w1w2 /∈ E(G− v)
a tieº w1w2 /∈ E(G − v). Naopak platí, ºe ak w1w2 /∈ E(G) tak potom
w1w2 ∈ E(G− v) a taktieº w1w2 ∈ E(G − v). Sta£í teda skúma´ hrany
tvaru wv, £i uº existujú v grafe G alebo G. Vo v²eobecnosti platí, ºe pri
odstránení vrcholu v spolu s ním odstránime v²etky s ním incidentné hrany.
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Obrázok 8.6: Postup pri zis´ovaní po£tu kostier grafu G3 metódou kontrakcie
hrán. Hrubo je zvýraznená hrana, ktorú v ¤al²om kroku kontrahujeme.

�i uº teda vrchol v odstránime z grafu G alebo z grafu G, ur£ite platí pre
v²etky w ∈ V (G) \ {v}, ºe wv /∈ E(G− v) a wv /∈ E(G − v). Tým sme
dokázali, ºe E(G− v) = E(G− v), a teda G− v = G− v.

Rie²enie 1.13. Nech dané dve partície grafu G obsahujú p respektíve q vr-
cholov. Potom G má najviac pq hrán (práve pq ich má v prípade, ak je
kompletne bipartitný, teda ak je kaºdý vrchol z jednej partície susedný so
v²etkými vrcholmi z druhej partície). Navy²e p + q = v. Nech je teda
p = v

2
+ ε, q = v

2
− ε. Potom pq = (v

2
+ ε)(v

2
− ε) = v2

4
− ε2 ≤ v2

4
, pri£om

pq = v2

4
práve vtedy, ak ε = 0, teda ke¤ sú obe partície rovnako ve©ké, teda

ak ide o graf K v
2
, v
2
.

Rie²enie 1.14. Cykly s poºadovanými d¨ºkami sú zobrazené na obrázku 8.7.
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Obrázok 8.7: Cykly rôznej d¨ºky v Petersenovom grafe. a)5 b)6 c)8 d)9.

Rie²enie 1.15. Aby v grafe nebol ºiaden cyklus, musí to by´ les. V²etky listy
©ubovo©ného stromu z lesa v²ak majú stupe¬ 1. Jediný strom s iba jedným
listom v²ak je izolovaný vrchol. Graf G v²ak obsahuje aspo¬ dva vrcholy.
Teda to nemôºe by´ les a preto musí obsahova´ cyklus.
Ak by sme povolili nekone£nú mohutnos´ mnoºiny vrcholov, tvrdenie by ne-
platilo. Kontrapríklad tvorí nekone£ne dlhá cesta s po£iato£ným vrcholom
stup¬a 1 a ostatnými vrcholmi stup¬a práve 2, tvaru

v0v1, v1v2, . . . , vi−1vi, vivi+1, . . . .

Rie²enie 1.16. a) V grafe sú aº ²tyri vrcholy nepárneho stup¬a, preto tento
graf nie je eulerovský.
b) V²etky vrcholy v grafe sú párneho stup¬a, preto tento graf je eulerovský.
Jeden z eulerovských ´ahov je zobrazený na obrázku 8.8 a). Na po£iato£ný
a koncový vrchol sledu zárove¬ ukazuje ²ípka.
c) Dva z vrcholov v tomto grafe majú nepárny stupe¬, preto v ¬om síce
existuje sled prechádzajúci v²etkými hranami (obrázok 8.8 b) - na po£iato£ný
vrchol sledu ukazuje ²ípka, koncový je zvýraznený), ale tento nie je uzavretý,
teda pod©a de�nície 1.1.8.1 to nie je eulerovský ´ah.

Rie²enie 1.17. Najvä£²í po£et mostov zo v²etkých grafov s v vrcholmi má
strom s v vrcholmi, pretoºe v ¬om nie sú cykly a teda kaºdá hrana je zárove¬
aj mostom. Pod©a vety 1.1.5.3 má strom s v vrcholmi práve v − 1 hrán.
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Obrázok 8.8: a) Graf povo©ujúci eulerovský ´ah. b) Graf s neuzavretým
sledom prechádzajúcim v²etkými hranami, nie v²ak eulerovským ´ahom.

Rie²enie 1.18. Predpokladajme, ºe tento graf má most. Ak by sme ho odstránili,
vznikli by nám dva komponenty, ktoré by obsahovali práve jeden vrchol
nepárneho stup¬a. To v²ak nie je moºné, lebo sú£et stup¬ov v²etkých vr-
cholov v komponente musí by´ párny (je to totiº vºdy dvojnásobok po£tu
hrán). Tým sme dospeli k sporu.

Rie²enie 1.19. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na po£et vrcholov
stromu T , teda v.
v = 1: V tomto prípade je |M1

T | = |x0| = 1 = (1− x2)0.
v = i+ 1: Nech matica M i

T vyzerá nasledovne:
xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,i)

xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,i)

...
... . . . ...

xD(i,1) xD(i,2) . . . xD(i,i)


Predpokladáme, ºe platí |M i

T | = (1 − x2)i−1. Nech v strome T je m list,
ktorého jediný sused je l. Bez ujmy na v²eobecnosti, nech l = i a m = i+ 1
(je úplne jedno, ktoré riadky matice reprezentujú dané vrcholy, operácie,
ktoré budeme pouºíva´ sú tie isté aj ak by i²lo o iné riadky a st¨pce, posledné
dva sme vybrali iba kvôli preh©adnej²iemu zobrazeniu). Platí, ºe vzdialenos´
listu m od ©ubovo©ného vrchola (okrem seba samého) je o jeden vä£²ia ako
vzdialenos´ vrchola l od toho istého vrchola, teda D(x,m) = D(x, l) + 1 a
D(m,x) = D(l, x) + 1. Tieº platí, ºe D(m,m) = 0. Matica M i+1

T preto
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vyzerá nasledovne:

M i+1
T =


xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,l) xD(1,l)+1

xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,l) xD(2,l)+1

...
... . . . ...

...
xD(l,1) xD(l,2) . . . xD(l,l) xD(l,l)+1

xD(l,1)+1 xD(l,2)+1 . . . xD(l,l)+1 xD(m,m)

 =

=


xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,l) x.xD(1,l)

xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,l) x.xD(2,l)

...
... . . . ...

...
xD(l,1) xD(l,2) . . . xD(l,l) x.xD(l,l)

x.xD(l,1) x.xD(l,2) . . . x.xD(l,l) 1


Determinant matice sa nijako nezmení, ak od ©ubovo©ného riadku odpo£í-
tame k-násobok iného riadku. To isté platí aj o st¨pcoch. Preto ak od
(i+ 1)-ho riadku (st¨pca) odpo£ítame x-násobok i-teho, dostávame:

|M i+1
T | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,l) x.xD(1,l)

xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,l) x.xD(2,l)

...
... . . . ...

...
xD(l,1) xD(l,2) . . . x0 x.x0

x.xD(l,1) x.xD(l,2) . . . x.x0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,l) x.xD(1,l)

xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,l) x.xD(2,l)

...
... . . . ...

...
xD(l,1) xD(l,2) . . . 1 x

0 0 . . . 0 (1− x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xD(1,1) xD(1,2) . . . xD(1,l) 0
xD(2,1) xD(2,2) . . . xD(2,l) 0

...
... . . . ...

...
xD(l,1) xD(l,2) . . . 1 0

0 0 . . . 0 (1− x2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pod©a Laplacovho rozvoja platí |M i+1

T | = (1− x2)(−1)(i+1)+(i+1)|M i
T | = (1−

x2)(1− x2)i−1 = (1− x2)i.

Rie²enie 1.20.
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1. Ke¤ºe v kompletnom grafe má ©ubovo©ný vrchol za susedov v²etky
ostatné vrcholy, tak rad(Kn) = 1 pre ©ubovo©né n a teda centrum tvoria
v²etky vrcholy, ktorých najvä£²ia vzdialenos´ od ©ubovo©ného iného
vrchola je práve 1. To je v²ak prípad v²etkých vrcholov kompletného
grafu.

2. Budeme postupova´ indukciou na po£et vrcholov stromu T .
|V (T )| = 1: Centrum zjavne tvorí jediný vrchol.
|V (T )| = 2: Centrum zjavne tvoria oba vrcholy stromu, ktoré sú
navy²e susedné.
|V (T )| = i+ 1: Predpokladajme, ºe v strome ve©kosti menej ako
i + 1 tvorí centrum jeden vrchol, prípadne dva susedné vrcholy. Ma-
jme teda daný strom T s i + 1 vrcholmi. Vymaºme z neho mnoºinu
L v²etkých listov, teda vrcholov stup¬a 1. O grafe T − L pod©a in-
duk£ného predpokladu vieme, ºe jeho centrum tvorí bu¤ jeden vrchol,
alebo dvojica susedných vrcholov. Pre v²etky vrcholy v ¬om v²ak platí,
ºe najvä£²ia vzdialenos´ od ©ubovo©ného iného vrchola je práve o jeden
men²ia ako v strome T . Zárove¬ je zrejmé, ºe ºiaden z vrcholov z L
nemá najmen²iu moºnú maximálnu vzdialenos´ od ©ubovo©ného iného
vrcholu z T (jeho jediný sused má túto vzdialenos´ o jeden men²iu).
Centrum stromu T preto tvoria tie isté vrcholy ako v strome T−L, teda
aj centrum stromu T tvorí bu¤ jeden vrchol alebo dvojica susedných
vrcholov.

Rie²enie 1.21. Nech daným mostom je hrana v1v2. Predpokladajme, ºe ex-
istuje kostra grafu G, ktorá neobsahuje most v1v2. Táto kostra v²ak musí
obsahova´ vrcholy v1 a v2 a ke¤ºe je to strom, musí v nej existova´ v1�v2-
cesta. Táto cesta v²ak neobsahuje hranu v1v2, ktorá teda nemôºe by´ most,
£o je spor s predpokladom.

Rie²enie 1.22.

1. Pouºijeme matematickú indukciu vzh©adom na n. Pre n = 1, 2 je
tvrdenie triviálne platné. Ke¤ºe

∑n
i=1 di = 2n − 2 < 2n, tak exis-

tuje di = 1. Bez ujmy na v²eobecnosti predpokladajme, ºe dn = 1
(na poradí v akom vrcholy o£íslujeme nezáleºí). Odstrá¬me vrchol vn.
V ©ubovo©nom strome je vn susedný s nejakým vj, 1 ≤ j ≤ n − 1
a odstránením vn dostávame ¤al²í strom s vrcholmi {v1, . . . , vn−1} a
stup¬ami týchto vrcholov d1, . . . , dj−1, dj − 1, dj+1, . . . , dn−1. Naopak
platí, ºe ak máme daný strom s vrcholmi {v1, . . . , vn−1} a stup¬ami
vrcholov d1, . . . , dj−1, dj − 1, dj+1, . . . , dn−1, tak pridaním vrchola vn a
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hrany vjvn dostaneme strom s vrcholmi {v1, . . . , vn} a stup¬ami vr-
cholov d1, . . . , dn. Po£et stromov s vrcholmi {v1, . . . , vn−1} a stup¬ami
d1, . . . , dj−1, dj − 1, dj+1, . . . , dn−1 je pod©a induk£ného predpokladu

(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dj−1 − 1)!(dj − 2)!(dj+1 − 1)! . . . (dn−1 − 1)!
=

=
(dj − 1)(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dn−1 − 1)!(1− 1)!
=

(dj − 1)(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
.

Toto platí aj v prípade, ke¤ dj = 1, lebo v tom prípade sa daný výraz
rovná nule, £o je ale samozrejme správne, lebo v danom grafe má vj

stupe¬ nula, teda to nie je strom. Teda po£et stromov s vrcholmi
{v1, . . . , vn} a stup¬ami vrcholov d1, . . . , dn je

n−1∑
j=1

(dj − 1)(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
=

(
n−1∑
j=1

(dj − 1)

)
(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
=

=
(n− 2)(n− 3)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
=

(n− 2)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!
.

2. Musíme si uvedomi´, ºe po£et kostier grafu Kn sa rovná po£tu stromov
s vrcholmi {v1, . . . , vn}. Zárove¬ pod©a vety 1.1.5.3 je po£et hrán v
strome s n vrcholmi n − 1, teda sú£et stup¬ov v²etkých vrcholov je
2(n − 1) = 2n − 2. Preto môºeme pouºi´ predchádzajúce tvrdenie, a
teda

t(Kn) =
∑

d1,...,dn≥1
d1+···+dn=2n−2

(n− 2)!

(d1 − 1)! . . . (dn − 1)!

[ki=di−1]
=

=
∑

k1,...,kn≥0
k1+···+kn=n−2

(n− 2)!

k1! . . . kn!
=

= (1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

)n−2 = nn−2.

8.2 Párenie

Rie²enie 2.1. Vzh©adom na izomor�zmus existuje práve ²es´ rôznych súvis-
lých grafov so ²tyrmi vrcholmi (dva s tromi hranami, dva so ²tyrmi hranami,
jeden s piatimi hranami a jeden so ²iestimi hranami). Ak vylú£ime K1,3,
zvy²né grafy aj s 1-faktorom sú zobrazené na obrázku 8.9, pri£om hrany
patriace 1-faktoru sú zvýraznené.
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Obrázok 8.9: V²etky súvislé grafy so ²tyrmi vrcholmi obsahujúce párenie.

Rie²enie 2.2. Ak 1-faktor obsahuje hranu ab, tak potom nemôºe obsaho-
va´ hrany ac, bd, ae ani bf . Nech teda ¤alej obsahuje hranu cd. Po-
tom nemôºe obsahova´ hrany ce ani df a teda obsahuje e²te hranu ef .
Ak by v²ak namiesto cd obsahoval ce, tak potom by poslednou hranou
1-faktora bola df . Podobnými úvahami dostávame mnoºinu v²etkých 1-
faktorov: {ab, cd, ef}, {ab, ce, df}, {ae, bf, cd}, {ac, bd, ef} (v²etky sú zobrazené
na obrázku 8.10). Je zrejmé, ºe 1-faktor {ab, cd, ef} má spolo£nú hranu so
v²etkými ostatnými 1-faktormi, teda nemôºe patri´ do ºiadnej 1-faktorizácie.
Jediná 1-faktorizácia preto je {{ab, ce, df}, {ae, bf, cd}, {ac, bd, ef}}.

Obrázok 8.10: V²etky 1-faktory grafu G z obrázku 2.1.

Rie²enie 2.3. NechGmá 2n vrcholov. Postupova´ budeme indukciou vzh©adom
na n. Pre n = 2 výrok zjavne platí. Nech je tvrdenie platné pre n ≤ N .



8.2 Párenie 64

Predpokladajme, ºe |V (G)| = 2N + 2. Pod©a cvi£enia 3.3 G má hranu v1v2

takú, ºe G − {v1, v2} je súvislý graf. Navy²e G − {v1, v2} neobsahuje K1,3

ako indukovaný podgraf a má 2N vrcholov. Pod©a induk£ného predpokladu
obsahuje 1-faktor. Ke¤ pridáme xy k tomuto 1-faktoru, získame 1-faktor
grafu G.

Rie²enie 2.4. Ke¤ºe sa odohrali dve kolá, musia na turnaji by´ zú£astnené
aspo¬ ²tyri druºstvá. Turnaj môºeme reprezentova´ grafom, kde druºstvá
budú reprezentované vrcholmi a ich vzájomný zápas hranou medzi týmito
vrcholmi. Po dvoch odohratých kolách má kaºdý vrchol stupe¬ dva. To zna-
mená, ºe graf tvoria kruºnice. Navy²e, ke¤ºe hrali v oboch kolách v²etky
druºstvá, tak ani jedna kruºnica nemôºe by´ nepárnej d¨ºky, lebo to by zna-
menalo, ºe nejaké druºstvo na tejto kruºnici by muselo v jednom kole £aka´.
Teda graf je zjednotením kruºníc párnej d¨ºky. Ak si na v²etkých kruºniciach
zvolíme ©ubovo©ný po£iato£ný vrchol a vrcholy rozdelíme do dvoch mnoºín
pod©a toho, £i ich vzdialenos´ na kruºnici od po£iato£ného vrcholu je párna
alebo nepárna. Potom tieto mnoºiny tvoria partície bipartitného grafu a teda
sú to aj poºadované skupiny druºstiev, ktoré spolu e²te nehrali.

Rie²enie 2.5. Bipartitný graf môºe obsahova´ párenie iba vtedy, ak obe jeho
partície sú rovnako ve©ké. Totiºto kaºdý vrchol z jednej partície môºe by´
spárený iba s vrcholom z druhej partície (vrcholy v rovnakej partícii nie sú
susedné) a ak by neboli rovnako ve©ké, tak by v tej vä£²ej ostal aspo¬ jeden
nespárený vrchol.
Nedá sa v²ak zaru£i´, aby sa odobratím ©ubovo©ného vrcholu stali obe partí-
cie rovnako ve©ké. Ak by totiº |A| = |B|+1, tak potom odobratím vrcholu z
partície A sa dosiahne rovnaká mohutnos´ oboch partícií, ale odobratím vr-
cholu z partície B bude partícia A o dva vrcholy vä£²ia ako B. To samozrejme
platí aj naopak, teda bipartitný graf nemôºe by´ faktorovo-kritický.

Rie²enie 2.6.

1. Ke¤ºe Qn vznikne spojením dvoch Qn−1, tak má zjavne dvojnásobný
po£et vrcholov. Teda |V (Qn)| = 2.|V (Qn−1)| = 2.(2.|V (Qn−2)|) =
· · · = (2.2 . . . .2︸ ︷︷ ︸

n−1

).|V (Q1)| = 2n−1.2 = 2n.

2. Regulárnos´ dokáºeme indukciou vzh©adom na n. Q1 je zjavne reg-
ulárny. Nech aj Qn−1 je regulárny. Ke¤ºe Qn vznikne z dvoch reg-
ulárnych Qn−1 (samozrejme oba grafy sú rovnakého stup¬a), pri£om
ku kaºdému vrcholu pridáme práve jednu hranu, zvý²ime tým stu-
pe¬ kaºdého vrchola o jeden. Teda aj Qn je regulárny. Zárove¬ si
musíme uvedomi´, ºe Q1 je 1-regulárny a ak Qn−1 je k-regulárny, tak
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Qn je k + 1-regulárny. Teda d(Qn) = d(Qn−1) + 1 = · · · = d(Q1) +
(1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n−1

) = 1 + (n− 1) = n.

3. Postupujme indukciou vzh©adom na n. Q1 obsahuje 1-faktorizáciu, a
to konkrétne seba samého, ke¤ºe Q1 je 1-faktor. Predpokladajme, ºe
Qn−1 obsahuje 1-faktorizáciu. Ke¤ºe Qn vznikne spojením dvoch Qn−1,
ktoré pod©a induk£ného predpokladu majú rozklad hrán na 1-faktory,
tak nám ostáva zisti´, £i sa aj novo pridané hrany dajú rozloºi´ na 1-
faktory. (Je zrejmé, ºe ak zvolíme ©ubovo©ný 1-faktor z jedného Qn−1

a ©ubovo©ný 1-faktor z druhého Qn−1, dokopy tvoria 1-faktor grafu
Qn.) Zjavne ©ubovo©ná nová hrana spája práve jeden vrchol z jedného
Qn−1 s práve jedným vrcholom z druhého Qn−1. Zárove¬ ºiadne dve
nové hrany nie sú susedné a takisto neexistuje vrchol, ktorý by nebol
incidentný so ºiadnou novou hranou. Z toho vyplýva, ºe v²etky nové
hrany spolu tvoria 1-faktor grafu Qn a teda existuje jeho rozklad na
hranovo disjunktné 1-faktory, teda má 1-faktorizáciu.

Rie²enie 2.7. Nech e = xy. Dokáºeme, ºe H = G − {x, y} má 1-faktor.
Potom tento faktor spolu s hranou xy bude tvori´ poºadovaný 1-faktor.
Predpokladajme opak, teda ºe H nemá 1-faktor. Ozna£me ΦG(W ) po£et
nepárnych komponentov grafuG−W . Potom pod©a tvrdenia 2.1.2.4 ΦH(X) ≥
|X| + 2 pre nejakú podmnoºinu X ⊆ V (H). Teda ΦG(W ) ≥ |W |, kde W je
podmnoºina X∪{x, y} mnoºiny vrcholov V (G). Ozna£me zG(W ) po£et hrán
grafu G, ktorých práve jeden koniec patrí doW . Je zrejmé, ºe platí (ke¤ºe G
je kubický) 3.|W | = 2.|E(W )| + zG(W ), lebo sú£et stup¬ov vrcholov z W v
G je rovný sú£tu stup¬ov v²etkých vrcholov vo W plus po£et v²etkých hrán
vedúcich von z W . No a ke¤ºe W obsahuje aspo¬ jednu hranu xy, tak platí,
ºe

zG(W ) ≤ 3|W | − 2. (8.1)

Nech s je nejaký nepárny komponent grafu G − W , potom zG(S) ≥ 3 a
dané tri hrany vychádzajúce z S musia ma´ svoj druhý koniec vo W , teda
po£et hrán vedúcich do w zvonku je aspo¬ trojnásobkom po£tu takýchto
podmnoºín, teda

zG(W ) ≥ 3ΦG(W ) ≥ 3|W |. (8.2)

Ale tvrdenia 8.1 a 8.2 si protire£ia, £ím sme dospeli k sporu.

Rie²enie 2.8. Ak G neobsahuje most, tvrdenie priamo vyplýva z vety 2.1.2.3.
Nech teda G obsahuje jeden alebo dva mosty. Je dobré si uvedomi´, ºe
tvrdenie z úlohy 2.7 platí aj pre multigraf, v ktorom hrana e nie je jediná,
ktorá spája vrcholy x a y. Postupova´ budeme indukciou vzh©adom na po£et
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vrcholov grafu G. Pre |V (G)| = 4 (najmen²í kubický graf je K4) tvrdenie
zjavne platí.
Ak G obsahuje jeden most, napr. xy, tak ozna£me Gx a Gy komponenty
G−xy, kde x ∈ Gx a y ∈ Gy. Nech vrcholy incidentné s x v G−xy sú x1 a x2.
Potom (multi)graf, ktorý vznikne pridaním hrany x1x2 do Gx− x je kubický
a neobsahuje most, preto pod©a tvrdenia v úlohe 2.7 má 1-faktor, ktorý
neobsahuje pridanú hranu x1x2 (sta£í zvoli´ 1-faktor obsahujúci ©ubovo©nú
inú hranu incidentnú s x1 alebo x2). To isté platí aj pre graf Gy − y + y1y2.
Potom ale pridaním hrany xy k týmto dvom 1-faktorom dostávame 1-faktor
grafu G.
Ak G obsahuje dva mosty, tak nemôºu by´ susedné (ak by boli, tak aj tretia
hrana incidentná s ich spolo£ným vrcholom by bola most). Nech sú dané
mosty xy a zt a nech tri komponenty grafu G − xy − zt sú Gx (obsahuje
vrchol x), Gy (obsahuje vrcholy y a z) a Gt (obsahuje vrchol t). Potom Gy

má párny po£et vrcholov, ale ostatné dva komponenty nepárny.1 Môºeme
zostroji´ 1-faktor obsahujúci yz v (multi)grafe Gy + yz (ktorý neobsahuje
mosty), nech je to F1 a 1-faktor obsahujúci most xt v grafe Gx ∪ Gt + xt,
nech je to F2. Potom F1 ∪ F2− yz − xt+ xy+ zt tvorí 1-faktor grafu G.

Rie²enie 2.9. Nech e = xy. Ke¤ºe vrchol x má stupe¬ 3, tak existuje vrchol
z 6= y taký, ºe xz ∈ E(G). Potom pod©a tvrdenia z úlohy 2.7 existuje
1-faktor, ktorý obsahuje hranu xz. Tento 1-faktor teda nemôºe obsahova´
hranu xy.

Rie²enie 2.10. Budeme postupova´ matematickou indukciou vzh©adom na n.
Pre n = 1 platí, ºe po£et 1-faktorov grafu K2 = 1 = (2.1 − 1)!!. Predpok-
ladajme, ºe tvrdenie platí pre K2n. Majme daný graf K2n+2. Vezmime si
©ubovo©né dva jeho vrcholy, nech sú to v1, v2. Potom graf K2n+2−{v1, v2} =
K2n, takºe tento graf má (2n − 1)!! 1-faktorov. Vezmime si ©ubovo©ný 1-
faktor grafu K2n+2 − {v1, v2}. Z neho môºeme 1-faktor grafu K2n+2 dosta´
jedine nasledovnými spôsobmi:

1. �ubovo©nú hranu w1w2 patriacu 1-faktoru grafuK2n+2−{v1, v2} nahradíme
dvoma hranami, a to bu¤ w1v1 a w2v2, alebo w1v2 a w2v1. Ke¤ºe
©ubovo©ný 1-faktor grafu K2n+2 − {v1, v2} obsahuje práve n hrán, tak
týmto spôsobom dostávame 2n 1-faktorov grafu K2n+2.

2. K danému 1-faktoru grafu K2n+2−{v1, v2} pridáme hranu v1v2. Týmto
spôsobom dostávame jeden 1-faktor grafu K2n+2.

1Po£et hrán komponentu je totiº polovica sú£tu stup¬ov v²etkých jeho vrcholov. Ak

by Gx alebo Gt mali párny po£et vrcholov, tak sú£et stup¬ov vrcholov je 3.|V (Gx)| − 1,
£o je nepárne £íslo a teda po£et hrán nie je celé £íslo. Podobne ak by po£et vrcholov Gy

bolo nepárne £íslo, tak 3.|V (Gy)| − 2 je nepárne £íslo.
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Z jedného 1-faktoru grafuK2n+2−{v1, v2} teda dostaneme (2n+1) 1-faktorov
grafu K2n+2. Ke¤ºe ich je ale pod©a induk£ného predpokladu (2n− 1)!!, tak
celkovo graf K2n+2 obsahuje (2n + 1)(2n − 1)!! = (2n + 1)!! 1-faktorov, £ím
sme tvrdenie dokázali.

8.3 Súvislos´

Rie²enie 3.1. Nech vrcholy x a y nie sú susedné. Potom kaºdý z nich je
susedný s aspo¬ v−1

2
z ostatných v− 2 vrcholov. No a ke¤ºe 2v−1

2
= v− 1 >

v − 2, tak musia ma´ spolo£ného suseda. Nech je to z, potom xzy tvorí sled
v grafe G.

Rie²enie 3.2. Predpokladajme, ºe v k-regulárnom grafe, kde k je nepárne ex-
istuje komponent s nepárnym po£tom vrcholov v. Je zrejmé, ºe po£et hrán
je polovica sú£tu stup¬ov vrcholov, ke¤ºe kaºdá hrana zvy²uje stupe¬ práve
dvoch vrcholov (jej koncov) o 1. V na²om prípade je sú£et stup¬ov vrcholov
daného komponentu vk. Ke¤ºe v²ak v aj k sú nepárne, aj vk je nepárne.
Po£et hrán, teda vk

2
teda nie je celé £íslo, £ím sme dospeli k sporu.

Dôsledkom tohto tvrdenia je, ºe po£et vrcholov regulárneho grafu nepárne-
ho stup¬a je vºdy párny. Ak by bol nepárny, musel by obsahova´ aspo¬
jeden komponent s nepárnym po£tom vrcholov, £o je v spore s dokázaným
tvrdením.

Rie²enie 3.3. Tvrdenie ur£ite platí, ak je G kompletný. Predpokladajme
teda, ºe nie je. Nech G má priemer d (d > 1). Vezmime si dva vrcholy a a
t, ktorých vzdialenos´ je d. Nech a, ..., r, s, t je cesta d¨ºky d z a do t v G. (r
nie je susedný s t, pí²eme aj r � t.)
Nech ¤alej G∗ := G− {s, t} nie je súvislý. (Ak by bol, tvrdenie by triviálne
platilo.) Nech A je komponent G∗ obsahujúci vrchol a. Kaºdý vrchol z G∗−A
musí by´ susedný s vrcholom s v grafe G. (Ak by nebol, tak nech z je vrchol z
G∗−A, ktorého vzdialenos´ od s je aspo¬ 2. Potom najkrat²ia cesta z a do z
musí ma´ d¨ºku aspo¬ d+1, £o nie je moºné.) Ak G∗−A obsahuje ©ubovo©nú
hranu, napr. bc, tak s je stále spojený s kaºdým vrcholom G∗ −A− {b, c} a
navy²e s je susedný s t a spojený s kaºdým vrcholom v A (ke¤ºe A je súvislý
a s je spojený s a). Teda G− {b, c} je súvislý.
Treba uº len preskúma´ prípad, kedyG∗−A pozostáva z izolovaných vrcholov,
v²etkých susedných s s. Ak A má dva prvky, tieto spolu s r a s tvoria
indukovaný graf K1,3. Teda |A| = 1. Nech A = {w}. Ak w ∼ t vezmeme
{v1, v2} = {w, t} a ak b � t, tak r, s, t, w tvoria indukovaný graf K1,3.
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Rie²enie 3.4. Nech G obsahuje r artikulácií. Postupujeme indukciou na r.
V prípade r = 0 dostávame 1 − 1 =

∑
v∈V (G)(1 − 1), teda 0 = 0. Teraz

predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre grafy s r alebo menej ako r artikulá-
ciami, r ≥ 0, a G má r + 1 artikulácií. Zade�nujeme koncový blok grafu
G ako blok obsahujúci práve jednu artikuláciu, nech to je w. Zrejme G ob-
sahuje koncový blok (ak by kaºdý blok obsahoval viac ako jednu artikuláciu
grafu G, blokový graf grafu G by obsahoval cyklus, £o pod©a lemy 3.1.1.2
nemôºe). Vyberieme koncový blok E grafu G a vytvoríme graf H tak, ºe z G
odstránime v²etky hrany a vrcholy z E okrem artikulácie w. Potom zrejme
b(H) = b(G) − 1. Pre kaºdý vrchol v ∈ H, v 6= w platí, ºe bH(v) = bG(v) a
pre w platí bH(w) = bG(w) − 1. V²etkých |V (E)| − 1 vymazaných vrcholov
patrilo do jedného bloku, teda ∀v ∈ V (E) : bG(v) = 1. Pod©a induk£ného
predpokladu platí b(H)− 1 =

∑
v∈V (H)(bH(v)− 1). Dostávame teda

b(G)− 1 = (b(H)− 1) + 1 =

=
∑

v∈V (H)

(bH(v)− 1) + 1 =

=
∑

v∈V (H),v 6=w

(bH(v)− 1) + (bH(w)− 1) + 1 =

=
∑

v∈V (H),v 6=w

(bH(v)− 1) + (bG(w)− 1− 1) + 1 =

=
∑

v∈V (H),v 6=w

(bG(v)− 1) + (bG(w)− 1) =

=
∑

v∈V (H),v 6=w

(bG(v)− 1) +
∑

v∈V (E),v 6=w

(bG(v)− 1) + (bG(w)− 1) =

=
∑

v∈V (G),v 6=w

(bG(v)− 1) + (bG(w)− 1) =

=
∑

v∈V (G)

(bG(v)− 1).

Rie²enie 3.5. Nech G je súvislý graf s aspo¬ dvoma hranami.
�⇒�: G je súvislý graf s aspo¬ dvoma hranami (teda nie K2) a zárove¬
blok, teda neobsahuje ºiadne artikulácie. Teda kaºdá hrana je susedná s
nejakou inou hranou. Vezmime si ©ubovo©né susedné hrany v1w a wv2. Ke¤ºe
w nie je artikulácia, musí existova´ cesta z v1 do v2 neobsahujúca w. Potom
ale táto cesta spolu s hranami v1w a wv2 tvorí kruºnicu na ktorej leºia obe
susedné hrany.
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⇐: Nech v1w a wv2 sú susedné hrany, ktoré neleºia na spolo£nej kruºnici.
Teda nemôºe existova´ cesta z v1 do v2, ktorá by neobsahovala w. Ak by taká
totiº existovala, tak potom táto cesta spolu s hranami v1w a wv2 by tvorila
kruºnicu obsahujúcu obe hrany. Z toho uº vyplýva, ºe w je artikulácia a teda
graf G nemôºe by´ blok, £ím sme dospeli k sporu.

Rie²enie 3.6. Dané grafy sú zobrazené na obrázku 8.11. Konkrétne platí:

1. κ(G1) = λ(G1) = δ(G1) = 1,

2. κ(G2) = 1 < λ(G2) = δ(G2) = 2,

3. κ(G3) = λ(G3) = 1 < δ(G3) = 2.

Obrázok 8.11: a) κ(G1) = λ(G1) = δ(G1). b) κ(G2) < λ(G2) = δ(G2). c)
κ(G3) = λ(G3) < δ(G3).

Rie²enie 3.7. Ke¤ºe G je k-súvislý, tak odstránením menej ako k vrcholov sa
nerozpadne na komponenty. Teda graf H sa odobratím vrcholu v a ¤al²ích
k − 2 vrcholov taktieº nerozpadne na komponenty. �alej vrchol v v grafe
H má práve k susedov. Teda ani odobratie k − 1 z jeho susedov nebude
znamena´ vznik komponentu s jediným vrcholom v. Z toho vyplýva, ºe
neexistuje ºiaden spôsob ako odobratím menej ako k vrcholov zabezpe£i´
rozpadnutie grafu H na komponenty, teda H je k-súvislý. Je tieº zrejmé, ºe
aj ak by G bol (k + 1)-súvislý, tak pre H je κ(H) = k, lebo ak odstránime
v²etkých k susedov vrcholu v, tak sa H rozpadne na dva komponenty, pri£om
jeden obsahuje iba v.

Rie²enie 3.8. Pod©a tvrdenia z cvi£enia 2.6 je n-rozmerná kockaQn n-regulárna,
teda δ(Qn) = n. Pod©a tvrdenia 1.1.4.2 je κ(Qn) ≤ λ(Qn) ≤ δ(Qn) = n.
Ke¤ºe v²ak v Qn existuje medzi ©ubovo©nými dvoma vrcholmi n nezávis-
lých ciest, tak ostránením menej ako n vrcholov alebo hrán nedosiahneme
rozpadnutie grafu Qn. Teda κ(Qn) = λ(Qn) = n.
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Rie²enie 3.9. Ozna£me po£et vrcholov |V (G)| = v. Predpokladajme, ºe G
má δ(G) ≥ 1

2
v, ale λ(G) < δ(G). (Pod©a vety 1.1.4.2 platí, ºe λ(G) ≤ δ(G),

teda prípadom λ(G) > δ(G) sa nemusíme zaobera´.) Ozna£me mnoºinu
S λ(G) hrán, ktorých odstránením uº graf G − S nebude súvislý. Nech
teda graf G− S pozostáva z dvoch disjunktných £astí s mnoºinami vrcholov
V1 a V2 (nie nutne práve dvoch komponentov). Vieme, ºe v G má kaºdý
vrchol z V1 stupe¬ aspo¬ δ(G), ale existuje menej ako δ(G) hrán, ktoré majú
práve jeden svoj koniec vo V1 (takýchto hrán je práve |S| = λ(G) < δ(G)).
Teda existuje aspo¬ jeden vrchol z V1, ktorého v²etci susedia sú z V1. Teda
|V1| > δ(G). To isté v²ak platí aj o V2, teda |V2| > δ(G). Z toho dostávame,
ºe v = |V (G)| = |V1|+ |V2| > 2δ(G). To je v²ak spor s predpokladom.
Graf, pre ktorý δ(G) = b1

2
|V (G)|−1c a λ(G) < δ(G) je napr. G3 zobrazený na

obrázku 8.11 c). Konkrétne platí, ºe |V (G3)| = 6, δ(G3) = 2 a λ(G3) = 1.

Rie²enie 3.10. Graf G− E(T ), kde T je kostra nazveme mäso grafu G.
ζ(G) ≤ ζ(G− e): Je zrejmé, ºe ak k ©ubovo©nému grafu pridáme hranu,
minimálny po£et komponentov jeho mäsa sa nezvä£²í, lebo pridaním hrany sa
ºiaden komponent nerozpadne. Analogicky, ak od ©ubovo©ného grafu hranu
odoberieme, minimálny po£et komponentov jeho mäsa sa nezmen²í.
ζ(G− e) ≤ ζ(G) + 1: Zoberme kostru T grafu G takú, ºe ζ(G) = c(G −
E(T )). Skúmajme dva prípady:

1. Ak e /∈ T , tak e sa nachádza v komponente mäsa grafu G. Ak e nie
je mostom v tomto komponente, tak jej odstránením sa po£et kom-
ponentov nezmení (ζ(G − e) = ζ(G)), v opa£nom prípade sa kom-
ponent rozpadne na dva a teda po£et komponentov sa zvä£²í o jeden
(ζ(G− e) = ζ(G) + 1).

2. Ak e ∈ T , tak sta£í nájs´ kostru T ′ takú, ºe e /∈ T ′ a c(G − E(T ′)) ≤
c(G − E(T )). Nech e = uv. Hrana e rozde©uje kostru T na dve £asti,
ozna£me ich P a Q. Rozlí²ime 2 prípady.

(a) Nech u a v leºia v rovnakom komponente mäsa G−E(T ) (nazveme
ho C). �alej nech u ∈ P a v ∈ Q. V komponente C v²ak musí
existova´ hrana f , ktorej konce leºia v C ∩ P a C ∩Q. Potom ak
poloºíme T ′ = T−e+f , tak T ′ sp¨¬a stanovené podmienky: zjavne
e /∈ T ′ a ke¤ºe e spája P a Q, tak komponent C sa nerozpadne a
teda c(G− E(T )) ≤ c(G− E(T ′)).

(b) Ak u a v leºia v rôznych komponentoch (nazveme ich Ci a Cj),
tak ke¤ºe v G nie sú mosty, tak v G existuje cesta P taká, ºe
neobsahuje hranu e, jej konce leºia v Ci a Cj a obsahuje iba jednu
hranu f /∈ T . Ur£ite vieme nájs´ takú cestu, ktorá neobsahuje
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viac ako jednu nekostrovú hranu, ke¤ºe kostra pokrýva v²etky
vrcholy grafu. Ak poloºíme T ′ = T −e+f , tak T ′ sp¨¬a stanovené
podmienky: zjavne e /∈ T ′. Zárove¬ pridaním hrany f ku kostre
sa komponent mäsa grafu G, ktorý ju obsahoval môºe rozpadnú´
najviac na dva, ale odstránením hrany e z kostry sa zase spoja
komponenty Ci a Cj, teda ur£ite platí c(G − E(T ′)) ≤ c(G −
E(T )).

8.4 Planárne grafy

Rie²enie 4.1. �iaden strom nemá cyklus, teda ak ho zakreslíme do roviny, tak
ju nerozdelí na dve oblasti. Tým pádom vºdy existuje spôsob ako zakresli´
dve hrany bez toho, aby sa pre´ali. Po£et oblastí si môºeme overi´ aj pomocou
Eulerovho vzorca. V strome s n vrcholmi je n− 1 hrán, teda ak l ozna£íme
po£et oblastí, tak n− (n− 1) + l = 2⇒ l = 1.

Rie²enie 4.2. ReprezentáciaK3 ako trojuholníka je ve©mi jednozna£ná. Nakres-
li´ K3 tak, aby sa jeho hrany pretínali sa dá iba ak by sme aspo¬ jednu jeho
hranu reprezentovali krivkou. K4 dostaneme z K3 pridaním vrcholu a troch
hrán. Ak to spravíme v rovinnej reprezentácii, dostaneme graf zobrazený na
obrázku 8.12 a). Táto rovinná reprezentácia je v zásade tieº jedine£ná, te-
da kaºdá iná rovinná reprezentácia je ekvivalentná s touto. Teda ©ubovo©ná
rovinná reprezentácia grafu K5 by sa dala zostroji´ pridaním vrcholu a ²ty-
roch hrán k rovinnej reprezentáciiK4. Ak ale nový vrchol e pridáme dovnútra
oblasti abd, potom reprezentácia hrany ce musí pretína´ niektorú z hrán ab,
ad alebo bd. Podobne je to pri pridaní hrany e dovnútra oblastí acd a bcd.
Ak ho pridáme do oblasti abc (teda do vonkaj²ej oblasti), tak hrana ed musí
pretína´ jednu z hrán ab, bc, ca. Vidíme teda, ºe K5 nemá rovinnú reprezen-
táciu, teda nie je planárny.
Podobne budeme postupova´ aj pri grafe K3,3, kde za£neme s rovinnou
reprezentáciou grafu K2,3, ktorá je zobrazená na obrázku 8.12 b). Opä´,
táto reprezentácia je jedine£ná. Z nej dostaneme rovinnú reprezentáciu gra-
fu K3,3 jedine pridaním �prázdneho� vrcholu (vrchol znázornený prázdnou
kruºnicou) a jeho spojením s �plnými� vrcholmi (znázornené plnými kruh-
mi). Ak v²ak nový vrchol f pridáme do oblasti abce, hrana df musí pretína´
aspo¬ jednu hranu. Podobne ak tento vrchol pridáme do oblasti acde, tak
hrana bf musí aspo¬ jednu hranu pretína´. No a nakoniec ak ho pridáme
do oblasti abde, tak je problematická hrana cf . Teda neexistuje rovinná
reprezentácia grafu K3,3, ktorý tým pádom nie je planárny.
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Obrázok 8.12: Rovinné reprezentácie grafov K4 a K2,3.

Rie²enie 4.3.

1. Ke¤ºe K4 je planárny, tak je zrejmé, ºe kaºdý graf s n ≤ 4 vrcholmi je
planárny. Jediný neplanárny graf s piatimi vrcholmi je K5. Odobratím
©ubovo©nej hrany z neho totiº dostaneme planárny graf G1 zobrazený
na obrázku 8.13 a). Je teda zrejmé, ºe v²etky ostatné grafy s piatimi
vrcholmi okrem K5 sú planárne, teda jedine K5 alebo jeho komplement
nie sú koplanárne.

2. Graf G2 zobrazený na obrázku 8.13 b) je súvislý planárny graf so ²ies-
timi vrcholmi a to isté platí aj o jeho komplemente G3 z obrázku 8.13
c).

Obrázok 8.13: a) Najvä£²í (ko)planárny graf s piatimi vrcholmi. b) Súvislý
planárny graf so ²iestimi vrcholmi c) a jeho súvislý planárny komplement.

Rie²enie 4.4. Majme dve rôzne rovinné reprezentácie grafu G s n vrcholmi a
m hranami. Ich po£ty oblastí ozna£me l a l′. Potom pod©a Eulerovho vzorca
platí

(n−m+ l = 2) ∧ (n−m+ l′ = 2)⇒ l = l′.
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Rie²enie 4.5. K2,n sa dá jednoducho zakresli´ do roviny ako je to ukázané na
obrázku 8.14. Po£et oblastí sa dá vyráta´ pomocou Eulerovho vzorca. K2,n

má n+ 2 vrcholov a 2n hrán. Ak l je po£et oblastí, tak

(n+ 2)− 2n+ l = 2⇒ l = n.

Obrázok 8.14: Zakreslenie grafu K2,n do roviny.

Rie²enie 4.6. Antiregulárny planárny graf so siedmymi vrcholmi a mnoºinou
stup¬ov vrcholov {1, 2, 3, 3, 4, 5, 6} je zobrazený na obrázku 8.15.

Obrázok 8.15: Antiregulárny planárny graf so siedmymi vrcholmi.

Rie²enie 4.7. V kaºdom grafe je po£et hrán rovný polovici sú£tu stup¬ov
v²etkých vrcholov. Ak by kaºdý vrchol mal stupe¬ aspo¬ ²es´, tak potom
|E(G)| ≥ 6.|V (G)|

2
= 3.|V (G)|. Pod©a vety 4.1.2.8 v²ak v kaºdom rovinnom

grafe (a teda aj v planárnom) platí, ºe |E(G)| ≤ 3.|V (G)| − 6. Tým sa v²ak
dostávame k sporu.
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Rie²enie 4.8. Pouºijeme maticu hranovo-plo²ných susedností An×l, kde

aij =

{
1 ak i-ta hrana tvorí hranicu j-tej oblasti
0 inak.

Nech σ je sú£et v²etkých prvkov matice A. Kaºdá hrana leºí na hranici
najviac dvoch oblastí, teda sú£et v jednom riadku je najviac 2. Ke¤ºe matica
má n riadkov, tak σ ≤ 2n. Podobne kaºdá oblas´ je ohrani£ená najmenej
tromi hranami, no a ke¤ºe máme l oblastí, tak 3l ≤ σ. Z toho vyplýva, ºe
3l ≤ 2n.

Rie²enie 4.9. Pod©a vety 4.1.2.8 platí, ºe m ≤ 3n − 6, kde m = |E(G)| a
n = |V (G)|. �alej pod©a tvrdenia v úlohe 4.8 platí, ºe 3l ≤ 2m, kde l je
po£et oblastí grafu G. Dostávame teda

3l ≤ 2m ≤ 2(3n− 6) = 6n− 12⇒ l ≤ 2n− 4.

Rie²enie 4.10. V bipartitnom grafe je najmen²ia moºná d¨ºka kruºnice 4.
Preto aj kaºdá oblas´ v jeho rovinnej reprezentácii musí by´ ohrani£ená
najmenej ²tyrmi hranami. Preto ak sa pozrieme na jeho maticu hranovo-
plo²ných susedností2, tak zistíme, ºe sú£et prvkov v jednom riadku je najviac
2 (jedna hrana tvorí hranicu najviac dvoch oblastí), zatia© £o sú£et v jednom
st¨pci je aspo¬ 4 (jednu oblas´ odde©ujú od ostatných aspo¬ ²tyri hrany).
Teda ak σ je sú£et v²etkých prvkov matice, tak σ ≤ 2n a zárove¬ σ ≥ 4l. Z
toho vyplýva, ºe 2n ≥ 4l a teda 2l ≤ n.

8.5 Farbenie

Rie²enie 5.1. Pod©a úlohy 1.14 Petersenov graf obsahuje cyklus d¨ºky 5 a
teda nemôºe by´ zafarbený menej ako tromi farbami (ak by sme ©ubovo©ný
vrchol zafarbili jednou farbou, potom jeho susedov v tomto cykle musíme
zafarbi´ druhou farbou, ich susedov zas prvou farbou, ale posledné dva zafar-
bené vrcholy sú susedia a sú zafarbené rovnakou farbou, £o je spor). Farbenie
Petersenovho grafu tromi farbami je zobrazené na obrázku 8.16.

Rie²enie 5.2. Ke¤ºe koleso Wn tvorí cyklus Cn a jeden ¤al²í vrchol, ktorý
je susedný so v²etkými vrcholmi Cn, tak zjavne potrebujeme na zafarbenie
Wn o jednu farbu viac ako je potrebných na zafarbenie Cn. Teda χ(Wn) =

2Matica hranovo-plo²ných susedností je zade�novaná v úlohe 4.8
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Obrázok 8.16: Farbenie Petersenovho grafu tromi farbami

χ(Cn) + 1. O Cn platí, ºe ak n je párne, tak χ(Cn) = 2 a ak nepárne, tak
χ(Cn) = 3. Preto

χ(Wn) =

{
3 ak n je párne
4 ak n je nepárne.

Rie²enie 5.3. Bez ujmy na v²eobecnosti, nech χ(G1) ≤ χ(G2), pri£om farby
grafu G1 sú z mnoºiny C1 := {0, . . . , k} a farby grafu G2 z mnoºiny C2 :=
{0, . . . , n}. �alej nech V (G1) ∩ V (G2) = v, pri£om cG1(v) = i a cG2(v) = j.
Ak i = j, tak v²etkým vrcholom v G ponecháme pôvodnú farbu. Ak i 6= j,
tak v grafe G ponecháme vrcholom z grafu G1 pôvodné farby. �ubovo©ný
vrchol w ∈ G2 zafarbíme farbou cG(w) := cG2(w) + (i − j) (mod n + 1).
Konkrétne pre vrchol v to znamená, ºe cG(v) = j + i − j = i, £o je naozaj
farba akú sme mu pôvodne priradili. V²imnime si, ºe ostatné vrcholy z grafu
G2 zmenili farby, ale v²etky vrcholy, ktoré boli v grafe G2 zafarbené rovnakou
farbou sú aj v grafe G zafarbené (inou) rovnakou farbou a tieº vrcholy,
ktoré boli v G2 zafarbené rôznymi farbami sú aj v G zafarbené rôznymi
farbami. Teda aj toto nové zafarbenie vrcholov sp¨¬a de�níciu farbenia a
navy²e sme pri ¬om pouºili práve n farieb. Teda χ(G) = n = χ(G2) =
max{χ(G1), χ(G2)}.

Rie²enie 5.4. Prázdny graf zjavne nemôºeme zafarbi´. χ(K1) = 1. Pre
netriviálne prípady platí, ºe graf je zafarbite©ný dvoma farbami práve vtedy,
ke¤ je bipartitný (jednu partíciu zafarbíme jednou farbou, druhú druhou
farbou). Pod©a tvrdenia 1.1.6.1 je v²ak graf bipartitný práve vtedy, ke¤
neobsahuje kruºnicu nepárnej d¨ºky.

Rie²enie 5.5. Ke¤ºe graf obsahuje kruºnicu nepárnej d¨ºky, tak χ(G) ≥ 3.
Zvolíme si ©ubovo©ný vrchol v leºiaci na danej kruºnici nepárnej d¨ºky. Pod©a
tvrdenia z úlohy 5.4 je χ(G − v) = 2. Nájdeme teda také farbenie dvoma
farbami a vrchol v zafarbíme tre´ou farbou. Teda χ(G) = 3.
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Rie²enie 5.6. Implikácia �⇒� je triviálna. Zafarbime graf G − v n farbami.
Ke¤ºe v má v G menej ako n susedov, tak aj keby boli v²etci jeho susedia
zafarbený rôznymi farbami, musí existova´ aspo¬ jedna farba, ktorou nie je
zafarbený ºiaden jeho sused. Touto farbou zafarbíme v a dostaneme farbenie
grafu G n farbami.

Rie²enie 5.7. Nech odobraná hrana je v1v2. Vrcholy grafu G − {v1, v2} za-
farbíme kaºdý inou farbou, pouºijeme teda n − 2 farieb. Vrcholy v1 a v2

zafarbíme tou istou farbou, teda celkovo pouºijeme n− 1 farieb. Ke¤ºe jed-
iné dva vrcholy zafarbené tou istou farbou nie sú susedné, tak je to platné
farbenie grafu G. Teda χ(G) ≤ n − 1. Ke¤ºe χ(Kn) = n a odobraním
jednej hrany nemôºe chromatické £íslo grafu klesnú´ o viac ako o jeden, tak
χ(G) ≥ n− 1. Dokopy dostávame, ºe χ(G) = n− 1.

Rie²enie 5.8. GrafyG aH zobrazené na obrázku 8.17 zjavne nie sú izomorfné
(v grafe G je vrchol stup¬a 2, zatia© £o v grafeH je minimálny stupe¬ vrchola
3). Oba sú dvojsúvislé, lebo odstránením ºiadneho vrchola sa ani jeden graf
nerozpadne na viac komponentov, ale odstránením oboch vrcholov stup¬a
pä´ sa oba grafy rozpadnú na dva komponenty. Ke¤ºe oba grafy obsahu-
jú K4 ako indukovaný podgraf, tak χ(G) ≥ 4 a χ(H) ≥ 4. �ahko sa dá
skon²truova´ zafarbenie oboch grafov ²tyrmi farbami (ako neskôr ukáºeme),
teda χ(G) = χ(H) = 4.
Ke¤ºe dva vrcholy v oboch grafoch majú stupe¬ 5, teda sú susedné so v²etký-
mi ostatnými vrcholmi, je zrejmé, ºe tieto vrcholy musia by´ zafarbené kaºdý
inou farbou a navy²e týmito farbami uº nemôºe by´ zafarbený ºiaden iný
vrchol (toto platí pre oba grafy). Preto pri farbení s pouºitím práve ²ty-
roch farieb dve farby priradíme daným dvom vrcholom (na obrázku sú to
horný a dolný vrchol) a ostatným vrcholom musíme priradi´ ostávajúce dve
farby. To sa dá aj v grafe G aj H urobi´ práve ²tyrmi spôsobmi (ak zo-
radíme tieto ²tyri vrcholy z©ava doprava, tak v grafe G sú moºné prirade-
nia farieb vrcholom (1, 2, 1, 1), (1, 2, 1, 2), (2, 1, 2, 1), (2, 1, 2, 2) a v grafe H
(1, 2, 1, 2), (1, 2, 2, 1), (2, 1, 1, 2), (2, 1, 2, 1)), teda cG(4) = cH(4) = 4.3.4 = 48.
Pri pouºití práve piatich farieb podobnou úvahou dospejeme k tomu, ºe
cG(5) = cH(5) = 5.4.24 = 480. V prípade pouºitia práve ²iestich farieb
je jasné, ºe kaºdý vrchol musí by´ zafarbený inou farbou, teda celkový po£et
moºností je cG(6) = cH(6) = 6! = 720. Ke¤ºe v²etky zloºky chromatickej
funkcie sú pre oba grafy rovnaké, je zrejmé, ºe majú rovnakú chromatickú
funkciu. Teda sme ukázali, ºe dané tvrdenie neplatí. Konkrétne pre grafy G
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a H vyzerá ich chromatická funkcia nasledovne:

p(x) =
6∑

k=4

(
x

k

)
q(k) =

(
x

4

)
q(4) +

(
x

5

)
q(5) +

(
x

6

)
q(6) =

=
x!

4!(x− 4)!
2.4! +

x!

5!(x− 5)!
4.5! +

x!

6!(x− 6)!
6! =

= x6 − 11x5 + 47x4 − 97x3 + 96x2 − 36x.

Obrázok 8.17: Neizomorfné dvojsúvislé grafy s rovnakou chromatickou
funkciou.

Rie²enie 5.9. Ke¤ºe ∆(Kn) = n−1, tak vlastne chceme dokáza´, ºe komplet-
né grafy nepárneho stup¬a patria do triedy 1 (χ′(G) = ∆(G)) a kompletné
grafy párneho stup¬a patria do triedy 2 (χ′(G) = ∆(G) + 1). Pre regulárne
grafy ale platí, ºe patria do triedy 1 práve vtedy, ke¤ majú 1-faktorizáciu,
teda ke¤ existuje rozdelenie ich mnoºiny hrán do hranovo-disjunktných 1-
faktorov (zrejme v²etky hrany incidentné s nejakým vrcholom budú patri´
do rôznych 1-faktorov, teda ak priradíme hranám v i-tom 1-faktore farbu i,
dostaneme platné hranové farbenie s poºadovaným po£tom hrán). Dokáºeme
teda ekvivalentné tvrdenie, ºe Kn má 1-faktorizáciu práve vtedy, ke¤ n je
párne.
Je zrejmé, ºe ak n je nepárne, takKn nemôºe obsahova´ 1-faktorizáciu, ke¤ºe
nemôºe obsahova´ ani 1-faktor (kaºdá hrana 1-faktoru spája dva vrcholy, ale
ºiadne dve hrany v 1-faktore nemôºu by´ susedné, teda jeden vrchol vºdy
ostane nespárený).
Tvrdenie, ºe ak n je párne, tak Kn obsahuje 1-faktorizáziu priamo vyplý-
va z úlohy 2.10 (kde je dokonca uvedený presný po£et 1-faktorizácií grafu
Kn).
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Rie²enie 5.10. Ke¤ºe P je trieda hrán zafarbených tou istou farbou, tak
ºiadne dve hrany z P nemôºu by´ v grafe G susedné. Ke¤ºe kaºdá hrana
spája práve dva vrcholy, tak v P je najviac |V (G)|

2
hrán. Ke¤ºe po£et hrán je

vºdy celé £íslo, dostávame

|P | ≤
⌊
|V (G)|

2

⌋
.

Rie²enie 5.11. Nech G je graf s c.k hranami, c ≥ χ′(G). Nech C je mnoºina
v²etkých hranových farbení grafu G c farbami. Pre π ∈ C zade�nujeme

n(π) :=
c∑

i=1

|ei − k|,

kde ei je po£et hrán zafarbených farbou ci pri farbení π. Potom zade�nujeme
n0 := min{n(π) : π ∈ C}. Dokáºeme, ºe n0 = 0, teda ºe existuje π0 - rozklad
grafu G na c párení, kaºdé s k hranami.
Predpokladajme opak, teda ºe n(π0) > 0. Teda existuje párenie (t.j. farebná
trieda) Mi, pre ktorú ei = |Mi| 6= k. Ke¤ºe G má c.k hrán, tak existujú
párenia M1 a M2 také, ºe e1 = |M1| < k a e2 = |M2| > k. Nech H je podgraf
grafu G s E(H) = M1 ∪M2. Potom H je zjednotením ciest a cyklov. Ke¤ºe
e2 > e1, tak H musí obsahova´ ako komponent cestu P , ktorej po£iato£ný aj
koncový vrchol sú zM2. Teraz navzájom vymeníme farby v P . Párenia, ktoré
zodpovedajú tejto zmene nazvime M ′

1 a M ′
2. Týmto vznikne nové farbenie

π′0 grafu G s páreniami M ′
1,M

′
2,M3, . . .Mc. Navy²e e′1 = |M ′

1| = e1 + 1 a
e′2 = |M ′

2| = e2−1. Ke¤ºe e1 < k a e2 > k, tak dostávame, ºe |e′1−k| < |e1−k|
a |e′2 − k| < |e2 − k|. Odtia© dostávame, ºe n(π′0) < n(π0), £o je spor s
minimálnos´ou n(π0). Tieº z toho vyplýva, ºe n0 = 0, £o dokazuje pôvodné
tvrdenie.

Rie²enie 5.12. Regulárne grafy patria do triedy 1 práve vtedy, ke¤ majú
1-faktorizáciu, teda ke¤ sa ich mnoºina hrán dá rozloºi´ na hranovo dis-
junktné 1-faktory. Toto tvrdenie ©ahko dokáºeme. Zrejme v²etky hrany
incidentné s nejakým vrcholom budú patri´ do rôznych 1-faktorov, teda ak
priradíme hranám v i-tom 1-faktore farbu i, dostaneme platné hranové far-
benie, ktoré pouºíva práve ∆(G) farieb. Naopak, ak máme dané nejaké
farbenie regulárneho grafu G ∆(G) farbami, tak potom je zrejmé, ºe kaºdý
vrchol je incidentný s najviac jednou hranou zafarbenou ©ubovo©nou farbou
(z de�nície hranového farbenia), ale tieº, ºe neexistuje vrchol, ktorý by nebol
incidentný s hranou nejakej farby (z regulárnosti grafu). Teda hrany zafar-
bené rovnakou farbou tvoria 1-faktor a v²etky takéto 1-faktory sú navzájom
hranovo-disjunktné a ich zjednotením je E(G), teda tvoria 1-faktorizáciu.
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Je ale zrejmé, ºe ºiaden graf s nepárnym po£tom vrcholov nemôºe obsahova´
1-faktor, pretoºe sa nedá spári´ nepárny po£et vrcholov. Teda neobsahuje
ani 1-faktorizáciu a teda patrí do triedy 2.

Rie²enie 5.13. G je dvojsúvislý práve vtedy, ak neobsahuje artikuláciu. Pred-
pokladajme opak, teda nech G obsahuje artikuláciu x a je hranovo kritický
s chromatickým indexom χ′(G) = n. Teda G sa skladá z dvoch podgrafov
G1 a G2 takých, ºe G1 ∪G2 = G a G1 ∩G2 = x. �alej nech y, z ∈ NG(x) a
y ∈ V (G1), z ∈ V (G2). Potom existujú hranové zafarbenia π1 grafu G−xy a
π2 grafu G− xz (n− 1) farbami (pretoºe G je hranovo kritický). Konkrétne
farby z farbenia π2 môºeme permutova´ tak, ºe farby hrán incidentných s
x v grafe G2 (pri farbení π2) budú rôzne ako farby hrán incidentných s x v
grafe G1 (pri farbení π1). Toto sa dá, pretoºe G z de�nície hranovej krit-
ickosti patrí do triedy 2, teda stupe¬ vrchola x je najviac n − 1. Teraz ak
graf G zafarbíme nasledovne - hrany z G1 zafarbíme pod©a π1 a hrany z G2

pod©a π2 - tak dostávame (n − 1)-hranové farbenie grafu G, £o je v spore s
predpokladom, ºe χ′(G) = n.

Rie²enie 5.14. Pouºijeme výsledok úlohy 4.7, teda ºe planárny graf musí ma´
aspo¬ jeden vrchol stup¬a menej ako ²es´. Ak predpokladáme, ºe existuje
graf, ktorý nie je zafarbite©ný ²iestimi farbami, tak si zvo©me najmen²í taký
- nech je to G. Potom ak odstránime vrchol v stup¬a menej ako ²es´, tak
novovzniknutý graf G− v uº musí by´ zafarbite©ný ²iestimi farbami. Ke¤ºe
v²ak v v grafe G má menej ako ²es´ susedov, tak musí existova´ farba, ktorou
nie je zafarbený ºiaden jeho sused. Ak touto farbou zafarbíme vrchol v, tak
potom dostaneme zafarbenie grafu G ²iestimi farbami, £o je spor s predpok-
ladom.

Rie²enie 5.15.

1. Ke¤ºe graf Kn neobsahuje ºiadne hrany a preto ºiadne dva vrcholy nie
sú susedné, farby v²etkých vrcholov moºno vybra´ nezávisle z mnoºiny
{1, . . . , t}. Preto f(Kn, t) = tn.
Pri farbení grafu Kn prvý vrchol môºeme zafarbi´ ktorouko©vek z t
farieb, na druhý vrchol môºeme pouºi´ len zvy²ných t − 1 farieb a v
kaºdom ¤al²om kroku vºdy o jednu farbu menej. Pri týchto zafarbeni-
ach v²ak môºeme farby nezávisle kombinova´, preto

f(Kn, t) =

{
t(t− 1) . . . (t− n+ 1) = (t)n ak t ≥ n
0 ak t < n.

2. Ke¤ºe farbenie v kaºdom komponente môºeme vybra´ nezávisle od
farbení v iných komponentoch, tak potom po£et t-zafarbení grafu G je
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sú£inom po£tu t-zafarbení jednotlivých jeho komponentov, teda f(G, t) =∏k
i=1 f(Gi, t).

3. Zvo©me ©ubovo©né regulárne t-zafarbenie grafu G1. Aby sme toto zafar-
benie roz²írili na zafarbenie celého grafu G treba zvoli´ také zafarbenie
grafu G2, v ktorom v dostane farbu f1(v). Ke¤ºe po£et t-zafarbení
grafu G2, v ktorých má vrchol v �xovanú farbu je f(G2,t)

t
nezávisle od

farby f1(v), a zafarbenie f1 sme volili ©ubovo©ne, tak dostávame, ºe
po£et regulárnych t-zafarbení grafu G je

1

t
f(G1, t).f(G2, t).

4. Po£et regulárnych t-zafarbení grafu G, v ktorých u a v majú rôzne
farby je ten istý, ako po£et t-zafarbení grafu G + uv = G1. Podobne,
po£et t-zafarbení grafu G, v ktorých u a v majú rovnaké farby je ten
istý ako po£et t-zafarbení grafu G2. Ak tieto £ísla s£ítame, dostaneme
po£et v²etkých t-zafarbení grafu G.

5. Predchádzajúce tvrdenie dovo©uje redukova´ výpo£et f(G, t) na výpo£et
chromatického polynómu grafov s vä£²ím po£tom hrán alebo men²ím
po£tom vrcholov a teda opakovaním tohto procesu koniec koncov na
výpo£et chromatických polynómov istého po£tu kompletných grafov,
ktorých rád v²ak nikdy nepresiahne rád grafu G (vrcholy nepridávame).
Ich po£et v²ak môºe by´ katastro�cky obrovský. Ke¤ºe f(Kn, t) je
polynóm v premennej t, tak z tohto tvrdenia jasne vyplýva, ºe funkciu
f(G, t) sme správne pomenovali polynóm.

6. Nech T je strom rádu n. Pouºijeme indukciu vzh©adom na n. Ak
n = 1, tak T = K1 a f(T, t) = f(K1, t) = t, takºe tvrdenie platí. Pri
n = 2 máme T = K2 a f(G, t) = f(K2, t) = t(t − 1). Teda pri n ≤ 2
tvrdenie platí. Nech teraz tvrdenie platí pre v²etky stromy rádu m,
kde 2 ≤ m ≤ n − 1, a nech T je strom rádu n. Nech u je list stromu
T , ktorého jediný sused je v. Nech T1 = uv a T2 = T − u. Ke¤ºe
T1 = K2, tak f(T1, t) = t(t − 1) a pod©a induk£ného predpokladu
máme f(T2, t) = t(t− 1)n−2. Ke¤ºe T = T1 ∪ T2 a T1 ∩ T2 = {v}, tak
môºeme pouºi´ tvrdenie 3 z tejto úlohy, odtia©

f(T, t) =
1

t
f(T1, t).f(T2, t) =

1

t
.t.(t− 1).t(t− 1)n−2 = t(t− 1)n−1.
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8.6 Toky

Rie²enie 6.1. Zis´ujeme, ko©kými rôznymi spôsobmi sa dá mnoºina vrcholov
V (N) rozdeli´ do dvoch disjunktných podmnoºín tak, aby s a t nepatrili
do tej istej podmnoºiny. Nech s ∈ S a t ∈ T . Po£et moºností ako do S
vybra´ i spomedzi ostatných n vrcholov je

(
n
i

)
. Celkový po£et moºností je

v²ak sú£tom po£tu moºností výberu od nula aº po n ostatných vrcholov.
Dostávame teda, ºe celkový po£et odde©ujúcich rezov siete N je

n∑
i=0

(
n

i

)
= 2n−1.

Rie²enie 6.2.

1. (F1) Uº zo spôsobu akým je zobrazená sie´ N je jasné, ºe f(e, x, y) =

−f(e, y, x) pre v²etky (e, x, y) ∈
−→
E .

(F2') V kaºdom vrchole okrem s a t je sú£et �pritekajúcich� tokov rovný
sú£tu �odtekajúcich� tokov, formálne ∀v ∈ V (N)−{s, t} : f(v, V ) = 0.
(F3) �ahko vidie´, ºe £ísla v zátvorke (toky hrán) sú vºdy men²ie alebo
rovné ako £ísla pred zátvorkami (kapacity hrán). Teda f(−→e ) ≤ c(−→e )

pre v²etky −→e ∈
−→
E .

Takºe zobrazená funkcia je naozaj tok v sieti N .

2. Ve©kos´ toku je f(S, S) pre ©ubovo©né S také, ºe s ∈ S a t /∈ S.
Vezmime si teda napríklad S = {s}, potom f(S, S) = 11, £o je aj
ve©kos´ zobrazeného toku v N .

3. Za£neme v s a budeme h©ada´ hranu incidentnú s daným vrcholom,
ktorá by sp¨¬ala podmienku zvä£²ujúcej cesty, teda ak je to hrana �vy-
chádzajúca� z daného vrcholu, tak jej tok musí by´ men²i ako kapacita,
ak je to hrana �vchádzajúca� do daného vrcholu, tak jej tok musí by´
vä£²í ako nula. Týmto spôsobom môºme nájs´ napríklad aj nasledovné
zvä£²ujúce cesty: sbdfght, scbasbdght, sbdght (dá sa ich nájs´ aj viac).

4. Pod©a vety 6.1.2.2 je ve©kos´ maximálneho toku v sieti rovná kapacite
minimálneho rezu. V prípade siete N je minimálny rez napr. (V −
{t}, {t}) a jeho kapacita je c(V − {t}, {t}) = 13.
Ve©kos´ toku môºeme zvä£²ova´ tak, ºe v zvä£²ujúcej ceste meníme
hodnotu nasledovným spôsobom: dopredu orientovaným hranám tok
zvä£²íme o jeden, dozadu orientovaným hranám tok zmen²íme o jeden.
Toto spravíme pre v²etky hrany a opakujeme aº dovtedy, kým daná ces-
ta nie je zvä£²ujúca. Potom nájdeme ¤a©²iu zvä£²ujúcu cestu a postup



8.6 Toky 82

opakujeme aº pokým nedosiahneme maximálnu ve©kos´ toku.
V tomto prípade môºme zvä£²i´ cestu sbdght o jeden a potom cestu
sbdfght tieº o jeden. Výsledný tok s maximálnou ve©kos´ou je zo-
brazený na obrázku 8.18.

Obrázok 8.18: Maximálny tok siete N z obrázku 6.1.

Rie²enie 6.3. Nahradíme vrchol v dvoma vrcholmi v1 a v2. Kaºdá hrana
orientovaná do vrcholu v sa stane hranou orientovanou do vrcholu v1, kaºdá
hrana orientovaná z vrcholu v sa stane hranou orientovanou z vrcholu v2 a
e²te pridáme hranu v1v2 s kapacitou c(v1v2) = d.

Rie²enie 6.4. Ke¤ºe v N neexistuje orientovaná cesta z s do t, musí to zna-
mena´, ºe v N existuje mnoºina S ⊂ V (N) taká, ºe s ∈ S, t /∈ S a neexis-
tuje ºiadna orientovaná hrana smerujúca von z S. Potom ale zrejme platí,
ºe kapacita c(S, S) = 0. To ale musí by´ aj kapacita minimálneho rezu a
pod©a vety 6.1.2.2 sa táto rovná ve©kosti maximálneho toku v N , teda obe
sú nulové.

Rie²enie 6.5. 4-tok grafu K4 je zobrazený na obrázku 8.19. Ke¤ skú²ame
skon²truova´ 3-tok, tak tok jednotlivých hrán môºe nadobúda´ hodnoty 1
a 2. Ke¤ºe K4 je 3-regulárny, tak bu¤ vo vrchole dve hrany smerujú do
vrcholu a jedna von, alebo naopak. V oboch prípadoch platí, ºe dve hrany
orientované tým istým smerom (vzh©adom na daný vrchol) musia ma´ tok 1
a tretia hrana tok 2. Teda ak nejaká hrana je jediná orientovaná smerom z
nejakého vrchola, tak musí by´ zárove¬ jedinou orientovanou smerom do jej
druhého konca. To sa v²ak v K4 nedá dosiahnu´. Vezmime si K3 a hrany
orientujme tak, aby vytvorili orientovanú kruºnicu. Potom ak pridáme ²tvrtý
vrchol a nové tri hrany orientujeme ©ubovo©ným spôsobom, vºdy sa stane, ºe
v nejakom vrchole táto podmienka plati´ nebude. K4 teda nemá 3-tok.
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Obrázok 8.19: 4-tok v grafe K4.

Rie²enie 6.6. Najskôr dokáºeme, ºe sú to odde©ujúce rezy.

T ∩ Y = S ∩X = S ∪X
T ∪ Y = S ∪X = S ∩X

s ∈ S, s ∈ X ⇒ s ∈ S ∪X, s ∈ S ∩X
t ∈ T, t ∈ Y ⇒ t ∈ T ∪ Y, t ∈ T ∩ Y.

Ozna£íme kapacity medzi jednotlivými skupinami vrcholov nasledovne: c(S∩
X,T ∩X) = e, c(S∩Y, T ∩Y ) = f , c(S∩X,S∩Y ) = g, c(T ∩X,T ∩Y ) = h.
Toto je preh©adne zobrazené na obrázku 8.20.
Potom c(S, T ) = e+f a c(X, Y ) = g+h. Pod©a minimality e+f = g+h = m,
kde m je ve©kos´ kapacity minimálneho rezu. Teda e+ f + g + h = 2m. Ale
na základe minimality c(S ∪X,T ∩Y ) = f +h ≤ m a tieº c(S ∩X,T ∪Y ) =
e + g ≤ m. Z toho v²ak vyplýva, ºe obe kapacity sú rovné m, teda sú to
minimálne rezy.

Obrázok 8.20: Diagram kapacít medzi vybranými mnoºinami vrcholov v N .

Rie²enie 6.7. Dopredná implikácia zrejme platí, ke¤ºe v prijate©nej cirkulácii
funkcia l pretla£í aspo¬ l(S, S) toku z S do S a funkcia c vºdy najviac c(S, S)
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toku z S naspä´ do S.
Pre dôkaz opa£nej implikácie pridáme do

−→
G zdroj s a ústie t a pridáme

hranu z s do kaºdého vrcholu
−→
G a hranu z kaºdého vrcholu

−→
G do t. Zade�n-

ujeme kapacitnú funkciu c′ pre hrany novovzniknutého grafu
−→
G′ tak, ºe

c′(v, w) = c(v, w) − l(v, w), c′(s, v) = l(V, v) a c′(v, t) = l(v, V ). Potom
relácia f(v, w) = g(v, w)− l(v, w) ur£uje jednozna£nú kore²pondenciu medzi
prijate©nou cirkuláciou g v

−→
G a tokom f v

−→
G′ z s do t a ve©kos´ou toku

l(V, V ). Pod©a vety 6.1.2.2 v²ak tok s takouto kapacitou v grafe
−→
G′ existuje,

teda g je prijate©ná cirkulácia.

Rie²enie 6.8. Vezmime si napríklad Petersenov graf zobrazený na obrázku
1.3. Tento graf umoº¬uje 5-tok (zobrazený na obrázku 8.21 a)), neumoº¬uje
v²ak 4-tok. Ak v²ak pridáme jednu hranu, nový graf uº 4-tok umoº¬uje
(obrázok 8.21 b)). Teda H = P a G = P ∪ {e}.

Obrázok 8.21: a) 5-tok Petersenovho grafu P . b) 4-tok grafu P ∪ {e}.

Rie²enie 6.9. Majme daný multigraf M bez mostov. Graf G zostrojíme z M
tak, ºe kaºdú hranu −→vw nahradíme novým vrcholom xvw a hranami −−→vxvw a
−−−→xvww. Je zrejmé, ºe G je jednoduchý graf bez mostov a zárove¬ platí, ºe ak
G umoº¬uje k-tok, tak potom aj M umoº¬uje k-tok. Pod©a tvrdenia 6.1.6.4
v²ak G umoº¬uje 6-tok, teda aj M umoº¬uje 6-tok.

Rie²enie 6.10. Pod©a vety 6.1.3.3 platí, ºe G má nikde-nulový 4-tok práve
vtedy, ke¤ má Z4-tok. �alej pod©a vety 6.1.3.2 G má Z4-tok práve vtedy,
ke¤ má Z2 × Z2-tok. Dokáºeme teda ekvivalentné tvrdenie:
Graf G má Z2×Z2-tok práve vtedy, ke¤ má rozklad na tri paritné podgrafy.
�⇒�: Majme daný Z2 × Z2-tok, teda ak −→e ∈

−→
E (G), tak tok f(−→e ) ∈
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{01, 10, 11}. Poloºme Pi := {−→e ∈
−→
E | f(−→e ) =bin i}. Zjavne P1, P2, P3 sú po

dvoch hranovo disjunktné a P1 ∪ P2 ∪ P3 = G. Treba e²te dokáza´, ºe sú to
paritné podgrafy. Vezmime si ©ubovolný vrchol v ∈ V (G) a skúmajme sú£et
tokov hrán vchádzajúcich do v (teda v²etkých hrán (e, x, v), kde e ∈ E(G)
a x ∈ V (G)). Tento sú£et je pod©a de�nície H-toku rovný sú£tu tokov hrán
vychádzajúcich z v (teda formálne hrán tvaru (e, v, x), kde opä´ e ∈ E(G) a
x ∈ V (G)). Ozna£me sú£et tokov (myslíme sú£et v grupe Z2 ×Z2) vchádza-
júcich hrán do v

∑
in(v) a sú£et tokov hrán vychádzajúcich z v

∑
out(v).

Pre zjednodu²enie ¤alej ozna£me P in

i (v) := {−→e = (e, x, v) | e ∈ E(Pi), x ∈
V (Pi)} a P out

i (v) := {−→e = (e, v, x) | e ∈ E(Pi), x ∈ V (Pi)}. Vezmime si
©ubovo©ný vrchol v ∈ V (G) a pozrime sa na v²etky moºné prípady

∑
in(v).

1.
∑

in(v) = 00: Tento prípad môºe nasta´ iba vtedy, ke¤ |P in

1 |+ |P in

3 | = 0

(mod 2) a zárove¬ |P in

2 | + |P in

3 | = 0 (mod 2). Z toho je zrejmé, ºe
|P in

1 | = |P in

3 | = |P in

2 | (mod 2). Ke¤ºe rovnaká úvaha platí aj o vy-
chádzajúcich hranách, je zrejmé, ºe dP1(v) = dP2(v) = dP3(v) (mod 2).
Ak je tento stupe¬ párny, tak aj dG(v) je párny, ak je nepárny, je aj
dG(v) je nepárny.

2.
∑

in(v) = 01: Tento prípad môºe nasta´ iba vtedy, ke¤ |P in

1 |+ |P in

3 | = 1

(mod 2) a zárove¬ |P in

2 | + |P in

3 | = 0 (mod 2). Z toho je zrejmé, ºe
|P in

1 | 6= |P in

3 | = |P in

2 | (mod 2). Ke¤ºe rovnaká úvaha opä´ platí aj
o vychádzajúcich hranách, je zrejmé, ºe dP1(v) = dP2(v) = dP3(v)
(mod 2). Teda znovu, ak je tento stupe¬ párny, tak aj dG(v) je párny,
ak je nepárny, je aj dG(v) je nepárny.

3.
∑

in(v) = 10: Tento prípad môºe nasta´ iba vtedy, ke¤ |P in

1 |+ |P in

3 | = 0

(mod 2) a zárove¬ |P in

2 | + |P in

3 | = 1 (mod 2). Z toho je zrejmé, ºe
|P in

1 | = |P in

3 | 6= |P in

2 | (mod 2). Rovnakou úvahou ako v predchádza-
júcich prípadoch dostaneme, ºe parita stup¬a v v G ako aj v²etkých
troch podgrafoch je rovnaká.

4.
∑

in(v) = 11: Tento prípad môºe nasta´ iba vtedy, ke¤ |P in

1 |+ |P in

3 | =
1 (mod 2) a zárove¬ |P in

2 | + |P in

3 | = 1 (mod 2). Z toho je zrejmé,
ºe |P in

1 | = |P in

2 | 6= |P in

3 | (mod 2). Tak isto ako v predchádzajúcich
prípadoch dostávame, ºe stupne vrchola v majú vo v²etkých podgrafoch
aj samotnom grafe G rovnakú paritu.

�⇐�: Máme dané tri paritné podgrafy P1, P2, P3 grafu G, ktoré zárove¬
tvoria jeho rozklad. Hranám −→e ∈ P1 priradíme tok f(−→e ) := 01, a podobne
pre v²etky −→e ∈ P2, f(−→e ) := 10 a pre v²etky −→e ∈ P3, f(−→e ) := 11. Treba
dokáza´, ºe takéto priradenie toku hranám v grafe G tvorí Z2 × Z2-tok na
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grafe G, teda ºe f(v, V ) = 0 pre v²etky v ∈ V (G).(Zjavne, ak toto platí, tak
tok na danej Z2 × Z2-cirkulácii je nikde-nulový.)
Vezmime si ©ubovo©ný vrchol v ∈ V (G). Ak jeho stupe¬ je párny v grafe
G, je párny aj v daných troch podgrafoch. Teda po£et hrán incidentných
s vrcholom v z podgrafov P1 (tok na hranách má hodnotu 01) a P3 (tok
na hranách má hodnotu 11) je párny, £o zaru£uje, ºe sú£et tokov hrán in-
cidentných s v má tvar x0, kde x ∈ {0, 1}. Treba si uvedomi´, ºe nezáleºí
na tom, £i hrana vchádza do v (teda tok treba pripo£íta´), alebo vychádza
z v (teda tok treba odpo£íta´), ale iba na párnosti po£tu hrán, ke¤ºe v Z2

je 1 + 1 = 1 − 1 = 0 a 0 + 1 = 0 − 1 = 1. Tieº si treba uvedomi´, ºe po£et
hrán z podgrafu P2 nemá vplyv na najpravej²iu cifru, ke¤ºe k nej pripo£í-
tava (odpo£ítava) nulu. Podobne po£et hrán incidentných s vrcholom v z
podgrafov P2 (tok na hranách má hodnotu 10) a P3 (tok na hranách má
hodnotu 11) je párny, teda sú£et tokov hrán incidentných s v má tvar 0x,
kde x ∈ {0, 1}. Celkovo teda dostávame, ºe sú£et tokov hrán incidentných s
v je 00, teda f(v, V (G)) = 0.
Ak je stupe¬ v vo v²etkých podgrafoch nepárny, tak sú£et tokov hrán z P1

a P3 je párny a takisto aj sú£et tokov hrán z P2 a P3 je párny. Rovnakou
úvahou dostaneme, ºe sú£et tokov hrán incidentných s v je 00, inak povedané
f(v, V (G)) = 0. Tým sme ale dokázali dané tvrdenie.

8.7 Hamiltonovské kruºnice

Rie²enie 7.1. Ke¤ºe oba grafy obsahujú dva vrcholy stup¬a jeden, tak v nich
neexistuje uzavretý sled obsahujúci tieto vrcholy (napr. vrchol a v oboch
grafoch). Tým pádom nemôºu obsahova´ ani hamiltonovskú kruºnicu.
Ak by v grafe boli viac ako dva vrcholy stup¬a jeden, tak by nemohla exis-
tova´ ani cesta obsahujúca v²etky tieto vrcholy. Ke¤ºe v²ak v oboch grafoch
sú práve dva takéto vrcholy (v G1 sú to a a f , v G2 a a j), tak potenciálna
hamiltonovská cesta musí by´ cestou medzi týmito dvoma vrcholmi. V G1

v²ak existujú len dve a− f -cesty, konkrétne (a, b, c, e, f) a (a, b, d, e, f). Ani
jedna z nich v²ak neobsahuje vrcholy c aj d. V G2 existujú ²tyri a− j-cesty,
konkrétne (a, b, c, d, e, i, j), (a, b, c, d, g, h, i, j), (a, b, f, g, h, i, j) a (a, b, f, g, d, e, i, j).
Ani jedna z nich neobsahuje vrcholy c aj f . Z toho vyplýva, ºe ani jeden graf
neobsahuje hamiltonovskú cestu.

Rie²enie 7.2. V grafeG1 je hamiltonovská kruºnica napr. (a, b, c, d, e, f, h, j, i, g),
v G2 napr. (a, b, h, g, j, f, i, c, d, e), v G3 napr. (a, c, f, e, b, g, h, d). Graf G4

hamiltonovskú kruºnicu neobsahuje, lebo vrchol a má stupe¬ jeden, teda nie
je sú£as´ou ºiadneho uzavretého sledu. Hamiltonovská cesta v G4 je napr.
(a, b, f, e, d, c).
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Rie²enie 7.3. Hamiltonovská kruºnica v bipartitnom grafe musí obsahova´
striedavo vrcholy z jednej a druhej partície a zárove¬ musí obsahova´ v²etky
vrcholy. Pod©a de�nície hamiltonovskej kruºnice nemôºe obsahova´ ºiaden
vrchol viac neº raz. Teda vrcholov z jednej partície musí by´ v hamiltonovskej
kruºnici práve to©ko, ako vrcholov z druhej partície. Z toho dostávame, ºe
m = n. Samozrejme to neznamená, ºe kaºdý podgraf Kn,n pokrývajúci
v²etky vrcholy obsahuje hamiltonovskú kruºnicu. Na obrázku 8.22 sú zo-
brazené dva podgrafy grafu K3,3 pokrývajúce v²etky vrcholy, pri£om G1 ob-
sahuje hamiltonovskú kruºnicu (tvoria ju zvýraznené hrany) aG2 hamiltonovskú
kruºnicu neobsahuje, lebo sú v ¬om vrcholy stup¬a jeden.

Obrázok 8.22: Podgrafy K3,3, ktoré a) obsahujú b) neobsahujú
hamiltonovskú kruºnicu.

Rie²enie 7.4. Pomenujme hrany spájajúce vonkaj²ích pä´ vrcholov s vnú-
tornými piatimi vrcholmi Petersenovho grafu (tak ako je zobrazený na obrázku
1.3) spojnice. Potom kaºdá hamiltonovská kruºnica by musela obsahova´
párny po£et spojníc, teda dve alebo ²tyri. Nie je moºné, aby to boli dve spo-
jnice, lebo potom by hamiltonovská kruºnica musela obsahova´ ²tyri hrany
medzi vnútornými vrcholmi a ²tyri hrany medzi vonkaj²ími vrcholmi. Lep²ie
povedané, medzi vnútornými koncami spojníc aj medzi vonkaj²ími koncami
spojníc by musela existova´ cesta d¨ºky ²tyri. To je v²ak zjavne nemoºné.
Takisto nie je moºné, aby to boli ²tyri spojnice. Je zrejmé, ºe v²etkých pä´
spojníc si je rovnocenných. Ak teda vyberieme nejaké ²tyri spojnice, potom
vonkaj²í koniec piatej spojnice musí na kruºnici by´ susedný s dvoma vonka-
j²ími vrcholmi a vnútorný koniec piatej spojnice zase s dvoma vnútornými
vrcholmi. Teda dostávame graf zobrazený na obrázku 8.23. Tento je rozde-
lený na dva komponenty. Pridanie ©ubovo©nej hrany z Petersenovho grafu,
ktorá by tieto komponenty spojila by v²ak malo za následok, ºe aspo¬ je-
den vrchol by bol stup¬a tri. Tým sme dokázali, ºe Petersenov graf nie je
hamiltonovský.
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Obrázok 8.23: Dôkaz, ºe Petersenov graf neobsahuje hamiltonovskú kruºnicu.

Rie²enie 7.5. Ani jedno tvrdenie nie je pravdivé.

1. Eulerovský graf, ktorý nie je hamiltonovský je zobrazený na obrázku
8.24 a).

2. Hamiltonovský graf, ktorý nie je eulerovský je zobrazený na obrázku
8.24 b).

Obrázok 8.24: a) Eulerovský graf, ktorý nie je hamiltonovský. b)
Hamiltonovský graf, ktorý nie je eulerovský.

Rie²enie 7.6. V daných grafoch musí eulerovský ´ah prechádza´ kaºdým vr-
cholom práve raz. To je moºné len vtedy, ak kaºdý vrchol je stup¬a 2. Ale
dvojregulárny spojitý graf je predsa kruºnica, teda tvrdenie platí pre grafy
Cn, kde n ≥ 3.

Rie²enie 7.7. Na obrázku 8.25 a) je zobrazený grafK7. Hamiltonovské kruºnice
zafarbené danými farbami sú zobrazené na obrázkoch 8.25 b), c) a d).
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Obrázok 8.25: Hamiltonovské kruºnice grafu a) K7. b) Hrany zafarbené
£ervenou farbou. c) Hrany zafarbené modrou farbou. d) Hrany zafarbené
zelenou farbou.

Rie²enie 7.8. Predpokladajme, ºe tvrdenie neplatí. Zvo©me teda graf G s
n vrcholmi, ktorý má maximálny po£et hrán spomedzi v²etkých grafov s
n vrcholmi, pre ktoré tvrdenie neplatí. Zvo©me dva nesusedné vrcholy p
a q. Potom pod©a maximality G, G + pq je hamiltonovský. Navy²e pq
musí by´ hrana kaºdej hamiltonovskej kruºnice grafu G + pq, lebo inak by
musela existova´ hamiltonovská kruºnica aj v grafe G. Pod©a predpokladu
d(p) + d(q) ≥ n. Pozrime sa na ©ubovo©nú hamiltonovskú kruºnicu grafu
G + pq, nech je to (p, v1, v2, . . . , vn−2, vn−1, q). Ak vi ∈ N(p), tak potom
vi−1 /∈ N(q), lebo ak by to platilo, tak potom postupnos´

p, v1, v2, . . . , vi−1, q, vn−1, vn−2, vn−3, . . . , vi

by tvorila hamiltonovskú kruºnicu vG. Teda kaºdý z d(p) vrcholov susedných
s p v G musí na kruºnici predchádza´ vrchol nesusedný s q (a ºiaden z týchto
vrcholov nemôºe by´ q). Teda existuje aspo¬ d(p) + 1 vrcholov v G, ktoré
nie sú susedné s q. Takºe v G je aspo¬ d(q) + d(p) + 1 vrcholov, teda

d(p) + d(q) ≤ n− 1,

£o je spor s predpokladom.

Rie²enie 7.9. Opa£ná implikácia, teda ºe ak G je hamiltonovský graf, tak aj
G+ v1v2 je hamiltonovský je zrejmá. Dokáºeme teda doprednú implikáciu.
Predpokladajme, ºe tvrdenie neplatí, teda ºe G + v1v2 je hamiltonovský,
ale G je nehamiltonovský. Teda v1v2 musí by´ hrana kaºdej hamiltonovskej
kruºnice grafuG+v1v2, lebo inak by musela existova´ hamiltonovská kruºnica
aj v grafe G. Pod©a predpokladu d(v1)+d(v2) ≥ n. Pozrime sa na ©ubovo©nú
hamiltonovskú kruºnicu grafu G+ v1v2, nech je to (v1, w1, w2, . . . , wn−1, v2).
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Ak wi ∈ N(v1), tak potom wi−1 /∈ N(v2), lebo ak by to platilo, tak potom
postupnos´

v1, w1, w2, . . . , wi−1, v2, wn−1, wn−2, wn−3, . . . , wi

by tvorila hamiltonovskú kruºnicu v G. Teda kaºdý z d(v1) vrcholov sused-
ných s v1 v G musí na kruºnici predchádza´ vrchol nesusedný s v2 (a ºiaden
z týchto vrcholov nemôºe by´ v2). Teda existuje aspo¬ d(v1) + 1 vrcholov v
G, ktoré nie sú susedné s v2. Takºe v G je aspo¬ d(v1) + d(v2) + 1 vrcholov,
teda

d(v1) + d(v2) ≤ n− 1,

£o je spor s predpokladom.

Rie²enie 7.10.

1. Pod©a tvrdenia z úlohy 7.8 sta£í ukáza´, ºe pri danom po£te hrán neex-
istujú dva nesusedné vrcholy v1 a v2 s d(v1)+d(v2) < n. Ak by platilo,
ºe d(v1) + d(v2) < n, tak z pomedzi (n − 2) + (n − 2) = 2n − 4 párov
v1w a v2w, kde w ∈ V (G) je najviac n − 1 hrán. Teda G má najviac(

n
2

)
− (n− 2) = n!

2!(n−2)!
− (n− 2) = n2−3n+4

2
hrán.

2. Graf s n = 4 vrcholmi a 42−3.4+6
2

− 1 = 4 hranami neobsahujúci
hamiltonovskú kruºnicu je zobrazený na obrázku 8.26.

Obrázok 8.26: Graf so ²tyrmi vrcholmi a ²tyrmi hranami neobsahujúci
hamiltonovskú kruºnicu.

Rie²enie 7.11. Nech G má n vrcholov. Potom zvolíme vrchol v a traverzu-
jeme hamiltonovskú kruºnicu na ktorej leºí, pri£om hrany budeme orientova´
v smere traverzovania. Hranám budeme postupne prira¤ova´ ohodnotenie
1, 3, 5, . . . , 2n−1. Ke¤ takto ohodnotíme v²etky hrany danej hamiltonovskej
kruºnice, tak rovnako budeme orientova´ aj hrany druhej hamiltonovskej
kruºine, ale budeme ich ohodnocova´ 2n, 2n − 2, 2n − 4, . . . , 4, 2. Teda prvá
hamiltonovská kruºnica bude bude v kaºdom vrchole prispieva´ k sú£tu hod-
nôt −2, zatia© £o druhá hamiltonovská kruºnica +2. V kaºdom vrchole teda
bude výsledný sú£et rovný nule.



Záver

Cie©om na²ej práce bolo vytvori´ zbierku rie²ených úloh z teórie grafov. Táto
zbierka bola primárne zameraná na najvä£²iu cie©ovú skupinu, a to ²tudentov
Informatiky na FMFI UK, konkrétne posluchá£ov predmetu Teória grafov.
Samozrejme sme predpokladali aj ²ir²ie moºnosti vyuºitia, a to najmä preto,
ºe na Slovesku doteraz podobná zbierka z danej oblasti chýbala.
Myslíme si, ºe tento cie© sa nám vo ve©kej miere podarilo splni´. Zbier-
ka ponúka ²irokú ²kálu tématických oblastí, ako i úrovne náro£nosti úloh.
Veríme, ºe bude slúºi´, ako vhodný doplnkový materiál pri ²túdiu tejto mo-
dernej a vzh©adom na svoje ²iroké moºnosti uplatnenia aj ve©mi populárnej
matematickej disciplíny. Pri rie²ení problémov si £itate© upev¬uje nadobud-
nuté poznatky, precvi£uje si základné operácie s grafmi a najmä si zautom-
atizuje niektoré ²tandardné postupy, £asto vyuºívané £i uº pri dokazovaní
tvrdení, ale aj pri zostrojovaní efektívnych algoritmov na grafoch.
Vzh©adom na ve©mi ²iroký záber disciplíny akou je teória grafov nebolo moºné
v zbierke obsiahnu´ v²etky jej skúmané odvetvia. Myslíme si v²ak, ºe ich
výber prezentovaný v tejto zbierke zah¯¬a vä£²inu z najpodstatnej²ích, naj-
viac prebádaných a najvyuºívanej²ích tématických okruhov, akými sú páre-
nie, farbenie, skúmanie planárnych grafov, alebo ²túdium tokov v grafoch a
sie´ach.
Samozrejme si uvedomujeme, ºe existuje e²te mnoºstvo ¤al²ích tém, ktoré sa
do zbierky nezmestili a tieº ich nemôºeme ozna£i´ za nepodstatné. Takými sú
napr. náhodné grafy, skúmanie pod²truktúr v hustých, £i riedkych grafoch,
teória ramseyho £ísel a mnohé iné. Práve tu vidíme najvä£²í priestor pre
pokra£ovanie v na²ej práci. Zbierka by sa mohla rozrás´ o ¤al²ie kapitoly
so spomínanými, ale aj ¤al²ími odvetviami. Pribudnú´ by mohli kapitoly
venujúce sa praktickému vyuºitiu nadobudnutých poznatkov a zostrojovaniu
efektívnych grafových algoritmov. Taktieº je moºné uº existujúce kapitoly
roz²íri´ o ¤al²ie úlohy z daných oblastí.
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