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Abstrakt

Zibolen Mirko, Sirenie sprav v grafoch s proporciondlnym poétom chybnych
liniek. Diplomové praca, Katedra informatiky fakulty matematiky, fyziky a
informatiky Univerzity Komenského, vedici diplomovej prace Doc. RNDr.
Rastislav Kralovi¢, PhD. Bratislava 2008, 72 stréan.

Prica sa zaoberad analyzou roznych aspektov $irenia sprav v siefach s
chybnymi linkami. PouZivany model pripista v kazdom kroku pocet chyb-
nych liniek proporciondlne zavisly od poctu poslanych sprav. Pozornost
je sustredend najmé na vSeobecné algoritmy Sirenia sprav, analyzujeme
ich spravanie sa na roznych typoch grafov. Praca sumarizuje zndme po-
znatky o greedy algoritme a hladd pripady, v ktorych poskytuje zlé vysledky.
Prezentujeme algoritmus spétného Sirenia, ktory garantuje asymptoticky
optimdlny Cas Sirenia spravy na acyklickych grafoch. Hlbsie si vSimame aj
dalsie triedy grafov - stromy s konstantnou excentricitou inicidtora a hy-
perkocky - ktoré si analyzované tak z pohladu greedy algoritmu, ako aj z

pohladu optimélneho algoritmu.

KTicové slova: sfrenie sprav, proporciondlny pocet chybnych liniek, algo-

ritmus sp#tného sirenia, algoritmus dopredného sirenia, odolnost voci chybam

Abstract

In this work we discuss various aspects of broadcasting in point-to-point
networks with faulty links. In the model we use the number of faulty links
in a given step proportionally depends on the total number of links used
in that step. Our attention is focused on generic broadcasting algorithms
and their impact on broadcasting time for various networks. We sumarize
known results about greedy algorithm and search for bad-case examples.
We present a backward-distance algorithm, which guarantees an asymptotic
optimal broadcast time for every acyclic graph. In the last section some
special graphs are more discussed - tree graphs with constant eccentricity of

initial vertex and hypercubes.
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Predhovor

Oblast distribuovanych systémov uz ddvno nepatri iba do teoretickej ro-
viny. Vyskum v tejto oblasti sa premieta do konkrétnych implementacii
a poméaha riesit Siroké spektrum najroznejsich tloh. Aj na Fakulte mate-
matiky, fyziky a informatiky mé $tidium distribuovanych systémov pevné
korene, kazdoro¢ne si ho za svoju §pecializédciu (v bloku algoritmy a para-
lelné vypocty) voli mnoho studentov. Vedecky aktivni pracovnici prisievaju

k rozsirovaniu poznatkov v tejto bezpochyby aktudlnej oblasti.

Jednou z oblasti studia je aj Sirenie sprav v grafoch s chybnymi linkami.
Hoci dynamickymi chybami liniek v distribuovanom systéme sa zaoberalo
mnoho Iudi na celom svete, vi¢sina Iudi pracovala s modelom & uz pravde-
podobnostnym, alebo ohrani¢enym konstantou. Az pred par rokmi vznikol
prave na fakulte model, ktorym sa budeme zaoberat v tejto praci. Sna-
hou modelu je skombinovat vyhody obidvoch principov. V prvom rade je
otakavatelné, aby pocet chyb rastol spoloéne s po¢tom odoslanych sprav.
Ohraniceny model (v kontraste s pravdepodobnostnym) zasa umoznuje for-
mulovat tvrdenia o najhorsich pripadoch, garantovat ¢as &frenia spravy bez

ohl'adu na pravdepodobnost.

Uvedomujeme si aj nedostatky predlozeného modelu. Realite viac zod-
povedd pravdepodobnostny model - nie je vela pripadov, kedy mozeme na-
ozaj garantovat pocéet chybnych liniek. Napriek tomu, znalost najhorsieho
pripadu moéze byt v mnohych pripadoch vyhodou, predstavuje dodatoény

pohlad na vec a vhodne dopiﬁa poznatky z pravdepodobnostného modelu.

Samotny model spolo¢ne s vysledkami pre niektoré triedy grafov bol
publikovany v [1] a venoval sa predovsetkym Sireniu spravy pomocou gre-
edy algoritmu na niektorych triedach grafov. NeskorSia diskusia priniesla
d’alsie otdzky (najmé ohladom vyuZitelnosti inych algoritmov). Na niektoré

z tychto otdzok sa snazime najst odpoved v prekladanej praci.

Pouzivany model sa od povodnej myslienky taktiez vyvijal. V redlnych
systémoch je ocakivatelné, Ze linedrna zavislost poétu chybnych liniek je
badatelnd az pri vii¢Som poéte poslanych sprav. Preto v snahe stazit pod-
mienky pre algoritmus §frenia spravy a obmedzif zneuZivanie garancii mo-
delu v pripade posielania malého poétu sprav boli doplnené d'alsie pravidls -
pocet bezchybnych liniek je garantovany len v pripade, ze algoritmus posiela

dostatotne vela sprav (vid [2]).
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1 Uvod

Pojem distribuovany systém sa pouziva na oznaCenie mnoziny samostat-
nych, vzdjomne prepojenych entit (pocitace, procesory, procesy, ... ). Kazda
entita je schopnd samostatne pocitat a komunikovat s ostatnymi. Prave au-
tonémnost uzlov a vzajomnd komunikdcia je charakteristickou értou kazdého
distribuovaného systému. Cielom systému ako celku je spolupracovat pri

rieSeni zadaného problému.

Vyuzitie distribuovanych systémov v praxi je nespochybnitelné - vymena
informécii, zdielanie zdrojov, zvySovanie vykonu a Skdlovanie, zvySovanie
odolnosti voéi chybdm a vypadkom (replikdcia). Cenou za tieto vyznamné
prinosy su vyssie naroky na navrh a implementaciu vhodnych algoritmov.
Mnohé dlohy, jednoduché z prostredia sekvenénych modelov, vyzaduju ne-
trividlne pristupy. Uzly v distribuovanom systéme maja zvécsa pristup iba
k vlastnému stavu, nie ku globalnemu stavu celého systému. Vykonavanie
algoritmu je obvykle do istej miery nedeterministické, kvoli moznym roz-
dielom v rychlosti vykonavania ¢asti systému. Situdcia je o to zlozitejsia, ze
v skiimanej oblasti existuje vela roznych (opodstatnenych) modelov, ktoré
odlisnym sposobom popisujui spravanie sa distribuovaného systému. O vzta-
hoch medzi modelmi (najmi ¢o sa tyka zlozitosti), nie je doposial vela
zname. Zékladné smery, ktorymi sa vyskum v tejto oblasti uberal, stru¢ne

spomenieme v nasledujicej kapitole.

V tejto praci sa venujeme teoretickému studiu Sirenia spravy (broadcas-
ting) v distribuovanych systémoch. Sirenie spravy predstavuje standardny
problém, ktorého rieSenie vyrazne ovplyviiuje mnoho tloh vykonavanych
distribuovanym systémom. Dobré pochopenie vlastnosti Sirenia spravy ma

velky prakticky vyznam a prinos pre navrh efektivnych algoritmov.

Model, pomocou ktorého popisujeme distribuovany systém, bol prvykrat
uverejneny v [1]. Distribuovany systém je reprezentovany komunikaénym
grafom. Spravy su posielané po linkdch v krokoch (synchrénny model).
Sirenie spravy je dané algoritmom, ktory v kazdom kroku vyberd hrany, po
ktorych sa mé poslat sprava. Oproti nemu stoji fiktivny stiper, ktory mu nie-
ktoré hrany blokuje. Maximalny pocet blokovanych hran je proporciondlne
zévisly od poctu vybranych hran v danom kroku. Podrobnejsie zaradenie

modelu a jeho popis je uvedeny v nasledujicich castiach.



V rdmci prace nas budi zaujimat predovietkym nasledovné otézky

1. Ktoré triedy grafov st odolné voci proporcionalnemu poctu

chybnych liniek?

Hladdme triedy grafov, na ktorych nedojde k vyraznému spomale-
niu Sirenia spravy. Porovnavame trvanie §irenia spravy v pripade bez
chybnych liniek a v pripade s proporcionalnym poc¢tom chybnych li-
niek. Pre kazdy graf uvazujeme optimalny algoritmus a najhorsieho

protivnika.

2. Aké vSeobecné (generické) triedy algoritmov mézeme zostro-

jif? Aké majui vlastnosti?

SnaZime sa skonstruovat univerzalne algoritmy, ktoré garantuji dobry
Cas Sirenia spravy na mnohych (éim vSeobecnejsich) triedach grafov.
Prikladom je algoritmus spétného Sirenia, ktory je asymptoticky opti-
malny na Iubovolnom stvislom acyklickom grafe. Na rozdiel od pred-
chadzajiiceho bodu zameriavame nasu pozornost najméi na sposoby,

akymi by mohli algoritmy pracovat.

3. Aky velky moéze byt rozdiel medzi ¢asom Sirenia pomocou

v§eobecnych algoritmov?

Pri skiimani vSeobecnych algoritmov sa zaoberame nielen triedami gra-
fov, na ktorych ddvaji dobry ¢as Sirenia spravy. Hladdme tie triedy
grafov, na ktorych jeden vSeobecny algoritmus poskytuje dobré vys-

ledky, zatial ¢o iny algoritmus zlé.

4. Na ktorych triedach grafov je greedy algoritmus optiméalny?

Greedy algoritmus predstavuje jednoduchy pristup k Sireniu spravy.
Aby sme preukdzali opodstatnenost ¢i neopodstatnenost takého pris-
tupu, hladdme tie triedy grafov, na ktorych je greedy algoritmus op-
timélny. Specidlne nés zaujimaji tie z nich, ktoré si odolné voéi pro-

porcionalnemu poc¢tu chybnych liniek.

Optimdlnost algoritmov nds bude zviiésa zaujimaf v asymptotickom

ponimani (vzhladom na multiplikativnu konstantu nezdvisli od grafu).



2 Modelovanie distribuovanych systémov

Teoretické studium distribuovanych systémov vyzaduje formalny matema-
ticky model, ktory abstrahuje od menej doélezitych detailov a zvyraznuje
pozadované vlastnosti systému. Chapanie distribuovaného systému ako mno-
ziny kooperujicich entit je pomerne Siroké, takisto aj spektrum rieSenych
dloh. Vznik mnohych modelov je prirodzenym doésledkom tohoto stavu.
Uvéadzame niektoré priklady odlisnosti, s ktorymi sa mozeme v modeloch
stretnit. Podrobnejsie (a tiplnejsie) porovnanie jednotlivych modelov je k

dispozicii napriklad v [3] alebo priamo v praci venovanej rovnakému modelu

[4].

1. Synchrénne a asynchrénne modely. Synchréonny model predpo-
klada, ze distribuovany systém pracuje v krokoch. V kazdom kroku
mozu vrcholy poslat spravy, tieto budi doruéené (a mozu byt spra-
cované) v nasledujicom kroku. Jednotlivé vrcholy poznaji globélne
hodiny (v réznych modeloch aj éislo taktu, alebo len tiky hodin),
ktorymi sa riadi distribuovany systém a mozu ich vyuzivat pri svojej
praci. Naproti tomu v asynchrénnom modeli nevyuzivame predpoklady

o rychlosti &frenia spravy .

V nasom pripade sa budeme zaoberat synchrénnymi modelmi; zame-
rajme sa preto na rozne varianty synchrénnych modelov. Asynchrénne

modely st studované napriklad v [5] alebo [6], iné alternativy v [7].

2. Rychlost komunikaénych liniek. Vzhladom na rychlost komuni-
ka¢nych liniek mozeme rozdelit modely do dvoch hlavnych kategorif -
modely s konstantnym rezimom (constant mode), v ktorych prenese-
nie spravy trva jednu ¢asovi jednotku nezéavisle od velkosti spravy, a
modely s linedrnym rezimom (linear mode), v ktorych ¢as prenesenia
spravy zavisi linedrne od velkosti posielanej spravy. Vicsina prac sa
orientuje na model s konStantnym rezimom; priklad Sirenia spravy s

linedrnym rezimom je ponuknuty napriklad v [8].

3. Obojsmernost liniek. V pripade jednosmernych liniek (one way,
half-duplex, telegraph) v kazdom kroku moze prechddzat sprdva iba

jednym smerom (jeden vrchol slizi ako odosielatel, druhy ako prijemca

liba predpoklad, ze kazd4 sprava bude dorucend v koneénom Gase



- [5], 9], [10]). V pripade obojsmernych liniek mo6zu linkou v jednom
kroku prechddzat spravy obidvoma smermi ([11], [12], [13]) .

4. Pocet aktivnych liniek. Rozne obmedzenia boli kladené na pocet
aktivnych liniek incidentnych s jednym vrcholom. V zavislosti od mo-
delu moéze vrchol v jednom kroku posielat spravy po jednej linke (one-
port), lubovolnom poécte liniek (multi-port), alebo obmedzenom pocte
liniek (k-port). VAésina prac vyuziva one-port alebo multi-port model,

k-port je spracovany napriklad v [14].

5. Zmalost topolégie. Znalost topolégie moze mat velki informaéni
hodnotu pre distribuovany algoritmus. Jednotlivé vrcholy moézu po-
znat komunika¢ny graf, svoju polohu a polohu svojich susedov. V ob-
medzenejsich pripadoch poznajui napriklad slepti mapu komunikaéného
grafu bez svojej polohy ([15]), majui jednoznacéné identifikatory ([5],
[16]) alebo zmysel pre orientéciu ([17]).

2.1 Modelovanie chyb v distribuovanych systémoch

Samostatnou kapitolou pri modelovani distribuovanych systémov je mode-
lovanie chyb. Odolnost voéi poruchdm je klticovou poZiadavkou na mnohé
aplikdcie. Distribuovany systém zvicsa dokdze priniest vyhody aj v tejto ob-
lasti. Mnohé modely pripistaji moznost vzniku chyb. Odlisuji sa od seba

najmé typom a mnoZstvom chyb, ktoré mozu vzniknit.

1. Chyby vrcholov alebo hran. Distribuovany systém pozostava z ob-
jektov dvoch typov - vrcholov a hran. Intenzivne studované su oba

typy portch.

2. Pravdepodobnostné alebo ohraniéené modely. Pri modelovani
chyb v distribuovanych systémoch rozlisujeme dva rozdielne pristupy.
V pravdepodobnostnom modeli chyby vznikaji s istou (stanovenou)
pravdepodobnostou. Pri ndvrhu algoritmu poZadujeme, aby riesil za-
dany problém s dostatoéne vysokou pravdepodobnostou. Naproti to-
mu v ohrani¢enom modeli dopiﬁame dodatoéné predpoklady na maxi-
mélny pocet chyb, resp. ohrani¢ujeme iné udalosti. To ndm umozinuje
analyzovat najhorsi pripad. Modelovanie chyb sa ¢asto neformdlne pri-

rovnava k hre dvoch hra¢ov - algoritmus uréuje, ktoré spravy maju byt



poslané a stuper chyby, ktoré v modeli vznikni. V pravdepodobnost-
nom modeli stipera reprezentuje ndhoda (pravdepodobnostné rozde-
lenie), v ohrani¢enom moze hrat Iubovolne v silade so stanovenymi

pravidlami modelu.

V pripade ohrani¢enych modelov sa vela tsilia venovalo modelu, ktory
umoznuje konstantou ohrani¢eny pocet chybnych liniek v jednom kro-
ku ([18], [19], [20], [21], [22], [23]).

3. Byzantinske chyby alebo zlyhania. V modeli s byzantinskymi
chybami méze stper Tubovolne ur¢it spravanie sa chybného objektu.
V pripade chybnych vrcholov to znamend, ze vrchol nemusi praco-
vat na zdklade stanoveného algoritmu, ale moze vykondvat Tubovolni
(skodlivii) ¢innost. V pripade chybnych hrdn to znamend, Ze spravy
sa mozu stracat, menif alebo vznikat falosné. Byzantinske chyby po-

skytujui najvacsi priestor superovi.

Pri zlyhani objektov (vrcholov, hran) pokazeny objekt prestane praco-
vat, stiper vSak nijako nemoze pozmenit jeho ¢innost. V pripade chyby

liniek to znamena, ze spravy prenasSané po linke sa stracaju.

4. Statické alebo dynamické chyby. Inym studovanym aspektom mo-
delu je trvanie chyb. V prvom pripade statickych chyb méme mnozinu
chybnych objektov, ktoré si chybné pocas celého vypocétu. Ziaden ob-
jekt sa nemodze pokazit ani zotavit z chyby pocas vypoctu. V mode-
loch pracujtcich s dynamickymi chybami sa objekty kazia a zotavuju
pocas vypoctu. V kazdom kroku moze byt mnoZina chybnych objektov

odlisnd (pokial spliia ostatné ohrani¢enia modelu).

Dynamické chyby boli poprvykréat predstavené v praci [18].

2.2 Komunikacia v distribuovanych systémoch

Spomedzi standardnych problémov rieSenych v oblasti spomenime v prvom
rade otazku komunikacie. Komunikacia medzi entitami je nevyhnutnou sui-
¢astou vietkych netrividlnych vypoétov realizovanych distribuovanym systé-
mom, vyplyva priamo z jeho podstaty. Jej efektivne riesenie byva klticovou
poziadavkou pri ndvrhu algoritmov. Komunikaénd schéma je velmi tizko
spata s konkrétnym problémom; Stidium Standardnych algoritmov vsak pri-

nieslo niekolko ,generickych rieSeni“, ktoré sa objavuji opakovane.



V ramci vyvoja distribuovanych systémov boli §tudované viaceré prob-

lémy komunikécie?

1. Broadcasting spociva v poslani informécie z jedného procesora vset-
kym ostatnym. V nagej praci sa budeme zaoberat tymto typom prob-

lému.

2. Gossiping vznikne doplnenim predoslej poziadavky. Potrebujeme
preniest informdciu z kazdého procesora do vsetkych ostatnych. In-

formaécia je zavisla len od odosielajiceho procesora.

3. Scattering spociva v poslani informacie z jedného procesora vsetkym
ostatnym. Informacia nie je rovnaka, pre kazdého prijemcu je urcéena

samostatne.

4. Multiscattering vznikne opit doplnenim predoslej poziadavky. Po-
trebujeme preniest informaciu z kazdého procesora do vsetkych os-
tatnych. Informdcia je Specifickd pre kazdého odosielatela a kazdého

prijemcu.

Podrobnejsie informécie su k dispozicii napriklad v [24] alebo [25].

2.3 Zaclenenie studovaného modelu

Nami $tudovany model spadé do nasledovnych kategdrii

1. Je synchrénny, Sirenie sprav prebieha v krokoch.

2. Trvanie prenosu spravy trvd konStantny ¢as, nezdvisle od velkosti

Spravy.

3. Obojsmernost liniek je nepodstatnd, nakolko je mozné posielat spravy
iba z informovanych vrcholov do neinformovanych vrcholov (vid de-

finiciu modelu).

4. V kazdom vrchole moze byt v jednom kroku aktivny Iubovolny pocet

liniek.

5. Algoritmus disponuje globdlnou informéciou, rozhoduje sa na zaklade

grafu a mnoziny aktudlne informovanych vrcholov.

2pojmy uvidzame v anglickom zneni, ako st pouzivané v odbornych textoch



. Priptstame chyby zlyhania hrén, ktoré sposobuju stratu spravy.
. Chyby hran si dynamické, v kazdom kroku mozu zlyhat iné hrany.

. Pocet chyb je ohranieny a nie je uréeny pravdepodobnostou. Pocet
hran, ktoré mozu zlyhat, zdvisi proporciondlne od poétu aktivnych

hran v danom kroku.



3 Pouzivany model

V prechadzajicej casti sme priblizili pouzivany model zaradenim do triedy
studovanych modelov. Aby sme mohli podloZit a zdoévodnit dosiahnuté vys-

ledky, potrebujeme model definovat formalnejsie.

3.1 Definicia modelu

Definicia 3.1 (Sirenie spravy na grafe G z vrchola w). Uvazujme graf
G = (V,E) a vrchol w € V. Sirenfm spravy (broadcast) z pociatotného

vrcholu w je postupnost
{wy=WCVviCc...CV,1CV,=V

Cislo ¢ nazyvame ¢as Sirenia spravy (broadcast time) a mnozina V; repre-
zentuje vrcholy, ktoré su informované po ¢ krokoch. Naviac pozadujeme, aby
sa spravy mohli &frif iba po hranich, teda pre kazdé i a pre kazdy vrchol
v € Vip1 NV, existuje vrchol u € V; taky, ze (u,v) € E.

Klicovou otézkou v nasledujicich éastiach je prave sposob, akym vy-
berame jednotlivé mnoziny V;.
Definicia 3.2 (hranova hranica). Nech G = (V, E) je lubovolny graf,

W C V je podmnozina vrcholov. Hranovou hranicou (edge boundary) mno-

ziny W oznacujeme
W ={ecFEle=(u,v) A\ue WAveV W}

Definicia 3.3 (vrcholova hranica). Majme graf G = (V, E) a mnozinu
vrcholov S C V. Vrcholovou hranicou (vertex boundary) mnoziny S nazy-

vame

0(S)={veV~S|3seS: (s,0) € E}

Definicia 3.4 (algoritmus Sirenia spravy). Algoritmus Sirenia spravy

(broadcast algorithm) pre graf G = (V, E) je lubovolné zobrazenie
A:2V s oF

ktoré mnozine vrcholov W priradi mnozinu aktivnych hran A(W), pod-

mnozinu hranovej hranice W . Kazda aktivna hrana vedie z informovaného



vrchola z mnoziny W do neinformovaného vrchola z mnoziny V ~ W.

Aktivne hrany si prdve tie, po ktorych by mala byt v nasledovnom
kroku prenesend sprava. V zavislosti od zvoleného modelu &irenia spravy
mozu niektoré z aktivnych hrén zlyhat. Ako vidno z nasej definicie §irenia
spravy, nezaoberdame sa niektorymi d’alsimi poziadavkami na algoritmus (bez
znalosti topolégie, bez potvrdenia o doruceni, ...). Niektoré tieto vlastnosti

si spomenieme pri konkrétnych skimanych algoritmoch.

Definicia 3.5 (a-proporciondlne Sirenie spravy). Majme dany graf
G = (V,E), pociatoény vrchol w € V a algoritmus $irenia spravy A pre
graf G. a-proporcionalne Sirenie spravy na grafe G z vrcholu w popisané
algoritmom A je Iubovolné &frenie spravy na grafe G z vrchola w, ktoré

spfﬁa nasledovni podmienku pre kazdé i.

Vi nech oznacuje mnozinu vrcholov informovanych po ¢ krokoch z de-

finicie sirenia spravy na grafe G' z vrcholu w. Ozna¢me v (i + 1)-om kroku

o E; = A(V;) C 0V; aktivne hrany
e 41 C B} chybné hrany

e Ei 1 = Ef |\ Fi11 bezchybné hrany

)

Potom mnozina informovanych vrcholov v (7 4+ 1)-om kroku méa podobu
Vit1 = Vi U{v € V| existuje hrana (u,v) € E;1 a vrchol u € V;}
Navyse pozadujeme |Fi11| < a|E}, | (a-proporcionalita).

Pokial neddjde k nejednoznacnosti, budeme v d'alsom texte niektoré z
premennych o, G, w, A vynechavatf. Ak nebude uvedené inak, budeme vzdy
spolu s grafom G implicitne povaZzovat za zvoleny aj niektory z jeho vrcholov
w za inicidtora Sirenia spravy. Koeficient a vzdy vyberame z intervalu 0 <

a<1.

Intuitivna predstava, o ktort sa budeme v dalsom opierat, je nasledovna.
Na zaciatku irenia je informovany jeden vrchol - w. Sirenie prebieha v kro-
koch, v ktorych sa (o¢akdvane) rozsiruje mnozina informovanych vrcholov.
V kazdom kroku algoritmus Sirenia spravy vyberd niektoré hrany (aktivne

hrany, mnozina E}) vedice z informovanych do neinformovanych vrcholov.



V d'alsom kroku mu stiper niektoré z tychto hran zablokuje (chybné hrany,
mnozina F;). Mame garantované, ze chybnych hrdn bude najviac propor-
ciondlne vela k poétu aktivnych hran, ohrani¢ené dopredu danym koeficien-

tom a.

Definicia 3.6 (pouzivané pojmy). Pre tcely tohoto textu budeme nazy-

vat (vSetky pojmy sa viazu k i-temu kroku $irenia spravy)
e potencidlnymi hranami mnozinu 0V;_1.
e aktivnymi hranami mnozinu E;.
e chybnymi hranami mnozinu F;.
e bezchybnymi hranami mnozinu E; = E; \ F;.
e informovanymi vrcholmi mnozinu V;.

e aktivnymi vrcholmi mnozinu vSetkych vrcholov, ktoré su incidentné
aspon s jednou aktivnou hranou a nie si informované uz v (i — 1)-om

kroku.

e novoinformovanymi vrcholmi mnozinu V; \. V;_1. Novoinformované vr-

choly sa vyberaji spomedzi aktivnych.

e Cislom aktivity aktivneho vrchola nazyvame pocet aktivnych hrén (v

i-tom kroku), ktoré si s nim incidentné.

Niektoré z pojmov sa vyskytli v rovnakom (intuitivnom) vyzname uz v

prechadzajucich castiach.

Definicia 3.7 (Cas algoritmu A). Nech G je graf, w pociatoény vrchol
a A algoritmus &frenia spravy pre graf G. Cas algoritmu A (na grafe G
s poc¢iatotnym vrcholom w a a-proporcionalnym modelom) je najvécsie ¢
také, ze existuje a-proporciondlne Sirenie spravy na grafe G z vrcholu w
popisané algoritmom A s ¢asom t. Hovorime, Ze algoritmus neskonéi (¢as
je nekonec¢ny, pripadne nedefinovany) v pripade, ze také ¢ neexistuje. Cas

znacime TC‘?, pokial w a « je zjavné z kontextu.

Cas algoritmu A hovori o tom, ako dlho méze v najhorsom pripade trvat
Sirenie spravy popisané algoritmom A. V neformdlnej predstave, ako velmi
moze stuper blokujuci spravy (v silade s modelom) spomalit $irenie spravy

tymto algoritmom.
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Definicia 3.8 (€as grafu G). Nech G je graf a w pociatoény vrchol.
Cas grafu G (najhorsi garantovatelny, s poéiatoénym vrcholom w a a-
proporciondlnym modelom) je najmensie ¢ také, Ze existuje algoritmus A
pre graf G s ¢asom t. Cas znaéime Tg, pokial w a a je zjavné z kontextu.
Algoritmus A taky, pre ktory plati T = Té‘, nazyvame optimalny pre graf
G.

Definicia 3.9 (€as pre triedu grafov). Nech G = (G1,Ge,Gs,..) je po-
stupnost grafov, A = (Ay, As, As,...) je im prislichajica postupnost algo-
ritmov. Potom Té‘ oznacujeme ¢as trvania triedy algoritmov (resp. zjed-
nodusene algoritmu) A na grafoch G. Té‘ je funkcia N — N definovand

nasledovne
TA(n) = max {Té; | G; mé najviac n vrcholov}
Pokial také G; neexistuje, funkcia je v tomto bode nedefinovana.

Funkcia Té(n) nam umozni popisovat ¢as $irenia spravy pre ,rastiice“

grafy - vyuzivat asypmtotické zapisy.

Definicia 3.10 (odolnost triedy grafov). Hovorime, Ze trieda grafov G =
(G1,G2,Gs,..) s inicidtormi wy, wa, ws ... je odolnd voéi proporciondlnemu

poctu chybnych liniek, ak existuje k také, ze pre vSetky ¢ plati

Ta, < kexcg,(w;)

Odolné triedy grafov si velmi zaujimavé - spolotne s vhodnym algorit-
mom sa vieme velmi dobre vysporiadat s chybami (bez toho, aby vyrazne
vzrastol ¢as Sirenia spravy). Nie kazdi odolnt triedu grafov mozno (intuitiv-
ne) klasifikovat ako vhodnt - predlZzujica sa linia pospajanych vrcholov
je odolnou triedou grafov, napriek tomu ju vSak zvicSa nepovazujeme za

vhodnu (Sirenie spravy trva dlho aj v prostredi bez chybnych liniek).

3.2 Zakladné vlastnosti modelu

V tejto ¢asti vyslovime niekolko jednoduchych tvrdeni, ktoré ohrani¢ujui ¢as
Sfrenia spravy na grafe bez znalosti konkrétneho algoritmu. Tvrdenia aj ich
dokazy su jednoduché, ich ucelom je uvedomenie si zakladnych vlastnosti a

stotoznenie sa s modelom.
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Veta 3.11 (ohranicenie ¢asu zhora). Pre lubovolny graf G, pociatocnij
vrchol w a algoritmus A plati: ak Té je definované, potom Tél < n, kde
n=|V|.

Myslienka va¢siny dokazov na ohranic¢enie ¢asu zhora je podobna - potre-
bujeme ukézat, ze nezavisle od zvoleného stipera rastie pocet informovanych

vrcholov dost rychlo (klesd pocet neinformovanych vrcholov).

Dékaz. Pokial algoritmus skonéi, musi byt v kazdom kroku informovany
aspoii jeden novy vrchol. Zoberme si najdlhsiu postupnost Vj, ..., V;, pred-
stavujticu najhorsi pripad Sfrenia spravy a uvazujme dva pripady. Pokial v
kazdom kroku plati V; C V;11, potom postupnost pozostdva najviac n prv-
kov (a teda prezentuje najviac n — 1 krokov Sirenia spravy). Ak v nejakom
kroku plati V; = Vj41, potom ale v (i + 1)-om kroku nebola ziadna hrana
bezchybné a teda ani ziadna hrana aktivna (vid definiciu 3.6). Kedze algo-
ritmus je deterministicky (dany ako zobrazenie 2 + 2F), potom pre kazdé
j>iplati V; = V; a teda T, é‘ je nedefinované (Sirenie spravy nie je korektné,

spor s podmienkou V;_; C V). O

Grafom, ktorého ¢as je n — 1, je napriklad linia pospajanych vrcholov s
inicidtorom na okraji. V tomto pripade je v kazdom kroku novoinformovany
prave jeden vrchol. Postupnost $irenia spravy neexistuje (Tév4 je nedefino-
vané) pre nesuvislé grafy alebo pre degenerované algoritmy, ktoré (aspon v

niektorych pripadoch) nevyberaji ziadnu hranu za aktivnu.

Veta 3.12 (ohrani&enie ¢asu zdola). Pre lubovolny graf G, pociatocnsj

vrchol w a algoritmus A plati: ak Té‘ je definované, potom Té1 =Q(logn) ,
kde n = |V|.

Pri ohrani¢eni zdola je postup zviic¢sa jednoduchsi - staci néjst jedného

’ ’ z ~ ’ ) . ~ . o ~ ) A
supera, pre ktorého plati pozadovand nerovnost. NajzlozitejSou castou doka-
zu byva ukazat korektnost zvoleného stipera (a-proporcionélnost) a spocitat
dlzku postupnosti $irenia spravy. Uvedené tvrdenie je intuitivne - v kazdom
kroku sa mnozina neinformovanych vrcholov méze zmensit najviac o pro-
porcionalnu ¢ast. Par technickejsich krokov si vyziadala celd ¢ast v definicii

modelu.

Doékaz. Algoritmus A v (i + 1)-om kroku vyberie mnozinu aktivnych hrén

E} | = A(V;). Z definicie modelu je mozné, ze viaceré z tychto hran smeruji
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do toho istého aktivneho vrcholu. Nech siper blokuje maximalny mozny
pocet hran v silade s modelom, pricom prednostne blokuje hrany vedice
do aktivneho vrchola s nizsim ¢&islom aktivity. Z konstrukcie vyplyva, ze
pocet novoinformovanych vrcholov v tomto kroku bude najviac [o/z], kde
x je pocet aktivnych vrcholov a o/ = 1 — « . Oznaéme v; = |V;| pocet

informovanych vrcholov v i-tom kroku a riesime nasledovnt rekurenciu

1
Vit1 < v+ [O/(n - Uz)—|

Ui—i—o/(n—vi)+1

vo

IN

s preznacenim v, = (n — v;), tzn. pocitame neinformované vrcholy

n—1

S
I

/ / /.7
Vi = v —av;—1

> vl —1

dostdvame riesenie

polozme pravi stranu rovnu jednej a dopocitajme i, kedy sa v grafe nachadza
aspon jeden neinformovany vrchol, ktory musi byt nevyhnutne informovany

v nasledujicom kroku
"+1
i = log, <a+> = O (logn)

an—ao +1

Poslednd rovnost vyplyva z poziadavky 0 < o < 1.
O

Triedou grafov, ktorej ¢as je © (logn), st napriklad uplné grafy. Dokaz
je uvedeny v sekcii venovanej greedy algoritmu.

Trividlnym dosledkom tvrdenia je skutoénost, Ze ziadna trieda grafov s
priemermi o(logn) nemoéze byt odolné voéi proporciondlnemu poctu chyb-

nych liniek.
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4 Vseobecné triedy algoritmov

Pripomernime si otdzky, formulované v ivode prace.

1. Aké vSeobecné (generické) triedy algoritmov mozeme zostrojit?
2. Aké maju vlastnosti?

3. Aky velky moze byt rozdiel medzi ¢asom §irenia pomocou vieobecnych

algoritmov?

Myslienka vSeobecnych algoritmov spociva vo formulovani jednoduchych
principov a pravidiel, na zéklade ktorych mé prebiehat sirenie spravy. Tieto
pravidl4d moézu byt motivované hladanim jednoduchych pristupov (posielanie
sprav po vsetkych linkdach - greedy algoritmus), ziskané relaxdciou modelu
(simulujeme prostredie bez chybnych liniek - algoritmus dopredného $irenia)
alebo ziskané pozorovanim spravania sa modelu (maximalizacia poctu ak-

tivnych liniek v neskorsich krokoch - algoritmus spétného Sirenia).

V nasledujicej casti definujeme tieto tri vSeobecné algoritmy (greedy
algoritmus, algoritmus dopredného Sirenia a algoritmus spdtného Sirenia)
a vysvetlime motivaciu vedicu k ich vzniku. PopiSeme ich sprévanie na
jednotlivych triedach grafov. Pokisime sa naértnit rozdiely, ktoré mozu

vzniknit $irenim spravy na rovnakom grafe s pomocou réznych algoritmov.

4.1 Greedy algoritmus

Prvym spomedzi studovanych algoritmov bol greedy (pazravy) algoritmus.
Greedy algoritmus nerozlisSuje medzi hranami a snazi sa v kazdom kroku
posielat spravy po vSetkych pristupnych hranach (vetky potencidlne hrany

su zvolené za aktivne hrany).

Definicia 4.1 (greedy algoritmus). Majme graf G = (V| E). Greedy

\%

algoritmom pre graf G nazyvame zobrazenie Ag : 2V — 2F také, ze pre

Tubovolntt mnoZinu vrcholov W C V plati

Ac(W) = oW

V predchddzajicich pracach sa venovalo vela tsilia §tudiu trvania greedy

algoritmu na réznych topoldgiach (niektoré vysledky o chvilu spomenieme).
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Obr. 1: Spojenie grafov.
Iniciator je zobrazeny so Sipkou.

Motivaciou k jeho stiidiu je préave jednoduchost zadania (a pripadne jedno-
duchost implementdcie). Algoritmus nepotrebuje vicsinu zo spominanych
dodatoénych informdcii (mapu komunika¢ného grafu, polohu, éislo tiku ho-
din), preto su vysledky vyuzitelné aj v restriktivnejsich prostrediach. Uka-
zuje sa vSak, Ze Sirenie spravy pomocou greedy algoritmu moze v mnohych
pripadoch dévat pomerne zlé vysledky. Analyza trvania pre netrividlne grafy
moéze byt obtiazna, niektoré (na pohlad intuitivne) vlastnosti pre Sirenie
spravy pomocou greedy algoritmu totiz neplatia. Uved me ako priklad suba-

ditivitu v nasledujicom zmysle

Definicia 4.2 (spojenie grafov). Majme graf G; = (Vi, E}) s inicidtorom
w1 a Go = (Va, E3) s inicidtorom ws. Spojenie grafov G U Gy je graf
G = (V, E) taky, ktory vznikne zli¢enim jednotlivych inicidtorov. Formélne,
predpokladajme navzajom dizjunktné mnoziny vrcholov V; a Va. Pre graf G
potom plati

V= Vi~Awi}) U (Vo Aws}) U{w}

Dva vrcholy w,v rézne od inicidtora si spojené hranou, ak boli spojené
hranou v niektorom z grafov G; alebo Gs. Inicidtor w je spojeny hranou s
vrcholom u, ak je hranou spojeny iniciator wy s vrcholom u v grafe G, resp.

inicidtor wy s vrcholom u v grafe Gs.

Veta 4.3 (subaditivita pre optimalny algoritmus). Pre lubovolné grafy
G1,Gs plati TG1uG2 < TG1 + TG2

Dokaz. Zostrojme algoritmus X taky, aby platilo
Té(luGz = TG1 + TGz

Algoritmus najprv simuluje ¢innost optimélneho algoritmu pre graf Gy,

vSetky hrany pochadzajice z grafu G su neaktivne. Akonahle si vsetky

15



vrcholy grafu G informované, simuluje ¢innost optimdlneho algoritmu pre
graf G5. Hoci algoritmus X nemusi byt optimalny pre graf G1 L G>, zarucuje

platnost pozadovanej nerovnosti
TGﬂ_IGQ g TG1 + TGQ

O]

Této intuitivna vlastnost plati pre optimdlny algoritmus, neplati vsak
pre greedy algoritmus. Pridanie novych hran a vrcholov ku grafu moze

sposobit rozsiahlejsie spomalenie §irenia spravy.

Veta 4.4 (subaditivita pre greedy algoritmus). FEzistuji grafy G1,Ga
také, ze T4G g, > TEE + TS

Doékaz. Uvazujme dva grafy. Prvym grafom st dva vrcholy prepojené hra-
nou, druhy graf je zobrazeny na obrazku 2 spolo¢ne s najhor$im pripadom
Sfrenia spravy s greedy algoritmom. Samotné grafy maju casy Sirenia rovné
1 a 6, spojenim grafov dostdvame graf s ¢asom Sirenia 8, ako je zobrazené

na obrazku 3. O

Predstavme d'alej niektoré vysledky o trvani greedy algoritmu na vy-
branych standardne studovanych triedach grafov. Dalsie vysledky budi pre-
zentované v kapitole o stromoch s konstantnou excentricitou inicidtora a v

kapitole o hyperkockach.

Veta 4.5 (tplné grafy K,). Nech K = (K1, K, K3, ...) je trieda uplnych

grafov a Ag prislichajica trieda greedy algoritmov. Potom plat{
TI’;‘G = O(logn)

Dékaz. Odhad T I‘?G = Q(logn) vyplyva zo vSeobecnych vlastnosti sirenia
spravy. Dalej si sta¢i uvedomit, ze v kazdom kroku maji vietky aktivne
vrcholy rovnaky stupei aktivity, a teda plati obratend nerovnost oproti vete

3.12 (v; oznaguje pocet informovanych vrcholov v i-tom kroku).
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Obr. 2: Subaditivita pre greedy algoritmus I.
Najhorsi pripad Sirenia spravy s greedy algoritmom na zvolenom grafe.
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Obr. 3: Subaditivita pre greedy algoritmus II.
Najhorsi pripad Sirenia spravy s greedy algoritmom na zvolenom grafe.
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Vo = 1
Vi+1 > v; + [a/(n — UZ)—|
> v +ad'(n—v)

dokaz pokracuje rovnako, ako v pripade vety 3.12 substiticiou v, = n — v;
/

Vg = n—1

/ /
Vi1 = Qv

a teda v/ < (n — 1)a’. Polozme pravii stranu jednej a dostaneme, Ze po
log,, (1/(n — 1)) krokoch sa v grafe nachddza najviac jeden neinformovany

vrchol, ktory musi byt nevyhnutne informovany v nasledujicom kroku.

1
TI‘?G < log,, <nl) +1=0 (logn)

O

Veta 4.6 (dplné binarne stromy 7). Majme triedu iplngch bindrnych
stromov T = (Th,T», T3, ...) - kde strom T; ma hibku i a 28 — 1 vrcholov - a

prishichajicu triedu greedy algoritmov Ag. Potom plati
The = (22)

Dokaz moze citatel ndjst v préci [1].

Definicia 4.7. (cyklickd mriezka) N-rozmernou cyklickou mriezkou nazy-
vame graf, ktorého vrcholy tvori mnozina Z7*; dva vrcholy s spojené hranou
prave vtedy, ak sa lisia prave na jednej pozicii préve o jedna (v zmysle grupy
Zy).

Veta 4.8 (cyklické mriezky). Pre n-rozmerni cyklicki mriezku M s

konstantnou hodnotou n a parnym k plati

Ti¢ = O(k)

Dokaz moze citatel ndjst v praci [1].
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Obr. 4: Neoptimalnost greedy algoritmu I.
Graf publikovany v praci [1], na ktorom je greedy algoritmus neoptimdlny.

Vznik4 prirodzend otdzka, nakolko dobry cas $irenia spravy greedy al-
goritmus pontika. Z predchadzajiceho tvrdenia vyplyva, ze na iplnych gra-
foch je greedy algoritmus prinajmensom asymptoticky optimalny. Je tato
vlastnost zachovani aj na inych triedach grafov? Ak4 velkd medzera moze

vzniknitf medzi trvanim greedy algoritmu a optimélneho algoritmu?

Priklad 4.9 (greedy algoritmus nie je optimdalny). V préaci [1], ktord
je venovana analyze greedy algoritmu na viacerych topoldgiach, je uvedeny
graf zobrazeny na obrézku 4. Trvanie greedy algoritmu na tomto grafe je 5,

optimélny algoritmus dosiahne cas 4.

Priklad 4.10 (greedy algoritmus nie je asymptoticky optimdalny).
Uvazujme triedu grafov, ktord pre zvolené m pozostava z mriezky m x m
vrcholov, pricom spojené si po sebe nasledujice vrcholy v prvom riadku
a po sebe nasledujice vrcholy v kazdom stfpci. Priklad takéhoto grafu pre

m = b je na obrazku 5.

N4jdime stipera, ktory dokaze dostato¢ne spomalit §frenie spravy pomo-
cou greedy algoritmu. Dobrou stratégiou je blokovat prednostne horizontalne
hrany. V tomto pripade je v kazdom kroku informovany prave jeden novy
vrchol, trvanie greedy algoritmu na tomto grafe je m? — 1 =n — 1 krokov -

¢o je najhorsi pripad, aky moézeme pri danom poéte vrcholov dostat.

Néjdime teraz lubovolny dostatotne dobry algoritmus (jeho ¢as bude
hornym odhadom pre trvanie optiméalneho algoritmu). Zostrojme algoritmus

tak, ze

e V prvej faze (pokial existuje neinformovany vrchol v prvom riadku),

posiela spravy vyluéne po horizontalnych hranach.
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Obr. 5: Neoptimalnost greedy algoritmu II.
Priklad mriezky - hrebetia pre m = 5, na ktorej je greedy algoritmus
asymptoticky neoptimélny.

e V druhej faze (vSetky vrcholy v prvom riadku si informované) najde
prvy riadok zhora, v ktorom sa nachédza nejaky neinformovany vrchol.
Nésledne zvoli za aktivne vSetky tie hrany spomedzi potencidlnych,
ktoré vedu do lubovolného vrchola v tomto (prvom neinformovanom)

riadku.

V réamci prvej fazy je v kazdom kroku posland prave jedna spréva, pocet
krokov je teda m — 1. Druhu fizu mozeme rozdelif na etapy podla riadkov.
Je potrebné si uvedomit, ze ak sa aktivne vrcholy nachddzaji v i-tom riadku,

potom

e v3etky vrcholy v riadkoch j < i st (v tomto kroku) informované

e vietky vrcholy v riadkoch j > i su (v tomto kroku) neinformované

Na zédklade toho obdobnou rekurenciou ako vo vete 4.5 dostaneme ohranice-
nie na pocet krokov jednej etapy (informovanie vrcholov v jednom riadku)

na log,, (1/m) + 1, pre celkové trvanie dostdvame horny odhad

(m—1)+ (m—1) [loga <;> + 1} = O (mlogm) =0 (n% 1ogn)
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Na konci kapitoly sa vratime k analyze medzery medzi greedy algorit-
mom a optimalnym algoritmom. Nateraz potrebujeme predstavit d'alie typy

algoritmov, aby sme vedeli lepsie charakterizovat optimdlny algoritmus.

4.2 Algoritmus dopredného Sirenia

Algoritmus dopredného &irenia je definovany pre Iubovolny graf. Myslienka
algoritmu spociva v simulécii algoritmu Sirenia spravy v modeli bez chybnych
liniek. V tomto prostredi sa spravy §iria po vrstvach; kazda vrstva predsta-
vuje vrcholy s rovnakou vzdialenostou od inicidtora. Algoritmus dopredného
§irenia vynucuje rovnaké sirenie sprav aj v modeli s proporcionalnym poc¢tom
chybnych liniek. Samozrejme, nie je mozné zarucit, aby vsetky vrcholy v jed-
nej vrstve boli informované v priebehu jedného kroku (ako je to v pripade
Sirenia sprav v modeli bez chybnych liniek). Algoritmus teda v kazdom kroku
vyhlad4 najblizsiu vrstvu k inicidtorovi, obsahujicu nejaké neinformované
vrcholy a oznaéi za aktivne vSetky potencialne hrany vedice do neinformo-

vanych vrcholov na tejto vrstve.

Definicia 4.11 (algoritmus dopredného Sirenia). Nech G je Tubovolny
suvisly graf s inicidatorom w. Algoritmom dopredného Sirenia pre graf G
nazyvame kazdé také zobrazenie Ap : 2V +— 2F 7e pre lubovolni mnozinu
vrcholov U C V plati - hrana (u,u'), kde u € U a v/ € V \. U bude aktivna
prave vtedy, ak vzdialenost vrchola u’ od inicidtora d(w,u’) je minimélna

spomedzi vSetkych vzdialenosti neinformovanych vrcholov, t.j.
(u,u") € Ap(U) préave vtedy, ked d(w,u') = min{d(w,z) |z € V N\ U}

Veta 4.12. Nech G = (V, E) je lubovolny acyklicky sivisly graf s inicidto-
rom w. Oznacme D; mnoZinu vsetkych vrcholov grafu G so vzdialenostou j

od vrchola w a d; jej mohutnost. Potom plati

excg (w)

s S o ()

Dokaz. Ukazeme, ze prave vrcholy mnoziny Do U Dy U Dy U --- U Dy, st
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informované po T, krokoch, pricom plati
S 1 1
Tm < Z [loga (dj—l) + log, <dj> + 1-‘
7=0
V okrajovom pripade kladieme d_; rovné jednej.

Dokaz vykondme indukciou na m. Mnozina Dy obsahuje inicidatora a je
informovand uz na zaciatku Sirenia spravy. V indukénom kroku predpokla-

dajme, Ze po
b 1 1
T < Z {loga (dj—l) + log, <d]> + 1—‘
7=0

krokoch st informované prave vrcholy
DoUDiUDyU---UDy

Ostdva ukdzat, ze vSetky vrcholy v mnozine Dj,1 (a ziadne iné) vieme

informovat v ¢ase najviac (d'alsich)

1 1
log,, (= ) +1log, [ —— ) +1
{ ¢ (dk> ® <dk+1> w
krokov. Staéi si uvedomit, ze

e do kazdého vrchola z mnoziny Dy 1 vedie aspon jedna hrana z mnoziny

Dy a nevedu ziadne hrany z mnozin s nizsim indexom,

e pokial nebudi informované vsetky vrcholy mnoziny Dy 1, algoritmus

nevybera ziadne hrany vedice do iného vrchola

Ozna¢me w; celkovy pocet hran vedicich z niektorého vrchola mnoziny
Dy, do niektorého neinformovaného vrchola z mnoziny Dyiq Case Ty + [
(pocet neinformovanych vrcholov v mnozine Dyyq sa zniZuje, rovnako aj

pocet hran). Potom plat{

IN

wo dpdy41

A

wi+1 >~ oaw



Pre cas x dostdvame horny odhad
wy < adidiy1

polozme pravi stranu rovnu jednej - v Case

o (@) 105 (37|

sa bude v grafe nachddzat maximdlne jedna hrana medzi informovanym
vrcholom mnoziny Wy a neinformovanym vrcholom mnoziny Dy - tento

bude nevyhnutne informovany najneskor v najblizSom kroku.

Vyraz, ako je uvedeny v zneni vety, je iba mierne zvySenym hornym
odhadom. Kazdy zo s¢itancov obsahujici d; sa v sume vyskytuje nanajvys
dvakrat.

O]

Veta 4.13. Existuje konstanta k takd, Ze pre lubovolny sivisly graf G o n

vrcholoch a inicidtorom w plati

Te < k excg(w) logn

Vyskyt proporciondlneho po¢tu chybnych liniek moze (v pripade opti-
malneho algoritmu - alebo aj v pripade algoritmu dopredného §irenia) pridat
prinajhosom multiplikativny logn faktor k ¢asu sirenia spravy v prostredi
bez chybnych liniek. Okrem iného to zhora ohrani¢uje ,neoptimdalnost* al-

goritmu dopredného Sirenia. Tvrdenie je trividlnym dosledkom vety 4.12.

Veta 4.14 (algoritmus dopredného Sirenia nie je optimadlny). FEuris-

tuje trieda grafov & takd, Ze plati TgAD =w (T¢)

Dékaz. Zoberme triedu grafov & = (£1,&2,&3,...) nasledovne (vid obrdzok
6). Hviezdicka z ¢ vrcholov pozostéva z jedného centralneho vrchola a i — 1
vrcholov pripojenych na centralny vrchol (navzdjom neprepojenych). Graf
& pozostava z i hviezdiciek, centrdlne vrcholy jednotlivych hviezdiciek su
prepojené do linie. Cely graf pozostdva z i? vrcholov. Inicidtorom grafu je
centralny vrchol na Tavej krajnej hviezdicke. Standardnym pristupom dosta-
neme

TEAD = O (ilogi) = © (v/nlogn)
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Obr. 6: Neoptimélnost algoritmu dopredného sirenia.
Priklad grafu &5 z dokazu tvrdenia 4.14. Iniciator je oznaceny Sipkou.

Leps$im pristupom je informovat najprv vSetky centrdlne vrcholy na linii a
nasledne (paralelne) vsetky ostatné vrcholy na hviezdicke. Tym dostdvame
odhad

T40 = O (i+logi) = O (vn)

O]

Z vety 4.13 vyplyva, ze prezentovanych logn je (asymptoticky) najvicsia
medzera medzi trvanim algoritmu dopredného Sirenia a optimalneho algo-
ritmu, akd mozeme dosiahnut. Okrem iného to znamen4, Ze poziadavka in-
formovat najprv centralne vrcholy vedie k asypmtoticky optimalnemu ¢asu

Sirenia spravy.

4.3 Algoritmus spitného Sirenia

Algoritmus spétného Sirenia je definovany iba pre acyklické grafy. Pracuje v
etapach podobne ako predchddzajici algoritmus dopredného Sirenia, kazda
etapa moze trvaf viac krokov. Rozdielny pristup je vo vybere vrcholov, ktoré
maji byt informované v jednotlivych etapach. Kym v pripade algoritmu
dopredného §irenia berieme do tivahy vzdialenost od inicidtora, v pripade
algoritmu spétného Sirenia berieme do tvahy najdlhsiu cestu do listu (v

zmysle orientovaného zakoreneného stromu).

V acyklickych grafoch spravy prechddzaji po hranich dopredu uréenym
smerom (smer zavisi iba od grafu, nie od algoritmu ani sipera). Mézeme
preto bez ujmy na vSeobecnosti povazovat hrany za orientované smerom ku

vrcholom vzdialenejsich od iniciatora.

Definicia 4.15 (spitna vzdialenost vrchola). Nech G = (V, E) je zako-

reneny strom s koreiom w. Spétnou vzdialenostou h(v) vrchola v rozumieme

25



dizku najdlhsej orientovanej cesty z vrchola v do niektorého listu. Definované

induktivne
e h(v) =0, ak v je listom
e h(v) = max{h(u)|u je synom v} + 1, ak v nie je listom

Definicia 4.16 (algoritmus spétného Sirenia). Nech G = (V, E) je graf
s pociatoénym vrcholom w. Ozna¢me h;(V) mnozinu tych vrcholov grafu
G, ktorych spitnd vzdialenost v grafe G je i. Potom algoritmus spitného
&renia pre graf G je zobrazenie Ag : 2V — 2F také, ktoré v kazdom okamihu
vybera za aktivne tie hrany spomedzi potencidlnych, ktoré vedd do vrcholov
s maximdlnou spitnou vzdialenostou. Formalne, pre informovany vrchol u €

U a neinformovany vrchol v’ € V ~\ U plati
(u,u’) € As(U) préve vtedy, ked h(u') = max{h(z)|xz € V N U}

Veta 4.17. Nech G = (V,E) je acyklicky suvisly graf s inicidtorom w.

Potom existuje konstanta c nezavisld od G takd, Ze plati

exca(w)

T4S <c Y (log|hi(V)+1)
=0

Dokaz vety je analogicky ako v pripade 4.12. MoZeme naviac vyuzit
skutoénost, ze do kazdého neinformovaného vrchola vedie najviac jedna

hrana z informovaného vrchola.
Veta 4.18 (asymptotickd optimdlnost algoritmu spétného Sirenia).
Ezistuje konstanta c takd, Ze pre vsetky acyklické grafy G plati

T4 < cTg

Doékaz. Nech O je optimalny algoritmus pre graf G s danym inicidtorom.

Potrebujeme spravit nasledovné

1. Na zaklade podoby grafu zostrojime stipera X pre optimalny algorit-

mus, v stulade s proporcionalitou modelu.

2. Podla &irenia spravy na grafe G s algoritmom O a siperom X roz-
delime hrany na mnoziny O, Oo,...,Og. Mnozina O; obsahuje bez-

chybné hrany v i-tom kroku (hrany, po ktorych bola prenesend spréva).
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3. Kazdej hrane v grafe G priradime cenu c¢(e). Priradenie ceny vykondme

na zéklade podoby grafu G a rozkladu F na mnoziny O1,Oq,...,O.

4. Ukazeme, ze s danym stuperom X optiméalny algoritmus prenesie v

kazdom kroku spravy po hranach v celkovej cene najviac 1, teda ze

Z cle) <1

ecO;

plati

5. Na zaver ukazeme, Ze existuje ¢ nezavislé od G také, ze plati

CZ cle) > Tés

eckE
7 uvedenych vlastnosti potom vyplyva

TE5(n) < cTa(n)

Pre jednoduchost zapisu predpokladajme o = 1/2. Na zdver dokazu

podame diskusiu zmien pre vSeobecné 0 < o < 1.

Usporiadanie podla spitnej vzdialenosti. Uvazujme Tubovolné (zafi-
xované) usporiadanie vrcholov V. Zostrojme ku nemu usporiadanie hran F,

ktoré respektuje spitnu vzdialenost. Usporiadanie je dané reldciou

(u1,v1) <s (uz2,v2)
¢o plati prave vtedy, ked’ je splnend aspoii jedna z podmienok
e h(v1) > h(va)
o h(v1) = h(v2) a zéroven v; < vy v usporiadani vrcholov

Zapis (u,v) symbolizuje orientovand hranu z vrchola u do vrchola v (v

zmysle uvedenej dohody).

Konstrukcia sipera. Pri usporiadani hran podla algoritmu spitného
Sfrenia sme predpokladali iba znalost grafu G. VyuZijeme teraz definované
usporiadanie na to, aby sme skonstruovali siupera X pre optimalny algorit-

mus. Stiper X v kazdom kroku bude blokovat maximéalny pocet hran v stlade
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s proporcionalitou modelu. Blokuje prednostne tie hrany, ktoré si mensie
v usporiadani podla algoritmu spitného §irenia. Teda pre kazdd chybnt
hranu e; a kazdd bezchybnd hranu es (v danom kroku) plati e; <g es.
Nevyzadujeme, aby takto definovany siper sposobil maximalny mozny cas

Sfrenia spravy pre algoritmus O.

Usporiadanie podla optimalneho algoritmu. Na ziklade Sirenia spra-
vy daného optimélnym algoritmom O so superom X mame hrany rozdelené
do mnozin O1,0s,...,0,. Pouzijeme usporiadanie podla spitnej vzdiale-
nosti na to, aby sme hrany usporiadali v ramci jednotlivych mnozin O;.

Usporiadanie podla optimélneho algoritmu je teda dané reldciou
e1 <o €2
¢o plati prave vtedy, ked' je splnend aspon jedna z podmienok

° €1€Oi,€2€Ojap1atfi>j

e 1 €0;,e9 €0; aplati e <g e

Ocenenie hrany. Ocenenie hrany (u1,v;) prebieha nasledovne. Zoberme
vSetky hrany, ktoré patria do tej istej vrstvy v zmysle spdtnej vzdialenosti
- teda hrany (ug,vs) také, ze h(vi) = h(ve). Cena zvolenej hrany (u1,v1)
je dand poradim v usporiadani tejto mnoziny podla reldcie <o . Nech k je

pocet ,mensich® hran, t.j.
k = #{(uz,v2) € E|h(v1) = h(v2) a plati (uz,v2) <o (u1,v1)}

Cenou hrany (u1,v1) nazveme hodnotu 1/(k + 1).

Stucet cien v jednom kroku. UkéZzme, Ze pre Tubovolny krok optimédl-

Z cle) <1

ecO;

neho algoritmu O; plati

Nech (u,v) je hrana z mnoziny O; s najvécsou cenou. Cenu hrany (u,v)
mozeme zapisat ako 1/(k+1) pre nejaké k. Ukazme, Ze pocet hrdn v mnozine
O; je najviac k + 1. Vyuzijeme pritom fakt, ze v grafe je najviac k mensich

hran vzhladom na usporiadanie <o
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O;| > k+2. Potom stper zablokoval
aspoii k + 1 hran3. Oznaéme prvych k + 1 blokovanych hran

Dokaz vykondme sporom. Nech plati

('LLl, ’Ul), (’UQ, ’U2), ey (uk+17 vk’+l)
a uvazujme, ktoré hrany mohli byt blokované

e Ziadna z blokovanych hrdn nemohla viest do vrchola s mensou spétnou
vzdialenostou ako h(v). V opa¢nom pripade by stiper uprednostnil

zablokovanie hrany (u,v).

e Ku kazdej blokovanej hrane vedtcej do vrchola so spédtnou vzdiale-
nostou h(v;), kde h(v;) > h(v), existuje neaktivna hrana vedica do vr-
cholu so spéitnou vzdialenostou rovnou h(v). Tato hrana je neaktivna,

preto je mensia v usporiadani <o oproti hrane (u,v).

e Kazd4 blokovans hrana vediica do vrchola so spitnou vzdialenostou

h(v), kde h(v;) = h(v), je v usporiadani <o mensia oproti hrane (u, v).

Z predpokladu, ze stuper blokuje aspon k + 1 hran, dostdvame aspon k + 1
hran vedtcich do vrchola so spétnou vzdialenostou h(v), ktoré si mensie v
usporiadani <. Cena hrany (u,v) by tak mohla byt najviac 1/(k + 2). Z

uvedeného vyplyva, ze stcet cien hran z mnoziny O; je najviac 1.

Sucet cien vSetkych hran Spocitanim cien vSetkych hran v grafe dosta-

neme

Zc(e) = Z Z cle) = ZH‘E“

eckl i e€l;

kde E; je mnozina hran vedica do vrcholov so spitnou vzdialenostou i a H;

je i-te harmonické &islo. S pouzitim znameho rozvoja pre harmonické ¢isla
H,=Inhn+~+0 (nil)

dostavame zapis

Zc(e) =0 (Z(log | E;| + 1))

ecE i

3Nie k + 2, pretoze [(1/2)(2k +3)] =k +1
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Obr. 7: Neoptimélnost algoritmu spétného sirenia I.
Priklad grafu, na ktorom je algoritmus spétného §irenia neoptimalny.

Z tvrdenia 4.17 pozname odhad pre trvanie algoritmu Ag v rovnakej podobe

a dostavame pozadovany vysledok

ch(e) > Tgs

eck

pre nejaké ¢ nezavislé od G (nie nutne rovnaké, ako vo vete 4.17).

Zovseobecnenie pre fubovolné o Hodnotu o = 1/2 sme vyuzili pri
dokaze suctu cien hran v jednom kroku Sirenia spravy. Pre ini hodnotu by
sa tento stcet zmenil o multiplikativnu konstantu zavisli od «; v koneénom

dosledku by to znamenalo iba ini hodnotu konstanty ¢ v porovnani ¢asov.

O]

Aby sme doplnili predchadzajice tvrdenie o asymptotickej optimélnosti
algoritmu spétného $irenia, ukdZme, Ze nemusi byt optimalny. Prikladom
pre a = 1/2 moze byt graf uvedeny na obrazku 7. Cas dosiahnuty pomocou
algoritmu spétného Sirenia je 5, Sirenie spravy je zobrazené na obrazku 8.
Alternativny algoritmus pracuje podobne ako algoritmus spétného Sirenia,
v ktorom jeden z listovych vrcholov preradime do vyssej vrstvy, ako je zo-
brazené na obrazku 9. Takyto algoritmus dosiahne ¢as Sirenia spravy 4.
Vyuzivali sme fakt, ze v definicii modelu sa implicitne nachddza dolné cela
¢ast - maximdlny pocet blokovanych hran pri pocte 2k a 2k + 1 aktivnych

hran je rovnaky.

Nie je zlozité zopakovat uvedent struktiru, aby sme zvy$ili rozdiel me-
dzi optimélnym algoritmom a algoritmom spétného sirenia. Pre o = 1/2 a
pozadovany rozdiel k& moze vyzeraf nasledovne. Vrcholy grafu si reprezen-

tované mnozinou

{(i,5)]i€{1,....2k} aje{l,...,2°}} U{w}
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na zadiatku &irenia po dvoch krokoch po piatich krokoch

Obr. 8: Neoptimdlnost algoritmu spétného sirenia II.
Sirenie spravy na grafe s algoritmom spétného Sirenia.

> »éﬁiﬂ% »@

na zaciatku Sirenia po dvoch krokoch po Styroch krokoch

Obr. 9: Neoptimélnost algoritmu spétného sirenia III.
Sirenie spravy na grafe s alternativny algoritmom.

Medzi vrcholmi (i1, 71) a (i2,j2) sa nachadza hrana vtedy, ked is = i1 + 1
a j1 = jo. Inicidtor w je spojeny hranou so vSetkymi vrcholmi vo vrstve
2k. Priklad grafu je na obrazku 10. Cas &frenia spravy na takomto grafe v

pripade algoritmu spétného Sirenia je

> (i+1)=k(2k+3)

1<i<2k

Alternativny algoritmus - podobne ako v predchddzajicom zjednodusenom
pripade - pracuje rovnako ako algoritmus spétného Sirenia s mierne upra-
venymi mnozinami vrcholov h;(V'). Z kazdej parnej vrstvy je odobraty jeden
vrchol, ktory je presunuty do nasledujicej vrstvy. Pre kazdé i zoberieme
jeden vrchol v z mnoziny ha; (V) a presunieme?* ho do mnoziny hg;1(V). In-
formovanie vrstiev ha; (V') a ho;y1(V) v novej podobe trvé spolu o jeden krok
kratsie oproti algoritmu spitného &irenia. Cas sirenia optimélneho algoritmu
je teda najviac k(2k + 2) krokov.

“Presunutie ovplyviiuje iba poradie, v ktorom budd vrcholy informované. V tomto
okamihu prestdva platit, Ze vietky vrcholy v mnozine h;(V) maji spétni vzdialenost i
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(2k,22)

0 ¢ doo oo Son b

(3.2) (3,3) (3.4) (3,5) (3,6) (3,7) (3.8)

2,1) (2,2) (2,3) (2.4)

®1n ®w2
Obr. 10: Neoptimalnost algoritmu spétného Sfrenia IV.

ZvySovanie rozdielu medzi optimalnym algoritmom a algoritmom spétného
Sirenia - priklad konstrukcie grafu.
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4.4 Neoptimalnost greedy algoritmu

V predchédzajicom texte sme ukézali, Ze greedy algoritmus nie je ani asym-

ptoticky optimalny. Poniikaji sa dve prirodzené otazky

1. Aky velky moZe byt rozdiel v trvani greedy algoritmu a optimélneho

algoritmu?

2. Aky zlozity graf potrebujeme, aby sme dokdzali skonstruovat dosta-

toéne velkd ,medzeru® v trvani?

V nasledujicej ¢asti sa pokisime priblizif k odpovedi na prvi otézku.
Zo zdkladnych vlastnosti modelu vyplyva, Ze najhorsi ¢as lubovolného al-
goritmu (na stvislom grafe) je n — 1, najlepsi garantovatelny ¢as je naproti
tomu O(logn). Nie je ndm zndme, ¢i existuje graf s takouto charakteristikou

(greedy algoritmus, optimalny algoritmus).

Predstavme aspoil d'alsf - mozno trochu umelo skonstruovany - priklad,
ktorého hlavym cielom je posunit medzeru bliZie k trividlnej hornej hranici
n verzus logn. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze hodnota « urcujica
proporcionalitu modelu je 1/2, zovieobecnenie pre iné a prediskutujeme v

zévere dokazu.

Zakladom pre konstrukciu grafu je dplny bindrny strom hfbky h. Zo-
berme nasledovny ,glébus“® podla obrazku 11, pozostdvajici z jedného
vstupného a jedného vystupného vrchola, medzi ktorymi sa nachddza h vr-
cholov. Nahrad'me kazdy vrchol takymto glébusom, nahradenie v bindrnom
strome hibky h vytvorf graf s n = (2" — 1)(h + 2) vrcholmi. Priklad grafu
pre h = 3 je na obrazku 12. Pre optimalny algoritmus plati horny odhad

ziskany z algoritmu dopredného Sirenia

Ti = O((h — 1) log](2" — 1)(h +2)]) = O(h?) = O(log? n)

Ukézme, ze trvanie greedy algoritmu na zostrojenom grafe je Q(n/logn).
Super nech pracuje nasledovne. Pouzime prefixové oc¢islovanie vrcholov po-

vodného bindrneho stromu (dané prehladdvanim do hibky). Po nahradeni

SPomenovanie glébus vychddza z podobnosti grafu a glébusu so zndzornenymi po-
ludnikmi
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... k otcovi ...
Vstupny vrchol

h prechodovych
vrcholov
Vystupny vrchol
... k f'avému synovi ... ... k pravému synovi ...

Obr. 11: Neoptimélnost greedy algoritmu III.
Obrazoch schematicky zobrazuje glébus pouzity pri konstrukcii grafu.

Obr. 12: Neoptimdlnost greedy algoritmu IV.
Priklad grafu s oc¢islovanim glébusov pre h = 3.
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vrcholov glébusmi méame oc¢islované glébusy, ktoré budu informované v po-
radi podla rasticeho &fsla. Informovanie jedného glébusu g trva dva kroky.

Pred prvym krokom prislichajicim ku glébusu g

[oys

e su informované vsetky vrcholy glébusov s nizsim ¢islom (vstupné, pre-

chodové aj vystupné)
e je informovany vstupny vrchol glébusu g

Pocas prvého kroku prislichajiceho ku glébusu g st prenesené spravy
vedice do prechodovych vrcholov glébusu g. Pocas druhého kroku su pre-
nesené spravy vedice do vystupného vrcholu glébusu g a jedna sprava po
hrane vedicej do vstupného vrcholu nasledujiceho glébusu ¢’ (podla zvo-
leného ocislovania), pokial g nie je posledny. Po druhom kroku st splnené
uvedené podmienky pre glébus ¢’. Trvanie Sirenia spravy je dvojnasobkom
poétu glébusov, teda 2(2" — 1).

Ostavaji ukazat dve zdlezitosti. V prvom rade to, Ze takto popisany stiper je
v stilade s proporcionalitou modelu. V kazdom kroku §irenia spravy je prene-
senych h sprav (v prvych krokoch, kedy su informované prechodové vrcholy)
alebo h + 1 sprav (v druhych krokoch, kedy je informovany vystupny vr-
chol a vstupny vrchol nasledujiceho glébusu - s vynimkou druhého kroku
prislichajiceho k poslednému glébusu). V ziadnom kroku nie st bloko-
vané hrany v ramci glébusu (iba hrany medzi glébusmi, ktoré pochadzaju z
povodného bindrneho stromu) - z vlastnosti prefixového ¢islovania moze byt
tychto najviac h— 1. Proporcionalita ostéva teda zachovand. Pokial je a zvo-
lené inak ako 1/2, sta¢i polozit pocet prechodovych vrcholov [h (1 — «a)/al.
Na zdver sa eSte uistime, Ze v druhom kroku je mozné informovat vstupny

vrchol nasledujiiceho glébusu ¢’ - vyplyva z toho, Ze

e predchédzajici glébus g m4d aspon o dve mensie ¢islo (ak ¢’ je pravym

synom ¢) a jeho vystupny vrchol je informovany

e predchddzajiici glébus ¢ m4 o jedno mensie ¢islo (ak ¢’ je jeho lavym

synom) a vSetky prechodové vrcholy g si informované

Trvanie greedy algoritmu na tomto grafe je teda

TAc > 92" _ 1) = 2
2o 220~y =0 ()
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5 Stromy s konStantnou excentricitou iniciatora

V nasledujicej casti sa zamerajme podrobnejSie na triedu stromov s konstan-
tnou excentricitou inicidtora. Porovname ¢as Sirenia spravy s jednotlivymi
algoritmami a budeme hladat grafy v rdmci uvedenej triedy, na ktorych je
rozdiel vyrazny. Ked'ze trieda obsahuje pomerne roznorodé grafy, budeme
sa zaujimat o horné a dolné odhady, pripadne ,najfazsich® reprezentantov.
Hladdme tym odpoved na otdzku nastolent v prechddzajiicej kapitole - aky
zlozity graf potrebujeme na to, aby sme dosiahli ,dost velki“ medzeru v

trvani greedy algoritmu a optimdalneho algoritmu.

Pre jednoduchost vykladu sa budeme miestami prikldnat k ponfmaniu
stromu ako struktdry zakorenenej v inicidtorovi, ktorej hrany s oriento-
vané. Takato predstava ni¢ nemeni na pévodnej definicii algoritmu a modelu
(hrany st obojsmerné). Hibka stromu v tomto pripade znaci excentricitu
iniciatora.

Definicia 5.1. Nech T' = (G1,G2,G3,...) je trieda acyklickych stvislych
grafov s inicidtormi wy, wsy, ws, ... a nech existuje k také, ze pre kazdé ¢
excentricita vrchola w; v grafe G; je najviac k. Triedu T nazyvame triedou

stromov s konStantou excentricitou iniciatora.

5.1 Optimalny algoritmus

V predchéadzajicej ¢asti sme predstavili algoritmus dopredného Sirenia. Ten-
to algoritmus nemusi byt vZdy optimélny, ddva ndm vSak dostatoény horny
odhad pre trvanie optiméalneho algoritmu. Naviac, tento odhad ostava rov-
naky aj pre cyklické grafy s konstantou excentricitou inicidtora. Kedze

excentricita iniciatora je konstantna, na zaklade vety 4.12 a 4.13 plati
A
T;” = O(logn)

5.2 Dolny odhad pre greedy algoritmus

Veta 5.2 (Dolny odhad pre greedy algoritmus). Nech T je trieda
vsetkijch acyklickijch suvislych grafov s maximdlnou excentricitou inicidtora
k. Potom plati

k-1

T;‘G =Q (nT)
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Dékaz. Zoberme podtriedu triedy T - nech £ su stromy s hibkou k a vsade
rovnakym vetvenim (kazdy nelistovy vrchol mé rovnaky pocet synov). Ini-
cidtorom je koreii stromu. Postupnost grafov dostdvame zvySovanim vetve-
nia nelistovych vrcholov. Staéi ukazat, Ze na takto zvolenej podtriede plati

pozadovany odhad

1

TﬁAG :Q(n%>

Nech G je graf z triedy £ taky, Ze nelistové vrcholy maju ¢ synov. Z dovodu

jednoduchsieho znaéenia v d’alsom pokracovani dokazu predpokladajme o =

i
v =,
¢ LﬁtlJ

Stiper bude pracovat nasledovne:

1/2 a ozna¢me

Prva faza. V prvej faze stper umozni informovat Javi ¢ast“S stromu.
Blokuje ¥ hrén na prvej urovni (vychadzajuce z korena). Ostatné hrany ne-
blokuje, sprava sa §iri po poschodiach a zaplavuje lavii ¢ast stromu smerom
ku listom. V poslednom kroku, v ktorom by spravy dosiahli listy, odblokuje

stuper aj jednu hranu na prvej trovni a prechddza do druhej fazy.

Druha faza. V druhej faze siper pracuje nasledovne

e P1 - nijde najvyssiu droven (v zmysle najblizsie k listom), na ktorej

sa nachadzaju aktivne hrany.

e P2 - pokial tdto droven nie je poslednd (vedica k listom), zablokuje
hran na tejto drovni a vSetky ostatné aktivne hrany na inych (nizsich)
trovniach. Ostatné hrany na tejto drovni si volné a bude po nich

prenesend sprava.

e P3 - pokial tato troven je poslednd (vediica k listom), prepusti vietky
spravy na poslednej trovni. Zaroven ndajdi najvécsie q < k také, ze
na drovni ¢ sa nachddza aspon jedna aktivna hrana. Ak ¢ existuje,
prepusti spravu po jednej hrane na trovni g. VSetky ostatné hrany
su blokované. Ak ¢ neexistuje, je to posledny krok algoritmu (vsetky
hrany v tomto kroku st volné a po vykonani tohoto kroku po vsetkych

hrandch presla sprava).

5Pojem ,lavd“ je pouzity len z dévodu lepsej predstavy.
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Vlastnosti stipera. Pri dokaze tvrdenia budeme vyuZivat nasledovné vlast-

nosti

e V1 - siper neblokuje ziadne hrany na poslednej dirovni (tzn. hrany

vedtce do listov)

e V2 - na kazdej drovni s vynimkou poslednej blokuje super najviac 9

hran, celkovo teda blokuje najviac (k — 1) ¢ hran

e V3 -nech pje najvyssia uroven, na ktorej sa nachadzaji nejaké aktivne

hrany. Potom sa na urovni p nachddza aspon ¢ aktivnych hrén

Vlastnost V1 vyplyva priamo¢iaro z definicie ¢innosti stipera. Vlastnosti V2
a V3 dokazeme indukciou na pocet krokov vypoc¢tu druhej fazy. V pocia-
toCnom stave presla sprava po jedinej hrane na prvej urovni. Predpokla-
dajme dostatoéne velké k > 3. Na zaciatku druhej fizy je na druhej trovni
aktivnych i hran, ¢fm je splnené vlastnost V3. Na Ziadnej vyssej tirovni sa
totiz aktivne hrany nenachddzaji. Stuper aplikuje pravidlo P2, na zdklade
ktorého bude blokovanych na druhej tirovni ¥ hran a na prvej trovni vsetky
hrany - z popisu prvej fazy algoritmu bude tychto ¢ — 1, ¢im je splneny

invariant V2. V indukénom kroku uvazujme dva pripady

Prvy pripad - v prechadzajicom kroku bolo aplikované pravidlo P2 na
drovni p. Potom sa ale na ziadnej inej trovni vysSej ako p nenachadzala
v predchddzajicom kroku ziadna aktivna hrana. Ked'ze spravy tiekli iba
po udrovni p, ani teraz sa na drovni vysSej ako p + 1 nenachidza ziadna
aktivna hrana (greedy algoritmus) a na drovni p + 1 sa ich nachddza aspon
i (vetvenie). Tym je dokdzany invariant V3. Super v tomto kroku blokuje
rovnaky alebo mensi pocet hran ako v prechddzajicom kroku na trovniach
mensich ako p - korektné z IP. Dalej blokuje (k — 1)¢ hrén na trovni p na
zéklade pravidla P2 aplikovanom v minulom kroku a rovnaky pocet hran
(alebo dokonca ziadnu hranu) na drovni p + 1 na zéklade pravidla P2 alebo

P3 aplikovanom v tomto kroku.

V druhom pripade rozoberme moznost, kedy v predchédzajicom kroku bolo
aplikované pravidlo P3 a posland jedna sprava na trovni p. S takymto
oznacenim je dokaz vlastnosti V2 a V3 obdobny ako v predchidzajicom

odseku.
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Korektnost stpera. Na zdklade dokézanych vlastnosti je celkovo bloko-

vanych hran najviac (k — 1) ¢ a sprava prejde aspon po

k
i — 9 = |i >(k-1)9
! L k+ J = (k=1
hrandch. Stper je korektny v zmysle 1/2 proporcionélnosti modelu.

Trvanie Sirenia spravy. Dokaz trvania sa bude opierat o dodato¢né vlast-

nosti druhej fazy algoritmu.

Veta 5.3. Neexistujii dve rézne irovne q1 < k, g2 < k a krok Sirenia sprdvy,

pri ktorom by sprdva tiekla sucasne po hrandch na drovni q1 aj qs.

Dékaz. Vlastnost vyplyva priamo z definicie stpera, vlastnosti P1 az P3.
Na zdklade znenia vety (podmienok ¢; < k a g2 < k) neuvazujeme poslednii

uroveil. ]

Veta 5.4. Nech T; oznacuje pocet krokov Sirenia spravy v rdmci druhej fazy,

v ktorych presla aspon jedna sprdva po urovni i. Potom pre prvid uroven plati
T >

Doékaz. Zoberme si lubovolny krok druhej fazy, v ktorom presla aspoi jedna
sprava po prvej drovni. Ukazme si, ze tato sprava bola préave jedna. Z toho

dostévame trivialne platnost tvrdenia.

Podla ktorého pravidla konal stiper? Na zdklade pravidla P3 - pre ne-
trividlne k - by presla jedind sprdava. Pokial konal na zéklade pravidla P2,
musela byt najvysSia droven s aktivnymi hranami prave uroven 1. Ktord
droven s aktivnymi hranami bola v predchadzajicom kroku najvyssia? Po-
kial to nebola troveii k, stiper pracoval v predchédzajicom kroku na zdklade
pravidla P2 a v tomto kroku nemoze byt najvyssou tirovitou s akt{vnymi hra-
nami droven 1. Pokial to bola tiroven k, siper pracoval v prechidzajticom
kroku na zdklade pravidla P3 a v tomto kroku opit existuje troven s aktiv-

nymi hranami vyssia ako 1. O

Veta 5.5. Pre vsetky m < (k — 1) plati
Tm+1 > ﬁTm
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Dokaz. Vidy, ked prejde nejakd sprava troviiou m, vznikne na drovni m+1
asponi i novych aktivnych hran. Postacuje ukdzat, ze ,spracovanie“ tychto
novych aktivnych hran trva aspon ¢ krokov; formalnejsie povedané, ze exis-
tuje aspon ¥ réznych krokov $irenia sprav, v ramci ktorych tecu spravy iba

po tychto novych aktivnych hrandch a ziadnych inych na tdrovni m + 1.

Najprv sa presvedéime, ze pokial nebudi tieto hrany ,spracované“, ne-
potecie ziadna sprava hranou na nizSej trovni. Toto vyplyva priamo z pra-
vidiel P2 a P3.

V dalsom uvazujme, na zdklade ktorych pravidiel bude stiper konat.
Dalsf krok (prvy po vytvoreni aktivnych hran na trovni m + 1) bude vy-
konany na zéklade pravidla P2 a ostane ¢ hran. Z rovnakého dovodu ako
v prechddzajiicom tvrdeni - vsetky d'alsie kroky, v rdmci ktorych potecie
sprava po niektorej zo zostavajucich aktivnych hran, budd vykonané na
zéklade pravidla P3 - a teda v jednom kroku tec¢ie maximalne jedna sprava

po turovni m + 1. Tychto krokov musi byt minimélne 9. O

Pokracovanie dokazu vety 5.2. Pre dolny odhad ¢asu Sirenia spravy

postacuje zobrat hodnotu

k-1

Tya =0 = (n'7)

pretoze ¢ = © (nl/k) a k je konstanta. V pripade inej hodnoty a postacuje

prislusne upravit hodnotu 9.

O]

Veta 5.6 (horny odhad). Pre triedu & acyklickych grafov s rovnomernym

vetvenim plati horny odhad
Té:G =0 (n% logn>

Dékaz. Ukazme, ze aspon kazdych logn + 1 krokov prejdu spravy sucasne
po %z hranéch.

Sporom, nech existuje postupnost po sebe idicich krokov $irenia sprav,
ktord je dlha aspon logn+1 a v kazdom kroku presla sprava po menej ako %z
hranéch. Zoberme prvych logn krokov. V rdmci nich nemohla prejst spréva
po ziadnej trovni ¢ < k. V d’alsom kroku by totiz bolo na vyssej urovni

aspon i aktivnych hran. Vsetky spravy teda museli ist po najvyssej trovni,
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na ktorej muselo byt na zaciatku postupnosti aspon 26" = n aktivnych
hrdn a v prvom kroku z toho prejst asponi polovica. Tvrdenie vyplyva z
toho, ze i = © (nl/k).

Pre hodnotu « roznu od 1/2 postacuje pozadovat prenesenie (1 — a)i
sprav v jednom kroku a prilusne upravit zéklad logaritmu (¢o neovplyviiuje

prezentovany vysledok v tvrdeni).

O]

Je potrebné si uvedomit, ze poskytnuty horny odhad hovori o triede
grafov £ (rovnomerné vetvenie), nie vSeobecne o triede T'. Vyznam tvrde-
nia je v zdorazneni ,presnosti“ vysledku pre Specidlne zvolentd podtriedu
grafov. V3eobecnejsie tvrdenie pre menej obmedzené triedy predstavime v

nasledujicej casti.

5.3 Horny odhad pre greedy algoritmus

V predchadzajicej casti sme ukéazali, Ze na Specidlne vybratej triede gra-
fov s konStantnou excentricitou inicidtora je greedy algoritmus asympto-
ticky neoptimélny. T4to neoptimélnost rastla spoloéne s priemerom, nikdy
v8ak nedosiahla hodnotu n. Pontika sa prirodzend otazka - je tento jav
sposobeny vyberom nasej Specialnej triedy spomedzi vSetkych tried grafov s
kon§tantnou excentricitou inicidatora? Existuje trieda grafov s kongtantnou
excentricitou, na ktorej je trvanie greedy algoritmu asymptoticky ©(n)?
V tejto casti zovSeobecnime tvrdenie 5.6 z predchadzajiceho odseku pre
Tubovolni triedu acyklickych grafov s konstantnou excentricitou inicidtora

(aj ked s mierne slabsim vysledkom).

Nasledujiice tvrdenie hovori préave spominané - pre Iubovolnt triedu
acyklickych grafov s konstantnou excentricitou iniciatora je najhorsi cas

asymptoticky zhora ohranic¢itelny funkciou n pre nejaké t < 1.

Veta 5.7 (horny odhad T?G). Nech T = (T, T>,Ts,...) je trieda acyk-
lickijch grafov, pricom existuje k nezdvislé od i také, Ze excentricita inicidtora

v; v grafe T; je najviac k. Potom plati
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Dékaz. Uvazujme Tubovolny graf T; a najpomalsie Sirenie spravy na tomto
grafe. Kazdy krok &frenia spravy ,zaictujeme“ (podla neskor uvedeného
kritéria) na jeden z dvoch zoznamov a ukdzeme, Ze na ziadnom zozname sa
nenachddza prili§ vela zatc¢tovanych krokov. Prahovou hodnotou pre vyber

zoznamu bude prave n'/(++1) dalej oznacované ako o).

Nazvime kvazipotencidlnou tu hranu, ktord ide (v danom kroku) z in-
formovaného do informovaného vrchola a existuje (orientovand) cesta od
iniciatora do listu, vedica cez tito hranu, ktord obsahuje aspon jednu po-
tencidlnu hranu. Kritérium pre ,i¢tovanie“ krokov Sirenia spravy je nasle-
dovné. V kazdom kroku zoberieme vSetky aktudlne informované vrcholy.
Ak niektory z nich obsahuje v sicte aspon ako ¥ kvazipotencidlnych alebo
potencidlnych hran, tento krok zapiSeme na ¢erveny zoznam. V opacnom

pripade tento krok zapiSeme na zeleny zoznam.

V kazdom kroku, ktory je zapisany na ¢ervenom zozname, bolo prene-
senych aspon (1—a) ¥ sprav. Takychto zdznamov moze byt teda na Gervenom

zozname najviac
n

k
TS ()
Ofarbime na zeleno vSetky hrany, po ktorych bola prenesend sprava v nie-
ktorom z krokov zapisanych na zelenom zozname. Dostdvame (nie nutne
suvisly) podgraf grafu T;. Ofarbime preto aj minimélny pocet d’alsich hran
tak, aby sme dostali suvisly zeleny podgraf grafu T;. Ukdzme, ze vo vyfar-

benom podgrafe méa kazdy vrchol u najviac 2¢ synov.

Zelené hrany mohli vzniknit dvoma sposobmi

e Zaradenim kroku zo zeleného zoznamu. Zoberme prvy krok Sirenia
spravy, kedy bola niektora z jeho zelenych hréan zaradena do zeleného
zoznamu. V tomto ¢ase mal kazdy vrchol menej ako ¥ potencialnych
hrén - z dévodu zaradenia kroku zo zeleného zoznamu moéze mat teda

zafarbenych najviac 9 — 1 hran.

e Prefarbenim hrany pri vytvarani suvislého grafu. Kazda takito hrana
vedie do podstromu, ktory obsahuje nejaki (aspon jednu) zelent hranu
nachadzajicu sa v zelenom zozname. Vyberme z kazdého podstromu
jednu takidto hranu - dostdvame mnozinu hran Eyz. Predpokladajme,
ze vrchol v méa prefarbenych hran viac ako ¢. Zoberme krok, v kto-

rom presla sprava po prvej hrane spomedzi Ez. V tomto kroku je ale
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kazda prefarbend hrana vrchola u potencidlna alebo kvazipotencidlna
- hrana spomedzi Ez, po ktorej ako prvej presla sprava, tak nemoze

byt zaradend do zeleného zoznamu (spor).

Pocet vrcholov zeleného podgrafu mézeme teda ohranicit ako

g =0 ()

Pocet krokov sirenia spravy je dany sictom poctu krokov zapisanych na

Cervenom a zelenom zozname.

O]
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6 Hyperkocky

V nasledujticej ¢asti sa zamerajme podrobnejsie na triedu hyperkociek. Ukéa-
zeme, ze hyperkocky (spolo¢ne s vhodnym algoritmom) st odolnou topolé-
giou v zmysle §irenia spravy s proporciondlnym poc¢tom chybnych liniek.
Podame horny odhad na trvanie Sirenia spravy pomocou greedy algoritmu.
Pri hornom odhade prezentujeme viacero zaujimavych technik (pouzitie izo-

perimetrickych nerovnosti, diskrétna a spojitd analyza).

6.1 Definicia topoldgie a zakladné vlastnosti

Definicia 6.1 (d-rozmerna hyperkocka). d-rozmernou hyperkockou na-
zyvame graf G = (V, E), kde V = {0,1}%. Dva vrcholy st spojené hranou

prave vtedy, ak sa lisia v jednom znaku (jednom bite).

Casto sa d-rozmerné hyperkocka definuje aj pomocou mnoziny mohut-
nosti d, pricom kazdy vrchol je reprezentovany jednou jej podmnozinou. Dva
vrcholy st spojené hranou prave vtedy, ak symetricky rozdiel prislichajicich

podmnozin obsahuje jeden prvok.

Definicia 6.2 (gula s polomerom r). Majme graf G = (V, E) a vrchol

w € V. Gulou s polomerom 7 a stredom w nazyvame mnozinu
By (w) ={v e V]dw,v) <r}

Pokial je stred gule zjavny z kontextu, budeme ho vynechavat. Dalej ho-

vorime, Ze gula S(w) je takmer tiplnd gula s polomerom r, ak plati{

B,_1(w) C S(w) C B, (w)

V nasledujiicom texte budeme ¢asto vyuzivat nasledovné rovnosti, ktoré

trividlne vyplyvaju z definicie hyperkocky

e Pocet vrcholov vo vzdialenosti k od inicidtora je (Z)

, . d
e Velkost gule o polomere r je E;":O(i).

e Velkost vrcholovej hranice gule o polomere r je (ril)
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6.1.1 Vrcholova hranica na hyperkocke

Definicia 6.3 (minimélna velkost vrcholovej hranice). Majme graf G
= (V, E). Minimalnou velkostou vrcholovej hranice pre m vrcholov nazy-

vaime

d(m) = min {|5(S)| | S C V a |S| = m)}

Definicia 6.4 (protilahlé vrcholy). Dva vrcholy hyperkocky u, v nazyva-
me protilahlé, ak im zodpovedajtice bindrne vektory (z definicie hyperkocky)

sa lisia v kazdom bite.

Veta 6.5. Nech Qg je d-rozmernd hyperkocka a A, B st mnoZiny jej vrcho-
lov. Oznacme
d(A, B) = min{d(a,b)|a € A, b € B}

minimdlnu vzdialenost medzi tymito mnoZinami vrcholov. Potom existuji

dve takmer 1iplné gule umiestnené v protilahlyjch vrcholoch A', B’ také, Ze

Al =|A'| a|B|=|B'| a d(A",B) > d(A, B).

plati

Dokaz moze citatel najst napriklad v [26].

Veta 6.6 (takmer dplnd gula s dokonalou hranicou). Pre kaZdé k

existuje takmer iplnd gula B o k vrcholoch, pre ktori plati

Takuito takmer diplni gulu nazvime takmer 1iplnd gula s dokonalou hranicou.

Dékaz. Majme Tubovolnid mnozinu S o k vrcholoch. Ukdzme, Ze existuje

takmer tiplnéa gula Bs o k vrcholoch takd, pre ktort plati
0(Bs)| <16 (5)]

Vytvorme mnozinu S" = V .5\ 6 (S). Mnozina S’ je konstruovana tak, aby
platilo d (S, S") = 2. Na zéklade tvrdenia 6.5 existuji dve takmer uplné gule
Bg, Bg umiestnené v protilahlych vrcholoch s vlastnostou d (Bg, Bg') > 2,
pricom plati |S| = |Bs| a|S’| = | Bs/|. Na dokonécenie dokazu staci spomentit,
7e kazdy vrchol z vrcholovej hranice Bg sa musi nachddzat v mnozine V

Bg \. Bg' a vrcholov v tejto mnozine je dostatoéne malo, konkrétne
‘V ~ Bg ~ Bfg‘ =0 (9)|
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O

Nasledujice dve tvrdenia ndm poskytni moznost, ako ohrani¢it velkost

vrcholovej hranice pre takmer uplnt gulu.

Veta 6.7. Nech 0 <i < [d/2]. KaZdd takmer iplnd gula S polomeru i md

aspon taki velki vrcholovi hranicu, ako mnoZina B;_1
0(S)] = |6 (Bi-1)]

Doékaz. Tvrdenie intuitivne plati, ned4 sa vsak priamoé¢iaro dokizat mate-

matickou indukciou tak, ze pridavame vrcholy po jednom.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze stred guli B;—1 a S je
reprezentovany nulovym vektorom. Ozna¢me S’ =,; S \ B;_1 a zoberme
lubovolny vrchol z € S’. Vrchol x pozostdva z i jednotiek a d — ¢ nul.
V hyperkocke susedi s d — ¢ vrcholmi, ktoré sa nenachiddzaji v S ani vo
vrcholovej hranici mnoziny B;_1 - moézeme invertovat kazdd z jeho nil. Na
druhej strane, kazdy vrchol vzdialeny ¢ + 1 od inicidtora susedi najviac s
i+ 1 vrcholmi z mnoZiny S’, pretoze mozeme spitne invertovat kazdi z jeho
jednotiek. Pre rozdiel teda plati odhad

d—1
0(S)| —0(Bi—1)| > S| -8
3(5) = 6501 = ($1) 1571 - 15'
Postacuje ukdzat, ze
d—i1>i+1

Co plati prave vtedy, ked i < [d/2].
O

Veta 6.8. Nech |d/2] < i < d. Kazdd takmer iplnd gula S polomeru i md

aspon taki velki vrcholovi hranicu, ako mnoZina B;
[6.(S)| = 16 (Bi)]

Doékaz. Pri dokaze tvrdenia pouzijeme symetriu hyperkocky a predchadza-

jace tvrdenie 6.7. Oznac¢me

L] i/:ntd—i
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o =, V~S\4(9)

Ak S je gula, tvrdenie je trividlne. V opa¢nom pripade plati 0 < ¢/ < [d/2] a
mnozina S’ je takmer iplnd gula polomeru #’. Z predchédzajiceho tvrdenia

dostdvame

[6(S)] = 18 (By-)|

Na zdver si postacuje uvedomit, ze vrcholové hranice mnozin S a S’, resp.

mnozin B; a By_1 su totozné. ]

6.1.2 Hranova hranica na hyperkocke

Definicia 6.9 (velkost hranovej hranice). Majme graf G = (V, E).

Minimé&lnou velkostou hranovej hranice pre m vrcholov nazyvame
g(m) =min{|0S| |S CV a |S| =m}

Veta 6.10. Nech Qg je d-rozmernd hyperkocka s n = 2% vrcholmi. Potom
pre funkciu g(m) plati
g(m) =g(n—m)

Dokaz. Staéi si uvedomit, Ze mnoziny S a V ~ S maji totozni hranovi

hranicu. O

Veta 6.11. Nech Qg je d-rozmernd hyperkocka. Potom pre funkciu g(m)
platd
g(m) > m (d — logm)

Oznacéme v d’alsom uvedeny odhad g'(m).

Tvrdenie predstavuje jeden zo Standardnych vysledkov pre hyperkocky.

Dokaz mozno néjst napriklad v [27].

Veta 6.12. Nech Qg je d-rozmernd hyperkocka, ktord md ku kaZdému vr-
cholu priradeny d-rozmerny bindrny vektor (podla definicie). Oznacme Cj,
mnoZinu prvych k wvrcholov v lexikografickom wusporiadani podla zodpove-

dajicich bindrnych vektorov. Potom pre lubovolni mnoZinu vrcholov V' mo-

ICy| < [oV'].

hutnosti k plati

Tvrdenie hovori o tom, ako skonstruovat mnozinu s miniméalnou hrano-

vou hranicou. Dokaz je mozné ndjst napriklad v [27].
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6.2 Optimalny algoritmus

V nasledujticej casti predstavime optimdlny algoritmus Sirenia spravy na
hyperkocke. Skonstruujeme postupnost vrcholov, o ktorej ukdZeme niektoré
potrebné vlastnosti (najmé dizku postupnosti). Nédsledne skonstruujeme al-
goritmus Sirenia spravy na hyperkocke a porovname nim ziskané Sirenie

spravy s uvedenou referenénou postupnostou.

Referenénd postupnost. Pre dant hyperkocku o n vrcholoch definujme

referenéni postupnost Vg, Vi, ..., Vi, nasledovne

L Vo = {w}
2. Pre kazdé ¢ mnozina V; je takmer tiplnd gula s dokonalou hranicou.
3. Pre kazdé ¢ pocet vrcholov mnoziny V;11 je rovny

min (|V;| + [(1 — a) |§ (V;)[],n)

Postupnost konéi prvym vyskytom mnoziny V. Je potrebné si uvedomit, ze
hoci plati |V;| < |V;y1| nemusi nevyhnutne platit V; C V;41, tdto postupnost

teda nemusi byt sfrenfm spravy. Pre kazdd gulu B, vsak plati
BT c V; = Br - ‘/iJrl

Ozna¢éme p, pocet mnozin V;, ktoré st takmer tiplnou gulou o polomere 7.

Dalej budeme pouZivat oznacenie

® V() je prvd takmer tplna gula s polomerom r v referen¢nej postup-

nosti

® Vi) je posledna takmer tplna gula s polomerom 7 v referencnej po-

stupnosti
Zjavne plati

e p,=1I(r)—k(r)+1

o Vi = [V | < 16(Br-1)]

48



Dizka referenc¢nej postupnosti je dand sic¢tom hodnot p,. Ukdzme, ze

tento sucet nie je prilis velky

Veta 6.13. Pocet prvkov referencnej postupnosti, ktoré si takmer uplngmi

gulami s polomerom mensim ako [d/2], je mazimdlne O(d). Teda plati

[d/2]-1
> pi=0(d)
i=0

Dékaz. Ukézeme, Ze potet mnozin kazdého polomeru ¢ sa dd ohranicit kon-
Stantou nezévislou od d (v dokaze predpokladdme 0 < ¢ < [d/2]). Konkrétne
ukazme, ze

1
pi < ——+2
11—«

Na zéklade tvrdenia 6.7 a definicie referen¢nej postupnosti dostdvame pre

kazdé m spinajice k(i) < m < 1(i)

Vg1l = Vinl = [(1 = a)[6 (Vin)]]
> [(1—=a)|d6(Bi-1)l]

Ak v kazdom kroku pribudne aspon [(1 — «)|d (B;—1)|] vrcholov a celkovo

pribudne najviac |§ (B;—1)| vrcholov, dostdvame ohrani¢enie na pocet krokov

| 6 (Bi—1)|
pi < [[(1_04)\5(31-_1)\1} !

Potom plati

S 2] (1 +2) o

i=0
O

Veta 6.14. Pocet prvkov referenénej postupnosti, ktoré siu takmer uplngmi

gulami s polomerom vicésim ako |d/2|, je mazimdlne O(d). Teda plati

d
Z pbi = O(d)

i=|d/2]+1
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Dékaz. Oznatme uy(S) pocet vrcholov z mnoziny V'~ S so vzdialenostou
k od inicidtora. Potom pre kazdé dve takmer tuplné gule Vj, V;1, obe rov-

nakého polomeru r plati siicasne
L up (V) = ur (Vi) = [(1— @), (V)] teda oy (V) = uy (Vi)
2. ur (V) = ur (Vig1) = [(1— ) [0 (Br)]]

Bod 1 plynie z « - proporcionalnosti modelu a vlastnosti takmer tiplnej gule,
bod 2 z « - proporciondlnosti modelu a predchadzajiceho tvrdenia 6.8. Na

zéklade bodu 1 mézeme sformulovat (k, [ skracujeme k(r),1(r))
ur (Vie1) = up (Vk+p7-—2) < O‘pr_Qur (Vk)
Potom plati nasledovné

(A=) 6B < ur (Via) —ur (V1)

o 2, (Vi)

IN

Vyéislime |0 (B,)| = (Til) a odhadnime u, (V) < (d)

r

@W S e

Zlogaritmujeme obidve strany pri zaklade é >1

IN

Dr logi (r+1)—1log: (1—«a)—1logs (d—r)+2

< logi(r+1)—1logi (d—r)+ O(1)

Scéitanim pre vSetky pripustné hodnoty

d d d
om0 ) logi(i+1)— Y logi (d—i)+O(d)
i=ld/2]+1 i=|d/2)+1 i=|d/2]+1

d/2)+1
log1 (i) + O(d)
0

IN

d L
> logy (i) —2
-1

1=
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Pre prehladnost upravme osobitne prvii sumu

d
Z logi i
-1

IN

log1 (d!)

IN

log, ((d/e)'0(d))
dlogé d+ O(d)

AN

A nisledne druhi sumu

ld/2]+1

Z logi i
i=0 °

v

log1 (ld/2] +1)!

> 1oy [(Ldmﬂydmﬂ o

e

d
> §log;d+0(d)

Dosadenim do povodnej nerovnice dostavame

d
> pi < dlogid—dlogsd+O(d)
i=|d/2)+1 ° °
= 0(d)
O

Potrebujeme este posledné tvrdenie, aby sme skompletizovali sumu od 1

po d. V tomto pripade moézeme robit odhady trochu benevolentnejsie.

Veta 6.15. Nech d je pdrne. Pocet prvkov referencénej postupnosti, ktoré si

takmer tiplnymi gulami s polomerom d/2, je mazimdlne O(d). Teda plati
Pdj2 = O(d)
Dékaz. V tvrdeni 6.13 sme odvodili vztah
ur (Vi) =ty (Vigp,—2) < 0P "2, (Vi)
toto odvodenie nevyuzivalo predpoklady o polomere takmer dplnych guli.

Pouzime teraz hrubé odhady
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® Uy (w—l) >1

o ur (Vi) < (7)

Dostavame

1<afr? d
B r

Dosadme za 7 aktudlnu hodnotu d/2 a zlogaritmujme obe strany

d
< 1 =
pr < loga <d/2> +2=0(d)

O]

Veta 6.16 (dlika referenénej postupnosti). Referenénd postupnost pre
d-rozmerni hyperkocku Qq ma O(d) prvkov.

Doékaz. Veta vyplyva priamo z predchadzajucich tvrdeni 6.13, 6.14 a 6.15.
O

Algoritmus W. Majme d-rozmerni hyperkocku Q4. Algoritmus W mno-
zine informovanych vrcholov V; priradi hrany spomedzi 0V; tak, ze do kaz-
dého vrcholu z 6 (V;) smeruje prave jedna hrana. Pre analyzu algoritmu nie
je podstatné, ktord z (potencidlne) viacerych hrén to je. Pre dokaz trvania

algoritmu W budeme potrebovat eSte pomocné tvrdenia

Veta 6.17. Pre kaZdi mnozinu S C V., pre kazdi takmer tplni gulu B s
dokonalou hranicou taki, Ze |B| < |S| a pre kazdé 0 <~ <1 plati

1Bl + [0 (B)[T < [S]+ [v[0 (S)[]

Dékaz. Zoberme lubovolnu S’ C S taku, ze |S’| = | B|. Na zdklade definicie

takmer tplnej gule s dokonalou hranicou plati

(16 (BT < [v]6 ()]
Na zaklade vyberu mnoziny S’

Bl + 718 (B)] < |87 + [7 |6 ()]
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Pre dokaz tvrdenia si postacuje uvedomit, ze
1S+ [y |6 (ST < 1S+ [y 18 ()T
pretoze pridanim Iubovolného prvku do mnoZiny S’ zvysime prvy séitanec o

jedna a druhy nanajvys o jedna znizime. Opakujeme priddvanie pre vSetky
prvky z S\ S'. O

Veta 6.18 (porovnanie s ref. postupnostou). Nech
{fwp=Wo W C---CW =V

je lubovolné sirenie sprdvy na grafe Qq dané algoritmom W a a-proporcio-

ndlnym modelom. Potom pre kazZdé i plati
Vi < [Wi
kde V; je prvok z referencnej postupnosti.

Dokaz. Dokaz vykondme matematickou indukciou na 4. Pre ¢ = 0 porovna-

vame pociatotné mnoziny obsahujice vyluéne vrchol w.

Dokazme tvrdenie pre hodnotu ¢ + 1. Z indukéného predpokladu plati
Vil < [Wil
Na zdklade definicie referencnej postupnosti plati
Vil < Vil + [(1 = a) [0 (Vi)[]

Z tvrdenia 6.17 (V; je takmer tplnd gula s dokonalou hranicou) dostdvame

pre v =1 — a a indukéného predpokladu
Vil + (1 =) [6 (Vi)[T < [Wil + [(1 = ) |6 (Wi)[]
Zaverom z a-proporcionality
(Wil + (1 = a) |6 (Wi)[] < [Wipi
V tomto okamihu sme vyuzili pozadovani vlastnost algoritmu W - do kaz-
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dého vrchola vedie najviac jedna aktivna hrana. Poskladanim jednotlivych

nerovnosti (tranzitivita usporiadania <)

[Vig1| < Wil

6.3 Analyza greedy algoritmu

Nasleduje tvrdenie, na ktorého dokaze budeme prezentovat viacero (rozlicne
silnych) technik

Veta 6.19 (trvanie greedy algoritmu). Oznacéme

Q=(Q1,0Q2,Q3,...)

triedu hyperkociek, kde Qq md rozmer d a n = 2% vrcholov. Potom plati
e Dolny odhad TSG = Q (logn)

e Horny odhad TC‘;G = O (log nloglogn)

Dolny odhad trividlne vyplyva zo zdkladnych vlastnosti modelu, dokaz

horného odhadu ponikneme v nasledujicej ¢asti.

6.3.1 Diskrétna analyza greedy algoritmu.

Predvedieme jednoduchi analyzu greedy algoritmu. Analyzu nazyvame dis-
krétnou (v konfrontdcii s nasledujiicou ¢astou), pretoze proces sirenia spravy
rozdelujeme na tri ¢asti a odhadujeme na kazdej ¢asti samostatne. Cielom

nasej snahy je prezentovat tvrdenie

TSG = O (lognloglogn)

Pri dokaze budeme vychadzat z nerovnosti pre velkost hranovej hranice.
Zakladny problém, ktory vznika - ako prevedieme pocet novoinformovanych

hran na pocet novoinformovanych vrcholov? Hruby odhad moézeme vykonat
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vd'aka tomu, Ze stuperi vrchola v hyperkocke je logn. Pre g (m) hrdn v hrano-
vej hranici mnoziny informovanych vrcholov bude pocet novoinformovanych

vrcholov v nasledujicom kroku aspor

[ [o/g (m)] W

logn

Rozdelme dokaz na tri casti

e informovanych je menej ako 7 vrcholov, odhad na pocet hrdn v hra-

novej hranici s pribadajicim poc¢tom vrcholov rastie

e informovanych je § az %T” vrcholov, odhad na pocet hran v hranovej

hranici najprv rastie a potom klesa, nahradime ho minimom na tejto

mnozine

¢ informovanych je viac ako %T" vrcholov, odhad na pocet hran v hranovej

hranici s pribiidajicim po¢tom vrcholov klesa

Informovanie prvych vrcholov. V pociatoénych krokoch sirenia spravy
je pocet informovanych vrcholov maly - potrebujeme ukézat, ze tento pocet
dostatocne rychlo rastie. Rozdelme preto ttito ¢ast Sirenia spravy na etapy.

i-ta etapa obsahuje tie kroky Sirenia spravy, kedy pocet informovanych vr-

n n
[?’ 21‘*1)

Ked7e v celej casti predpokladdme, Ze pocet informovanych vrcholov je

cholov je v intervale

mensi ako %, funkcia g’(m) je rastica. Pre i-tu etapu je mohutnost hra-

novej hranice v kazdom kroku aspon

(MY . m
/() =iy

Pocet hran, po ktorych presla sprava na konci i-tej etapy nie je viac ako

n
51 logn
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t.j. maximalny pocet vrcholov vyndsobeny maximalnym stuptiom. Pocet kro-

kov i-tej etapy je najviac

nlogn o’in  2a'logn
ot e T

Ked'Ze etdp v rdmci prvej ¢asti je menej ako log n, dostdvame celkové trvanie

prvej casti menej ako

L 9/ logn

g 7g = O (log nloglogn)
i

i=0

Informovanie poslednych vrcholov. Princip dokazu pre tretiu cast (na
pociatku informovanych aspon %” vrcholov) je obdobny ako pri dokaze prvej

Casti. i-ta etapa obsahuje kroky, kde pocet neinformovanych vrcholov je v

n n
[?’ 2i+1)

Mohutnost hranovej hranice je aspoii

intervale

g/( n >:(i—|—1)n

9i+1 9i+1

a celkové trvanie je O (lognloglogn) krokov.

Prostredna cast. V kazdom kroku prostrednej ¢asti sa na hranici nach4-
dza aspon n hran, celkovy pocet hran v grafe je nlogn. Trvanie prostrednej

Casti je preto najviac O(logn) krokov.

Scéitanim jednotlivych ¢asti dostdvame horny odhad na pocet krokov

Sirenia greedy algoritmu na hyperkocke v podobe

O (lognloglogn)

6.3.2 Spojita analyza

Pri diskrétnej analyze sme sa dopustili dvoch zdsadnych zanedbani. V pr-
vom rade sme uvazovali, Ze na informovanie jedného vrchola je potrebnych
d =gef logn sprav. Takyto predpoklad je samozrejme korektnym hornym od-

hadom, nemusi byt vSak tesny. V samotnej analyze sme nahradzali velkost
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hranovej hranice dolnym odhadom na zvolenom intervale. V pripade spo-
jitej analyzy sa pokisime vysporiadat s druhym zanedbanim. Vopred by
sme radi upozornili, Ze v tomto pripade spojitd analyza nepomoze zbavit sa

dodato¢ného loglogn faktora.

Mygslienka spojitej analyzy je jednoduché - vyjadrime zdvislost velkosti
hranovej hranice od po¢tu informovanych hran. V pripade diskrétnej analyzy
sme rozdelili §irenie spravy na intervaly a odhadli trvanie Sirenia na kazdom
intervale. V pripade spojitej analyzy abstrahujeme od skuto¢nosti, Ze Sirenie
spravy prebieha v krokoch a odhadneme ¢as za pomoci prostriedkov mate-
matickej analyzy. Stcastou dokazu musi byt opodstatnenost takéhoto pris-

tupu. Poddme odhad maximalnej chyby, ktorej sme sa mohli dopustit.

Analégia. Pre lepSie pochopenie problému vytvorme nasledovni analégiu.
Predstavme si automobil pohybujici sa po drahe, okolo ktorej mame v pravi-
delnych (nekoneéne malych) intervaloch nainstalované zariadenia merajice
jeho rychlost. Pri pohybe automobilu ziskame graf rychlosti v zavislosti od

dréhy y = vs(x). Cas pohybu mozeme z uvedeného vzfahu vyjadrit ako

kde s je celkova draha, ktori automobil presiel. Pre pohyb automobilu a

Sfrenie spravy na grafe mame nasledovné analégie

Pohyb auta | Sirenie spravy

vzdialenost | pocet hran v indukovanom podgrafe
rychlost pocet bezchybnych hran

cas jazdy pocet krokov Sirenia spravy

V tomto okamihu je potrebné uvedomit si dva rozdiely

1. pocet hran v podgrafe indukovanom informovanymi vrcholmi sa ne-

zvy$uje iba o bezchybné hrany (moéze sa zvysit viac)

2. celkovy pocet hran, pocet aktivnych hrdn, pocet krokov a pod. su

diskrétne veliciny
s obidvoma tfazkostami sa postupne vysporiadame.
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Zavislost rychlosti od drahy. Majme na pamiiti analégiu s automobi-
lom a pokiisme sa vypoéitat pocet krokov §irenia spravy. Prvym predpokla-
dom bolo vyjadrenie zavislosti rychlosti od dréhy, v nasom pripade vyjad-
renie zavislosti velkosti hranovej hranice (krat o’) od po¢tu informovanych

hran. Nech po i krokoch presla sprdva po m hrandch. Plati nerovnost
m < vlogv

kde m je pocet hran v podgrafe indukovanom nejakou mnozinou vrcholov

mohutnosti v. S pouzitim Lambertovej W funkcie, pre ktori plati
W(z)EW® = ¢

dostavame odhad na pocet vrcholov v zavislosti od poc¢tu informovanych

hran

3
I
=
2
3
3
A

vlogwv

VM < ko

kde k je konStanta nezavislda od m a v, dand roznym zakladom logaritmov.

Pre zévislost po¢tu hrdn v hranovej hranici od poétu vrcholov plati izo-

perimetrickd nerovnost
9(v) = v(logn —logv)

v d'alom sa zamerajme iba na t1 ¢ast postupnosti, kde pocet informovanych
vrcholov neprekrocil 7. Na tejto casti je uvedeny odhad pre hranovi hranicu
rastici, teda mozeme do izoperimetrickej nerovnosti dosadif dolny odhad na

pocet vrcholov
v(logn — logv) > em) (logn — log eW(m)) o(1)

¢im dostdvame dolny odhad velkosti hranovej hranice v zavislosti od po¢tu
informovanych hran, ktory je na zvolenom intervale rasticou funkciou. Oz-
nacme

h(m) = V™ (logn — W (m)) O(1)

dolny odhad na poéet hran, ktorymi presla sprava - hladani zavislost medzi
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rychlostou a vzdialenostou. Kostanty k& a o z proporcionality modelu st

zakomponované v multiplikativnom faktore O(1).

Uvedeny vztah znamend nasledovné - ak sa v niektorom kroku nachadza
medzi informovanymi vrcholmi aspon m hran, potom v nasledujicom kroku

prejde sprava aspon po h(m) hranach.

Vyjadrenie éasu a vysporiadanie sa s chybami. Vrifme sa k na-
stolenym problémom - pocet hran v podgrafe indukovanom informovanymi
vrcholmi sa nezvys$uje iba o bezchybné hrany; navySe Sirenie spravy v sku-
to¢nosti nie je spojité, ale prebieha v krokoch. Skutoény pocet prenesenych
sprav konfrontovany s grafom rychlosti moze vyzerat napriklad ako na ob-

réazku 13

pocet prenesenych sprév

S {5\ minimum sprav
S K pre dany poget hran
Fa S
‘(?é; P le

/ A B C

krok a krok b krok ¢ pocet hrén v
podgrafe indukovanom
informovanymi vrcholmi

Obr. 13: Spojita analyza greedy algoritmu na hyperkocke I.
Priklad sfrenia spravy. Uvedend zavislost je iba ilustrativna.

Body a, b, c reprezentuju tri po sebe idice kroky Sirenia spravy. V kazdom
kroku Sirenia je pocet hran, ktoré pribudli do podgrafu indukovaného infor-
movanymi vrcholmi vicsi alebo rovny krivke. Dalsf krok (na osi X) je po-
sunuty aspon o tolko, kolko hran v skuto¢nosti pribudlo - kazd4 hrana, po
ktorej bola prenesend sprava, vedie medzi dvoma informovanymi vrcholmi;
moze vSak medzi nimi viest aj hrana, po ktorej nebola prenesend sprava.
Znéazornené obdfiniky A, B,C maju teda sirku aspon taku, ako vysku. Vy-

tvorme prevrateny graf s prevratenymi hodnotami na osi Y - vyska obdl#nika
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bude prevratenou hodnotou poc¢tu prenesenych sprav.

prevratend hodnota poc¢tu prenesenych sprav

\ maximum prevratenej hodnoty

pre dany pocet hran

skuto€nost

skuto&nost’

skuto€nost

krok a krok b krok ¢ pocet hran
v podgrafe indukovanom
informovanymi vrcholmi

Obr. 14: Spojita analyza greedy algoritmu na hyperkocke II.
Priklad sfrenia spravy, prevratené hodnoty. Uvedend zévislost je iba
ilustrativna.

Pocet obdlznikov zodpoveda poctu krokov Sirenia spravy, obsah kazdého
obdlznika je aspon jedna. Dobrym odhadom na spocitanie poctu obdlznikov
je vyjadrenie plochy pod krivkou, problémy vznikaju iba s potencidlnymi
presahmi (zobrazené Sedou). Celkovy pocet hréan v grafe je nlogn a k je
lubovolnd konstanta (uvedens z technickych dévodov, znamend ,informo-
vanie prvych k hran“). Pozadovant zavislost prevratenej hodnoty poétu
prenesenych sprav od poc¢tu hran v indukovanom podgrafe informovanymi
vrcholmi nahradime odhadom 1/h(m).

(n/4)logn 1 p "
T < / —dm +
k h(m)

< |:_ (logn + 1) log (W(m) — log n) + W(m) (n/4)logn

/
o k

o(1)

= O (lognloglogn)

Ziskany c¢as je hornym odhadom casu potrebného na informovanie Stvr-

tiny vrcholov pomocou greedy algoritmu.
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Ostédva ukézat, Ze sme sa nedopustili prili§ velkej chyby - teda Ze plocha
presahov (zobrazene Sedou) nie je prili§ velkd oproti celkovej ploche pod

krivkou. Rozdelme obdiZniky do dvoch skupin

e obdlzniky, ktorych presah je menej ako 1 /2 plochy

° obdfiniky, ktorych presah je viac ako 1/2 plochy

Obdiiniky v prvej skupine maji pod krivkou plochu aspon % kroku
Sfrenia spravy, postacuje teda nas odhad vyndsobit dvomi. UkéZeme, Ze
obdiznikov v druhej skupine neméze byt vela. Ilustrativny priklad obdlznika
z druhej skupiny je uvedeny na obrazku 15. Ked'Ze Tavy horny bod (bod P
na obrazku) kazdého obdl7nika sa nachddza pod- alebo na trovni krivky a
krivka je klesajica, krivka musi vpravo vychadzatf v dolnej polovici vysky
obdiznika (pod osou q). Vsetky nasledujice obdiiniky sa nevyhnutne naché-
dzajii pod osou ¢ a maji najviac poloviéni vysku. Ked'ze trividlny odhad
na pocet hran v hranovej hranici je nlogn, minimalna vyska obdlznika je
1/(nlogn). Minimalny pocet aktivnych hran je 1, ¢o je zdroven maximalna
vyska obdlznika. Pocet obdiznikov v druhej skupine je teda maximalne

log (nlogn) = logn + loglogn.

Obr. 15: Spojita analyza greedy algoritmu na hyperkocke III.
Priklad obdlznika s nadpoloviénym presahom. Funkcia 1/h(m) je iba
ilustrativna

61



7 Dalsie oblasti stidia

V nasledujicej ¢asti struéne priblizime d'alsie oblasti, ktoré by mohli byt

zaujimavé v suvislosti s proporcionalnym poc¢tom chybnych liniek.

7.1 Vyber iniciatora

V predlozenej praci sme implicitne predpokladali, ze spolo¢ne s grafom
mame vzdy zvoleny niektory vrchol za inicidtora. Zaujima nés, ako velmi

zévisia jednotlivé dosiahnuté vysledky od konkrétnej volby inicidtora

Veta 7.1. Nech G je lubovolny sivislyj graf a u,v € V si vrcholy. Potom ¢as
Sirenia sprdavy z vrchola w a ¢as Sirenia sprdavy z vrchola v (v oboch pripadoch

optimdlnym algoritmom)
e sa lisi maximdlne o priemer grafu G

Tou < Tgw+ diam(G)

e sa lisi mazximdlne o multiplikativnu konstantu nezdvisli od grafu
TG,u < k TG,U

Dékaz. Kedze zo vieobecnych vlastnosti vyplyva T > diam/(G), postacuje

ukézat prvi ¢ast tvrdenia.

Ozna¢me Ag,, optimalny algoritmus Sirenia spravy v grafe G z vrchola
u. Skonstruujme (nie nevyhnutne optimélny) algoritmus Ag, pre Sirenie

spravy v grafe G z vrchola v. Algoritmus bude pracovat nasledovne

1. V prvej faze zvoli lubovolnt najkratsiu cestu z vrchola v do vrchola u.
Pokial je vrchol u neinformovany, voli za aktivne hrany nachddzajtice
sa na tejto ceste. V kazdom kroku je aktivna prave jedna hrana, preto

musi byt bezchybnd. Trvanie prvej fizy je maximalne diam(G) krokov.

2. V ramci druhej fazy simuluje optimalny algoritmus Ag,. Oznacme I
silne informované vrcholy - tie, ktoré boli informované v ramci druhej
fazy (mozu tu patrit niektoré - nie nutne vsetky - spomedzi vrcho-

lov informovanych v rdamci prvej fazy). Ostatné informované vrcholy
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ozna¢ime za slabo informované. Na zaciatku druhej fazy je silne infor-
movany iba vrchol u a slabo informované su vSetky ostatné vrcholy

informované v ramci prvej fazy.

(a) Algoritmus v kazdom kroku simuluje A¢ ,, na silne informovanych
vrcholoch, ziska mnozinu aktivnych hran Ag ,(I). Vyberie z nich

tie, ktoré vedu do neinformovanych vrcholov.

(b) Stper mu zablokuje maximalne proporcionélny pocet hran. Tieto
hrany blokuje v simuldcii optimélnemu algoritmu Ag,,. Kedze
skutoéne aktivnych hran bolo najviac tolko, ako pozadoval algo-
ritmus Aq 4, je zachovand proporcionalita modelu. Mnozina silne
informovanych vrcholov sa rozsiri o novoinformované vrcholy a
tie slabo informované vrcholy, do ktorych viedla aktivna hrana v

simuldcii Ag .

V druhej faze algoritmus Ag, robi korektného sipera (v zmysle a-
proporciondlnosti modelu) k algoritmu Ag,. Z predpokladu optimality je

preto pocet krokov maximalne T ,,

O]

Zaujimava otazka je, ¢i spominané tvrdenie plati aj pre pripad greedy

algoritmu. Odpoved na tiito otdzku ndm zatial nie je zndma.

7.2 Alternativne modely

Pripustime drobné zmeny modelu a v§imajme si, ako to ovplyvni dosiahnuté

vysledky.

Néasobné hrany. Ak pripustime v modeli ndsobné hrany, definovany cas
Sirenia spravy greedy algoritmom ako o funkcia zavisla od poctu vrcholov

straca svoj intuitivny zaklad.

Definicia 7.2 (podobné grafy). Nech G; a G2 si grafy s ndsobnymi
hranami. Hovorime, ze grafy si podobné, ak Vi = V5 a vrcholy v a v si
susedné v grafe G prave vtedy, ked su susedné v grafe Gy (odhliadnuc od

poctu hran, ktoré ich v jednotlivych grafoch spajaju).
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Veta 7.3 (3irenie spravy na podobnych grafoch). Ku kaZdému sivis-
lému grafu G1 s jednoduchymi hranami o n vrcholoch existuje podobny graf
Go s ndsobnymi hranami taky, Ze c¢as Sirenia sprdvy greedy algoritmom na

tomto grafe je n — 1 krokov.

Dékaz. Pre jednoduchost predpokladajme a = 1/2. Zoberme Iubovolné
usporiadanie hran v grafe GG;. Kazda hranu z grafu Gy, ktord je v naSom

7 i, nahradime 2¢ hranami v grafe G. Oznaéme e(u, v)

usporiadani na pozicii
pocet aktivnych hran medzi vrcholmi u,v v danom kroku. Super v kazdom
kroku preposiela spravy po vSetkych hranach vedicich z vrchola a do vr-
chola b, kde a,b je dvojica s maximalnou hodnotou e(a,b). Ostatné hrany
super blokuje. Je zjavné, ze pocet blokovanych hran je mensi ako pocet bez-

chybnych hrén. Pre iné « sta¢i prislusne upravit zaklad 2. O

Orientované hrany Ak pripustime v modeli orientované hrany, taktiez

prichadzame o mnoho peknych vlastnosti.

Veta 7.4 (medzera medzi greedy a optimdalnym algoritmom). FEzis-

tuje trieda grafov G takd, Ze Sirenie sprdvy

e pomocou greedy algoritmu trvd ©(n) krokov

e pomocou optimalneho algoritmu trvda ©(logn) krokov

Dékaz. Zoberme triedu grafov podla obrézku 16. Dalsie vrcholy s vidy

priddvané na pravu stranu linie.

Super pre greedy algoritmus blokuje hranu vedicu k hornému vrcholu,
pokial je niektory vrchol zo spodnej linie neinformovany. Takymto pristu-

pom dosiahne cas Sirenia spravy rovny n — 1.

Alternativny algoritmus v prvom kroku zvoli za aktivnu iba hranu ve-
dticu do horného vrchola, v nasledujicom potom moze paralelne informovat
velké mnozstvo vrcholov, ¢im dosiahne ¢as §irenia spravy ©(logn). Presnejsi

vypocet je mozné realizovat obdobne ako pri dokaze vety 4.5. O

Veta 7.5. Pre lubovolné (dost velké) n existuje graf G sn vrcholmi a vrcholy

v1,v9 €V také, Ze

"pozicie ¢islujeme od 1
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V4
N\

Obr. 16: Model s orientovanymi hranami.
Priklad grafu so 7 vrcholmi. Inicidtor je zobrazeny so Sipkou.

e Sirenie sprdvy na grafe G s inicidtorom vy a greedy algoritmom trvd

asponi n — 1 krokov

e Sirenie spravy na grafe G s iniciatorom vo a greedy algoritmom trvd

najviac klogn krokov pre k nezdvislé od G

Dékaz. Pouzijeme n-vrcholovy graf z triedy definovanej v dokaze vety 7.4.
Inicidtor vy je vrchol zobrazeny so Sipkou a trvanie sme ukazali v dokaze vety
7.4. Inicidtor v je horny vrchol (podla obrdzka 16). Rovnakou technikou,

ako pri dokaze tvrdenia 4.5 dostavame horny odhad na pocet krokov

1
1 R 2
OgOé <n_2> +

7.3 Informovanost algoritmu

Definicia algoritmu Sirenia spravy ako zobrazenia z mnoziny informovanych
vrcholov do mnoziny aktivnych hréan je pomerne ,silnd“. Je to dané sna-
hou ukdzat obmedzenia modelu - pokial neexistuje dobre informovany al-
goritmus, umoznujuci Sirenia spravy v prostredi s proporcionalnym poc¢tom
chybnych liniek dosahujice dostatoéne dobry éas, nie je mozné ocakévat
dobré vysledky v pripade, kedy moznosti algoritmu budi viac obmedzené.
Na druhej strane stoji za zvazenie, ¢i dobré vysledky (asymptotickd optimal-
nost, horné odhady pre $irenie optimalnym algoritmom) je mozné dosiahnut
aj v pripade, kedy algoritmus musi byt do vi¢sej miery ,,distribuovatelny“.
Z tohto dovodu sme pontkli analyzy greedy algoritmu, ktory je pomerne ob-
medzeny. Mnohé s predlozenych vysledkov ostavaji s rovnakymi argumen-

tami v platnosti aj v pripade réznych obmedzeni kladenych na algoritmus
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(napr. algoritmus dopredného a spétného Sirenia potrebuje mapu topolégie,
svoju poziciu a globédlne hodiny; nepotrebuje informéciu o tom, ktoré spravy

inym vrcholom stiper zablokoval).
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8 Zaver

Zopakujme témy, ktorym sme sa v predkladanej praci venovali a dosiahnuté

vysledky.

V ramci Stvrtej kapitoly sme predstavili tri rozne typy algoritmov

Sfrenia spravy.

Greedy algoritmus, ktory je jednoducho zadany a realizovatelny aj
v obmedzujtcejsich modeloch, ale postrada niektoré intuitivne vlastnosti.
Sirenie spravy pomocou greedy algoritmu bolo najviac studované - spomedzi

znamych vysledkov zopakujme

o TI‘?G = O(logn) pre uplné grafy
. T;‘G = Q(y/n) pre Gplné bindrne stromy

. TA’L/‘[G = O(k) pre n-rozmernu cyklicki mriezku a parne k

Greedy algoritmus moze byt neoptimélny, na zvolenej triede grafov sme

prezentovali rozdiel

e O(log?n) optimélny algoritmus

e Q(n/logn) greedy algoritmus

V neskorsej ¢asti sme naviac ukézali, ze postacuji pomerne jednoduché

triedy grafov, aby sme dosiahli velky rozdiel v ¢asoch $irenia spravy.

Algoritmus dopredného Sirenia simuluje S$irenie spravy na grafe bez
chybnych liniek, pracuje v etapach. Casto poskytuje prvotny horny odhad
na ¢as Sirenia spravy na zadanom grafe. Existuju acyklické grafy, na ktorych
je asymptoticky neoptimélny. Cas oproti optimalnemu algoritmu (a rovnako
aj oproti sireniu spravy v prostredi bez chybnych liniek) je va¢si maximdlne

o multiplikativny logn faktor.

Algoritmus spédtného Sirenia definovany pre acyklické grafy vyuziva
na rozdelenie do skupin spitni vzdialenost vrchola do listu. Cas Sirenia
spravy pomocou algoritmu spitného sfrenia sa d4 odhadnif na zéklade roz-
delenia vrcholov do skupin, podobne ako v prechddzajicom pripade. Algo-

ritmus je asymptoticky optimélny pre kazdu triedu acyklickych grafov, aj
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Typ grafu Dolny odhad  Horny odhad

£ - acyklické, rovnaké vetvenie Q (nLEl) O (n% log n)
T - acyklické - 0] (nﬁl)

Tabulka 1: Zhrnutie vysledkov pre grafy s konstantou excentricitou inicidtora
k

ked’ rozdiel v trvani &renia spravy medzi nim a optimalnym algoritmom

moze byt Tubovolne velky (pre dostato¢ne velky graf).

V piatej kapitole sme nasu pozornost zamerali na Srenie spravy na
grafoch s konStantnou excentricitou inicidtora. Ukézali sme, Zze greedy al-
goritmus na vybranom grafe moze byt pomerne neefektivny. Skonstruovali
sme podtriedu grafov, na ktorych bol vyrazny rozdiel medzi optimalnym

algoritmom a greedy algoritmom.

Dalej sme ukézali, Ze na inak skonstruovanej podtriede nemézeme dostat

vyrazne kvalitativne vyznamnejsi vysledok (za ktory pokladdme hodnotu

O(n)).
Zhrnutie vysledkov je uvedené v tabulke 1.

V ramci Siestej kapitoly sme sa zaoberali Sirenim sprav na hyperkocke.
V prvej casti sme analyzovali optimalny algoritmus - ukédzali sme, ze hyper-
kocky si odolnou triedou grafou voéi proporciondlnemu poctu chybnych
liniek. Analyza Sirenia spravy si vyziadala vyuzitie mnohych vlastnosti hy-

perkociek, najmé znalosti o velkosti vrcholovej hranice a vlastnostiach guli.

V druhej casti kapitoly sme prezentovali analyzu greedy algoritmu na
hyperkocke. Na dékaze horného odhadu O(lognloglogn) sme prezento-
vali diskrétnu a spojitii analyzu Sirenia spravy. Hoci sa nam nepodarilo
rozhodnit optimalnost algoritmu na hyperkocke, prezentovand technika s
vyuzitim izoperimetrickych nerovnosti méze mat vyuzitie aj v analyze Sire-
nia sprav na inych grafoch.

V siedmej kapitole sme sa stru¢ne venovali d’alsim oblastiam $tidia.
Ukézali sme, ze v pripade optiméalneho algoritmu ma vyber inicidtora iba
maly vplyv na cas Sirenia spravy. V kratkosti sme nacrtli, ako moze zmena

modelu posobif na dosiahnuté vysledky (ndsobné hrany, orientované hrany).
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Na zaver zhriime odpovede na otazky prezentované v ivode prace

e Ktoré triedy grafov su odolné voéi proporcionialnemu poctu

chybnych liniek?

— Ziadna trieda grafov s excentriciou inicidtora asymptoticky men-
sou ako logn nemoze byt odolné (iplné grafy, stromy s konstan-
tnou excentricitou inicidtora).

— Cyklické mriezky s parnym k st odolné (aj s pouzitim greedy
algoritmu)

- Uplné bindrne stromy nie st odolné, pretoze algoritmus spéatného
§frenia je asymptoticky optimalny s ¢asom @(log2 n)

— Hyperkocky st odolné; ¢i je greedy algoritmus asymptoticky op-

timalny, nie je zatial zndme.

e Aké vieobecné (generické) triedy algoritmov mézeme zostro-

jit? Aké majui vlastnosti?

Definovali sme tri triedy algoritmov s réznou motivaciou - zjednoduse-
nie algoritmu Sirenia spravy, relaxdcia modelu alebo snaha o paralelné

posielanie velkého mnoZstva sprav.

o Aky velky moéze byt rozdiel medzi éasom Sirenia pomocou

vSeobecnych algoritmov?

Pre kazdu triedu algoritmov sme prezentovali grafy, na ktorych su
neoptimalne. V pripade algoritmu spétného Sirenia sme dokézali jeho
optimélnost na lubovolnej triede acyklickych grafov. Zvlast v pripade
greedy algoritmu sme sa snazili maximalizovat rozdiel v ¢ase $irenia.
Ukézali sme, ze postacuji pomerne jednoduché grafy (acyklické s kon-
stantnou excentricitou inicidtora) na to, aby vznikol zna¢ny rozdiel v

Case Sirenia greedy algoritmom a optimalnym algoritmom.

e Na ktorych triedach grafov je greedy algoritmus optimalny?

Greedy algoritmus je optimalny napriklad na tplnych grafoch a cyk-
lickych mriezkach s parnym k. Naproti tomu, neoptimélny je na stro-
moch (a viacerych pomerne umelo skonstruovanych prikladoch). V

pripade hyperkociek ndm vysledok nie je znamy.
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