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Abstrakt

Problém L(2, 1)-farbenia je najskimanejsi problém grafového farbenia obmedzeného
vzédjomnou vzdialenostou vrcholov. V roku 2012 predstavil Junosza-Szaniawski a kolektiv
dosial' najrychlejsi algoritmus riesiaci tento problém. Ako sa ukdzalo, jeho ¢asovd
zlozitost bola linedrna od poctu vlastnych parov v danom grafe. Ostavalo vSak otvorenym
problémom, kolko najviac vlastnych parov moze mat graf s n vrcholmi, poznalo sa iba

dolné ohranicenie 2(2.6117") a horné ohranicenie O(2.6488™).

V nagej praci sa preto budeme venovat problému najvicsieho poétu vlastnych parov.
Zameriame sa na stromy s priemerom 6, pre ktoré dokazeme tito hodnotu asymptoticky
presne — ©(6048"9) ¢o je zhruba ©(2.63135"). S vyuzitim technik prezentovanych pri
stromoch s priemerom 6 nasledne néjdeme triedu grafov, ktora uda lepsiu dolnt hranicu
2(2.63916™).

KTi¢ové slova: L(2,1)-farbenie, vlastné pary, stromy s priemerom 6



Abstract

The L(2,1)-labeling of a graph is one of the most researched generalizations of graph
coloring; possibly the simplest version in which a constraint for vertices at distance 2
is introduced. Currently, the best known algorithm that solves this problem on general
graphs is the algorithm presented by Junosza-Szaniawski et al. in 2012. The time
complexity of their algorithm is linear in the number of “proper pairs” in the input
graph. However, the graphs with the most proper pairs are not known yet, and therefore
we do not know the exact time complexity of the algorithm by Junosza-Szaniawski et al.
The best known lower bounds at the time are ©(2.6117") and O(2.6488"), respectively.

In this thesis we study the problem of finding graphs with as many proper pairs as
possible. We prove that the worst case for trees of diameter 6 is exactly ©(6048™/),
which is roughly ©(2.63135"). The techniques developed for trees of diameter 6 are
then generalized to find an even better class of trees. The final result of the thesis is
that the time complexity of the algorithm by Junosza-Szaniawski et al. is £2(2.63916™).

Keywords: L(2,1)-labeling, proper pairs, trees with diameter 6
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Uvod

Napriek tomu, ze problém farbenia grafov je pomerne stary a netinavne studovany,
myslienka farbenia obmedzeného vzajomnou vzdialenostou vrcholov sa objavila az na
konci minulého storocia. Kratko na to, ako ju v roku 1980 sformuloval Hale[4], sa
pozornost upriamila na konkrétnu instanciu — L(2, 1)-farbenie. Hodnoty priradené vr-
cholom v takomto farbeni, si obmedzené nielen bezprostrednymi susedmi, ale aj vr-
cholmi, s ktorymi zdielaji spoloéného suseda. Ako sa ukdzalo, takéto farbenie moze

byt uzitoéné napriklad pri rieseni Frequency Assignment Problem.

Problém hladania L(2, 1)-farbenia, ktoré minimalizuje najvicésiu pouziti hodnotu sa
viak ukézal NP-tazky. Snahou bolo néjst deterministické rieSenie, ktorého zlozitost je
sice exponencialna, ale zdklad tohto exponentu je ¢o najmensi. Dosial najlepsf vysledok
dosiahli Junosza-Szaniawski a kolektiv, ktori v roku 2012 uverejnili ¢lanok[7], v ktorom

predstavili algoritmus na vypocet L(2,1)-farbenia s ¢asovou zlozitostou O*(2.6488™).

Odhad zlozitosti tohto algoritmu vSak nebol tesny. Ako sa ukézalo, casové zlozitost
algoritmu zavisela linedarne od poctu wlastnych pdrov grafu — dvojica disjunktnych
podmnozin vrcholov grafu spiﬁajﬁca dodatocné vlastnosti. No napriek tomu, ze problém
najvicsiecho poétu vlastnych parov v n vrcholovom grafe je lahko definovatelny, jeho
rieSenie nie je dodnes zname. V spominanom clanku Junosza-Szaniawski a kolektiv

dokézali horny odhad O(2.6488") a dolny odhad €(2.6117").

Tieto dva odhady vSak pontkali priestor pre zlepsenie. V nasej diplomovej praci sa

budeme preto zaoberat tym, kolko najviac vlastnych parov moze mat n vrcholovy graf.

V 1. kapitole si spravime prehlad problematiky a zadefinujeme niekolko klticovych
pojmov, ako su napriklad vlastné pary. V 2. kapitole si ukdzeme, ze n vrcholovy graf
s najvicsim poc¢tom vlastnych parov je strom a najdeme takéto stromy pre niekolko
malych hodnot n. Prihliadajic na najdené stromy sa v 3. kapitole pozrieme na triedu
stromov s priemerom 6. Ukazeme si dolny odhad, na pocet vlastnych parov v takychto

stromoch, ktory bude lepsi ako doteraz existujice vysledky a dokazeme, ze tento odhad
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je pre danu triedu stromov dokonca asymptoticky presny. Taktiez navrhneme poly-
nomiélny algoritmus, ktory bude vediet najst n vrcholovy strom s priemerom 6 s
najvacsim poctom vlastnych parov. V poslednej 4. kapitole potom aplikujeme postupy
prezentovani v 3. kapitole a odhalime triedu stromov, ktora urc¢i dolné ohranicenie
2(2.63916™).

Vsetky implementéacie pouzité pri tvoreni tejto diplomovej prace, ako aj niektoré

vygenerované ddta, mozete najst na ksp.sk/~zaba/anderle_diplomova_praca.zip.


ksp.sk/~zaba/anderle_diplomova_praca.zip

Kapitola 1

Prehlad problematiky
L(2,1)-farbenia

V tejto kapitole si zadefinujeme niekolko klticovych pojmov, ktoré budeme pouzivat
napriec celym textom. Takisto sa blizSie pozrieme na motivaciu a ciele nasej diplomovej
prace, spravime prehlad existujticimi vysledkami a blizsie popiSeme algoritmus Junosza-

Szaniawski a kolektivu, na ktory nasa praca nadvizuje.

Definicia 1.0.1. L(2,1)-farbenie grafu G je také priradenie nezdpornijch celyjch ¢isel

vrcholom tohto grafu, Ze su splnené nasledujice dve podmienky:

e cisla priradené dvom susediacim vrcholom sa lisia aspon o 2

e cisla priradené dvom vrcholom, ktoré majiu spoloéného suseda su rozdielne

Ak sa pozrieme, na definiciu L(2, 1)-farbenia, je prirodzené sa zaujimat o to, aké
najvicsie ¢islo musime pouzit na ofarbenie grafu G. Tito hodnotu budeme oznacovat
rozpitie L(2,1)-farbenia. Cislo A\(G) bude potom oznacovat hodnotu najmensieho

rozpétie spomedzi vSetkych L(2,1)-farbeni grafu G.

Dovodov, preco je zaujimavé hladat L(2, 1)-farbenia grafov s minimalnym rozpétim

) ) )

je viacero. Najvicsiu suvislost méd vsak s problémom Frequency Assignment Problem,

ktorého cielom je priradit jednotlivych vysielacom v sieti vysielacie frekvencie, pricom
7

je nutné sa vyhnit neZiadicim interferencidm. Tie moézu vzniknit, ak maji dva blizke

vysielace podobni vysielaciu frekvenciu, alebo maju viaceri susedia vysielaca frekvenciu

takd istu. Sdvis s problémom L(2, 1)-farbenia je ocividny.
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1.1 Prehlad predchadzajiicich vysledkov

Problém grafového farbenia je pomerne stary a podrobne skiimany. Myslienku grafového
farbenia, ktoré je obmedzené vzajomnou vzdialenostou vrcholov viak predstavil Hale aZ

v roku 1980[4]. O nieco neskor sa pozornost upriamila na konkrétnu instanciu takychto
farbeni — L(2, 1)-farbenie.

V roku 1992 Griggs a Yeh[3] predstavili vo svojej préci velké mnozstvo odhadov
casovej zlozitosti a niekolko zaujimavych hypotéz. Najzaujimavejsia z nich tvrdi, Ze
MG) < A(G)?, kde A(G) oznacuje maximdlny stupeii grafu G. Napriek tomu, Ze sa
jej overeniu venovalo znacné mnozstvo ¢asu, eSte stale nie je vyrieSena pre vSeobecné
grafy, aj ked bola overens na mnohych §pecidlnych triedach. Zaujimavé je, Ze rovnost

tejto podmienky je znama len pre dva grafy — Hoffmann-Singletonov a Petersenov graf.

Vicsina prac sa samozrejme ststredila na to, ako vypocitat hodnotu A(G) pre
Tubovolny graf. O tomto probléme vsak bolo dokdzané, ze je NP-tazky[3, 2], ¢o pod-
nietilo snahu dokézat aspon ¢iastoéné vysledky pre rozne $pecidlne triedy grafov. Pre
stromy bol napriklad navrhnuty algoritmus, ktory vypocita hodnotu A(G) v linedrne;

casovej zlozitosti[n].

Co sa tyka NP-fazkych problémov, je pomerne ¢astd snaha o ndjdenie determini-
stického algoritmu, ktory je sice exponencidlny, ale minimalizuje konstantu, ktord je
zékladom tohto exponentu. Inymi slovami, chceme néjst algoritmus s ¢asovou zloZitostou
O*(c™), pricom c je ¢o najmensie. Vsimnime si, Ze sa pouziva O*-notécia, ktora zanedbdva

polynomialnu ¢ast zloZitosti.

Ako najuspesnejsi pristup na zistovanie hodnoty A\(G), popripade riesenie prislusne;
rozhodovacej verzie, sa ukézalo dynamické programovanie. Na tomto principe preto
pocas rokov vzniklo viacero zaujimavych algoritmov s postupne sa zlepsujiicou casovou

~ . )
zlozitostou.

Ako prvy sa objavil vysledok od Kral[I0], ktory bol odvodeny od riesenia iného
problému a dosahoval zloZitost O*(4™). Tento odhad bol neskor zlepSeny, pomocou
presnejsieho odhadu poctu 2-pakovani v grafe, na hodnotu O*(3.8739™)[6]. Po neskorsej
modifikécii dosiahol tento algoritmus ¢asovi zlozitost O*(3.2361™), pricom sa urcil aj
dolny odhad zlozitosti tohto algoritmu na Q*(3.0731™)[8, O].
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Hranicu O*(3") sa podarilo dosiahnut az v roku 2010 Petrom Rossmanithom. Svoj
vysledok prezentoval na Dagstuhl Seminar 10441 Exact Complexity of NP-hard Prob-
lems. Vyvstala preto otdzka, ¢i je mozné navrhnit algoritmus, ktorého ¢asova zlozitost
bude mat exponent mensi ako 3. V roku 2012 vsak Junosza-Szaniawski a kolektiv pred-
stavili deterministicky algoritmus, ktory dosahoval casovii zlozitost O*(2.6488")[7]. V

publikovanom ¢lanku tieZ predstavili dolni hranicu zloZitosti a zlozZitost pre claw-free

grafy.

1.2 Algoritmus Junosza-Szaniawski et al.

V tejto Gasti sa blizSie pozrieme na samotny algoritmus, ktory je dosial najlepsim
rieSenfm problému hladania L(2, 1)-farbenia. V strucnosti si predstavime hlavné myslienky
tohto algoritmu potrebné pre stanovenie ciela nasej diplomovej prace. Detailny popis

algoritmu, ako aj formdlny dokaz spréavnosti sa dd najst v povodnom élanku[7].

Najskor si zadefinujeme bindrny operéator @, ktory budeme vyuzivat pri ndvrhu algo-
ritmu. Tento operdtor je bindrna funkcia ¢ : {0,0,1,1} x {0,1} — {0,1,1} definovana

nasledovnou tabulkou:

(@)
) =
\ o | Ol
| —
| —

Vsimnime si, ze ak je druhd hodnota 1, je operator definovany iba v jedinom pripade.

Operétor @ modzeme prirodzene rozsirit aj na vektory a mnoziny:

aiasy . .. an@blbg . bn -

(a3 @ by)...(a, ®b,) ak a; ®b; je definované pre vsetky i
nedefinované v opa¢nom pripade

A®dB={a®blac Abe B,a®b je definované}
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Na vstupe dostane nas algoritmus graf G, ktory ma n vrcholov oznacenych vy, vy . .. v,.
Postupne budeme pocitat ¢iastocné L(2,1)-farbenia, pricom budeme dovolovat ¢oraz
vicSie a vécsie rozpatie tychto farbeni. No a na pocitanie ¢iasto¢nych farbeni s k£ farbami
budeme vyuZivat ¢iastoéné farbenia s mensim poctom farieb. Mnozinu ¢iastoénych far-
beni s rozpatim k si oznacime T}. Je zjavné, Ze najvicsie rozpitie, ktoré moze mat n

vrcholovy graf je 2n. To znamend, Ze potrebujeme vypocitat mnoziny Ty az T,.

Tieto mnoziny budi obsahovat ¢iastoéné zafarbenia, ktoré budd reprezentované n
prvkovymi vektormi nad mnozinou {0, 0, 1,1}. Presnejsie, mnozina T} obsahuje vektor
a prave vtedy, ked existuje ¢iastocné zafarbenie ¢ : V(G) — {0,1,0,1} spiﬁajﬁce

nasledujice podmienky:

e a; = 0 prave vtedy, ked ¢ nepriraduje farbu vrcholu v; a pre Ziadneho suseda u

vrchola v; neplati, ze p(u) = k

e a; = 0 prave vtedy, ked ¢ nepriraduje farbu vrcholu v; a existuje sused u vrchola

v;, pre ktory plati, ze p(u) = k
e a; = 1 prave vtedy, ked ¢(v;) < k

e a; = 1 prave vtedy, ked ¢(v;) = k

Uvedomme si, Ze ak sa ndm podari vypocitat vietky pozadované mnoziny Tj, staci
nam n4jst najmensie k také, ze mnozina T} obsahuje vektor nad mmozinou {1,1}.
Farbenie zodpovedajice takému vektoru totiz priraduje ¢islo ku kazdému vrcholu a

mé najmensie rozpétie.

Definicia 1.2.1. 2-pakovanie grafu G nazyvame taki podmnozinu vrcholov S, Ze

vzdjomnd vzdialenost lubovolngch dvoch vrcholov v S je aspor .

Dovod, preco sme si zadefinovali pojem 2-pakovania je, ze nas algoritmus bude pra-
covat s mnoZinou vsetkych 2-pakovani grafu G, ktort si oznacime P. V tejto mnoZine
budi n prvkové vektory z mnoziny {0,1}", pricom 1 na i-tom mieste tohto vektoru
oznacuje, ze vrchol v; lezi v 2-pakovani. Algoritmus Junosza-Szaniawski a kolektivu

bude pocitat mnozinu Ty, ; prave pomocou mnozin Ty, P a operdcie .

Nech a € T}, je vektor reprezentujici ¢iastocné farbenie . Nech p € P reprezentuje
2-pakovanie S grafu G. Nasim cielom bude rozsirit ¢iastoéné farbenie ¢ o novi farbu
k + 1. Prave preto dame vsetkym vrcholom z mnoziny S farbu k£ + 1. Vd'aka tomu,

ze mnozina S je 2-pakovanie, nemaju dva vrcholy s farbou k£ + 1 spolo¢ného suseda,
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¢o splita poziadavku L(2,1)-farbenia. Treba vsak vyriesit situdciu, kedy by mali dva

susedné vrcholy farbu lisiacu sa iba o 1.

Na to nam sluzi operacia @. Vektor a @ p bude totiz definovany prave vtedy, ak je
vysledny vektor korektné ¢iastoéné farbenie. Ak je na i-tom mieste vektora p hodnota 1,
na i-tom mieste vektora a musi byt 0. Vidime, Ze ak by na i-tej pozicii vektora a bola 1
alebo 1, snazili by sme sa ofarbit uz ofarbeny vrchol. A ak by tam bola hodnota 0, dali
by sme farbu k+ 1 vrcholu, ktory susedi s vrcholom s farbou k. Takisto si vSimnime, ze
operacia @ zmeni vietky 1 na 1, ked'Ze tieto vrcholy uz nemaji priradent maximalnu

farbu.

Jedinym problémom si hodnoty 0 a 0 vo vyslednom vektore, lebo tie nemusia byt
urcené spravne. Tiito vlastnost budeme musiet este dodato¢ne skontrolovat a upravit.

Zanedbajtc tento detail je véak najdoleZitejsie vediet rychlo vypoéitat mnozinu Tj, @ P.

Na vypocet tohto problému pouzili autori ¢lanku podobny pristup, ako pouzil Strassen
pri ndsoben{ matic[I2]. Majme lubovolni mnozinu vektorov M. Potom si mozeme defi-
novat nasledovni mnozinu M,, = {v|lwv € M}. Ak chceme vypocitat vysledok A & B,

pre mnoziny A C {0,0,1,1}" a B C {0, 1}", mézeme pouzit nasledovny vzorec:

AoB= ) (uov)(4.®B)

ue{0,0,1,1}
ve{O,l}k/

UPV je definované

= U w U A, | ® B,

ve{0,1}% ue{0,0,1,1}%
we{0,1,1}% ubv=w

(1.1)

kde &’ je vhodne zvolend konstanta.

To ¢o nés zaujima je, aki zlozitost ma vypocet mnoziny A @ B. Hlavne to, kolko
rekurzivnych volani na vypoéitanie @ pre mnoziny vektorov dlhych n — k' budeme
musiet urobit. Zaujima nds preto pocet takych dvojic v, w, Ze existuje aspon jedno u
spfﬁajﬁce u® v = w. Ak zafixujeme hodnotu v, tak hodnota v; = 1 implikuje w; = 1.
To znamené, Ze pre konkrétne v mame 2¥ ~II*ll moznych vektorov w, kde ||v|| oznacuje

pocet 1 vo vektore v.

Definicia 1.2.2. Vlastny pdr grafu G je dvojica disjunktngch podmnozin vrcholov

(S, X), pricom mnozina S tvori 2-pakovanie grafu G.
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Pocet vlastnych pdrov grafu G oznacujeme pp(G).
Plati, ze pp(n) = max{pp(G)| G md n vrcholov}

Uvedomme si, 7ze ked pocitame T}, @ P, tak vektor v je 2-pakovanie. To znamena,
7e potet rekurzivnych volani je najviac pp(k’). Taktiez, velkost mnoziny T} je najviac
pp(n), pretoze vrcholy s hodnotou 1 uréuji 2-pakovanie a zvy$né vrcholy maju dve

moznosti — 1 alebo 0/0.

Casovii zlozitost prezentovaného algoritmu teda mézeme vypoéitat ako

T(n) = O (pp(n) + pp(K)T'(n — k') (1.2)

, €oho tipravou dostaneme zlozitost O* (pp(n(1+4;))). Dosadenim dostatocne velkého
k" a odhadom poctu vlastnych parov, ktory si prezentujeme v d'alsej kapitole dostaneme
casovi zlozitost O*(2.6488™).



Kapitola 2

Vlastné pary na vSeobecnych

stromoch

V predchadzajicej casti sme si ukazali algoritmus Junosza-Szaniawski a kolektivu na
hladanie L(2,1)-farbenia. Jeho ¢asovd zlozitost bola priamo umerna poctu vlastnych
parov v grafe, na ktorom problém riesime. Problém ale je, ze hodnota pp(n) nema
uzavrety tvar a ani presny asymptoticky odhad. Dokazany dolny a horny odhad su

pritom od seba pomerne vzdialené.

V tejto kapitole sa preto pozrieme na pocet vlastnych parov vo vseobecnych grafoch.
Najskor si prezentujeme uz existujuci horny aj dolny odhad, pozrieme sa na grafy s
najvacsim poctom vlastnych parov s malym poc¢tom vrcholov a vyvodime z nich nejaké

vseobecné zavery. Najskor si vSak dokdzeme dve lemmy.

Lemma 2.0.1. Pocet vilastnych pdrov grafu G je

> 2n=1s] (2.1)

SQV(G),S]P 2-pakovanie

Dékaz. Zoberme si nejaké 2-pakovanie S. Chceme pren zistit pocet vlastnych parov
(S, X). Mnozina X moze, ale nemus{ obsahovat kazdy zo zvysnych n — |S| vrcholov.
Preto mame 2"l moznych vlastnych parov s 2-pakovanim S. Ak tieto hodnoty s¢itame

cez vSetky mozné S, dostavame pocet vSetkych vlastnych parov grafu G. [

Lemma 2.0.2. Nech pp(n) je najvicési pocet vlastngch pdrov na suvislijch grafoch s n

vrcholmi. Potom existuje strom s n vrcholmi, ktory md pp(n) vlastngch pdrov.

Dékaz. Pre spor predpokladajme, ze G je graf s pp(n) vlastnymi parmi, ktory mé
spomedzi takychto grafov najmensi pocet hrdn a predpokladajme, ze GG nie je strom.

Vieme, ze
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pp(n) = pp(G) = > 219 (2.2)

SCV/(G),S je 2-pakovanic
teda pocet vlastnych parov priamo zdvisi od poctu a velkosti 2-pakovani. Vyberme si
teraz lubovolnt hranu e, ktord nie je mostom grafu G. Pre kazdé 2-pakovanie S v G viak
plati, Ze bude 2-pakovanim aj v G — {e}. Odstrdnenie hrany totiz neskriti vzdialenost
medzi Ziadnymi dvoma vrcholmi a vSetky vrcholy mnoziny S zostani nadalej od seba
vzdialené aspon na vzdialenost 3. To znamend, ze graf G — {e} m4 tiez pp(n) vlastnych

parov, ale ma menej hran, ¢o je spor s vyberom grafu G. O

Z lemmy preto vyplyva, Ze pri hladani grafov s najvicsim poctom vlastnych

parov ndm staci uvazovat stromy, ¢o budeme vyuzivat pocas celej diplomovej préce.

2.1 Existujice odhady poctu vlastnych parov

V élanku Junosza-Szaniawski a kolektivu[7] bol prezentovany dolny aj horny odhad
hodnoty pp(n). V strucnosti si zhrnieme oba tieto odhady, aby sme ich mohli porovnévat

s nasimi dosiahnutymi vysledkami.

2.1.1 Horny odhad poctu vlastnych parov

Lemma 2.1.1. Nech G je strom a vrcholy v a w si dva listy tohto stromu, ktoré maji
spolocéného suseda w. Potom strom G', ktory vznikne z G odstranenim hrany medzi
vrcholmi v a w a pridanim hrany medzi vrcholmi v a w md aspori tolko vlastnych pdrov
ako graf G.

Dokaz. Ukazeme, ze vSetky 2-pakovania grafu G su 2-pakovania aj v grafe G'. Z tvr-

denia lemmy potom vieme, ze G’ ma aspoi tolko vlastnych parov ako G.

Nech S je 2-pakovanie grafu G. Potom sa v mnozine S vyskytuje najviac jeden z

vrcholov u, v a w. Potrebujeme preto rozobrat nasledujice tri pripady:

e w € S —nech x je lubovolny vrchol z S iny ako w. Vzdialenost vrcholov w a x je
v grafe G’ rovnaka ako vzdialenost v grafe G. A kedze S je v G 2-pakovanie, je

tato vzdialenost vicsia ako 2. Mnozina S je preto 2-pakovanim aj v grafe G.

e v € S —nech z je lubovolny vrchol z S iny ako v. Vzdialenost vrcholov v a z je
v grafe G’ rovnakd ako vzdialenost v grafe G. A kedze S je v G 2-pakovanie, je

tato vzdialenost viicsia ako 2. Mnozina S je preto 2-pakovanim aj v grafe G'.
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e u € S —nech z je lubovolny vrchol z S iny ako u. Vzdialenost vrcholov u a  sa v
grafe G’ oproti vzdialenosti v grafe G zvéicsila o 1. A ked'ze S je v G 2-pakovanie,

je tato vzdialenost vicsia ako 3. Mnozina S je preto 2-pakovanim aj v grafe G'.

]

Désledok 2.1.1.1. Pre kazdé n > 3 existuje strom G, ktory mad najvicsi pocet vlastnych

pdrov medzi n. vrcholovymi stromami a Ziadne dva listy nemaju spolocného suseda.

Dokaz. Kazdy strom s najvacsim poctom vlastnych parov, ktory ma aspon 4 vrcholy
vieme pomocou lemmy upravit na nami pozadovany tvar bez toho, aby sme

zmens§ili pocet vlastnych parov. O

Pri dokazovani horného ohrani¢enia poé¢tu vlastnych parov, budeme preto pracovat
iba so stromami, v ktorych ziaden vrchol nie je susedny s dvoma alebo viacerymi
listami. Majme teda takyto strom G, ktory ma aspon 3 vrcholy a oznacme si jeho
najdlhsiu cestu P. Nech vrchol u je list cesty P, vrchol v je sused vrchola u. Naviac z
dosledku vieme, ze vrchol v ma prave dvoch susedov. Jeho druhého suseda si

preto oznacme w.

Ak je stupen vrchola w najviac 2, vlastné pary si rozdelime podla toho, ¢i ich 2-
pakovania obsahuji vrchol u. Ak sa vrchol u nenachadza v 2-pakovani, mame dve
moznosti kam ho umiestnit a zvy$nych n — 1 méze byt vo vlastnych paroch Iubovolne.
Pri druhej moznosti, uz nemoézeme do 2-pakovania vlozit vrcholy v a w, tie maji 4
moznosti na umiestnenie a zvysnych n — 3 vrcholov ndm opét ni¢ neovplyviuje. Vd'aka

tomu dostavame jednoduchii nerovnicu pp(n) < 2pp(n — 1) + 4pp(n — 3).

V opa¢nom pripade vsak dostaneme ovela zlozitejsi problém, v ktorom sa musime
pozerat na vsetky vrcholy grafu G vzdialené od vrchola w na vzdialenost 1 a 2. Opét
sa viak dd néjst rekurzivne ohranicenie hodnoty pp(n), aj ked v tomto pripade nem4

taky jednoduchy tvar.

Z tychto odvodenf sa ale d& ukézat, ze pp(n) < 27", pricom hodnota 7 je kladnym
korefiom rovnice 7° = 167 + 88. Z tejto poslednej nerovnice vyplyva, Ze horny odhad

na pocet vlastnych parov n vrcholového grafu je O(7") = O(2.6488").

2.1.2 Dolny odhad poctu vlastnych parov

Na odhadnutie poc¢tu vlastnych parov v grafoch prezentoval Junosza-Szaniawski a
kolektiv triedu grafov, ktori mozeme vidief na obrazku [2.1]
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Obr. 2.1: Trieda grafov sluziaca ako dolny odhad poctu vlastnych parov.

Cisla ag, by a ¢ budd oznacovat pocet vlastnych parov grafov A, B a C. Cislo dj
je pocet vlastnych parov grafu D, v ktorych 2-pakovani sa nenachadza preskrtnuty

vrchol. Vd'aka tomu vieme odvodit nasledovné rekurencie.

ap =2bg_y + 4ag_y
¢, =2ay + 12d;_1 '

dk :4dk_1 + 12ak_1

Vyriesenim tohto systému rovnic zistime, ze hodnota a; = ©(z¥), kde z je kladny
korefi rovnice #® = 1622 + 576. Graf A preto obsahuje ©(17.8149..."/3) = ©(2.6117")
vlastnych parov. Hodnota pp(n) je preto zospodu ohrani¢end hodnotou €2(2.6117").

2.2 Stromy s najvacSim poctom vlastnych parov
pre maly pocet vrcholov

Prvé prirodzend otdzka, ktort si musime poloZit je, ¢omu sa rovnd hodnota pp(n)
pre malé cisla n a ako vyzeraju prislichajice stromy s najvacsim poctom vlastnych
parov. Tak ako v mnohych kombinatorickych problémoch sa moze stat, Ze z mensich
rieseni sa d4 odhadntit v§eobecny tvar vysledku. Popripade ndm to d4 triedu stromov,

ktort budeme moct pouzit na dolny odhad.
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Aby sme teda vedeli ndjst strom, ktory m4 zarucene najviac vlastnych parov, musime
vediet robit dve veci. Generovat vsetky stromy s danym poc¢tom vrcholov a vediet
pre tieto stromy vypocitat kolko vlastnych parov obsahuji. Na oba tieto problémy sa

pozrieme v nasledujicich podkapitolach.

2.2.1 Generovanie vSetkych neizomorfnych stromov

Aby sme mohli zistit, ktory strom na n vrcholoch mé najvicsi pocet vlastnych parov,
musime sa pozriet na vsetky nezakorenené stromy s n neoznac¢enymi vrcholmi. Pri
vlastnych paroch totiz nezohrava tlohu ani oznacenie ani zakorenenie stromov. No
napriek tomu, ze takychto navzajom neizomorfnych stromov je menej ako pri inych
alternativach, zistime, ze pre n = 25 ich je vySe sto miliénov a pre n = 28 ich pocet
presahuje dve miliardy. Je preto jasné, Ze sa ndm nepodar{ vygenerovat vsetky stromy

pre prili§ vacsie pocty vrcholov.

Na samotné generovanie neizomorfnych stromov sme sa rozhodli pouzit uz existujiicu
implementéaciu nauty-geng[l1], ktord slizi na generovanie vsetkych neizomorfnych
grafov s pozadovanymi vlastnostami, ako je napriklad pocet vrcholov, hrdn alebo

stvislost.

Tato kniznica sice nie je Specializovana na generovanie stromov, nepodarilo sa nam

~ /. YARR) ~ . . R ’ . ~ 7 .
viak ndjst ziadne Specializovanejsie néstroje alebo uz vygenerované zoznamy[1]. Naviac,
tato kniznica zvlddla vygenerovat stromy az do velkosti n = 23, ¢o bolo pre nase ucely

postacujuce.

Spominani implementéciu sme pouzivali s nasledovnymi parametrami:

for x in {1..23}; do
nauty-geng $x $((S$Sx-1)):$(($x-1)) -c —-q
done

Nakoniec sme eSte museli vyriesit vystupny formdt, v ktorom boli grafy uddvané.
Kvoli komprimécii totiz implementacia nauty-geng pouzivala format graph6. Tento
forméat slizi na komprimovany zapis neorientovanych grafov, ktoré maji menej ako 236
vrcholov. Funguje tak, ze si zoberie horny trojuholnik matice susednosti ako bitovy
vektor, ten rozdeli na Sestice reprezentujice binarne ¢isla, ku ktorym pripocita 63,
¢im dostane znaky z ASCII tabulky z rozsahu 63 — 126. Tieto ASCII znaky nésledne
pouZiva na zapisanie daného grafu. Na jeho parsovanie do ¢itatelnejsieho zépisu, ktory

mohli pouzivat nase algoritmy sme pouzili implementdciu showg. c[11].
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Dodame, ze k dispozicii bol aj format sparse6, ktory namiesto matice susednosti
pouziva zoznam hran a je preto vhodnejsi pre riedke grafy, akymi si napriklad stromy.
Kedze vSak generované grafy maju velmi méalo vrcholov, format graph6 je predsa len

lepsi.

2.2.2 Pocitanie vlastnych parov v strome

Ked uZ vieme vygenerovat vsetky stromy s n vrcholmi, potrebujeme vediet zis-
tit, ktory z nich mé najvicsi pocet vlastnych parov. Pre kazdy z nich preto tento
pocet musime vypocitat. Skor ako si véak ukdZzeme sposob ako ttito hodnotu spoéitat,

dokazeme nasledujicu lemmu.

Lemma 2.2.1. Nech G je graf a PP(G) je mnoZina vsetkijch vlastnych pdrov tohto
grafu. Nech A a B su disjunktné mnoziny vrcholov grafu G, také, ze AU B = V(G).
Ak PP(A) je mnozina vlastnijch pdrov grafu indukovaného mnozZinou A a PP(B) je

mmnozina vlastnych pdrov grafu indukovaného mnozZinou B, tak plati

PP(G) = {(Sl U SQ,Xl UXQ) | (Sl,Xl) c PP(A), (SQ,XQ) € PP(B),

(2.4)
S1U Sy je 2-pakovanie grafu G}

Dékaz. Je jasné, ze kazda dvojica (S, U Ss, X1 U X,) spliiajtica uvedené vlastnosti je
vlastnym péarom grafu G. No a kazdy vlastny par (S, X) grafu G vieme rozdelit na dva
vlastné pary (SN A, XNA)a(SNB,XNB), ktoré st vlastnymi parmi v prislusnych
indukovanych podgrafoch. O]

Najpriamociarejsie rieSenie bude postupne pre kazdt podmnozinu vrcholov overovat,
¢i je 2-pakovanim. A ak pozndme velkosti vSetkych 2-pakovani, vieme pocet vlastnych
parov vypocitat pomocou vzorca . Takéto riesnie mé casovi zlozitost O(n? - 2").
Uvedomme si viak, Ze tento algoritmus budeme musiet sptistat pre kazdy vygenerovany
strom a tych bolo pre n = 23 niekolko desiatok miliénov. Preto nebude mozné takyto

pristup efektivne vyuzit.

Ak chceme pocitat pocet vlastnych parov pre znaéné mnozstvo stromov, budeme
musiet prist s rychlejsim rieSenim. Na to vyuZijeme princip dynamického programova-
nia. Majme strom G, ktory zakorenime za lubovolny vrchol. Definujeme si nasledovné

tri hodnoty:

e P(v,0) — pocet vlastnych parov (S, X) podstromu G s koreniom vo vrchole v,

pricom vrchol v lezi v 2-pakovani S
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e P(v,1) — pocet vlastnych parov (S, X) podstromu G s korenom vo vrchole v,

pricom prave jeden syn vrchola v lezi v 2-pakovani S

e P(v,2) — pocet vlastnych parov (S, X) podstromu G s koreniom vo vrchole v,

pricom v 2-pakovani S nelezi ani vrchol v ani ziaden jeho syn

Kazdej takejto hodnote prirodzene prislicha aj mnozina obsahujica dané vlastné
pary.

Veta 2.2.2. Nech G je strom zakoreneny vo vrchol w. Potom plati, Ze
pp(G) = P(w,0) + P(w, 1) + P(w,2) (2.5)

Dékaz. Uvedomme si, Ze ak syn korenia w lezi v 2-pakovani, tak v fiom nemoze lezat
samotny vrchol w, lebo takato mnozina by nebola 2-pakovanim. Takisto nemézu v

2-pakovani lezat viaceri synovia korena w.

Z toho vyplyva, ze kazdy vlastny par (S, X) grafu G je jednoznacne zaraditelny do
jednej z vymenovanych mnozin podla toho, & vrchol w a jeho synovia lezia v S. No a

hodnoty P(w,x) popisuji vlastné pary grafu G priamo z definicie. O

Ostdva ndm uz len zistit, ako rekurzivne vypocitat hodnoty P(w,0), P(w,1) a

P(w,2). To ndm ukazu nasledujice tri lemmy.

Lemma 2.2.3. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Oznacéme si jeho synov vy,

vy ...0. Potom plati, Ze
k

P(v,0) = [[ P(v:,2) (2.6)

i=1
Dékaz. Na dokazovanie pouZijeme matematicki indukciu vzhladom na pocéet synov
vrchola v. Ak vrchol v nemd ziadneho syna, tento vrchol tvori cely prislusny podstrom.
A ked'7ze z definicie hodnoty P(v,0) musi tento vrchol lezat v 2-pakovani, mame prave

jeden mozny vlastny par ({v}, ). To zodpovedd hodnote préazdneho sticinu.

Nésledne predpokladajme, ze plati indukény predpoklad pre menej ako k£ synov. Pod-
strom tvoreny vrcholom v a synmi vy az vg_1, ktory si ozna¢ime G’, ma preto p(G’) =
Hf:_ll P(v;,2) vlastnych parov, pricom v 2-pakovani kazdého tohto vlastného paru sa
nachadza vrchol v. Ako sme si ukazali v lemme , aby sme mohli spajat vlastné
pary stromu G’ a podstromu pod vrcholom vy, musi byt zjednotenie ich 2-pakovani
validné 2-pakovanie. V 2-pakovani vlastného paru pre podstrom v, sa teda nemoze
nachddzat ani vrchol vy, ani Ziaden jeho syn. Tomu ale zodpovedd prave hodnota

P(vg,2). Prindsobenim tejto hodnoty k p(G’) dostaneme pozadovany vysledok. O
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Lemma 2.2.4. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Oznacme si jeho synov vy,

vy ...vg. Potom plati, Ze

k

P(”a 1) =2 Z (P(Uia O) ’ H (P(Uja 1) + P(”j? 2))) (27)
i=1 1<j<k,j#i

Dékaz. Opit pouzijeme matematickd indukciu. Ak nemé vrchol v ani jedného syna,

hodnota prazdnej sumy je 0. Avsak, neexistuje ani ziaden vlastny par, ked'ze z definicie

sa v jeho 2-pakovani musi nachddzat nejaky syn vrchola v.

Predpokladajme, Ze pre podstrom s k—1 synmi v; az v,_1, ktory si ozna¢ime G’, dand
lemma plati, teda p(G") = 25 (P(vi, 0) [Tcjep 1 P(03, 1) + P(v5,2))). Opit
sa pozrieme, ako vyzeraji vlastné pary, ked k stromu G’ priddme aj podstrom pod

vrcholom vy,.

Tak ako predtym, pouzijeme lemmu [2.2.1] Vo vlastnom pare G’ sa v 2-pakovan{
nachadza prave jeden syn vrchola v. Preto sa v 2-pakovani podstromu v, nemoze
nachadzat jeho koreni, lebo vzdjomnd vzdialenost dvoch synov vrchola v je 2. Mozeme
viak kombinovat vlastné pary podstromu vy, ktoré maji v 2-pakovani niektorého zo
synov vrchola v alebo tie, ktoré nemaji v 2-pakovani ani vrchol v, ani ziadneho jeho

syna. To ndm da p(G’) - (P(vg, 1) + P(vg), 2) moznosti.

Musime si viak uvedomit, Ze to nepokryva moznosti, ked’ sa v 2-pakovani podstromu
v nachddza vrchol vy,. Musime preto kombinovat vlastné pary podstromu vy, v ktorych
sa v nachadza v 2-pakovani a stromu G’, v ktorych 2-pakovani nelezi ani vrchol v ani
ziaden jeho syn. Pocet takychto vlastnych péarov je 2 Hf;ll(P(vi, 1)+ P(v;,2)). Dvojka
na zaciatku je zapocitand za vrchol v, ktory sa bud nachddza alebo nenachddza v druhe;
mnozine vlastného paru. Zvysok dostaneme ako pocty vlastnych parov pre jednotlivé

podstromy, ak v ich 2-pakovani nemdze byt ich koreii.

Vysledny pocet vlastnych parov je preto

p(G") - (P(vg, 1) + P(vg,2)) + 2+ P(vy,0) - ]f[(P(Ui, 1)+ P(v;,2))

i=1

- . ) -« ,
¢o vieme upravit na pozadovany tvar. ]

Lemma 2.2.5. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Oznacme si jeho synov vy,

vy ...U,. Potom plati, Ze

P(v,2) = ZH(P(UZ-, 1) + P(v;,2)) (2.8)
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Dokaz. Pouzijeme matematicki indukciu. Ak vrchol v nemé ani jedného syna, exis-
tujui prave dva pripustné vlastné pary — (0,{v}) a (0,0). Ich pocet teda zodpovedd

dvojnéasobku prazdneho sicinu.

Ako indukény predpoklad si stanovme pocet vliastnych parov pre strom G’ skladajici
sa z vrchola v a z podstromov synov vy az vg. Plati, ze p(G') = ZHf:_ll(P(vi, 1) +
P(v;,2)). Pre tieto vlastné pary si navyse uvedomme, Ze lubovolny vrchol v ich 2-
pakovani je od vrchola v vzdialeny aspon o 2 a preto si dostatocne vzdialené od

vSetkych vrcholov podstromu wvy.

Vlastné pary podstromu vy, vak nemozu v 2-pakovani obsahovat vrchol vy, ked'Ze by
to nesplitalo definiciu hodnoty P(v, 2). Vietky zvysné vlastné péry, ktorych je P(vy, 1)+
P(vy, 2) st vsak pripustné. Kombindciou vlastnych parov pre strom G’ a podstrom vy,
preto dostaneme p(G’) - (P(vg, 1) + P(vy, 2)) roznych vlastnych parov, ¢o vieme upravit

do pozadovaného tvaru. O

Vyssie uvedené lemmy [2.2.3} 2.2.4]a[2.2.5(ndm hovoria, ako vypocitat hodnoty P (v, x)

rekurzivne v ¢ase imernom od poctu synov vrchola v. Pouzitim principu memoizécie, v

. . ) > v 7 7 7’ . /7~ . Y
ktorom si budeme pamétat uz vypocitané rekurzivne volania, dokazeme implementovat
algoritmus, ktory zisti pocet vlastnych parov stromu G s n vrcholmi pomocou ©(n)

aritmetickych operacii.

Doddme, Ze napriek tomu ze sa na prvy pohlad zd4, ze na pocitanie hodnoty P(w, 1)
potrebujeme az ©(n?) aritmetickych operdcif, v d'alsej casti si ukdzeme sikovny trik,

ako tuto zlozitost zredukovat.

2.2.3 Implementacia

Pri samotnej implementdcii sme sa museli popasovat s viacerymi problémami. V
prvom rade bola dolezit4 efektivita navrhovaného algoritmu, kedZe sme ho potrebovali
spustat na velkom mnozstve roznych stromov. Aj z tohto dovodu sme sa rozhodli ho

implementovat v jazyku C++, ktory je oproti alternativam ako Python vyrazne rychlejsi.

Uz spominanim problémom bol vypocet hodnot P(v, 1) v case linedrnom od poctu
jeho synov. To sme vsak vedeli vyriesit tak, Ze sme si najskor spoéitali hodnotu 7' =

[T, (P(vi, 1) + P(v;,2)), vdaka ¢omu sme mohli pouzit vzorec:

b P(,0)-T
Pl 1) = 22 P(’Ui,(l) —|-)P<’Ui, 2) (2.9)

i=1
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Dalsim problémom sa ukdzal byt samotny pocet vlastnych parov stromu G. Ak ma
strom G n vrcholov, pocet vlastnych parov sa pohybuje medzi 2" a 3". Pre rastice
n zacne pocet vlastnych parov stromu presahovat velkost 64-bitovej premennej long
long int. Sice sa to nestane pre grafy do velkosti 23, neskor sa ndm vsak zide poznat

pocet vlastnych parov aj pre zopar viacsich stromov.

Z tohto dovodu sme museli implementovat vlastni triedu pracujiicu s velkymi ¢islami.
Implementovat séitanie a takisto ndsobenie bolo jednoduché a neovplyvnilo prili§ redlny
¢as vypoctu algoritmu, napriek tomu, ze sme nasobenie neimplementovali optimalnym
sposobom. Vo vzorci vsak potrebujeme delenie dvoch velkym &fsel, ktorého vlastna

implementacia je komplikovana a pomala.

Aby sme sa vyhli deleniu velkych ¢isel, implementovali sme rétanie hodnoty P(v, 1)
inym sposobom. Najskor sme si na i-tu pozicii pola A[] ulozili hodnoty P(v;, 1) +
P(v;,2). Potom sme si z pola A[] vypocitali pole prefixovych sicinov Pref [] a pole

sufixovych sic¢inov Suf []. Hodnotu P(v, 1) sme potom pocitali ako
k
P(v,1) =2 P(v;,0) - Pref[i — 1] - Sufli + 1] (2.10)
i=1

Vysledny algoritmus potreboval na vypocet ©(n) aritmetickych operdcii. Ked'ze sme
vsak museli pracovat s velkymi éfslami, tieto operdcie nevieme vykondvat v konstantnom
case. Velkost &fsel, s ktorymi sme pracovali, viak nepresiahla 3. Preto mali nase ¢isla
najviac n cifier. Nasa implementécia ndsobenia dvoch takto velkych ¢isel potrebovala

O(n?) opericii, z ¢oho dostdvame vyslednti zlozitost ©(n?).

Na zaver dodame, ze ak by sme na nasobenie pouzili rychlejsi algoritmus, napriklad
rychle Fourierove ndsobenie, vedeli by sme dosiahnut ¢asovi zloZitost az
O(n?log(n)log(log(n))). Vzhladom na velkost dit, s ktorymi sme pracovali to vsak

nebolo potrebné.
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Nasledujuci kus programu ukazuje implementaciu rekurzivnej funkcie na ratanie

hodnot P(v,x) za pouzitia memoizécie bez vlastnej implementdcie velkych &fsel.

Listing programu (C++)

int n;
vector<vector<int> > Graph;
vector<vector<long long int> > Mem;

long long int count_proper_pairs(int v, int parent, int type) {
if (Mem[v] [type] != -1) return Mem[v] [typel;
int neig = 0;
//vypocitaj pocet susedov
for (int i = 0; i < Graph(v].size(); i++) {
int w = Graph[v][i];
if(w != parent) neig++;

}

if (type == 0) {
Mem[v] [type] = 1;
for (int i 0; 1 < Graphlv].size(); i++) {
int w Graph[v][i];
if (w == parent) continue;
Mem[v] [type] #*= count_proper_pairs(w,v,2);

}

if (type == 1) {
Mem([v] [type] = 0;
long long int pom = 1;

for(int i = 0; i < Graph(v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];

if (w == parent) continue;

pom *= (count_proper_pairs(w,v,1l) + count_proper_pairs(w,v,2));
}
for(int i = 0; 1 < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph(v][i];

if (w == parent) continue;

Mem[v] [type] += count_proper_pairs(w,v,0)
¥ pom / (count_proper_pairs(w,v,1l) + count_proper_pairs(w,v,2));
}
Mem[v] [type] *= 2;
}

if (type == 2) {
Mem([v] [type] = 1;
for(int i = 0; i < Graph(v].size(); i++) {
int w = Graph[v][i];
if (w == parent) continue;
Mem[v] [type] #*= (count_proper_pairs(w,v,2) + count_proper_pairs(w,v,1));

}
Mem[v] [type] *= 2;

}
return Mem[v] [type];

2.3 Experimenty na stromoch s malym poc¢tom vr-

cholov

V predchéadzajicej casti sme si predstavili algoritmus, ktory generuje vsetky stromy
s n vrcholmi a potom pre ne zistuje, ktory z nich m4 najvicsi pocet vlastnych parov.

Tento algoritmus sme v ramci nasej prace skutoéne implementovali a spustili. Ako
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sme spominali v predchéadzajicich ¢astiach, bol schopny prezriet vietky stromy, ktoré
mali najviac 23 vrcholov a pre kazdy pocet vrcholov vybrat ten s najviacsim poctom
vlastnych parov. Tieto najhorsie stromy boli takmer vzdy jednoznacné, s vynimkou
pripadov n = 11, n = 13 a n = 23, kde boli dve neizomorfné moznosti s rovnakym
poctom vlastnych parov. Ako vyzeraji spominané stromy si mozete pozrief v nasle-
dujicom obrazku 2.2

HEnghg de g
B AR
ST

11

16 17

20 21

23

Obr. 2.2: Stromy s najvacsim poctom vlastnych parov s danym poctom vrcholov.

Stromy na obrazku su kreslené zakorenené. Toto zakorenenie nie je ndahodné, sliuzi

7 . ~ 7 ’ . ~ . . . 7 ’ . A~ ~ . 70

na zvyraznenie Struktury, ktord sme si v§imli pri analyze dat. Ako si mézeme vsimnut,
kazdy z nakreslenych stromov mé jeden koreii, pod ktorym visf niekolko rozne velkych

podstromov. Dolezité na tom vsak je, ze ak podstrom obsahuje k vrcholov, tak ma tvar

.....
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Naskyta sa preto otazka, ¢i stromy s najvacsim poctom vlastnych parov nemajui

takito rekurzivnu struktiru aj vo vSeobecnosti. Zavedme nasledovnt definiciu.

Definicia 2.3.1. Nech G je strom s n vrcholmi zakoreneny vo vrchole v. Podstromy
visiace pod koreriom v maji velkosti ny, ny ...ny. Strom G nazveme rekurzivny,
ak pre vsetky i plati, Ze i-ty podstrom korena je rekurzivny strom na n; vrcholoch s

najvdcsim poctom vlastnych pdrov.

Radi by sme sa teraz pozreli na rekurzivne stromy z definicie Vyhodou je,
ze rekurzivnych stromov s n vrcholmi je ovela menej ako vsetkych stromov s n vr-
cholmi. Presnejsie, pocet rekurzivnych n vrcholovych stromov je rovny poctu rozdeleni
¢isla m — 1 na mnozinu séitancov, ktoré uréuju velkosti jednotlivych podstromov pod
koreniom. Pocet takychto rozdeleni vsak rastie ovela pomalsie ako pocet vsetkych stro-
mov. Napriklad, pre n = 23 mame iba 1001 moznych rozdeleni a hodnoty vécsie ako

milién sa dosahuju na radovo 70-tich vrcholoch.

Vdaka tomu, budeme vediet ziskat rekurzivne stromy s najviésim poétom vlastnych
parov pre ovela vicsie hodnoty n. Nevyhodou vsak je, Ze stratime na vSeobecnosti.
Pri takomto obmedzeni uz nebudeme moct tvrdit, Ze nas algoritmus néjde vieobecny
strom s najvicsim poctom vlastnych parov. To, v ¢o mozeme diifat, je ndjdenie triedy

stromov, ktora poskytuje lepsi dolny odhad a hlbsie pochopenie rieseného problému.

7 tychto dovodov sme implementovali algoritmus, ktory vytvaral rekurzivne stromy a
pouzitim rovnakého dynamického programovania, aké sme pouzili na vSeobecny pripad,
sme medzi nimi hladali tie s najviacésim poctom vlastnych parov. Pomocou neho sa
nam podarilo najst najhorsie rekurzivne stromy pre stromy do velkosti 70 vrcholov. V
détach, ktoré sme takymto sposobom dostali sa nasledne mozeme pozerat na dve vlast-
nosti. Po prvé, na pocet vlastnych parov tychto maximalnych rekurzivnych stromov a

po druhé na strukturalne vlastnosti tychto stromov.

Vieme, ze pocet vlastnych parov budeme chciet odhadnit ako ©(c"). Preto nds
zaujima, akd by musela byt hodnota ¢, aby sa ¢" rovnalo poé¢tu vlastnych parov na-
jhorsieho rekurzivneho stromu na n vrcholoch. Ak m4 této trieda stromov slizit ako
lepsi dolny odhad na pocet vlastnych parov, dd sa predpokladat, Ze hodnota ¢ bude
konvergovat k vyslednému dolnému odhadu. No a ak by hodnota ¢ bola mensia ako uz

dokdzany dolny odhad, mohli by sme ustdit, Ze tato cesta uvazovania nie je spravna.
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V tabulke si mozeme vsimnit, Ze nami hladand hodnota ¢ sa pohybuje okolo

hodnoty 2.63. Takisto vykyvy od tejto hodnoty si pomerne malé, aj ked nie zmensujice

sa.

absolitna
n pocet vlastnych parov hodnota ¢ zmena
hodnoty ¢
1 3 3.000000000 | -
2 8 2.828427125 | 0.171572875
3 20 2.714417617 | 0.114009508
4 52 2.685349614 | 0.029068002
5) 136 2.671208461 0.014141153
6 352 2.657197146 | 0.014011315
64 | 921187831485255720716206080 2.638262111 | 0.000050569
65 | 2406306422819565242004013056 2.637858848 | 0.000403263
66 | 6441340731750529031831814144 2.638445485 | 0.000586637
67 | 16786859959489808408883757056 2.637959970 | 0.000485515
68 | 45083096797426091251753549824 2.638654662 | 0.000694692
69 | 117680487160328897201770070016 2.638241559 | 0.000413103
70 | 311280463399896050550976806912 2.638339873 | 0.000098313

Zostdva ndm pozriet sa na to, ako vyzeraji ndjdené rekurzivne stromy. Hned na

Tabulka 2.1: Pocet vlastnych parov v rekurzivnych stromoch

~ . “e ~ ~ 7 ’ . 7z A~ )
zaciatku si vSimneme, ze takmer kazdy strom ma viacero alternativ, ako moze vyzerat.

Rychlo vsak nahliadneme, Ze tieto stromy si navzdjom izomorfné (az na spomenuté

vynimky 11, 13 a 23). Napriklad strom s 25 vrcholmi mé 3 mozné rekurzivne zakresle-

nia, ktoré mozete vidief na obrazku [2.3] lisia sa len tym, ktori z vrcholov je korefiom

tohto stromu.

Ak méme viacero alternativ, ako zakreslit rekurzivny strom na n vrcholoch, vy-

berieme si t11, ktord minimalizuje velkost najvicsieho podstromu. N4§ algoritmus viak

bude nad’alej pracovat so vsetkymi alternativami, lebo umiestnenie korefia podstromu
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Obr. 2.3: Tri mozné zakreslenia rekurzivneho stromu s 25 vrcholmi. V prvom pripade
mé podstrom velkosti 18 a tri podstromy velkosti 2, v druhom pripade mé podstrom
velkosti 16 a §tyri podstromy velkosti 2 a v poslednom pripade mé podstromy velkosti

9, 7 a styri podstromy velkosti 2.

moéze ovplyvnit vysledny pocet vlastnych parov. V tabulke si mozeme prezriet
najdené rozlozenia maximalnych stromov. MéZeme si v nich v&imnut, Ze Ziaden pod-
strom nie je vacsi ako 9 vrcholov. No a blizsim preskimanim dat zistime, Ze priemer
ziadneho rekurzivneho stromu s najvacsim poctom vlastnych parov nema priemer vacsi
ako 6.

Naskytaju sa preto otazka, ako vyzeraji stromy s priemerom 6 a ¢i to nie si prave
nami hladané stromy s najviaésim poctom vlastnych parov. Ak ni¢ iné, mohli by ndm
dat aspoil dobre uchopitelni triedu stromov, uréujicu dolny odhad. A vd'aka malému
priemeru je ich struktira pomerne limitovand, vdaka ¢omu by sa ndm mohlo podarit
dokdzat o nich aj iné vlastnosti. Preto sa v nasledujicej kapitole pozrieme prave na

stromy s priemerom 6.
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n | velkosti podstromov || n | velkosti podstromov || n | velkosti podstromov

1 |- 2519,7,2,2,2,2 50 | 7,7, 7,7,7,5,5,2,2

2 |1 26 | 7,7,5,2,2,2 51 19,7, 7,7,7,7,2,2,2

3 |2 27| 7,5,5,5,2,2 52 | 7,7, 7,7,7,7,5,2,2

4 12,1 28 | 7,7,7,2,2,2 53 | 7,7, 7,7,7,5,5,5,2

5 12,2 29 | 7,7,5,5,2,2 54| 7,0, 7, 7,7,7,7, 2, 2

6 | 3,2 3019,7,7,2,2,2 55 | 7,7, 7,7,7,7,5,5, 2
712,22 31|7,7,7,5,2,2 56 | 7,7, 7,7,7,7,7,2,2,2

8 [3,2,2 3219,7,7,2,2,2,2 57| 7,7,7,7,7,7,7,5, 2

9 12,2,2,2 33|7,7,7,7,2,2 58 19,7, 7,7,7,7,7,2,2,2
10 | 5,2, 2 34| 7,7,5,5,5,2, 2 59 | 7,7, 7, 7,7, 7,7, 5,2, 2
111 4,2,2, 2 35| 7,7,7,7,2,2,2 60 | 7,7,7,7,7,7,5,5,5,2
12 5,2,2,2 36 | 7,7,7,5,5,2, 2 61| 7,7,7,7,7,7,7,7, 2, 2
1315,3,2,2 3719,7,7,7,2,2,2 62 | 7,7,7,7,7,7,7,5,5,2
1417 2,2, 2 38| 7,7,7,7,5,2,2 639,7,7,7,7,7,7,7,2, 2
15 (5,5,2,2 3919,9,7,7,2, 2, 2 64 | 7,7,7,7,7,7,7,7,5,2
16 | 7,2,2,2,2 40 | 7,7,7,7,7,2,2 6519,9,7,7,7,7,7,7 2, 2
17(17,5,2,2 41 | 7,7,7,5,5,5,2,2 66 | 7,7,7,7,7,7,7,7,7,2
1819,2,2,2,2 A2 |\ 7,7, 7,7, 7,2,2,2 67 | 7,7,7,7,7,7,7,5,5,5,2
19 [ 7,5,2,2,2 43 | 7,7,7,7,5,5,2,2 68 | 7,7,7,7,7,7,7,7,7,2,2
20| 5,5,5,2,2 4419, 7,7, 7,7,2,2,2 69 | 7,7,7,7,7,7,7,7,5,5,2
21 [ 7,7,2,2,2 A5 |\ 7, 7,7, 7,7, 5,2, 2 709,77 7,7,7,7,7,7,2,2
221 7,5,5,2,2 46 19,9, 7,7, 7,2,2,2

23 [ 7,7,2,2,2,2 AT\ 7, 7,7, 7,7, 7,2, 2

24 | 7,7,5,2,2 A8 |\ 7,7,7,7,7,5,5,2

Tabulka 2.2: Rozlozenie rekurzivnych stromov na podstromy minimalizujiice velkost

najvacsieho podstromu
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Vlastné pary na stromoch

s priemerom 6
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vlastnych parov, ktoré sme vygenerovali mali priemer najviac 6. Preto nas zaujimalo,
¢i dokazeme uréit, kolko vlastnych parov majui takéto stromy a ¢i nevieme dokézat, ze

tieto stromy maju najvacsi pocet vlastnych parov aj vo vseobecnosti.

V tejto kapitole si preto ukazeme, ako vyzeraju stromy s priemerom 6, stanovime
dolny odhad na pocet vlastnych parov n vrcholového stromu s priemerom 6 a ukazeme,
ze tento odhad je asymptoticky presny odhad maximalneho poctu vlastnych parov.
Naviac spravime algoritmus, ktory bude vediet najst n vrcholovy strom s priemerom 6

s najvacsim poctom vlastnych parov pomocou O(logn) aritmetickych operécii.

3.1 Pocet vlastnych parov v stromoch s priemerom 6

3.1.1 Tvar stromov s priemerom 6

Skor ako sa pustime do pocitania poctu vlastnych parov v stromoch s priemerom 6,
pozrieme sa na to, ako tieto stromy vlastne vyzerajui. Tym, Ze ich priemer je pomerne
maly je velmi obmedzeny aj ich samotny tvar. Ak si zoberieme Iubovolni najdlhsiu
cestu, vyskytne sa na nej 7 vrcholov. Vieme teda jednozna¢ne uréit stredny vrchol,
za ktory zakorenime na§ strom. Tento vrchol je naviac zdielany vsetkymi najdlhsimi

cestami, takze jeho vyber je jednoznacny.

Kazdy strom s priemerom 6 si teda moZeme zakorenit za tento stredny vrchol, pod
ktorym bude lezat niekolko podstromov, kazdy s hibkou najviac 2. Kazdy takyto strom

sa preto skladéd zo styroch turovni o¢islovanych 0 az 3. Cislo tirovne uréuje vzdialenost

25
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od korena stromu. To znamena, ze na urovni 0 sa nachadza iba koren, na tirovni 1 jeho
synovia atd.. K dalsim zdverom o tvare tychto stromov budeme potrebovat tvrdenie
2.1.1.1], ktoré ukéazalo, ze ziadne dva listy nemaju spolo¢ného suseda.

Ked teda hladdme stromy s priemerom 6, ktoré maji najvicsi pocet vlastnych parov,
moZeme sa pozerat na tie, v ktorych Ziadny vrchol nemd dvoch susedov, ktory si
zéroven listami. Ako uvidime, tato vlastnost ndm vyrazne obmedz{ mnoZinu skiimanych

grafov a zjednodusi pracu s nimi.

Ako sme spominali, kazdy strom s priemerom 6 vieme zakorenit za jednoznaény
vrchol a nasledne sa jeho vrcholy rozdelia na 4 nezavislé urovne. Z dosledku|2.1.1.1/ ndm
potom vyplyva, Ze kazdy vrchol moéze mat najviac jedného suseda, ktory je zdroven
listom. Dalej si uvedomme, ze ak méa vrchol v suseda w a vrchol w je list, tak tento
vrchol lezi na o jedno vysSej trovni ako vrchol v. Této vlastnost plati aj pre korei a

jeho susedov, ked'ze korenn nemoéze byt list.

Naviac vieme, ze vsetky vrcholy na drovni 3 (tej najspodnejsej) su listy, pretoze
nemaju ziadnych susedov na nizsej irovni. Tym padom ale vrcholy na trovni 2 nemoézu
mat viac ako jedného syna na tirovni 3, lebo by sme narusili vlastnost z dosledku[2.1.1.1]

Strom s priemerom 6, ktory spiﬁa vietky vyssie uvedené vlastnosti musi preto vyzerat

nasledovne:

e Na tirovni 0 je prdve jeden vrchol (koreri), ktory moze mat lubovolny pocet synov.

Najviac jeden z tychto synov je list.

e Natirovni 1 s1 vietci synovia korenia. Kazdy z tychto vrcholov moze mat Tubovolny

pocet synov. Najviac jeden z tychto synov je list.

e Na turovni 2 su vsSetci synovia vrcholov z urovne 1. Kazdy z tychto vrcholov ma

najviac jedného syna.

e Na urovni 3 su vSetci synovia vrcholov z trovne 2. Tieto vrcholy nemaji ziadnych

dalsich synov.

Vsetky uvedené vlastnosti si ilustrované na obrézku [3.1]
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Urover 0

Uroven 1

Uroven 2

Uroven 3

.....

parov.

Uvedomme si, ze tvar podstromu zaveseného za koren takéhoto stromu je jednoznacne
urceny poctom jeho vrcholov. Vezmime si totiz koren tohto podstromu. Pod nim je za-
veseny najviac jeden list a potom niekolko dvojic vrcholov, ktoré tvoria troven 2 a
3. Ak ma nas podstrom n vrcholov, tak ak je ¢islo n neparne, je tvoreny korenom a
”T_l dvojicami vrcholov a ak je ¢islo n parne, tak je tvoreny korenom, jednym listom

zavesenym za koren a "T_2 dvojicami vrcholov.

Definicia 3.1.1. Nech G je n vrcholovy zakoreneny strom s hibkou najviac 2, v ktorom
Ziaden vrchol nemd viac ako jedného syna, ktory je zaroven listom. Takyto strom volame

pravidelny strom velkosti n.

Nase stromy s priemerom 6 sa preto skladaji z niekolkych pravidelnych stromov,
ktoré su korenmi pripojené k jednému spolocnému vrcholu. Naviac, ako sme si povedali,
tieto pravidelné stromy st uréené jednoznaéne ich velkostou. Strom s priemerom 6 je

preto jednoznacne urceny velkostou jednotlivych pravidelnych stromov.

3.1.2 Ratanie poctu vlastnych parov

V predchddzajicej casti sme si ukdzali, ako vieme jednoznaénym sposobom zapisat
stromy s priemerom 6, ktoré budd mat najvicsi pocet vlastnych parov. Zaujimalo
by nés preto, ako pre ne vieme spocitat pocet vlastnych parov. Samozrejme, opéif
moZeme pouzit algoritmus z predchddzajiicej kapitoly. Ked'ze st vsak tieto stromy
pomerne $pecialne, mohol by existovat aj rychlejsi sposob. Dokonca by sme nepotrebo-
vali samotny strom zostrojit, stac¢ilo by nam vediet velkosti jednotlivych pravidelnych

stromov, ktoré obsahuje.

Lemma 3.1.1. Majme pravidelnyj strom velkosti n. Hodnotou To(n) si oznacime pocet

vlastnych parov tohto stromu, v ktorych 2-pakovani sa nenachddza ani koren ani Ziaden
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z jeho synov. Potom plati, Ze

To(n) =221 . 3n/271 =0 (mod 2)

(3.1)
To(n) = 2(=D/2+1 . 3(n=1)/2. n=1 (mod 2)

Dékaz. Klticom k rieSeniu je fakt, Ze vzdialenost dvoch listov pravidelného stromu,
ktoré nie si synmi korefia, je rovnd 4. To znamen4, Ze vetky takéto listy mozu patrit
do 2-pakovania bez toho aby sa navzdjom ovplyvinovali. A zaroven su to jediné vrcholy,
ktoré do 2-pakovania mozu patrit, pretoze koreii a jeho synovia st zakdzani z definicie
hodnoty Ty(n).

Pre kazdy takyto list mdme teda 3 moznosti kam ho umiestnit a pre zvy$né vrcholy

mame iba 2 moZnosti, lebo sa nemoézu nachadzat v 2-pakovani. Ostdva ndm uz len

n—1
2

dvojic, z ktorych prave jeden vrchol je listom a patri do tejto skupiny vrcholov. Pre

vyriesit, kolko vrcholov mé 3 moznosti. Pre nepdrne n mame jeden korefi a potom

parne n musime odratat koren a list, ktory je synom korenia. Dostaneme teda 5—1

vrcholov, ktoré maju 3 moznosti umiestnenia. Z toho vyplyva uvedeny vzorec. n

V lemme sme mohli vzorec pre hodnotu Ty(n) vyjadrit aj vo vSeobecnom tvare
bez potreby rozliSovania parity ¢isla n. Takyto vzorec vSak obsahuje dolné celé casti a

je ovela neprehladnejsi ako vyssie uvedend alternativa.

Lemma 3.1.2. Majme pravidelnyj strom velkosti n. Hodnotou T1(n) si oznacime pocet
vlastnych pdrov tohto stromu, v ktorych 2-pakovani sa nenachddza koren tohto stromu.

Potom plati, Ze

Ty(n) = 20=2/241 . 3(n=2)/2=1 (L 7Y, n=0 (mod 2)

n—1 (32)

2

Ty(n) = 2(=D/2HL gln=D/2=1 +3), n=1 (mod 2)

Dékaz. Najprv si zavedme pomocné definicie. Tak ako v strom s priemerom 6, aj
pravidelné stromy si rozdelme na tirovne. Na tirovni 0 sa nachadza koreii tohto stromu,
na urovni 1 jeho synovia a na trovni 2 zvysné vrcholy. Premennou £ si oznac¢me pocet
vrcholov na tirovni 2. Vzdialenost medzi dvoma vrcholmi na trovni 1 je dva, z ¢oho
vyplyva, Ze v 2-pakovani moze byt najviac jeden vrchol z tejto trovne. Vzdialenost
medzi vrcholom trovne 1 a vrcholom trovne 2 je jedna ak je druhy vrchol synom

prvého a tri v opaénom pripade. Vzdialenost dvoch vrcholoch na trovni 2 je §tyri.
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Nech n je neparne. Potom sa na urovni 1 nachadza k vrcholov, kazdy z nich ma
prave jedného syna na trovni 2. Rozlisme dve moznosti podla toho, ¢i sa v 2-pakovani
nachadza vrchol z drovne 1. Ak sa tam nenachadza, sme v rovnakej situacii ako v
lemme a mame 21 . 3* moznych vlastnych parov. Hodnota 2 je umocnend na

k + 1 za kazdy vrchol drovne 1 a tiez za koren.

V druhej moznosti je v 2-pakovani prave jeden vrchol trovne 1. Mame teda k
moznosti, ktory to moze byt. Zvysné vrcholy z irovne 1, ktorych je & —1, majud len dve
moznosti kam ich umiestnime. To isté plati aj pre koren a syna vybraného vrcholu. No
a zvy$nych k — 1 vrcholov z tirovne 2 mé tri moZnosti. Dostdvame teda k - 28+1 . 3+~1
vlastnych parov. Séitanim dostaneme vysledok 2¥+1 . 3*=1. (k + 3). Nakoniec si uve-

n—1

domme, ze hodnotu k vypocitame ako “7=, pretoze vsetky vrcholy mimo korena su

rozdelené do dvojic a dosadenim najdeme pozadovany vyraz.

Ostdva moznost, Ze n je parne. V tom pripade mdme na tirovni 1 aZ k + 1 vrcholov.
Jeden z nich je totiz list a nem4 syna na tirovni 2. Tentokrat musime rozlisit tri pripady
— v 2-pakovani sa nenachaza vrchol z irovne 1, v 2-pakovanti je vrchol bez syna na irovni

2, v 2-pakovani je niektory iny vrchol z trovne 1.

V prvom pripade mame 2¢*2 . 3¥ moznosti, v druhom pripade 2**1 . 3% a v tretom
pripade k- 2842 . 381 Vgetky tieto hodnoty vypocitame rovnako ako predtym, akurat

pocitame s vrcholom naviac. Ked séftame vsetky moznosti dokopy, dostaneme
2k+1 . 3k71

n—2
2 )

dosadenim dostaneme ziadant rovnost. O]

- (2k + 9). Takisto vieme, ze hodnota k je pre parne n rovna ¢oho

Vsimnime si, Ze hodnoty Ty(n) a Ti(n) nezahfniaju disjunktné moznosti, dokonca
kazdy vlastny par definovany hodnotou Ty(n) sa nachddza aj medzi tymi uréenymi
Ti(n). Tito vlastnost sme vsak nepozadovali a ako uvidime, ani ju potrebovat neb-

udeme.

Lemma 3.1.3. Majme pravidelnyj strom velkosti n. Hodnotou Ty(n) si oznacime pocet
vlastnych pdrov tohto stromu, v ktorych 2-pakovani sa nachddza koren tohto stromu.

Potom plati, Ze

Ty(n) = 2" (3.3)

Dokaz. 7, definicie pravidelnych stromov vieme, ze hibka nésho stromu je najviac 2.
To znamena, ze kazdy z vrcholov tohto stromu je od korena vzdialeny najviac 2. Ak

teda v 2-pakovani leZ{ koreii, nemodze v nom lezaf uz ziadny d’als{ vrchol. Pre kazdy
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zvysny vrchol mame teda dve moznosti — bud sa nachadza alebo sa nenachddza v

druhej doplnkovej mnozine. Z toho dostaneme hodnotu 2" 1. O]

Vyssie uvedené lemmy nam pomozu pri dokazovani nasledovnej, pomerne dolezite]

vety.

Veta 3.1.4. Postupnost ny, ne ...ny je postupnost kladnijch &isel. Graf G je strom,
ktory ma ku korenu pripojenych k podstromov. i-ty z tychto podstromov je pravidelny

strom wvelkosti n;. Potom pocet vlastnijch pdrov stromu G je

k k k
[[7o0) +2][Ti(n) +2) | To(ma) - [] Talny) (3.4)
i=1 i=1 i=1 1<j<k
i)
Dékaz. Rozdelme si vlastné pary stromu G na tri disjunktné mnoziny. V prvej su tie,
ktoré majui v 2-pakovani koren tohto stromu, v druhej tie, ktoré maju v 2-pakovani

prave jedného syna korena a v tretej vSetky zvysné, teda tie, ktoré nemaju v 2-pakovani

ani koren ani ziadneho jeho syna.

Ak je v 2-pakovani koren grafu G, nemozeme do tohto 2-pakovania vlozit Ziaden z
vrcholov drovne 1 a 2. Pocet vlastnych parov pravidelného stromu, ktoré spiﬁajﬁ tieto
podmienky ndm urcuje lemma [3.1.1} Jednotlivé pravidelné podstromy grafu G navyse
mozeme kombinovat. Jedinym problém by totiz bolo, ak by sme do 2-pakovania dali
dva korene tychto podstromov. To ndm vsak nehrozi z definicie hodnoty Ty(n). Pocet

takychto vlastnych parov je preto Hle To(n;).

Ako d'alsf rozoberme pripad, ked v 2-pakovani nie je ani koreni ani Ziaden jeho syn.
To znamend, Ze pre pravidelny strom velkosti n; hladdme tie vlastné péry, v ktorych
2-pakovani nie je ich korent. To ndm udédva hodnota T7(n;) definovand lemmou [3.1.2 A
opit mozeme takéto vlastné pary dvoch roznych pravidelnych podstromov medzi sebou
kombinovat, &m dostaneme 2 [[¥_, Ty (n;) vlastnych parov. Nemozeme totiz zabudnif

prindsobit dve moznosti, ktoré moze nadobtidat koren.

Na zdver nam ostal pripad, ked je v 2-pakovani prave jeden syn koretia. Najskor si
musime uré¢it, ktory to bude, pre vseobecnost koren i-teho podstromu, a potom séitat
moznosti pre vsetky hodnoty i. Pravidelny strom velkosti n; ma podla lemmy

Ty(n;) vlastnych parov, v ktorych 2-pakovani je jeho korer.
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Ked sme do 2-pakovania vybrali jeden z vrcholov na trovni 1, Ziadny d'alsf z tejto
trovne tam uz nemoze byt, lebo vyslednd mnozina by nebola 2-pakovanim. Na vrcholy
na urovni 2 a 3, ktoré patria do iného pravidelného podstromu vsak nemame ziadne
obmedzenia. Pre j-ty podstrom treba preto prindsobit hodnotu 7i(n;), ¢o si préve
vlastné pary, v ktorych 2-pakovani nelezi koren tohto podstromu. Nezabuidajic na koren
stromu G, je pocet vlastnych parov, ktoré maji v 2-pakovani koren i-teho podstromu

2 - To(n;) - [Ti<j<k Ti(nj). Séitanim cez vsetky ¢ dostaneme hladant hodnotu. O
1#]

3.2 Dolny odhad poctu vlastnych parov

V predchadzajicej casti sme si ukazali ako vyzeraji stromy s priemerom 6, ktoré
majui najvacsi pocet vlastnych péarov a takisto ako pre takéto typy stromov vypoéitat
presnt hodnotu tohto poétu. Nevieme vsak ni¢ o tom, ako velké maju byt pravidelné
podstromy, aby sme tento pocet maximalizovali. V tejto ¢asti sa preto pokisime néjst

triedu stromov, ktoré nam budu slizit ako dolny odhad tohto poctu.

3.2.1 Experimentdlne hladanie stromov

Napriek tomu, Zze sme si tvar naSich stromov vyrazne obmedzili, je ich pocet stale
pomerne velky. Stale totiz musime vyskuisat vsetky rozlozenia ¢isla n — 1 na séitance.
A to isté sme robili aj v predoslej kapitole, akurat sme skusali trochu iné podstromy.

A podarilo sa ndm néjst prvych 70 stromov s ¢o najvicsim poc¢tom vlastnych pérov.

Uvedomme si vsak, ze uz v tomto predchadzajicom generovani sme dostali iba
stromy s priemerom 6. A takmer vyluéne sa v nich vyskytovali podstromy velkosti
2,3,5 7a9 A ked sa pozrieme na obrazok tieto podstromy boli pravidelné

stromy prislusnych velkosti.

Pokiisme sa teda stromy, ktoré budeme generovat eSte viac obmedzit. Presnejsie,
budeme generovat iba také stromy s priemerom 6, ktorych pravidelné podstromy maju
velkosti iba 2, 3, 5, 7 a 9. Vyhodou tohto pristupu je, Ze stromov, ktoré Spiﬁajﬁ tieto
podmienky a maji 70 vrcholov je iba 1992. Budeme mat preto moznost vygenerovat

ovela viicSie stromy a viac nazriet do Struktiry, ktord to vytvara.

Takyto algoritmus sme vskutku naprogramovali a spustili pre vSetky n < 250.
Vysledky tohto testovania si mozete prezriet v tabulke a . Vysledky sme rozdelili
podla zvysku, ktory ddva ¢éislo n po deleni 7. Z dat sa totiz d4 vidiet, Ze pre vetky

vicsie stromy sa pravidelny podstrom velkosti 7 vyskytuje najcastejsie. Dokonca, ak
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je n = 7k + 1, tak najdeny strom s najvicsim poctom vlastnych parov obsahuje iba

podstromy velkosti 7.

velkosti velkosti velkosti velkosti

" podstromov " podstromov " podstromov " podstromov
70 | (2,2),(7,8),(9,1) | 71 | (2,1),(5,1),(7,9) | 72 | (2,2),(7,7),(9,2) | 73 | (2,1),(7,10)
7 (2,2),(7,9),(9,1) | 78 | (2,1),(5,1),(7,10) | 79 | (2,2),(7,8),(9,2) | 80 | (2,1),(7,11)
84 | (2,2),(7,10),(9,1) | 85 | (2,1),(5,1),(7,11) | 86 | (5,3),(7,10) 87 | (2,1),(7,12)
91 | (2,2),(7,11),(9,1) | 92 | (7,13) 93 | (5,3),(7,11) 94 | (2,1),(7,13)
98 | (2,1),(7,11),(9,2) | 99 | (7,14) 100 | (5,3),(7,12) 101 | (2,1),(7,14)
105 | (2,1),(7,12),(9,2) | 106 | (7,15) 107 | (5,3),(7,13) 108 | (2,1),(7,15)
112 (2,1),(7,13),(9,2) | 113 | (7,16) 114 | (5,3),(7,14) 115 | (2,1),(7,16)
119 (2,1),(7,14),(9,2) | 120 | (7,17) 121 | (5,3),(7,15) 122 | (7,16),(9,1)
126 | (2,1),(7,15),(9,2) | 127 | (7,18) 128 | (5,3),(7,16) 129 | (7,17),(9,1)
133 | (7,15),(9,3) 134 | (7,19) 135 | (5,3),(7,17) 136 | (7,18),(9,1)
140 | (7,16),(9,3) 141 | (7,20) 142 | (7,15),(9,4) 143 | (7,19),(9,1)
147 | (7,17),(9,3) 148 | (7,21) 149 | (7,16),(9,4) 150 | (7,20),(9,1)
238 | (7,30),(9,3 239 | (7,34) 240 | (7,29),(9,4 241 | (7,33),(9,1

245 | (7,31),(9,3 246 | (7,35) 247 | (7,30),(9,4 248 | (7,34),(9,1

Tabulka 3.1: RozloZenie stromov s priemerom 6 na podstromy. Dvojica v zéatvorke

oznacuje velkost podstromu a pocet vyskytov v rozlozeni.

3.2.2 Pocet vlastnych parov pre stromy s rovnakymi podstro-

mami

’ ’ ’ . ) . ) ~ . .
7 dat, ktoré sa nam podarilo vygenerovat sme mohli vypozorovat, ze najviac sa

oplatia stromy, ktorych vsetky podstromy su rovnaké pravidelné stromy, v nasom

pripade pravidelné stromy s velkostou 7. Potrebujeme vsak vediet, kolko vlastnych

parov ma takato trieda stromov pre vieobecnii velkost a nésledne tento pocet asymp-

toticky odhadnit, aby sme ho vedeli porovnat s predchézajicimi vysledkami.
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velkosti velkosti velkosti
" podstromov " podstromov " podstromov
874 | (2,1),(5,3),(7,8) | 75 | (2,2),(7,10) 76 | (2,1),(5,2),(7,9)
81 | (5,2),(7,10) 82 | (2,2),(7,11) 83 | (2,1),(5,2),(7,10)
88 | (5,2),(7,11) 89 | (2,1),(7,11),(9,1) | 90 | (5,1),(7,12)
95 | (5,2),(7,12) 9 | (2,1),(7,12),(9,1) | 97 | (5,1),(7,13)
102 | (5,2),(7,13) 103 | (2,1),(7,13),(9,1) | 104 | (5,1),(7,14)
109 | (5,2),(7,14) 110 | (2,1),(7,14),(9,1) | 111 | (5,1),(7,15)
116 | (5,2),(7,15) 117 | (2,1),(7,15),(9,1) | 118 | (5,1),(7,16)
123 | (5,2),(7,16) 124 | (7,15),(9,2) 125 | (5,1),(7,17)
130 | (5,2),(7,17) 131 | (7,16),(9,2) 132 | (5,1),(7,18)
165 | (5,2),(7,22) 166 | (7,21),(9,2) 167 | (5,1),(7,23)
172 | (7,18),(9,5) 173 | (7,22),(9,2) 174 | (5,1),(7,24)
179 | (7,19),(9,5) 180 | (7,23),(9,2) 181 | (5,1),(7,25)
186 | (7,20),(9,5) 187 | (7,24),(9,2) 188 | (5,1),(7,26)
193 | (7,21),(9,5) 194 | (7,25),(9,2) 195 | (5,1),(7,27)
200 | (7,22),(9,5) 201 | (7,26),(9,2) 202 | (5,1),(7,28)
207 | (7,23),(9,5) 208 | (7,27),(9,2) 209 | (5,1),(7,29)
214 | (7,24),(9,5) 215 | (7,28),(9,2) 216 | (7,23),(9,6)
249 | (7,29),(9,5) 250 | (7,33),(9,2) 251 | (7,28),(9,6)

Tabulka 3.2: RozloZenie stromov s priemerom 6 na podstromy. Dvojica v zatvorke

oznacuje velkost podstromu a pocet vyskytov v rozlozeni.

Definicia 3.2.1. Strom G nazveme strom typu x, ak md kx+ 1 vrcholov a je tvoreny

koreriom, ku ktorému je pripojenyich k pravidelnijch stromov velkosti x.

Veta 3.2.1. Nech G je strom typu x s n vrcholmi. Potom pocet vlastnijch pdrov stromu
G je

n—1

To(z)®= V= 4 2. Ty () Ve 9. - Ty(z) - Ty (z) (- D/a—t (3.5)

Doékaz. Strom typu x s n vrcholmi je tvoreny "7_1 pravidelnymi podstromami velkosti
x. Dosadenim tychto hodnot do vzorca z vety dostaneme hladant rovnicu. O
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Nés by teraz zaujimalo, aky pocet vlastnych parov majui stromy typu 7. Potrebujeme
preto vyratat hodnoty To(7), T1(7) a T»(7). Pouzitim vzorcov z liem 3.1.1} [3.1.2/a[3.1.3|

dostaneme

To(7) = 432
T, (7) = 864

Majme strom typu 7, ktory ma n = 7k + 1 vrcholov. Potom podla vety ma

nasledovny pocet vlastnych parov
432F 4+ 2. 864% + 128 - k - 864% !

Nés by ale zaujimalo, ¢i sa tato hodnota dé& vyjadrit ako ¢®. Vdaka tomu, by sme
totiz vedeli asymptoticky odhadntt rast tejto funkcie. Dostdvame nasledovni limitu,

ktoru vypocitame

lim (432" +2- 864" + 128 - k- 8645~ 1) 7T = 2737 & 2.6272534 (3.6)
—00

Trieda stromov typu 7 ma preto ©(2.6272") vlastnych parov. To ndm déava dolny
odhad na vSeobecné riesenie, ktory je lepsi ako najlepsi dosial njdeny odhad Q(2.6117"),

ktory sme si ukazali v predchédzajicej kapitole.

Pre porovnanie nés vsak zaujima aj to, ako vyzera pocet vlastnych parov pre stromy
inych typov. Napriklad zaujimavy moze byt vysledok pre stromy typu 1, kedZe to si
grafy zname ako hviezdy, popripade stromy typu 2, ¢o su istym sposobom tiez hviezdy,
ale neporusujui podmienku, Ze ziadne dva listy nemaju spoloéného suseda. V tabulke

sa nachddzaji asymptotické odhady pre prvych 15 typov stromov.

Po nazreti do tabulky zistujeme, Ze stromy typu 7 vskutoc¢nosti nie si najlepsim
dolnym odhadom, aky vieme ndjst. Stromy typu 9 maji vlastnych parov este o nieco

viac. Z tohto zistenia mozeme vyvodit nasledovni vetu.

Veta 3.2.2. Hodnota pp(n) je zdola ohranicend Q(y/6048 ™).
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rychlost rastu poctu
n | vlastnych parov

na stromoch typu n
2.0

2.44948974278
2.51984209979
2.5755095769
2.6051710847
2.60430852359
2.62725340284
2.61099908058
2.63135284056
2.61033511929
2.62903221178
2.60686304872
2.62424585217
2.60231389888

15 | 2.61857187854

O | 0| || U k= | W[ N |~

—_
e}

—_
—_

—_
(]

—_
w

—_
W

Tabulka 3.3: Asymptoticky rast poc¢tu vlastnych parov na stromoch typu n.

Dokaz. Nech n je tvaru 9k + 1. Pozrieme sa na pocet vlastnych parov stromov typu 9,

ktoré maji n vrcholov pre dostatoéne velké n. Podla lemmy [3.1.1] [3.1.2 a [3.1.3| vieme,
ze To(9) = 2592, T1(9) = 6048 a T5(9) = 256. Dosadenim tychto hodnot do vety

zistime, ze pocet vlastnych parov takéhoto stromu je

2592F + 2. 6048" 42 - 256 - k - 6048~ (3.7)

Néas vsak zaujima vyjadrenie tohto poctu v tvare ¢”, kde ¢ je konstanta. Na zistenie

tejto konstanty potrebujeme vyriesit nasledovni limitu

lim (2592% + 2 - 6048" + 2 - 256 - k - 6048* 1) 5reT (3.8)
—00

Thto limitu vyriesime tak, Ze ju odnadneme zdola aj zhora. Pri odhadovani zhora
mozeme vsetky konStanty v limite nahradit hodnotou 6048. Vnitri limity preto
dostaneme vyraz (k+3)-6048% ktory musime odmocnit na gik. Menovatel tohto zlomku
sme si zamerne zmens§ili, aby sa nam s nim lepsie pracovalo a horny odhad nam to

nepokazi.
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. . - . 1 < / e . .. 7
Naviac vieme, zZe limy_,o, k* = 1, ¢im dostaneme horné ohranicenie limity rovné

V/6048.

Pri odhade zdola mozeme z tela limity vyskrtnit vsetko okrem élena 6048%, &fm

1/k
1/_k:’

. Hodnota % vSak ide v limite k 0, preto dostdavame dolné

o ko . 1 , .
dostaneme limitu limy_,, 6048%+1. Clen v exponente prendsobime vyrazom ¢im

1

dostaneme zlomok "
9+1

ohrani¢enie v/6048.

Ked'ze sme limitu ohranicili zdola aj zhora rovnakym c¢islom, toto ¢islo je jej
riesenie. Pocet vlastnych parov stromov typu 9 je preto asymtoticky rovny ©(v/6048 ).
A kedZe stromy typu 9 je existujtica trieda grafov, je tato hodnota dolnym ohrani¢enim
hodnoty pp(n). O]

3.2.3 Porovnanie stromov typu 7 a stromov typu 9

Ako sme videli v tabulke pri stromoch malého typu mali najlepsi asymptoticky
pocet vlastnych parov stromy typu 9. Napriek tomu nam v experimentoch vychédzali
stromy typu 7, ako mozeme vidiet v tabulke a . Preto by mohlo byt zaujimavé
sa pozriet na to, preco to tak bolo a aky je vlastne rozdiel v po¢te vlastnych parov

tychto dvoch stromov.

Nech n =7-9 -k + 1. Potom existuje aj strom typu 7 aj strom typu 9, ktory ma
takyto pocet vrcholov. Vyjadrime si teraz pocet vlastnych parov oboch tychto stromov
podla vety [3.2.1] Pre strom typu 7 to bude

ppr(k) = 432°% + 2. 8647 4128 .9 - k - 86471 (3.9)

a pre strom typu 9

ppo(k) = 25927F + 2. 60487% 42256 - 7 - k - 60487 (3.10)

Otédzkou teda je, pre aké prirodzené k plati ppg(k) — ppz(k) > 0. Rozborom funkcie
ppo(k) — pp7(k) Tahko nahliadneme, Ze to plati pre vSetky k viicsie ako 6. Aby sa teda
stromy typu 9 prejavili ako stromy s vacSim poctom vlastnych péarov, potrebujeme
pracovat so stromami, ktoré maji radovo 400 vrcholov. NaSe experimenty vSak pra-
covali so stromami, ktoré mali iba 250 vrcholov, preto sa v nich vyskytovali prevazne

podstromy velkosti 7.
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3.3 Nahradzanie pravidelnych podstromov

Na konci predchadzajicej casti sme si ukdzali, Ze pre dostatoéne velké stromy sa
oplatia stromy typu 9 oproti stromom typu 7. A podla tabulky sme videli, ze to

plati dokonca o stromoch typu 11. Otazkou vsak je, ¢i to plati aj pre stromy véacsich

typov.

Este zaujimavejsia je vSak otazka, ako vyzera n vrcholovy strom s priemerom 6, ktory
mé najvacsi pocet vlastnych parov. Nemodze byt trieda stromov typu 9 nie len dolnym

odhadom, ale asymptoticky presnym?

Ak by sme chceli dokdzat takito vlastnost pre stromy s priemerom 6, musime
dokdzat, Ze nie je vyhodné, aby takyto strom obsahoval pravidelny podstrom inej
velkosti ako 9. Popripade, ze takychto stromov obsahuje iba konstante vela. Toto
budeme dokazovat tak, Ze ukdZeme, Ze nahradenie pravidelného podstromu inymi

mensimi pravidelnymi podstromami nezmensi pocet vlastnych parov.

3.3.1 Vseobecny pocet vlastnych parov

Dokazy, ktoré budeme robif, budd lokdlne menit ¢ast stromu. Potrebujeme vsak
vediet vyratat, aky je pocet vlastnych parov v tomto strome bez ohladu na to, ako

vyzerd ¢ast stromu, ktord nemenime. Na to ndm budd slizit nasledujice tri hodnoty.

Definicia 3.3.1. Nech T je lubovolny zakoreneny strom. Hodnotou Mo(T) si oznacime

pocet vlastnych pdrov stromu T, v ktorych 2-pakovani sa nachddza koren tohto stromu.

Definicia 3.3.2. Nech T je lubovolnyj zakoreneny strom. Hodnotou M(T) si oznacime
pocet vlastnych pdrov stromu T, v ktorych 2-pakovani sa nachddza prdave jeden syn

korenia tohto stromu.

Definicia 3.3.3. Nech T je lubovolnyj zakoreneny strom. Hodnotou My(T) si oznacime
pocet vlastnych pdrov stromu T, v ktorych 2-pakovani sa nenachddza ani koren tohto

stromu, ani Ziaden syn korena.

Ako si iste vsimnete, tieto hodnoty st velmi podobné tomu, ¢o sme definovali pri

navrhu dynamického programovania alebo v lemmach [3.1.1} [3.1.2{a[3.1.3] Napriek tomu

st tieto hodnoty §pecifické, lebo vypovedaji o lubovolnom strome 7.

Vdaka tymto trom hodnotdm teraz vieme vyslovit nasledujicu lemmu.
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Lemma 3.3.1. Nech T je lubovolng strom s koreriom v. Ku koreriu v pripojime pravidelné

podstromy velkosti ny, ny ...ny a novovzniknuty strom oznacime T'. Potom plati, Ze

pp(T’) = My(T) - HTOOM)

+M(T) - ][ T (na) (3.11)
i=1 i=1 1<j<k,i#j

Dékaz. Budeme postupovat podobne ako v dokaze vety Vsetky vlastné pary si
rozdelime na 3 skupiny — v 2-pakovani sa nachadza koren v, v 2-pakovani patriacom
T sa nachadza prave jeden syn korena a v 2-pakovani patriacom T sa nenachadza ani

koren ani jeho syn z T. Tieto tri moznosti totiz zodpovedaju definicii hodnot My(T),
M1<T) a MQ(T)

Pre kazdd moznost nam uz len zostéva prindsobit moznosti za pridané podstromy. Ak
sa v 2-pakovani nachddza koren, pravidelny podstrom nemoze do 2-pakovania prispiet

ani koreniom ani synom. Pocet takychto vlastnych parov nam udava hodnota Ty (n;).

Ak sa v 2-pakovani uz nachadza nejaky syn korena, pravidelné podstromy nemozu
do 2-pakovania prispiet svojim korenom. To znamend, Zze mdme Tj(n;) mozZnosti pre

i-ty podstrom a tieto moznosti musime medzi sebou prenésobit.

No a ak sa v 2-pakovani stromu 7" nenachadza ani koren ani ziaden jeho syn, tak
mame pre nase podstromy dve moznosti. V jednom z nich nepriddme do 2-pakovania
ziadneho syna korefia v 77, na ¢o opiit pouzijeme hodnoty 7;(n;). V druhej moznosti si
vyberieme niektorého syna, toho vlozime do 2-pakovania, pricom on nam prida T(n;)

moznosti a ostané nemozu pridat do 2-pakovania svoj koren, ¢o bude hodnota T} (n;).
Po sc¢itani vsetkych tychto hodnot dostaneme pozadovany vyraz. O]

Na zdver tejto casti si dokdZeme este jednu lemmu, ktord bude velmi uZitoénd v
nasledujucich dokazoch.

Lemma 3.3.2. Nech T je lubovolny strom. Potom plati, ze 2 - Mo(T) < My(T).

Dékaz. Nech (S, X) je vlastny par patriaci do mnoziny My(7'). To znamen4, ze koren

stromu 7T, ktory si oznac¢ime v, lezi v 2-pakovani S. Z ¢oho vyplyva, ze v S nelezi ziaden
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syn korena. Z tohto vlastného paru vieme vytvorit dva iné vlastné pary, (S — {v}, X)

a (S —{v}, XU{v}).

Oba tieto vlastné pary neobsahuju v svojom 2-pakovani ani koren v, ani ziadneho
jeho syna. To znamend, Ze s to vlastné pary zapocitané do mnoziny My(T'). Z kazdého
vlastného péaru (S, X) patriacemu My(T') vieme preto vytvorit dva nové vlastné pary
patriace do Ms(T'). Naviac, vetky takto vytvorené vlastné pary si navzdjom rozne.

Preto plati zadan4 nerovnost. O

3.3.2 Nahradzanie velkych podstromov

Ako prvé by sme chceli ohranicit velkost najvicsieho pravidelného podstromu, ktory
sa moZe nachddzat v strome, ktory mé najvicsi pocet vlastnych parov. Zoberieme si
preto strom T, ktory bude tvoreny stromom 7”7, ktorému pod koren zavesime pravidelny
strom velkosti 2. Vdaka hodnotdm My(T"), Mi(T") a My(T') budeme vediet porov-
nat, ¢o sa stane s poctom vlastnych parov stromu 7' ak vrcholy tohto pravidelného

podstromu preusporiadame do inej struktury.

Vyuzitie tejto myslienky si ukazeme na d’alej velmi dolezitej lemme.

Lemma 3.3.3. Majme lubovolny strom G s koreriom v. Strom G, dostaneme z G tak,
Ze ku koreriu v pripojime pravidelny podstrom velkosti x. Strom Go dostaneme z G tak,
Ze ku koreriu v pripojime pravidelnsj podstrom velkosti 9 a x — 9.

Potom plati, Ze ak je x > 18, tak md strom Gy aspon tolko vlastnych pdrov ako

strom G .

Dékaz. Podla lemmy vieme vyjadrit hodnoty pp(Gy) a pp(Gs). To ¢o potrebujeme
ukézat je, ze pre x > 18 plati nerovnost pp(Gs) — pp(G1) > 0.

Dokaz si v tomto momente rozdelime na dve casti podla parity ¢isla z. Nech z je
neparne. Potom potrebujeme vyjadrit hodnotu pp(G2) — pp(G1). Dosadenim do vety
dostaneme
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pp(Ga) — pp(Gh) = My(G) - ( g/ 3<“>/“)

FM(G) - <2(x1)/2+1 . 3(@=5)/2-1 <5x2+ 9 41>)
T Mo(G) - <2(:p_1)/2+1 . g(a=5)/2-1 | (5$2+ 9 41> (3.12)

4 23 . 2(x71)/2+1 X 3(1?711)/271 . (x o 2)

+277°.8%. 7 - 2”0—1)

V tejto rovnici Tahko nahliadneme, ze koeficient pri ¢lene My(G) je zdporny pre
Tubovolné z. Koeficient pri ¢lene M;(G) je kladny ak je kladny vyraz % — 41, ¢o
plat{ pre vietky = > 15. V keoficiente pri ¢lene My(G) mdme niekolko séitancov. Prvy
z nich je rovnaky ako pri ¢lene M;(G) a preto je kladny taktiez pre vsetky = > 15.
Druhy z nich je zjavne kladny pre vSetky x > 3. No a treti clen je rozdiel dvoch hodnot,
ale ked'ze 3% - 7 > 24, tento ¢len je kladny pre vsetky .

Aby sme ukdzali, Ze vyraz pp(G2) —pp(G1) je kladny pre dostatocne velké x, musime
ukézat, 7ze kladny prispevok M;(G) a My(G) je vicsi ako zéporny My(G). K tomu
pouzijeme tvrdenie lemmy a nahradime hodnotu M(G) hodnotou 2My(G), ktora
urcite nie je vécsia. Takisto zanedbame vsetko okrem druhého clena koeficientu pri

M,(G), z ¢oho vyplynie, Ze potrebujeme dokézat nerovnicu

M()(G) . (2($—1)/2+1 . 3(1}—1)/2—1) S QM[)(G) . (23 . 2(5{:—1)/2—}—1 . 3(9}—11)/2—1(3: _ 2)) (313)

ktori upravime na jednoduchsf tvar 35 < 2* . (z — 2) T4to nerovnica zjavne plati,

pre x > 18.

Pre neparne z viicsie ako 18 preto plati, Ze strom G5 m4 aspon tolko vlastnych parov

ako strom Gj.

Este potrebujeme vyriesit pripad, ked je z parne. Dosadenim do vety dostaneme

nasledovnu rovnicu
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pp(Gg) - pp(G1> = MO(G) -0

+M1(G) . (2(3)—2)/2-‘1—1 . 3(2:—4)/2—‘,—1 . (427 . 49))
TG (2<H)/2H BT (4 — 49) (3.14)
4+ 93 9/2+1 , g(z—10)/2-1 (I —10 n 3)
2

4 2$75 . 33 .7 = 2231)

V tomto pripade jasne vidime, ze koeficient pri ¢lene M;(G) je kladny pre z > 13 a
pre takto velké z si kladné aj vSetky scitance v koeficiente pre My(G). Tym padom,

pre parne x vicsie ako 13 ma strom G5 aspoi tolko vlastnych parov ako strom G;. [

Veta 3.3.4. Pre kaZdé prirodzené ¢islo n existuje strom G s najvdcsim poctom vlastngch

pdrov, ktorého Ziaden podstrom nie je pravidelny strom velkosti vicsej ako 18.

.....

je niektory z jeho podstromov pravidleny strom vacsi ako 18, pouzitim lemmy
ho rozdelime na dva mensie podstromy bez toho, aby sme zmensili pocet vlastnych
péarov tohto stromu. Tento postup opakujeme, kym sa v lom d'alej nenachddzaji d’alsie

privelké podstromy. O

Veta mé pomerne velky vyznam pri stromoch priemeru 6, kedZe vyrazne lim-
ituje ich vzhlad. Takisto m4 silné implikdcie aj do vSeobecného pripadu. Uvedomme
si naviac, ze odhad 18 je pravdepodobne zbytocne premrsteny, pretoze pri dokaze sme
vela veci zanedbavali. Ako si viak ukdzeme v dalsej casti, sta¢i ndm odhad, ktory je

konstanty a dostatocne maly, co ¢islo 18 spfﬁa.

3.3.3 Nahradzanie malych podstromov

V predchddzajicej casti sme si ukézali pomerne silnd vetu [3.3.4] ktord ndm zarucila,
7e v strome s najviacsim poctom vlastnych parov sa nemoze nachddzat pravidelny
podstrom vicsi ako 18. Zatial ale nevieme ni¢ povedat o pravidelnych podstromoch

mensej velkosti.

Ako vieme, strom s priemerom 6 je tvoreny korenom, pod ktorym su zavesené
pravidelné stromy roznych velkosti. MoZe sa vSak stat, Ze rieSenie maximalizujice pocet
vlastnych parov m4 polovicu tychto podstromov velkosti 9 a druhud polovicu velkosti

7. Popripade pomedzi to premiesané nejaké iné malé podstromy.
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My sa vSak snazime ukézat, Ze najlepsie rieSenie je pouzif ¢o najviac podstromov
velkosti 9, presnejsie, Ze len konstantne vela podstromov stromu s priemerom 6 je inej
velkosti. Cheeli by sme preto pre kazdy pravidelny podstrom s menej ako 18 vrcholmi
vediet, kolko najviac takychto podstromov sa mozZe nachddzat v optimdlnom riesenf
bez toho, aby sme ich nevedeli rozlozif na mensie podstromy, ktoré neznizia pocet

vlastnych parov.

Predstavme si, Ze mame & pravidelnych podstromov velkosti . Ozna¢me si mul-
timnozinu obsahujicu k krat hodnotu z ako A. Podla lemmy vieme zistit, aky
pocet vlastnych parov mé takyto strom. Oznac¢me si tito hodnotu p(A) = ag- My(G) +
ai - My (G) + ay - My(G). Nésledne prerozdelme vsetkych kz vrcholov inym sposobom,
¢im dostaneme ind multimnozinu pravidelnych podstromov, ktori si oznac¢me B. Z
lemmy vieme op#t vypocitat pocet vlastnych péarov, ak je pod koren stromu G
zavesend nie mnozina A, ale mnozina B. Tuto hodnotu oznac¢ime p(B) = by - My(G) +

by - My(G) + by - My(G).

Pouzime lemmu a pozrime sa na rozdiel p(B) — p(A). Dostaneme vyraz M;(G)-
(by — a1) + Mo(G) - (bo + 2by — ag — 2az). Ak je tento vyraz viacsi alebo rovny 0, tak
sa ndm oplati vymenit mnoZinu podstromov A za mnozinu podstromov B, ked'Ze sa
neznizi pocet vlastnych parov. A hodnota & bude predstavovat horni hranicu poctu

podstromov velkosti z, ktoré sa mozu vyskytovat v naom strome s priemerom 6.

Toto vietko vSak boli dobre popisatelné algoritmické kroky. Potrebujeme predsa len
vypocitat koeficienty ag, a1, as, by, by a by a potom overit, & by —a; > 0 a by +
2by — ag — 2a, > 0. Dokonca program bude vediet Tahko vygenerovat vsetky mozné

preusporiadania vrcholov mnoZiny A a skusit vSetky pripustné mnoziny B.

Takyto algoritmus sme skutoéne implementovali a jeho vysledok sme zhrnuli do
tabulky . Vidime, 7e pre kazdid velkost pravidelného podstromu mensiu ako 18
méame pomerne maly odhad najviicsieho poétu takto velkych podstromov, ktoré sa

mozu nachadzat v nasich stromoch.
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velkosti pocet _ _

podstromoy bodstromoy vyhodnejsie preusporiadanie vrcholov

1 2 2

2 3 1,5

3 3 2,7

4 3 5,7

5 6 2,7,7,7,7

6 2 5, 7
9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9, 9,9, 9,

7 54 9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9,9, 9,9, 9,
9,9,9,9,9,9,9,9,9,9

8 2 7,9

10 2 6,7, 7

11 5 7,7,7,7,9,9,9

12 1 5,7

13 2 8,99

14 1 7,7

15 1 7,8

16 1 7,9

17 1 5,5, 7

43

Tabulka 3.4: Tabulka ukazuje, kolko podstromov konkrétnej velkosti potrebujeme, aby

existovalo preusporiadanie vedice k vac¢siemu poctu vlastnych parov.

3.4 Asymptoticky presny odhad poctu vlastnych

parov na stromoch priemeru 6

V predchadzajucich castiach sme si ukézali, Ze stromy typu 9 tvoria dolny odhad

poctu vlastnych parov, Specificky dolny odhad pre pocet vlastnych parov stromov s

priemerom 6. Takisto sa ndm podarilo ukdzat, ze kazdy strom s priemerom 6 méa

najviac konstantne vela pravidelnych podstromov inej velkosti ako 9. Neostdva ndm

preto iné, iba spojit tieto dva vysledky dokopy.

Veta 3.4.1. Nech hodnota

pps(n) = max{pp(G) | G je strom s priemerom 6 ,|V(G)| = n}

. Potom plati, ze ppe(n) je ©(v/6048 ).
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Dokaz. 7 dokazu vety vieme, Ze stromy typu 9 s n vrcholmi maji ©(v/6048 n)
vlastnych péarov. Z vety a tabulky [3.4| vieme, Ze kazdy strom priemeru 6, ktory ma
najvacsi pocet vlastnych parov obsahuje iba konstantne vela pravidelnych podstromov,

ktoré nie su velkosti 9.

Zoberme si strom G s priemerom 6, ktory ma na n vrcholoch najvacsi pocet vlastnych
parov. Ako vieme, tento strom je tvoreny niekolkymi pravidelnymi podstromami. Iba
konstantne vela z nich je inej velkosti ako 9. Odstrafime tieto podstromy z grafu G,
¢im ziskame strom typu 9, ktory si oznacime G’. Vieme, ze G' ma n — ¢ vrcholov, pre
nejaki konstantu c. Teda pocet vlastnych parov stromu G’ je @(mn%). Hodnota
V6048 "¢ sa viak od ¥/6048 " 1isi iba konstantnych nésobkom, preto je pocet vlastnych
parov stromu G’, a teda aj G, ©(v/6048 n) Tidto hodnotu vieme zhruba vyéislit na
©(2.63135™). O

3.4.1 Algoritmus na najdenie stromu priemeru 6 s najvacsim

poctom vlastnych parov

Vyssie uvedené poznatky vsak majui este jeden zaujimavy dosledok. Nielenze vieme
povedat asymptoticky, aky najvicsi pocet vlastnych parov mé strom s n vrcholmi, ale

vieme vypodcitat aj to, ako tento strom vyzera a kolko presne tych vlastnych parov ma.

Ako vieme, kazdy strom priemeru 6, ktory ma najvacsi pocet vlastnych parov ma
iba konstantne vela podstromov inej velkosti ako 9. Naskytd sa ndm preto moznost
vyskusat vsetky tieto moZnosti a pre kazdd z nich presne spoécitat, kolko vlastnych
parov ma takto vytvoreny strom. Ako vieme z tabulky [3.4] kazdy strom priemeru
6 s najviacsim poctom vlastnych parov, md najviac jeden podstrom velkosti 1, dva
podstromy velkosti 2, dva podstromy velkosti 3, dva podstromy velkosti 4, pit pod-
stromov velkosti 5, jeden podstrom velkosti 6, patdesiattri podstromov velkosti 7, jeden
podstrom velkosti 8, jeden podstrom velkosti 10, styri podstromy velkosti 11 a jeden

podstrom velkosti 13. To ndm dédva iba 1399 680 moznosti, ktoré musime prezriet.

Na to, aby sme mohli na poéitanie poétu vlastnych parov pouzit lemmu potre-
bujeme vediet vypocitat hodnoty My(G), M1(G) a My(G), kde G je strom typu 9, pod

ktory zavesime podstromy, ktoré nie st velké 9.

Lemma 3.4.2. Nech G je strom typu 9, ktory md pod koren zavesenyjch k pravidelnijch

podstromov velkosti 9. Potom
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M()(G) — 25k . 34k
M\ (G) =k - 2°++4 . 33h=3 7kl (3.15)
MQ(G) :25k . 33k . 7k

Doékaz. Postupujeme podla definicie hodnot My(G), My (G) a My(G), pricom vyuzivame

hodnoty z liem [3.1.1} [3.1.2] a|3.1.3] Dosadenim dostaneme prislusné odvodenia. O

Vdaka tejto lemme vieme navrhnut algoritmus, ktory postupne prechddza vsetky
moznosti, ako vyzera ¢ast podstromu, ktord neobsahuje pravidelné podstromy velkosti
9 a najde tu, ktora maximalizuje pocet vlastnych parov. Pocas celého algoritmu potre-
bujeme umocnit iba konstante vela prvkov na hodnotu n. Ak preto budeme predpok-
ladat, Ze aritmetické operacie vykondme v konstantnom case a zanedbdme zloZitost

vystupu, ktorého velkost zdleZ{ na tom, ako si ho definujeme, dostaneme algoritmus s

¢asovou zlozitostou ©(logn).



Kapitola 4
Implikacie pre vseobecny pripad

V predchadzajicej kapitole sme sa zamerali na stromy s priemerom 6. K tomuto
kroku nas navadzali vietky experimenty, ktoré sme spravili, kedze v Ziadnom z nich
sme nenagli strom s vac¢sim priemerom. Ako sme vsak videli pri stromoch typu 7 a 9,
niektoré vlastnosti sa za¢ni prejavovat az pri takych poctoch vrcholov, ktoré nie sme

schopni efektivne spracovévat.

Zaujimalo nas preto, ¢i sa z vysledkov, ktoré sme odvodili pre stromy priemeru 6
nedaji vyvoditf tvrdenia aj pre vieobecné stromy. Minimdlne tvrdenia o nahradzani
podstromov boli aplikovatelné aj vo veobecnom pripade ako ndm ukazuje veta a
tabulka . Samozrejme najlepsie by bolo, ak by sa ndm podarilo dokdzat, Ze stromy

typu 9 maju najvacsi pocet vlastnych parov aj vo vSeobecnosti.

Ako vsak nahliadneme v tejto kapitole, takyto predpoklad nie je spravny. Ukazeme si
preto, ako sa daji postupy a vysledky z 3. kapitoly aplikovat na ndjdenie este lepsieho
dolného odhadu.

4.1 Limitné hladanie hodnoty ¢ pre stromy s rov-

nakymi podstromami

Ako sme videli na grafoch s priemerom 6, asymptoticky presny pocet vlastnych parov
udéavali stromy typu 9, ktoré vznikli tak, ze sme pod koren zavesili iba pravidelné pod-
stromy velkosti 9. Naviac, zd4 sa intuitivne, Ze ak obmedzime velkosti podstromov
zavesenych pod korefiom, pre dostatocne velké grafy sa oplati opakovat prave jeden
konkrétny podstrom a Ze sa pre tento podstrom budu daf ukizat podobné nahradzo-

vacie lemmy, ako sme dokézali pre pravidelné stromy velkosti 9.
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Sice takéto tvrdenie nevieme dokézaf, zdd sa dostatotne intuitivne a potvrdené
prikladom zo stromov priemeru 6, aby sme sa nim sktsili zaoberat. Naviac, ako uvidime,
vyrazne ndm to zjednodusi pocitanie. V celej tejto kapitole sa budeme preto zaoberat

iba takymi stromami, ktoré maji pod koreniom zavesené rovnaké podstromy.

Definicia 4.1.1. Nech G je zakoreneny strom. Strom typu G nazveme kazdy strom,

ktory je tvoreny jednym koreriom, pod ktorym je za koreri zavesenijch niekolko stromov

G.

Pred tym, ako vyslovime nasledujicu lemmu, rozsirme si definicie hodnot To(n),
Ti(n) a Ty(n) z liem 3.1.1} [3.1.2| a [3.1.3] Hodnota To(G) oznacuje pocet vlastnych

parov stromu G, v ktorych 2-pakovani sa nenachadza koren stromu G, ani ziaden jeho

syn. Hodnota 7T}(G) oznacuje pocet vlastnych parov stromu G, v ktorych 2-pakovani
sa nenachadza koren stromu G. No a hodnota T5(G) oznacuje pocet vlastnych parov

stromu G, ktoré v 2-pakovani obsahuju koren stromu G

Lemma 4.1.1. Majme strom typu G, ktory obsahuje k podstromov G. Pocet vlastnych

parov takéhoto stromu je

To(G) +2- TG +2-k-Th(G) - Ty (G) (4.1)

Doékaz. Vlastné pary nésho stromu rozdelime na tri mnoziny — tie ¢o v 2-pakovani
obsahuju koren tohto stromu, tie ¢o v 2-pakovani nemaji ani koren ani ziadneho jeho
syna a tie, ktoré maji v 2-pakovani prave jedného syna koreiia. Velkosti tychto mnozin

potom vypodcitame s pouzitim hodnot Ty(G), T1(G) a To(G) priamociaro. O

Lemma 4.1.2. Pre lubovolny strom G plati:

Ty (G) < T (G)

(4.2)
2T (G) < T1(G)

Dékaz. Mnozina Ty(G) obsahuje vsetky vlastné péary stromu G, ktoré v 2-pakovani
nemaju ani koren stromu G, ani ziadneho jeho syna. Kazdy takyto vlastny par vsak

priamo z definicie patri aj do mnoziny T} (G).

V mnozine T5(G) si vsetky vlastné pary, ktoré maju v 2-pakovani koren stromu
G. 7 kazdého takéhoto vlastného pdru (S, X) vsak vieme vyrobit dva vlastné pary
(S —{v},X) a (S —{v}, X U{v}), kde v je koren G. Tieto nové vlastné pary patria

do mnoziny T1(G), z ¢oho vyplyva ziadand nerovnost. O]
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Obe prave dokazané lemmy sa nam hodia pri vysloveni a dokazani nasledujicej,
dolezitej vety. Ako uvidime, je to vlastne zovseobecnenie vety |3.2.2] ktort sme dokazali
pre stromy typu 9.

Veta 4.1.3. Nech G je zakoreneny k wvrcholovy graf. Pocet vlastniych pdrov stromov
typu G je potom O(/Ty(G) ).

Dokaz. Oznacéme si n vrcholovy strom typu G, ktory obsahuje x podstromov G ako P,.
Zaujima nds taka hodnota c, Ze ¢" je pocet vlastnych parov grafu P,. A ked'Ze chceme
zistit jej asymptoticky odhad, budeme tito hodnotu pocitat limitne pre zvacsujiice sa

n. A kedze n = xk + 1, cielom bude vyratat limitu

lim pp(P,)"/*+! (4.3)

T—00

Hodnotu pp(P,) vieme vyjadrit pomocou lemmy [4.1.1} Dosadenim dostaneme

lim (T(G)* +2- T (G)* +2 -z - Ty(G) - Tl(G)a:—l)l/(IEk+1)

T—00

(4.4)

Poktisme sa odhadnif limitu zhora. Vysledna hodnota sa urcite nezmensi, ak
namiesto xk + 1 budeme odmocnovat hodnotu zk. No a podla lemmy mozeme
hodnotu Ty(G) aj 2T5(G) nahradit hodnotou 71(G). Dosadenim dostaneme

lim ((z 4 3) - Ty(G)")Y" = 1y (G)V/* (4.5)
T—00
Poslednti rovnost dostaneme, ked' si uvedomime, ze vyraz (z + 3)'/? sa blizi limitne
k hodnote 1.

Limitu 4.4 musime este odhadnit zdola. Vdaka tomu mozeme zanedbaf vsetko

okrem stredného ¢lena T3 (G)*. Exponent limity nésledne prendsobime vyrazom 8;3,

¢im dostaneme

lim Ty (G)Y k) = 1y (G)V* (4.6)

T—r00

Poslednd rovnost vyplyva z toho, ze vyraz 1/x sa limitne blizi k 0.

Limitu sme teda ohranicili zhora aj zdola rovnakou hodnotou 71(G)Y*. Z toho
vyplyva, Ze pocet vlastnych parov stromu typu G je naozaj ©(/11(G) n) ]
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4.2 Stromy maximalizujice T1(G)

7 vety vyplyva dolezité pozorovanie. Ak chceme néjst strom typu G, ktory ma
¢o najvicsi pocet vlastnych parov, musime maximalizovat hodnotu 77 (G)'*, kde k je
pocet vrcholov stromu G. A ak si zafixujeme hodnotu k, hladdme taky strom G s k

vrcholmi, ktory maximalizuje hodnotu 77 (G).

Tak ako v 2. kapitole by sme teda mohli vygenerovat vsetky stromy s danym poctom
vrcholov a spocitat pre ne, hodnotu T1(G). V tomto pripade vsak potrebujeme gen-
erovat vSetky zakorenené stromy, kedZe hodnota T (G) sa 1isi od zvoleného korena aj
pre inak izomorfné stromy. Rozsirif nase generovanie o tiito podmienku vsak nie je

problém.

Co sa tyka samotného vypoétu hodnoty Ti(G), zistime, 7ze vieme opét pouzif to
isté dynamické programovanie. V nom sme pocitali tri hodnoty. P(v,0) bol pocet
vlastnych parov podstromu vrchola v, ktoré mali v 2-pakovani vrchol v. P(v,1) bol
pocet vlastnych parov podstromu vrchola v, ktoré v 2-pakovani obsahovali jedného zo
synov vrchola v. No a P(v,2) bol pocet vlastnych parov, ktoré nemali v 2-pakovani ani
vrchol v ani ziadneho jeho syna. Je teda jasné, ze ak ma strom G koren vo vrchole v,
tak T1(G) = P(v,1) + P(v,2). Taktiez si vSimnime, ze T5(G) = P(v,0).

Naprogramovali sme preto algoritmus, ktory generoval vSetky stromy s urcitym
poctom vrcholov a potom hladal ten, ktory mal najvicsiu hodnotu Ti(G). Tento algo-
ritmus sa nam podarilo spustit pre po¢ty vrcholov najviac 20. Na obrazku si mozete
pozriet ako vyzeraju stromy s najvacsim 71 (G) pre jednotlivé pocty vrcholov. V tabulke
si potom mozete prezriet, aké je hodnota Ti(G)Y* pre tieto jednotlivé stromy.
Vidime, ze tato hodnota je najvécsia pre 19 vrcholovy strom (9. Pocet vlastnych

parov stromu typu Gig je preto ©(2.63507").

Ako si mozeme vSimnit porovnanim obrdzkov a 4.1} grafy, ktoré maximalizujui
T1(G) sa podobaji, ak priamo nerovnaji stromom s najvacsim poc¢tom vlastnych parov.

Toto zistenie nie je az tak prekvapivé, ked si uvedomime, Ze plati nasledovné:

pp(G) = P(v,0) + P(v,1) + P(1,2) = T»(G) + Ty(G) < ng(G) (@7)

Posledna nerovnica vyplyva z [4.1.2] Je teda jasné, ze stromy s najvac¢sim poctom
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Obr. 4.1: Stromy s najvaésou hodnotou T} (G) pre danym pocet vrcholov.

k| Ty(G)V* k| Ty(G)V*
1 |20 11 | 2.62903
2 | 2.44948 12 | 2.63214
3 ] 2.51984 13 | 2.62917
4 | 2.57550 14 | 2.63408
5 |2.60517 15 | 2.63107
6 | 2.60430 16 | 2.63469
7 |2.62725 17 | 2.63355
8 |2.61818 18 | 2.63398
9 |2.63135 19 | 2.63507
10 | 2.62529 20 | 2.63334

Tabulka 4.1: Hodnota T1(G)"* pre k vrcholovy graf s najvicsim T3 (G).

vlastnych parov maji aj pomerne vela vlastnych parov, ktoré v 2-pakovani neob-

sahuju koren stromu.

V predchddzajicich experimentoch sa ndm vsak podarilo vygenerovat pomerne velké

mnozstvo stromov, ktoré mali vela vlastnych parov. Najviac asponn vzhladom na dani
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struktiru. Ci uz to bolo 70 rekurzivnych stromov alebo 250 stromov s pravidelnymi
podstromami. Rozhodli sme sa preto vyskisat aky pocet vlastnych parov maji stromy

typu G, ak G je jeden z tychto predtym vygenerovanych stromov.

Ako najlepsi sa ukazal 127 vrcholovy strom, ktory bol tvoreny korenom, pod ktorym
bolo zavesenych 18 pravidelnych stromov velkosti 7. Stromy, ktorych vietky podstromy
su takto vyzerajuce stromy maju ©(2.639165™) vlastnych parov.

Veta 4.2.1. Hodnota pp(n) je zdola ohranicend €2(2.639165™).

Dékaz. Nech G je strom typu 7 obsahujiici 18 pravidelnych podstromov velkosti 7.
Strom typu G md potom 6(2.639165") vlastnych parov. To mézeme vypoéitat pomocou
vety a hodnoty T)(G) pre tento konkrétny graf. O



Zaver

V nasej praci sme sa zaoberali problémom hladania stromov s maximalnym poc¢tom
vlastnych parov. Za pomoci experimentov na stromoch s malym poc¢tom vrcholov sa
ndm podarilo ndjst triedu stromov, ktord ndm poskytla lepsi dolny odhad na pocet
vlastnych parov ©(2.63916™). Toto vylepSenie je vyraznym posunutim oproti predoslému
odhadu €2(2.6117™). Taktiez sme zistili, ze trieda stromov s priemerom 6 ma vlastnych
parov ©(6048™7).

Sice sme nezlepsili horny odhad algoritmu Junosza-Szaniawski a kolektivu, priblizili
sme mu odhad dolny. V pripade, ze by sa vyskytol iny algoritmus riesiaci problém
L(2,1)-farbenia, bude prei lahsie dokdzat, ze je lepsi ako nami Studovany algoritmus.
Takisto sme blizsie preskiimali samotnu Struktiru problému poctu vlastnych parov
a prigli sme s niekolkymi novymi postupmi, ktoré by sa dali pouzit v nadvizujicich

pracach.

Ako sme videli v 4. kapitole, ako dolezity parameter zakoreneného stromu sa ukazala
hodnota T1(G). V budicnosti by sa preto oplatilo blizsie pozriet na stromy maximal-
izujtice tito hodnotu, popripade na stromy typu G s obmedzenou velkostou podstromu
G. No a v neposlednej rade, by sa hodnota T} (G) mohla vyuzit na dokézanie lepsieho
horného odhadu, ked'ze uz v dokaze prezentovanom Junosza-Szaniawskim a kolektivom

sa namiesto hodnoty T}(n) pouziva urcite vicsia hodnota pp(n).
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