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Abstrakt

Problém L(2, 1)-farbenia je najskúmaneǰśı problém grafového farbenia obmedzeného

vzájomnou vzdialenost’ou vrcholov. V roku 2012 predstavil Junosza-Szaniawski a kolekt́ıv

dosial’ najrýchleǰśı algoritmus riešiaci tento problém. Ako sa ukázalo, jeho časová

zložitost’ bola lineárna od počtu vlastných párov v danom grafe. Ostávalo však otvoreným

problémom, kol’ko najviac vlastných párov môže mat’ graf s n vrcholmi, poznalo sa iba

dolné ohraničenie Ω(2.6117n) a horné ohraničenie O(2.6488n).

V našej práci sa preto budeme venovat’ problému najväčšieho počtu vlastných párov.

Zameriame sa na stromy s priemerom 6, pre ktoré dokážeme túto hodnotu asymptoticky

presne – Θ(6048n/9) čo je zhruba Θ(2.63135n). S využit́ım techńık prezentovaných pri

stromoch s priemerom 6 následne nájdeme triedu grafov, ktorá udá lepšiu dolnú hranicu

Ω(2.63916n).

Kl’́učové slová: L(2, 1)-farbenie, vlastné páry, stromy s priemerom 6
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Abstract

The L(2, 1)-labeling of a graph is one of the most researched generalizations of graph

coloring; possibly the simplest version in which a constraint for vertices at distance 2

is introduced. Currently, the best known algorithm that solves this problem on general

graphs is the algorithm presented by Junosza-Szaniawski et al. in 2012. The time

complexity of their algorithm is linear in the number of “proper pairs” in the input

graph. However, the graphs with the most proper pairs are not known yet, and therefore

we do not know the exact time complexity of the algorithm by Junosza-Szaniawski et al.

The best known lower bounds at the time are Ω(2.6117n) and O(2.6488n), respectively.

In this thesis we study the problem of finding graphs with as many proper pairs as

possible. We prove that the worst case for trees of diameter 6 is exactly Θ(6048n/9),

which is roughly Θ(2.63135n). The techniques developed for trees of diameter 6 are

then generalized to find an even better class of trees. The final result of the thesis is

that the time complexity of the algorithm by Junosza-Szaniawski et al. is Ω(2.63916n).

Keywords: L(2, 1)-labeling, proper pairs, trees with diameter 6
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3.3 Nahrádzanie pravidelných podstromov . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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3.3.3 Nahrádzanie malých podstromov . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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3.4.1 Algoritmus na nájdenie stromu priemeru 6 s najväčš́ım počtom

vlastných párov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Úvod

Napriek tomu, že problém farbenia grafov je pomerne starý a neúnavne študovaný,

myšlienka farbenia obmedzeného vzájomnou vzdialenost’ou vrcholov sa objavila až na

konci minulého storočia. Krátko na to, ako ju v roku 1980 sformuloval Hale[4], sa

pozornost’ upriamila na konkrétnu inštanciu – L(2, 1)-farbenie. Hodnoty priradené vr-

cholom v takomto farbeńı, sú obmedzené nielen bezprostrednými susedmi, ale aj vr-

cholmi, s ktorými zdiel’ajú spoločného suseda. Ako sa ukázalo, takéto farbenie môže

byt’ užitočné napŕıklad pri riešeńı Frequency Assignment Problem.

Problém hl’adania L(2, 1)-farbenia, ktoré minimalizuje najväčšiu použitú hodnotu sa

však ukázal NP-t’ažký. Snahou bolo nájst’ deterministické riešenie, ktorého zložitost’ je

śıce exponenciálna, ale základ tohto exponentu je čo najmenš́ı. Dosial’ najlepš́ı výsledok

dosiahli Junosza-Szaniawski a kolekt́ıv, ktoŕı v roku 2012 uverejnili článok[7], v ktorom

predstavili algoritmus na výpočet L(2, 1)-farbenia s časovou zložitost’ou O∗(2.6488n).

Odhad zložitosti tohto algoritmu však nebol tesný. Ako sa ukázalo, časová zložitost’

algoritmu závisela lineárne od počtu vlastných párov grafu – dvojica disjunktných

podmnož́ın vrcholov grafu sṕlňajúca dodatočné vlastnosti. No napriek tomu, že problém

najväčšieho počtu vlastných párov v n vrcholovom grafe je l’ahko definovatel’ný, jeho

riešenie nie je dodnes známe. V spomı́nanom článku Junosza-Szaniawski a kolekt́ıv

dokázali horný odhad O(2.6488n) a dolný odhad Ω(2.6117n).

Tieto dva odhady však ponúkali priestor pre zlepšenie. V našej diplomovej práci sa

budeme preto zaoberat’ tým, kol’ko najviac vlastných párov môže mat’ n vrcholový graf.

V 1. kapitole si sprav́ıme prehl’ad problematiky a zadefinujeme niekol’ko kl’́učových

pojmov, ako sú napŕıklad vlastné páry. V 2. kapitole si ukážeme, že n vrcholový graf

s najväčš́ım počtom vlastných párov je strom a nájdeme takéto stromy pre niekol’ko

malých hodnôt n. Prihliadajúc na nájdené stromy sa v 3. kapitole pozrieme na triedu

stromov s priemerom 6. Ukážeme si dolný odhad, na počet vlastných párov v takýchto

stromoch, ktorý bude lepš́ı ako doteraz existujúce výsledky a dokážeme, že tento odhad

1



ÚVOD 2

je pre danú triedu stromov dokonca asymptoticky presný. Taktiež navrhneme poly-

nomiálny algoritmus, ktorý bude vediet’ nájst’ n vrcholový strom s priemerom 6 s

najväčš́ım počtom vlastných párov. V poslednej 4. kapitole potom aplikujeme postupy

prezentovańı v 3. kapitole a odhaĺıme triedu stromov, ktorá urč́ı dolné ohraničenie

Ω(2.63916n).

Všetky implementácie použité pri tvoreńı tejto diplomovej práce, ako aj niektoré

vygenerované dáta, môžete nájst’ na ksp.sk/~zaba/anderle_diplomova_praca.zip.

ksp.sk/~zaba/anderle_diplomova_praca.zip


Kapitola 1

Prehl’ad problematiky

L(2,1)-farbenia

V tejto kapitole si zadefinujeme niekol’ko kl’́učových pojmov, ktoré budeme použ́ıvat’

naprieč celým textom. Takisto sa bližšie pozrieme na motiváciu a ciele našej diplomovej

práce, sprav́ıme prehl’ad existujúcimi výsledkami a bližšie poṕı̌seme algoritmus Junosza-

Szaniawski a kolekt́ıvu, na ktorý naša práca nadväzuje.

Defińıcia 1.0.1. L(2,1)-farbenie grafu G je také priradenie nezáporných celých č́ısel

vrcholom tohto grafu, že sú splnené nasledujúce dve podmienky:

• č́ısla priradené dvom susediacim vrcholom sa ĺı̌sia aspoň o 2

• č́ısla priradené dvom vrcholom, ktoré majú spoločného suseda sú rozdielne

Ak sa pozrieme, na defińıciu L(2, 1)-farbenia, je prirodzené sa zauj́ımat’ o to, aké

najväčšie č́ıslo muśıme použit’ na ofarbenie grafu G. Túto hodnotu budeme označovat’

rozpätie L(2, 1)-farbenia. Č́ıslo λ(G) bude potom označovat’ hodnotu najmenšieho

rozpätie spomedzi všetkých L(2, 1)-farbeńı grafu G.

Dôvodov, prečo je zauj́ımavé hl’adat’ L(2, 1)-farbenia grafov s minimálnym rozpät́ım,

je viacero. Najväčšiu súvislost’ má však s problémom Frequency Assignment Problem,

ktorého ciel’om je priradit’ jednotlivých vysielačom v sieti vysielacie frekvencie, pričom

je nutné sa vyhnút’ nežiadúcim interferenciám. Tie môžu vzniknút’, ak majú dva bĺızke

vysielače podobnú vysielaciu frekvenciu, alebo majú viaceŕı susedia vysielača frekvenciu

takú istú. Súvis s problémom L(2, 1)-farbenia je očividný.

3



KAPITOLA 1. PREHL’AD PROBLEMATIKY L(2,1)-FARBENIA 4

1.1 Prehl’ad predchádzajúcich výsledkov

Problém grafového farbenia je pomerne starý a podrobne skúmaný. Myšlienku grafového

farbenia, ktoré je obmedzené vzájomnou vzdialenost’ou vrcholov však predstavil Hale až

v roku 1980[4]. O niečo neskôr sa pozornost’ upriamila na konkrétnu inštanciu takýchto

farbeńı – L(2, 1)-farbenie.

V roku 1992 Griggs a Yeh[3] predstavili vo svojej práci vel’ké množstvo odhadov

časovej zložitosti a niekol’ko zauj́ımavých hypotéz. Najzauj́ımaveǰsia z nich tvrd́ı, že

λ(G) ≤ ∆(G)2, kde ∆(G) označuje maximálny stupeň grafu G. Napriek tomu, že sa

jej overeniu venovalo značné množstvo času, ešte stále nie je vyriešená pre všeobecné

grafy, aj ked’ bola overená na mnohých špeciálnych triedach. Zauj́ımavé je, že rovnost’

tejto podmienky je známa len pre dva grafy – Hoffmann-Singletonov a Petersenov graf.

Väčšina prác sa samozrejme sústredila na to, ako vypoč́ıtat’ hodnotu λ(G) pre

l’ubovol’ný graf. O tomto probléme však bolo dokázané, že je NP-t’ažký[3, 2], čo pod-

nietilo snahu dokázat’ aspoň čiastočné výsledky pre rôzne špeciálne triedy grafov. Pre

stromy bol napŕıklad navrhnutý algoritmus, ktorý vypoč́ıta hodnotu λ(G) v lineárnej

časovej zložitosti[5].

Čo sa týka NP-t’ažkých problémov, je pomerne častá snaha o nájdenie determini-

stického algoritmu, ktorý je śıce exponenciálny, ale minimalizuje konštantu, ktorá je

základom tohto exponentu. Inými slovami, chceme nájst’ algoritmus s časovou zložitost’ou

O∗(cn), pričom c je čo najmenšie. Všimnime si, že sa použ́ıvaO∗-notácia, ktorá zanedbáva

polynomiálnu čast’ zložitosti.

Ako najúspešneǰśı pŕıstup na zist’ovanie hodnoty λ(G), popŕıpade riešenie pŕıslušnej

rozhodovacej verzie, sa ukázalo dynamické programovanie. Na tomto prinćıpe preto

počas rokov vzniklo viacero zauj́ımavých algoritmov s postupne sa zlepšujúcou časovou

zložitost’ou.

Ako prvý sa objavil výsledok od Král[10], ktorý bol odvodený od riešenia iného

problému a dosahoval zložitost’ O∗(4n). Tento odhad bol neskôr zlepšený, pomocou

presneǰsieho odhadu počtu 2-pakovańı v grafe, na hodnotu O∗(3.8739n)[6]. Po neskoršej

modifikácii dosiahol tento algoritmus časovú zložitost’ O∗(3.2361n), pričom sa určil aj

dolný odhad zložitosti tohto algoritmu na Ω∗(3.0731n)[8, 9].
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Hranicu O∗(3n) sa podarilo dosiahnut’ až v roku 2010 Petrom Rossmanithom. Svoj

výsledok prezentoval na Dagstuhl Seminar 10441 Exact Complexity of NP-hard Prob-

lems. Vyvstala preto otázka, či je možné navrhnút’ algoritmus, ktorého časová zložitost’

bude mat’ exponent menš́ı ako 3. V roku 2012 však Junosza-Szaniawski a kolekt́ıv pred-

stavili deterministický algoritmus, ktorý dosahoval časovú zložitost’ O∗(2.6488n)[7]. V

publikovanom článku tiež predstavili dolnú hranicu zložitosti a zložitost’ pre claw-free

grafy.

1.2 Algoritmus Junosza-Szaniawski et al.

V tejto časti sa bližšie pozrieme na samotný algoritmus, ktorý je dosial’ najlepš́ım

riešeńım problému hl’adania L(2, 1)-farbenia. V stručnosti si predstav́ıme hlavné myšlienky

tohto algoritmu potrebné pre stanovenie ciel’a našej diplomovej práce. Detailný popis

algoritmu, ako aj formálny dôkaz správnosti sa dá nájst’ v pôvodnom článku[7].

Najskôr si zadefinujeme binárny operátor ⊕, ktorý budeme využ́ıvat’ pri návrhu algo-

ritmu. Tento operátor je binárna funkcia ⊕ : {0, 0̄, 1, 1̄}× {0, 1} → {0, 1, 1̄} definovaná

nasledovnou tabul’kou:

⊕ 0 0̄ 1 1̄

0 0 0 1 1

1 1̄ – – –

Všimnime si, že ak je druhá hodnota 1, je operátor definovaný iba v jedinom pŕıpade.

Operátor ⊕ môžeme prirodzene rozš́ırit’ aj na vektory a množiny:

a1a2 . . . an⊕b1b2 . . . bn =

{
(a1 ⊕ b1) . . . (an ⊕ bn) ak ai ⊕ bi je definované pre všetky i

nedefinované v opačnom pŕıpade

A⊕B = {a⊕ b|a ∈ A, b ∈ B, a⊕ b je definované}
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Na vstupe dostane náš algoritmus grafG, ktorý má n vrcholov označených v1, v2 . . . vn.

Postupne budeme poč́ıtat’ čiastočné L(2, 1)-farbenia, pričom budeme dovol’ovat’ čoraz

väčšie a väčšie rozpätie týchto farbeńı. No a na poč́ıtanie čiastočných farbeńı s k farbami

budeme využ́ıvat’ čiastočné farbenia s menš́ım počtom farieb. Množinu čiastočných far-

beńı s rozpät́ım k si označ́ıme Tk. Je zjavné, že najväčšie rozpätie, ktoré môže mat’ n

vrcholový graf je 2n. To znamená, že potrebujeme vypoč́ıtat’ množiny T0 až T2n.

Tieto množiny budú obsahovat’ čiastočné zafarbenia, ktoré budú reprezentované n

prvkovými vektormi nad množinou {0, 0̄, 1, 1̄}. Presneǰsie, množina Tk obsahuje vektor

a práve vtedy, ked’ existuje čiastočné zafarbenie ϕ : V (G) → {0, 1, 0̄, 1̄} sṕlňajúce

nasledujúce podmienky:

• ai = 0 práve vtedy, ked’ ϕ neprirad’uje farbu vrcholu vi a pre žiadneho suseda u

vrchola vi neplat́ı, že ϕ(u) = k

• ai = 0̄ práve vtedy, ked’ ϕ neprirad’uje farbu vrcholu vi a existuje sused u vrchola

vi, pre ktorý plat́ı, že ϕ(u) = k

• ai = 1 práve vtedy, ked’ ϕ(vi) < k

• ai = 1̄ práve vtedy, ked’ ϕ(vi) = k

Uvedomme si, že ak sa nám podaŕı vypoč́ıtat’ všetky požadované množiny Ti, stač́ı

nám nájst’ najmenšie k také, že množina Tk obsahuje vektor nad množinou {1, 1̄}.
Farbenie zodpovedajúce takému vektoru totiž prirad’uje č́ıslo ku každému vrcholu a

má najmenšie rozpätie.

Defińıcia 1.2.1. 2-pakovanie grafu G nazývame takú podmnožinu vrcholov S, že

vzájomná vzdialenost’ l’ubovol’ných dvoch vrcholov v S je aspoň 3.

Dôvod, prečo sme si zadefinovali pojem 2-pakovania je, že náš algoritmus bude pra-

covat’ s množinou všetkých 2-pakovańı grafu G, ktorú si označ́ıme P . V tejto množine

budú n prvkové vektory z množiny {0, 1}n, pričom 1 na i-tom mieste tohto vektoru

označuje, že vrchol vi lež́ı v 2-pakovańı. Algoritmus Junosza-Szaniawski a kolekt́ıvu

bude poč́ıtat’ množinu Tk+1 práve pomocou množ́ın Tk, P a operácie ⊕.

Nech a ∈ Tk je vektor reprezentujúci čiastočné farbenie ϕ. Nech p ∈ P reprezentuje

2-pakovanie S grafu G. Naš́ım ciel’om bude rozš́ırit’ čiastočné farbenie ϕ o novú farbu

k + 1. Práve preto dáme všetkým vrcholom z množiny S farbu k + 1. Vd’aka tomu,

že množina S je 2-pakovanie, nemajú dva vrcholy s farbou k + 1 spoločného suseda,
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čo sṕlňa požiadavku L(2, 1)-farbenia. Treba však vyriešit’ situáciu, kedy by mali dva

susedné vrcholy farbu ĺı̌siacu sa iba o 1.

Na to nám slúži operácia ⊕. Vektor a ⊕ p bude totiž definovaný práve vtedy, ak je

výsledný vektor korektné čiastočné farbenie. Ak je na i-tom mieste vektora p hodnota 1,

na i-tom mieste vektora a muśı byt’ 0. Vid́ıme, že ak by na i-tej poźıcii vektora a bola 1

alebo 1̄, snažili by sme sa ofarbit’ už ofarbený vrchol. A ak by tam bola hodnota 0̄, dali

by sme farbu k+1 vrcholu, ktorý sused́ı s vrcholom s farbou k. Takisto si všimnime, že

operácia ⊕ zmeńı všetky 1̄ na 1, ked’že tieto vrcholy už nemajú priradenú maximálnu

farbu.

Jediným problémom sú hodnoty 0 a 0̄ vo výslednom vektore, lebo tie nemusia byt’

určené správne. Túto vlastnost’ budeme musiet’ ešte dodatočne skontrolovat’ a upravit’.

Zanedbajúc tento detail je však najdôležiteǰsie vediet’ rýchlo vypoč́ıtat’ množinu Tk⊕P .

Na výpočet tohto problému použili autori článku podobný pŕıstup, ako použil Strassen

pri násobeńı mat́ıc[12]. Majme l’ubovol’nú množinu vektorov M . Potom si môžeme defi-

novat’ nasledovnú množinu Mw = {v|wv ∈M}. Ak chceme vypoč́ıtat’ výsledok A⊕B,

pre množiny A ⊆ {0, 0̄, 1, 1̄}n a B ⊆ {0, 1}n, môžeme použit’ nasledovný vzorec:

A⊕B =
⋃

u∈{0,0̄,1,1̄}k′

v∈{0,1}k′
u⊕v je definované

(u⊕ v)(Au ⊕Bv)

=
⋃

v∈{0,1}k′

w∈{0,1,1̄}k′

w


 ⋃

u∈{0,0̄,1,1̄}k′
u⊕v=w

Au

⊕Bv


(1.1)

kde k′ je vhodne zvolená konštanta.

To čo nás zauj́ıma je, akú zložitost’ má výpočet množiny A ⊕ B. Hlavne to, kol’ko

rekurźıvnych volańı na vypoč́ıtanie ⊕ pre množiny vektorov dlhých n − k′ budeme

musiet’ urobit’. Zauj́ıma nás preto počet takých dvoj́ıc v, w, že existuje aspoň jedno u

sṕlňajúce u⊕ v = w. Ak zafixujeme hodnotu v, tak hodnota vi = 1 implikuje wi = 1̄.

To znamená, že pre konkrétne v máme 2k′−||v|| možných vektorov w, kde ||v|| označuje

počet 1 vo vektore v.

Defińıcia 1.2.2. Vlastný pár grafu G je dvojica disjunktných podmnož́ın vrcholov

(S,X), pričom množina S tvoŕı 2-pakovanie grafu G.
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Počet vlastných párov grafu G označujeme pp(G).

Plat́ı, že pp(n) = max{pp(G)| G má n vrcholov}

Uvedomme si, že ked’ poč́ıtame Tk ⊕ P , tak vektor v je 2-pakovanie. To znamená,

že počet rekurźıvnych volańı je najviac pp(k′). Taktiež, vel’kost’ množiny Tk je najviac

pp(n), pretože vrcholy s hodnotou 1̄ určujú 2-pakovanie a zvyšné vrcholy majú dve

možnosti – 1 alebo 0/0̄.

Časovú zložitost’ prezentovaného algoritmu teda môžeme vypoč́ıtat’ ako

T (n) = O∗(pp(n) + pp(k′)T (n− k′)) (1.2)

, čoho úpravou dostaneme zložitost’O∗(pp(n(1+ 1
k′

))). Dosadeńım dostatočne vel’kého

k′ a odhadom počtu vlastných párov, ktorý si prezentujeme v d’aľsej kapitole dostaneme

časovú zložitost’ O∗(2.6488n).



Kapitola 2

Vlastné páry na všeobecných

stromoch

V predchádzajúcej časti sme si ukázali algoritmus Junosza-Szaniawski a kolekt́ıvu na

hl’adanie L(2, 1)-farbenia. Jeho časová zložitost’ bola priamo úmerná počtu vlastných

párov v grafe, na ktorom problém riešime. Problém ale je, že hodnota pp(n) nemá

uzavretý tvar a ani presný asymptotický odhad. Dokázaný dolný a horný odhad sú

pritom od seba pomerne vzdialené.

V tejto kapitole sa preto pozrieme na počet vlastných párov vo všeobecných grafoch.

Najskôr si prezentujeme už existujúci horný aj dolný odhad, pozrieme sa na grafy s

najväčš́ım počtom vlastných párov s malým počtom vrcholov a vyvod́ıme z nich nejaké

všeobecné závery. Najskôr si však dokážeme dve lemmy.

Lemma 2.0.1. Počet vlastných párov grafu G je

∑
S⊆V (G),Sje 2-pakovanie

2n−|S| (2.1)

Dôkaz. Zoberme si nejaké 2-pakovanie S. Chceme preň zistit’ počet vlastných párov

(S,X). Množina X môže, ale nemuśı obsahovat’ každý zo zvyšných n − |S| vrcholov.

Preto máme 2n−|S| možných vlastných párov s 2-pakovańım S. Ak tieto hodnoty sč́ıtame

cez všetky možné S, dostávame počet všetkých vlastných párov grafu G.

Lemma 2.0.2. Nech pp(n) je najväčš́ı počet vlastných párov na súvislých grafoch s n

vrcholmi. Potom existuje strom s n vrcholmi, ktorý má pp(n) vlastných párov.

Dôkaz. Pre spor predpokladajme, že G je graf s pp(n) vlastnými pármi, ktorý má

spomedzi takýchto grafov najmenš́ı počet hrán a predpokladajme, že G nie je strom.

Vieme, že

9
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pp(n) = pp(G) =
∑

S⊆V (G),S je 2-pakovanie

2n−|S| (2.2)

teda počet vlastných párov priamo záviśı od počtu a vel’kosti 2-pakovańı. Vyberme si

teraz l’ubovol’nú hranu e, ktorá nie je mostom grafuG. Pre každé 2-pakovanie S vG však

plat́ı, že bude 2-pakovańım aj v G−{e}. Odstránenie hrany totiž neskráti vzdialenost’

medzi žiadnymi dvoma vrcholmi a všetky vrcholy množiny S zostanú nad’alej od seba

vzdialené aspoň na vzdialenost’ 3. To znamená, že graf G−{e} má tiež pp(n) vlastných

párov, ale má menej hrán, čo je spor s výberom grafu G.

Z lemmy 2.0.2 preto vyplýva, že pri hl’adańı grafov s najväčš́ım počtom vlastných

párov nám stač́ı uvažovat’ stromy, čo budeme využ́ıvat’ počas celej diplomovej práce.

2.1 Existujúce odhady počtu vlastných párov

V článku Junosza-Szaniawski a kolekt́ıvu[7] bol prezentovaný dolný aj horný odhad

hodnoty pp(n). V stručnosti si zhrnieme oba tieto odhady, aby sme ich mohli porovnávat’

s našimi dosiahnutými výsledkami.

2.1.1 Horný odhad počtu vlastných párov

Lemma 2.1.1. Nech G je strom a vrcholy v a u sú dva listy tohto stromu, ktoré majú

spoločného suseda w. Potom strom G′, ktorý vznikne z G odstráneńım hrany medzi

vrcholmi u a w a pridańım hrany medzi vrcholmi v a u má aspoň tol’ko vlastných párov

ako graf G.

Dôkaz. Ukážeme, že všetky 2-pakovania grafu G sú 2-pakovania aj v grafe G′. Z tvr-

denia lemmy 2.0.1 potom vieme, že G′ má aspoň tol’ko vlastných párov ako G.

Nech S je 2-pakovanie grafu G. Potom sa v množine S vyskytuje najviac jeden z

vrcholov u, v a w. Potrebujeme preto rozobrat’ nasledujúce tri pŕıpady:

• w ∈ S – nech x je l’ubovol’ný vrchol z S iný ako w. Vzdialenost’ vrcholov w a x je

v grafe G′ rovnaká ako vzdialenost’ v grafe G. A ked’že S je v G 2-pakovanie, je

táto vzdialenost’ väčšia ako 2. Množina S je preto 2-pakovańım aj v grafe G′.

• v ∈ S – nech x je l’ubovol’ný vrchol z S iný ako v. Vzdialenost’ vrcholov v a x je

v grafe G′ rovnaká ako vzdialenost’ v grafe G. A ked’že S je v G 2-pakovanie, je

táto vzdialenost’ väčšia ako 2. Množina S je preto 2-pakovańım aj v grafe G′.
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• u ∈ S – nech x je l’ubovol’ný vrchol z S iný ako u. Vzdialenost’ vrcholov u a x sa v

grafe G′ oproti vzdialenosti v grafe G zväčšila o 1. A ked’že S je v G 2-pakovanie,

je táto vzdialenost’ väčšia ako 3. Množina S je preto 2-pakovańım aj v grafe G′.

Dôsledok 2.1.1.1. Pre každé n > 3 existuje strom G, ktorý má najväčš́ı počet vlastných

párov medzi n vrcholovými stromami a žiadne dva listy nemajú spoločného suseda.

Dôkaz. Každý strom s najväčš́ım počtom vlastných párov, ktorý má aspoň 4 vrcholy

vieme pomocou lemmy 2.1.1 upravit’ na nami požadovaný tvar bez toho, aby sme

zmenšili počet vlastných párov.

Pri dokazovańı horného ohraničenia počtu vlastných párov, budeme preto pracovat’

iba so stromami, v ktorých žiaden vrchol nie je susedný s dvoma alebo viacerými

listami. Majme teda takýto strom G, ktorý má aspoň 3 vrcholy a označme si jeho

najdlhšiu cestu P . Nech vrchol u je list cesty P , vrchol v je sused vrchola u. Naviac z

dôsledku 2.1.1.1 vieme, že vrchol v má práve dvoch susedov. Jeho druhého suseda si

preto označme w.

Ak je stupeň vrchola w najviac 2, vlastné páry si rozdeĺıme podl’a toho, či ich 2-

pakovania obsahujú vrchol u. Ak sa vrchol u nenachádza v 2-pakovańı, máme dve

možnosti kam ho umiestnit’ a zvyšných n− 1 môže byt’ vo vlastných pároch l’ubovol’ne.

Pri druhej možnosti, už nemôžeme do 2-pakovania vložit’ vrcholy v a w, tie majú 4

možnosti na umiestnenie a zvyšných n−3 vrcholov nám opät’ nič neovplyvňuje. Vd’aka

tomu dostávame jednoduchú nerovnicu pp(n) ≤ 2pp(n− 1) + 4pp(n− 3).

V opačnom pŕıpade však dostaneme ovel’a zložiteǰśı problém, v ktorom sa muśıme

pozerat’ na všetky vrcholy grafu G vzdialené od vrchola w na vzdialenost’ 1 a 2. Opät’

sa však dá nájst’ rekurźıvne ohraničenie hodnoty pp(n), aj ked’ v tomto pŕıpade nemá

taký jednoduchý tvar.

Z týchto odvodeńı sa ale dá ukázat’, že pp(n) ≤ 2τn, pričom hodnota τ je kladným

koreňom rovnice τ 5 = 16τ + 88. Z tejto poslednej nerovnice vyplýva, že horný odhad

na počet vlastných párov n vrcholového grafu je O(τn) ≈ O(2.6488n).

2.1.2 Dolný odhad počtu vlastných párov

Na odhadnutie počtu vlastných párov v grafoch prezentoval Junosza-Szaniawski a

kolekt́ıv triedu grafov, ktorú môžeme vidiet’ na obrázku 2.1.
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D
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C

Obr. 2.1: Trieda grafov slúžiaca ako dolný odhad počtu vlastných párov.

Č́ısla ak, bk a ck budú označovat’ počet vlastných párov grafov A, B a C. Č́ıslo dk

je počet vlastných párov grafu D, v ktorých 2-pakovańı sa nenachádza preškrtnutý

vrchol. Vd’aka tomu vieme odvodit’ nasledovné rekurencie.

ak =2bk−1 + 4ak−1

bk =2ck + 2dk

ck =2ak + 12dk−1

dk =4dk−1 + 12ak−1

(2.3)

Vyriešeńım tohto systému rovńıc zist́ıme, že hodnota ak = Θ(xk), kde x je kladný

koreň rovnice x3 = 16x2 + 576. Graf A preto obsahuje Θ(17.8149...n/3) = Θ(2.6117n)

vlastných párov. Hodnota pp(n) je preto zospodu ohraničená hodnotou Ω(2.6117n).

2.2 Stromy s najväčš́ım počtom vlastných párov

pre malý počet vrcholov

Prvá prirodzená otázka, ktorú si muśıme položit’ je, čomu sa rovná hodnota pp(n)

pre malé č́ısla n a ako vyzerajú prislúchajúce stromy s najväčš́ım počtom vlastných

párov. Tak ako v mnohých kombinatorických problémoch sa môže stat’, že z menš́ıch

riešeńı sa dá odhadnút’ všeobecný tvar výsledku. Popŕıpade nám to dá triedu stromov,

ktorú budeme môct’ použit’ na dolný odhad.
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Aby sme teda vedeli nájst’ strom, ktorý má zaručene najviac vlastných párov, muśıme

vediet’ robit’ dve veci. Generovat’ všetky stromy s daným počtom vrcholov a vediet’

pre tieto stromy vypoč́ıtat’ kol’ko vlastných párov obsahujú. Na oba tieto problémy sa

pozrieme v nasledujúcich podkapitolách.

2.2.1 Generovanie všetkých neizomorfných stromov

Aby sme mohli zistit’, ktorý strom na n vrcholoch má najväčš́ı počet vlastných párov,

muśıme sa pozriet’ na všetky nezakorenené stromy s n neoznačenými vrcholmi. Pri

vlastných pároch totiž nezohráva úlohu ani označenie ani zakorenenie stromov. No

napriek tomu, že takýchto navzájom neizomorfných stromov je menej ako pri iných

alternat́ıvach, zist́ıme, že pre n = 25 ich je vyše sto miliónov a pre n = 28 ich počet

presahuje dve miliardy. Je preto jasné, že sa nám nepodaŕı vygenerovat’ všetky stromy

pre pŕılǐs väčšie počty vrcholov.

Na samotné generovanie neizomorfných stromov sme sa rozhodli použit’ už existujúcu

implementáciu nauty-geng[11], ktorá slúži na generovanie všetkých neizomorfných

grafov s požadovanými vlastnost’ami, ako je napŕıklad počet vrcholov, hrán alebo

súvislost’.

Táto knižnica śıce nie je špecializovaná na generovanie stromov, nepodarilo sa nám

však nájst’ žiadne špecializovaneǰsie nástroje alebo už vygenerované zoznamy[1]. Naviac,

táto knižnica zvládla vygenerovat’ stromy až do vel’kosti n = 23, čo bolo pre naše účely

postačujúce.

Spomı́nanú implementáciu sme použ́ıvali s nasledovnými parametrami:

for x in {1..23}; do
nauty-geng $x $(($x-1)):$(($x-1)) -c -q

done

Nakoniec sme ešte museli vyriešit’ výstupný formát, v ktorom boli grafy udávané.

Kvôli komprimácii totiž implementácia nauty-geng použ́ıvala formát graph6. Tento

formát slúži na komprimovaný zápis neorientovaných grafov, ktoré majú menej ako 236

vrcholov. Funguje tak, že si zoberie horný trojuholńık matice susednosti ako bitový

vektor, ten rozdeĺı na šestice reprezentujúce binárne č́ısla, ku ktorým pripoč́ıta 63,

č́ım dostane znaky z ASCII tabul’ky z rozsahu 63 − 126. Tieto ASCII znaky následne

použ́ıva na zaṕısanie daného grafu. Na jeho parsovanie do čitatel’neǰsieho zápisu, ktorý

mohli použ́ıvat’ naše algoritmy sme použili implementáciu showg.c[11].
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Dodáme, že k dispoźıcii bol aj formát sparse6, ktorý namiesto matice susednost́ı

použ́ıva zoznam hrán a je preto vhodneǰśı pre riedke grafy, akými sú napŕıklad stromy.

Ked’že však generované grafy majú vel’mi málo vrcholov, formát graph6 je predsa len

lepš́ı.

2.2.2 Poč́ıtanie vlastných párov v strome

Ked’ už vieme vygenerovat’ všetky stromy s n vrcholmi, potrebujeme vediet’ zis-

tit’, ktorý z nich má najväčš́ı počet vlastných párov. Pre každý z nich preto tento

počet muśıme vypoč́ıtat’. Skôr ako si však ukážeme spôsob ako túto hodnotu spoč́ıtat’,

dokážeme nasledujúcu lemmu.

Lemma 2.2.1. Nech G je graf a PP (G) je množina všetkých vlastných párov tohto

grafu. Nech A a B sú disjunktné množiny vrcholov grafu G, také, že A ∪ B = V (G).

Ak PP (A) je množina vlastných párov grafu indukovaného množinou A a PP (B) je

množina vlastných párov grafu indukovaného množinou B, tak plat́ı

PP (G) = {(S1 ∪ S2, X1 ∪X2) | (S1, X1) ∈ PP (A), (S2, X2) ∈ PP (B),

S1 ∪ S2 je 2-pakovanie grafu G}
(2.4)

Dôkaz. Je jasné, že každá dvojica (S1 ∪ S2, X1 ∪ X2) sṕlňajúca uvedené vlastnosti je

vlastným párom grafu G. No a každý vlastný pár (S,X) grafu G vieme rozdelit’ na dva

vlastné páry (S ∩A,X ∩A) a (S ∩B,X ∩B), ktoré sú vlastnými pármi v pŕıslušných

indukovaných podgrafoch.

Najpriamočiareǰsie riešenie bude postupne pre každú podmnožinu vrcholov overovat’,

či je 2-pakovańım. A ak poznáme vel’kosti všetkých 2-pakovańı, vieme počet vlastných

párov vypoč́ıtat’ pomocou vzorca 2.0.1. Takéto riešnie má časovú zložitost’ O(n2 · 2n).

Uvedomme si však, že tento algoritmus budeme musiet’ spúšt’at’ pre každý vygenerovaný

strom a tých bolo pre n = 23 niekol’ko desiatok miliónov. Preto nebude možné takýto

pŕıstup efekt́ıvne využit’.

Ak chceme poč́ıtat’ počet vlastných párov pre značné množstvo stromov, budeme

musiet’ pŕıst’ s rýchleǰśım riešeńım. Na to využijeme prinćıp dynamického programova-

nia. Majme strom G, ktorý zakoreńıme za l’ubovol’ný vrchol. Definujeme si nasledovné

tri hodnoty:

• P (v, 0) – počet vlastných párov (S,X) podstromu G s koreňom vo vrchole v,

pričom vrchol v lež́ı v 2-pakovańı S
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• P (v, 1) – počet vlastných párov (S,X) podstromu G s koreňom vo vrchole v,

pričom práve jeden syn vrchola v lež́ı v 2-pakovańı S

• P (v, 2) – počet vlastných párov (S,X) podstromu G s koreňom vo vrchole v,

pričom v 2-pakovańı S nelež́ı ani vrchol v ani žiaden jeho syn

Každej takejto hodnote prirodzene prislúcha aj množina obsahujúca dané vlastné

páry.

Veta 2.2.2. Nech G je strom zakorenený vo vrchol w. Potom plat́ı, že

pp(G) = P (w, 0) + P (w, 1) + P (w, 2) (2.5)

Dôkaz. Uvedomme si, že ak syn koreňa w lež́ı v 2-pakovańı, tak v ňom nemôže ležat’

samotný vrchol w, lebo takáto množina by nebola 2-pakovańım. Takisto nemôžu v

2-pakovańı ležat’ viaceŕı synovia koreňa w.

Z toho vyplýva, že každý vlastný pár (S,X) grafu G je jednoznačne zaraditel’ný do

jednej z vymenovaných množ́ın podl’a toho, či vrchol w a jeho synovia ležia v S. No a

hodnoty P (w, x) popisujú vlastné páry grafu G priamo z defińıcie.

Ostáva nám už len zistit’, ako rekurźıvne vypoč́ıtat’ hodnoty P (w, 0), P (w, 1) a

P (w, 2). To nám ukážu nasledujúce tri lemmy.

Lemma 2.2.3. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Označme si jeho synov v1,

v2 . . . vk. Potom plat́ı, že

P (v, 0) =
k∏

i=1

P (vi, 2) (2.6)

Dôkaz. Na dokazovanie použijeme matematickú indukciu vzhl’adom na počet synov

vrchola v. Ak vrchol v nemá žiadneho syna, tento vrchol tvoŕı celý pŕıslušný podstrom.

A ked’že z defińıcie hodnoty P (v, 0) muśı tento vrchol ležat’ v 2-pakovańı, máme práve

jeden možný vlastný pár ({v}, ∅). To zodpovedá hodnote prázdneho súčinu.

Následne predpokladajme, že plat́ı indukčný predpoklad pre menej ako k synov. Pod-

strom tvorený vrcholom v a synmi v1 až vk−1, ktorý si označ́ıme G′, má preto p(G′) =∏k−1
i=1 P (vi, 2) vlastných párov, pričom v 2-pakovańı každého tohto vlastného páru sa

nachádza vrchol v. Ako sme si ukázali v lemme 2.2.1, aby sme mohli spájat’ vlastné

páry stromu G′ a podstromu pod vrcholom vk, muśı byt’ zjednotenie ich 2-pakovańı

validné 2-pakovanie. V 2-pakovańı vlastného páru pre podstrom vk sa teda nemôže

nachádzat’ ani vrchol vk, ani žiaden jeho syn. Tomu ale zodpovedá práve hodnota

P (vk, 2). Prinásobeńım tejto hodnoty k p(G′) dostaneme požadovaný výsledok.
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Lemma 2.2.4. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Označme si jeho synov v1,

v2 . . . vk. Potom plat́ı, že

P (v, 1) = 2
k∑

i=1

(
P (vi, 0) ·

∏
1≤j≤k,j 6=i

(P (vj, 1) + P (vj, 2))

)
(2.7)

Dôkaz. Opät’ použijeme matematickú indukciu. Ak nemá vrchol v ani jedného syna,

hodnota prázdnej sumy je 0. Avšak, neexistuje ani žiaden vlastný pár, ked’že z defińıcie

sa v jeho 2-pakovańı muśı nachádzat’ nejaký syn vrchola v.

Predpokladajme, že pre podstrom s k−1 synmi v1 až vk−1, ktorý si označ́ıme G′, daná

lemma plat́ı, teda p(G′) = 2
∑k−1

i=1 (P (vi, 0)
∏

1≤j≤k−1,j 6=i(P (vj, 1) + P (vj, 2))). Opät’

sa pozrieme, ako vyzerajú vlastné páry, ked’ k stromu G′ pridáme aj podstrom pod

vrcholom vk.

Tak ako predtým, použijeme lemmu 2.2.1. Vo vlastnom páre G′ sa v 2-pakovańı

nachádza práve jeden syn vrchola v. Preto sa v 2-pakovańı podstromu vk nemôže

nachádzat’ jeho koreň, lebo vzájomná vzdialenost’ dvoch synov vrchola v je 2. Môžeme

však kombinovat’ vlastné páry podstromu vk, ktoré majú v 2-pakovańı niektorého zo

synov vrchola vk alebo tie, ktoré nemajú v 2-pakovańı ani vrchol vk ani žiadneho jeho

syna. To nám dá p(G′) · (P (vk, 1) + P (vk), 2) možnost́ı.

Muśıme si však uvedomit’, že to nepokrýva možnosti, ked’ sa v 2-pakovańı podstromu

v nachádza vrchol vk. Muśıme preto kombinovat’ vlastné páry podstromu vk, v ktorých

sa vk nachádza v 2-pakovańı a stromu G′, v ktorých 2-pakovańı nelež́ı ani vrchol v ani

žiaden jeho syn. Počet takýchto vlastných párov je 2
∏k−1

i=1 (P (vi, 1) +P (vi, 2)). Dvojka

na začiatku je započ́ıtaná za vrchol v, ktorý sa bud’ nachádza alebo nenachádza v druhej

množine vlastného páru. Zvyšok dostaneme ako počty vlastných párov pre jednotlivé

podstromy, ak v ich 2-pakovańı nemôže byt’ ich koreň.

Výsledný počet vlastných párov je preto

p(G′) · (P (vk, 1) + P (vk, 2)) + 2 · P (vk, 0) ·
k−1∏
i=1

(P (vi, 1) + P (vi, 2))

čo vieme upravit’ na požadovaný tvar.

Lemma 2.2.5. Nech v je vrchol zakoreneného stromu G. Označme si jeho synov v1,

v2 . . . vk. Potom plat́ı, že

P (v, 2) = 2
k∏

i=1

(P (vi, 1) + P (vi, 2)) (2.8)
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Dôkaz. Použijeme matematickú indukciu. Ak vrchol v nemá ani jedného syna, exis-

tujú práve dva pŕıpustné vlastné páry – (∅, {v}) a (∅, ∅). Ich počet teda zodpovedá

dvojnásobku prázdneho súčinu.

Ako indukčný predpoklad si stanovme počet vlastných párov pre strom G′ skladajúci

sa z vrchola v a z podstromov synov v1 až vk. Plat́ı, že p(G′) = 2
∏k−1

i=1 (P (vi, 1) +

P (vi, 2)). Pre tieto vlastné páry si navyše uvedomme, že l’ubovol’ný vrchol v ich 2-

pakovańı je od vrchola v vzdialený aspoň o 2 a preto sú dostatočne vzdialené od

všetkých vrcholov podstromu vk.

Vlastné páry podstromu vk však nemôžu v 2-pakovańı obsahovat’ vrchol vk, ked’že by

to nesṕlňalo defińıciu hodnoty P (v, 2). Všetky zvyšné vlastné páry, ktorých je P (vk, 1)+

P (vk, 2) sú však pŕıpustné. Kombináciou vlastných párov pre strom G′ a podstrom vk

preto dostaneme p(G′) · (P (vk, 1)+P (vk, 2)) rôznych vlastných párov, čo vieme upravit’

do požadovaného tvaru.

Vyššie uvedené lemmy 2.2.3, 2.2.4 a 2.2.5 nám hovoria, ako vypoč́ıtat’ hodnoty P (v, x)

rekurźıvne v čase úmernom od počtu synov vrchola v. Použit́ım prinćıpu memoizácie, v

ktorom si budeme pamätat’ už vypoč́ıtané rekurźıvne volania, dokážeme implementovat’

algoritmus, ktorý zist́ı počet vlastných párov stromu G s n vrcholmi pomocou Θ(n)

aritmetických operácíı.

Dodáme, že napriek tomu že sa na prvý pohl’ad zdá, že na poč́ıtanie hodnoty P (w, 1)

potrebujeme až Θ(n2) aritmetických operácíı, v d’aľsej časti si ukážeme šikovný trik,

ako túto zložitost’ zredukovat’.

2.2.3 Implementácia

Pri samotnej implementácii sme sa museli popasovat’ s viacerými problémami. V

prvom rade bola dôležitá efektivita navrhovaného algoritmu, ked’že sme ho potrebovali

spúšt’at’ na vel’kom množstve rôznych stromov. Aj z tohto dôvodu sme sa rozhodli ho

implementovat’ v jazyku C++, ktorý je oproti alternat́ıvam ako Python výrazne rýchleǰśı.

Už spomı́nańım problémom bol výpočet hodnôt P (v, 1) v čase lineárnom od počtu

jeho synov. To sme však vedeli vyriešit’ tak, že sme si najskôr spoč́ıtali hodnotu T =∏k
i=1(P (vi, 1) + P (vi, 2)), vd’aka čomu sme mohli použit’ vzorec:

P (v, 1) = 2
k∑

i=1

P (vi, 0) · T
P (vi, 1) + P (vi, 2)

(2.9)
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Ďaľśım problémom sa ukázal byt’ samotný počet vlastných párov stromu G. Ak má

strom G n vrcholov, počet vlastných párov sa pohybuje medzi 2n a 3n. Pre rastúce

n začne počet vlastných párov stromu presahovat’ vel’kost’ 64-bitovej premennej long

long int. Śıce sa to nestane pre grafy do vel’kosti 23, neskôr sa nám však źıde poznat’

počet vlastných párov aj pre zopár väčš́ıch stromov.

Z tohto dôvodu sme museli implementovat’ vlastnú triedu pracujúcu s vel’kými č́ıslami.

Implementovat’ sč́ıtanie a takisto násobenie bolo jednoduché a neovplyvnilo pŕılǐs reálny

čas výpočtu algoritmu, napriek tomu, že sme násobenie neimplementovali optimálnym

spôsobom. Vo vzorci 2.9 však potrebujeme delenie dvoch vel’kým č́ısel, ktorého vlastná

implementácia je komplikovaná a pomalá.

Aby sme sa vyhli deleniu vel’kých č́ısel, implementovali sme rátanie hodnoty P (v, 1)

iným spôsobom. Najskôr sme si na i-tu poźıcii pol’a A[] uložili hodnoty P (vi, 1) +

P (vi, 2). Potom sme si z pol’a A[] vypoč́ıtali pole prefixových súčinov Pref[] a pole

sufixových súčinov Suf[]. Hodnotu P (v, 1) sme potom poč́ıtali ako

P (v, 1) = 2
k∑

i=1

P (vi, 0) · Pref [i− 1] · Suf [i+ 1] (2.10)

Výsledný algoritmus potreboval na výpočet Θ(n) aritmetických operácíı. Ked’že sme

však museli pracovat’ s vel’kými č́ıslami, tieto operácie nevieme vykonávat’ v konštantnom

čase. Vel’kost’ č́ısel, s ktorými sme pracovali, však nepresiahla 3n. Preto mali naše č́ısla

najviac n cifier. Naša implementácia násobenia dvoch takto vel’kých č́ısel potrebovala

Θ(n2) operácíı, z čoho dostávame výslednú zložitost’ Θ(n3).

Na záver dodáme, že ak by sme na násobenie použili rýchleǰśı algoritmus, napŕıklad

rýchle Fourierove násobenie, vedeli by sme dosiahnut’ časovú zložitost’ až

Θ(n2 log(n) log(log(n))). Vzhl’adom na vel’kost’ dát, s ktorými sme pracovali to však

nebolo potrebné.
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Nasledujúci kus programu ukazuje implementáciu rekurźıvnej funkcie na rátanie

hodnôt P (v, x) za použitia memoizácie bez vlastnej implementácie vel’kých č́ısel.

Listing programu (C++)

int n;
vector<vector<int> > Graph;
vector<vector<long long int> > Mem;

long long int count_proper_pairs(int v, int parent, int type) {
if(Mem[v][type] != -1) return Mem[v][type];
int neig = 0;
//vypocitaj pocet susedov
for (int i = 0; i < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];
if(w != parent) neig++;

}

if(type == 0) {
Mem[v][type] = 1;
for(int i = 0; i < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];
if(w == parent) continue;
Mem[v][type] ∗= count_proper_pairs(w,v,2);

}
}

if(type == 1) {
Mem[v][type] = 0;
long long int pom = 1;
for(int i = 0; i < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];
if(w == parent) continue;
pom ∗= (count_proper_pairs(w,v,1) + count_proper_pairs(w,v,2));

}
for(int i = 0; i < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];
if(w == parent) continue;
Mem[v][type] += count_proper_pairs(w,v,0)

∗ pom / (count_proper_pairs(w,v,1) + count_proper_pairs(w,v,2));
}
Mem[v][type] ∗= 2;

}

if(type == 2) {
Mem[v][type] = 1;
for(int i = 0; i < Graph[v].size(); i++) {

int w = Graph[v][i];
if(w == parent) continue;
Mem[v][type] ∗= (count_proper_pairs(w,v,2) + count_proper_pairs(w,v,1));

}
Mem[v][type] ∗= 2;

}
return Mem[v][type];

}

2.3 Experimenty na stromoch s malým počtom vr-

cholov

V predchádzajúcej časti sme si predstavili algoritmus, ktorý generuje všetky stromy

s n vrcholmi a potom pre ne zist’uje, ktorý z nich má najväčš́ı počet vlastných párov.

Tento algoritmus sme v rámci našej práce skutočne implementovali a spustili. Ako
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sme spomı́nali v predchádzajúcich častiach, bol schopný prezriet’ všetky stromy, ktoré

mali najviac 23 vrcholov a pre každý počet vrcholov vybrat’ ten s najväčš́ım počtom

vlastných párov. Tieto najhoršie stromy boli takmer vždy jednoznačné, s výnimkou

pŕıpadov n = 11, n = 13 a n = 23, kde boli dve neizomorfné možnosti s rovnakým

počtom vlastných párov. Ako vyzerajú spomı́nané stromy si môžete pozriet’ v nasle-

dujúcom obrázku 2.2.

1

2

3 4 5 76 8
9

10

11 12 13 14
15

16 17 18 19

20 21 22

23

Obr. 2.2: Stromy s najväčš́ım počtom vlastných párov s daným počtom vrcholov.

Stromy na obrázku sú kreslené zakorenené. Toto zakorenenie nie je náhodné, slúži

na zvýraznenie štruktúry, ktorú sme si všimli pri analýze dát. Ako si môžeme všimnút’,

každý z nakreslených stromov má jeden koreň, pod ktorým viśı niekol’ko rôzne vel’kých

podstromov. Dôležité na tom však je, že ak podstrom obsahuje k vrcholov, tak má tvar

stromu vel’kosti k s najväčš́ım počtom vlastných párov.
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Naskytá sa preto otázka, či stromy s najväčš́ım počtom vlastných párov nemajú

takúto rekurźıvnu štruktúru aj vo všeobecnosti. Zaved’me nasledovnú defińıciu.

Defińıcia 2.3.1. Nech G je strom s n vrcholmi zakorenený vo vrchole v. Podstromy

visiace pod koreňom v majú vel’kosti n1, n2 . . .nk. Strom G nazveme rekurźıvny,

ak pre všetky i plat́ı, že i-ty podstrom koreňa je rekurźıvny strom na ni vrcholoch s

najväčš́ım počtom vlastných párov.

Radi by sme sa teraz pozreli na rekurźıvne stromy z defińıcie 2.3.1. Výhodou je,

že rekurźıvnych stromov s n vrcholmi je ovel’a menej ako všetkých stromov s n vr-

cholmi. Presneǰsie, počet rekurźıvnych n vrcholových stromov je rovný počtu rozdeleńı

č́ısla n − 1 na množinu sč́ıtancov, ktoré určujú vel’kosti jednotlivých podstromov pod

koreňom. Počet takýchto rozdeleńı však rastie ovel’a pomaľsie ako počet všetkých stro-

mov. Napŕıklad, pre n = 23 máme iba 1001 možných rozdeleńı a hodnoty väčšie ako

milión sa dosahujú na rádovo 70-tich vrcholoch.

Vd’aka tomu, budeme vediet’ źıskat’ rekurźıvne stromy s najväčš́ım počtom vlastných

párov pre ovel’a väčšie hodnoty n. Nevýhodou však je, že strat́ıme na všeobecnosti.

Pri takomto obmedzeńı už nebudeme môct’ tvrdit’, že náš algoritmus nájde všeobecný

strom s najväčš́ım počtom vlastných párov. To, v čo môžeme dúfat’, je nájdenie triedy

stromov, ktorá poskytuje lepš́ı dolný odhad a hlbšie pochopenie riešeného problému.

Z týchto dôvodov sme implementovali algoritmus, ktorý vytváral rekurźıvne stromy a

použit́ım rovnakého dynamického programovania, aké sme použili na všeobecný pŕıpad,

sme medzi nimi hl’adali tie s najväčš́ım počtom vlastných párov. Pomocou neho sa

nám podarilo nájst’ najhoršie rekurźıvne stromy pre stromy do vel’kosti 70 vrcholov. V

dátach, ktoré sme takýmto spôsobom dostali sa následne môžeme pozerat’ na dve vlast-

nosti. Po prvé, na počet vlastných párov týchto maximálnych rekurźıvnych stromov a

po druhé na štrukturálne vlastnosti týchto stromov.

Vieme, že počet vlastných párov budeme chciet’ odhadnút’ ako Θ(cn). Preto nás

zauj́ıma, aká by musela byt’ hodnota c, aby sa cn rovnalo počtu vlastných párov na-

jhoršieho rekurźıvneho stromu na n vrcholoch. Ak má táto trieda stromov slúžit’ ako

lepš́ı dolný odhad na počet vlastných párov, dá sa predpokladat’, že hodnota c bude

konvergovat’ k výslednému dolnému odhadu. No a ak by hodnota c bola menšia ako už

dokázaný dolný odhad, mohli by sme usúdit’, že táto cesta uvažovania nie je správna.
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V tabul’ke 2.1 si môžeme všimnút’, že nami hl’adaná hodnota c sa pohybuje okolo

hodnoty 2.63. Takisto výkyvy od tejto hodnoty sú pomerne malé, aj ked’ nie zmenšujúce

sa.

n počet vlastných párov hodnota c

absolútna

zmena

hodnoty c

1 3 3.000000000 -

2 8 2.828427125 0.171572875

3 20 2.714417617 0.114009508

4 52 2.685349614 0.029068002

5 136 2.671208461 0.014141153

6 352 2.657197146 0.014011315
...

...
...

...

64 921187831485255720716206080 2.638262111 0.000050569

65 2406306422819565242004013056 2.637858848 0.000403263

66 6441340731750529031831814144 2.638445485 0.000586637

67 16786859959489808408883757056 2.637959970 0.000485515

68 45083096797426091251753549824 2.638654662 0.000694692

69 117680487160328897201770070016 2.638241559 0.000413103

70 311280463399896050550976806912 2.638339873 0.000098313

Tabul’ka 2.1: Počet vlastných párov v rekurźıvnych stromoch

Zostáva nám pozriet’ sa na to, ako vyzerajú nájdené rekurźıvne stromy. Hned’ na

začiatku si všimneme, že takmer každý strom má viacero alternat́ıv, ako môže vyzerat’.

Rýchlo však nahliadneme, že tieto stromy sú navzájom izomorfné (až na spomenuté

výnimky 11, 13 a 23). Napŕıklad strom s 25 vrcholmi má 3 možné rekurźıvne zakresle-

nia, ktoré môžete vidiet’ na obrázku 2.3, ĺı̌sia sa len tým, ktoŕı z vrcholov je koreňom

tohto stromu.

Ak máme viacero alternat́ıv, ako zakreslit’ rekurźıvny strom na n vrcholoch, vy-

berieme si tú, ktorá minimalizuje vel’kost’ najväčšieho podstromu. Náš algoritmus však

bude nad’alej pracovat’ so všetkými alternat́ıvami, lebo umiestnenie koreňa podstromu
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Obr. 2.3: Tri možné zakreslenia rekurźıvneho stromu s 25 vrcholmi. V prvom pŕıpade

má podstrom vel’kosti 18 a tri podstromy vel’kosti 2, v druhom pŕıpade má podstrom

vel’kosti 16 a štyri podstromy vel’kosti 2 a v poslednom pŕıpade má podstromy vel’kost́ı

9, 7 a štyri podstromy vel’kosti 2.

môže ovplyvnit’ výsledný počet vlastných párov. V tabul’ke 2.2 si môžeme prezriet’

nájdené rozloženia maximálnych stromov. Môžeme si v nich všimnút’, že žiaden pod-

strom nie je väčš́ı ako 9 vrcholov. No a bližš́ım preskúmańım dát zist́ıme, že priemer

žiadneho rekurźıvneho stromu s najväčš́ım počtom vlastných párov nemá priemer väčš́ı

ako 6.

Naskytajú sa preto otázka, ako vyzerajú stromy s priemerom 6 a či to nie sú práve

nami hl’adané stromy s najväčš́ım počtom vlastných párov. Ak nič iné, mohli by nám

dat’ aspoň dobre uchopitel’nú triedu stromov, určujúcu dolný odhad. A vd’aka malému

priemeru je ich štruktúra pomerne limitovaná, vd’aka čomu by sa nám mohlo podarit’

dokázat’ o nich aj iné vlastnosti. Preto sa v nasledujúcej kapitole pozrieme práve na

stromy s priemerom 6.
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n vel’kosti podstromov n vel’kosti podstromov n vel’kosti podstromov

1 - 25 9, 7, 2, 2, 2, 2 50 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2, 2

2 1 26 7, 7, 5, 2, 2, 2 51 9, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2

3 2 27 7, 5, 5, 5, 2, 2 52 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 2, 2

4 2, 1 28 7, 7, 7, 2, 2, 2 53 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 5, 2

5 2, 2 29 7, 7, 5, 5, 2, 2 54 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

6 3, 2 30 9, 7, 7, 2, 2, 2 55 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2

7 2, 2, 2 31 7, 7, 7, 5, 2, 2 56 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2

8 3, 2, 2 32 9, 7, 7, 2, 2, 2, 2 57 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 2

9 2, 2, 2, 2 33 7, 7, 7, 7, 2, 2 58 9, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2

10 5, 2, 2 34 7, 7, 5, 5, 5, 2, 2 59 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 2, 2

11 4, 2, 2, 2 35 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2 60 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 5, 2

12 5, 2, 2, 2 36 7, 7, 7, 5, 5, 2, 2 61 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

13 5, 3, 2, 2 37 9, 7, 7, 7, 2, 2, 2 62 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2

14 7, 2, 2, 2 38 7, 7, 7, 7, 5, 2, 2 63 9, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

15 5, 5, 2, 2 39 9, 9, 7, 7, 2, 2, 2 64 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 2

16 7, 2, 2, 2, 2 40 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2 65 9, 9, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

17 7, 5, 2, 2 41 7, 7, 7, 5, 5, 5, 2, 2 66 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2

18 9, 2, 2, 2, 2 42 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2 67 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 5, 2

19 7, 5, 2, 2, 2 43 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2, 2 68 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

20 5, 5, 5, 2, 2 44 9, 7, 7, 7, 7, 2, 2, 2 69 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2

21 7, 7, 2, 2, 2 45 7, 7, 7, 7, 7, 5, 2, 2 70 9, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

22 7, 5, 5, 2, 2 46 9, 9, 7, 7, 7, 2, 2, 2

23 7, 7, 2, 2, 2, 2 47 7, 7, 7, 7, 7, 7, 2, 2

24 7, 7, 5, 2, 2 48 7, 7, 7, 7, 7, 5, 5, 2

Tabul’ka 2.2: Rozloženie rekurźıvnych stromov na podstromy minimalizujúce vel’kost’

najväčšieho podstromu



Kapitola 3

Vlastné páry na stromoch

s priemerom 6

V predchádzajúcej kapitole sme si ukázali, že všetky stromy s najväčš́ım počtom

vlastných párov, ktoré sme vygenerovali mali priemer najviac 6. Preto nás zauj́ımalo,

či dokážeme určit’, kol’ko vlastných párov majú takéto stromy a či nevieme dokázat’, že

tieto stromy majú najväčš́ı počet vlastných párov aj vo všeobecnosti.

V tejto kapitole si preto ukážeme, ako vyzerajú stromy s priemerom 6, stanov́ıme

dolný odhad na počet vlastných párov n vrcholového stromu s priemerom 6 a ukážeme,

že tento odhad je asymptoticky presný odhad maximálneho počtu vlastných párov.

Naviac sprav́ıme algoritmus, ktorý bude vediet’ nájst’ n vrcholový strom s priemerom 6

s najväčš́ım počtom vlastných párov pomocou O(log n) aritmetických operácíı.

3.1 Počet vlastných párov v stromoch s priemerom 6

3.1.1 Tvar stromov s priemerom 6

Skôr ako sa pust́ıme do poč́ıtania počtu vlastných párov v stromoch s priemerom 6,

pozrieme sa na to, ako tieto stromy vlastne vyzerajú. Tým, že ich priemer je pomerne

malý je vel’mi obmedzený aj ich samotný tvar. Ak si zoberieme l’ubovol’nú najdlhšiu

cestu, vyskytne sa na nej 7 vrcholov. Vieme teda jednoznačne určit’ stredný vrchol,

za ktorý zakoreńıme náš strom. Tento vrchol je naviac zdiel’aný všetkými najdlhš́ımi

cestami, takže jeho výber je jednoznačný.

Každý strom s priemerom 6 si teda môžeme zakorenit’ za tento stredný vrchol, pod

ktorým bude ležat’ niekol’ko podstromov, každý s h́lbkou najviac 2. Každý takýto strom

sa preto skladá zo štyroch úrovńı oč́ıslovaných 0 až 3. Č́ıslo úrovne určuje vzdialenost’

25



KAPITOLA 3. VLASTNÉ PÁRY NA STROMOCH S PRIEMEROM 6 26

od koreňa stromu. To znamená, že na úrovni 0 sa nachádza iba koreň, na úrovni 1 jeho

synovia at’d’.. K d’aľśım záverom o tvare týchto stromov budeme potrebovat’ tvrdenie

2.1.1.1, ktoré ukázalo, že žiadne dva listy nemajú spoločného suseda.

Ked’ teda hl’adáme stromy s priemerom 6, ktoré majú najväčš́ı počet vlastných párov,

môžeme sa pozerat’ na tie, v ktorých žiadny vrchol nemá dvoch susedov, ktorý sú

zároveň listami. Ako uvid́ıme, táto vlastnost’ nám výrazne obmedźı množinu skúmaných

grafov a zjednoduš́ı prácu s nimi.

Ako sme spomı́nali, každý strom s priemerom 6 vieme zakorenit’ za jednoznačný

vrchol a následne sa jeho vrcholy rozdelia na 4 nezávislé úrovne. Z dôsledku 2.1.1.1 nám

potom vyplýva, že každý vrchol môže mat’ najviac jedného suseda, ktorý je zároveň

listom. Ďalej si uvedomme, že ak má vrchol v suseda u a vrchol u je list, tak tento

vrchol lež́ı na o jedno vyššej úrovni ako vrchol v. Táto vlastnost’ plat́ı aj pre koreň a

jeho susedov, ked’že koreň nemôže byt’ list.

Naviac vieme, že všetky vrcholy na úrovni 3 (tej najspodneǰsej) sú listy, pretože

nemajú žiadnych susedov na nižšej úrovni. Tým pádom ale vrcholy na úrovni 2 nemôžu

mat’ viac ako jedného syna na úrovni 3, lebo by sme narušili vlastnost’ z dôsledku 2.1.1.1.

Strom s priemerom 6, ktorý sṕlňa všetky vyššie uvedené vlastnosti muśı preto vyzerat’

nasledovne:

• Na úrovni 0 je práve jeden vrchol (koreň), ktorý môže mat’ l’ubovol’ný počet synov.

Najviac jeden z týchto synov je list.

• Na úrovni 1 sú všetci synovia koreňa. Každý z týchto vrcholov môže mat’ l’ubovol’ný

počet synov. Najviac jeden z týchto synov je list.

• Na úrovni 2 sú všetci synovia vrcholov z úrovne 1. Každý z týchto vrcholov má

najviac jedného syna.

• Na úrovni 3 sú všetci synovia vrcholov z úrovne 2. Tieto vrcholy nemajú žiadnych

d’aľśıch synov.

Všetky uvedené vlastnosti sú ilustrované na obrázku 3.1.
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Úroveň 0

Úroveň 1

Úroveň 2

Úroveň 3

... ...
...

Obr. 3.1: Všeobecný tvar stromu s priemerom 6, ktorý má najväčš́ı počet vlastných

párov.

Uvedomme si, že tvar podstromu zaveseného za koreň takéhoto stromu je jednoznačne

určený počtom jeho vrcholov. Vezmime si totiž koreň tohto podstromu. Pod ńım je za-

vesený najviac jeden list a potom niekol’ko dvoj́ıc vrcholov, ktoré tvoria úroveň 2 a

3. Ak má náš podstrom n vrcholov, tak ak je č́ıslo n nepárne, je tvorený koreňom a
n−1

2
dvojicami vrcholov a ak je č́ıslo n párne, tak je tvorený koreňom, jedným listom

zaveseným za koreň a n−2
2

dvojicami vrcholov.

Defińıcia 3.1.1. Nech G je n vrcholový zakorenený strom s hĺbkou najviac 2, v ktorom

žiaden vrchol nemá viac ako jedného syna, ktorý je zároveň listom. Takýto strom voláme

pravidelný strom vel’kosti n.

Naše stromy s priemerom 6 sa preto skladajú z niekol’kých pravidelných stromov,

ktoré sú koreňmi pripojené k jednému spoločnému vrcholu. Naviac, ako sme si povedali,

tieto pravidelné stromy sú určené jednoznačne ich vel’kost’ou. Strom s priemerom 6 je

preto jednoznačne určený vel’kost’ou jednotlivých pravidelných stromov.

3.1.2 Rátanie počtu vlastných párov

V predchádzajúcej časti sme si ukázali, ako vieme jednoznačným spôsobom zaṕısat’

stromy s priemerom 6, ktoré budú mat’ najväčš́ı počet vlastných párov. Zauj́ımalo

by nás preto, ako pre ne vieme spoč́ıtat’ počet vlastných párov. Samozrejme, opät’

môžeme použit’ algoritmus z predchádzajúcej kapitoly. Ked’že sú však tieto stromy

pomerne špeciálne, mohol by existovat’ aj rýchleǰśı spôsob. Dokonca by sme nepotrebo-

vali samotný strom zostrojit’, stačilo by nám vediet’ vel’kosti jednotlivých pravidelných

stromov, ktoré obsahuje.

Lemma 3.1.1. Majme pravidelný strom vel’kosti n. Hodnotou T0(n) si označ́ıme počet

vlastných párov tohto stromu, v ktorých 2-pakovańı sa nenachádza ani koreň ani žiaden
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z jeho synov. Potom plat́ı, že

T0(n) = 2n/2+1 · 3n/2−1, n ≡ 0 (mod 2)

T0(n) = 2(n−1)/2+1 · 3(n−1)/2, n ≡ 1 (mod 2)
(3.1)

Dôkaz. Kl’́učom k riešeniu je fakt, že vzdialenost’ dvoch listov pravidelného stromu,

ktoré nie sú synmi koreňa, je rovná 4. To znamená, že všetky takéto listy môžu patrit’

do 2-pakovania bez toho aby sa navzájom ovplyvňovali. A zároveň sú to jediné vrcholy,

ktoré do 2-pakovania môžu patrit’, pretože koreň a jeho synovia sú zakázańı z defińıcie

hodnoty T0(n).

Pre každý takýto list máme teda 3 možnosti kam ho umiestnit’ a pre zvyšné vrcholy

máme iba 2 možnosti, lebo sa nemôžu nachádzat’ v 2-pakovańı. Ostáva nám už len

vyriešit’, kol’ko vrcholov má 3 možnosti. Pre nepárne n máme jeden koreň a potom n−1
2

dvoj́ıc, z ktorých práve jeden vrchol je listom a patŕı do tejto skupiny vrcholov. Pre

párne n muśıme odrátat’ koreň a list, ktorý je synom koreňa. Dostaneme teda n
2
− 1

vrcholov, ktoré majú 3 možnosti umiestnenia. Z toho vyplýva uvedený vzorec.

V lemme 3.1.1 sme mohli vzorec pre hodnotu T0(n) vyjadrit’ aj vo všeobecnom tvare

bez potreby rozlǐsovania parity č́ısla n. Takýto vzorec však obsahuje dolné celé časti a

je ovel’a neprehl’adneǰśı ako vyššie uvedená alternat́ıva.

Lemma 3.1.2. Majme pravidelný strom vel’kosti n. Hodnotou T1(n) si označ́ıme počet

vlastných párov tohto stromu, v ktorých 2-pakovańı sa nenachádza koreň tohto stromu.

Potom plat́ı, že

T1(n) = 2(n−2)/2+1 · 3(n−2)/2−1 · (n+ 7), n ≡ 0 (mod 2)

T1(n) = 2(n−1)/2+1 · 3(n−1)/2−1 · (
n− 1

2
+ 3), n ≡ 1 (mod 2)

(3.2)

Dôkaz. Najprv si zaved’me pomocné defińıcie. Tak ako v strom s priemerom 6, aj

pravidelné stromy si rozdel’me na úrovne. Na úrovni 0 sa nachádza koreň tohto stromu,

na úrovni 1 jeho synovia a na úrovni 2 zvyšné vrcholy. Premennou k si označme počet

vrcholov na úrovni 2. Vzdialenost’ medzi dvoma vrcholmi na úrovni 1 je dva, z čoho

vyplýva, že v 2-pakovańı môže byt’ najviac jeden vrchol z tejto úrovne. Vzdialenost’

medzi vrcholom úrovne 1 a vrcholom úrovne 2 je jedna ak je druhý vrchol synom

prvého a tri v opačnom pŕıpade. Vzdialenost’ dvoch vrcholoch na úrovni 2 je štyri.
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Nech n je nepárne. Potom sa na úrovni 1 nachádza k vrcholov, každý z nich má

práve jedného syna na úrovni 2. Rozĺı̌sme dve možnosti podl’a toho, či sa v 2-pakovańı

nachádza vrchol z úrovne 1. Ak sa tam nenachádza, sme v rovnakej situácii ako v

lemme 3.1.1 a máme 2k+1 · 3k možných vlastných párov. Hodnota 2 je umocnená na

k + 1 za každý vrchol úrovne 1 a tiež za koreň.

V druhej možnosti je v 2-pakovańı práve jeden vrchol úrovne 1. Máme teda k

možnost́ı, ktorý to môže byt’. Zvyšné vrcholy z úrovne 1, ktorých je k−1, majú len dve

možnosti kam ich umiestnime. To isté plat́ı aj pre koreň a syna vybraného vrcholu. No

a zvyšných k − 1 vrcholov z úrovne 2 má tri možnosti. Dostávame teda k · 2k+1 · 3k−1

vlastných párov. Sč́ıtańım dostaneme výsledok 2k+1 · 3k−1 · (k + 3). Nakoniec si uve-

domme, že hodnotu k vypoč́ıtame ako n−1
2

, pretože všetky vrcholy mimo koreňa sú

rozdelené do dvoj́ıc a dosadeńım nájdeme požadovaný výraz.

Ostáva možnost’, že n je párne. V tom pŕıpade máme na úrovni 1 až k + 1 vrcholov.

Jeden z nich je totiž list a nemá syna na úrovni 2. Tentokrát muśıme rozĺı̌sit’ tri pŕıpady

– v 2-pakovańı sa nenacháza vrchol z úrovne 1, v 2-pakovańı je vrchol bez syna na úrovni

2, v 2-pakovańı je niektorý iný vrchol z úrovne 1.

V prvom pŕıpade máme 2k+2 · 3k možnost́ı, v druhom pŕıpade 2k+1 · 3k a v tret’om

pŕıpade k · 2k+2 · 3k−1. Všetky tieto hodnoty vypoč́ıtame rovnako ako predtým, akurát

poč́ıtame s vrcholom naviac. Ked’ sč́ıtame všetky možnosti dokopy, dostaneme

2k+1 · 3k−1 · (2k + 9). Takisto vieme, že hodnota k je pre párne n rovná n−2
2

, čoho

dosadeńım dostaneme žiadanú rovnost’.

Všimnime si, že hodnoty T0(n) a T1(n) nezahŕňajú disjunktné možnosti, dokonca

každý vlastný pár definovaný hodnotou T0(n) sa nachádza aj medzi tými určenými

T1(n). Túto vlastnost’ sme však nepožadovali a ako uvid́ıme, ani ju potrebovat’ neb-

udeme.

Lemma 3.1.3. Majme pravidelný strom vel’kosti n. Hodnotou T2(n) si označ́ıme počet

vlastných párov tohto stromu, v ktorých 2-pakovańı sa nachádza koreň tohto stromu.

Potom plat́ı, že

T2(n) = 2n−1 (3.3)

Dôkaz. Z defińıcie pravidelných stromov vieme, že h́lbka nášho stromu je najviac 2.

To znamená, že každý z vrcholov tohto stromu je od koreňa vzdialený najviac 2. Ak

teda v 2-pakovańı lež́ı koreň, nemôže v ňom ležat’ už žiadny d’aľśı vrchol. Pre každý
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zvyšný vrchol máme teda dve možnosti – bud’ sa nachádza alebo sa nenachádza v

druhej doplnkovej množine. Z toho dostaneme hodnotu 2n−1.

Vyššie uvedené lemmy nám pomôžu pri dokazovańı nasledovnej, pomerne dôležitej

vety.

Veta 3.1.4. Postupnost’ n1, n2 . . .nk je postupnost’ kladných č́ısel. Graf G je strom,

ktorý má ku koreňu pripojených k podstromov. i-ty z týchto podstromov je pravidelný

strom vel’kosti ni. Potom počet vlastných párov stromu G je

k∏
i=1

T0(ni) + 2
k∏

i=1

T1(ni) + 2
k∑

i=1

T2(ni) ·
∏

1≤j≤k
i 6=j

T1(nj)

 (3.4)

Dôkaz. Rozdel’me si vlastné páry stromu G na tri disjunktné množiny. V prvej sú tie,

ktoré majú v 2-pakovańı koreň tohto stromu, v druhej tie, ktoré majú v 2-pakovańı

práve jedného syna koreňa a v tretej všetky zvyšné, teda tie, ktoré nemajú v 2-pakovańı

ani koreň ani žiadneho jeho syna.

Ak je v 2-pakovańı koreň grafu G, nemôžeme do tohto 2-pakovania vložit’ žiaden z

vrcholov úrovne 1 a 2. Počet vlastných párov pravidelného stromu, ktoré sṕlňajú tieto

podmienky nám určuje lemma 3.1.1. Jednotlivé pravidelné podstromy grafu G navyše

môžeme kombinovat’. Jediným problém by totiž bolo, ak by sme do 2-pakovania dali

dva korene týchto podstromov. To nám však nehroźı z defińıcie hodnoty T0(n). Počet

takýchto vlastných párov je preto
∏k

i=1 T0(ni).

Ako d’aľśı rozoberme pŕıpad, ked’ v 2-pakovańı nie je ani koreň ani žiaden jeho syn.

To znamená, že pre pravidelný strom vel’kosti ni hl’adáme tie vlastné páry, v ktorých

2-pakovańı nie je ich koreň. To nám udáva hodnota T1(ni) definovaná lemmou 3.1.2. A

opät’ môžeme takéto vlastné páry dvoch rôznych pravidelných podstromov medzi sebou

kombinovat’, č́ım dostaneme 2
∏k

i=1 T1(ni) vlastných párov. Nemôžeme totiž zabudnút’

prinásobit’ dve možnosti, ktoré môže nadobúdat’ koreň.

Na záver nám ostal pŕıpad, ked’ je v 2-pakovańı práve jeden syn koreňa. Najskôr si

muśıme určit’, ktorý to bude, pre všeobecnost’ koreň i-teho podstromu, a potom sč́ıtat’

možnosti pre všetky hodnoty i. Pravidelný strom vel’kosti ni má podl’a lemmy 3.1.3

T2(ni) vlastných párov, v ktorých 2-pakovańı je jeho koreň.
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Ked’ sme do 2-pakovania vybrali jeden z vrcholov na úrovni 1, žiadny d’aľśı z tejto

úrovne tam už nemôže byt’, lebo výsledná množina by nebola 2-pakovańım. Na vrcholy

na úrovni 2 a 3, ktoré patria do iného pravidelného podstromu však nemáme žiadne

obmedzenia. Pre j-ty podstrom treba preto prinásobit’ hodnotu T1(nj), čo sú práve

vlastné páry, v ktorých 2-pakovańı nelež́ı koreň tohto podstromu. Nezabúdajúc na koreň

stromu G, je počet vlastných párov, ktoré majú v 2-pakovańı koreň i-teho podstromu

2 · T2(ni) ·
∏

1≤j≤k
i 6=j

T1(nj). Sč́ıtańım cez všetky i dostaneme hl’adanú hodnotu.

3.2 Dolný odhad počtu vlastných párov

V predchádzajúcej časti sme si ukázali ako vyzerajú stromy s priemerom 6, ktoré

majú najväčš́ı počet vlastných párov a takisto ako pre takéto typy stromov vypoč́ıtat’

presnú hodnotu tohto počtu. Nevieme však nič o tom, ako vel’ké majú byt’ pravidelné

podstromy, aby sme tento počet maximalizovali. V tejto časti sa preto pokúsime nájst’

triedu stromov, ktoré nám budú slúžit’ ako dolný odhad tohto počtu.

3.2.1 Experimentálne hl’adanie stromov

Napriek tomu, že sme si tvar našich stromov výrazne obmedzili, je ich počet stále

pomerne vel’ký. Stále totiž muśıme vyskúšat’ všetky rozloženia č́ısla n− 1 na sč́ıtance.

A to isté sme robili aj v predošlej kapitole, akurát sme skúšali trochu iné podstromy.

A podarilo sa nám nájst’ prvých 70 stromov s čo najväčš́ım počtom vlastných párov.

Uvedomme si však, že už v tomto predchádzajúcom generovańı sme dostali iba

stromy s priemerom 6. A takmer výlučne sa v nich vyskytovali podstromy vel’kost́ı

2, 3, 5, 7 a 9. A ked’ sa pozrieme na obrázok 2.2 tieto podstromy boli pravidelné

stromy pŕıslušných vel’kost́ı.

Pokúsme sa teda stromy, ktoré budeme generovat’ ešte viac obmedzit’. Presneǰsie,

budeme generovat’ iba také stromy s priemerom 6, ktorých pravidelné podstromy majú

vel’kosti iba 2, 3, 5, 7 a 9. Výhodou tohto pŕıstupu je, že stromov, ktoré sṕlňajú tieto

podmienky a majú 70 vrcholov je iba 1992. Budeme mat’ preto možnost’ vygenerovat’

ovel’a väčšie stromy a viac nazriet’ do štruktúry, ktorú to vytvára.

Takýto algoritmus sme vskutku naprogramovali a spustili pre všetky n ≤ 250.

Výsledky tohto testovania si môžete prezriet’ v tabul’ke 3.1 a 3.2. Výsledky sme rozdelili

podl’a zvyšku, ktorý dáva č́ıslo n po deleńı 7. Z dát sa totiž dá vidiet’, že pre všetky

väčšie stromy sa pravidelný podstrom vel’kosti 7 vyskytuje najčasteǰsie. Dokonca, ak
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je n = 7k + 1, tak nájdený strom s najväčš́ım počtom vlastných párov obsahuje iba

podstromy vel’kosti 7.

n
vel’kosti

podstromov
n

vel’kosti

podstromov
n

vel’kosti

podstromov
n

vel’kosti

podstromov

70 (2,2),(7,8),(9,1) 71 (2,1),(5,1),(7,9) 72 (2,2),(7,7),(9,2) 73 (2,1),(7,10)

77 (2,2),(7,9),(9,1) 78 (2,1),(5,1),(7,10) 79 (2,2),(7,8),(9,2) 80 (2,1),(7,11)

84 (2,2),(7,10),(9,1) 85 (2,1),(5,1),(7,11) 86 (5,3),(7,10) 87 (2,1),(7,12)

91 (2,2),(7,11),(9,1) 92 (7,13) 93 (5,3),(7,11) 94 (2,1),(7,13)

98 (2,1),(7,11),(9,2) 99 (7,14) 100 (5,3),(7,12) 101 (2,1),(7,14)

105 (2,1),(7,12),(9,2) 106 (7,15) 107 (5,3),(7,13) 108 (2,1),(7,15)

112 (2,1),(7,13),(9,2) 113 (7,16) 114 (5,3),(7,14) 115 (2,1),(7,16)

119 (2,1),(7,14),(9,2) 120 (7,17) 121 (5,3),(7,15) 122 (7,16),(9,1)

126 (2,1),(7,15),(9,2) 127 (7,18) 128 (5,3),(7,16) 129 (7,17),(9,1)

133 (7,15),(9,3) 134 (7,19) 135 (5,3),(7,17) 136 (7,18),(9,1)

140 (7,16),(9,3) 141 (7,20) 142 (7,15),(9,4) 143 (7,19),(9,1)

147 (7,17),(9,3) 148 (7,21) 149 (7,16),(9,4) 150 (7,20),(9,1)
...

...
...

...
...

...
...

...

238 (7,30),(9,3) 239 (7,34) 240 (7,29),(9,4) 241 (7,33),(9,1)

245 (7,31),(9,3) 246 (7,35) 247 (7,30),(9,4) 248 (7,34),(9,1)

Tabul’ka 3.1: Rozloženie stromov s priemerom 6 na podstromy. Dvojica v zátvorke

označuje vel’kost’ podstromu a počet výskytov v rozložeńı.

3.2.2 Počet vlastných párov pre stromy s rovnakými podstro-

mami

Z dát, ktoré sa nám podarilo vygenerovat’ sme mohli vypozorovat’, že najviac sa

oplatia stromy, ktorých všetky podstromy sú rovnaké pravidelné stromy, v našom

pŕıpade pravidelné stromy s vel’kost’ou 7. Potrebujeme však vediet’, kol’ko vlastných

párov má takáto trieda stromov pre všeobecnú vel’kost’ a následne tento počet asymp-

toticky odhadnút’, aby sme ho vedeli porovnat’ s predcházajúcimi výsledkami.
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n
vel’kosti

podstromov
n

vel’kosti

podstromov
n

vel’kosti

podstromov

874 (2,1),(5,3),(7,8) 75 (2,2),(7,10) 76 (2,1),(5,2),(7,9)

81 (5,2),(7,10) 82 (2,2),(7,11) 83 (2,1),(5,2),(7,10)

88 (5,2),(7,11) 89 (2,1),(7,11),(9,1) 90 (5,1),(7,12)

95 (5,2),(7,12) 96 (2,1),(7,12),(9,1) 97 (5,1),(7,13)

102 (5,2),(7,13) 103 (2,1),(7,13),(9,1) 104 (5,1),(7,14)

109 (5,2),(7,14) 110 (2,1),(7,14),(9,1) 111 (5,1),(7,15)

116 (5,2),(7,15) 117 (2,1),(7,15),(9,1) 118 (5,1),(7,16)

123 (5,2),(7,16) 124 (7,15),(9,2) 125 (5,1),(7,17)

130 (5,2),(7,17) 131 (7,16),(9,2) 132 (5,1),(7,18)
...

...
...

...
...

...

165 (5,2),(7,22) 166 (7,21),(9,2) 167 (5,1),(7,23)

172 (7,18),(9,5) 173 (7,22),(9,2) 174 (5,1),(7,24)

179 (7,19),(9,5) 180 (7,23),(9,2) 181 (5,1),(7,25)

186 (7,20),(9,5) 187 (7,24),(9,2) 188 (5,1),(7,26)

193 (7,21),(9,5) 194 (7,25),(9,2) 195 (5,1),(7,27)

200 (7,22),(9,5) 201 (7,26),(9,2) 202 (5,1),(7,28)

207 (7,23),(9,5) 208 (7,27),(9,2) 209 (5,1),(7,29)

214 (7,24),(9,5) 215 (7,28),(9,2) 216 (7,23),(9,6)
...

...
...

...
...

...

249 (7,29),(9,5) 250 (7,33),(9,2) 251 (7,28),(9,6)

Tabul’ka 3.2: Rozloženie stromov s priemerom 6 na podstromy. Dvojica v zátvorke

označuje vel’kost’ podstromu a počet výskytov v rozložeńı.

Defińıcia 3.2.1. Strom G nazveme strom typu x, ak má kx+1 vrcholov a je tvorený

koreňom, ku ktorému je pripojených k pravidelných stromov vel’kosti x.

Veta 3.2.1. Nech G je strom typu x s n vrcholmi. Potom počet vlastných párov stromu

G je

T0(x)(n−1)/x + 2 · T1(x)(n−1)/x + 2 · n− 1

x
· T2(x) · T1(x)(n−1)/x−1 (3.5)

Dôkaz. Strom typu x s n vrcholmi je tvorený n−1
x

pravidelnými podstromami vel’kosti

x. Dosadeńım týchto hodnôt do vzorca z vety 3.1.4 dostaneme hl’adanú rovnicu.
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Nás by teraz zauj́ımalo, aký počet vlastných párov majú stromy typu 7. Potrebujeme

preto vyrátat’ hodnoty T0(7), T1(7) a T2(7). Použit́ım vzorcov z liem 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3

dostaneme

T0(7) = 432

T1(7) = 864

T2(7) = 64

Majme strom typu 7, ktorý má n = 7k + 1 vrcholov. Potom podl’a vety 3.2.1 má

nasledovný počet vlastných párov

432k + 2 · 864k + 128 · k · 864k−1

Nás by ale zauj́ımalo, či sa táto hodnota dá vyjadrit’ ako cn. Vd’aka tomu, by sme

totiž vedeli asymptoticky odhadnút’ rast tejto funkcie. Dostávame nasledovnú limitu,

ktorú vypoč́ıtame

lim
k→∞

(432k + 2 · 864k + 128 · k · 864k−1)
1

7k+1 = 2
5
7 3

3
7 ≈ 2.6272534 (3.6)

Trieda stromov typu 7 má preto Θ(2.6272n) vlastných párov. To nám dáva dolný

odhad na všeobecné riešenie, ktorý je lepš́ı ako najlepš́ı dosial’nájdený odhad Ω(2.6117n),

ktorý sme si ukázali v predchádzajúcej kapitole.

Pre porovnanie nás však zauj́ıma aj to, ako vyzerá počet vlastných párov pre stromy

iných typov. Napŕıklad zauj́ımavý môže byt’ výsledok pre stromy typu 1, ked’že to sú

grafy známe ako hviezdy, popŕıpade stromy typu 2, čo sú istým spôsobom tiež hviezdy,

ale neporušujú podmienku, že žiadne dva listy nemajú spoločného suseda. V tabul’ke

3.3 sa nachádzajú asymptotické odhady pre prvých 15 typov stromov.

Po nazret́ı do tabul’ky 3.3 zist’ujeme, že stromy typu 7 vskutočnosti nie sú najlepš́ım

dolným odhadom, aký vieme nájst’. Stromy typu 9 majú vlastných párov ešte o niečo

viac. Z tohto zistenia môžeme vyvodit’ nasledovnú vetu.

Veta 3.2.2. Hodnota pp(n) je zdola ohraničená Ω( 9
√

6048
n
).
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n

rýchlost’ rastu počtu

vlastných párov

na stromoch typu n

1 2.0

2 2.44948974278

3 2.51984209979

4 2.5755095769

5 2.6051710847

6 2.60430852359

7 2.62725340284

8 2.61099908058

9 2.63135284056

10 2.61033511929

11 2.62903221178

12 2.60686304872

13 2.62424585217

14 2.60231389888

15 2.61857187854

Tabul’ka 3.3: Asymptotický rast počtu vlastných párov na stromoch typu n.

Dôkaz. Nech n je tvaru 9k+ 1. Pozrieme sa na počet vlastných párov stromov typu 9,

ktoré majú n vrcholov pre dostatočne vel’ké n. Podl’a lemmy 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3 vieme,

že T0(9) = 2592, T1(9) = 6048 a T2(9) = 256. Dosadeńım týchto hodnôt do vety 3.2.1

zist́ıme, že počet vlastných párov takéhoto stromu je

2592k + 2 · 6048k + 2 · 256 · k · 6048k−1 (3.7)

Nás však zauj́ıma vyjadrenie tohto počtu v tvare cn, kde c je konštanta. Na zistenie

tejto konštanty potrebujeme vyriešit’ nasledovnú limitu

lim
k→∞

(2592k + 2 · 6048k + 2 · 256 · k · 6048k−1)
1

9k+1 (3.8)

Túto limitu vyriešime tak, že ju odnadneme zdola aj zhora. Pri odhadovańı zhora

môžeme všetky konštanty v limite 3.8 nahradit’ hodnotou 6048. Vnútri limity preto

dostaneme výraz (k+3)·6048k, ktorý muśıme odmocnit’ na 1
9k

. Menovatel’ tohto zlomku

sme si zámerne zmenšili, aby sa nám s ńım lepšie pracovalo a horný odhad nám to

nepokaźı.
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Naviac vieme, že limk→∞ k
1
k = 1, č́ım dostaneme horné ohraničenie limity 3.8 rovné

9
√

6048.

Pri odhade zdola môžeme z tela limity vyškrtnút’ všetko okrem člena 6048k, č́ım

dostaneme limitu limk→∞ 6048
k

9k+1 . Člen v exponente prenásob́ıme výrazom 1/k
1/k

, č́ım

dostaneme zlomok 1
9+ 1

k

. Hodnota 1
k

však ide v limite k 0, preto dostávame dolné

ohraničenie 9
√

6048.

Ked’že sme limitu 3.8 ohraničili zdola aj zhora rovnakým č́ıslom, toto č́ıslo je jej

riešenie. Počet vlastných párov stromov typu 9 je preto asymtoticky rovný Θ( 9
√

6048
n
).

A ked’že stromy typu 9 je existujúca trieda grafov, je táto hodnota dolným ohraničeńım

hodnoty pp(n).

3.2.3 Porovnanie stromov typu 7 a stromov typu 9

Ako sme videli v tabul’ke 3.3 pri stromoch malého typu mali najlepš́ı asymptotický

počet vlastných párov stromy typu 9. Napriek tomu nám v experimentoch vychádzali

stromy typu 7, ako môžeme vidiet’ v tabul’ke 3.1 a 3.2. Preto by mohlo byt’ zauj́ımavé

sa pozriet’ na to, prečo to tak bolo a aký je vlastne rozdiel v počte vlastných párov

týchto dvoch stromov.

Nech n = 7 · 9 · k + 1. Potom existuje aj strom typu 7 aj strom typu 9, ktorý ma

takýto počet vrcholov. Vyjadrime si teraz počet vlastných párov oboch týchto stromov

podl’a vety 3.2.1. Pre strom typu 7 to bude

pp7(k) = 4329k + 2 · 8649k + 128 · 9 · k · 8649k−1 (3.9)

a pre strom typu 9

pp9(k) = 25927k + 2 · 60487k + 2 · 256 · 7 · k · 60487k−1 (3.10)

Otázkou teda je, pre aké prirodzené k plat́ı pp9(k)− pp7(k) ≥ 0. Rozborom funkcie

pp9(k)− pp7(k) l’ahko nahliadneme, že to plat́ı pre všetky k väčšie ako 6. Aby sa teda

stromy typu 9 prejavili ako stromy s väčš́ım počtom vlastných párov, potrebujeme

pracovat’ so stromami, ktoré majú rádovo 400 vrcholov. Naše experimenty však pra-

covali so stromami, ktoré mali iba 250 vrcholov, preto sa v nich vyskytovali prevažne

podstromy vel’kosti 7.
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3.3 Nahrádzanie pravidelných podstromov

Na konci predchádzajúcej časti sme si ukázali, že pre dostatočne vel’ké stromy sa

oplatia stromy typu 9 oproti stromom typu 7. A podl’a tabul’ky 3.3 sme videli, že to

plat́ı dokonca o stromoch typu 11. Otázkou však je, či to plat́ı aj pre stromy väčš́ıch

typov.

Ešte zauj́ımaveǰsia je však otázka, ako vyzerá n vrcholový strom s priemerom 6, ktorý

má najväčš́ı počet vlastných párov. Nemôže byt’ trieda stromov typu 9 nie len dolným

odhadom, ale asymptoticky presným?

Ak by sme chceli dokázat’ takúto vlastnost’ pre stromy s priemerom 6, muśıme

dokázat’, že nie je výhodné, aby takýto strom obsahoval pravidelný podstrom inej

vel’kosti ako 9. Popŕıpade, že takýchto stromov obsahuje iba konštante vel’a. Toto

budeme dokazovat’ tak, že ukážeme, že nahradenie pravidelného podstromu inými

menš́ımi pravidelnými podstromami nezmenš́ı počet vlastných párov.

3.3.1 Všeobecný počet vlastných párov

Dôkazy, ktoré budeme robit’, budú lokálne menit’ čast’ stromu. Potrebujeme však

vediet’ vyrátat’, aký je počet vlastných párov v tomto strome bez ohl’adu na to, ako

vyzerá čast’ stromu, ktorú nemeńıme. Na to nám budú slúžit’ nasledujúce tri hodnoty.

Defińıcia 3.3.1. Nech T je l’ubovol’ný zakorenený strom. Hodnotou M0(T ) si označ́ıme

počet vlastných párov stromu T , v ktorých 2-pakovańı sa nachádza koreň tohto stromu.

Defińıcia 3.3.2. Nech T je l’ubovol’ný zakorenený strom. Hodnotou M1(T ) si označ́ıme

počet vlastných párov stromu T , v ktorých 2-pakovańı sa nachádza práve jeden syn

koreňa tohto stromu.

Defińıcia 3.3.3. Nech T je l’ubovol’ný zakorenený strom. Hodnotou M2(T ) si označ́ıme

počet vlastných párov stromu T , v ktorých 2-pakovańı sa nenachádza ani koreň tohto

stromu, ani žiaden syn koreňa.

Ako si iste všimnete, tieto hodnoty sú vel’mi podobné tomu, čo sme definovali pri

návrhu dynamického programovania alebo v lemmach 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3. Napriek tomu

sú tieto hodnoty špecifické, lebo vypovedajú o l’ubovol’nom strome T .

Vd’aka týmto trom hodnotám teraz vieme vyslovit’ nasledujúcu lemmu.
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Lemma 3.3.1. Nech T je l’ubovol’ný strom s koreňom v. Ku koreňu v pripoj́ıme pravidelné

podstromy vel’kost́ı n1, n2 . . .nk a novovzniknutý strom označ́ıme T ′. Potom plat́ı, že

pp(T ′) = M0(T ) ·
k∏

i=1

T0(ni)

+M1(T ) ·
k∏

i=1

T1(ni)

+M2(T ) ·

(
k∏

i=1

T1(ni) +
k∑

i=1

(
T2(ni) ·

∏
1≤j≤k,i6=j

T1(nj)

)) (3.11)

Dôkaz. Budeme postupovat’ podobne ako v dôkaze vety 3.1.4. Všetky vlastné páry si

rozdeĺıme na 3 skupiny – v 2-pakovańı sa nachádza koreň v, v 2-pakovańı patriacom

T sa nachádza práve jeden syn koreňa a v 2-pakovańı patriacom T sa nenachádza ani

koreň ani jeho syn z T . Tieto tri možnosti totiž zodpovedajú defińıcii hodnôt M0(T ),

M1(T ) a M2(T ).

Pre každú možnost’ nám už len zostáva prinásobit’ možnosti za pridané podstromy. Ak

sa v 2-pakovańı nachádza koreň, pravidelný podstrom nemôže do 2-pakovania prispiet’

ani koreňom ani synom. Počet takýchto vlastných párov nám udáva hodnota T0(ni).

Ak sa v 2-pakovańı už nachádza nejaký syn koreňa, pravidelné podstromy nemôžu

do 2-pakovania prispiet’ svoj́ım koreňom. To znamená, že máme T1(ni) možnost́ı pre

i-ty podstrom a tieto možnosti muśıme medzi sebou prenásobit’.

No a ak sa v 2-pakovańı stromu T nenachádza ani koreň ani žiaden jeho syn, tak

máme pre naše podstromy dve možnosti. V jednom z nich nepridáme do 2-pakovania

žiadneho syna koreňa v T ′, na čo opät’ použijeme hodnoty T1(ni). V druhej možnosti si

vyberieme niektorého syna, toho vlož́ıme do 2-pakovania, pričom on nám pridá T2(ni)

možnosti a ostané nemôžu pridat’ do 2-pakovania svoj koreň, čo bude hodnota T1(nj).

Po sč́ıtańı všetkých týchto hodnôt dostaneme požadovaný výraz.

Na záver tejto časti si dokážeme ešte jednu lemmu, ktorá bude vel’mi užitočná v

nasledujúcich dôkazoch.

Lemma 3.3.2. Nech T je l’ubovol’ný strom. Potom plat́ı, že 2 ·M0(T ) ≤M2(T ).

Dôkaz. Nech (S,X) je vlastný pár patriaci do množiny M0(T ). To znamená, že koreň

stromu T , ktorý si označ́ıme v, lež́ı v 2-pakovańı S. Z čoho vyplýva, že v S nelež́ı žiaden
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syn koreňa. Z tohto vlastného páru vieme vytvorit’ dva iné vlastné páry, (S − {v}, X)

a (S − {v}, X ∪ {v}).

Oba tieto vlastné páry neobsahujú v svojom 2-pakovańı ani koreň v, ani žiadneho

jeho syna. To znamená, že sú to vlastné páry započ́ıtané do množiny M2(T ). Z každého

vlastného páru (S,X) patriacemu M0(T ) vieme preto vytvorit’ dva nové vlastné páry

patriace do M2(T ). Naviac, všetky takto vytvorené vlastné páry sú navzájom rôzne.

Preto plat́ı zadaná nerovnost’.

3.3.2 Nahrádzanie vel’kých podstromov

Ako prvé by sme chceli ohraničit’ vel’kost’ najväčšieho pravidelného podstromu, ktorý

sa môže nachádzat’ v strome, ktorý má najväčš́ı počet vlastných párov. Zoberieme si

preto strom T , ktorý bude tvorený stromom T ′, ktorému pod koreň zaveśıme pravidelný

strom vel’kosti x. Vd’aka hodnotám M0(T ′), M1(T ′) a M2(T ′) budeme vediet’ porov-

nat’, čo sa stane s počtom vlastných párov stromu T ak vrcholy tohto pravidelného

podstromu preusporiadame do inej štruktúry.

Využitie tejto myšlienky si ukážeme na d’alej vel’mi dôležitej lemme.

Lemma 3.3.3. Majme l’ubovol’ný strom G s koreňom v. Strom G1 dostaneme z G tak,

že ku koreňu v pripoj́ıme pravidelný podstrom vel’kosti x. Strom G2 dostaneme z G tak,

že ku koreňu v pripoj́ıme pravidelný podstrom vel’kosti 9 a x− 9.

Potom plat́ı, že ak je x ≥ 18, tak má strom G2 aspoň tol’ko vlastných párov ako

strom G1.

Dôkaz. Podl’a lemmy 3.3.1 vieme vyjadrit’ hodnoty pp(G1) a pp(G2). To čo potrebujeme

ukázat’ je, že pre x ≥ 18 plat́ı nerovnost’ pp(G2)− pp(G1) ≥ 0.

Dôkaz si v tomto momente rozdeĺıme na dve časti podl’a parity č́ısla x. Nech x je

nepárne. Potom potrebujeme vyjadrit’ hodnotu pp(G2) − pp(G1). Dosadeńım do vety

3.3.1 dostaneme
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pp(G2)− pp(G1) = M0(G) ·
(
− 2(x−1)/2+1 · 3(x−1)/2−1

)
+M1(G) ·

(
2(x−1)/2+1 · 3(x−5)/2−1 ·

(
5x+ 9

2
− 41

))
+M2(G) ·

(
2(x−1)/2+1 · 3(x−5)/2−1 ·

(
5x+ 9

2
− 41

)
+ 23 · 2(x−1)/2+1 · 3(x−11)/2−1 · (x− 2)

+ 2x−5 · 33 · 7− 2x−1

)
(3.12)

V tejto rovnici l’ahko nahliadneme, že koeficient pri člene M0(G) je záporný pre

l’ubovol’né x. Koeficient pri člene M1(G) je kladný ak je kladný výraz 5x+9
2
− 41, čo

plat́ı pre všetky x ≥ 15. V keoficiente pri člene M2(G) máme niekol’ko sč́ıtancov. Prvý

z nich je rovnaký ako pri člene M1(G) a preto je kladný taktiež pre všetky x ≥ 15.

Druhý z nich je zjavne kladný pre všetky x ≥ 3. No a tret́ı člen je rozdiel dvoch hodnôt,

ale ked’že 33 · 7 > 24, tento člen je kladný pre všetky x.

Aby sme ukázali, že výraz pp(G2)−pp(G1) je kladný pre dostatočne vel’ké x, muśıme

ukázat’, že kladný pŕıspevok M1(G) a M2(G) je väčš́ı ako záporný M0(G). K tomu

použijeme tvrdenie lemmy 3.3.2 a nahrad́ıme hodnotu M2(G) hodnotou 2M0(G), ktorá

určite nie je väčšia. Takisto zanedbáme všetko okrem druhého člena koeficientu pri

M2(G), z čoho vyplynie, že potrebujeme dokázat’ nerovnicu

M0(G) ·
(

2(x−1)/2+1 ·3(x−1)/2−1

)
≤ 2M0(G) ·

(
23 ·2(x−1)/2+1 ·3(x−11)/2−1(x−2)

)
(3.13)

ktorú uprav́ıme na jednoduchš́ı tvar 35 ≤ 24 · (x − 2) Táto nerovnica zjavne plat́ı,

pre x ≥ 18.

Pre nepárne x väčšie ako 18 preto plat́ı, že strom G2 má aspoň tol’ko vlastných párov

ako strom G1.

Ešte potrebujeme vyriešit’ pŕıpad, ked’ je x párne. Dosadeńım do vety 3.3.1 dostaneme

nasledovnú rovnicu



KAPITOLA 3. VLASTNÉ PÁRY NA STROMOCH S PRIEMEROM 6 41

pp(G2)− pp(G1) = M0(G) · 0

+M1(G) ·
(

2(x−2)/2+1 · 3(x−4)/2+1 · (4x− 49)

)
+M2(G) ·

(
2(x−2)/2+1 · 3(x−4)/2+1 · (4x− 49)

+ 23 · 2x/2+1 · 3(x−10)/2−1

(
x− 10

2
+ 3

)
+ 2x−5 · 33 · 7− 2x−1

)
(3.14)

V tomto pŕıpade jasne vid́ıme, že koeficient pri člene M1(G) je kladný pre x ≥ 13 a

pre takto vel’ké x sú kladné aj všetky sč́ıtance v koeficiente pre M2(G). Tým pádom,

pre párne x väčšie ako 13 má strom G2 aspoň tol’ko vlastných párov ako strom G1.

Veta 3.3.4. Pre každé prirodzené č́ıslo n existuje strom G s najväčš́ım počtom vlastných

párov, ktorého žiaden podstrom nie je pravidelný strom vel’kosti väčšej ako 18.

Dôkaz. Zoberme si l’ubovol’ný strom G, ktorý má najväčš́ı počet vlastných párov. Ak

je niektorý z jeho podstromov pravidlený strom väčš́ı ako 18, použit́ım lemmy 3.3.3

ho rozdeĺıme na dva menšie podstromy bez toho, aby sme zmenšili počet vlastných

párov tohto stromu. Tento postup opakujeme, kým sa v ňom d’alej nenachádzajú d’aľsie

privel’ké podstromy.

Veta 3.3.4 má pomerne vel’ký význam pri stromoch priemeru 6, ked’že výrazne lim-

ituje ich vzhl’ad. Takisto má silné implikácie aj do všeobecného pŕıpadu. Uvedomme

si naviac, že odhad 18 je pravdepodobne zbytočne premrštený, pretože pri dôkaze sme

vel’a većı zanedbávali. Ako si však ukážeme v d’aľsej časti, stač́ı nám odhad, ktorý je

konštantý a dostatočne malý, čo č́ıslo 18 sṕlňa.

3.3.3 Nahrádzanie malých podstromov

V predchádzajúcej časti sme si ukázali pomerne silnú vetu 3.3.4, ktorá nám zaručila,

že v strome s najväčš́ım počtom vlastných párov sa nemôže nachádzat’ pravidelný

podstrom väčš́ı ako 18. Zatial’ ale nevieme nič povedat’ o pravidelných podstromoch

menšej vel’kosti.

Ako vieme, strom s priemerom 6 je tvorený koreňom, pod ktorým sú zavesené

pravidelné stromy rôznych vel’kost́ı. Môže sa však stat’, že riešenie maximalizujúce počet

vlastných párov má polovicu týchto podstromov vel’kosti 9 a druhú polovicu vel’kosti

7. Popŕıpade pomedzi to premiešané nejaké iné malé podstromy.
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My sa však snaž́ıme ukázat’, že najlepšie riešenie je použit’ čo najviac podstromov

vel’kosti 9, presneǰsie, že len konštantne vel’a podstromov stromu s priemerom 6 je inej

vel’kosti. Chceli by sme preto pre každý pravidelný podstrom s menej ako 18 vrcholmi

vediet’, kol’ko najviac takýchto podstromov sa môže nachádzat’ v optimálnom riešeńı

bez toho, aby sme ich nevedeli rozložit’ na menšie podstromy, ktoré nezńıžia počet

vlastných párov.

Predstavme si, že máme k pravidelných podstromov vel’kosti x. Označme si mul-

timnožinu obsahujúcu k krát hodnotu x ako A. Podl’a lemmy 3.3.1 vieme zistit’, aký

počet vlastných párov má takýto strom. Označme si túto hodnotu p(A) = a0 ·M0(G)+

a1 ·M1(G) + a2 ·M2(G). Následne prerozdel’me všetkých kx vrcholov iným spôsobom,

č́ım dostaneme inú multimnožinu pravidelných podstromov, ktorú si označme B. Z

lemmy 3.3.1 vieme opät’ vypoč́ıtat’ počet vlastných párov, ak je pod koreň stromu G

zavesená nie množina A, ale množina B. Túto hodnotu označ́ıme p(B) = b0 ·M0(G) +

b1 ·M1(G) + b2 ·M2(G).

Použime lemmu 3.3.2 a pozrime sa na rozdiel p(B)−p(A). Dostaneme výraz M1(G) ·
(b1 − a1) + M0(G) · (b0 + 2b2 − a0 − 2a2). Ak je tento výraz väčš́ı alebo rovný 0, tak

sa nám oplat́ı vymenit’ množinu podstromov A za množinu podstromov B, ked’že sa

nezńıži počet vlastných párov. A hodnota k bude predstavovat’ hornú hranicu počtu

podstromov vel’kosti x, ktoré sa môžu vyskytovat’ v našom strome s priemerom 6.

Toto všetko však boli dobre poṕısatel’né algoritmické kroky. Potrebujeme predsa len

vypoč́ıtat’ koeficienty a0, a1, a2, b0, b1 a b2 a potom overit’, či b1 − a1 ≥ 0 a b0 +

2b2 − a0 − 2a2 ≥ 0. Dokonca program bude vediet’ l’ahko vygenerovat’ všetky možné

preusporiadania vrcholov množiny A a skúsit’ všetky pŕıpustné množiny B.

Takýto algoritmus sme skutočne implementovali a jeho výsledok sme zhrnuli do

tabul’ky 3.4. Vid́ıme, že pre každú vel’kost’ pravidelného podstromu menšiu ako 18

máme pomerne malý odhad najväčšieho počtu takto vel’kých podstromov, ktoré sa

môžu nachádzat’ v našich stromoch.
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vel’kosti

podstromov

počet

podstromov
výhodneǰsie preusporiadanie vrcholov

1 2 2

2 3 1, 5

3 3 2, 7

4 3 5, 7

5 6 2, 7, 7, 7, 7

6 2 5, 7

7 54

9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9,

9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9,

9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9

8 2 7, 9

10 2 6, 7, 7

11 5 7, 7, 7, 7, 9, 9, 9

12 1 5, 7

13 2 8, 9, 9

14 1 7, 7

15 1 7, 8

16 1 7, 9

17 1 5, 5, 7

Tabul’ka 3.4: Tabul’ka ukazuje, kol’ko podstromov konkrétnej vel’kosti potrebujeme, aby

existovalo preusporiadanie vedúce k väčšiemu počtu vlastných párov.

3.4 Asymptoticky presný odhad počtu vlastných

párov na stromoch priemeru 6

V predchádzajúcich častiach sme si ukázali, že stromy typu 9 tvoria dolný odhad

počtu vlastných párov, špecificky dolný odhad pre počet vlastných párov stromov s

priemerom 6. Takisto sa nám podarilo ukázat’, že každý strom s priemerom 6 má

najviac konštantne vel’a pravidelných podstromov inej vel’kosti ako 9. Neostáva nám

preto iné, iba spojit’ tieto dva výsledky dokopy.

Veta 3.4.1. Nech hodnota

pp6(n) = max{pp(G) |G je strom s priemerom 6 , |V (G)| = n}

. Potom plat́ı, že pp6(n) je Θ( 9
√

6048
n
).
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Dôkaz. Z dôkazu vety 3.2.2 vieme, že stromy typu 9 s n vrcholmi majú Θ( 9
√

6048
n
)

vlastných párov. Z vety 3.3.4 a tabul’ky 3.4 vieme, že každý strom priemeru 6, ktorý má

najväčš́ı počet vlastných párov obsahuje iba konštantne vel’a pravidelných podstromov,

ktoré nie sú vel’kosti 9.

Zoberme si strom G s priemerom 6, ktorý má na n vrcholoch najväčš́ı počet vlastných

párov. Ako vieme, tento strom je tvorený niekol’kými pravidelnými podstromami. Iba

konštantne vel’a z nich je inej vel’kosti ako 9. Odstráňme tieto podstromy z grafu G,

č́ım źıskame strom typu 9, ktorý si označ́ıme G′. Vieme, že G′ má n− c vrcholov, pre

nejakú konštantu c. Teda počet vlastných párov stromu G′ je Θ( 9
√

6048
n−c

). Hodnota
9
√

6048
n−c

sa však od 9
√

6048
n

ĺı̌si iba konštantných násobkom, preto je počet vlastných

párov stromu G′, a teda aj G, Θ( 9
√

6048
n
). Túto hodnotu vieme zhruba vyč́ıslit’ na

Θ(2.63135n).

3.4.1 Algoritmus na nájdenie stromu priemeru 6 s najväčš́ım

počtom vlastných párov

Vyššie uvedené poznatky však majú ešte jeden zauj́ımavý dôsledok. Nielenže vieme

povedat’ asymptoticky, aký najväčš́ı počet vlastných párov má strom s n vrcholmi, ale

vieme vypoč́ıtat’ aj to, ako tento strom vyzerá a kol’ko presne tých vlastných párov má.

Ako vieme, každý strom priemeru 6, ktorý má najväčš́ı počet vlastných párov má

iba konštantne vel’a podstromov inej vel’kosti ako 9. Naskytá sa nám preto možnost’

vyskúšat’ všetky tieto možnosti a pre každú z nich presne spoč́ıtat’, kol’ko vlastných

párov má takto vytvorený strom. Ako vieme z tabul’ky 3.4, každý strom priemeru

6 s najväčš́ım počtom vlastných párov, má najviac jeden podstrom vel’kosti 1, dva

podstromy vel’kosti 2, dva podstromy vel’kosti 3, dva podstromy vel’kosti 4, pät’ pod-

stromov vel’kosti 5, jeden podstrom vel’kosti 6, pät’desiattri podstromov vel’kosti 7, jeden

podstrom vel’kosti 8, jeden podstrom vel’kosti 10, štyri podstromy vel’kosti 11 a jeden

podstrom vel’kosti 13. To nám dáva iba 1 399 680 možnost́ı, ktoré muśıme prezriet’.

Na to, aby sme mohli na poč́ıtanie počtu vlastných párov použit’ lemmu 3.3.1, potre-

bujeme vediet’ vypoč́ıtat’ hodnoty M0(G), M1(G) a M2(G), kde G je strom typu 9, pod

ktorý zaveśıme podstromy, ktoré nie sú vel’ké 9.

Lemma 3.4.2. Nech G je strom typu 9, ktorý má pod koreň zavesených k pravidelných

podstromov vel’kosti 9. Potom
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M0(G) = 25k · 34k

M1(G) = k · 25k+4 · 33k−3 · 7k−1

M2(G) = 25k · 33k · 7k

(3.15)

Dôkaz. Postupujeme podl’a defińıcie hodnôtM0(G),M1(G) aM2(G), pričom využ́ıvame

hodnoty z liem 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3. Dosadeńım dostaneme pŕıslušné odvodenia.

Vd’aka tejto lemme vieme navrhnút’ algoritmus, ktorý postupne prechádza všetky

možnosti, ako vyzerá čast’ podstromu, ktorá neobsahuje pravidelné podstromy vel’kosti

9 a nájde tú, ktorá maximalizuje počet vlastných párov. Počas celého algoritmu potre-

bujeme umocnit’ iba konštante vel’a prvkov na hodnotu n. Ak preto budeme predpok-

ladat’, že aritmetické operácie vykonáme v konštantnom čase a zanedbáme zložitost’

výstupu, ktorého vel’kost’ zálež́ı na tom, ako si ho definujeme, dostaneme algoritmus s

časovou zložitost’ou Θ(log n).



Kapitola 4

Implikácie pre všeobecný pŕıpad

V predchádzajúcej kapitole sme sa zamerali na stromy s priemerom 6. K tomuto

kroku nás navádzali všetky experimenty, ktoré sme spravili, ked’že v žiadnom z nich

sme nenašli strom s väčš́ım priemerom. Ako sme však videli pri stromoch typu 7 a 9,

niektoré vlastnosti sa začnú prejavovat’ až pri takých počtoch vrcholov, ktoré nie sme

schopńı efekt́ıvne spracovávat’.

Zauj́ımalo nás preto, či sa z výsledkov, ktoré sme odvodili pre stromy priemeru 6

nedajú vyvodit’ tvrdenia aj pre všeobecné stromy. Minimálne tvrdenia o nahrádzańı

podstromov boli aplikovatel’né aj vo všeobecnom pŕıpade ako nám ukazuje veta 3.3.4 a

tabul’ka 3.4. Samozrejme najlepšie by bolo, ak by sa nám podarilo dokázat’, že stromy

typu 9 majú najväčš́ı počet vlastných párov aj vo všeobecnosti.

Ako však nahliadneme v tejto kapitole, takýto predpoklad nie je správny. Ukážeme si

preto, ako sa dajú postupy a výsledky z 3. kapitoly aplikovat’ na nájdenie ešte lepšieho

dolného odhadu.

4.1 Limitné hl’adanie hodnoty c pre stromy s rov-

nakými podstromami

Ako sme videli na grafoch s priemerom 6, asymptoticky presný počet vlastných párov

udávali stromy typu 9, ktoré vznikli tak, že sme pod koreň zavesili iba pravidelné pod-

stromy vel’kosti 9. Naviac, zdá sa intuit́ıvne, že ak obmedźıme vel’kosti podstromov

zavesených pod koreňom, pre dostatočne vel’ké grafy sa oplat́ı opakovat’ práve jeden

konkrétny podstrom a že sa pre tento podstrom budú dat’ ukázat’ podobné nahradzo-

vacie lemmy, ako sme dokázali pre pravidelné stromy vel’kosti 9.

46
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Śıce takéto tvrdenie nevieme dokázat’, zdá sa dostatočne intuit́ıvne a potvrdené

pŕıkladom zo stromov priemeru 6, aby sme sa ńım skúsili zaoberat’. Naviac, ako uvid́ıme,

výrazne nám to zjednoduš́ı poč́ıtanie. V celej tejto kapitole sa budeme preto zaoberat’

iba takými stromami, ktoré majú pod koreňom zavesené rovnaké podstromy.

Defińıcia 4.1.1. Nech G je zakorenený strom. Strom typu G nazveme každý strom,

ktorý je tvorený jedným koreňom, pod ktorým je za koreň zavesených niekol’ko stromov

G.

Pred tým, ako vyslov́ıme nasledujúcu lemmu, rozš́ırme si defińıcie hodnôt T0(n),

T1(n) a T2(n) z liem 3.1.1, 3.1.2 a 3.1.3. Hodnota T0(G) označuje počet vlastných

párov stromu G, v ktorých 2-pakovańı sa nenachádza koreň stromu G, ani žiaden jeho

syn. Hodnota T1(G) označuje počet vlastných párov stromu G, v ktorých 2-pakovańı

sa nenachádza koreň stromu G. No a hodnota T2(G) označuje počet vlastných párov

stromu G, ktoré v 2-pakovańı obsahujú koreň stromu G

Lemma 4.1.1. Majme strom typu G, ktorý obsahuje k podstromov G. Počet vlastných

párov takéhoto stromu je

T0(G)k + 2 · T1(G)k + 2 · k · T2(G) · T1(G)k−1 (4.1)

Dôkaz. Vlastné páry nášho stromu rozdeĺıme na tri množiny – tie čo v 2-pakovańı

obsahujú koreň tohto stromu, tie čo v 2-pakovańı nemajú ani koreň ani žiadneho jeho

syna a tie, ktoré majú v 2-pakovańı práve jedného syna koreňa. Vel’kosti týchto množ́ın

potom vypoč́ıtame s použit́ım hodnôt T0(G), T1(G) a T2(G) priamočiaro.

Lemma 4.1.2. Pre l’ubovol’ný strom G plat́ı:

T0(G) ≤ T1(G)

2T2(G) ≤ T1(G)
(4.2)

Dôkaz. Množina T0(G) obsahuje všetky vlastné páry stromu G, ktoré v 2-pakovańı

nemajú ani koreň stromu G, ani žiadneho jeho syna. Každý takýto vlastný pár však

priamo z defińıcie patŕı aj do množiny T1(G).

V množine T2(G) sú všetky vlastné páry, ktoré majú v 2-pakovańı koreň stromu

G. Z každého takéhoto vlastného páru (S,X) však vieme vyrobit’ dva vlastné páry

(S − {v}, X) a (S − {v}, X ∪ {v}), kde v je koreň G. Tieto nové vlastné páry patria

do množiny T1(G), z čoho vyplýva žiadaná nerovnost’.
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Obe práve dokázané lemmy sa nám hodia pri vysloveńı a dokázańı nasledujúcej,

dôležitej vety. Ako uvid́ıme, je to vlastne zovšeobecnenie vety 3.2.2, ktorú sme dokázali

pre stromy typu 9.

Veta 4.1.3. Nech G je zakorenený k vrcholový graf. Počet vlastných párov stromov

typu G je potom Θ( k
√
T1(G)

n
).

Dôkaz. Označme si n vrcholový strom typu G, ktorý obsahuje x podstromov G ako Px.

Zauj́ıma nás taká hodnota c, že cn je počet vlastných párov grafu Px. A ked’že chceme

zistit’ jej asymptotický odhad, budeme túto hodnotu poč́ıtat’ limitne pre zväčšujúce sa

n. A ked’že n = xk + 1, ciel’om bude vyrátat’ limitu

lim
x→∞

pp(Px)1/(xk+1) (4.3)

Hodnotu pp(Px) vieme vyjadrit’ pomocou lemmy 4.1.1. Dosadeńım dostaneme

lim
x→∞

(
T0(G)x + 2 · T1(G)x + 2 · x · T2(G) · T1(G)x−1

)1/(xk+1)
(4.4)

Pokúsme sa odhadnút’ limitu 4.4 zhora. Výsledná hodnota sa určite nezmenš́ı, ak

namiesto xk + 1 budeme odmocňovat’ hodnotu xk. No a podl’a lemmy 4.1.2 môžeme

hodnotu T0(G) aj 2T2(G) nahradit’ hodnotou T1(G). Dosadeńım dostaneme

lim
x→∞

((x+ 3) · T1(G)x)1/(xk) = T1(G)1/k (4.5)

Poslednú rovnost’ dostaneme, ked’ si uvedomı́me, že výraz (x+ 3)1/x sa bĺıži limitne

k hodnote 1.

Limitu 4.4 muśıme ešte odhadnút’ zdola. Vd’aka tomu môžeme zanedbat’ všetko

okrem stredného člena T1(G)x. Exponent limity následne prenásob́ıme výrazom (1/x)
(1/x)

,

č́ım dostaneme

lim
x→∞

T1(G)1/(k+1/x) = T1(G)1/k (4.6)

Posledná rovnost’ vyplýva z toho, že výraz 1/x sa limitne bĺıži k 0.

Limitu 4.4 sme teda ohraničili zhora aj zdola rovnakou hodnotou T1(G)1/k. Z toho

vyplýva, že počet vlastných párov stromu typu G je naozaj Θ( k
√
T1(G)

n
).
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4.2 Stromy maximalizujúce T1(G)

Z vety 4.1.3 vyplýva dôležité pozorovanie. Ak chceme nájst’ strom typu G, ktorý má

čo najväčš́ı počet vlastných párov, muśıme maximalizovat’ hodnotu T1(G)1/k, kde k je

počet vrcholov stromu G. A ak si zafixujeme hodnotu k, hl’adáme taký strom G s k

vrcholmi, ktorý maximalizuje hodnotu T1(G).

Tak ako v 2. kapitole by sme teda mohli vygenerovat’ všetky stromy s daným počtom

vrcholov a spoč́ıtat’ pre ne, hodnotu T1(G). V tomto pŕıpade však potrebujeme gen-

erovat’ všetky zakorenené stromy, ked’že hodnota T1(G) sa ĺı̌si od zvoleného koreňa aj

pre inak izomorfné stromy. Rozš́ırit’ naše generovanie o túto podmienku však nie je

problém.

Čo sa týka samotného výpočtu hodnoty T1(G), zist́ıme, že vieme opät’ použit’ to

isté dynamické programovanie. V ňom sme poč́ıtali tri hodnoty. P (v, 0) bol počet

vlastných párov podstromu vrchola v, ktoré mali v 2-pakovańı vrchol v. P (v, 1) bol

počet vlastných párov podstromu vrchola v, ktoré v 2-pakovańı obsahovali jedného zo

synov vrchola v. No a P (v, 2) bol počet vlastných párov, ktoré nemali v 2-pakovańı ani

vrchol v ani žiadneho jeho syna. Je teda jasné, že ak má strom G koreň vo vrchole v,

tak T1(G) = P (v, 1) + P (v, 2). Taktiež si všimnime, že T2(G) = P (v, 0).

Naprogramovali sme preto algoritmus, ktorý generoval všetky stromy s určitým

počtom vrcholov a potom hl’adal ten, ktorý mal najväčšiu hodnotu T1(G). Tento algo-

ritmus sa nám podarilo spustit’ pre počty vrcholov najviac 20. Na obrázku 4.1 si môžete

pozriet’ ako vyzerajú stromy s najväčš́ım T1(G) pre jednotlivé počty vrcholov. V tabul’ke

4.1 si potom môžete prezriet’, aká je hodnota T1(G)1/k pre tieto jednotlivé stromy.

Vid́ıme, že táto hodnota je najväčšia pre 19 vrcholový strom G19. Počet vlastných

párov stromu typu G19 je preto Θ(2.63507n).

Ako si môžeme všimnút’ porovnańım obrázkov 2.2 a 4.1, grafy, ktoré maximalizujú

T1(G) sa podobajú, ak priamo nerovnajú stromom s najväčš́ım počtom vlastných párov.

Toto zistenie nie je až tak prekvapivé, ked’ si uvedomı́me, že plat́ı nasledovné:

pp(G) = P (v, 0) + P (v, 1) + P (v, 2) = T2(G) + T1(G) ≤ 3

2
T1(G) (4.7)

Posledná nerovnica vyplýva z 4.1.2. Je teda jasné, že stromy s najväčš́ım počtom
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Obr. 4.1: Stromy s najväčšou hodnotou T1(G) pre daným počet vrcholov.

k T1(G)1/k k T1(G)1/k

1 2.0 11 2.62903

2 2.44948 12 2.63214

3 2.51984 13 2.62917

4 2.57550 14 2.63408

5 2.60517 15 2.63107

6 2.60430 16 2.63469

7 2.62725 17 2.63355

8 2.61818 18 2.63398

9 2.63135 19 2.63507

10 2.62529 20 2.63334

Tabul’ka 4.1: Hodnota T1(G)1/k pre k vrcholový graf s najväčš́ım T1(G).

vlastných párov majú aj pomerne vel’a vlastných párov, ktoré v 2-pakovańı neob-

sahujú koreň stromu.

V predchádzajúcich experimentoch sa nám však podarilo vygenerovat’ pomerne vel’ké

množstvo stromov, ktoré mali vel’a vlastných párov. Najviac aspoň vzhl’adom na danú
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štruktúru. Či už to bolo 70 rekurźıvnych stromov alebo 250 stromov s pravidelnými

podstromami. Rozhodli sme sa preto vyskúšat’ aký počet vlastných párov majú stromy

typu G, ak G je jeden z týchto predtým vygenerovaných stromov.

Ako najlepš́ı sa ukázal 127 vrcholový strom, ktorý bol tvorený koreňom, pod ktorým

bolo zavesených 18 pravidelných stromov vel’kosti 7. Stromy, ktorých všetky podstromy

sú takto vyzerajúce stromy majú Θ(2.639165n) vlastných párov.

Veta 4.2.1. Hodnota pp(n) je zdola ohraničená Ω(2.639165n).

Dôkaz. Nech G je strom typu 7 obsahujúci 18 pravidelných podstromov vel’kosti 7.

Strom typuGmá potom Θ(2.639165n) vlastných párov. To môžeme vypoč́ıtat’ pomocou

vety 4.1.3 a hodnoty T1(G) pre tento konkrétny graf.



Záver

V našej práci sme sa zaoberali problémom hl’adania stromov s maximálnym počtom

vlastných párov. Za pomoci experimentov na stromoch s malým počtom vrcholov sa

nám podarilo nájst’ triedu stromov, ktorá nám poskytla lepš́ı dolný odhad na počet

vlastných párov Ω(2.63916n). Toto vylepšenie je výrazným posunut́ım oproti predošlému

odhadu Ω(2.6117n). Taktiež sme zistili, že trieda stromov s priemerom 6 má vlastných

párov Θ(6048n/9).

Śıce sme nezlepšili horný odhad algoritmu Junosza-Szaniawski a kolekt́ıvu, pribĺıžili

sme mu odhad dolný. V pŕıpade, že by sa vyskytol iný algoritmus riešiaci problém

L(2, 1)-farbenia, bude preň l’ahšie dokázat’, že je lepš́ı ako nami študovaný algoritmus.

Takisto sme bližšie preskúmali samotnú štruktúru problému počtu vlastných párov

a prǐsli sme s niekol’kými novými postupmi, ktoré by sa dali použit’ v nadväzujúcich

prácach.

Ako sme videli v 4. kapitole, ako dôležitý parameter zakoreneného stromu sa ukázala

hodnota T1(G). V budúcnosti by sa preto oplatilo bližšie pozriet’ na stromy maximal-

izujúce túto hodnotu, popŕıpade na stromy typu G s obmedzenou vel’kost’ou podstromu

G. No a v neposlednej rade, by sa hodnota T1(G) mohla využit’ na dokázanie lepšieho

horného odhadu, ked’že už v dôkaze prezentovanom Junosza-Szaniawskim a kolekt́ıvom

sa namiesto hodnoty T1(n) použ́ıva určite väčšia hodnota pp(n).

52



Literatúra
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