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Abstrakt

V préaci skiimame vplyv pridavnej informaécie na zlozitost automatov rozpoz-
névajucich nejaké jazyky. ,Pridavna informéacia®“ znamena to, Zze automatu
dovolime predpokladat, ze vstup patri do nejakého poradného jazyka. V praci
skiimame jazyky rozpoznavané deterministickymi zdsobnikovymi automatmi
s regularnym poradnym jazykom. V prvej ¢asti sa zaoberame deterministic-
kymi bezkontextovymi jazykmi z pohl'adu zlozitosti. Skimame ro6zne sposoby
definovania zlozitosti zédsobnikovych automatov a jazykov ktoré oni rozpoz-
navaju, hladame tesné odhady zloZitosti niektorych tried jazykov a ukazu-
jeme konstrukciu normélneho tvaru ,automat vzdy docita vstup®, ktoré ne-
vyzaduje pridanie exponencialneho poctu stavov. V druhej ¢asti vyuzivame
tieto poznatky na skimanie vplyvu regularnej pridavnej informécie na zlozi-
tost. Dokazujeme existenciu nekone¢nej podtriedy deterministickych zasob-
nikovych jazykov, pre ktoré vhodna regularna pridavna informéacia umozni
zjednodusit deterministicky zasobnikovy automat pre ich akceptovanie. Do-
kazeme aj existenciu nekonecnej triedy deterministickych bezkontextovych
jazykov, obsahujucej [ubovolne zloZité jazyky, pri ktorych Ziadna regularna
pridavné informéacia neumozni znizit zlozitost deterministického zésobniko-

vého automatu pre ich akceptovanie.

K UCOVE SLOVA: deterministické zéasobnikové automaty, popisna zlozitost,

rozklad automatov, pridavné informécia
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Abstract

We study the effect of providing supplementary information about the input
word on the complexity of automata recognizing languages. “Supplementary
information” means that the automaton can assume that its input belongs
to a given advisory language. We study the languages recognized by deter-
ministic push-down automata using regular supplementary information. In
the first part of the thesis we present our results on deterministic context-
free languages and their descriptional complexity. We prove tight complexity
bounds for some classes of languages and exhibit a construction of the nor-
mal form “the automaton reads the whole input word” which does not require
the addition of an exponential number of states. These results are then used
in the second part, where we prove the existence of an infinite subclass of
deterministic context-free languages with the property that certain type of
regular supplementary information enables us to construct simpler automata
accepting these languages. We also exhibit an infinite class of determinis-
tic context-free languages (containing arbitrarily complex languages), whose
minimal automata cannot by simplified by any regular supplementary infor-

mation.

KEYWORDS: deterministic push-down automata, descriptional complexity,

decomposition of automata, supplementary information
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Kapitola 1
Uvod

V préaci skimame vplyv pridavnej informécie na zlozitost automatov roz-
poznavajucich nejaké jazyky. ,,Zjednodusovat® tu znamené ku danému auto-
matu zostrojit iny, ktory bude akceptovat rovnaky jazyk, ale bude v nejakom
zmysle jednoduchsi, mensi.

Jednoduchsi automat je mozné zostrojit tak, ze mu dovolime predpokla-
dat nieco o jeho vstupe. ,,Pridavna informacia“ v nasom pripade bude to, ze
automat bude moéct predpokladat, Ze vstup nie je lubovolné slovo zo ¥*, ale
ze patri do nejakého poradného (angl. advisory) jazyka. Potom definujeme
jazyk akceptovany automatom A s poradnym jazykom L4 nasledovne:

Definicia 1.1. Nech L, je jazyk. Nech A je automat. Jazyk akceptovany

automatom A s poradnym jazykom L, je
L(A,Ls) = {w | A akceptuje w Aw € Ly}

Ak st jazyky L(A, La) a L4 rozpoznavané nejakymi automatmi Ay, a Ay
tak plati L(A, L4) = L(AL) N L(A4). Na tento problém sa potom da pozriet
ako na problém rozkladu automatu na dva nové tak, aby sa z ich nezavis-
Iych vypoctov dal zistit vysledok vypoctu poévodného automatu. Rozklad je
netrivialny, ak si oba nové automaty jednoduchsie ako ten povodny.

Kompozicie a dekompozicie niektorych typov automatov uz boli skiimané.
Vysledky o sekvenénych strojoch sa moézu najst v [1| a [2], deterministické
koneéné automaty st skimané v [3| a [4]. V praci budeme skamat zlozitejsi
model: deterministické zasobnikové automaty s reguldarnou pridavnou infor-

maciou.



KAPITOLA 1. UVOD 2

V kapitole 2 uvadzame formalne definicie automatov a pojmov, ktoré
budeme dalej v praci pouzivat.

Aby sme vedeli povedat, ¢i sa nejaky automat da rozlozit na jednoduchsie,
musime vediet, ako porovnat zlozitost automatov. V kapitole 3 skumame
rozne sposoby definovania zlozitosti automatov a hladame presné odhady
zlozitosti niektorych jazykov.

V kapitole 4 potom skiimame ako modze reguldrna pridavna informaécia
pomoct zjednodusit automaty a jazyky. Ukazujeme, Ze existuju dobre roz-
lozitelné, ale aj nerozlozitelné jazyky, ktorym nepomoze ziadna regularna

informaéacia.



Kapitola 2

Zakladné definicie a oznacenia

Ustredny pojem préace je deterministicky zasobnikovy automat. V nasledov-
nej Casti preto uvadzame jeho definiciu.

2.1 Deterministické zasobnikové automaty

Definicia 2.1. Deterministicky zasobnikovy automat (DPDA — deterministic
push-down automaton) je 7-ica A = (K, %, 1,6, qo, Zo, F'), kde K je konecnd
mnoZina stavov, &2 je (konecnd) vstupnd abeceda, T' je (konecnd) abeceda zd-
sobnikovijch symbolov, qo € K je zaciatocny stav, Zg € I' je symbol, ktory je
v zasobniku na zaciatku vipoctu, F' C K je mnozZina akceptacnyjch stavov a
§: K x (XUe) xT — (K x I'*) U {0} je prechodovd funkcia splriajica

Vge K VZeTl 5q,e, 2)#0 = (Ve eX d(qx,72)=0)

Definicia 2.2. Konfigurdcia deterministického zdsobnikového automatu je
trojica (q,w,s) € K x £* x I'*, kde q je stav automatu, w je nespracovand

cast vstupného slova a s je obsah zdsobnika.

Definicia 2.3. Krok vijpoctu DPDA A je reldcia 4 na mnoZine konfigurdcii
definovand nasledovne:

Vp,ge K YaeXU{e} YweX' Vs,tel* VZeTl

(q,aw,sZ) Fa (p,w, st) PN (p,t) =0(q,a,Z)

Reldcia 7 je reflexivno-tranzitivny uzdver reldcie t- 4.
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Definicia 2.4. Jazyk akceptovany DPDA A akceptaénym stavom je mno-
Zina slov: L(A) ={w € ¥* | dg € F3s € I (qo,w, Zy) I (q,¢,5)}. Triedu
jazykov, ktoré dokdzu akceptovat deterministické zdsobnikové automaty ak-

ceptacnym stavom oznacujeme Lpppa.

Definicia 2.5. Jazyk akceptovanyj DPDA A prazdnou paméatou je mno-
zina slov: N(A) ={w € ¥* | Jg € F (qo,w, Zo) ' (q,¢,¢)}. Triedu jazy-
kov, ktoré dokdzu akceptovat deterministické zdsobnikové automaty prdzdnou

pamdtou oznacujeme L.pppa-

DPDA si mézeme predstavit ako zariadenie pozostavajuce z kone¢no-
stavovej riadiacej jednotky, ¢itacej hlavy, vstupnej pasky a zasobnika. V kaz-
dom kroku hlava ¢ita jeden znak zo vstupu (pripadne aj €) a na zaklade toho
znaku a symbolu na vrchu zasobnika automat moéze zmenit stav a obsah za-
sobnika — vymazat symbol na vrchu a pridat (potencialne prazdne) slovo
na jeho miesto. Prechodova funkcia méze byt pre niektoré argumenty nede-
finovana (vracat ()) — automat sa v tom pripade zasekne. Aby zariadenie
bolo deterministické, musime pridat jedno obmedzenie na §: automat moze
robit krok na e len ak pre dana dvojicu (stav, symbol z I') nemé definované
prechody na ziadne pismeno.

Pre DPDA st definované dva sposoby akceptovania: akcepta¢nym stavom
a prazdnou pamétou. Pri hore uvedenych definiciach je akceptovanie stavom
silnejsie — DPDA nemoze akceptovat prazdnou pamétou jazyk obsahujuci
w a nejaky prefix w. Situécia sa da vylepsit pridanim nového symbolu ($) na
koniec vstupnej pasky. Teraz uz dva spésoby akceptovania budia ekvivalentné.
Automat akceptujuci stavom sa bude dat simulovat automatom akceptuji-
cim prazdnou pamétou (za cenu pridania novych stavov a zasobnikovych
symbolov). Tu budeme pouzivat akceptovanie prazdnou pamétou tak ako je
definované v 2.5 — bez Specialneho symbolu na konci.



Kapitola 3

Zlozitost deterministickych

zasobnikovych automatov

V tejto kapitole budeme hovorit o zlozitosti deterministickych zasobnikovych
automatov rozpoznévajucich niektoré jazyky. Uvidime, Ze na rozdiel od ko-
necnych automatov!, uz len definovat zloZitost zasobnikovych automatov nie
je celkom jednoduché. Tu méame aspon dva parametre: pocet stavov a zasob-
nikovych symbolov. Potom ked méme dva automaty, a jeden mé viac stavov
ale menej symbolov ako druhy, tak nie je jasné ktory automat je zlozitejsi.

Zacneme s mierou ktora vyriesi jednoduché pripady.

Definicia 3.1. < a < su reldcie (¢iastocné usporiadania) na N x N defino-

vané nasledovne:

(a,b) = (a',V) L oa<dab<y
(a,b) < (a', V) <5 (a,b) < (d,V) A (a,b) # (d, V)

Definicia 3.2. Nech A a A’ su deterministické zdsobnikové automaty. Ho-
vorime, Ze A je jednoduchsi (resp. nie zloZitejsi) ako A" ak (|Kal,|Ta]) <
(1K, [Carl) (resp. (|Kal,[Tal) < (IKal,[TCal)).

Tu nebudeme porovnavat vsetky automaty, ale sa obmedzime na tie pri-
pady kde je to jednozna¢né — prvy automat je jednoduchsi ked nema viac
stavov a zasobnikovych symbolov ako druhy (a aspon jedna nerovnost je os-
tra). Niektoré automaty budt neporovnatelné podla tejto miery, ale s touto

I'kde mame ,prirodzena mieru: ,,pocet stavov®



KAPITOLA 3. ZLOZITOST DPDA 6

mierou budeme porovnavat ostatné miery, ktoré definujeme — kazda ,roz-
umna“ miera by mala zachovavat usporiadanie definované v 3.2. Pre kazdu
mieru mozeme definovat minimélny automat rozpoznavajuci nejaky jazyk

nasledovne:

Definicia 3.3. Nech < je ciastocné usporiadanie na N x N. Nech DPDA A
md k stavov, z zdsobnikovijch symbolov a rozpozndva jazyk L. Hovorime, Ze
A je minimdlny automat rozpozndvajici jazyk L ak neexistuje DPDA A’ (s

k' stavmi a 2’ zas. symbolmi) rozpozndvajici L taky, Ze:

(K, 2") < (k,2)

3.1 Meranie zlozitosti automatov

Nech L = {a"b" | n € N*}. Najprv zostrojime niekolko automatov, ktoré
L akceptuji, demonstrujuc pri tom ,,prelievanie” zlozitosti medzi stavmi a
zasobnikovymi symbolmi. Potom dokéZeme optimalitu automatov (podla de-
finicie 3.2) a budeme skiimat iné miery zlozitosti. Chceme definovat zlozitost
deterministického bezkontextového jazyka ako zlozitost minimalneho auto-
matu, ktory ten jazyk rozpoznava. Na to potrebujeme, aby zlozitost jazyka
nezéavisela od volby (minimélneho) automatu.

Al = ({q07 q1}7 {a7 b}7 {ZU7 a}7 517 qo, Z07 (Z))

01(qo, a, Zo) = (C]o, a)
01 (qo,a,a) = (qo,aa)
01(q0,b,a) = (q1,¢)
o(q,b.a) = (q1,¢)

As = ({q0, @1, @2}, {a, b}, {Zo}, 02, 90, Zo,0)
52(%, a, Zo) = (611, Zo)

o(q1,a, Z0) = (q1, ZoZo)
2(q1,b, Zo) = (g2,¢€)
52(6]2, b, Zo) = (CI2,€)

S
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= ({0}, {a,0},{Z0, a, b}, 05, 40, Zo, 0)

( va, Zo) = (qo,a)
( 07a a) (QOvba)
03(q0, b,a) = (qo,€)
(CIo,b b) = (q1,¢)
Tvrdenie 3.1. N(A;) = N(A4y) = N(43) =

Ay v stave ¢y pouziva zasobnik na pocitanie symbolov a. Ked pride na
vstup prvy znak b tak prejde do druhého stavu v ktorom uz len vyprazdinuje
zasobnik. Potrebuje dva stavy, aby sa nemohli na vstupe striedat znaky a
a b. Dva zasobnikové symboly st potrebné preto, aby v qo platil invariant:
,pocet precitanych znakov a* = ,pocet symbolov na zasobniku®.

A ukazuje, ze staci aj jeden zasobnikovy symbol — v tom pripade ale
potrebujeme jeden dodato¢ny stav na zachovanie invariantu. A, naopak, mé
len jeden stav a striedanie znakov na vstupe znemoznuje pouzitim nového

zasobnikového symbolu.

Lema 3.1. Neexistuje DPDA A taky, Ze N(A) = L a sucasne |K| =1 a
T =2.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech K = {q} a I' = {Zy, Z1}. Pozrime
sa ako moze vyzerat vypocet A na w € L. Vypocet mdzeme rozdelit na dve
Casti podla toho, ktory symbol A ¢ita. Kym A ¢ita symboly a, tak si musi
niekde (na zasobnik) ukladat informéciu o ich pocte, aby mohol v druhej
Casti kontrolovat pocet b.

1. Ak by A mal pocas vypoctu (okrem na zaciatku) symbol Zy na dne
zasobnika tak by sa dali jeho vypocty ,retazit* a automat by akceptoval
zlé slova. Teda, na dne zasobnika musi byt Z;.

2. Teraz ukdzeme, ze vyska zasobnika v prvej ¢asti vypoctu neklesa (ani

len docasne). Rozoberme pripady ako by mohla vyska klesnut:

e 5(qo,a,Zy) = (qo,¢) alebo d(qo, e, Zy) = (qo,€) ~ automat sa

zasekne hned na zaciatku a nemoze akceptovat spravne slova.
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e 5(qo,e,7Z1) = (qo,e) ~ zasobnikovy symbol Z; je vlastne zby-
toény a DPDA s jednym stavom a jednym zésobnikovym symbo-

lom oc¢ividne nemoze akceptovat L.

e 5(qo,a,Z1) = (qo,€): Vieme, Ze Z; je na dne zasobnika. Toto pra-
vidlo umozni zmazat to dno pri ¢itani a ~ A bude akceptovat
slova konciace symbolom a, ale L také slova neobsahuje.

3. Pocas vypoctu A nemdze nastat situacia, v ktorej by sa Z; vyskytol
vo vnutri? zésobnika. Ak sa to stane, tak vznikne problém v druhej
Casti vypoctu. Pri ¢itani b sa zésobnik bude vyprazdiovat a raz sa Z
dostane vrch. Na tom mieste mozeme vlozit vypocet A na nejakom

slove z L. Tak by sme dostali akceptacny vypocet zlého slova.

4. Teraz vieme, ze zasobnik pocas vypoc¢tu bude tvaru Z;* - {Zy,e}. Po-
zrime sa, ako moze A v druhej Casti vypoctu vyprazdnit zasobnik.
Ak by mal prechod 0(qo, €, Z1) = (qo,€) tak by hned vyprazdnil za-
sobnik a nemohol by kontrolovat pocet b ~ A bude mat prechod

5(Q07 b7 Zl) = (q07 8)'

5. Zistili sme, Ze ak sa v prvej Casti vypoctu Z; nachéddza na zasobniku,
tak je na vrchu. Teraz ukazeme, Ze musi byt na vrchu. Ak by nebol na
vrchu, tak A musi mat definovany prechod §(qo, a, Z1). Z tohto a pred-
chadzajiceho bodu potom vyplyva, Ze by sme mohli striedat symboly

a a b vo vstupnom slove a dostat akceptacny vypocet zlého slova.

6. A teda musi mat prechod 6(qgo,a, Zo) = (qo, Z1" - Zo) pre nejaké i € N*
~> po preditani a” zasobnik bude Z,""Z,. Na vyprazdnenie zasobnika
A potrebuje aspon i-n—+1 krokov a v kazdom kroku musi precitat symbol
zo vstupu (e-kroky nie st mozné, lebo pracujeme s deterministickym
automatom a pre Zy a Z; uz mame definované prechody, ktoré ¢itaja

vstup) ~ A nemoze akceptovat a™b". n

Lema 3.2. Neexistuje DPDA A taky, Ze N(A) = L a sicasne |[K| = 2 a
T =1.

Doékaz. Bez ujmy na v8eobecnosti, nech K = {qo,q1} a I' = {Z,}.

2ynitro = Tubovolné miesto okrem prvého a posledného
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1. Predpokladajme, Ze si automat nejako paméta informaciu o pocte a
v zésobniku a v druhej ¢asti vypoctu kontroluje pocet b a vyprazdni
zasobnik. Kedze I' ma len jeden symbol a teda v K musi byt taky
stav, ze ak sa A don dostane tak dostatoCne dlh& postupnost b na
vstupe vyprézdni zasobnik. Ten stav nemoze byt g, lebo by automat
akceptoval z1é slovo b’ pre nejaké i € Ny ~ ten stav bude ¢;.

2. Pre dobré slova A potrebuje vyprazdnit zasobnik, a teda musi mat
nejaky prechod gy — ¢i. Nemoze to byt §(qo, e, Zo) = (qi, Zo') ani
5(qo, b, Zo) = (q1, Zy") lebo potom by aj z gy dost dlha postupnost b
vedela vyprazdnif zasobnik ~» bude to §(qo, a, Zo) = (q1, Zo")

3. Hned po prvom kroku sa A dostane do ¢;. Aby mohol akceptovat a"b"
pre n. > 1 musi mat definovany prechod z ¢; na a. ¢; uz ma definovany
prechod na b ~ ak dodefinujeme I'ubovolny prechod na a tak budeme
moct na vstupe striedat a a b a aj tak dostaneme akceptacny vypocet
na zlom slove ~» spor. Teda A nemdze akceptovat L s takymto poctom

stavov a zasobnikovych symbolov. O]

Veta 3.1. Automaty Ay, Ay a As s, podla definicie 3.2, minimdlne deter-
ministické zdsobnikové automaty akceptujice jazyk L

Doékaz. Mensi automat by musel mat parametre (1,2), (2,1) alebo (1, 1), ale
také podla predchadzajucich dvoch lem neexistuju. ]

Poznamka 3.1. Aj ked sa L nedd akceptoval mensimi automatmi, malou
modifikdciou dostaneme jazyk, ktory sa akceptovat dda. Tak napriklad jazyk
L' = {a"'b" | n € N} akceptujii nasledovné automaty:

A4 = ({QO}v {a= b}> {207 b}7 54; 40, ZO; Q))
04(qo0; @, Zo) = (qo, bZ)

64(q0,0, Z0) = (qu1,¢)

94(qo, b, ) = (q1,¢)

As = ({q0, 1}, {a, b}, { Zo}, 05, 90, Z0, D)
55(610,61, Zo) = (CJo, ZoZo)

55((]0,5, Zo) = (Q1,€)

05(q1,0, Zo) = (qu,¢€)
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Dokaz z lemy 3.1 sa nemoze pouzit na Ay, lebo sa nedé pouzit argument
o pocte krokov v bode 6. Na Aj sa nemoze aplikovat dokaz podobny tomu v
leme 3.2, lebo L' uz obsahuje slovo b’ pre i = 1 (bod 1).

Kedze automaty A;, Ay a Az st minimélne (a neporovnatelné, podla
¢iastotného usporiadania z definicie 3.2) automaty akceptujuce L, bolo by
dobre keby mali rovnaki zlozitost. Pre tieto konkrétne automaty sa poniika
miera ,,sticet poctu stavov a zasobnikovych symbolov® ako vhodny kandidat.
Avsgak, l'ahko sa dajia najst priklady kde by, napriklad, su¢in vyhovoval lepSie.

Nastol'uje sa otézka, ¢i existuje taka funkcia, ktora by pre vSetky dvojice
minimalnych automatov vracala rovnaki hodnotu. Taka funkcia by potom
umoznovala Tahko definovat zloZitost jazykov z Z.pppa a v dalsich avahach
by nam umoziovala vyberat si, ¢i chceme pracovat s automatom, ktory mé
viac stavov alebo viac zasobnikovych symbolov. Dokazeme teraz, ze také
funkcia neexistuje.

Veta 3.2. Neezistuje funkcia f : NxN — N spliiajica nasledovné podmienky:
1. Pre kazdé dva automaty A a A’ rozpozndvajice rovnaky jazyk L plati:
(k,2) < (K,2)) = f(k,2) < f(K,Z)
2. Ak A a A’ su dva minimdlne automaty pre jazyk L tak:
flk,z) = f(K,2)

Dokaz. Sporom. Nech f je funkcia splhajica podmienky 1 a 2. Budeme
skimat automaty akceptujice dva jazyky a z toho odvodime (navzajom si
protireciace) vlastnosti, ktoré by musela f spliat.

Pozrime sa na (regularny) jazyk definovany nasledovne:
Linodz = {we | w € {a, b} N #a(w) = #p(w) =0  (mod 2)}

Ako moze vyzerat minimalny automat pre L,,.q2? Ak zafixujeme pocet za-
sobnikovych symbolov na 1, tak musi mat 4 stavy, zodpovedajuce zvyskovym
triedam poctov znakov a a b modulo 2. Zaroven 4 stavy stacia, lebo nasle-

dovny automat rozpoznava L,,.q:
AG - ({Qi,j | Z7.] € {07 1}}7 {CL, b7 C}) {Zﬂ}a 667 40,0, ZO; ®)7 |A6| =4
06(ij> @ Zo) = (q(i+1) mod 2,5, Z0) 1,J € {0,1}
06(ij>bs Zo) = (i(j+1) mod 2, Z0) 1,j € {0,1}
56(q0,0a C, ZO) = (q0,0v 5)
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Ak povolime pouzit dva zasobnikové symboly tak potom stacia 2 stavy,
lebo A7 tiez rozpoznava L,,.q2.

A7 = ({q, a1}, {a, b, ¢}, { %0, Z1}, 67, 0, Z0,0), |Ag| =4
o7(qi,a, Z;) = (qu+1)moa2, Z;) 4,5 € {0,1}

67(gi, b, Z5) = (i, Z(j+1) moa2) 4,J € {0,1}

57(610,07 Zo) = (QO,€)

Teda musi platit f(4,1) < f(2,2). Z predchadzajucej casti vieme, ze A;
a A, st minimélne automaty pre L; a teda f(2,2) = f(3,1). Ale podla
podmienky 1 plati f(4,1) > f(3,1). Spor. ]

Ked7Ze neexistuje funkcia zachovavajuca zlozitost pri prechode z jedného
minimélneho automatu na druhy, moézeme sa pokusit najst funkciu, ktora
zachovéva zlozitost pri niektorych standardnych transforméaciach automatov.
Jedna taka transformécia je redukcia poc¢tu zasobnikovych symbolov na 2.

Lema 3.3. Nech A = (K,X,T,0,q0, Zy) je DPDA rozpozndvajici jazyk L.
Potom existuje DPDA A’ s |K|-max(|I'|—1, 1) stavmi a dvomi zdsobnikovgmi
symbolmi taky, Ze L(A") = L.

Dokaz. Zaujimavy pripad je ked A ma viac ako dva zasobnikové symboly.
Nech teda T' = {Zy, Z1,...,Z, 1}, z > 2. Potom potrebujeme nejako za-
kédovat z zésobnikovych symbolov do slov nad dvojprvkovou abecedou. Tu

3

pouzijeme unarne kdédovanie® — pocet za sebou idtucich znakov Z; bude ko-

dovat ¢islo symbolu a Z; bude sluzit ako oddelova¢. Formélnejsie, znaky
budeme kodovat nasledovnym homomorfizmom h : I'* — {Zy, Z;}™:

h(Zz) = Z()Zli pre i < z — 1
hZ.1) = 2"

Pre posledny sme nepouzili oddelovac, lebo vysledny kod je jednoznaény aj
bez neho. Presne tato optimalizacia prinesie to ,,-1“ vo vyslednej zlozitosti.

Teraz modzme zostrojit A’ nasledovne:

K =Kx{0,1,...,2—2}

3dalo by sa zostrojit aj ekvivalentné ,binarne“ kédovanie



KAPITOLA 3. ZLOZITOST DPDA 12

Y =¥

' = {Zy, 71}

5"
0'((q,i), %, Z0)  =((p,0), (7)) akd(q.x,Z) = (p,7), v€XU{e}
5((q,i),6,21)  =((q,i+1),e) prei<z—2

8 ((q,2 —2), 2z, Z1)=((p,0),h(y)) ak d(q,z,Z;) = (p,7), xe€XU{e}

Q(,) = (q07 0)
Z(/) - Zo

Indukciou vzhladom na dlzku vypoétu sa da dokazaf, ze kazdému vypoctu
A zodpoveda vypocet A’ v ktorom je obsah zasobnika zobrazeny homomorfiz-
mom h a pridané su kroky na dekdédovanie symbolov. A obratene, kazdému
vypocétu A’ zodpoveda vypocet A a teda automaty rozpoznévaja rovnaky
jazyk (L). A’ o¢ividne splha poziadavky na pocet stavov a zasobnikovych
symbolov a teda je tvrdenie vety dokazané. O]

Dosledok. Ak zloZitost deterministického zdsobnikového automatu A definu-

jeme ako funkciu poctu stavov a zdsobnikovych symbolov nasledovne
Al = f(IK]|T]) = K- (1] = 1)
tak predosld konstrukcia zachovdva zloZitost automatu pre |I'| > 2.

Doékaz. Zlozitost povodného automatu je f(| K|, |I'|) = |K|- (|| —1).
Zlozitost nového automatu je

JUK]-max(|T] = 1,1),2) = |K[ - max(|T] = 1,1) - (2 = 1) = |K]- (][] = 1)
[l

Tato konstrukcia ndm dava horny odhad na zlozitost automatu rozpoz-
navajuceho dany jazyk s dvomi zasobnikovymi symbolmi. Vieme povedat, ze
najmensi taky automat nebude mat viac ako |K|- max(|T'| — 1, 1) stavov.

Pocet stavov a zasobnikovych symbolov nie st jediné parametre auto-

matu, ktoré moézu vstupovat do zlozitostnej funkcie. V nasom modeli moze
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automat v jednom kroku ulozit Tubovolne vel'ké slovo na zasobnik. To umoz-
nuje aj relativne zlozité jazyky akceptovat s malymi automatmi. Tak napri-
klad jazyky Lgk) = {a"b"* | n € N*} pre k € N* akceptujii automaty

AP = (g0, 01} {a,0}, {Zo, a}, 61, qo, Zo,0)
5@ Q. a,Zy) = (CIO,ak)

5@ q,a,a) = (qo,aa")
q,b,a) = (q1,¢)
= (

s parametrami (2, 2), kym by pre nejaky normalizovany automat (ktory moze
ulozit najviac jeden symbol na zasobnik) pocet stavov a zasobnikovych sym-
bolov zévisel od k. Tento problém by sa dal riesit bud obmedzenim sa na
automaty v normalnom tvare, alebo pridanim este jedného parametra, ktory
bude nejako zavisiet od dlzky pravych stran §-funkcie.

3.2 Stavova zlozitost

Iny pristup je zobrat hrubsiu mieru zlozitosti. Videli sme, Ze uz pre ,,dvojroz-
mernt‘ funkciu sa tazko definuje totalne usporiadanie automatov. Pre deter-
ministické zésobnikové automaty ma zmysel definovat mieru ,,pocet stavov®,
kedZe sa tu neda pouzit ta transformécia, ktord na nedeterministickych au-
tomatoch zredukuje pocet stavov na 1. Preto mé zmysel uvazovat o minimal-
nom pocte stavov potrebnom na akceptovanie nejakého jazyka, a v dalsom

texte sa budeme prave s touto mierou zaoberat.

Definicia 3.4. Nech A su deterministické zdsobnikové automaty. ZloZitost
automatu A sa rovnd poctu stavov. A je jednoduchsi (resp. nie zloZitejsi) ako
DPDA A" ak |Ka| < |Ka| (resp. |Ka| < |Kal).

Definicia 3.5. Nech L € Z.pppa. ZloZitost jazyka L je zloZitost najjedno-

duchsieho automatu, ktory rozpozndva L.

Vsimnime si, Ze toto usporiadanie zachovéava vztahy vyplyvajice z defi-
nicie 3.2: Ak mé automat A menej stavov ako automat A’ (tj. je jednoduchsi
podla 3.4) tak bud je A jednoduchsi aj podla 3.2, alebo st automaty nepo-
rovnatelné. Zlozitost jazyka je dobre definovana, lebo zloZitost automatu je

prirodzené ¢islo a mnozina prirodzenych c¢isel je dobre usporiadané.
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Obr. 3.1: Ukazka grafického znazornovania slov z L;

V nasledovnej kapitole skimame ako moze pridavné informacia ovplyvnit
zlozitost automatov a jazykov. Aby sme to mohli robit, potrebujeme presne
urcit zlozitost nejakych jazykov. Preto sa teraz pozrieme na nasledovnu po-

stupnost jazykov:
o L ={a"" | neNt}
L] Li+1 = {a"wb” | n e N+ ANw € Lz*}

Slova z L; obsahuju rovnaky pocet ,spravne uzatvorkovanych® symbolov a a
b. Rozdiel je v pocte vnorenych hniezd zatvoriek ktoré slova mozu obsahovat.
Tak napriklad slovo aaaaaaabbabbbaabbbbb patri do Lz \ Lo, lebo

€l er,
Sy Yot
aaaaaaabbabbbaabbbbb = a® a® a*b* ab b2 a*b? b € Ly \ Ly
——
€Ls\L1 €Lo

Slova z L; mdzeme aj graficky znazornovat. Ako priklad uvadzame graficku
reprezentaciu slova a”b?abb?a®b?b® na obrazku 3.1.

Pre kazdé n > 2 zostrojime automat?, ktory bude mat n stavov a n + 2
zasobnikovych symbolov a bude akceptovat L,,. Nasledne ukézeme, Ze neexis-

tuje automat, ktory by mal mensi pocet stavov.

4jazyk L; sme uz sktimali v dasti 3.1
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Ay ={aq, 9, an},{a, b}, { %0, Z1, ..., Zn_1,a,b}, 00, q1, Zo, D)
on(q1,a, Z0) = (q1,a)

on(qi.a,a) = (q1,ba)

On(q1,0,a) = (q1,€)

(g, 0,0) = (@i, ¢) i=1...n

On(Gir0,Z;) = (Gmaa(ij)+1,6) Hj=1...n—1

5n(q,,a Z;) = (01, Zmastijya) ,j=1...n—1

onl(qisa,b) = (q1,Zit10) t= n

Tvrdenie 3.2. Vn>2 N(A,) =1L,

Automat pracuje podobne ako A, z Casti 3.1 — pri praci vzdy zachovava
invariant ,,pocet otvorenych zatvoriek = ,pocet symbolov na zasobniku“.
Navyse v8ak musi kontrolovat troven vnorenia hniezd zatvoriek (symbolov
a a b). To robi na dvoch miestach. Na zasobnik si uklad4 symboly Z;, ktoré
oznacCuju miesta, kde sa kon¢i nejaké hniezdo. Cislo i hovori kolko vnorenych
hniezd tam bolo. V stave si A,, paméata kolko vnoreni videl v hniezde, ktoré
prave spracuje.

Pre kazdy jazyk z Zop existuje nedeterministicky zasobnikovy automat,
ktory ma len jeden stav. Pre DPDA to neplati a tu ukdZeme, Ze su v tomto

zmysle automaty A, optimaélne.

Veta 3.3. Nech n € N*. Neexistuje DPDA A taky, ze N(A) = L,, a sicasne
’KAl <n.

Doékaz. Sporom, nech taky A existuje. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech

|[Ka] = n—1 a |['a] = z. Pozrime sa na vypocet A na slove cica--- ¢

(¢; € {a,e}).
(p())ClCQ o '61720) I_ (plaCQ T 'Claslzl) l_ e l_ (plasaslzl)

Pre kazdé i je a' prefix nejakého slova z L, a teda A sa nesmie zaseknit pri
jeho ¢itani. Pre [ > z-n sa, podla Dirichletovho principu, musi vo vypocte vy-
skytnut nejaka dvojica (stav, zasobnikovy symbol na vrchu zasobnika) aspon
dvakrat. Ak na vstup budu aj dalej prichadzat symboly a, A bude pracovat
v ,,cykloch“. Konfiguracie sa nemozu opakovat, lebo A by potom nevedel,
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kolko a precital a nemohol by akceptovat spravne slovo. Zasobnik sa preto
bude postupne zvacsovat, ale bude obsahovat blok, ktory sa periodicky opa-
kuje. Formalnejsie, zvolme i a j také, ze (¢;, %) = (g;,2;) a zasobnik A v
krokoch i ... 7 nikdy neklesol pod troven, na ktorej bol v i-tom kroku. Nech
v je obsah zasobnika, ktory pribudol v tych krokoch. Potom pre vSetky dost

velké i zasobnik A po preéitani a’ bude spvksgi) (pre nejaké pevné s, a k,

sg) zavislé od 7). Zvolme nejaké pevné sy a pre k = 1,2, ... nech ny st také
prirodzené ¢isla, ze zasobnik A po precitani a™ bude spykss.
Nech m je dostato¢ne velké prirodzené ¢islo. Definujme postupnost slov

w; takto:
o w; =ab
e w; 1 = aw;bab

Ako sa bude A spravat na u; = a™w;b™ pre i =1...n (vtedy w; € L,)?
Pri spracovani strednej ¢asti slova zasobnik urcite nemoze hlboko pod droven,
na ktorej bol po precitani a™*, lebo ,,zabudne* kolko znakov a precital. Pri
¢itani O™ sa zasobnik musi vyprazdnit, a teda raz sa automat dostane do
konfiguracie (q,,,b", s,7" 1) pre nejaké l;, ;. Ale A ma len n — 1 stavov ~
Gz; = qz; Pre nejaké i,j € {1,2,...,n}i < j.

Nech teraz

v; = a”"‘wib"’“_li(abb)niibl"_("_i) eL,

v = a™w;b™ b (abb)" i) € [,

Tieto slova maju rovnaké prefixy ako u; a u; a teda pri ich spracovani sa

automat dostane do konfiguracie
(¢, (abD)" B0 5y

(u;, (abb)" o170 g k1)

Ale q;, = q;; ~ A nemdze tieto dve konfigurécie rozl§it a méZzeme vymenit
sufixy slov a prislichajtce ¢asti vypoctu a dostaneme akceptaény vypocet
na slove a™w;b™ (abb)"iibli_(”_i), ktoré nepatri do L,,, lebo obsahuje viac
ako n vnorenych hniezd (j hniezd vo w; a n —i > n — j kvoli Casti (abb)"™")
~> spor s N(A) = L,. O
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Automat A,, potrebuje n stavov, lebo si musi pamétat informaciu o arovni
vnorenia aj ked zasobnik klesa. Tu ukaZeme, Ze to je vlastne jediny pripad,
ked si (deterministicky) zasobnikovy automat musi pamétat informaciu v

stave.

Veta 3.4. Nech A = (K, %,T,0,q0, Zo) je DPDA rozpozndvajici jazyk L.
Nech K. je mnoZina vSetkych stavov p takych, Ze sa A do nich dostane v

kroku v ktorom klesol zdasobnik. Presnejsie,
K.={peK|dge K JxrecXu{e} 32l i(¢,z, %)= (p,e)}
Potom ezistuje DPDA A’ rozpozndvajici jazyk L ktory ma len |K.| stavov.

Dokaz. Ak K. = K tak A’ = A. Nech teda K\ K. # ). Nech p* je Tubovolny
stav z K,.. Automat A’ zostrojime nasledovne:

K =K., Y=Y

I' =T U x (K \ K.))

o'
gz, 2)  =(p*,v-(Z2,q¢)) akd(q,x,2)=(¢,vZ"),q € K.,q & K.
gz, 2)  =(q¢,vZ) ak 6(q, %, Z) = (¢',12"),q € K., ¢ € K.
§'(p* 2, (Z,q))=(p",v-(Z',¢)) akd(q,z,Z)=(d,72"),q ¢ K..q & K.
o' (p*, 2, (Z,q)=(¢,7Z') ak 6(q, %, Z) = (¢,12"),q ¢ K., ¢ € K.
&gz, Z)  =(q,e) ak 6(q,x, Z) = (¢';e), q€ K., ¢ € K.
&' (p*z,(Z,9))=(q,€) ak 6(q,z,2) = (¢ ¢),

9 =qo, L, =2y akq € K.

@ =1* Zy = (Zo,q0) akqo ¢ K-

Jediny rozdiel medzi A a A’ je v tom, 7e si A’, ked sa to da, uklada aj
informéciu o stave na zasobnik. To méZe robit vtedy ked vyska zasobniku
neklesa. Lahko mozno vidiet (a indukciou dokazat), ze konfiguracie A a A’
budi rovnaké az na znak na vrchu zésobnika a stav automatu.

Teda, bude platit nasledovny invariant: Nech ¢ je stav a Z je zédsobnikovy
symbol A, i € N, w € ¥*. Ak ¢ ¢ K. tak i-ta konfiguracia A pri praci na
w bude mat stav ¢ a vrchny zasobnikovy symbol Z préave vtedy ked i-ta
konfiguracia A’ na w bude mat stav p* a vrchny zasobnikovy symbol (Z, q).
Ak q € K. tak i-té konfiguracie buda rovnakeé. O]
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Z tejto vety vyplyva aj to, ze niektoré operécie na jazyku zachovavaju
zlozitost. Mozeme do slov vlozit nejaki reguldrnu cast, pripadne vykonat
regularnu substiticiu a vysledny jazyk sa bude dat akceptovat s rovnakym
poc¢tom stavov ako ten povodny. AvSak, zmena musi byt taka, aby sa dalo
jednoznac¢ne pocas Citania povedat, Ze sme v regularnej casti (napr. substi-
tuovany jazyk moze mat disjunktnt abecedu). V tom pripade si nemusime
stav kone¢ného automatu pamétat v stave DPDA, ale mozeme ho drzat vo
vrchnom symbole zasobnika.

Dolezité je vsimnut si, ze tato konstrukcia nemusi vyrobit minimalny
automat. Moze sa stat, ze existuje iny automat, ktory akceptuje rovnaky

jazyk, ale na uplne iny sposob, a potrebuje na to menej stavov.

3.3 Stavova zlozitost doplnku jazyka

Je zname, Ze trieda jazykov akceptovanych deterministickymi zasobnikovymi
automatmi je uzavretd na komplement. Formalny dokaz moézeme néjst na-
priklad v [5]. Kltcovou castou toho dokazu je lema o existencii normalneho

tvaru, v ktorom automat vzdy docita vstup.

Lema 3.4. Ku kazdému deterministickému zdsobnikovému automatu A exis-
tuje DPDA A’ taky, Ze L(A) = L(A") a A" vzZdy docita vstup a zastane.

Dokaz lemy v [5] je konstruktivny a zostroji automat, ktory mé exponen-
cialne vela stavov. V tych stavoch si A’ pamété kolko po sebe idtcich krokov
na ¢ automat urobil. Tak moze overit ¢i A nerobi kroky na £ do nekonecna.
To sa stane ak A urobi viac ako s(t + 1) e-krokov, pre t = |I'|, s = |[K| ar
— dlzku najdlhsieho slova, ktoré vie A v jednom kroku vlozit na zasobnik.
V tom pripade A’ prejde do nového stavu, v ktorom uz len doéita vstup (a
neakceptuje).

Tu ukazeme, ze sa to isté d& urobit s vyrazne mensim poctom stavov. Mys-
lienka spoc¢iva v predvypocte — kedze A neéita Zziadne symboly zo vstupu,
jeho spravanie zavisi len od vlastnosti d-funkcie. My si teda moéZzeme pre
kazdy stav a symbol na vrchu zasobnika vypocitat do akej konfiguracie sa A
dostane e-krokmi. A’ potom uz len skoci do tej konfiguracie.
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Lema 3.5. Ku kazdému deterministickému zdsobnikovému automatu A exis-
tuje DPDA A’ taky, Ze L(A) = L(A") a A" vZdy docita vstup a zastane.
K'| = |K| a

Navyse, ak mda A aspon jeden neakceptacny stav, tak plati
| =1T|+2. Ak F = K tak |K'| = |K|+1 a |[I"| =|T| + 2.

Dokaz. Stavy A budu aj stavmi A’. Oznacme s qr nejaky neakceptacny stav
A. Ak A taky stav nemé, tak pridame novy stav ¢z do K.

A sa moze zaseknut tak, ze si vyprézdni zasobnik. Tento pripad oSetrime
tak, ze pridame dva nové zasobnikové symboly: Z; a Z;. Z| bude novy za-
¢iato¢ny zasobnikovy symbol a jeho jediny tcel je, aby ho automat v prvom
kroku nahradil s Z,Z, (5(qg,Z(’),5) = (qg,ZSZO)). Dalej bude vypocet po-
kracovat rovnako ako v pévodnom automate, ale na spodku zésobnika bude
zardzka Z,. Ak sa to Z, dostane na vrch zasobnika, tak sa A zasekol. A’
potom prejde do stavu gg, v ktorom uz len docita vstup (a neakceptuje).
Presnejsie, A’ bude mat nasledovné prechody:

5/(%@’ Zs) = (QRa Zs) qc Ka a€X

Moze sa stat, ze sa A zasekne preto, Ze nebude mat definovany prechod
pre nejaka dvojicu (stav, pismeno vstupu, zasobnikovy symbol). Aby sa A’
nezasekol, pre kazdu takt dvojicu dodefinujeme prechod:

5/(Q7G7Z):(QR728> CLGE, 5(Q7a7Z):®/\5(Q787Z):®

Takto sa Z, dostane na vrch zasobnika, a A’ potom uz bude ,,vediet”, Ze ma
len docitat vstup.

Jediny sposob ako automat teraz moéze nedocitat vstup je ak bude robit
e-kroky do nekone¢na. Preto potrebujeme upravit prechodovu funkciu. Nech
mé A definovany e-prechod pre kombinéciu stavu g a zéasobnikového symbolu
Z. Pozrime sa ako bude vyzerat vypocet A z konfiguracie (¢, ¢, 7). Zaujima
nas, do akych konfiguracii sa automat dostane bez ¢itania vstupu ked na

zasobniku bude mat len Z. Md7u nastat nasledovné moZnosti:

1. A si vyprazdni zasobnik, tj. dostane sa do konfiguracie (p, ¢,¢). Potom
mozeme do A’ pridat skratku §'(q,e, Z) = (p, ).

2. A bude robit e-kroky do nekonecna. Vieme, Ze sa toto stane, ak A
urobi aspon s(t + 1) krokov. V tom pripade A neakceptuje vstup a
my predefinujeme prechod na ¢'(q, e, Z) = (qr, Zs).
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3. A sa zasekne v stave p a zasobnikom 7 # ¢. Podla [5] vieme, 7ze dlzka
7 je najviac rst. V. A" definujeme §'(q,¢,2) = (p,7).

A’ sa nezasekne, lebo ma pre kazdu kombinéciu stavu a zasobnikového sym-
bolu definovany bud e-prechod, alebo prechody na vSetky pismena vstupnej
abecedy. e-kroky nemdze robit donekone¢na, lebo po kazdom e-kroku typu
2 alebo 3 uz nasleduje krok na pismeno zo vstupu, a pocet krokov typu 1 je
obmedzeny velkostou zasobnika. Na slovach na ktorych sa A nezasekne (a
necykli) sa automaty spravaju rovnako, az na to ze A’ pouziva skratky pri
e-krokoch. Ak sa A zasekne, alebo by mal robit e-kroky donekonec¢na tak A’
prejde do stavu qr v ktorom uz len docita vstup a neakceptuje. Teda auto-
maty akceptuju rovnaky jazyk a kedze sme pridali najviac jeden stav a dva

zasobnikové symboly tak je lema dokazana. O]

Veta 3.5. Ku kazdému deterministickému zdasobnikovému automatu A exis-
tuje DPDA A’ taky, Ze L(A)® = L(A'). Navyse, ak md A aspori jeden ne-
akceptacny stav, tak plati |[K'| = 3|K| a [I'| = |I'| +2. Ak F = K tak
|[K'| =3|K|+3 a|I"| =|T|+2.

Dokaz. Dokaz prvej Casti tvrdenia modzeme najst v [5]. Konstrukeia pouziva
tri kopie mnoziny stavov automatu v normélnom tvare. Ked pouzijeme odhad

z lemy 3.5 dostaneme aj druhu cast. O]



Kapitola 4
Vyuzitie pridavnej informacie

V tejto kapitole budeme skimat ako (a ¢i vobec) moze regularna pridavna in-
forméacia pomoct deterministickému zasobnikovému automatu. V prvej casti
ukédzeme priklady, kedy nam t& informécia umozni zostrojit vyrazne jedno-
duchsi automat. Kapitolu uzavrieme sériou tvrdeni, ktoré ukazuji, ze (mini-
méalnym) automatom pre postupnost jazykov L, nepomdze Ziadna regularna

informacia (t.j. automaty st nerozlozitelné).

4.1 Dobre rozlozitelné jazyky

Skimanie vplyvu pridavnej informacie na zlozitost moézeme robit na dvoch
arovniach. Prva moznost je, Ze si vezmeme konkrétny automat A. Potom
sa snazime najst taky poradny jazyk, aby nam informécia, ze slovo patri
do toho jazyka pomohla zostrojit jednoduchsi automat A’. Novy automat
musi, samozrejme, rozpoznavat rovnaky jazyk, ale bude mat pomoc v tvare
regularneho poradného jazyka.

Napriklad, skimajme takuto postupnost automatov A;, As, ...

= ({QO7 s 7qn71}7 {aa b}7 {Z07 Z17 CL}, 6717 qo, Z()7 ®>

(QO,G Zy) = (qu, Z1)
0n(gira,2) = (qs1y moansxa) i €{0,....,n—1} x€{Z,a}
on(gi,b,a) = (qi,€) ie{0,...,n—1}
6n(QOab Z1) = (qo,€)

21
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Automat A,, rozpoznéva jazyk
Diiod n) = {awd | w € Dy A#4(awb) =0 (mod n)}

kde D je Dyckov jazyk pozostavajuci zo spravne uzatvorkovanych symbolov
a a b. Automat ma zlozitost n (ked uvazujeme mieru ,pocet stavov*). Avsak,

Tahko vidno Ze ak za (regularny) poradny jazyk zvolime
Limoda n) = {w € {a,b}" | #4(w) =0 (mod n)}

tak D(mod ny mozeme akceptovat s len jednym stavom: ked uz vieme, Ze slovo
ma spravny pocet symbolov a tak staci skontrolovat ¢i si symboly dobre

uzatvorkované. To vie urobit automat A" = A; s jednym stavom a teda plati
D(mod n) — L(Ala L(mod n)) = LA1 N L(mod n)

Problém s tymto pristupom je, Ze my, vo vSeobecnosti, nevieme povedat ¢i
je zjednodusenie automatu sposobené pritomnostou poradného jazyka. Moze
sa stat, ze existuje automat A,,, jednoduchsi od nami zvoleného automatu
A} ktory rozpoznava rovnaky jazyk. Preto je lepsie skiimat efekty pridavne;
informacie na arovni jazykov. Jazyk mozeme stotoznit s (nejakym) miniméal-
nym automatom, ktory ho rozpoznava. Teraz ked dokazeme, Ze s regularnou
pomocou dokazme zostrojit mensi automat, ako je minimalny automat pre
dany jazyk, tak to znamena, Ze ta reguldrna informaécia je pre tento konkrétny
problém? dolezita. Najzlozitejsia ¢ast je potom dokaz, Ze nejaky automat je
minimélny automat pre dany jazyk, ¢o mozeme aj vidiet z nasledujtcej vety.
Veta 4.1. Pre kaZdén € NT plati, Ze automat A,, je minimdlnym automatom

pre jazyk Limod ny- Tj. neexistuje deterministicky zdsobnikovy automat A",
ktory rozpozndva Limeq ny a plati |K"| < n.

Pred tym, ako pristupime k dokazu vety, uvedieme pomocné definicie,

ktoré budeme pouzivat v tejto kapitole.

Definicia 4.1. Nech A je deterministicky zdsobnikovy automat. Nech w €
Y¥*. Situacia po precitani slova w automatom A je dvojica (s,q) € I'* x K,

kde s je obsah zdsobnika a q je stav automatu a plati:

(QOa w, ZO) l_j(4 (Qa g, S)

Ldokonca, méze byt aj jednoduchsi ako A’

Zinému jazyku/automatu ta informéacia nemusi vobec pomoct
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Definicia 4.2. Nech A je DPDA. Ciastocné funkcie cs : T* x K — Ny,
Ba:T*x K —{b}" a Sa:T*x K — K definujeme nasledovne:
Nech s € ' a q € K. Nech existujii m € Ny a p € K také, Ze

(q7 b", 3) |_ik4 (p> &, 5)

potom ca(s,q) =m, Ba(s,q) =b", Sa(s,q) = p.
Ked je jasné, o ktory automat ide, tak nepiSeme index A.

Tieto pojmy budeme pouzivat v nasledujicich dékazoch na postupné zo-
strojovanie vstupu do automatu: Automatu dame ¢ast vstupu, pozrieme sa
aka je ,situacia‘ po jeho doéitani a na zaklade toho pridame d'alsiu ¢ast. Ak
vieme, Ze sa uz precitané slovo dé doplnit symbolmi b na slovo z akcepta¢ného
jazyka sktimaného automatu tak funkcia ¢y udéva pocet symbolov. Napri-
klad, ak slovo w’ méa tu vlastnost, a situéacia po jeho prec¢itani je (s',¢’) tak
potom situdcia po precitani w'b*4) = w'B(s', ¢') je (¢,5(s',¢")).> Navyse,

funkcie maja nasledovné vlastnosti:

c(s281,q) = c(s1,q) + c(s2,5(51,9)) (4.1)
B(s281,q) = B(s1,q) - B(s2,5(s1,9)) (4.2)

Po tejto odbocke uz mozeme pokracovat v dokaze.

Doékaz (vety 4.1). Zvolme pevné n > 2 (pre n = 1 nie je ¢o dokazovat).
Postupovat budeme sporom. Nech taky A” existuje. Nech ma n — 1 stavov
a nech K” = {qo,...,qn_o}. Automat musi kontrolovat pocet symbolov a a
b. Preto moZeme, podobne ako vo vete 3.3, dokazat Ze na vstupe a’ bude
zasobnik automatu neobmedzene rést.

Ked A” preéita vietky dostatoéne dlhé slova a!, situacia bude tvaru
(sp’yksgi),q(i)), pricom v # ¢ a hodnota k, si a ¢ zavisi od i. Pri ¢oraz
vac¢som i sa hodnota k postupne zvacsuje a hodnoty sgi) a ¢ sa periodicky
opakuju. Preto dalsie ivahy nezévisia od konkrétnej hodnoty i. My teda
zvolime nejaké pevné s, ¢ a ¢ budeme menit tak, aby sme dosiahli potrebnu
hodnotu k (zachovéavajuc pritom invarianty s = ssaq? =q)t

Zvolme i také, aby k bolo viicsie ako n. Nech situacia po precitani a’ je

(5,7%ss,q). Ked pridame na vstup este n — 1 symbolov a, zésobnik nemoze

3Uvazujeme akceptovanie prazdnou pamétou
4Takyto sposob uvazovania budeme pouzivat aj v dalsich dokazoch
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klesnut prili§ hlboko — urcite neklesne az po s,. Preto pre j =0,...,n -1
moZeme situdciu po precitani a'™/ zapisat ako (s,7;,p;). Definujme slové
w; = 't B(;,p;). Potom po precitani w; situdcia bude (s, p}), kde p; =
S(7;,p;)- Kedze mame n slov a automat ma len n — 1 stavov, musi platit, ze
niektoré dve situacie su rovnaké. Nech su to situacie j; a jo (j1 # j2). Slovo
w; obsahuje ¢ + j symbolov a. Cisla i + J maja rozne zvysky po deleni n.
Nech ¢islo  oznacuje pocet symbolov a potrebnych na to, aby ¢ + j; bolo
delitelné s n (z = n — (i + j1) mod n). To znamené ze A” by mal akceptovat
slovo

wj, a® b* B(sp,pgl)

a zamietnut

wj, a® b* B(sp,p;,z)

To ale nie je mozné, lebo A” nevie rozlisit slova w;, a wj, (situacie po ich

precitani st rovnaké). Spor. O

Z tohto dokazu vyplyva, Ze informdcia Ze slovo patri do jazyka Lmod n)
je dolezita ked rozhodujeme prislusnost do jazyka D(moed n) @ umoziiuje nam
zmensit pocet stavov zasobnikového automatu z n na 1. Teda, moZzeme pove-
dat, ze rozklad jazyka Dmod n) Da jazyky Lmod n) & D1 je netrividlny, podla
nasledovnej definicie.

Definicia 4.3. Nech L,L, € Z.pppa. Nech Ly € % a nech plati L =
Ly N Ly. Nech A resp. Ay su automaty rozpozndvajice jazyky L resp. Ly a
nech A je minimdlny automat rozpozndvagici L (podla miery ,,pocet stavov®).
Hovorime, Ze deterministicky bezkontextovy jazyk L je netrivialne rozloZitelny

na jazyky Ly a Ly ak automat Ay md (ostro) menej stavov ako A.

Tato definicia neobmedzuje zlozitost kone¢ného automatu rozpoznéavaji-
ceho Ly a teda moze sa stat, ze automat bude mat vyrazne viac stavov ako
povodny automat A. Aj napriek tomu, my taky rozklad budeme povazovat
za netrividlny, kedZe kone¢ny automat (aj ked méa viacej stavov) je v istom
zmysle jednoduchsi ako I'ubovolny zasobnikovy automat. V dalsich ¢astiach
ukazeme priklady jazykov, ktoré nebudi netrividlne rozlozitelné, aj ked ko-

neénému automatu dovolime mat I'ubovolny pocet stavov.
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4.2 NerozloziteIné jazyky

V kapitole 3 sme definovali postupnost jazykov {L, } -, (strana 14) a dokazali
sme, 7ze zlozitost n-tého jazyka postupnosti je presne n. Teraz nas zaujima,
¢i nejaka regularna informacia nam umozni zjednodusit automat rozpozna-
vajuci L,. Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze to je mozné, lebo slova tych
jazykov maju nejaké obmedzenia na troven zahniezdenia — pre pevné n je
to konstanta a teda by to mozno kone¢ny automat mohol kontrolovat. Potom
by zasobnikovy automat kontroloval len pocet jednotlivych symbolov, a na
to mu staci jeden stav.

Po kratkom zamysleni vsak zistime, Ze to nie je pravda. Totiz, troven

zahniezdenia zavisi od presného poc¢tu symbolov v slove. Napriklad, slovo

el el ely

3mim mim , mi3m m _m’ mim’ mim’ mpmimim
a’b"a™b"a b’ = a™a™ a™b" a™ 0" a0 b b

patri do L, ale slovo

ST el

3mim _mi2m _mi2m m m’ mim’ mipmim mim im
a”™b"a™b e b = a™ ™ ™" @™ b @™ b
~ ——

€La\L1 €Ls

uz patri do L3\ Lo. V tejto Casti aj formalne dokdzeme, Ze sa minimalne au-
tomaty jazykov L, nedaju rozlozit na dva jednoduchsie automaty: determi-
nisticky zasobnikovy automat s mensim po¢tom stavov a koneény automat (s

Tubovolnym poé¢tom stavov). Formalny dokaz bude pozostévat z dvoch ¢asti:

1. najdeme nekone¢nti mnozinu slov (ozna¢me ju L. ), ktoré musi akcep-
tovat DPDA ktory akceptuje nadmnozinu L,,. Tento dokaz je podobny
tomu z vety 3.3, ktory vlastne néjde jednoprvkovi mnozinu L,,.. Tu
to v8ak musime spravit podrobnejsie, lebo potrebujeme nekoneéni (a

neregularnu) mnozinu, aby sme ju mohli pouzit v druhom kroku.

2. ukazeme, ze sa neda zostrojit DKA, ktory bude akceptovat (vsetky)
slova z L, a sucasne nebude akceptovat slova z L... Tu vyuZzijeme
neregularitu L, a ukidZeme, Ze automat nemoze odlisit ,,dobré* slovo

413
z L, a ,z1&“ slovo z L.
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Prvy krok z didaktickych dovodov este rozclenime na viac lem. Zacneme s
najjednoduchsim pripadom — jazykom L,.°

Lema 4.1. Nech A je jednostavovy DPDA taky, Ze Ly C N(A). Potom
existuje m € NT také, Ze pre vSetky j,1 € N*© existuji i,k,t € Ny : k > 27
také, Ze A akceptuje

aibt albl bjm ab b(kfj)mbiftfkm

Dokaz. Kedze A mé len jeden stav (ozna¢me ho qp), tak druhy parameter
funkeif ¢4 a B4 nebudeme pisat. Specidlne, vztahy 4.1 a 4.2 mozeme zapisat

ako:

c(s981) = c(s1) + ¢(s2) (4.3)
B(SQSl) = B(Sl) . B(SQ) (44)

a plati, ze ak w je prefix slova z Ls a situdcia po jeho precitani je (s, qo) tak

potom ¢(s) = #4(w) — #p(w). ‘
Zasobnik A po preéitani dost dlhych a’ bude tvaru sp’yksgz), pricom y # €

a hodnota k a sgz) zavisi od 1. Ked postupne zvacsujeme ¢ tak hodnota k

stipa, a hodnota sgi) sa periodicky opakuje. Preto dalsie ivahy nezavisia od
konkrétnej hodnoty i. My teda zvolime nejaké pevné s, a i budeme menit
tak, aby sme dosiahli potrebnt hodnotu %k (zachovavajuc pritom invariant
s = Ss).

Teda, po pretitani u = a’B(ys;) zésobnik bude s,7*~! (obsah zasobnika
mozno sledovat aj na obrazku 4.1). Aky bude obsah zasobnika po precitani
ua'b', | € N*t? Pocas spracovania a'b' zasobnik nikdy neklesne na trovein
s,7*72. UkaZeme to sporom. Nech zasobnik klesne na s,7*~2 po preéitani
uug, kde ug je nejaky prefix a'b!. Potom plati #4(ug) > #u(ug) a A bude
akceptovat slovo uugB(s,7*2) ale nie aj uuob®«(wwo)=#e(uuo) ¢ [, lebo

#a(uuo) - #b(uuo) Z 1 — #b(u) = C(Sp/ykss> - 0(735) > C(sp’yk_2>

Situaciu po preéitani ua'd! moézeme teda zapisat ako (s,7" 27/, qo). Hod-
nota 7' moze zavisiet od [, ale pre kazdé [ musi platit

c(y') = c(v)

5Jazyk L; neméa zmysel uvazovat, ked'Ze jeho minimélny automat ma len jeden stav a

teda zrejme neexistuje jednoduchsi automat
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SS
Y
e | v
= .
Q
o
N2 "
S| vl vy
Y Y Y Y
Sp Sp | Sp Sp | Sp
Slovo 1| a' | B(yss) | a't' | B(y?) |a | B(syy*7/7") b
Slovo 2 | a | B(vss) B(v) [a | B(s,y* 1) b

Tabulka 4.1: Obsah zasobnika A pri spracovani dvoch slov

lebo u a'b! ma rovnaky pocet ,otvorenych zatvoriek“S ako wu.
Pre j =2...k — 1 sa automat A po precitani

v =ua'tt B(yY ™) = a'B(ys,) a't! B(y'7*y) = a'B(ys,) 't B(y/ — 1)

dostane do situécie (5,777, qo). Do rovnakej situdcie sa dostane aj po preci-
tani w; = a’B(y7s,). vja nie je prefix slova z Ly, ale wja je. Kedze A nevie
tie dve slova rozliSit, moézme povedat, Ze sa A po precitani vja a w;a dostane

do (sp7""'774", qo), pricom
c(v") =c(y) +1 (4.5)
Podl'a predpokladu, A akceptuje w;aB(s,y*"17~") € Ly a teda aj
vaB(s,7" ") = a'B(ys,) a't! B(y)aB (s ")

Vyuzijiac vztah 4.5 a vlastnosti funkcie B (4.4) upravime zapis slova a dosta-
neme

@' Blys,) bl B(Y ab B(x) 7 B(s,)
Na zaclatku sme zvolili Tubovolné ¢ a teda pre kazdé j € N vieme najst
dost velké i (a teda aj k) aby platilo & > 2j. Ked potom nahradime c(yss)

st ac(y) s m dostaneme’

a’t’ a'o' ¥™ ab b*ImB(s,)

G#a(u albl) - #b(u albl) = #a(u) - #b(u)
"resp. nahradime B(vyss) s b* a B(y) s b™
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Navyse, z definicie ¢ vyplyva, ze
i = c(spykss) = c(sp) + ke(y) + c(ss) = c(sp) + km +t

Cize, c(s,) =i —t — km a teda uvedené slovo splia poziadavky z tvrdenia.
]

Dalsia lema sa bude zaoberaf zlozitej$im jazykom — Lj3. Miniméalny au-
tomat pre tento jazyk ma 3 stavy a teda jednoduchsi automat uz méze mat
viac ako jeden stav. To znamena, Ze niektoré kroky z predoslého dokazu uz
nebudeme mdct pouzit. Najvacsi rozdiel bude v tom, Ze pri pouzivani vztahu

4.1 musime overit, ¢i stavy nadvézuji na seba.

Lema 4.2. Nech A je DPDA taky, Ze Ky = {qo,q1} a Ly C N(A). Po-
tom existuje m € NT také, Ze pre vSetky dostatocne velké j,1 € N existuju
i,k t,xr € Ng: k> 2j také, Ze A akceptuje

aibt albl bjm abb® ab b(k—j)mbi—t—km—a:

Dokaz. Po precitani vietkych a’ pre dostato¢ne velkeé 4, situacia bude tvaru

(spvksgi),q(i)), pricom vy # ¢ a hodnota k, s& a ¢ zavisi od i. Pri ¢oraz

vacsom ¢ sa hodnota k£ postupne zvacsuje a hodnoty sg) a ¢ sa periodicky
opakuju. Preto, podobne ako v predoslom dokaze, zvolime nejaké pevné s,
q a index () uz nebudeme pisat.

Teda, po pre¢itani uy = a’B(vs,, ) situdcia bude (s,7*71, pg). Bez ujmy
na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze S(v,po) = po. Ak by automat
pri vyberani 4* nadhodou skékal medzi stavmi tak moZeme zvolit v = ~2.
KedZe sme uz jedno v vybrali zo zasobnika, tak nemdZeme byt v chvoste
ziadneho cyklu a teda bude platit S(v,py) = po. Proces vybratia jedného ~

zo zésobnika bude, ked ho rozlozime na mensie kroky, vyzerat takto:
(p07 bC(%po)’ 7) |_+ (po,la bC(%pO)_la 71) |_+ (p0,27 bC(%pO)_2a ’72) |_+ o |_+ (pOa £, 6)

Teraz sa pozrime aké bude dvojica po preéitani ug a't!, pre [ € NT? Po-
¢as spracovania a'b’ zasobnik nikdy neklesne velmi hlboko. Uréite existuje
konStanta h taka, Ze automat sa nedostane do konfiguricie so zasobnikom

k—1-h >
SpY . UkdZeme to sporom.
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Nech pre kazdé h' existuje I’ také, ze (pre dost velké i) plati

(p07 al/blla Sp’yk_l) '_A (p/7 Ul, Sp’yk_l_h/)

Zvolme teraz i, také, ze s = s,. Podla predpokladu, existuje [; také, Ze sa

na nejakom prefixe a'*b"* automat dostane do konfiguracie (py, u1, s,). Zvolme

19 takeé, ze sgiz) = S, a1y > 11 + ;. Rovnako ako predtym, existuje Iy také, Ze:

(g0, a™ a6, Zo) 4 (p2,uz, sp)

Analogicky, zvolime i3 > iy + I3, ku ktorému najdeme I3. Slova, ktoré auto-
mat precital kym sa dostal do konfiguracie (py, u,, s,) st prefixy slov z Ls a
maju rozny pocet ,otvorenych zatvoriek“. To znamena, ze hodnoty c¢(s,,p1),
c(sp,p2), c(sp, p3) musia byt rozne. To ale nie je mozné, lebo A ma len dva
stavy ~» spor.

KedZe teda zasobnik neklesne viac ako o v", situaciu po preéitani ug a'b’
mozeme zapisat ako (s,7*17"+/ p/). To znamend, 7e po precitani u; =
up a'b! B(y',p') situécia bude (s,7* 27" p;).

Teraz mozu nastat dva pripady:

po = p1: Automat je v rovnakej situacii, do akej by sa dostal po precitani
ug B(7"™,pg). To bude platit aj ked na konce oboch slov priddame
B(+,pg) pre j =0, ..., k—3—h. Zvolme ¢’ z mnoZiny {0,...,c(v,po)}
tak, aby c(vv',p') + ¢’ bol (celo¢iselny) nasobok c¢(v,po) a pridajme
este b9, Zatial st obe slova prefixy slov z Ls a teda musi platit, Ze
(8" 37", po o) sa rovna rozdielu poctov a a b v slovach. Ked na
koniec druhého slova pridame abbaB(s,v*~3"J~,, po,) dostaneme
slovo z Ls. KedZe A nevie tie dve slova rozligit, mozeme ten isty sufix
pridat aj na prvé slovo. To znamené, ze A bude akceptovat slovo ktoré
patri do Ly \ Lsz. To slovo je tvaru:

a'B(vss, q) db' B(y ™, p)b abbaB(s,7" "y, po.y)

po # p1: Na koniec slova pridame B(v7, p;)b?" ab pricom j = 0,...,k—3—ha
¢" je znovu vhodné ¢islo ktoré to zaokruhli na nasobok ¢(7y, po). Kedze
pocet symbolov b potrebnych na odstranenie v zo zasobniku nezavisi
od toho z ktorého stavu automat zacne, tak ani hodnota ¢” nebude
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zavisiet od volby j. Situécia po pre¢itani slova bude (s,v*=3="=7~" p").
Pridajme teraz este B(y”,p”). Potom situdcia bude (s,7*737"77 p,).

Zmovu potrebujeme analyzovat dve moznosti:

po = p2: Automat sa nachédza v takej istej situacii, v akej by bol po

precitani ugB(7y"7+2 py). Toto slovo oznaéime s u”.

p1 = p2: Automat sa nachadza v takej istej situacii, v akej by bol po
precitani u; B(y7, p1). Toto slovo oznacime s u”.

V kazdom pripade je u” prefix slova z Lz a teda moZzeme ho zretazit
s ab B(s,y*37"79 py). Ale A nevie rozliit u” od povodného slova. To
znamend, ze ten isty sufix mozeme pridat aj na koniec toho slova a A

ho bude akceptovat.
a'B(7ss,q) a't! B(" 1, p)b?" ab B(+",p"") ab B(s,/* 27", py)

Slovo patri do Ly, lebo z konstrukcie vyplyva, ze ma rovnaky pocet a
a b.

V oboch pripadoch sme dostali slovo, ktoré A musi akceptovat, aj ked
nepatri do L. Teraz, podobne ako v dokaze lemy 4.1, potrebujeme ukézat ze
to slovo je pozadovaného tvaru.

Kedze sme ¢ a ¢” volili tak aby pocet b v prislusnej casti slova bol
nasobok ¢(v, pg), tak tu cast moézeme zapisat ako H/™. Symbolom ¢ oznacime
¢islo ¢(y$s, ¢).  bude 1 alebo ¢(v”, p"), podl'a toho ktory pripad nastal. Kedze
slova patria do L4, pocet symbolov b v poslednej casti musi byt taky, aby
vyvézil pocet a a b. i moze byt Tubovolne velké, a teda vzdy vieme vybrat
také aby ten pocet bol kladny. Ked teraz napiSeme to slovo, zistime Ze je v

pozadovanom tvare.
a'b’ a'b' " abb® ab b I = a'b a'b ™ abb® abbFIm TR
O

Nasledovna lema sa zaobera vSeobecnym pripadom, ked n moéze byt Iubo-
volné. V dokaze tejto lemy sa uZz nebudeme zaoberat technickymi detailami,
ktoré sa riesia rovnako ako v predoslej leme, ale sa len odvoldme na dokaz
lemy 4.2. Tu sa sustredime na pridanie indukcie, ktord ndm umozni vytvorit

slovo z L, 11 \ L, pozadovaného tvaru.
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Lema 4.3. Nech n € N*. Nech A je DPDA taky, e |Ka| =n—1 a L, C
N(A). Potom existuje m € N také, Ze pre vSetky dostatocne velké j,1 € N*
evistuju i, k,t,x1,...x,_1 € No : k > 27 také, Ze A akceptuje

a'bt @b B bbbt pEmpistokme X e

Dokaz. Nech K4 = {qo, ..., qn_2}. Nech situacia po precitani (dost dlhych)
at je (spy"ss, q). Potom, po precitani u; = a'B(s,, ¢) situacia bude (s,7%, p1).
Bez ujmy na v8eobecnosti, mozeme predpokladat, ze S(v,p;) = p1. Ak by sa

(n=1!' Potom uz

automat pri vyberani v* cyklil, tak mozeme polozit v := 7
uréite bude platit S(7,p1) = p1, lebo cyklus moze byt dizky najviac n — 1 a
teda (n—1)! je ur¢ite nasobok dlzky cyklu. Chvost cyklu, ak existuje, moézeme
schovat do s;,.

Teraz k u; pridame a'b!. Podobne ako v dokaze lemy 4.2, moZeme dokézat,
ze automatu neklesne zasobnik ,,prilis hlboko*. Dokaz postupuje analogicky,
len potrebujeme zvolit n hodnét iy, . . .4, namiesto troch.

Oznatme teda situdciu po precitani u; a'd’ ako (s,v*~"+/,p’). Potom,
ked k slovu priddme B(v,p') situacia bude (s,7"7", ps). Ked este pridame
B(v9,pa) pre j = 1,...k —n — h tak situacia bude (s,7*"7 py).

Teraz chceme najst dvojicu slov takych, ze po ich prec¢itani bude automat
bude v rovnakom stave a zasobnik bude s,7*. Ak plati p; = ps, tak sme ich
nasli. Ak p; # py tak musime pokracovat dalej.

Pridajme k slovu b9' tak, aby sme pocet symbolov b v tejto skupine,
zaokruhlili na nasobok ¢(7y,p;). Potom pridajme este abb. Nech je vysledna
situacia (s,7k —h —j —1,7",p"). Pridajme ¢(v”,p”) symbolov b a ozna¢me
vysledny stav p3. Ak ps = p; alebo p3 = p, tak sme nasli dvojicu slov.

Ak nie, tak postupujeme induktivne: pridame abb a vhodny pocet sym-

k=h=i= (pre x = 3,4, ...).

bolov b tak, aby sme zasobnik ,,zaokrahlili na s,y
Postupne pre kazdé x takto dostaneme stav p,.. Toto staci robit po x = n lebo
A ma len n — 1 stavov a teda po n krokoch uz urc¢ite ndjdeme dva rovnaké
stavy. Takto zostrojené slova uvadzame aj v tabulke 4.2.

Nech teraz  a y (r < y) si najmensie Cisla také, ze p, = p,. Ak
y = 1 tak polozime &, = wu,b%. Ozna¢me situaciu po prec¢itani &, ako
(8p,YF "1y, pe). Ak y # 1 tak polozime &, = u,, 7¢ =7 a ps = p,.

Nech &, oznacuje slovo, ktoré vznikne zretazenim wu, a urcitého poctu

symbolov b. Pocet symbolov zvolime tak, aby automat mal rovnaky zasobnik
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Slovo Stav po Zasobnik po
precitani slova | precitani slova

Uy = CLibc(ss,q) I Sp’}/k

uy = uy a't! B(7',p') P2 sy YR

us = Ug b9t abb b92 D3 spyk_h_j_l

Uy = us abb b9 P4 spyRhi—2

Uy = Uyp_q abbbin—1 Dn sy —h=i—nt2

Tabulka 4.2: Zoznam dolezitych slov pouZzitych v dokaze

a stav po precitani &, a &,. To sa d4, lebo treba len pridat vhodny pocet b aby
sme zmazali niekolko v a potom este b9 ak y = 1. Kedze A bol na zaciatku
v rovnakom stave (p, = p,) tak aj po prec¢itani &,, &, bude v rovnakom stave
(a s rovnakym obsahom zasobnika).

&, ma troven zahniezdenia x. To znamend, Ze slovo

& (abb)nnyrlbc(sﬂk*hfjfyﬂ’%7P§)—(n—y+1)

mé droven zahniezdenia r+n—y-+1 < n, patri do L,, a teda ho A musi akcep-
tovat. Ked to isté slovo pridame na koniec &,, dostaneme slovo z Ly, 11 \ Ly,
ale A ho tiez bude akceptovat. Teraz uz jednoduchymi tpravami, podob-
nymi tym v dokaze lemy 4.2, mézeme dokazat, ze to slovo je v pozadovanom

tvare. ]

Teraz dokadzeme druhu ¢ast nasho tvrdenia. Pre kazdé n méme mnozinu
slov z L1\ Ly, ktoré musi akceptovat ,jednoduchy* automat akceptujici
vsetky slova z L,,. My chceme ukézat, Ze neexistuje kone¢ny automat, ktory
by zamietal vSetky tieto zlé slova a pritom akceptoval vsetky dobré slova z
L,. 7 toho potom vyplynie, Ze prienik jazykov akceptovanych touto dvoj-
icou automatov nemdze byt L, a teda ze L,, (a jeho minimalny automat) je

nerozlozitelny.

Veta 4.2. Nech n € NT. Neexistujii n — 1 stavovy deterministicky zdsobni-

kovy automat A a deterministicky konecny automat A" (s lubovolngm poctom

stavov) také, Ze N(A) N L(A") = L,.



KAPITOLA 4. VYUZITIE PRIDAVNE.J INFORMACIE 33

Dékaz. Sporom. Nech existujut DPDA A a DKA A’ také, ze N(A)NL(A") =
L,. Potom plati L, C N(A) a podla predchadzajucich lem existuje m € Nt
také, ze pre vietky (dost velké) j, I € NT existujua ¢, k,t,z1,... 2,1 € Ny :
k > 2j také, ze A akceptuje

W = atbt albt BT abb®r - - abbThot pk—dmpi—t—km=3 07 @

wj; (pre n = 3 je slovo znazornené na obrazku 4.1 vlavo) patri do N(A)
ale nepatri do L,, a teda A’ nesmie akceptovat w;; pre ziadne j a [. Nech
| = j = |Ku|!. Pozrime sa, ako A" bude pracovat na wj;. Cast b'H'™ ma
dlzku |K4|!- (m+1). To je viac ako pocet stavov A’ a teda sa automat bude
cyklit. Dizka cyklu uréite deli &slo | 4|! - m a teda mézeme tol'ko znakov b

vynechat a A’ si to ,neviimne* — nebude akceptovat ani slovo:
. . 1
abt CL'KA/l!b|KA/|! abb® ... gbb®r-1 bk7|KA/|!bzftfkmfZ::1 Ts

F=IBalm - Jej dlzka je aspon |Ka|!

Teraz sktmajme vypocet A’ na casti b
(lebo k£ > 2j) a teda sa aj tu automat bude cyklit a tu mozeme pridat

| K a/|!' - m symbolov b. To znamené, ze A" nebude akceptovat ani slovo:

n—1

w'=a'bt &'KA'“blKA'“ abb® - . . abb*n—1 bkmbi—t—km— i Ts
ST €l €Ly
. -1 . —1
:ajzftfzz:l Ts q%n—1 .. '@xl atbt a|KA/|!b|KA/|! abbzi Cab bt bzftfz::l Ts

~~

€Ls
NS >
'

€Ly

w' (obrazok 4.1 vpravo) nepatri do L(A’) a preto nemdze ani patrit do prie-
niku L(A") a N(A). To je spor s N(A) N L(A") = L,. O

Obr. 4.1: Slovo w;; pred a po ,,pumpovani*
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Zaver

V préaci sme skimali vplyv regularnej pridavnej informécie na zlozitost de-
terministickych zasobnikovych automatov a jazykov, ktoré ony rozpoznavaju.
Ukéazali sme pripady, v ktorych ta informéacia pomoze vyrazne zjednodusit
automat, ako aj automaty, ktoré sa nedaju zjednodusit requldrnou pridavnou
informéciou. Preto, Ze zloZitost zasobnikovych automatov nebola velmi sku-
mané, museli sme cast prace venovat aj tejto problematike. Preskumali sme
rozne sposoby definovania zlozitosti automatov a vylepsili sme konstrukciu
normalneho tvaru ,,automat vzdy docita vstup®.

Tato praca by sa dala rozsirit v mnohych smeroch. Dalo by sa skumat
(uzéverové) vlastnosti triedy dobre rozlozitelnych a nerozlozitelnych jazy-
kov. Taktiez, mohli by sme sksit iné definicie zlozitosti automatov a jazykov:
(ne)rozlozitelné jazyky podla miery ,pocet stavov® by sa mohli stat rozlozi-
telnymi keby sme zobrali jemnejsiu mieru. Dalsia moznost moze byt skusit
nejaké obmeny modelu automatu s ktorym pracujeme (napr. akceptovanie
stavom, alebo zasobnik s pevnym dnom), pripadne nahradit zasobnikové au-

tomaty silnejsim modelom.
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