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Abstrakt

Autor: Be. Peter Schmidt

Nazov diplomovej prace: Algoritmické vlastnosti vnoreni grafov do pléch
Skola: Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta: Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Katedra: Katedra informatiky

Vedici diplomovej prace: Mgr. Michal Kotrbéik, PhD.

Rozsah prace: 52 stran

Bratislava, méj 2015

Tato praca sa venuje algoritmickym vlastnostiam vnoreni grafov do ploch.
Nasim cielom je uréit rod vybranych tried grafov. V prvej casti préce sa za-
meriavame na rody kartezianskych siac¢inov grafov s grafom K. S pomocou
dosiahnutych teoretickych vysledkov uré¢ime rod stuc¢inov kompletnych grafov
K,OOK5 pre n < 164. Zvlast dolezity je vysledok pre Ky, ktory ukazuje, ze
tento graf nedosahuje teoreticky dolny odhad, ktory uviddza Ringel. Druha
Cast préace sa zameriava na konstrukciu protiprikladov k Tuttovej hypotéze.
V praci uré¢ime rod najmensieho znameho protiprikladu. Zaroven sformu-
lujeme postacujice podmienky, za ktorych je mozné zndmou konstrukciou

zostrojit triedu protiprikladov nizsieho rodu.

Krlacové slova: vnorenie grafu, rod grafu, karteziansky sucin, kompletny

graf, Barnettova hypotéza, Tuttova hypotéza

v



Abstract

Author: Be. Peter Schmidt

Thesis title: Algorithmic properties of graph embeddings into surfaces
University: Comenius University, Bratislava

Faculty: Faculty of Mathematics, Physics and Informatics
Department: Department of Computer Science

Advisor: Mgr. Michal Kotrbé¢ik, PhD.

Page count: D2 pages

Bratislava, May 2015

This thesis deals with algorithmic properties of graph embeddings. Our
main goal is to determine genus of chosen classes of graphs. In the first part
we focus on genera of cartesian products of graphs with Ks. Using novel
theoretical results we determine genera of cartesian products of complete
graphs K,[1K for n < 164. Of a particular significance is the result for Ky,
which disproves Ringel’s conjecture. The second part of the thesis focuses on
counterexamples to Tutte’s conjecture; in particular, we determine genus of
the smallest known counterexample. Finally, we derive a sufficient condition

for existence of a counterexample with lower genus.
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Uvod

Minimalnemu rodu grafov sa venuje mnoho pozornosti uz od polovice osem-
nasteho storocia (Euler). Najzaujimavejsie vysledky sa vSak objavuju az v
druhej polovici dvadsiateho storocia. Patria medzi ne najméa konstrukcia
minimalnych vnoreni kompletnych grafov | |, neskor kompletnych bi-
partitnych grafov | | a vysledky o zlozitosti tohto problému.

Na rozdiel od maximélneho rodu grafu, ktory je mozné urcit v poly-
nomialnom case, problém rozhodnut, ¢i vSeobecny graf pripusta bunecné
vnorenie do plochy rodu k, je NP-tuplny problém | |. Pre niektoré triedy
grafov je mozné ukazat O(1)-aproximovatelnost rodu daného grafu. Hoci nie
je vylucené, Ze existuje O(1)-aproxima¢ny polynomiélny algoritmus aj vo
vSeobecnom pripade, znamy je iba O(y/n)-aproximaény algoritmus | |.
V nedavnom ¢lanku | | autori zostrojili polynomialny algoritmus, ktory
pre graf G rodu k skonstruuje vnorenie rodu k90,

Sktiimanie vnoreni grafov z teoretického hladiska pontka novy pohlad
na Strukturdlne vlastnosti grafu. Pre niektoré, vo v8eobecnosti tazké prob-
lémy, existuju efektivnejsie algoritmy pre grafy, ktorych rod vieme ohanicit
konstantou, resp. ak na vstupe dostant vnorenie minimélneho rodu.

Ako priklad uvedme dolezity problém izomorfizmu grafov. Napriek mno-
hym snahédm stale nie je zname, ¢ tento problém patri do zloZitostne;
triedy P. Je vSak znamy polynomialny algoritmus pre problém izomor-
fizmu planadrnych grafov. Akési zovseobecnenie tohoto vysledku priniesol
¢lanok | |. Autor popisuje algoritmus, ktory pre graf rodu k& rozhoduje
problém izomorfizmu v ¢ase n©®).

Z najnovsich sticasnych vysledkov spomeiime napriklad asymetricky prob-
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lém obchodného cestujiceho. Tento problém je NP-tazky, pre graf rodu
k je v8ak znamy O(log k/loglog k)-aproxima¢ny algoritmus s polynomial-
nou ¢asovou zlozitostou. Tento algoritmus vSak potrebuje vnorenie daného
grafu rodu k na vstupe. Ttto poziadavku sa podarilo odstranit v relativne
nedavnom ¢lanku | | pre grafy s ohrani¢enym stupiiom.

Poznatky ziskané stidiom vnoreni grafov maju aj praktické vyuzitie, up-
latnenie nachadzaji napriklad pri navrhu VLSI obvodov | |.

V nagej praci sa budeme venovat najmé minimalnym rodom niektorych
grafov. S vyuzitim ziskanych teoretickych vysledkov ukédzeme, ako za pomoci
pocitaca urcit rod vybranych tried grafov.

Obsahovo je praca rozdelené na 5 kapitol. V prvej kapitole zavedieme zak-
ladné pojmy a oznacenia, ktoré nam umoznia detailne studovat vlastnosti
vnoreni grafov. Zadefinujeme pojem vnorenia grafu do plochy a uvedieme
najdolezitejsie doterajsie teoretické vysledky z topologickej tedrie grafov.

V druhej kapitole popiseme zakladné operécie na vnoreni grafu. Najma
nas bude zaujimat, ako sa meni rod vnorenia pri pridavani hran v niektorych
Specialnych pripadoch. PoukédZeme na sivis medzi rodom vysledného grafu
a vel'kostou pokrytia oblastami. Tieto pozorovania nam umoznia Studovat
vnorenia konkrétnych grafov v d'alsich kapitolach.

Vlastné vysledky st rozdelené na dve ¢asti. Prva zahfna kapitoly 3 a 4 a
tyka sa kartezianskych stucinov grafov s Ky. Nasim cielom bolo charakterizo-
vat rod takychto grafov. Najskor v kapitole 3 odvodime potrebné vSeobecné
vlastnosti tychto grafov. Nasledne sa v kapitole 4 pokusime aplikovat dosi-
ahnuté vysledky na konkrétnych triedach grafov, pricom sa zameriame na
kompletné grafy. Tymto problémom sa zaoberé | |, dodnes vsak nie je
iplne vyrieSeny. S vyuzitim dosiahnutych teoretickych vysledkov skonstru-
ujeme efektivne algoritmy, pomocou ktorych budeme schopni skonstruovat
minimélne vnorenia suc¢inu K, s grafom K, pre n az po 164.

Druha ¢ast vysledkov, uvedenych v kapitole 5, sa tyka nehamiltonovskych
kubickych grafov. Barnettova hypotéza hovori, ze kazdy planarny 3-suvisly
kubicky bipartitny graf je hamiltonovsky. Rovnaké tvrdenie pre neplanirne

grafy, zname aj ako Tuttova hypotéza, ale neplati. Znamy je protipriklad



na 54 vrcholoch rodu 4. Najmensi protipriklad mé 50 vrcholov, pricom sa
vie, ze rod tohoto grafu je 4 alebo 5 | |. V kapitole 5 uréime rod to-
hoto grafu. Zaroven sa pokusime vyslovit podmienky, za ktorych je mozné
znamou konstrukciou, popisanou v | |, zostrojit protipriklad mensieho

rodu.



Kapitola 1
Uvod do topoldgie grafov

Pod pojmom graf G rozumieme dvojicu (V, E), kde V' je koneéna mnozina
vrcholov a £ C V x V je mnozina hran. Nech u a v st vrcholy a hrana
e = uv, potom vrcholom u a v hovorime koncové vrcholy hrany e. Zaroven
takéto vrcholy volame susedné.

Postupnost vrcholov a hran grafu G tvaru vy, eq, vo,€9,...€,_1,v,, kde
vrcholy v; a v;;q st koncové vrcholy hrany e;, nazyvame sled. Pod pojmom
dlzka sledu rozumieme poéet hran v slede. Ak vy = v,,, potom sled nazyvame
uzavrety.

Pod pojmom cesta v grafe rozumieme sled, ktory prechadza kazdym vr-
cholom grafu najviac raz. Graf volame stvisly, ak pre kazdu dvojicu vrcholov
u a v grafu G existuje cesta, ktoré zac¢ina vrcholom u a koné¢i vrcholom v.
Graf G volame k-suvisly, ak po odstraneni menej ako k vrcholov ostane
savisly.

Uzavrety sled, ktory prechadza kazdym vrcholom grafu najviac raz, vo-
lame kruZnica. Zvlastny vyznam ma pre nés kruznica, ktora prechadza
kazdym vrcholom grafu préve raz. Takito kruznicu voldme hamiltonovska
a graf, ktory obsahuje taktuto kruznicu, volame hamiltonovsky. Urcit, ¢i je
graf na vstupe hamiltonovsky, je vo vSeobecnosti NP-tplny problém.

Graf, ktory neobsahuje kruznicu, volame acyklicky. V opa¢nom pripade
definujeme obvod grafu ako dizku najkratdej kruznice v grafe. Graf volame

bipartitny, ak existuju disjunktné podmnoziny vrcholov A a B také, ze graf
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neobsahuje ziadnu hranu, ktorej obidva koncové vrcholy lezia v jednej z
tychto mnozin.

Graf, ktory obsahuje hranu medzi kazdou dvojicou vrcholov, nazyvame
uplny. Uplny graf na n vrcholoch oznadujeme K,. Uplny bipartitny graf
K, je bipartitny graf s particiami vrcholov velkosti m a n, ktory obsahuje

hranu medzi kazdou dvojicou vrcholov v réznych particiach.

1.1 Topologicka teéria grafov

Predmetom studia topologickej tedrie grafov st reprezentacie grafov na
plochéch. V tejto casti uvedieme najdolezitejSie pojmy z topologie, ktoré
budeme neskor pouzivat. Formalne definicie a dokazy uvedenych tvrdeni je
mozné najst v | |, mierne odligny pristup k vybudovanie formalnych
zékladov pontika | |-

Pojmom homeomorfizmus oznacujeme spojité zobrazenie medzi topo-
logickymi priestormi, pre ktoré existuje inverzné zobrazenie. Pod pojmom
plocha budeme rozumiet 2-varietu, teda spojity topologicky priestor, ktorého
kazdy bod ma okolie homeomorfné otvorenému disku.

Plochy rozlisujeme orientovatelné a neorientovatelné. Orientovatelné su
tie plochy, pre ktoré je mozné v kazdom bode zvolit orientaciu, pri¢om ak po
Tubovolnej uzavretej krivke v ploche prejdeme naspét do tohto bodu, orien-
tacia sa nezmeni. V opa¢nom pripade hovorime o neorientovatelnej ploche.
Prikladom orientovatelnych ploch st rovina, povrch gule alebo povrch to-
rusu. Prikladom neorientovateInych ploch si Mobiov pas alebo Kleinova
flasa.

Standardne nas zaujimaju plochy, ktoré st uzavreté, teda kompaktné
plochy, ktoré nemaju ohranicenie. V tejto préaci sa venujeme vyhradne ori-
entovateInym plocham, preto tieto privlastky budeme spravidla vynechavat.

Da sa ukazat, Ze kazda orientovatelna uzavreta plocha je homeomorfna
guli s k pridanymi rackami | |. Na obrazku 1.1 je znazornené, ako
pridanim rucky do gule vznikne torus.

Plochy mozeme charakterizovat ich rodom. Nech orientovatelné plocha
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Obr. 1.1: Pridanim racky k ploche gule vznikne torus.

S je homeomorfna guli s k£ pridanymi rackami, potom ¢islo £ nazyvame
rod plochy. Rod plochy S budeme oznacovat 7(S). Gula teda predstavuje
plochu rodu 0, torus rodu 1 atp.

1.2 Vnorenie grafu do plochy

Definicia 1.2.1. Pod pojmom vnorenie grafu G do plochy S budeme rozu-
miet reprezentéaciu grafu G, v ktorej kazdému vrcholu grafu G prislacha bod
S a kazdej hrane G prisliucha jednoducha krivka (homeomorfny obraz uza-

vretého intervalu [0,1]) v S, pri¢om tieto spliiaji nasledujice podmienky:
(i) roznym vrcholom G prislichajiu rozne body S;

(ii) konce krivky prisluchajtcej hrane lezia v bodoch, ktoré prisluchaji
koncovym vrcholom danej hrany, pricom okrem bodov prislichajacich

koncovym vrcholom na tejto krivke nelezia ziadne dalSie;

(iii) krivky prislachajice hranam sa nepretinaju v inych ako koncovych
bodoch.

Rovina nie je uzavreta plocha, da sa ale Tahko ukéazat, Ze rovina je home-
omorfna guli bez jedného bodu. Preto vnorenie grafu v rovine existuje prave
vtedy, ak existuje vnorenie tohto grafu v guli. Grafy rodu 0 st teda prave
planarne grafy.

Kedze kazdu orientovatelnu plochu je mozné zostrojit z gule pridanim

k racok, je zrejmé, ze pre kazdy (konefny) graf existuje plocha S taka,
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ze graf G je mozné nakreslit na plochu S bez pretinania hréan. Najskor
nakreslime graf G na povrch gule, nasledne pre kazda dvojicu hran e a ¢/,
ktoré sa pretinaju, pridame racku, po ktorej bude viest hrana e’ (dostatoéne
mala a dostato¢ne blizko priese¢nika s e, aby nepretla Ziadne iné hrany).
Vyuzivame pri tom fakt, Ze nakreslenie grafu na gulu ma iba kone¢ne vela
dvojic kriziacich sa hran.

Komponenty plochy S po odstraneni vnorenia grafu G nazyvame oblasti
vnorenia. Bune¢né vnorenia si také, v ktorych je kazda oblast homeo-
morfnéa otvorenému disku (2-bunka). V nasledujicom texte budeme uvazo-
vat vyluéne bune¢né vnorenia.

Uzavrety sled v grafe, ktory ohrani¢uje oblast vnorenia grafu, nazy-
vame hrani¢ny sled danej oblasti. Pod velkostou oblasti rozumieme dlzku
jej hrani¢ného sledu. Oblastiam velkosti 3 budeme hovorit trojuholnikové,
velkosti 4 §tvoruholnikové atd. Trojuholnikové vnorenia (triangulacie) buda

potom tie, ktoré obsahuju iba trojuholnikové oblasti.

Definicia 1.2.2. Hovorime, ze grafy G a H st navzajom homeomorfné, ak
existuju subdivizie G’ a H' grafov G resp. H také, ze G' a H' st navzajom

izomoriné.

Déa sa ukazat, Ze grafy st homeomorfné prave vtedy, ked su ich topo-
logické reprezentacie homeomorfné v zmysle homeomorfizmu topologickych

priestorov.

1.3 Eulerov vztah

Euler v roku 1750 dokazal formulu
n—m+ f =2,

ktora dava do stivisu pocet vrcholov n, hrdén m a stien f mnohostena. Tato
formula plati ale iba v pripade, ak kazda stena je 2-bunka a mnohosten
neobsahuje ,diery*.

Lahko sa da ukazat, Ze rovnaky vztah plati pre pocet vrcholov, hran a
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oblasti vnorenia grafu do gule. Zac¢iatkom 19. storoc¢ia sa podarilo tento
vztah zovSeobecnit (Lhuilier, 1811) pre vSetky uzavreté plochy. Vysledkom
bola nasledujica veta. T4 hovori o tom, Ze rod daného bunec¢ného vnorenia

suvislého grafu zavisi od poc¢tu oblasti a naopak.

Veta 1.3.1 (Euler-Poincaré). Nech G je graf s n vrcholmi a m hranami.
Nech 11 je buneéné vnorenie grafu G do orientovatelnej plochy S rodu k,

pricom pocet oblasti vnorenia 11 grafu G je f. Potom
n—m+ f=2-—2k.

Pouzitim Euler-Poincarého vety je mozné lahko ukazat, ze grafy K5 a
K33 nie st planarne. Pod operaciou kontrakcie hrany e = wv v grafe ¢
rozumieme odstranenie hrany e a nésledné zlucenie vrcholov u a v do jed-

ného. Odstranenie hrany ani kontrakcia hrany nezvysi rod grafu | |.

Definicia 1.3.2. Hovorime, Ze graf H je minorom grafu G, ak je mozné z
grafu G zostrojit graf H pomocou operacii subdivizie, kontrakcie a odstré-

nenia hrany:.

Veta 1.3.3 (Kuratowski). Graf G je plandrny vtedy a len vtedy, ked neob-

sahuje ako minor graf H homeomorfny s Ks alebo K 3.

Toto tvrdenie je mozné zovseobecnit pre plochy Iubovolného rodu. Robert-
son a Seymour ukazali, Ze pre kazdu plochy (v zmysle nasej definicie) je

mnozina takychto tzv. zakdzanych minorov konec¢né.

1.4 Rotacni schéma grafu

Lubovolné vnorenie grafu je mozné reprezentovat spojitou funkciou, ktora
mapuje [ubovolni pevnu topologicku reprezentaciu grafu do bodov plochy.
Takéto reprezentacie st ale pre pracu s vnoreniami prilis nepraktické. Navyse
neumoznuji jednoducho uréit, ¢i je dvojica vnoreni homeomorfna. V tejto

Casti si ukdzeme vhodnejsiu reprezentaciu vnorenia grafu.
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Majme vrchol v grafu G. Ozna¢me N (v) mnoZinu vrcholov uy, usg, . .., ug
susednych s vrcholom v. Zvolime pevnu orientaciu na ploche (v smere resp.
proti smeru hodinovych ruciciek). Pod rotaciou na vrchole v budeme rozu-
miet cyklickti permutéaciu p, hréan incidentnych s vrcholom v. Pre jednoduché
grafy definujeme rotaciu na vrchole ekvivalentne ako cyklickii permutaciu
susednych vrcholov. Potom n-ticu rotacii II = (py,, puy,- - -, Pu,) budeme
nazyvat rota¢na schéma grafu.

Pri zapisovani rota¢nej schémy budeme vrcholy spravidla oznacovat pri-
rodzenymi ¢islami. Potom pre graf G radu n budeme schému reprezentovat
tabulkou s n riadkami, pricom i-ty riadok zodpoveda rotécii na i-tom vre-

hole. V tabulke 1.2a je znazornena rotacné schéma grafu K.

0: 132645
1: 243056
22354160
33465201
4: 506 312
56 104 23
6: 0215 34
(a) Rota¢na schéma K7

(b) Vnorenie K; do torusu.

Obr. 1.2: Trojuholnikové vnorenie grafu K7 a prislichajica rotacné schéma.

Vztah medzi rotaénymi schémami a vnoreniami grafov poprvykrat po-
zorovali a pouzili vo svojej praci Dyck (1888) a Heffter (1891). Tento jedno-

jednozna¢ny vztah neskor formalizoval a dokézal Edmonds (1960).

Veta 1.4.1 (Edmonds-Heffter). KaZdému vnoreniu grafu G do orientovanej
plochy S zodpovedd prave jeden rotacny systém II(G). Naopak, kaZdému
rotacnému systému I1(G) zopovedd prdve jedno vnorenie G do orientovanej

plochy S.

Mnozinu v8etkych rota¢nych schém grafu G budeme oznacovat I'g. Pred-



10 KAPITOLA 1. UVOD DO TOPOLOGIE GRAFOV

chadzajica veta nam umoznuje urc¢it kardinalitu mnoziny I'.

Dosledok 1.4.2. Nech G je lubovolny graf. Potom pocet vnorent grafu G je

Tal= ] (deg(v) —1),

veV(Q)

kde deg(v) oznacuje stuperi vrchola v.

Na obrazku 1.2b je znazornené trojuholnikové vnorenie tplného grafu K
do torusu (sta¢i zlucit stranu obdlznika a so stranou o’ a nésledne stranu
b so stranou ¥, ¢m vznikne torus). K tomuto vnoreniu prislicha rota¢né
schéma znézornena v 1.2a. Vidno, Ze rotacia na vrchole zodpovedé poradiu,
v ktorom pri zvolenej orientacii v ploche ,vychédzaji“ incidentné hrany z

vrchola.

Veta 1.4.3. Majme rotacni schému Il reprezentujicu vnorenie jednoduché-
ho suvislého grafu G. Potom uzavrety sled tvaru vy, ey, v, €3,V ..., €n, Un,
kde v, = vy, €¢; = v;_1v; pre i = 1,2,...,n je hranicny sled oblasti prdve

vtedy, ked pre kazdé i =1,2,...,n— 1 plati viy1 = py, (Vi—1).

Pojmom roh oblasti Fy budeme oznacovat usporiadani trojicu (e, v, e3)
taku, Ze (e, v, €2) sa v tomto poradi nachadza v hrani¢nom slede oblasti Fj.
Ekvivalentne pre jednoduché grafy mézeme definovat roh oblasti ako tro-
jicu (uq, v, uz) taka, ze patica (uq, uiv, v, ugv, uz) je obsiahnuta v hrani¢nom
slede oblasti Fy. Hrany, ktoré v rotéacii na vrchole v nasleduja po sebe, zre-
jme tvoria spolu s vrcholom v roh oblasti.

Pod vlozenim konca hrany e = ugv do rohu (us, v, us) budeme rozumiet
pridane uy do rotacie na vrchole v tak, Ze ug sa bude v rotacii nachadzat
bezprostredne za vrcholom wu; a pred vrcholom us. Budeme hovorit, Ze vnore-
nie II'(G) vzniklo z vnorenia II(G) vlozenim hrany e do oblasti Fy préave

vtedy, ked oba konce hrany e boli vlozené do rohov oblasti Fyj.
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1.5 Algoritmus Face-Trace

Podl'a Euler-Poincarého vety je mozné urcit rod vnorenia, ak pozname pocet
oblasti. Algoritmus 1 popisuje funkciu, ktora najde hrani¢né sledy vsetkych
oblasti, ak mame dani rotacni schému grafu. Casova zlozitost algoritmu je

linearna od poc¢tu hran grafu.

Algoritmus 1 Najdenie hrani¢nych sledov oblasti rotéacie II.

. function FACETRACE(G, II, 0)
(v, u') < (v,u)
F + prézdny sled
repeat
(W) = (', pw (V')
pridaj hranu v'v’ do sledu F
ozna¢ hranu v'u’ v tomto smere ako obsiahnuta v slede
until (v, v') = (v, u)
return F
end

H
<

11: function GETFACES(G, II)

12: F=0

13: for each vl € E(G) do

14: if v nie je v tomto smere obsiahnuta v slede oblasti then
15: F + FACETRACE(G, II, v11)

16: pridaj oblast F' do mnoziny F

17: end if

18: end for

19: return F

20: end

1.6 Minimalny rod grafu

Pri stiadiu vnoreni grafu nas spravidla zaujimajua iba vnorenia so Specifick-
ymi vlastnostami, napriklad vnorenia minimalneho rodu, alebo vnorenia s

danou Struktirou oblasti. KedZe na zéklade vety 1.4.2 priestor vSetkych
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roznych vnoreni je konecny, je teoreticky mozné ich vSetky prehladat.

Z praktického hladiska v8ak nie je mozné pracovat so vSetkymi vnore-
niami uz pomerne malych grafov — ako priklad uvedme uplny graf na 8
vrcholoch. Podet vnoreni tohto grafu je (6!)® (viac ako 10?%), ¢o na bezne
dostupnom hardvéri znemoziuje vyuzitie takéhoto postupu.

V nasledujicich kapitolach budeme urcovat rod niektorych vybranych
grafov. Budeme sa snazit vyuzit niektoré strukturalne vlastnosti skiimanych
grafov na to, aby sme vyrazne zredukovali pocet vnoreni, ktoré je potrebné
prehladat.

Nech G je jednoduchy graf, miniméalne k také, Ze G ma bunecné vnore-
nie do plochy rodu k, volame rod grafu G a oznacujeme v(G). Podobne
maximélne k také, ze G mé& bunetné vnorenie do plochy rodu k, volame
maximalny rod grafu G a oznac¢ujeme v, (G).

Ked7e pocet vnoreni grafu je koneény, vnorenie miniméalneho aj maximal-
neho rodu zrejme vzdy existuje. Navyse tiez plati, ze pre kazdé k, pricom
Y(G) < k < yu(G), existuje buneéné vnorenie G' do plochy rodu k.

Nasledujuca veta hovori, Ze rod grafu je aditivny, vzhladom na kompo-

nenty suvislosti grafu.

Veta 1.6.1. Nech graf G = G1 UGy U --- UGy, je zjednotenie disjunktnijch
grafov. Potom
1G) =(G1) +7(G2) + -+ +7(Gr).

Pri praci s vnoreniami budeme ¢asto vyuzivat operaciu pridania resp.
odstranenia hrany. Plati, Ze odstrdnenie hrany z vnorenia rod nezvysi. Za
urcitych okolnosti méze rod vnorenia ale znizit. Naopak, pridanie hrany
rod vnorenia neznizi, moze ho vSak zvysit. Vzdy ale plati, Ze rod vnorenia
sa zmeni najviac o 1. V kapitole 2 presnejsie popiSeme, ako sa pri tychto
operéciach meni rod vnorenia a hranice oblasti.

Rozhodnut, ¢ pre dany graf existuje bune¢né vnorenie do plochy rodu &,
je vo vSeobecnosti NP-tazky problém | |. Mozeme ale odvodit niektoré
jednoduché odhady.

Vsimnime si najskor, ze hrani¢ny sled oblasti nemdze byt kratsi, ako

dlzka najkratsej kruznice v grafe. Potom ked7e kazda hrana sa v sledoch



1.6. MINIMALNY ROD GRAFU 13

nachadza prave dvakrat, dostavame nasledujice tvrdenie.

Veta 1.6.2. Majme vnorenie cyklického grafu G obvodu g s m hranami,

pricom vnorenie md f oblasti, potom 2m > g - f.

Toto pozorovanie nam po dosadeni do Eulerovho vztahu umoznuje sfor-

mulovat nasledujici odhad rodu grafu.

Veta 1.6.3. Nech G je graf obvodu g s n vrcholmi a m hranami. Potom

1 g—2
GY>1—= E—
v(G) > 2n+ 2gm

Tento dolny odhad dosahuji napriklad tplné grafy. Znamy je nasledujici
vysledok, dokazany v | |. V knihe autor zaroven popisuje konstrukciu

minimélnych vnoreni tplnych grafov.

Veta 1.6.4. Pre graf K,, plati

V nasledujucej kapitole ukazeme, ako sa meni rod vnorenia.



Kapitola 2
Operacie na vnoreniach

V tejto kapitole uvedieme najdodlezitejsie operacie na vnoreniach grafu. Uka-
zeme, ako sa zmeni rod vnorenia pri pridavani hran v niektorych speciélnych

pripadoch.

2.1 Pokrytie vrcholov oblastami

V tejto kapitole budeme pouzivat oznacenie zavedené v | |. Nech G
je graf, IT jeho vnorenie a nech W C V(@) je mnozina vrcholov grafu G.
Budeme hovorit, ze oblast vnorenia pokryva vrcholy mnoziny W, ak sa
vSetky vrcholy mnoziny W nachadzaju v hrani¢nom slede danej oblasti.
Dalej budeme hovorit, ze mnozina oblasti C' vnorenia grafu pokryva vrcholy
mnoziny W, ak sa kazdy vrchol mnoziny W nachédza v hrani¢nom slede

asponl jednej oblasti z C'.

Definicia 2.1.1. Nech G je graf, IT jeho vnorenie a W C V(G) je podm-
nozina vrcholov grafu G. Ozna¢ime 7(W, G, II) kardinalitu najmensej mno-

ziny C' oblasti vnorenia II takej, ze C' pokryva W.

Definicia 2.1.2. Nech G je graf a II jeho vnorenie. Velkost minimalneho

pokrytia v8etkych vrcholov grafu oblastami vnorenia IT ozna¢ime 7(G,1I),

pricom plati 7(G,1I) = 7(V(G), G, II).
Studiu minimalnych pokryti na planarnych grafoch sa zaobera | |,

14
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kde autori ukézali, Ze problém pokrytia mnoziny vrcholov oblastami v pla-
narnom grafe je NP-tazky. V | | autor studoval suvislost medzi velkos-
tou najmensSieho pokrytia oblastami a rodom apex-grafu. Zaroven v ¢lanku
ukézal, Zze problém minimalneho pokrytia je NP-tazky aj pre triedu pla-
narnych triangulacii. V nasledujucom texte budeme pod pokrytim vzdy

rozumiet pokrytie oblastami.

2.2 Pridavanie hrany do vnorenia

Obr. 2.1: Sledy oblasti po pridani hrany uv do vnorenia.

Veta 2.2.1. Nech G je graf, vrcholy u,v € G, hrana uwv &€ G. Nech G' =
G U{uv}. Majme dané vnorenie I1 grafu G a vnorenie II' grafu G’ také, Ze

IT je zuzenie II' na G. Potom

(i) g(II'(G")) = g(II(@)) prdve vtedy, ak oba konce hrany uv si vioZené do
rohov rovnakej oblasti II(G). V takom pripade je hranicny sled tejto

oblasti rozdelenyj na dva nové.

(i) g(I'(G")) = g(II(G)) + 1 prdve vtedy, ak konce hrany uv si vloZené do
rohov roznych oblasti I1(G). V takom pripade si hraniéné sledy tijchto

dvoch oblasti spojené do jednej.

Formalny doékaz tohoto tvrdenia uvadza napriklad | |. Nacrtneme,

ako vyzeraju hrani¢né sledy po pridani hrany.
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Nech existuje oblast F', ktora pokryva oba vrcholy u a v. Nech hrani¢ny
sled F' mé tvar (u, a, v, 3, u). Nech hrana uv je vlozena do oblasti F', vznikni
dve oblasti s hraniénymi sledmi (u, o, v, uv,u) resp. (v, 8, u,uv,v). Pocet
hréan aj pocet oblasti sa tymto zvysil o 1. Dosadenim do Eulerovho vztahu
dostavame, ze rod vysledného vnorenia sa nezmeni.

Ak st naopak konce hrany uv pridané do réznych oblasti, sledy tychto
oblasti sa spoja do jednej. Konkrétne, nech F, je oblast tvaru (u,a,u) a
F, tvaru (v, 8,v), pridanie hrany uwv do tychto oblasti ich spoji do jednej
oblasti, ktorej hrani¢ny sled bude tvaru (u, o, u, uv, v, 8, v, uv, u). Pocet hran
sa zvysil o 1, pocet oblasti sa naopak znizil o 1. Dosadenim do Eulerovho

vztahu dostavame, ze vysledny rod takéhoto vnorenia sa zvysi o 1.

Désledok 2.2.2. Nech G je graf, vrcholy u,v € G, uv € G. Nech G' =
G U {uv}. Potom v(G') = v(G) prdve vtedy, ked existuje vnorenie I1(G)

minimdlneho rodu také, zZe T({u,v}, G,1I) = 1.

Veta 2.2.3. Nech Gy a Gy st dva disjunktné grafy rodu v(G1) resp. v(Gs),
vrchol vy € Gy a vrchol vy € Gy. Potom graf G = G1 U Gy U {vjve} je rodu
v(G1) +7(Gs). Navyse plati, Ze distribicia rodov G je konvolicia distribicii
rodov grafov G1 a GSs.

Dokaz tohoto tvrdenia najdeme v | |. Nas bude zaujimat veobec-
nejsi pripad, aky bude vysledny rod grafu pri spojeni disjunktnych kompo-

nentov viacerymi hranami.

2.3 Hrany medzi dvojicou oblasti

Lema 2.3.1. NechII je vnorenie siuvislého grafu G a Fy resp. Fy st lubovolné
dve jeho disjunktné oblasti. Nech uq,us, ..., u, su vrcholy, ktoré sa v tomto
poradi nachddzaji v hranicnom slede oblasti Fy a nech vp,v,._1,...,v1 SU
vrcholy, ktoré sa v tomto poradi nachddzaji v hranicnom slede oblasti Fy.
Potom pre graf G' = GU{uyvy, ugvs, ..., u,v,} existuje vnorenie Il s nasle-

dujicimi vlastnostami:

(1) g(II(G")) = g(I(G)) + 1
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Obr. 2.2: Sledy oblasti po pridani hran u;v; do vnorenia.

(11) vietky oblasti vnorenia I1(G), okrem Fy a Fy, st oblastami aj vo vnoreni

H/(G/)

Dékaz. Nech hrani¢ény sled Fj je tvaru (uj,a,u;) a hraniény sled F» nech
je tvaru (v, 5,v1), a nech sled o = (g, ug, g, ug, . .., U, ) a nech sled
B = (574,%«, Bro1,Vr—1,- - ,U2751)-

Pridanim hrany w;v; do rohov oblasti F} a F, vznikne z F; a Fj jedna
oblast ohrani¢ena sledom (uy, «, uy, uyvq, vy, 8, v1, U101, u1). Toto vnorenie
mé podla druhej ¢asti vety 2.2.1 rod g(II(G)) + 1.

Oznacme oblast, ktora takto vznikla, Fi,. Hrani¢ny sled oblasti Fio ma
tvar uy, aq, Ug, .« . .y Uy, Qey U, ULV, V1, By Upy Br1, Up_1,y - -+, Vo, B, U1, UV, Uy

Do oblasti Fis pridame hrany wusvs, ..., u,v,. Opakovanym aplikovanim
prvej Casti vety 2.2.1 takto rozdelime oblast Fj, na r oblasti, pricom rod

vnorenia sa nezmeni. O

Lema 2.3.2. Nech G a G5 su disjunktné grafy, majme vnorenia I1y grafu
G1 ally grafu Gy. Nech Fy je oblast vnorenia I1;(G1) a Fy je oblast vnorenia
II5(Gy) Nech uy,ug, ..., u, si vrcholy, ktoré sa v tomto poradi nachddzaji
v hranicnom slede oblasti Fy a nech v.,v,_1,...,v1 st vrcholy, ktoré sa v
tomto poradi nachddzaju v hranicnom slede Fy. Potom pre graf G = G1 U

GoU{uiv1, ugvy, . .., u,v, } existuje vnorenie Il s nasledugicimi vlastnostami:
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(i) g(II(G)) = g(II1(Gh)) + g(I15(G2))

(1) vsetky oblasti vnoreni I1,(G1) a a(Gs), okrem Fy a Fy, si oblastami

aj vo vnoreni II(Q)

Dékaz. Vyuzijeme rovnaki konstrukciu, ako v pripade dvoch oblasti stvis-
lého grafu. Pridanie prvej hrany spoji F; a Fy do jednej oblasti a zaroven
spoji disjunktné komponenty grafu, teda podla vety 2.2.3 bude rod vnore-
nia g(I1;(G1)) + g(I12(G2)). Ostatné hrany, rovnako ako v predchadzajicom

pripade, rod nezvysia. O

2.4 Hrany medzi disjunktnymi komponentmi

grafmi

Veta 2.4.1. Nech Gy a G5 su disjunkiné grafy a nech Wy = wuq, ..., ui je
podmnozina vrcholov G1 a Wy = vy, ..., v je podmnozina vrcholov Gy. Nech
G = G1UGyU{uvy, . .., ugvr }. Magme vnorenie I1 grafu G. Nech Iy, resp.
I, je zuzenie vnorenia I1 na graf G1, resp. Gy. Oznacme 7, = 7(W;, G, I1;)

pre i € {1,2}. Potom
g(II(G)) = g(ILi(G1)) + g(Il2(G2)) + max{r, 72} — 1.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech 71 > 75, teda 77 = max{n, 7}
Nech C' = {F, Fs,...F.} je mnozina tych oblasti vnorenia II; grafu Gy,
ktorych hrani¢né sledy nie st hrani¢nym sledom ziadnej oblasti vnorenia I1
grafu G. Jej kardinalitu oznacime ¢ = |C/.

Kazdy vrchol w mnoziny W; je v grafe GG incidentny s asponn jednou
hranou, s ktorou nebol v grafe GG;. Preto aspon jedna oblast incidentna s u
v I1;(G1) neexistuje v II(G), ¢o znamena, ze C' je pokrytie mnoziny vrcholov
Wy v grafe Gy.

Ak F; € C nie je oblastou v II(G), tak zrejme existuje hrana z G; do
(G5, ktora bola pridana do oblasti F; tak, Ze v rotacii na niektorom vrchole

oblasti Fj sa nachadza medzi dvoma hranami Fj, ktoré v rotacii II; na danom
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vrchole nasledovali po sebe. Nech e; je Tubovolna takato hrana, pre kazdé i
(zrejme pre i # j plati e; # ;). Nech G' = G; UGy U {eq,eq,...€.} a nech
IT" je zuzenie vnorenia Il na graf G'. Matematickou indukciou ukézeme, Ze
plati

g(II'(G")) = g(I11(Gh)) + g(Il2(G2)) + ¢ — L.

Ozna¢me G}, = G; UGy U {ey,eq,...,¢6:} a nech I je zuzenie vnorenia
I na graf G}. Ukazeme, ze g(II,(G})) = g(II;) + g(Ily) + ¢ — 1 a zaroven, ze
pre vSetky s > ¢ st oblasti Fy oblastami vnorenia II'(GY).

Ak t = 1, potom tvrdenie vyplyva priamo z vety 2.2.3. Mame dva dis-
junktné grafy GG; a G, Pridanim hrany e; sa rod vnorenia nezmeni, teda
g(ITY (GY)) = g(I11(G1))+9(I15(Gs)). Zaroven sme hranu e; pridali do oblasti
F}, teda ostatné oblasti IT; (G1) sa nezmenili (kedZe druhy koniec hrany e;
lezi v Gs).

Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre G;_,. Ukdzeme, Ze plati aj po
pridani hrany e;. Z indukéného predpokladu F} je oblast v IT;,_, (G}_,). Hrana
e; ju spoji s inou oblastou, ¢im sa podla vety 2.2.1 rod zvy$si o 1. Zaroven e;
vkladame do oblasti F; a druhy vrchol e, lezi v G5, preto oblast, do ktorej
sme vlozili druhy koniec e; nemoze byt Ziadna z oblasti F,, s > t, kedZe
tie neobsahuji v hrani¢nom slede vrcholy grafu Gs. Zvysné oblasti vnorenia
IT,_,(G}_,) sa teda nezmenia.

Tym sme ukdzali tvrdenie pre G' = G.. Kedze II(G) vznikne z G’
pridanim hran do rotacie II', plati g(II(G)) > ¢(II'(G’)). Zaroven kedze
C' je pokrytie mnoziny Wi v Gy, plati |C| > 7. Dosadenim dostavame
g(II(G)) > g(I11(G1)) + g(I1Ix(G2)) + 71 — 1, ¢im sme ukézali platnost tvi-
denia. O]



Kapitola 3
Karteziansky sucin gratu s Ko

V tejto kapitole charakterizujeme rod grafov, ktoré vznikni operéciou kartez-
ianskeho sucinu z Ky, pomocou minimalnych pokryti oblastami. Nésledne

ukazeme odhady pre rod takychto grafov.

Definicia 3.0.2. Majme grafy G a H. Karteziansky sucin grafov G a H,

ktory oznacujeme GUH, je graf definovany nasledovne:
(i) V(GOH) =V(G) x V(H)
(i) E(GOH) = (E(G) x V(H))U(V(G) x E(H))

(iii) ak (e,v) € E(GOH) a wuy, us st koncové vrcholy hrany e, potom

koncové vrcholy hrany (e, v) st (u1,v) a (ug,v)

(iv) ak (v,e) € E(GOH) a wy, uy si koncové vrcholy hrany e, potom

koncové vrcholy hrany (v, e) st (v,u1) a (v, us)

Nech H je graf rddu n, potom graf GLIH obsahuje n disjunktnych kopit
G. Zaroven plati, Ze operacia [ je symetricka, teda plati GOOH ~ HUOG.

Rod kartezianskeho suc¢inu grafov bol urceny pre viaceré triedy grafov.
Ako priklad spomenme pracu Whitea, ktory ukazal, Ze pre sucin parnych
cyklov plati v(C,,,0C,,0---0C,,) =1+n(r—2)/4, kden=n;+---+n,
a e suéin bipartitnych grafov splia v(Kapm 2mKomam) = 1 + 8m2(m — 1)

[ |

20
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(a) Graf K5|:|K2. (b) Graf KgDKg.

Obr. 3.1: Priklad kartezidnskych stcinov grafov.

Hyperkocky st grafy tvaru KyO---0OK,. Ringel ukézal, ze v(Q,) =
1+2"3(n—4) | |. Pisanski v | | zase ukazal, Ze pre regularne
r-valentné bipartitné grafy G a H obvodu viac ako 3, ktoré majua 1-faktor,
plati v(GOH) = 1+ mn(r — 2)/4.

Pri dokazovani tychto tvrdeni autori vyuzivajui skutoc¢nost, ze vysledny
graf neobsahuje trojuholniky. Nasledne konstruuju stvoruholnikové vnorenia
tychto grafov.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat Specialnym pripadom kartezianskeho
suc¢inu grafov, kedy jeden z grafov je Kj. Pre Tubovolny graf G skonstru-
ujeme GUK, tak, Ze vezmeme dve disjunktné kopie grafu G a pridame
hrany medzi tie vrcholy, ktoré zodpovedaji rovnakému vrcholu pévodného
G. Zaujimat nas bude rod takychto grafov.

V ¢lanku | | autor ukéazal platnost nasledujucich vseobecnych od-

hadov pre rod kartezianskeho sic¢inu dvoch grafov.
Veta 3.0.3. Nech Gy je graf radu ny a Gs je graf rddu ny. Potom plati

(i) 7(G10G2) 2 max{n,y(Gz) + 7(G1),n2v(G1) +7(G2) };
(i) v(G10G2) < niy(G2) + ney(Gh) + B, ny),

kde pre suvisly graf s n vrcholmi a m hranami plati 5(G) =m —n + 1.

Speciédne pre sicin grafu G radu n s K, dostavame pouzitim tejto vety
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nasledovny odhad:
27(G) < v(GOK3) < 29(G) +n.

V ¢lanku | | autor ukazal, ze ak G je vonkajSovnoritelny graf,
potom jeho rod dosahuje dolny odhad. Tento vysledok vyplyva priamo z
tvrdeni, uvedenych v tejto kapitole. Autor sa v ¢lanku dalej venuje aj inym
ako kartezidnskym sacinom s K.

V tejto kapitole charakterizujeme rod GLK,. Vyuzijeme na to defini-
ciu pokrytia oblastami a tvrdenia dokdzané v predchédzajicej kapitole.

Nasledne ukézeme tesnejsi dolny odhad rodu GUK, pre dany graf G.

3.1 Rod kartezianskeho stéinu s K5

Veta 3.1.1. Nech G je suvisly graf. Potom
v(GOK,) < ﬁn{p {2¢(II(G)) + 7(G,1I) — 1}.
€lg

Doékaz. Majme vnorenie II grafu G. K vnoreniu II skonstruujeme vnorenie
IT', v ktorom su rotacie na vrcholoch presne opac¢né, ako v II. Majme dve
kopie grafu G s vnoreniami I, resp. IT'. Nech mnozina oblasti F, Fs, ..., F;
v II je pokrytie minimalnej velkosti, II' obsahuje zodpovedajice oblasti
F{, Fy, ..., F! pricom v hrani¢nom slede F je poradie vrcholov vzdy opa¢né,
ako v Fj.

Pridanim hran medzi vrcholy oblasti Fy a F{j vznikne suvisly graf a podla
lemy 2.3.2 existuje vnorenie tohto grafu rodu 2¢(II(G)).

Nésledne postupne pre kazda oblast F; priddme hrany do F! medzi vi-
choly, ktorych hrany este neboli pridané. Opakovanym aplikovanim lemy
2.3.1 konstruujeme vnorenie vysledného grafu, pricom v kazdom kroku zvy-
Sime rod vnorenia najviac o 1.

Popisanou konstrukciou teda dostaneme vnorenie grafu GUK5, ktorého
rod je 2¢(II(G)) + 7(G, II) — 1. O
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Veta 3.1.2. Nech G je suvisly graf. Potom
Y(GUE) 2 min {29(I(G)) + (G, 1T) — 1}
G

Dékaz. Majme minimélne vnorenie II grafu GUK,. Nech IIy, resp. I, st
indukované vnorenia na dvoch képiach grafu G.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech ¢(II;(G)) < ¢(Ily(G)). Ked pomocou
konstrukcie z dokazu vety 3.1.1 zostrojime pouzitim II; vnorenie grafu GL Ko,
dostaneme vnorenie rodu 2¢(II;(G)) + 7(G,II;) — 1. Kedze ¢(I;(G)) <
g(Il5(G)), tak zrejme plati

9(IL(G))+9(I2(G)+max{7(G, Iy, 7(G, T2) } =1 = 2¢(I1(G))+7(G, ;) —1.
Zaroven podla vety 2.4.1 rod vnorenia II je aspon
g(I(GOK)) = g(I(G)) + g(I2(G) + max{7 (G, II;), 7(G, 1l5) } — 1.

Z uvedeného vyplyva g(II(GOK,)) > 2¢(I1,(G)) + (G, 1I;) — 1. O

Nasledujuca veta je dosledkom predchadzajicich tvrdeni.

Veta 3.1.3. Nech G je suvisly graf. Potom
v(GOK3) = min {2¢(II(G)) + 7(G,II) — 1}.
IIel'g

7, dokazu vety 3.1.2 navySe vyplyva, ze pre vnorenie Il grafu GLIK5 min-
imalneho rodu existuje vnorenie Il; grafu G, z ktorého je mozné pomocou
konstrukcie z dokazu vety 3.1.1 zostrojit vnorenie GUJK, taktiez minimél-
neho rodu.

Tuto skutocnost budeme vyuzivat v dalsich kapitolach pri uréovani rodu
su¢inov GOK,. Namiesto hladania minimélneho vnorenia celého grafu sa
sustredime na hladanie vhodného vnorenia GG. To nam v niektorych pri-
padoch umozni omnoho efektivnejsie prehladavanie priestoru vnoreni grafov,

ktoré nas zaujimaju.
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3.2 Dolny odhad rodu GLIK},

V tejto casti ukazeme dolny odhad pre pocet oblasti v pokryti a nasledne
aj dolny odhad rodu vysledného vnorenia.

V predchédzajucej casti sme videli, ako rod sucinu zavisi od velkosti
pokrytia. KedZe sa snazime minimalizovat velkost pokrytia, budeme sa
usilovat, aby v pokryti bolo ¢o najmenej zbyto¢nych hran — teda aby je-
den vrchol nebol pokryty prili§ vela oblastami. V ideadlnom pripade je pre
kazdy vrchol v pokryti prave jedna polhrana.

KedZe pre dané vnorenie je pocet oblasti pevny, minimélna velkost pokry-
tia zaroven znamené, zZe mimo pokrytia je maximalny mozny pocet oblasti.
V idealnom pripade st mimo pokrytia iba trojuholnikové oblasti (resp.

vieobecnejsie oblasti dlzky rovnej obvodu grafu).

Lema 3.2.1. Nech G je suvisly graf s n vrcholmi, m hranami a obvodom

g. Nech 11 je vnorenie grafu G rodu k. Potom

(I-—gin+(g—2)m+2g9
g

7(G,1I) > o%.

Dékaz. Nech r je pocet oblasti vnorenia II(G) a nech mnozina oblasti C
tvori pokrytie minimalnej velkosti. Ozna¢me f; pocet oblasti vnorenia II(G)
s hrani¢nym sledom dizky i. Ked#ze kazda hrana grafu G sa nachadza v
hrani¢nych sledoch oblasti prave dvakrat, plati 2m = 3fs+4f4 +5f5+---.
Podobne ozna¢me f! pocet oblasti vnorenia dlzky i, ktoré patria do
pokrytia C. Kedze oblast dlzky i pokryje najviac i réznych vrcholov, v
pokryti musi byt aspon n polhran, teda n < 3f, +4f; +5fL +---.
Pozrime sa na oblasti, ktoré nepatria do pokrytia C. Pocet polhran v
sledoch tychto oblasti je > .o, i(fi — fi) = D is5ifi — D5 ifi- Po dosadent
predchddzajicich vysledkov dostavame vztah ), g ifi—> . 5if] < 2m—n.
Zaroven ked7ze obvod grafu je g, pre ¢ < g plati f; = 0. Pocet vSetkych
oblasti vnorenia II je r = f, + fg41 + fg42 + - --. Rovnako vyjadrime pocet
oblasti pokrytia C, teda 7(G,II) = f, + fi,1 + fora + -+
Oblasti mimo pokrytia C' je teda r — 7(G,II), stcet ich dlzok je aspoi

g(r — 7(G,1I)). Dosadenim predchadzajicich vztahov dostaneme nasledu-
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jace:
glr = 7(G.ID) = g (Z f —Zf;) - (Zgu;- —fﬁ)) <
< (Zi(fi - f{)> = (Z@f - Zm’) <2m-n

Po uprave dostavame 7(G,1I) > é(n — 2m) + r. Z Eulerovho vztahu pre
suvisly graf plati r = m—n+2—-2(g(II(G))). Dosadenim dostavame tvrdenie
lemy. [

Veta 3.2.2. Nech G je suvisly graf s n vrcholmi, m hranami a obvodom g.

Potom
> U=ghntlg=2m+yg

(GOUK,
g

Doékaz. Dosadenim odhadu pre velkost pokrytia z lemy 3.2.1 do tvrdenia

vety 3.1.3 dostdvame nasledujici vztah:

v(GOK3) = min {2¢(II(G)) + 7(G,1I) — 1} >

> min {zgm(cm e O 1} _
i {(1—g)n+(9—2)m+29_1}:

lele g

(1—g)n+(g—2)m+g‘

9

3.3 Tesnost dolného ohranic¢enia
Nasledujtce tvrdenia st dosledkami vety 3.2.2 pre obvod 3 a 4.

Dosledok 3.3.1. Nech G je graf obvodu 3. Potom

m—2n-+3
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Doésledok 3.3.2. Nech G je graf obvodu 4. Potom

2m —3n +4

(GOK3) > 1

Z dokazu vety je zrejmé, Ze rovnost nastane v pripade, ked sa kazdy
vrchol grafu nachadza v hrani¢énych sledoch oblasti miniméalneho pokrytia
prave raz a zarovei vietky oblasti mimo pokrytia maja hranicu dlzky rovnej
obvodu daného grafu.

Tento odhad teda dosahuja napriklad mriezky so stranami parnej dlzky.
Netrividlnym prikladom pre obvod 4 st napriklad hyperkocky | .

Pre obvod grafu 3 tento odhad zase dosahuji napriklad uplné grafy
| |. Prave vnoreniam kartezidnskych stcinov tuplnych grafov s K, sa
budeme venovat v nasledujucej kapitole, kde zaroven uvedieme priklady

takychto optimélnych vnoreni.



Kapitola 4

Rod sauc¢inu KKy

V tejto kapitole sa budeme blizsie venovat vnoreniam K,,[1K5, pri¢om vyuzi-

jeme vysledky z predchadzajicej kapitoly.

Obr. 4.1: Graf K5[OK> je rodu 2.

V ¢élanku | | autor ukazal nasledujice tvrdenia:

Veta 4.0.3. Pre kazdé n # 5,9 (mod 12) pre graf K,O0K5 plati

(K, OK,) = [(” - 2)6<” - :ﬂ . (4.1)

Pre kazdu triedu kongruencie n # 5,9 (mod 12) ¢lanok uvadza konstruk-
ciu vnorenia daného rodu. Z uvedeného tvrdenia vyplyva, Ze tieto grafy
dosahuju dolny odhad z vety 3.2.2. Pre zvysné dve triedy n = 5,9 (mod 12)

¢lanok uvadza nasledovné odhady:

27
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Veta 4.0.4. Pre kazdé n =5,9 (mod 12) pre graf K,0K5 plati

[(n—2)6(n—3)-‘ < (KO < [(n—2)6(n—3)-‘+1. 43

Autor navySe v rovnakom ¢lanku vyslovil hypotézu, Ze pre vsetky n,
okrem jedinej vynimky n = 5 (pre ktoru je vysledny rod 2), je rod K,,00K,
rovny dolnému odhadu z 4.2. Platnost tejto hypotézy ale nebola overena
pre ostatné hodnoty n = 5,9 (mod 12).

Pre n = 5 rovnost s dolnym odhadom v 4.2 zrejme platit nemoze. Uplny
graf na 5 vrcholoch mé rod 1. Kedze K5[1K5 obsahuje dva disjunktné pod-
grafy izomorfné s K, plati v(Ks0OKj,) > 2, ¢o by bolo v rozpore s tvrdenim.

V tejto kapitole ukazeme, Ze hypotéza vyslovena v | | neplati ani pre
pripad n = 9. Nasledne s vyuzitim efektivnych prehladéavacich algoritmov
overime jej platnost pre vsetky hodnoty n také, ze n = 5,9 (mod 12) a
9 <n <164,

4.1 Generovanie trojuholnikovych vnoreni K,

Vnoreni tplnych grafov je prili§ vela, uz pre Kg nie je mozné na bezne
dostupnom hardvéri efektivne pracovat so vietkymi | |. Nas ale buda
zaujimat iba vnorenia nizkeho rodu, teda také, v ktorych vécSina oblasti
st trojuholniky. Pri ich konstrukcii je mozné vyuzit nasledujtce tvrdenie,

uvedené v | .

Lema 4.1.1. Nech II je vnorenie, v ktorom wvsetky oblasti si trojuholniky.
Potom ak sa v rotdcii na vrchole © nachddza dvojica ...j k..., tak v rotdaci
na vrchole k sa nachddza dvojica ...v j... a v rotdacii na vrchole j sa

nachddza dvojica ...k i....

Lahko nahliadneme, Ze dvojice susednych hran v rotacii, uvedené v leme
4.1.1, zodpovedaji trom rohom trojuholnikovej oblasti, ktorej sled prechadza
vrcholmi oznacenymi i, k, j v tomto poradi. Podobné tvrdenie je mozné sfor-
mulovat aj v pripade, kedy nie vSetky oblasti st trojuholniky. Staci, aby bola

trojuholnikové ta oblast, ktorej roh dané vrcholy vytvaraju.
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Lema 4.1.2. Nech II je vnorenie, v rotdcii na vrchole i sa nachddza dvojica
.Jk...a(j,1,k) je roh trojuholnikovej oblasti. Potom v rotdcii na vrchole
k sa nachddza dvojica .. .1 j ... a v rotdcii na vrchole 5 sa nachddza dvojica

Popiseme datova Strukturu, ktora bude reprezentovat netplni rotacénu
schému a bude v nej mozné efektivne pridavat a odstranovat oblasti.

Ak pre dva rohy (u1,v,us) a (ug, v, u3) plati, Ze treti vrchol prvého rohu je
rovnaky, ako prvy vrchol druhého rohu a prostredny vrchol maju rovnaky,
potom tieto rohy definuji hrany, ktoré vo vyslednej rotacii na vrchole v
musia nasledovat po sebe. Takéto rohy nazveme susedné v danom vnoreni.

Konkrétne v pripade dvojice rohov (uy, v, us) a (ug, v, uz) dostavame, Ze
vo vyslednej rotacii na vrchole v sa bude nachédzat trojica po sebe idicich
vrcholov ... uj ug us. ...

Postupnostiam susednych rohov budeme hovorit fragmenty rotacie na
spolocnom prostrednom vrchole. Fragment rotacie teda definuje vzajomné
usporiadanie vrcholov, ktoré obsahuje, v rotacii. Konkrétne majme frag-
ment obsahujuci rohy (uq, v, us), (ug, v,us), ..., (Up_1,v,uy,), potom v zapise
rotécie na vrchole v sa musi nachadzat postupnost po sebe iducich vrcholov
Co UL U Uy e

V navrhovanej datovej strukttre reprezentujeme roh na danom vrchole
dvojicou jeho krajnych vrcholov. Fragmenty rotacie potom reprezentujeme
spajanym zoznamom dvojic krajnych vrcholov susednych rohov.

Oznag¢ime vrcholy grafu V' = {1,2,... n}. Pre kazdy vrchol i bude $truk-

tira obsahovat nasledovné:

(i) mnozinu fragmentov rotacie — teda spajanych zoznamov dvojic reprezen-

tujucich susedné rohy

(ii) pre kazdy vrchol j susedny s vrcholom ¢ referencie na dva rohy v pred-
chadzajicej mnozine, ktoré ho obsahuji na prvom resp. na druhom

mieste

(iii) mnozinu za¢iatocnych a koncovych rohov fragmentov — tie bude mozné

pouzit na iteraciu fragmentov.
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Popisana struktura potom predstavuje rota¢nt schému, v ktorej je pevné
vzajomné usporiadanie niektorych vrcholov, dané fragmentami rotacie. Pri-
danim rohu (uq, v, ug) do tejto struktury zafixujeme vzajomné poradie rcholov
uy a ug v rotacii na vrchole v. Pri pridavani aj pri odstraneni rohu z vrchola
i je mozné aktualizovat Strukturu v ¢ase O(logA), kde A je maximéalny
stupen grafu.

Pri pridavani dvojice (7, k) do rotéacie vrchola ¢ potom moéZe nastat jedna

z nasledujtcich situacif:

(i) 7 je prvy alebo k je druhy vrchol niektorého rohu v rotacii na i — v

takom pripade (j, k) nie je mozné pridat do rotacie

(ii) j je druhy vrchol niektorého rohu a k nie je prvy vrchol Ziadneho
rohu v rotécii na ¢ — (j, k) sa pripoji na koniec fragmentu, ktory konéi

vrcholom j

(iii) k je prvy vrchol niektorého rohu a j nie je druhy vrchol Ziadneho rohu
v rotéacii na i — (j, k) sa pripoji na zaciatok fragmentu, ktory zacina

vrcholom &

(iv) j je druhy vrchol niektorého rohu a k& je prvy vrchol niektorého rohu v
rotécii na i — ak sa jedna o rozne fragmenty, (j, k) ich spoji do jedného.
Ak sa naopak jedna o dva konce toho istého fragmentu, potom po
spojeni (j, k) vznikne cyklus. Ak tento cyklus obsahuje vSetky vrcholy
susedné s i, potom je to cela rotacia na vrchole i. Moze sa ale stat, ze
tento cyklus neobsahuje vSetky vrcholy — v takom pripade (j, k) nie je

mozné pridat do rotécie vrchola 1.

(v) vrcholy j a k nepatria do ziadneho rohu v rotécii na i — vznikne novy

fragment

4.2 Rod grafu Ky[1K,

Z vety 4.0.4 vyplyva, ze 7 < v(KoK,) < 8. Ak existuje vnorenie KoK,

rodu 7, potom by sme ho pomocou vysledkov uvedenych v predchadzajtcich
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Castiach vedeli zostrojit. Prehladanim v8etkych moZnosti ale ukaZzeme, Ze

takéto vnorenie neexistuje.

Lema 4.2.1. Pre graf Ky plati v(K,OKy) = 7 prave vtedy, ok ezistuje

vnorenie Il grafu Kg, ktoré md zdroven vsetky nasledujice vlastnosti:
(i) 11 je vnorenie minimdlneho rodu, teda g(II(Ky)) = 3

(11) 11 obsahuje dvogjicu disjunktnijch oblasti, ktoré pokryvaji vsetkych 9

vrcholov, pricom tieto oblasti maji diZky 3 a 6 alebo 4 a 5
(111) kaZdd zo zvysnych 21 oblasti je trojuholnikovd.
V opacénom pripade v(KoOK5) = 8.

Dékaz. Predpokladajme, ze v(KoOK,) = 7. Podla dosledku vety 3.1.2 je
mozné zostrojit minimélne vnorenie Ko[JK5 pouzitim konstrukcie z dokazu
lemy 3.1.1 z vnorenia II grafu Ky. Minimalny rod Ky je 3. Ak by sme v
konstrukeii pouzili vnorenie Ky vac¢sieho rodu, potom rod vysledného vnore-
nia by bol aspon 8. Preto je nutné pouzit vnorenie II grafu Ky minimalneho
rodu. Z vety 3.1.3 vyplyva, Ze velkost pokrytia v tomto vnoreni musi byt
najviac 2.

Graf Ky ma 9 vrcholov a 36 hran. Dosadenim do Eulerovho vztahu dosté-
vame, 7e minimélne vnorenie Ky mé 23 oblasti. KedZe kazd4 oblast ma dlzku

aspon 3, existuju iba tri moznosti, ako mozu tieto oblasti vyzerat:
(i) jedna oblast dlzky 6, 22 oblasti dlzky 3
(ii) jedna oblast dlzky 5, jedna oblast dlzky 4 a 21 oblasti dlzky 3
(iii) tri oblasti dlzky 4 a 20 oblasti dlzky 3

V tretej z uvedenych moznosti zrejme nie je mozné pokryt vsetky vrcholy
dvoma oblastami. Pre obe z prvych dvoch moznosti plati, ze ak pokrytie
velkosti dva existuje, potom nutne obsahuje v8etky netrojuholnikové oblasti.

Opac¢na implikacia vyplyva priamo z vety 3.1.3. V pripade, ak vnore-
nie s danymi vlastnostami neexistuje, tak priamo z vety 4.0.4 vyplyva
v(KoOK3) = 8. O



32 KAPITOLA 4. ROD SUCINU K yOK,
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Tabulka 4.1: Dve moZnosti pre rotacné schémy Ky s pokrytim velkosti 2.

Veta 4.2.2. Pre graf Ky plati

Dékaz. Predpokladajme, ze v(Ko[OK5) = 7. Pokisime sa skonstruovat vnore-
nie Ky, ktoré splita predpoklady lemy 4.2.1, teda vnorenie s dvojicou oblasti
Fy a F; pokryvajucich vsetkych 9 vrcholov, pricom vSetky ostatné oblasti
st trojuholnikové.

Nech oblasti F; a F, maju dizky 6 resp. 3. Ked7e tieto oblasti musia byt
disjunktné a zaroven obsahuju kazdy vrchol prave raz, mézme si bez ujmy
na vsSeobecnosti oc¢islovat vrcholy grafu tak, Ze hrani¢ny sled oblasti F}
bude prechadzat vrcholmi 0,1,...,5 v tomto poradi a hrani¢ny sled oblasti
F5 bude prechadzat vrcholmi 6,7, 8, tiez v tomto poradi. Tieto oblasti su
znazornené v prvej rotacii v tabulke 4.1.

Potom uz staci doplnit ostatné vrcholy do rotécii tak, aby vSetky os-
tatné oblasti boli trojuholnikové. Pomocou algoritmu spatného prehladéava-
nia skuSame postupne vSetky moznosti, ako doplnit trojuholnikové oblasti.
Na reprezentaciu rotacie vyuzijeme datovi Struktaru popisant v casti 4.1.
V kazdom kroku algoritmu skuSame postupne pridavat vSetky mozné dvo-
jice (4, k) do rotacie na prvom vrchole ¢, ktorého rotéacia nie je kompletna

(teda neobsahuje jediny cyklus dizky 8). Kedze dvojica (j, k) na vrchole
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i reprezentuje roh trojuholnikovej oblasti, tak podla lemy 4.1.2 pridavame
zaroven dvojice (7, j) do rotécie na k a (k,7) do rotacie na j. Iba ak sa po-
darilo pridat vSetky tri dvojice, pokra¢ujeme v rekurzii. V opac¢nom pripade
mozeme tuto vetvu ukoncit a pokracovat inou dvojicou.

Rovnaky algoritmus spustime pre Fy dlzky 5 a F, dlzky 4. Kedze tieto
oblasti musia byt tiez disjunktné, mézme si bez ujmy na véeobecnosti oc¢islo-
vat vrcholy grafu tak, Ze hrani¢ny sled oblasti F} bude prechadzat vrcholmi
0,1,2,3,4 v tomto poradi a hrani¢ny sled oblasti F» bude prechédzat vr-
cholmi 5,6,7,8, tiez v tomto poradi. Tieto oblasti st znazornené v druhej
rotacii v tabulke 4.1.

Takymto sposobom vyskiSame vSetky moznosti, ako pridat trojuhol-
nikové oblasti. Kedze ale takymto spésobom nebolo mozné doplnit celu
schému, je z predchadzajicich tvrdeni zrejmé, Ze pre vnorenie grafu Ky ne-
existuje vnorenie minimalneho rodu, ktoré splita poziadavky lemy 4.2.1. Z
tvrdenia lemy teda vyplyva, Ze neexistuje vnorenie Kyl 1K5 rodu 7. Z vety
4.0.4 potom vyplyva v(K,OK,) = 8. O

4.3 Generovanie ndhodnych vnoreni K,

VVVVVV

oblasti obsahuje. Pre vnorenia nizkeho rodu je teda intuitivne ocakavat,
7e velkosti oblasti sa budu blizit obvodu daného grafu. Pre uplné grafy
skuto¢ne plati, ze véc8ina oblasti minimélneho vnorenia st trojuholniky
[Rin74].

V tejto casti popiseme ndhodny algoritmus, ktory bude optimalizovat rod
vnorenia tplného grafu. Uplné grafy maju tu vlastnost, ze medzi kazdymi
dvomi vrcholmi je hrana. To ndm umozni kazda dlha oblast rozdelit hranou.

Nasledujuci algoritmus v kazdej iteracii vyberie nahodni oblast F dlzky
viac, ako 3. V tejto oblasti zvoli nahodne dva roézne vrcholy u a v, ktoré

nie st susedné v hrani¢nom slede danej oblasti. Nasledne vlozi hranu uv do
oblasti F'.

Lema 4.3.1. Opakované aplikovanie algoritmu 2 generuje postupnost vno-
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Algoritmus 2 Rozdelenie ndhodnej oblasti rotacie II grafu K,

1: function SPLITFACE(K,,, II)

2 F' < ndhodnd netrojuholnikovd oblast vnorenia

3: |« dlzka oblasti F

4 repeat

5: i <— ndhodné ¢islo z mnoziny {0...1 — 1}

6 d < ndhodné c¢islo z mnoziny {2...1 —4}

7 u <— vrchol v slede F na indexe 1

8 v < vrchol v slede F na indeze (i + d) mod [
9: until v # v and wv € F

10: v" <= wrchol v slede F na indexe (i + 1) mod [
11: u' < vrchol v slede F na indeze (i +d+ 1) mod [
12: premiestni u v rotdcii na v pred vrchol u’

13: premiestni v v rotdcii na u pred vrchol v’

14: return II

15: end

rent uplného grafu s nerasticim rodom.

Dékaz. Cast algoritmu, ktord modifikuje rotacnii schému II, pozostava z
dvoch krokov. V prvom kroku je odstranena hrana z vnorenia — rod vnore-
nia sa tym nezvysi (moze sa vSak znizit). KedZe u a v nie su susedné v
hrani¢nom slede oblasti F', potom sa ani hrana uv nenachadza v slede F.
Teda oblast F' sa nachédza vo vnoreni aj po odstraneni hrany uv.

V druhom kroku je hrana uv vlozenéd do oblasti F', ¢o oblast F' rozdeli

na dve oblasti. Podla vety 2.2.1 sa tym rod vnorenia nezmeni. O]

Pouzitie tohoto algoritmu nezarucuje, zZe najdeme vnorenie minimélneho
rodu. Pri testovani na ndhodnych vnoreniach kompletnych grafov sa vsak
ukézalo, ze tymto algoritmom je skuto¢ne mozné najst vnorenie miniméal-
neho rodu. V nasej implementécii sme ako pravdepodobnost vybratia oblasti
F; dlzky 1; zvolili p; = I, /s, kde s je sucet dlzok sledov oblasti velkosti viac
ako 3.
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4.4 Rod grafov K17DK2 a K21DK2

V tejto Casti popiSeme postup, ktorym sa nam podarilo najst vnorenie min-
imélneho rodu pre dva najmensie grafy triedy K,[1Kj,, ktorych rod nie je
znamy. Rovnaky postup nie je mozné aplikovat na vicsie grafy z tejto triedy,
kedZe takéto prehladavanie by trvalo prilis dlho. Pozorovania z tejto casti
nam ale umoznia navrhnit efektivnejsi pristup k tomuto problému, ktory

vyuzivame v poslednej casti tejto kapitoly.

Lema 4.4.1. y(K;0K,) = 35 prdve vtedy, ak ezistuje vnorenie 11 grafu

K7, ktoré md zdroven vsetky nasledujice vlastnosti:
1. 16 < g(II(K;7)) < 17

2. II(K17) obsahuje 36 — 2g(I11(K17)) disjunktnijch oblasti, pricom kazdy

vrchol K17 sa v ich sledoch nachddza prave raz
3. ostatné oblasti su trojuholniky.
V opaénom pripade v(K,1;0K,) = 36.

Doékaz. Podla vety 3.1.2 je mozné zostrojit minimélne vnorenie Ki7[1K>
pouzitim konstrukcie z dékazu lemy 3.1.1 z vnorenia II grafu K;;. Podla
vety 1.6.4, minimélny rod K7 je 16. Zrejme teda vnrenie I z konstrukcie
mé rod 16 alebo rod 17.

Z vety 3.1.3 vyplyva, Ze na to, aby bol vysledny rod 35, velkost pokrytia
v II musi byt najviac 36 — 2¢g(II(Ky7)). Graf Ki7 ma 17 vrcholov a 136
hran. Z Eulerovho vzorca dostaneme, Ze pocet oblasti vnorenia II je 121 —
2¢g(II(K47)). Teda mimo pokrytia sa nachadza vzdy 85 oblasti.

KedZe sled kazdej oblasti mimo pokrytia obsahuje aspon tri polhrany, v
sledoch oblasti mimo pokrytia sa nachadza aspon 255 polhran. V oblastiach
pokrytia je teda polhran najviac 17. V takomto pripade sa kazdy vrchol v
pokryti nachadza prave raz.

Zaroven ak by niektoréa oblast mimo pokrytia nebola trojuholnikova, po-
tom v pokryti ostdva menej ako 17 polhrén, teda nemoze pokryt 17 vrcholov.

Opac¢na implikacia vyplyva z lemy 3.1.1.
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Ak takéto vnorenie neexistuje, potom podla vety 4.0.4 je rod grafu 36.
[

Lema 4.4.2. y(KyOK,) = 57 prave vtedy, ak ezistuje vnorenie 11 grafu

Ko, ktoré md zdroven vsetky nasledujice vlastnosti:

2. TI(K21) obsahuje 58 — 2g(I1(K21)) disjunktnych oblasti, pricom kazdy

vrchol Koy sa v ich sledoch nachadza prave raz

3. ostatne oblasti su trojuholniky.
V opacnom pripade (K OKs) = 58.

Dokaz. Podla vety 3.1.2 je mozné zostrojit minimalne vnorenie Ko1K
pouzitim konstrukcie z dékazu lemy 3.1.1 z vnorenia II grafu K. Podla
vety 1.6.4, minimalny rod Ky je 26. Zrejme teda vnrenie II z konstrukcie
ma rod 26, 27 alebo 28.

7 vety 3.1.3 vyplyva, Ze na to, aby bol vysledny rod 57, velkost pokrytia
v II musi byt najviac 58 — 2¢g(II(Ky;)). Graf Ks ma 21 vrcholov a 210
hréan. Z Eulerovho vzorca dostaneme, Ze pocet oblasti vnorenia II je 191 —
2¢g(I1(K7)). Teda mimo pokrytia sa nachadza vzdy 133 oblasti.

Ked7Ze sled kazdej oblasti mimo pokrytia obsahuje aspon tri polhrany, v
sledoch oblasti mimo pokrytia sa nachadza aspon 399 polhran. V oblastiach
pokrytia je teda polhran najviac 21. V takomto pripade sa kazdy vrchol v
pokryti nachadza prave raz.

Zaroven ak by niektoré oblast mimo pokrytia nebola trojuholnikova, po-
tom v pokryti ostava menej ako 21 polhran, teda neméze pokryt 21 vrcholov.

Opac¢na implikacia vyplyva z lemy 3.1.1.

Ak takéto vnorenie neexistuje, potom podla vety 4.0.4 je rod grafu 58.

m

Pokiisime sa najst vnorenia, ktoré vyhovuji uvedenym lemam. Za¢neme
s Tubovolnym nahodnym vnorenim grafu. Pouzijeme znadhodneny algorit-
mus, popisany v predchadzajucej c¢asti, ktorym budeme generovat postup-

nost vnoreni Ki7, resp. Ks. Ak sa nam takto podari najst vnorenie s
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dostato¢ne nizkym rodom, skontrolujeme, ¢i obsahuje pokrytie s potreb-
nymi vlastnostami.

Uvedené lemy pre oba grafy hovoria, ze oblasti pokrytia musia byt dis-
junktné a zaroven vsetky ostatné oblasti budu trojuholniky. To je mozné
vyuzit pri overovani existencie takéhoto pokrytia. Najskor overime, ¢i su
vSetky netrojuholnikové oblasti disjunktné a obsahuju kazdy vrchol préave
raz — tieto oblasti musia byt vo vnoreni. Nasledne pomocou spatného pre-
hladavania zistime, ¢ je moZné ostatné vrcholy pokryt podmnoZinou dis-
junktnych trojuholnikovych oblasti.

Aplikovanim tohoto postupu sme nasli vnorenia, ktoré umoznili dokazat

nasledujtce tvrdenia.

Veta 4.4.3. Pre graf K17 plati
’7(K17DKQ> = 35.

Dokaz. Tabulka 4.2 obsahuje rota¢ni schému vnorenia grafu Ki7 rodu 16.
V tomto vnoreni sa nachadzaju styri disjunktné oblasti s hrani¢nymi sledmi
(0,12,2,9,13,3), (1,8,16,15), (4,10,14,7) a (5,11,6). Tieto oblasti zrejme
tvoria pokrytie vSetkych vrcholov grafu. Podla vety 3.1.1 je moZné z tohoto
vnorenia skonstruovat vnorenie Ki17[0K5 rodu 35, ¢o podla 4.0.4 musi byt

vnorenie minimalneho rodu. O

Veta 4.4.4. Pre graf Ko plati
’}/(K21|:|K2) = 57.

Dokaz. Tabulka 4.3 obsahuje rota¢ni schému vnorenia grafu Ko rodu 26.
V tomto vnoreni sa nachadza Sest disjunktnych oblasti s hrani¢nymi sledmi
(1,9,18,10,8), (0,6,17,12), (2,7,3), (4,15,14), (5,11,19) a (13,20, 16). Ti-
eto oblasti zrejme tvoria pokrytie vSetkych vrcholov grafu. Podla vety 3.1.1
je mozné z tohoto vnorenia skonstruovat vnorenie KoK, rodu 57, ¢o podla

4.0.4 musi byt vnorenie minimalneho rodu. O]
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0: 1013 2 716 6 9 1 11 4 15 3 1214 5 8
1: 0 9161014 6 3 12 7 2 15 8 13 4 5 11
2210 6 12 9 8 151 7 0 13 3 5 16 11 14 4
32111012 1 6 16 9 4 14 7 8 5 2 13 0 15
4: 8 16 7 10 2 14 3 9 5 1 1312 6 15 0 11
50 0 1415 6 11 1 4 9 1213 7 1016 2 3 8
6: 1 14 8 7 1311 5 15 4 12 2 10 9 0 16 3
7:10 5 13 6 8 3 14 416 0 2 1 12 9 11 15
& 5 3 7 6 1413 1 16 4 111215 2 9 10 O
994 316 1 0 6 10 8 2 131514 11 7 12 5
10 7 1512 3 1113 0 8 9 6 2 4 14 1 16 5
11: 10 3 15 7 9 14 2 1612 8 4 0 1 5 6 13
12222 6 4 135 9 7 1 3 1015 8 1116 14 0
13: 2 01011 6 7 5 12 4 1 8 141615 9 3
14:'3 4 2 11 9 155 0 121613 8 6 1 10 7
15: 514 9 1316 1 2 8 1210 7 11 3 0 4 6
16: 8 1513141211 2 5101 9 3 6 0 7 4

Tabul'ka 4.2: Schéma vnorenia K17 rodu 16 s pokrytim velkosti 4.

1318 8 20 3 14 2 19 7 4 161710 9 5 12 6 15 1 11
911 0152 4 7 6 121016 13 17 3 19 5 20 18 14 8
0 1412 6 1017 5 9 3 7 1813 8 11 20 4 1 15 16 19
1319 1 17 8 4 12 5 7 2 9 16 1811 6 14 0 20 10 15
15101312 3 8 1819 6 5 16 0 7 1 2 201711 9 14
191116 4 6 8 151810 7 3 12 0 9 2 1713 14 20 1
7 8 5 41913 9 2015 0 171816 14 3 11 10 2 12 1
6 9 1311 8 6 1 4 0 1917151418 2 3 5 10 12 20
1320 0 18 4 3 17 9 10 1 1416121915 5 6 7 11 2
13 716 3 2 5 010 8 1714 4 11 1 18 12 1519 20 6
172 6 111413 4 15 3 201916 1 12 7 5 18 8 9 0
1520 2 8 7130 1 9 4 171216 5 191410 6 3 18
1419 8 161117 0 5 3 4 1315 9 1820 7 10 1 6 2
41014 5 171 1620 8 2 18 0 11 7 9 6 19 3 15 12
111912 2 0 3 6 16 8 1 18 7 15 4 9 1720 5 13 10
5 8 19 9 1213 3 10 4 14 7 1716 2 1 0 6 20 11 18
14 6 183 9 7 2013 1 1019 2 1517 0 4 5 11 12 8
1211 4 2014 9 8 3 1 13 5 2 10 0 16 15 7 19 18 6
12 9 10 5 1511 3 16 6 1719 4 8 0 13 2 7 14 1 20
6 4 1817 7 0 2 161020 9 15 8 121411 5 1 3 13
1218 1 5 1417 4 2 1115 6 9 1910 3 0 8 1316 7

Tabul'ka 4.3: Schéma vnorenia K3 rodu 26 s pokrytim velkosti 6.
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4.5 Generovanie minimalnych vnoreni K,

V predchadzajicej ¢asti sme videli, Ze minimalne vnorenia grafov Ki;[1K5
a K91[OK5, ktorych konstrukciu sme popisali, obsahovali v oboch pripadoch
minimalne vnorenie Ki; resp. Ks;. Dokonca ani pri viacnasobnom opako-
vani postupu sa nam nepodarilo najst vnorenie vac¢sieho, ako miniméalneho
rodu, z ktorého by bolo mozné zostrojit vnorenie stu¢inu minimalneho rodu.
To v8ak nemusi platit vo v8eobecnosti. D4 sa ukéazat, Ze pre Tubovolny graf
G nemusi platit, Ze existuje miniméalne vnorenie GLIK,, ktoré obsahuje min-
iméalne vnorenie pévodného grafu G | |. Aj v povodnom ¢lanku | ]
autor pre konStrukciu minimélneho vnorenia K,[1K, v pripade n = 1,4
(mod 12) pouzil vnorenia K, vyssich rodov (konkrétne také, kde jedina
oblast obsahuje az n — 1 vrcholov).

V tejto casti ale budeme naopak predpokladat, ze pre kazdé n = 5,9
(mod 12), n # 5,9 existuje minimalne vnorenie K,[1K5, obsahujice min-

imélne vnorenie K,,.

Lema 4.5.1. Nechn = 12s+5, s > 2 a nech existuje vnorenie Il grafu K,,

ktoré mad zaroven vsetky nasledujice vlastnosti:
(i) 11 je vnorenie minimdlneho rodu pre K,
(11) 11 obsahuje pokrytie velkosti 4s

Potom ~(K,OK,) = {ww

Dokaz. Majme vnorenie II spliiajuce podmienky lemy. Podla vety 1.6.4
je rod tohoto vnorenia g(II(K,)) = 12s* + 3s + 1. Konstrukciou z vety
3.1.1 pouzitim II zostrojime vnorenie II' grafu K,[1K,, ktorého rod bude
g(Il'(K,0K,)) = 29(II(K,)) + 7(K,,II) — 1 = 24s* + 10s + 1. KedZe rod

tohto vnorenia je rovny dolnému odhadu z vety 4.0.4, plati rovnost. O]

Lema 4.5.2. Nechn = 125+9, s > 2 a nech existuje vnorenie Il grafu K,,

ktoré mad zaroven vsetky nasledujice vlastnosti:

(i) 11 je vnorenie minimdlneho rodu pre K,



40 KAPITOLA 4. ROD SUCINU K yOK,

(11) II obsahuje pokrytie velkosti 4s + 2

Potom v(K,0K,) = {—(”_2)6(”_3)—‘

Doékaz. Majme vnorenie II spliajice podmienky lemy. Podla vety 1.6.4 je
rod vnorenia g(II(K,)) = {%-‘ = 125 + 11s + 3. Konstrukciou z
vety 3.1.1 z neho zostrojime vnorenie II' grafu K,[JKj,, ktorého rod bude
g(II'(K,0Ky)) = 29(TI(K,)) + 7(K,,II) — 1 = 24s* + 26s + 7. KedZe rod

tohto vnorenia je rovny dolnému odhadu z vety 4.0.4, plati rovnost. O

Majme vnorenie grafu K, minimalneho rodu, Konstrukcia minimalnych
vnoreni kompletnych grafov je popisana v | |. Opakovanym apliko-
vanim algoritmu 2 generujeme nové vnorenia K,. Podla tvrdenia lemy
4.3.1 su tieto vnorenia taktiez minimalneho rodu. Po kazdom skonstruo-
vani nového vnorenia otestujeme vnorenie na pritomnost pokrytia velkosti,
aki vyzaduje lema 4.5.1 resp. 4.5.2. Ak vnorenie spliia podmienky prislusnej
lemy, potom sme urcili rod grafu K,[JK, pre dané n.

Pomocou tohto postupu sa nam podarilo najst prislusné vnorenia pre
grafy Kios.5 pre vSetky hodnoty s < 14 a pre grafy Kiss.5 pre vsetky
hodnoty s < 12. Limitujtcim faktorom pre vécsie hodnoty n bolo testovanie

velkosti pokrytia.

Veta 4.5.3. Nechn =125+ 5, 1 < s < 14. Potom ezistuje vnorenie grafu
K,, ktoré spliia poZiadavky lemy 4.5.1.

Doékaz. V prilohe k praci uvddzame vnorenia K, pre kazdé n = 12s + 5,
1 < s < 14, ktoré splha podmienky lemy 4.5.1. O
Veta 4.5.4. Nechn =125+ 9, 1 < s < 12. Potom existuje vnorenie grafu
K., ktoré spliia poZiadavky lemy /.5.2.

Doékaz. V prilohe k praci uvddzame vnorenia K, pre kazdé n = 12s + 9,
1 < s < 12, ktoré splha podmienky lemy 4.5.2. O
Veta 4.5.5. Pre graf K,, pre n < 164, plati
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Dékaz. Pripady n =5 an # 5,9 (mod 12) st vyrieSené v | |. Pripad
n = 9 uvadza veta 4.2.2. Pripad n = 5 (mod 12) pre 5 < n < 164 vyplyva
priamo z lemy 4.5.1 a vety 4.5.3. Pripad n =9 (mod 12) pre 9 < n < 164
vyplyva priamo z lemy 4.5.2 a vety 4.5.4. O]



Kapitola 5
Tuttova a Barnettova hypotéza

V tejto kapitole sa budeme zaoberat hamiltonovskymi kruznicami v ku-
bickych grafoch. Tait v roku 1880 vyslovil hypotézu, ktoré tvrdila, ze kazdy
3-suvisly kubicky planérny graf je hamiltonovsky. Ak by sa tato hypotéza
bola ukézala ako pravdiva, umoznila by konstrukciu jednoduchého doékazu
vety o Styroch farbach. Je Tahké ukazat, ze predpoklad 2-stvislosti nestaci.
Na obrazku 5.1 je zndzorneny 1-suvisly a 2-suvisly nehamiltonovsky kubicky

planarny graf.

(a) 1-suvisly (b) 2-suvisly

Obr. 5.1: Priklad nehamiltonovskych kubickych planarnych grafov.

A7 v roku 1946 sa podarilo tuto hypotézu vyvratit, ked Tutte skonstruo-
val protipriklad na 46 vrcholoch. V stcasnosti je znamych vSetkych 6 pro-
tiprikladov radu 38, pricom bolo dokdzané, ze mensie neexistuju | .

V roku 1971 Tutte vyslovil hypotézu, ktora tvrdila, ze vsetky 3-suvislé

42
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Obr. 5.2: Nehamiltonovsky kubicky 3-stuvisly planarny graf (Tutte).

kubické bipartitné grafy st hamiltonovské. Prvy protipriklad radu 96 a
neskor radu 92 objavil Horton | |. Ellingham neskor popisal konstruk-
ciu nekone¢nej triedy nehamiltonovskych 3-stvislych kubickych bipartit-
nych grafov, pricom najmensi mal 78 vrcholov. Neskor Ellingham a Horton
popisali nekone¢nt triedu s najmensim grafom radu 54 | |. Doteraz
najmensi znamy protipriklad na 50 vrcholoch nasiel Georges | |, zna-

zorneny na obrazku 5.3.

Obr. 5.3: Bipartitny kubicky 3-savisly nehamiltonovsky graf (Georges).

V roku 1960 Barnette vyslovil nasledujicu hypotézu | .
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Hypotéza (Barnette). Kazdy 3-suvisly bipartitny plandrny graf je hamil-

tonovskyj.

Za pomoci pocitaca bola overena platnost hypotézy pre barnettovské
grafy na najviac 64 vrcholoch | |. Najnovsie vysledky ukazujua, Ze
najmensi protipriklad k Barnettovej hypotéze, ak existuje, ma aspon 86
vrcholov a oblast dlzky aspon 8 | |-

Barnettova hypotéza nadalej ostava otvorena. Boli vyslovené viaceré sil-
nejsie tvrdenia, ktoré si ekvivalentné tvrdeniu Barnettovej hypotézy. Naj-

dolezitejsie je nasledujuce tvrdenie, ktorého ekvivalenciu ukézal Kelmans
[Kelo4].

Veta 5.0.6. Barnettova hypotéza plati vtedy a len vtedy, ak pre kaZdy 3-
suwisly bipartitny kubicky plandrny graf G plati, Ze pre lubovolné dve hrany
e1 a es, ktoré lezia na hranici spolocnej oblasti, existuje hamiltonovskd cesta,

ktord prechddza hranou ey a zdroven neprechddza hranou es.
Nasledujice tvrdenie uvadza | |-

Veta 5.0.7. Barnettova hypotéza plati vtedy a len vtedy, ak pre kaZdy 3-
suvisly bipartitny kubicky plandrny graf G plati, Ze pre lubovolni cestu P
dlzky 3, ktord lezi na hranici niektorej oblasti grafu G, existuje hamiltonovskd
kruznica, ktord prechddza prostrednou hranou P a zdroven neprechdadza dvomsi

krajnyma hranami P.

Tvrdenie Barnettovej hypotézy sa od Tuttovej lisi v predpoklade pla-
narnosti grafu. Za predpokladu, ze Barnettova hypotéza je pravdiva, vznika

otézka, aky je najmensi rod protiprikladu k Tutteho hypotéze. Tomuto prob-

lému sa venuje | |. V préci autorka ukazala, Ze rod protiprikladu uve-
deného v | | je 4. Takisto ukazuje, Ze pre najmensi znamy protipriklad,
uvedeny v | | plati, Ze jeho rod je asponi 4, ale najviac 5.

V nasledujucej kapitole sa budeme venovat konstrukcii z ¢lanku | |.
Najskor pomocou vysledkov z druhej kapitoly uré¢ime rod najmensieho z
grafov, ktory vieme zostrojit popisanou konstrukciou. Nésledne sa poktsime
sformulovat podmienky, za akych by sme vedeli zostrojit protipriklad men-

Sieho rodu.
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5.1 KonStrukcia J. P. Georgesa

V tejto casti uvadzame konstrukciu nehamiltonovského 3-stuvislého bipar-
titného kubického grafu tak z | |.

Obr. 5.4: VSeobecna konstrukcia nehamiltonovského 3-stvislého bipartitného
kubického grafu (ostatné vrcholy susedné s a;, b;, ¢;, a d; nie st zobrazené).

Definicia 5.1.1. Nech H je 3-suvisly bipartitny kubicky graf, ktory ob-
sahuje dvojicu nesusednych hran ab a cd, pricom plati, Ze ziadna hamilto-
novska kruznica v H neprechadza stucasne hranou ab aj hranou cd. Oznac¢me
H’ graf, ktory vznikne dvojnasobnou subdiviziou hrany ab a cd, nové vrcholy
oznacCime e, f resp. g, h. Nech T je ternarny strom na Siestich vrcholoch,
jeho listy oznacime p, ¢, r, s. Majme dve kopie grafu H', oznacme ich H; a
Hj. Oznacime graf G4 = H1 U HyUT U{eys, fip, 17, hiq, €28, f2g, gar, hap}.

Konstrukcia je znazornena na obrazku 5.4.

Veta 5.1.2. Graf Gy, ktory vznikne konstrukciou z definicie 5.1.1, je 3-

suvisly bipartitny kubicky graf, ktory nemd hamiltonovsku kruznicu.

Dokaz vety je mozné najst v | |. Najmensi znamy priklad grafu,
ktory spliia podmienky definicie, uvadzaja autori v [ |. Znézorneny
je na obrazku 5.5. Tento graf, ozna¢ime ho B, mé 18 vrcholov. Pomocou
konstrukcie z definicie 5.1.1 je teda mozné skonstruovat nehamiltonovsky
3-suvisly bipartitny kubicky graf G'p radu 50, znédzorneny na obréazku 5.3.

Tento graf predstavuje najmensi znamy protipriklad k Tuttovej hypotéze.
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Obr. 5.5: 3-stvisly bipartitny kubicky graf, v ktorom Zziadna hamiltonovska
kruznica neprechadza stic¢asne hranou ab aj bc.

5.2 Rod grafu Gp

V tejto casti ukazeme rod grafu Gp. Nasledujtce tvrdenie uvadza | |,

spolu s hypotézou, ze rod daného grafu je rovny hornému ohraniceniu.

Veta 5.2.1. Pre graf Gg plati 4 < v(Gp) < 5.

Obr. 5.6: Konstrukcia Gp s vyznacenou trojicou disjunktnych podgrafov.

Ozna¢me B’ = B — {ab, cd}. Na obrazku 5.6 st znazornené 3 disjunktné
podgrafy Georgesovho grafu. Vetky tri su grafy rodu 1 — dva izomorfné B’

a treti izomorfny subdivizii K33, ozna¢ime ho K7 5.
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Lema 5.2.2. Nech II je vnorenie grafu B’ minimdlneho rodu 1. Oznaéme

W ={a,b,c,d}, potom 7(W,G,1I) > 2.

Dékaz. Vsetkych rotacii grafu B’ je iba 24, teda mozeme prehladat vietky
a overit platnost uvedeného tvrdenia. Medzi nimi ndjdeme 24 vnoreni min-
imalneho rodu 1, ¢o je minimalny rod daného grafu, z nich 16 obsahuje
pokrytie vrcholov a, b, ¢ a d dvomi oblastami. AvSak v Ziadnom vnoreni

minimalneho rodu nie st tieto vrcholy pokryté jednou oblastou. O

Veta 5.2.3. Pre graf G plati

(Gp) =5.

Dékaz. Majme miniméalne vnorenie Il grafu Gp. Ozna¢me G; podgraf izo-
morfny subdivizii K33 a G2 a G3 podgrafy izomorfné s B’ tak, ako si
znazornené na obrazku 5.6. Oznacme W = {a,b, ¢, d} v grafe B a Wy a W3
nech st koépie danych vrcholov v G resp. G3. Oznacme II; ztZenie rotacie
IT na graf G;. Pre kazdé i = 1,2, 3 zrejme plati g(IL;(G;)) > 1.

Oznacéme G’ podgraf Gz indukovany vrcholmi podgrafu Gy U Gy a IT
nech je zuzenie vnorenia II na G’. Najskor zdola ohrani¢ime rod II'(G").

Moézu nastat dva pripady

(i) g(IIy(Gy)) = 1, potom podla lemy 5.2.2 je velkost pokrytia mnoziny
Wy vo vnoreni 7(Ws, Gy, I15) asponn 2. Potom podla vety 2.4.1 plati
H,(G,) > g(Hl(Gl)) + g(HQ(Gg)) + T(WQ, GQ, Hg) —1>3

(ii) g(II2(G2)) > 1, potom kedze Gy a G5 st disjunktné, tak pre rod plati
II'(G") = g(I1(G1)) + g(I12(G2)) = 3.

V oboch pripadoch teda plati g(II'(G’)) > 3. Rovnaku tivahu zopakujeme
vzhladom na II3(G3).

(i) g(II3(Gs)) = 1, potom podla lemy 5.2.2 je velkost pokrytia mnoziny
W3 vo vnoreni 7(Wj3, G3,113) asponn 2. Potom podla vety 2.4.1 plati
H(GB) Z g(H/(G/)) + g(Hg(Gg)) -+ T(Wg, Gg, Hg) -1 Z 5
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(i) g(II3(Gs)) > 1, potom kedze G’ a G5 su disjunktné, tak pre rod plati
(Gp) 2 g(II'(G")) + g(Il5(Gs)) = 5.

Tym sme ukazali, ze plati g(II(Gp)) > 5. Opacna nerovnost je ukdzana
v [Ca02]. O

5.3 Protipriklad mensieho rodu

Zaujima nas, ¢i existuje, resp. ¢i vieme zostrojit 3-stvisly bipartitny ne-
hamiltonovsky graf rodu menej ako 4. V tejto Casti sa pokusime popisat
graf C', z ktorého by bolo mozné konstrukciou z definicie 5.1.1 zostrojit graf
G¢ rodu 3.

Nech II je vnorenie takto skonstruovaného grafu G, nech Ils je vnorenie
indukované na podgrafe C'. Zrejme vo vnoreni II(C) sa zmenia iba oblasti
incidentné s hranami ab a cd. V pripade G g sa ukazalo, ze ak sa vrcholy a,
b, ¢ a d nachadzali v réznych oblastiach, rod vysledného grafu bol 5.

V nasledujucej vete ukdzeme rod grafu G¢, zostrojeného konstrukciou
5.1.1 v pripade, Ze existuje vnorenie C' minimalneho rodu, ktoré obsahuje
hrany ab a bc v hrani¢nom slede jednej oblasti. Podla vety 5.0.6 by planarne
vnorenie s danymi vlastnostami bolo v rozpore s Barnettovou hypotézou.
Ak by ale existoval graf C' s vnorenim rodu 1, v ktorom je mozné hrany
ab a cd pokryt jednou oblastou, potom vieme zostrojit kubicky 3-suvisly
bipartitny nehamiltonovsky graf rodu 3. Graf C' s danymi vlastnostami ale

zatial nepozname.

Veta 5.3.1. Nech C je 3-suvisly bipartitng kubicky graf obsahujici dvo-
Jicu nesusednych hrdn ab a cd takiych, Ze kaZdd hamiltonovskd kruznica v
C prechddza najviac jednou z nich a nech existuje vnorenie C' minimdlneho
rodu, v ktorom hrany ab a cd sa nachddzaji v jednej oblasti. Potom graf G

zostrojeny z grafu C' konstrukciou z definicie 5.1.1 md rod

1(Ge) < 2/(C) + 1.
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€1: fl 5 €1: f1 5
fii er O fir er O
gi: hl 3 gi: hl 3
hi: g1 2 hi: g1 2
ex: fo 5 ex: fa 5
Jor ea 2 for ex 2
g2: hy 3 g2: ha 3
hgl [0 0 hQI [p) 0
0: fi 4 hy 0: fi he 4
1: 3 5 4 1. 3 5 4
2: hy 4 fo 2: hy 4 fo
31 g2 1 3 g2 1
4: 0 2 1 4: 0 2 1
5: €1 €9 1 5: €1 1 €9

(a) (b)
Tabul'ka 5.1: Dve vnorenia Ké,g.

Doékaz. Nech pre C' existuje vnorenie II s oblastou Fy takou, Ze hrany ab
a cd sa nachadzaju v hrani¢nom slede tejto oblasti. Nech II' je vnorenie, v
ktorom st rotécie na vrcholoch presne opa¢né, ako v II. Oznacme Fj oblast
v II'(C), ktora zodpoveda oblasti Fy v II(C'). Bez ujmy na vseobecnosti,
nech v slede Fj sa hrana ab nachadza v orientacii, v ktorej b nasleduje za
vrcholom a (ak st v opafnom poradi, vymenime vnorenia II a II', sledy
oblasti st v nich presne opa¢né).

Nésledne mame dve moznosti, ako moze vyzerat orientacia hrany cd v
tomto slede.
(i) Nech hrani¢ny sled oblasti Fy obsahuje dané vrcholy v cyklickom poradi
a, b, ¢, d. V tabulke 5.1a je zndzornené vnorenie Kj; rodu 1, obsahujtce
dvojicu oblasti, kde prva, ozna¢me ju Fi, obsahuje vrcholy hq, g1, f1 a e;
v tomto poradi a druhé, oznacme ju F3, obsahuje vrcholy hs, go, fo a es v
tomto poradi.

Nech G’ = K3 3;UC1UCYy, kde C) a C) st kopie grafu C. Majme vnorenie
grafu G, ktoré je zjednotenim vnoreni 5.1a pre Kj; a vnoreni II pre obe

kopie C'. Zrejme rod takéhoto vnorenia je 2v(C) + 1. Toto vnorenie obsahuje
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oblasti F1 a Fy a dve kopie oblasti Fj, oznac¢ime ich F5 a F}.

Ked7ze oblast F; a oblast F3 sa nachadzaju v roznych komponentoch a
cyklické poradie zodpovedajucich vrcholov v ich sledoch je opac¢né, potom
podla vety 2.3.2 je mozné pridat hrany aiei, by f1, c1g1 a dihy tak, Ze rod
vnorenia ani ostatné oblasti sa nezmenia.

Nésledne kedZe oblast F» a oblast Fj sa nachadzaji v roznych komponen-
toch a cyklické poradie zodpovedajtcich vrcholov v ich sledoch je opacné,
potom podla vety 2.3.2 je mozné pridat hrany ases, by fa, cags a daohso tak,
ze rod vnorenia ostane 2y(C') + 1.

Takto sme skonstruovali vnorenie grafu GoU{ab, cd}. Odstranenim hran

ab a cd ziskame vnorenie G¢ rodu najviac 2v(C') + 1.
(ii)  Nech hrani¢ny sled oblasti Fy obsahuje dané vrcholy v cyklickom
poradi a, b, d, c. V tabulke 5.1b je zndzornené vnorenie Kj 3 rodu 1, ktoré
obsahuje jednu oblast, v ktorej slede sa vrcholy ey, fi, hi, 91, g2, ho, fa,
ey nachadzaju v tomto poradi. Vlozenim novej hrany e;g, do rohov danej
oblasti rozdelime tuto oblast, ¢im sa rod nezvysi. Vzniknu tak dve oblasti,
pricom prva, oznacme ju Fi, obsahuje vo svojom slede vrcholy ey, fi, hi a
g1, v tomto poradi a druhé, ozna¢me ju F3, obsahuje vrcholy fs, €2, g2 a ho,
v tomto poradi.

Nech G" = K33 U {e1g2} U C1 U Csy, kde C; a Cy st kopie grafu C.
Majme vnorenie grafu G’, ktoré je zjednotenim upraveného vnorenia 5.1a
pre K33 U {e1g2}, vnorenia II' pre komponent C; a II pre komponent Cs.
Zrejme rod takéhoto vnorenia je 2(C') + 1. Toto vnorenie obsahuje oblasti
Fy, Fy v komponente K33 U {e1g2} a oblasti Fjj a [y v komponentoch Cy
resp. Cs.

Kedze oblast F} a oblast I sa nachadzaju v roznych komponentoch a
cyklické poradie zodpovedajucich vrcholov v ich sledoch je opac¢né, potom
podla vety 2.3.2 je mozné pridat hrany aiei, by f1, c1g1 a dihy tak, Ze rod
vnorenia ani ostatné oblasti sa nezmenia.

Nasledne kedZe oblast F» a oblast Fj sa nachadzaji v roznych komponen-
toch a cyklické poradie zodpovedajtcich vrcholov v ich sledoch je opacné,

potom podla vety 2.3.2 je mozné pridat hrany ases, by fa, cags a daho tak,
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ze rod vnorenia sa nezmeni.
Takto sme skonstruovali vnorenie grafu GoU{ab, cd, e1g2} rodu 2v(C)+1.
Odstranenim hran ab, cd a e gs ziskame vnorenie G¢ rodu najviac 2v(C)+1.
]



Zaver

V préci sme sa venovali minimalnym vnoreniam grafov, ktorych rod nebol
znamy. Zaujimali nas najmé sposoby, ako vyuzit vypoctova silu dnesnych
pocitacov na urcenie rodu niektorych grafov.

V prvej casti prace sme dokazali niektoré dolezité vlastnosti operacii
na grafoch, ktoré sme neskor vyuzili pri rieSeni konkrétnych problémov.
Nésledne sme implementaciou efektivnych algoritmov Studovali vlastnosti
vnoreni niektorych grafov, ktorych rod nebol znamy.

Ako prvym sme sa venovali vnoreniam kartezianskych sacinov grafov.
Zamerali sme sa na suciny uplnych grafov s K5. Podarilo sa nam dosihanut
teoretické vysledky, ktoré ndm umoznili charakterizovat rod su¢inov s Kj.
To nam umoznilo testovat platnost hypotézy vyslovenej v | |. Ukazalo
sa, zZe tato hypotéza neplati pre Ky, ¢o je najmensi z grafov, pre ktoré nebola
overena. Nasledne sme platnost hypotézy potvrdili pre dalsich 26 grafov, pre
ktoré nebola dokizana.

V druhej casti sme sa venovali nehamiltonovskym kubickym 3-stvislym
bipartitnym grafom. Aplikovanim vysledkom z druhej kapitoly sme dokazali
rod najmensicho zndmeho protiprikladu k Tutteho hypotéze. Zaroven sme
zadefinovali postacujice podmienky, za ktorych je mozné konstrukciou uve-

denou v | | zostrojit protipriklad mensieho rodu.

o2
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