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Abstrakt

Vpraci sa zaujimame oviachlavové dvojsmerné konecnostavové automaty
a o pomocou nich definované zlozitostné triedy. Zaoberame sa vypoctovou silou
roznych modelov vzhladom na pocet citacich hldv a ohranienie obratovej miery
zlozZitosti. Analyzujeme a prezentujeme najznamejsie vysledky z tejto oblasti, s cielom
porovnat ich s vysledkami na réznych zoslabenych modeloch (jednosmerné automaty,
automaty nezavislé od vstupu, zametajuce automaty, atd.). Popisujeme aj vSeobecny
model — viachlavovy alternujuci stroj (MAM) pouZivajuci nekonecne vela stavov.
Odhady zloZitosti ziskané pre tento model su aplikovatelné aj na automaty. Na
deterministickom variante tohto modelu dokazeme dolny odhad na pocet obratov.
Désledkom nami ziskaného odhadu je separacia deterministickych
a nedeterministickych zariadeni. UkdaZzeme existenciu hierarchie na obratovd mieru
zloZitosti pre MAM.

Klfacové slova: viachlavové automaty, obratova miera zloZitosti, dolné odhady
zloZitosti



Abstract

In this thesis we focus on two-way multi-head finite automata and on the complexity
classes defined by them. We are concerned with computational power of different
models regarding the number of reading heads and the bounds for reversal complexity
measure. We analyze and present known results about this area, in order to compare
them with results about restricted models (one-way automata, data independent
automata, sweeping automata, etc.). Moreover we describe a general model — multi-
head alternating machine (MAM) with infinitely many states. Lower bounds for this
model are also valid for finite automata. For the deterministic variant of this general
model we prove the lower bound for the number of reversals. As a corollary to our
result we obtain the separation of deterministic and nondeterministic machines. We
show the existence of MAM hierarchy with respect to reversal complexity.

Keywords: multi-head automata, reversal complexity, lower bounds
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Uvod

Model konecnostavovych automatov sa ukdzal ako vhodny vypocltovy model na
reprezentdciu reguldrnych jazykov v Chomského hierarchii. Prirodzenymi rozSireniami
zakladného modelu je pridania viacerych Citacich hlav a schopnosti pohybovat sa po
vstupnom slove v oboch smeroch. Ukazuje sa, Ze takto rozSirené automaty dokdazu
definovat zaujimavé triedy jazykov.

Vztah determinizmu anedeterminizmu je jeden z najznamejsich konceptov
v tedrii vypoctovej zloZitosti. Otvoreny problém P vs. NP je presne takéhoto typu.
Dal$im, nemenej déleZitym, otvorenym problémom je vztah deterministickej (LOG)
a nedeterministickej (NLOG) logaritmickej priestorovej zloZitosti na Turingovych
strojoch. Je zndme, Ze tieto zloZitostné triedy sa daju opisat aj pomocou dvojsmernych
viachlavovych automatov. Preto, v snahe odseparovat LOG od NLOG, sa zacali skimat
dolné odhady zloZitosti (poctu hlav) na konkrétnych jazykoch pre viachlavové
automaty.

Praca je delend nasledovne. V prvej kapitole zadefinujeme model viachlavovych
dvojsmernych automatov. Pozrieme sa na vztah tychto automatov atried LOG
a NLOG. Na zaver uvedieme vysledky z popisnej zloZitosti, ktoré ddvaju do vztahu
problém LOG vs. NLOG a narast poctu stavov pri redukcii z nedeterministického na
deterministicky dvojsmerny jednohlavovy automat.

Druhd kapitola sumarizuje poznatky ovplyve poctu hldv na mnoZinu
akceptovanych jazykov a ovztahu tried jazykov definovanych deterministickymi
a nedeterministickymi modelmi. Samozrejme, aj na modeli viachlavovych automatov
sa definovali r6zne zoslabenia zdkladného modelu. Ako napriklad automaty, ktorych
hlavy nedokdZu rozoznavat vsetky znaky zo vstupnej abecedy, alebo automaty
pracujuce bez stavov. Ak automatom povolime iba jednu trajektériu hlav na slovach
dizky n, potom definuju presne zloZitostnu triedu NC'. T4 sa povaZuje za triedu
efektivne paralelne rieditelnych problémov. Vztah LOG a NC! nie je znamy,
reprezentdcia pomocou automatov dava iny pohlad na dany problém. Na zaver sa
zaoberame zametajlucimi automatmi, ktoré mozu menit smer citania vstupného slova
iba na koncoch. UkdZeme, Ze existuje jazyk, ktory ak sa da akceptovat na k hlavovom
zametajucom automate, potom tento mdéd prace neuberd vypoctovua silu.
Prezentujeme najnovsie vysledky o vsetkych tychto zariadeniach. Ako uvidime,
niektoré ohraniCenia nezmensuju vypoctovu silu, niektoré sa daju kompenzovat
narastom poctu hlav a niektoré dokazu akceptovat iba jednoduchsie jazyky.



Jednou zo zloZitostnych mier, definovanych pre zariadenia sobojsmernym
pohybom hlav, je pocet obratov. Ndrast ohranienia poctu obratov spoOsobuje
rozsirenie triedy rozpoznavanych jazykov. V tretej kapitole sa pozrieme na tuto mieru
zlozitosti. Prinesieme niektoré zndme vysledky o konstruovatelnosti funkcii pomocou
automatov s ohrani¢enim poc¢tom obratov. V skimani obratovej zloZitosti pokracujeme
aj v Stvrtej kapitole. Pozrieme sa na vSeobecnejsi model — viachlavovy alternujuci stroj
(MAM). MAM akceptuje vietky jazyky rozpoznatelné Turingovymi strojmi. Studujeme
dolné odhady obratovej zloZitosti na MAM. Vysledky ziskané na tomto modeli su
aplikovatelné aj pre viachlavové automaty. Podla zndmych technik ukdZzeme dolny
odhad na obratovl zloZitost pre deterministické modely, ¢im ziskame separéciu
determinizmu a nedeterminizmu pre ohraniceny pocet obratov. Rovnako ukazeme, Ze
v ramci jednotlivych modelov existuje striktna hierarchia na pocet obratov.

V praci predpokladame, Ze C(itatel je oboznameny so zakladnymi pojmami
z tedrie formalnych jazykov a vypoctovej zlozitosti [1].



Kapitola 1
Viachlavové konecnostavové

automaty

Viachlavové konecnostavové automaty su zovSeobecnenym klasického modelu
koneénostavového automatu pridanim viacerych hlav, ktoré sa mozu pohybovat po
paske so vstupnym slovom. Po prvy krat boli zadefinované v [2]'. Ukazalo sa, 7e
niektoré zname otvorené problémy z vypoctovej zloZitosti sa daju transformovat do
re¢i viachlavovych automatov. Preto sa tento stale eSte jednoduchy koncept
v poslednych rokoch intenzivne Studuje.

Viachlavové automaty maju vacsSiu vypoctovu silu oproti jednohlavovym
automatom. Rozhodovacie problémy, ktoré su jednoduché pre jednohlavové automaty
su pre viachlavové automaty nerozhodnutelné [3]. Medzi takéto problémy patri
prazdnost jazyka, koneénost (nekonecnost) jazyka a viaceré iné.

Vtejto kapitole zadefinujeme model viachlavovych  dvojsmernych
koneénostavovych automatov. Dalej uvedieme suvis takychto automatov so zndmym
otvorenym problémom z tedrie zloZitosti — vztah medzi triedami jazykov definovanymi
pomocou deterministickych a nedeterministickych Turingovych strojov s logaritmickou
priestorovou zloZitostou. Na zaver kapitoly strucne uvedieme vysledky z popisnej
zlozZitosti, ktoré ddavaju do suvisu pocet stavov dvojsmernych automatov a problém
uvedeny vyssie.

1.1 Definicie

Viachlavové koneénostavové automaty sa definuju podobne ako klasické jednosmerné
jednohlavové automaty. Automat ma konecnostavové riadenie, vstupnu abecedu
a konecnu prechodovu funkciu. Vstup dostane na jednej paske, ktora je ohrani¢ena
zarazkami. Automat navyse pouziva niekolko Citacich hlav. Na zaliatku su nastavené na
prvé pismenko vstupu. M6Zu sa volne pohybovat po vstupe. Automat akceptuje vstup,
ak sa pri jeho ¢itani dostane do akceptujuceho stavu.

1A v . s ;e . v . . v .
P6vodne sa pouzival model s viacerymi vstupnymi paskami, kde na kazdej bola jedna ¢itacia hlava.
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Definicia 1.1.1: Dvojsmernym nedeterministickym k-hlavovym konecnostavovym
automatom A nazveme sedmicu A = (K, %,>,<,6, q, F), kde

(1) K je kone€nd mnoZina stavov.

(2) X je kone¢na mnoZina symbolov (vstupna abeceda).

(3) =, < je lava a prava zarazka (endmarker).

(4) 8: (K X (Z U {&, a)k) - 2(x(-1013) ja prechodova funkcia, pre ktort plati

nasledovna vlastnost. Nech (p, Y1, V2 ...,yk)) <) ((q, (a4, a,, ...,ak))),
potom pre vietky j € {1,...,k} také, Ze a; = musi platit y; € {0,1} apre
vsetky i € {1, ..., k} také, Zze a; = < musi platit y; € {0, —1}.
(5) qo € K je pociatocny stav.
(6) F € K je mnozina akceptujucich stavov.
V prechodovej funkcii —1 znamena pohyb hlavy dolava, 1 pohyb hlavy doprava a 0
hlavu, ktord ostdva na mieste. Ak w je vstupné slovo z £*, potom automat vykonava
vypocet na paske s > w <. Dodato¢nymi podmienkami na & funkciu sme zabezpecili,
aby sa automat pocas vypoctu nikdy nedostal za zardazky = a <. Dvojsmerné

nedeterministické k-hlavové konecnostavové automaty budeme oznacovat ako
2NFA(k).

Definicia 1.1.2: Konfiguraciou 2NFA (k) nazveme prvok (W, q, (i1, i, .., ik)) z mnoziny
2 X K x N, kde Vj € {1,..,k}:0< [j <|w|l+1. w je vstupné slovo, q je stav
automatu ai; (j € {1,...,k}) je pozicia j-tej Citacej hlavy na vstupe. Pociatocnou
konfiguraciou ozna&ime konfiguréciu (w, qo, {1}%).

Definicia 1.1.3: Nech A je 2NFA(k), krokom vypoctu automatu A nazveme relaciu 4
na konfiguraciach (S (W, q, (i1, iz, ., ik)) X (W, p, (i1, 05, ..., i,’c))).

Nech C; = (W, q, (i1, iy, ...,ik)), C, = (W’,q’, (i1, 05, ...,i,’c)) su dve konfiguracie a nech
6 je prechodova funkcia automatu A. Potom C; +, C,, ak C, vznikne z C; aplikovanim
prechodovej funkcie § na C; t.j. platiw = w' a existuje

(q,r (Vl: Y2, ,Vk)) €S ((CI; (xlr X2, ...,xk))), kde v] € {1r "'Ik}l ak l] =0 (resp'
ij = |w| + 1), potom x; =& (resp. x; = <), inak x; = wi;. Navyse Vj € {1, ..., k} plati
Definicia 1.1.4: Jazyk akceptovany 2NFA(k) A = (K,%,>,<,6,q,, F) (oznaCime ako
L(A)) je mnozina slov

L(A) ={wez

(W' o, {1}k) ":1 (W, q, (ilf iZ' ey ik,))’ q € F}

Automat A akceptuje jazyk L, ak pre vSetky slova w € L existuje vypocet, ktory skonci
v akceptujucom stave. Takychto vypoétov mdze byt aj viac, lebo prechodova funkcia sa
sprava nedeterministicky. Podobne ako pre klasické konecnostavové automaty,



mobZeme pozadovat aby sa funkcia spravala deterministicky, a teda pre kazdé slovo,
ktoré patri do jazyka, existoval prave jeden akceptujuci vypocet.

Definicia 1.1.5: Dvojsmernym deterministickym k-hlavovym konecnostavovym
automatom (2DFA(k)) nazveme 2NFA(k), ktorého & funkcia je tvaru (K X
Cu{s, 9Dk - (K x {—1,0,1}%). Konfiguracia, krok vypoctu a akceptovany jazyk
2DFA(k) sa definuje analogicky ako pre 2NFA(k).

Budeme pouZivat aj dalSie zoslabenia modelu 2NFA(k) (jednosmerné, zametajuce,
s ohrani¢enych poctom obratov, atd.). Tie definujeme neskor.

Definicia 1.1.6: Nech X je lubovolny vypoltovy model (napr. 2NFA(k)), potom
symbolom L(X) ozna¢ime mnozZinu jazykov akceptovanych nejakym strojom z X.
LX)={L|I3A€eX,L=L(A)}.

1.2 Problém LOG vs. NLOG a suvis s kone¢nostavovymi
automatmi

Vyznamnym problémom v tedrii vypoctovej zloZitosti je vztah deterministickej
a nedeterministickej priestorovej zloZitosti. O ich vztahu hovori Savitchova veta [4].
Savitch ukazal, Ze nedeterministicky Turingov stroj s priestorovou zlozitostou f(n) sa
da simulovat pomocou deterministického Turingovho stroja s kvadratickym narastom
priestorovej zloZitosti (f2(n)).

Veta 1.2.1: [4] Pre kazdu funkciu f(n) = logn plati
NSPACE(f(n)) € DSPACE ((f(n))z)

Co okrem iného znamend, 7e polynomidlna deterministickd a nedeterministickd
priestorova zloZitost su ekvivalentné. Ked sa posunieme nizsie v hierarchii funkcii,
konkrétne  zoberieme f(n) =logn, potom nam tiato veta  hovori,
7e NSPACE (logn) S DSPACE (log? n). Plati logn # 0(log?n), preto sa Savitchova
veta nedd uplatnit na vztah deterministickej a nedeterministickej logaritmicke;j
priestorovej zloZitosti.



Definicia 1.2.1:

LOG = DSPACE (logn)
NLOG = NSPACE(logn)

Problém vztahu LOG =? NLOG? je jednym z najznamejsich otvorenych problémov
v tedrii vypocltovej zloZitosti. Pozrieme sa teraz na suvis LOG vs. NLOG s
viachlavovymi kone¢nostavovymi automatmi. To bola jedna zciest akou sa ludia
uberali pri snahe o separdciu tychto tried.

Veta 1.2.2: [5], [6]

LOG = UL(ZDFA(k))

k=1

NLOG = | |£(2NFA(k))

Dékaz: LOG 2 Uys, 2DFA(k), na logaritmickom priestore sa da lahko kédovat pozicia
hlav. Turingov stroj, ktory simuluje k hlavovy automat, pouZiva k stopovu pracovnu
pasku. Na stopach ma zapisané pozicie Citacich hlav na vstupe (povedzme v bindrnej
sustave). Stav automatu si uchovava v stave. Jeden krok potom simuluje nasledovne:
(1) Pre kazdu hlavu ndjde na vstupe symbol na ktory hlava ukazuje.
(2) Podla & funkcie automatu upravi Cisla na paske zodpovedajuce poziciam hlav

a zmeni svoj vnutorny stav.

(3) Vrati sa na (1) a opakuje az pokial automat neakceptuje (resp. nezamietne).

Na pracu s binarnymi ¢islami staci logaritmicky vela miest na paske, preto sa simulacia
zmesti do priestorového ohranicenia.

Na opacnu inkluziu sa vyuzije fakt, Ze na klogn cifier nemdZzeme zapisat Cislo
vacsie ako n¥. Presny dokaz tejto inkluzie uvadzame ako sucast dokazu vety 2.2.2.

Nedeterministicky pripad sa ukazuje analogicky.

1.3 Popisna zloZitost

V praci sa zaoberdme hlavne vypocétovou zloZitostou dvojsmernych viachlavovych
automatov. Vypoctova zloZitost sa zaoberd mierami, ktoré zavisia od vstupu (napriklad
pocet obratov, touto mierou sa zaoberame v tretej kapitole). Popisna zloZitost naproti
tomu najcéastejSie urcuje kolko stavov potrebuje automat, aby mohol nejaky jazyk

2V literature sa tieto triedy oznatuju aj ako L a NL.
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akceptovat. Takato miera nezavisi od vstupnych slov, ale iba od definicie automatu.
Zaujimavé je sledovat, akym spOGsobom suvisi pocet stavov s pouZitim konkrétneho
vypoctového modelu. Napriklad sa vie, Ze pri redukcii z nedeterministického na
deterministicky jednohlavovy automat je ndrast stavov az exponencialny.

V tejto Casti strucne zhrnieme vysledky z popisnej zloZitosti dvojsmernych
jednohlavovych automatov (pre viachlavové su skoro vsetky redukcie nerekurzivne [3],
[7], CiZze neexistuje rekurzivna funkcia, ktorou by sa dal narast stavov ohranicit). Ako sa
ukazuje, popisna zlozitost takychto automatov Uzko suvisi z problémom LOG vs.
NLOG.

Sipser [8] dokdzal, Ze ak LOG = NLOG, potom existuje polyndm p taky, Ze pre
véetky m € N a pre kazdy 2NFA(1) A s poctom stavov n existuje p(n - m) stavovy
2DFA(1), ktory akceptuje vietky slova z mnoziny {w € L(A)||lw| < m}. Preto, ak sa
ukaze exponencidlny narast stavov pri redukcii z 2NFA(1) na 2DFA(1) pre nejakud
postupnost jazykov, potom LOG # NLOG. Dbkaz, ¢i taky jazyk existuje je otvoreny
problém.

Pre $pecidlne triedy 2DFA(1) sa podarilo exponencidlny ndrast stavov ukazat.
Sipser [8] nasSiel postupnost jazykov {B,},>1, ktora sa da akceptovat na 1NFA(1)
s pouzitim n stavov, ale neda sa akceptovat na Ziadnom zametajucom 2DFA(1)
(automaty, ktoré mozu menit smer iba na koncoch slova, viac o nich piseme v Casti 2.6)
s menej ako 2™ stavmi.

Vysledok pre zametajuce automaty neskor rozsirili Hromkovi¢ a Schnitger [9].
Ukazali, Ze jazyk pouzity Sipserom sa neda akceptovat ani na 2DFA(1) s menej ako 2™
stavmi, ak mu povolime na slovéch dizky n najviac o(n) réznych trajektérii hlavy. Tento
vysledok je vlastne pre Specidlnu triedu automatov, ktoré mézZu spravit najviac
polynomialne vela obratov. Otvorenym problémom ostdva, ¢i sa dad postupnost
{B,},>1 akceptovat pomocou 2DFA(1) skonstantnym pocltom obratov pri
polynomialnom naraste stavov.

Najnovsi vysledok o stvise poctu stavov a poctu obratov, ktoré mozZe automat
urobit priniesli Balcerzak a Niwinski [10]. Podarilo sa im ukazat existenciu postupnosti
jazykov {L,},s1 takej, ze pre vsetky L,, existuje 2DFA(1) s po¢tom stavov O(n), ktory
akceptuje L, s pouzitim dvoch obratov, ale lubovolny 2DFA(1), ktory by akceptoval
L, s pouZitim jedného obratu musi mat Q(2") stavov.



Kapitola 2
Vypoctova sila roznych typov

automatov

V predchadzajucej kapitole sme uviedli vysledok, ktory hovori o tom, ze 2DFA(k) su
rovnako vypocCtovo silné ako deterministické Turingové stroje s logaritmickou
priestorovou zloZitostou (obdobne aj pre nedeterministicky pripad). V tejto kapitole sa
budeme venovat separidciam azloZitostnym hierarchidm vramci modelov
dvojsmernych automatov. Ako sa ukaze niektoré separdcie by dali odpoved na otazku
LOG vs. NLOG.

Uvedieme vysledky tykajuce sa rozli¢nych zoslabeni modelu 2DFA(k). Péjde
o jednosmerné viachlavové automaty, automaty, ktorych hlavy nedokazu rozlisovat
vietky znaky, bezstavové automaty, automaty nezavislé na vstupe azametajlce
automaty (hlavy musia vZdy prejst celé slovo, otacat sa mézu len na zarazkach).

Pri kazdom modeli ukazeme zname vysledky, ako dopad pridania hlav na popisnu
silu. Rovnako rozoberieme vplyv zavedenia nedeterminizmu.

2.1 Jednosmerné viachlavové automaty

Stroje podobné jednosmernym automatom sa zacali skimat este v patdesiatych
rokoch dvadsiateho storocia. Medzi prvymi pracami, ktoré pouzivaju model podobajuci
sa automatom sjednou hlavou na vstupe, su [11] a [12]. Modernu podobu
konecnostavovych automatov po prvy krat zadefinovali Rabin a Scott vo svojej praci
[2]. Neskor sa zacalo pouZivat prirodzené rozsirenie na model s viacerymi Citacimi
hlavami, ktoré sa mohli pohybovat iba jednym smerom. Algoritmy na takychto
zariadeniach su vistom zmysle praktické, kedZe vypocet trva vidy iba linearny cas
a pocas vypoctu sa pouzije konstantne vela pamate.

V tejto Casti strucne popiseme ako sa lisi definicia jednosmernych automatov od
definicie dvojsmernych, ktord sme uviedli v predchadzajucej kapitole. Uvedieme
zname vysledky o prejave pridanie jednej hlavy na triedu akceptovanych jazykov.



Definicia 2.1.1: Jednosmernym nedeterministickym k-hlavovym konecnostavovym
automatom (1NFA(k)) A nazveme automat z definicie 1.1.1, ktorého prechodova
funkcia 8 navyse splfia nasledujtcu vlastnost.

Nech (p, (Y1, V2~ V) €8 ((q, (a4, a,, ...,ak))), potom plati Vie{l,..,k}
Yi € {0,1}

Automat méze svoje hlavy vidy posuvat iba doprava, alebo ich nechat na mieste.
Konfiguracie, krok wvypoctu aakceptovany jazyk sa definuju rovnako ako
v dvojsmernom pripade. Podobne definujeme deterministicky pripad, ktory budeme
oznacovat 1DFA(k). Jednohlavové deterministické (resp. nedeterministické) varianty
budeme oznacovat DFA (resp. NFA).

DFA rozpoznavaju prave regularne jazyky v Chomského hierarchii. Ukdazalo sa,
Ze pridanie nedeterminizmu im neprinesie vacsiu rozpoznavaciu silu a NFA akceptuju
tiez prave reguldrne jazyky. Tento vysledok sa objavil spolu so zavedenim
nedeterminizmu v [2]. Technika akou sa ukdZe transformdcia NFA A na ekvivalentny
DFA A’ je zndma podmnoZinova konstrukcia. Kde A" ma ako mnoZinu stavov vsetky
podmnoZiny mnoZiny stavov automatu A. A’ simuluje vypolet automatu A. Ako stav si
udrZuje mnozinu stavov, v ktorych sa vdanom okamihu vypoctu mohol A nachadzat.
Automat A’ akceptuje ak sa A mohol na konci slova nachadzat v akceptujicom stave.
l'ahko vidiet, 7e takdto konstrukcia funguje. Cize plati L(DFA) = L(NFA).

Pridanie jednej hlavy uz ale poméze. Znamy jazyk {a™b™|n = 1} nie je regularny
(nefunguje na nom pumpovacia lema), Cize neexistuje Ziaden NFA, ktory by tento
jazyk rozpoznaval. Naproti tomu nie je tazké nahliadnut, Ze existuje 1DFA(2), ktory
tento jazyk rozpoznava. Ztoho vyplyva nasledujica separacia — L(NFA) c
L(IDFA(Z)). Preto bolo zaujimavé skimat, ¢i naozaj viac hlav viac vie, alebo existuje
nejaké n také, ze L(1DFA(n)) = L(1DFA(n + 1)).

Rosenberg [13] uviedol hypotézu, e L(1DFA(k)) c L(1DFA(k + 1)) pre
vsetky k = 1. Na separaciu navrhoval pouzit jazyk B,,.

Definicia 2.1.2: Symbolom P,, ozna¢ime mnoZinu slov tvaru
P, ={1% 1% % % 19m#1%m & 19m-1 % . x 1%|a,, ay, ..., a,, € N}

Rosenberg ukazal proceduru, ktorou sadd P, rozpoznat na 1DFA(k), ak m =
%k(k—l).



Veta 2.1.1: [13] Ak m < %k(k —-1) = ('2‘), potom pre jazyk B, existuje automat A
2 1DFA(k) taky, 7e L(A) = P,,.

Dokaz: Automat A pozna Cislo m, preto si ho moZe pamatat v stave. To umoznuje
automatu A pracovat nasledujicim deterministickym spésobom.

(1) Prvu hlavu automat nastavi na zaciatok podslova 1%k-1 (v ¢asti slova za #)

(2) Zvysnych k —1 hlav modze byt pouZitych na porovnanie k —1 podslov
1%, ..., 1%-1 s podslovami 1%-1, ..., 1%, ktoré Cita prvd hlava (tie su v druhej
Casti slova).

(3) Prva hlava sa dostala na koniec slova ateda nemdézZe byt uz dalej pouzitd vo
vypocte. Ostatnych k — 1 hlav sa presunie na zaciatok 1%%. Ich Glohou je overit
Ci zvySok slova 1% x .. % 19m#1%m x  + 1% patri do jazykaP,,_r+1- Na to
automatu ostalo dost hlav, kedZze m—k+1< %k(k -1H—-(k-1)=
%(k -D(k-2)= (kgl). CiZze automat mdze znova spustit krok (1).

Lahko vidiet, Ze automat A naozaj akceptuje jazyk P,,.

Rosenbergova pévodna myslienka bola, Zze B, sa neda rozpoznavat Ziadnym
1NFA(k), pokial m > ('2‘) = %k(k — 1). Intuitivne sa zda, Ze automat rozpoznavajuci
P,, potrebuje na kazdu dvojicu suhlasiacich podslov jeden par hlav h; a h,. Nech h, je
hlava v prvej ¢asti slova (pred znakom #). Potom ako takyto par hlav skontroluje dizku
suhlasiacich podslov, uz sa nedd pouZzit na iny par podslov. KedZe h, moZe byt pouZita
len na podslova vdruhej casti, ku ktorym prislichaju podslovd z prvej Casti pred
poziciou hlavy h;. VSetkych parov hlav je ('2‘) = %k(k — 1), preto sa zd3, ze pre m
vacsie ako tato hodnota neméze existovat 1NFA(k), ktory jazyk B, rozpoznava.
Nanestastie neskér sa jeho informativny dokaz ukdzal ako nespravny.
O zlozitosti jazyka P, na jednosmernych viachlavovych automatoch hovoria
nasledujuce vety [14].

Veta 2.1.2: [14] Ak sa obmedzime na vstupy tvaru 1% %1% x  x 19m#]%m+1 «

1%m+2 % . % 1%2m, Kde existuje konStanta c takd, Ze a; < c-a; pre vietky i,j €

{1, ...,2m}. Potom jazyk P,, mdze byt rozpoznavany na 1DFA(k) automate, pre k
, 3

spliajuce nerovnost m > ’;—4.

Ddkaz: Princip dokazu je v tom, Ze automat si poziciou hlavy méze pamatat informaciu

o dizke podslova jazyka P,, vinom podslove. KedZe dizka podslov je jediné ¢o nas pri

porovnavani zaujima, nemusi platit, Ze kazdy par hldv mézZe porovnat len jednu

sthlasiacu dvojicu podslov. Spdsob ako sa mozu takto kédovat dizky podslov do pozicie

hlavy (opisany v [14]) je nasledujuci:
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Nech hlava h; ukazuje na zaciatok bloku 1%, ktorého dizku chceme umiestnit do
bloku 1%. Dalej nech hlavy h; a h, st na zaciatku 1%. Navy$e predpokladajme a; > a;
Naraz sa zacnu hybat hlavy h; a h;. Ked hlava h; prejde na koniec 1%, hlava h; je
v bloku 1% na pozicii a;. Teraz sa zaénu naraz hybat hlavy h; a h,, ked h; prejde na
koniec podslova 1%, potom hlava h, ma do konca podslova 1% prava a; krokov. Cize
mébzeme porovnavat 1% aj bez toho, aby bola v tejto ¢asti Citacia hlava.

Autor v [14] navySe ukdzal aj horny odhad na m aby bol jazyk P, rozpoznavany
1DFA(k).

Veta 2.1.3: [14] Ak je jazyk B, rozpozndvany pomocou 1DFA(k), potom plati

, 1
nerovnost m < 5k3.

Daldi vysledok v snahe dosiahnut separaciu tried podla poctu hldv sa podarilo
dosiahnut v [15]. Autori dokdzali, ze L(1DFA(2)) c L(1DFA(3)) a L(1NFA(2)) c
L(lNFA(S)). O Uplnd separaciu sa postarali aZ Yao a Rivest [16].

Veta 2.1.4: [16] Pre vSetky k > 1 plati
(L(lDFA(k +1)) - L(lNFA(k))) * 0.
Do6kaz: Na separdciu sa pouzil jazyk
Ly = {wy *wy * oxwyp Vi €{1,....2m}:w; € {0,1}, w; = Wopm_is1}-

Dokaz je zaloZeny na tvrdeni, Ze jazyk L,, je rozpozndvany k-hlavovym automatom A

prave vtedy, ked m < (';) Teda jazyk L(k) sa da akceptovat pomocou 1DFA(k), ale
2

nie je rozpoznavany Ziadnym automatom z triedy U;<j<x INFA(Q). Fakt, Ze L(k) je
2

rozpoznavany automatom s k hlavami, sa dokazuje Uplne rovnako ako vo vete 2.1.1.

Dolny odhad na pocet hlav sa da ukazat sporom — existenciou slova, ktoré
automat akceptuje, aj ked by nemal. Pre spor predpokladajme, zZe L(k) je akceptovany
2

automatom A ztriedy INFA(k — 1). Automat ma menej ako k hldv, teda pocet
suhlasiacich dvojic podslov, ktoré musi automat skontrolovat je vacsi ako pocet dvojic
hldv. Cize pri kazdom vypocte je aspofi jedna dvojica kore$pondujucich podslov
neskontrolovana. Vietkych slov z jazyka L,,, kde jednotlivé w; st dizky n je 2™™ (tuto
mnozinu slov ozna¢ime ako L},). Pocet roznych konfiguracii automatu A na slovach z

L%, je najviac q(Zm(n + 1))k, kde g je pocet stavov automatu A. Budeme si vSimat
pozicie vo vypocte A, ked niektora hlava zacne citat prvé pismenko podslova w;.
Takychto pozicii vo vypoclte je najviac 2k(m — 1) + 1 (pripoditanie jednotky je vo
vyraze preto, lebo na zaciatku su vSetky hlavy na prvom pismenku w;). Pocet vypoctov,

ktoré sa lisia v konfiguraciach na tychto poziciach je najviac
2k(m-1)+1

(q(Zm(n + 1))k) = P(n).

11



Urcite existuje aspon 2™™/P(n) slov, na ktorych automat A neporovna
koreSpondujuce podslovd w, a wj, avypolty na tychto slovich navstivia prvé
pismenka slov v rovnakom poradi, s rovnakymi konfiguraciami. Spomedzi tychto slov je
aspon 2™ /P(n) takych, ktoré sa lisia iba v podslovach w, a w,,. Pre dostatocne velké n
je 2"/P(n) = 2. Tieto dve slova sa lisia iba v podslovach w, a w,. Konfiguracie
v ktorych zacina A ¢itat podslova su rovnaké. Preto vieme tieto dve slova skombinovat
do jedného, ktoré nepatri do L7, ale vypocet na nom je akceptujuci.

Priamym dosledok  tento vety je hierarchia deterministickych
a nedeterministickych jednosmernych automatov podla poctu hldv.

Dosledok 2.1.1: Pre k > 1 plati
L(1DFA(k)) c L(1DFA(k + 1))
L(1INFA(K)) € L(1INFA(k + 1))

Autori v [16] tieZ rozriesili ako je to so vztahom determinizmu a nedeterminizmu pre k-
hlavové automaty.

Veta 2.1.5: [16] Pre vietky k > 2 plati
L(1DFA(k)) < L(INFA(K)).
Dé6kaz: Myslienka dokazu je, Ze jazyk
{wy * oxwyp|m = 1,vizw; € {0,13, 3w # WZm_]-+1}

(v istom zmysle komplement jazyka L,, zvety 2.1.4) sa dd lahko akceptovat
nedeterministickym trojhlavovym automatom. Na zistenie spravnej Struktury slova
sta¢i jedna hlava, overovanie bude prebiehat simultdnne so zvyskom vypoctu.
Pomocou troch hlav vie nastavit dve z nich na zaciatok korespondujicich podslov
W), Wom—j+1- Index j nedeterministicky uhadne. Nasledne overi, i su tieto podslova
rovnaké, ak nie tak akceptuje. Deterministické stroje su uzavreté na komplement,
preto ak by pre tento jazyk existoval 1DFA(k) bolo by to v spore s vetou 2.1.4. Tymto
sa ukdazala platnost vety pre k = 3. PouZitim komplikovanejsieho jazyka sa da dokaz
rozsirit aj pre k = 2.

Jazyk pouzity vo vete 2.1.4 je celkom komplikovany. Nemézeme dufat v unarny?
jazyk na dokazanie hierarchie, lebo trieda unarnych jazykov rozpoznavanych pomocou
1INFA(k) je prave trieda unarnych regularnych jazykov (hlavy funguji nezavisle na
vstupe, C¢ize m6Zu overovat iba reguldrne vlastnosti).

Chrobak v [17] ukazal, Ze na separaciu sa da pouZit aj jednoduchsi jazyk.

Konkrétne jazyk L, = {1m#1im|i,m eEN,i < n}. Pre vietky k > 1 existuje jazyk
L¢(k)+1, ktory sa da akceptovat pomocou 1DFA(k + 1), ale nie pomocou 1DFA(k).

* Nad jednopismenkovou abecedou.
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2.2 Dvojsmerné viachlavové automaty

Dvojsmerné viachlavové konecnostavové automaty sme zadefinovali v prvej kapitole
(definicia 1.1.1). Teraz sa pozrieme na zndme vysledky, ako sa zmeni popisnd sila
automatov, ked im pridame viac hlav, ako sa liSia od jednosmernych automatov a i
pomoze pridanie nedeterminizmu.

Na porovnanie 1NFA(k) a 2DFA(k) sa da pouzit jazyk palindromov P =
{wwR|w € {0,1}*}. Takyto jazyk sa da akceptovat s pouZitim 2DFA(2), ktory jednu
hlavu nastavi na koniec a potom méze jednym prechodom cez slovo, zistit ¢i ma
pozadovany tvar. Naproti tomu je dobre zname, ze ziadny 1NFA(k) nemdze jazyk
P akceptovat. Zjednodusene je dévod taky, Ze automat si nemozZe pamatat celé slovo
v stave, preto sa porovnavanie znakov musi udiat pomocou hlav. Navyse, ak dvojica
hlav porovna prisluchajuce znaky, uz sa neda pouzit na dalSie porovnanie. Preto ked'si
zoberieme dostatocne dlhé slova, 1NFA(k) nebude mat dost prostriedkov, aby mohol
jazyk P akceptovat.

Dosledok 2.2.1: Pre k > 2 plati
L(1DFA(k)) < L(2DFA(K))
L(1NFA(k)) < L(2NFA(k)).

Dosledok plati pre k> 2, pre k=1 sa dad ukdzat, Ze triedy jednosmernych
a dvojsmernych automatov su rovnaké.

Veta 2.2.1: [2]
L(1DFA(1)) = L(2NFA(1)).

Dokaz: Budeme uvazovat len nedeterministické dvojsmerné automaty, ktoré pred
akceptovanim nastavia hlavu na < av kazdom kroku sa pohnu hlavou. Ku kazdému
2NFA(1) existuje ekvivalentny automat A s tymito vlastnostami. Pocas najkratsSieho
vypoétu moéze A s hlavou cez kazdy znak prejst najviac |K,| krat. Inak sa mu na
konkrétnej pozicii v slove zopakuje stav acast vypoltu medzi rovnakymi stavmi
moéZeme vynechat (skratit vypocet). Princip konstrukcie jednosmerného automatu A’
je vtom, Ze nedeterministicky si vstave uhddne prechodové postupnosti (v akych
stavoch automat A preSiel cez znak pocas akceptacného vypoctu a smer akym sa
pohol) dvojsmerného automatu A. V jednom kroku méze A’ skontrolovat, ¢i nadvazuju
(su v sulade s §4) prechodové postupnosti z prave ¢itaného znaku a predchadzajiceho
znaku. Automat A’ sa posunie na dalsi znak atakto odsimuluje cely vypolet A.
Nakoniec skontroluje, ¢i automat A mo6ze byt na konci vstupného slova v akceptujicom
stave. Ak dno A’ akceptuje, inak zamietne. Llahko vidiet, 7e automat A’ akceptuje
vstupné slovo préve vtedy, ked slovo akceptoval A. K INFA(1) A’ existuje 1DFA(1)
akceptujuci rovnaky jazyk ako A’, &im je dokdzané tvrdenie vety.
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Sudborough [18] ukazal jeden z prvych vysledkov, ako sa prejavi pocet hldv na
popisne;j sile viachlavovych automatov.

Definicia 2.2.1: ZloZitostnou triedou DSPACE(f(n),y) (resp. NSPACE(f(n),y))
oznacime triedu jazykov, ktoré sa daju akceptovat deterministickym (resp.
nedeterministickym) Turingovym strojom M sjednou pracovnou paskou. Navyse
M pouzije potas vypottu na slovach dizky n menej alebo rovno ako f(n) poli¢ok na
pracovnej pasky a velkost pracovnej abecedy stroja M je y.

Trieda LOG (NLOG) je zjednotenim tried DSPACE(log,n,y) (resp.
NSPACE (log, n,y)) cez vsetky y.

Veta 2.2.2: [18] Pre k > 1 existuje jazyk L € {1}" taky, Ze plati
L € L(2DFA(k +4)) — L(2DFA(k))
L € L(2NFA(k + 4)) — L(2NFA(k)).

Dokaz: Zoberieme [ubovolny deterministicky (pre nedeterministicky pripad sa
postupuje rovnako) Turingov stroj M, z triedy DSPACE (log, n, 2). Tento potom vieme
simulovat pomocou 2DFA(4) A. Jedna hlava ¢ita vstup rovnako ako ¢itacia hlava TS.
Druhd hlava udrziava svojou poziciou informdciu o Casti pracovnej pasky od zaciatku
pasky do pozicie Citacej hlavy na pracovnej paske. Ak je Citacia hlava M; na i-tom
policku pracovnej pasky aobsah pracovnej pasky je aqpaq..a;_1a;ai41 -G
(m <log,n, Vj € {0..m}:a; € {0,1}), potom druhd hlava automatu A je na pozicii
27ta, + 272a, + -+ 2%;_;. Trefou hlavou udrfiava informéciu o obsahu od
pozicie ¢itacej hlavy po koniec pracovnej pasky stroja M, &ize &islo a; + 21a;,q + - +
2m7lgq.. Kedie 2!°82™ = n, zmestia sa nam tieto ¢&isla do pozicie hlavy. Pomocou
Stvrtej hlavy sa daju vykonavat operacie vynasobenie dvoma, vydelenie dvoma
a zvySok po deleni dvoma pozicii ostatnych hlav. Ozna¢me si pozicie druhej a tretej
hlavy A ako a a 8. Ak chceme zistit, aky je prave Citany znak M, staci zistit, akej
hodnote sa rovna f mod 2. Posun po pdske vlavo sa dosiahne nasledovne f := 28 +
amod?2 aa:=a/2 (kde / je celoCiselné delenie). Posun vpravo je analogicky. Zapis
symbolu 1 (resp. 0) na pasku sa uskuto€riuje pomocou operdcie f == —f mod 2 +
1 (resp. f == B — f mod 2). Tieto operdcie stafia na simulaciu M;.

Na simuldciu stroja M, z triedy DSPACE (log, n, 2%) technikou popisanou vyssie
potrebujeme 2DFA(k + 3). KM, existuje stroj M, ztriedy DSPACE (klog,n,2).
Jednotlivé paskové symboly mdZzeme zapisat pomocou binarneho kdédovania ateda
kazdy symbol bude zapisany na k miestach. K M, existuje 2DFA(k + 3) automat A.
Pracovnl pasku Mj si mozeme rozdelit na k Usekov dizky log, n. k — 1 hlav automatu
A sluzi na uchovavanie obsahu Usekov, ktoré prave necita Citacia hlava (pozicia hlavy
A kdéduje obsah uUseku). Zvysné 4 hlavy sa pouZzivaju rovnako ako pri simuldcii stroja M;.
Preto plati DSPACE (log, n, 28*1) € 2DFA(k + 4).
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2DFA(k) automat sa da simulovat pomocou TS ztriedy DSPACE (log, n, 2%)
(veta 1.2.2), &ize L(2DFA(k)) S DSPACE (log, n, 25).

Plati DSPACE (log, n,2%) c DSPACE (log, n,2%*1), dokonca aj pre unarne
jazyky [19]. Preto plati

L(2DFA(k)) € DSPACE(log, n,2%) c DSPACE(log, n,2¥*Y) € L(2DFA(k + 4))

Vylepsenie tohto vysledku priniesol Monien [20]. Podarilo sa mu ukazat, Ze pre
Vk € {2,...} existuje jazyk L, nad dvojpismenkovou abecedou taky, Ze Lj €
L(ZDFA(k)), ale L GEL(ZDFA(k— 1)). Posledné zlepSenie hierarchie publikoval
znovu Monien [21].

Veta 2.2.3: [21] Pre k = 1 plati
L(2DFA(k)) c L(2DFA(k + 1))
L(2NFA(k)) < L(2NFA(k + 1)).

Navyse svedciaci jazyk je unarny.
Dokaz: Nech X je trieda jazykov, potom symbolom X znaéime triedu jazykov L € X,
ktoré navy$e splfiaju inkluziu L € {02n|n € N}. Dalej zadefinujeme zobrazenie na
unarnych jazykoch Tj: {02n|n €N} - {02n|n € N} takg, ze Tk(OZn) = 02", Dokaz, e
k+ 1 hlav vie viac ako k pre dvojsmerné automaty sa uskutocni pomocou
nasledujucich tvrdeni (popiSeme len deterministicky pripad).

(1) L(2DFA(k)) < DSPACE (logn), pre vietky k € N.

(2) Pre vietky L € DSPACE (logn) existuje k € N také, ze T}, (L) € L(2DFA(3)).

(3) Pre vietky L € DSPACE(logn) apre L,k > 1 plati T, (L) € L(2DFA(D)) = L €

L(2DFA( - k)).
(4) Pre vietky L € DSPACE (logn) a pre k > 1 = 2 plati T.11 (L) € L(2DFA(D)) =
Te(L) € L(2DFA(l + 1)).

Ukdzeme, ze L(2DFA(k)) c L(2DFA(k + 1)) pre vietky k > 1. Pre k = 1 pouzijeme
jazyk L = {02n|n € N}. Jazyk L nie je regularny, preto sa neda akceptovat pomocou
2DFA(1). Pomocou 2DFA(2) sa uz akceptovat da. Dve hlavy sta¢ia na kontrolovanie
dizok 2™ pre vietky n. Predpokladajme, ze prvu hlavu méame na pozicii 2" a druha
hlava ¢ita =. Prvd hlavu posleme vlavo a druhu hlavu vpravo tak, Ze vidy ked prva

hlava prejde jedno policko druha prejde dve policka. Ak prva hlava dosiahne >, potom
druha hlava ukazuje na poziciu 2+1,
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Pre spor predpokladajme, Ze existuje [ > 2 také, ze L(2DFA(1)) = L(2DFA(l +
1. Ak si zoberieme lubovolny jazyk ZEDSPACElogn, potom podla (2) plati

3k € N: Ty (L) € L(2DFA(3))
to znamena, Ze podla predpokladu
To(L) € L(2DFA(l + 1)) = L(2DFA(D))

aplikovanim tvrdenia (4) m6Zeme znizit index zobrazenia T

Te—1(L) € L(2DFA(l + 1)) = L(2DFA(D))
opakovane pouZijeme (4), az sa dostaneme na zobrazenie T}, 4

Tps1(L) € L(2DFA(L + 1)) = L(2DFA(D)
podla (3)

LeL (ZDFAF(I +1)))-

Preto DSPACE(logn) € L (ZDFA(Z (I + 1))), ¢o je v priamom rozpore s (1). Cize ak
platia tvrdenia (1) aZ (4). Plati aj tvrdenie vety.

(1) Definujeme zobrazenie bi(x):{0}* — {0,1}*. bi(0™) = ¢, kde 1¢ je binarny
zapis Cisla n. Inverzné zobrazenie k bi ozna¢ime ako un(x):{0,1}* — {0}".

Predpokladajme, Ze existuje k € N také, Ze L(ZDFA(k)) = DSPACE (logn).
V nasledujicom budu vsetky triedy jazykov ohrani¢ené na abecedu {0}.

Ak L € SPACE(n), potom un(L) € SPAmogn) (kedZe v L su len slova tvaru
0%, slovo un(0*) = 0%, preto sa na logaritmickom priestore dad vypocet
odsimulovat). Podla predpokladu, teda un(L) € L(ZDFIFZ(k)). Standardnd
simuldciu 2DFA(k) na TS (veta 1.2.2) vieme vykonat s priestorovou zloZitostou
logn a2* pracovnymi symbolmi. Cize mame, e un(L) sa da akceptovat
pomocou stroja M z SPACE (logn, 2K).

Ak zoberieme jazyk bi(un(L)), ten vieme akceptovat pomocou stroja z triedy
SPACE (n, 2%%2). Pracovnu pasku si rozdelime na dve stopy. Na prvej stope
simulujeme obsah pracovnej pasky M (z definicie bi sa nam cely zmesti). Na
druhej stope mame zakdédovanu v bindrnej sustave poziciu hlavy M na
vstupnom slove. Este si potrebujeme zaznacit poziciu hlavy na pracovnej paske,
to sa nam zmesti do Stvorndsobného narastu poctu symbolov pracovnej
abecedy. Ked%e L = bi(un(L)), dostaneme, Ze L € SPACE(n,2%*?). Cize
SPACE (n) = SPACE (n, 2%*2). Co je v spore s vysledkom z [22].
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(2)

(3)

(4)

Nech L € DSPAEE_(logn), potom existuje TS M, ktory tento jazyk akceptuje
s pouZzitim logn miesta na pracovnej paske. K M existuje ekvivalentny TS M’,
ktory pouziva Stvorstopovu pasku. Na prvu stopu zapise bi(w), kde wje
vstupné slovo. Na druhej stope si uchovava poziciu Citacej hlavy na vstupe
v binarnej sustave. Tretiu stopu pouZiva rovnako ako M pracovnu pasku. Na
poslednej stope si uchovava poziciu Citacej hlavy M na pracovnej paske. Lahko
vidiet, Ze takto definovany M’ moéZe simulovat vypolet M. Navyse M' ma
vlastnost, Ze vstup Cita iba na zaciatku vypoctu. Hned ako zapiSe reprezentaciu
vstupu na pracovnu pdsku, uz nikdy vstup nepouziva. K M’ existuje ekvivalentny
stroj M", ktory pouZiva len dva pracovné symboly a k -log,n miesta na
pracovnej paske. Jazyk T, (L) mdzeme akceptovat pomocou 2DFA(3) podobne
ako v dékaze vety 2.2.2 ($tvrtd hlavu ndm netreba, lebo M'' pouZiva vstup len
na zaciatku vypoctu).

Zaujimavy je aZ pripad, ked k > 2. Nech teda A je z triedy 2DFA(l) akceptujuci
jazyk T (L). Potrebujeme najst automat A’ ztriedy 2DFA(k - I) akceptujuci
jazyk L. Pomocou dvoch hldv A’ skontroluje, & ma vstup tvar 02", A" mbéze
jednu hlavu A simulovat pomocou k hlav. Nech a je pozicia hlavy automatu 4,
potom 0 < a < 2%, Dalej nech A’ bude simulovat pohyb tejto hlavy pomocou
hlav 1, ..., k. Pozicie hlav 1, ..., k kéduju Cislo v 2™-adickej sustave.

a=a; +a,2"+ -+, 2"*D kde q; je pozicia i-tej hlavy (0 < a; < 2™)

Posun hlavy A sa deje pripocitanim alebo odpocitanim jednotky. Ak niektora «;
dosiahne 2" (resp. 0) potom sa tato nastavi na 0 (resp. 2" 1) ahlava i+ 1
(resp. i — 1) sa posunie o 1 vpravo (resp. vlavo). Test, Ci je hlava A na zaciatku
(resp. konci) slova) sa da vykonat jednoducho.

Cislo a sa teda celé podari uchovat pomocou k hlav. Automat A’ preto méie
pomocou k - [ hldv simulovat vietkych [ hlav A.

Mdame 2DFA(l) A pre Ty, (L). Chceme zostrojit 2DFA(l + 1) A" pre T, (L). A’

ma akceptovat vstup 02" prave vtedy, ak by A akceptoval 02" 47 bude
pomocou svojim hlav simulovat hlavy automatu A nasledovne.

Nech «; je pozicia i-tej hlavy 4, 0 < a; < 2(k+1)n L1 4’ bude tdto hlavu
simulovat poziciou svojej i-tej hlavy f; (0 < f; < 2k™
(0 < 0; < 2M) tak, aby platilo a; = B; + 0;2%™. Cisla o, ..., 0, bude A ukladat
pomocou (I + 1)-vej hlavy.

+ 1) acdislom og;

ﬁl+1 =0 + O'zzn + -+ 0-12(1_1)'71 + Z(k—l)'n

Nakolko | < k takato pozicia sa zmesti na vstupné slovo. Ak A pohne i-tou
hlavou vpravo a;:= a; +1. Potom tato skutoénost A’ odsimuluje. Ak
B; < 2™+ 1, stadi pohnut i-tou hlavou B; := B; + 1 a 0; ostane nezmenena.
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Problém nastane, ak B; = 2™ + 1, vtedy by sa malo udiat: §; :== 0, 0; := 0; +
1. Na zmenu g; by sme potrebovali 3 hlavy, mame k dispozicii iba 2 ((I + 1)-vd
ai-tu — kedZe tad prave ni¢ nereprezentuje). Pouzijeme preto, bez ujmy na
vieobecnosti, edte prvd hlavu (predpokladame, e B; < 2%, neplatnost vieme
lahko otestovat, nastavit ; := 2™ — 1 a rozdiel si uloZit v stave). Aby sme sa
dostali k o; v ;41 pouZije takzvanu rotacnu techniku.

1. Zaciname z pozicie
Bi = ¢1 + $22", ¢y <27, ¢, < 207D
Bror = X521 020701 4 20D i > g = 0
2. Upravime pozicie hlav
By = ¢y +20"1m
Bis1 = Rn(P1) + 012" + - + Uk—12(k_1)'n
kde R,(x) < 2" je Cislo, ktorého binarny zapis (doplneni nulami na
dizku n) je reverzom binarneho zapisu &isla x (tiez doplneného nulami).
3. VdalSom kroku
B1 = Ox—q + 22"
Bis1 = Ru(d1) + 012" + -+ + gy, 207D 4 20~

Cize po 3. kroku sme vrovnakej situdcii ako na zaciatku (1.). Preto
viacndsobnym aplikovanim krokov 2. a 3. vieme previt poZzadovanu g; na S,
kde pri prenose na f5;,; nej lahko méZeme pripocitat 1.

p1 = 0; + 2"

Bir1 = Rp(0141) + -+ + Ry (0420772 4 Ry (92K 7 D™ 4 g 2kt
+ o, 20— my o le=1m

Daldim aplikovanim tejto techniky sa dostaneme k pévodnym hodnotdm f3; a
Bi+1 s tym, Ze namiesto g; bude ulozené o; + 1. VSetky tieto operacie sa daju
vykonat pomocou troch spominanych hlav, kompletny popis operacii je v [21].

Rovnako sa da postupovat aj pri pohybe hlavy automatu A vlavo. Testovanie, Ci
je automat na zaciatku alebo konci slova vieme tiez urobit (v stave si mdézeme
pamatat, ktoré g; = 2™ — 1 alebo 0). Preto A’ dokdze odsimulovat automat A
¢im je tvrdenie (4) dokazané.

Vypoctova sila determinizmu a nedeterminizmu pre dvojsmerné automaty je stale
otvoreny problém. Suvisi to svetou 1.2.2, ktora hovori o vztahu tohto problému
s problémom LOG vs. NLOG. Sudborough [23] dokonca ukdazal nasledujuicu vetu.
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Veta 2.2.4: [23] Nasledujuce dve tvrdenia su ekvivalentné

(1) LOG = NLOG.
(2) Existuje k > 1 také, ze L(1NFA(2)) € L(2DFA(k)).

Podla tejto vety na dokazanie platnosti inklizie L(ZNFA(x)) c L(ZDFA(y)), pre
nejaké x < y, ndm staci ukazat, Ze kazdy jazyk akceptovany pomocou 1NFA(2) vieme
akceptovat pomocou 2DFA(k).

2.3 Automaty so slepymi hlavami

Doteraz sme sa zaoberali automatmi, ktorych vSetky hlavy vedia rozoznavat znaky.
MozZeme model viachlavovych automatov definovat aj tak, aby len jedna ¢itacia hlava
vedela citat vsetky symboly. Ostatné hlavy potom vedia rozliSovat len zarazky >, <,
zvy$né znaky sa im javia ako rovnaké. Takéto automaty nazveme &iastoéne slepé®
automaty.

Napriek tomu, Ze ide ovelmi jednoduché stroje, vedia rozoznavat aj
komplikované jazyky. Napriklad bezkontextovy jazyk {a™b™|n = 1} sa da akceptovat
pomocou jednosmerného Ciastocne slepého automatu s dvoma hlavami. Prva hlava
precita vietky a, dostane sa na prvé b. Potom prva hlava precita vSetky b, za kazdé
precitané b sa posunie druhd hlava o dve pozicie. Ak slovo patri do jazyka, obe hlava
doditaju slovo sucasne. Podobne sa dd akceptovat pomocou troch hlav aj jazyk
{a™b"c"|n = 1}.

Definicia 2.3.1: Dvojsmernym d¢iastoéne slepym k-hlavovym automatom 2BDFA(k)
nazveme 2DFA(k) A, ktorého prechodova funkcia &, je tvaru (K X (Z U {, <}) X
{>,<,$} 1) - (K x {—1,0,1}%). $ je 3pecidlny symbol, ktory nepatri do vstupnej
abecedy £, a k — 1 slepych hldv ho ¢ita namiesto lubovolného znaku z 4.

Podobne sa definuju aj nedeterministické 2BNFA(k), pripadne jednosmerné
1BDFA(k) a 1BNFA(k). V pripade jednosmernych ma zmysel pytat sa, ¢i potrebuju
Ciastocne slepé automaty rozoznavat aj koncovu zardzku. Preto sa uvaZzuje aj model,
kde nie je < na konci slova. Vtedy automat akceptuje, ak je v akceptujicom stave a ak
vSetky hlavy vypadli zo slova (su na pozicii n + 1). Ak sa niektord hlava pohne za
poziciu n 4+ 1, potom automat neakceptuje. lbarra a Ravikumar [24] ukazali, Ze pre
nedeterministicky pripad je jedno, ¢i pouzivame model so zarazkou alebo nie.

* angl. partially blind
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Veta 2.3.1: [24] Ku kazidému 1BNFA(k) existuje ekvivalentny 1BNFA(k), ktory
pracuje bez pravej zarazky ().

Dokaz: Zoberme lubovolny 1IBNFA(k) A. K nemu exituje ekvivalentny 1BNFA(k) A’,
ktory pred akceptovanim vsetky hlavy nastavi na koniec slova (<). K A’ teraz
skonstruujeme 1BNFA(k) B pracujlci bez pravej zarazky, ktory A’ simuluje. B sa, pre
kazdu hlavu raz, pocas vypoctu nedeterministicky rozhodne, Ze znak, ktory prave dana
hlava Cita je posledny v slove. Ak toto nastane, potom B si pre danu hlavu v stave
poznaci, Ze uz Cita len zarazku a dana hlava sa nachadza na pozicii n + 1. Ak sa tato
procedura vykona pre vsetky hlavy, potom B este odsimuluje krok, ktory urobi A, ked
su vsetky hlavy na <. Ak automat B urobil nedeterministické rozhodnutia naozaj na
konci slova, tak ma vsetky hlavy na pozicii n + 1. Preto akceptuje, ak sa nachddza
v akceptujucom stave (t.j. aj A’ sa nachddza v akceptujicom stave). Ak by B urobil
jedno rozhodnutie v zlom momente, potom by jedna hlava nebola na poziciin + 1 a B
by nemohol akceptovat. KedZe A" akceptuje iba, ak ma vietky hlavy na (<) vieme, Ze B
moze takymto spésobom simulovat A’.

Autori v [24] ukazali, Ze Struktdra jazykov, ktoré 1BNFA(k) akceptuju nie je prilis
komplikovana, konkrétne Parikhovo zobrazenie je semilinedrna mnozina.

Definicia 2.3.2: Podmnozina P € N" je linedrna, ak existuje m € N a ay, ..., @, € N"
také, ze P={B|f=ay+ X% kia;, Vi:k;=>0}. Podmnoizina S SN" je
semilinedrna, ak existuju linedrne mnoziny S;, S5, ..., Si také, ze S = U1<j<k S -

Lahko vidiet, Ze kazda jednoprvkovda mnozina je linedrna. Preto kazda konecna
mnozina je semilinearna. Semilinedrne mnoZiny su uzavreté na zjednotenie (z definicii).

Definicia 2.3.3: Nech X = {ay, ..., a,} je abeceda. Parikhovym zobrazenim 1 nazveme
zobrazenie X* — N™ také, ze Yw € Z* Y(w) = (#alw,#azw,...,#anw). Kde #,w
oznaCuje pocet znakov x v slove w. Pre jazyk L € X* oznatime ako Y(L) =

{Yw)lw € L}.
Veta 2.3.2: [24] Pre kaidy jazyk L € L(lBNFA(k)) plati, ze Y(L) je semilinedrna

mnozina.

Dokaz: Uvazujme nedeterministické automaty s k linearne ohranicenymi pocitadlami
(moézu niest Cisla <n), ktord maju dovolené len raz zmenit pripocitavanie
na odpocitavanie. Oznaéme tuto triedu ako NCM (k). Tieto automaty maju len jednu
¢itaciu hlavu a k pocitadiel. Pocitadla mézu vykonat operacie +1,—1 atest na 0. Pre
NCM (k) savie, zZe VL € L(NCM(k)) je Y(L) semilinedrna mnozina. Ukazeme, Ze plati
Uks1 L(NCM(k)) 2 Ugs1 L(lBNFA(k)), potom plati aj tvrdenie vety.
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Ku kaZzdému automatu z triedy 1BNFA(k) A existuje ekvivalentny NCM (k) A'.
Pre k =1 je tvrdenie evidentné. Nech k > 2. k — 1 poéitadiel automatu A’ bude
simulovat k — 1 slepych hldv automatu A. Posledné pocitadlo bude mat Specidlny
vyznam. Hned na zaiatku vypocétu A’ sa zaénl vSetky poditadld plnit do nejakej
nedeterministicky uréenej hodnoty x. Potom sa zacne so simulaciou A. Ak sa niektord
slepa hlava pohne doprava, potom sa prislusné pocitadlo zmensi o 1. Ked' sa Citacia
hlava automatu A posunie doprava, potom sa rovnako posunie aj Citacia hlava A’,
navyse k-te pocitadlo sa zmensi o 1. Hned' ako niektoré pocitadlo simulujice slepu
hlavu dosiahne hodnotu 0, znamend to, Ze dand slepd hlava dosiahla <. Automat
A’ edte musi overit, ¢ nedeterministicky uréena hodnota x je naozaj di?ka slova. Nato
sliZi k-te pocitadlo, ktoré ak dosiahne 0 mala by C¢itacia hlava byt na konci slova
(a naopak), ak nie tak automat A’ neakceptuje.

Nasledujice dosledky hovoria o tom, Ze dalsia Citacia hlava, ktora vie rozliSovat
vsetky znaky sa nedda kompenzovat pomocou l[ubovolného poctu slepych hlav
a nedeterminizmus je pre slepé automaty silnejsi ako determinizmus.

Dosledok 2.3.1: [24] Existuje jazyk, ktory sa da akceptovat pomocou 1DFA(2), ale
neda sa akceptovat pomocou Ziadneho 1BNFA(k) (pre k = 1).

Dokaz: Zoberme jazyk L = {a'‘#a’# ..#a" #a"#|n > 1}. Tento jazyk sa da
akceptovat pomocou 1DFA(2), ktory vidy kontroluje nasledujice dvojice, ¢i sa pocet

(n+1)n,n) |n > 1}, ¢o nie je

a zvysil o 1. Parikhovo zobrazenie ¥ (L) je mnoZina {(

semilinedrna mnozina.

Ddsledok 2.3.2: [24] Existuje jazyk, ktory sa da akceptovat pomocou 1BNFA(2), ale
neda sa akceptovat pomocou Ziadneho 1BDFA(k) (pre k = 1).

Dokaz: Nech L je jazyk z dosledku 2.3.1. Jazyk L€ (komplement L) sa da akceptovat
pomocou 1BNFA(2) A. Ak vstupné slovo nema tvar a*#a*# ... #a"#, potom tuto
skuto¢nost automat A fahko pomocou d¢itacej hlavy overi. Ak ma pozadovany tvar,
potom A sa sucasne pohybuje Citacou aj slepou hlavou doprava, az pokym sa na
znaku # nedeterministicky rozhodne, Ze dve skupina znakov a ktoré nasleduju nemaju
velkost lisiacu sa o 1. Budeme vyZadovat aby takéto rozhodnutie urobil prave raz, inak
neakceptuje. Nech w #w,# ...w,, #, kde w; € {a}*, je zvy3ok slova od pozicie hlav
automatu A po nedeterministickom rozhodnuti. Automat posunie slepu hlavu o jedno
policko vpravo. Citacou hlavou prejde cez podslovo w;# aza kaidy pohyb vpravo
o jedno poli¢ko sa posunie slepou hlavou o 2 pozicie. Dalej &itacou hlavou prejde w,#
s tym, Ze slepou hlavou nehybe. Automat docita slovo tak, Ze oboma hlavami sa hybe
vpravo rovnakou rychlostou. Ak st obe hlavy na < potom neakceptuje, inak akceptuje.
Lahko vidiet, Ze A naozaj akceptuje jazyk L¢. Preto L¢ € L(lBNFA(Z)).
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Nech L¢ € L(1BDFA(k)) pre nejaké k > 1. Pretoze 1BDFA(k) su uzavreté na
komplement, platiaj L € L(lBDFA(k)). Potom patri L aj do triedy L(lBNFA(k)), ¢o
je v spore s dosledkom 2.3.1.

Ako sme uviedli vo vete 1.2.2 plati, ze L(lNFA(k)) C NSPACE(logn), preto
plati aj L(lBNFA(k)) C NSPACE(logn). Ostava ako otvoreny problém, ¢i plati
L(lBNFA(k)) € DSPACE (logn). Dokonca sa ani nevie, ¢i by takato inkldzia priniesla
rieSenie problému LOG vs. NLOG. Nevie sa totiz, Ci existuje Uplny jazyk ztriedy
NSPACE (logn), ktory sa dé akceptovat pomocou 1BNFA(k) pre lubovolné k [24].
Existuje taky NSPACE (logn) Uplny jazyk, ktory sa da akceptovat pomocou 1NFA(2)
[23].

2.4 Bezstavové viachlavové automaty

Bezstavové viachlavové automaty su automaty, ktoré pouzivaju len jeden stav. Preto si
v stave nemd&Zu pamatat Ziadnu informaciu. Napriek tomu si stéle zachovavaju rovnaku
vypoctovu silu, ako vSeobecné viachlavové automaty.

Definicia 2.4.1: Bezstavovy dvojsmerny nedeterministicky k-hlavovy automat
(ozna¢ime ako 2StNFA(k)) je 2NFA(k), ktorého mnoZina stavov ma len jeden prvok.
2StNFA(k) slovo akceptuje, ak vypocet dospeje do konfiguracie, kde su vsetky hlavy
na konci vstupnej pasky — symbole <. Deterministické ajednosmerné varianty sa
definuju obdobne.

Prvé hierarchie bezstavovych automatov podla poctu hlav sa objavuju v [25].
Veta 2.4.1: [25] Pre k > 1 plati
L(1StDFA(K)) c L(1StDFA(k + 1))
L(1StNFA(k)) < L(1StNFA(k + 1))
Veta 2.4.2: [25] Pre k > 1 plati
L(2StDFA(k)) c L(2StDFA(k + 4))
L(2StNFA(k)) c L(2StNFA(k + 4))

Lahko vidiet, Zze kazdy 2NFA(k) (resp. 2DFA(k)) A sa da simulovat pomocou
2StNFA(k + [log |K4|]) (resp. 2StDFA(k + [log |K4|])), kde K, je pocet stavov
automatu A. log |K,| hlav vie svojou poziciou uchovavat informaciu o stave automatu
A, ked' sa stavy automatu kdduju binarne (hlava na = reprezentuje 0, hlava na prvom
znaku slova znamena 1). Preto triedy UkZlL(ZStDFA(k)) a Ukz1£(2DFA(k)) su
rovnaké (podobne pre nedeterministicky pripad). lbarra, Karhumaki a Okhotin [26]
nasli spésob ako simulovat automaty so stavmi najlepsie ako sa dd, Cize bez narastu
poctu hlav.

22



Veta 2.4.3: [26] Ku kazdému 2DFA(k) existuje 2StDFA(k), ktory ho simuluje (pre
vietky k = 2).

Do6kaz: Konstrukcia bezstavového automatu k automatu so stavmi pri zachovani poctu
hlav je celkom komplikovana. Autori v [26] ukazali aj jednoduchsiu konstrukciu, ktora
ale potrebuje navyse jednu hlavu. Tento dékaz teraz uvedieme.

Zoberme 2DFA(k) A taky, Ze ma prave jeden akceptujuci stav a prva hlava sa
pohne v kazdom kroku. Takyto méd prdce zjavne nie je obmedzenym na vypoctovd silu
2DFA(k), lebo kazdy krok ked by prva hlava malo zostat na mieste sa da nahradit
dvoma takymi, Ze sa prva hlava pohne dolava a potom hned doprava (pripadne
naopak, ak je na ©). Dalej predpokladajme, 7e S, = {1,2,...,s} je mnoZina stavov
automatu A, pociatocny stav bude 1 a akceptujuci stav s. §, je prechodovd funkcia
automatu A a £, je vstupna abeceda A.

Vyrobime 2StDFA(k + 1) B nasledovne. Vstupna abeceda automatu B bude
S5 =2U{q}, 453 Gxyr @ y|6a(x ar, o ai) = (v, dy, .., di)}. Nech w=wy ...y,
je vstupné slovo nad abecedou X,, potom definujeme vstupné slovo w' = p; p,w nad
abecedou Xp.

p; je lexikografické usporiadanie tr ,, (t7y, ide pred try,,, iba ak x < x’, alebo
ak x =x" a y<y'). try, = q;,},qx,yq}c,y pre vsetky riadky prechodovej funkcie
Oa(x,ay,...,ar) = (y,dq, ..., dy).

P2 = wit'wyt' .. t'wyt’, kde t’ je lexikografické usporiadanie q',, pre riadky
prechodovej funkcie 84 (x, a4, ..., ax) = (y,dy, ..., dy).

Prvd hlavu B oznacime ako stavovu hlavu, ostatné hlavy B budu asociované
s hlavami 1, ...,k automatu A. Stavova hlava bude pocas vypoctu Citat hlavne cast
slova p;, prva hlava bude citat hlavne ¢ast p,, ostatné hlavy budu citat hlavne c¢ast w
slovaw'.

Na zaCiatku vypocCtu automat B nastavi stavovu hlavu na q;, (1 je pocCiatoCny
stav A), prvu hlavu nastavi na q';, vt’' po w;. Zvy$né hlavy nastavi na w; v Casti w.
Pomocou informacie, ktora je v slove p; p,w sa to da bez pomoci stavov urobit.

Simulacia zacina a konci tym, Ze stavova hlava ¢ita gy, a prva hlava prislusné q’, ,,, pre
X,y € S4. Simulaciu prechodu 8,(x, a4, ...,ax) = (y,d4, ..., d}) sa vykona nasledovne.
Hlavy 2 aZ k sa posunu podla d,, ... d. Predpokladajme, Ze d; = 1 (opacny pripad je
analogicky). Stavova a prvd hlava sa pohnu doprava (v smere d,).
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Teraz stavova hlava (ita q,lc,y, prva hlava sa posuva vpravo (ako indikuje horny
index q,lc,y) az kym nendjde znak zo X4. Prva hlava sa pohne vpravo, sucasne s tym sa
stavova hlava pohne vlavo. Prva hlava sa ostane pohybovat vpravo, az kym nendjde
symbol q’y,Z. Ked' toto nastane stavova hlava sa pohne vlavo (resp. vpravo), ak y < x
(resp. x < y). Ostane sa takto pohybovat az kym nendjde g, ,. Ked toto nastane, prva
hlava sa zacne pohybovat vlavo az kym nebude Ccitat znak z abecedy X,. Takto sa
odsimuloval jeden krok vypoctu A.

Automat B akceptuje ak pocas simulacie Citaju stavova a prva hlava q,sa q'ys.
Potom automat v cykle posle vsetky hlavy 2,...,k vpravo, az kym nebudu dcitat <.
Potom aj prvu a stavovu hlavu presunie na <. A teda akceptuje.

Simulacia pomocou k hlav vyZzaduje aby sa prvé dve Citacie hlavy A pohybovali po
podslovach p; a p,. NavySe podslova p; a p, su komplikovanejsie, aby si prva Citacia
hlava ukazovanim na znak mohla pamatat, ¢i uz druha hlava presla do nového stavu (a
naopak). Stale Casti v p; a p, medzi znakmi vstupu su konstantne dlhé (je to vlastne
zakédovand prechodova funkcia A).

Podobnd simuldcia sa autorom v [26] podarila urobit aj pre nedeterministicky
pripad. Takato simuldcia ale vy?adovala ai k > 3. Ci sa d4 2NFA(2) simulovat
pomocou 2StNFA(2) ostava ako otvoreny problém. Désledok tejto vety a vety 2.2.3 je
separacia tried 2StDFA(k) pre rézne k.

Désledok 2.4.1: Pre k > 2 aprel € {2,4,5, ...} plati
L(2StDFA(k — 1)) < L(2StDFA(k))
L(2StNFA(L— 1)) < L(2StNFA(D)).

D6kaz: Nech tvrdenie neplati, teda existuje k = 3 (pre k = 2 je tvrdenie trividlne) také,
e L(2StDFA(k — 1)) = L(2StDFA(k)). Nech A; je lubovolny automat z triedy
2DFA(k). K A, existuje podla vety 2.4.3 automat B, z 2StDFA(k), ktory ho simuluje.
Teda podla predpokladu existuje aj B, z 2StDFA(k — 1), ktory simuluje Aj.
K B, existuje automat A, z 2DFA(k — 1), ktory akceptuje rovnaky jazyk ako A;.
Automat B, pracuje na slovach p;p,w, €asti medzi pismenkami abecedy v p; a p, (v
dokaze vety 2.4.3 su oznacené ako t') su konstantne dlhé, preto ked A, dostane ako
vstup w, vie pomocou stavov simulovat vypocet B, na p;p,w.

Ako otvoreny problém ostdva vztah medzi 2StNFA(2) a 2StNFA(3).
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2.5 Automaty nezavislé na datach

Automaty nezavislé na datach® su také automaty, ktoré sa mdzu hlavami po vietkych
slovach dizky n pohybovat iba po jednej konkrétnej trajektérii. Preto pozicie hlav poéas
vypoctu nezavisia na vstupnom slove, ale iba na jeho dizke.

Definicia 2.5.1: [3] Dvojsmernym nedeterministickym k-hlavovym automatom
nezavislym na datach (2DiNFA(k)) nazveme 2NFA(k), ktorého pozicia i tej hlavy po t
krokoch na vstupnom slove w je funkcia f(i,t, |w|) (¢ize zavisi iba od dizky w).

KedZe kazdy 2DiNFA(k) ma iba jednu moinu trajektériu ako sa pohybovat
hlavami pocas vypoctu, jediné ¢o ostdva hadat nedeterminizmu je nasledujlci stav.
Preto automat A z triedy 2DiNFA(k) vieme simulovat pomocou 2DiDFA(k) B. B
bude mat ako mnoZinu stavov vsetky podmnozZiny stavov automatu A. Simuldcia
prejde podobne ako pri simulacii NFA pomocou DFA. Rovnako to plati aj pre
jednosmerny pripad.

Veta 2.5.1: [27] Pre vSetky k > 1 plati
L(2DiDFA(k)) = L(2DiNFA(k))
L(1DiDFA(k)) = L(1DIiNFA(k)).

Kazdy unarny jazyk L rozpoznavany pomocou 2DFA(k) je vlastne rozpoznavany aj
pomocou 2DiDFA(k). Kedze poclet slov diztky n zjazyka L nie je viac ako jeden,
existuje na slovach dizky n prave jedna trajektdria ako sa mézu hlavy hybat. Sved&iaci
jazyk vo vete 2.2.3 je undrny, preto hierarchia vzhladom na pocet hlav je jej trividlnym
dosledkom.

Dosledok 2.5.1: Pre vsetky k > 1 plati
L(2DiDFA(k)) c L(2DiDFA(k + 1)).

Pre jednosmerné automaty nezavislé na datach sa da pouzit vysledok z vety 2.1.4. Jeho
Upravou sa ziska nasledujuca separdcia.

Veta 2.5.2: [3] Pre k > 1 plati
. , k(k+1)
L(1DIDFA(k)) c L (1D1DFA (K24 3))

Ci plati tato separécia aj pre k a k + 1 hlav je stale otvoreny problém. Lahko vidiet, 7e
L(lDiDFA(l)) = L(ZDiDFA(l)). Obe triedy automatov rozpozndvaju prave
reguldrne jazyky. Pre dva a viac hlav su uz triedy rozne.

Veta 2.5.3: [3] Pre k > 2 plati
L(1DiDFA(k)) © L(2DiDFA(k)).

> Oznatuju sa aj ako zabudacie (oblivious) automaty.
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Holzer [27] ukazal zaujimavy vztah medzi 2DiDFA(k) a uniformnou zloZitostnou
triedou NC!. Trieda NC! sa povaZuje za triedu efektivne paralelne rieditelnych
problémov. Definuje sa ako trieda tych jazykov, ktoré sa daju rozoznavat na
booleovskych obvodoch s polynomidlnym po&tom hradiel a celkovou hibkou O (logn).
Navyse vyZadujeme, aby sa kdéd takéhoto obvodu dal skonstruovat na TS
s priestorovou zlozZitostou O (logn).

Veta 2.5.4: [27]

NC! = U 2DiDFA(k)
k=1

Vztah tried NC! a LOG je otvoreny problém. Pomocou vety 2.5.4 sa d4 prepisat do rei
viachlavovych automatov.

Désledok 2.5.2: [27]
NC* = LOG préve vtedy, ked L(1DFA(2)) S Uy, L(2DiDFA(K)).
NC* = NLOG préave vtedy, ked L(INFA(2)) € Uy, L(2DiDFA(k)).

2.6 Zametajuce automaty

Zametajlce automaty su dvojsmerné automaty, ktoré mézu menit smer Citania hlavy
iba na koncovych zarazkach. V podstate hlavou zametaju vstup zjednej strany na
druhd, z toho pochdadza ich nazov.

Definicia 2.6.1: Zametajicim® dvojsmernym deterministickym k-hlavovym automatom
(2SwDFA(k)) nazveme 2DFA(k), pre ktory plati nasledovna vlastnost. Ak sa hlava
automatu za¢ne pohybovat vpravo (+1) (resp. vlavo (—1)), potom az do prichodu tejto
hlavy na < (resp. =) musi hlava v jednom kroku bud’ ostat na mieste alebo sa pohnut
vpravo (resp. vlavo).

Veta 2.6.1: Pre k > 1 plati
L(2DFA(k)) c L(2SwDFA(k + 1))
L(2NFA(k)) c L(2SwNFA(k + 1)).

Do6kaz: Ukazeme vetu pre deterministicky pripad. Nech automat A je ztriedy
2DFA(k), ekvivalentny automat B z 2SwDFA(k + 1) bude pracovat nasledovne.
V stave pamadtd informdciu, Ze jeho i-ta hlava prdve simuluje j-tu automatu A.
Poslednd hlava, ktord prave nezastupuje Ziadnu hlavu A sliZi na simulaciu zmeny
smeru hlavy A, ktord nastala inde ako na zardzkach slova. Tdto hlavu budeme
oznacovat ako H.

® angl. sweeping
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Nech B ma odsimulovat krok automatu A, v ktorom hlava G meni smer a G sa
nenachadza na ©, ani na <. NavysSe predpokladajme, Ze zmena smeru je z +1 na —1 (v
opacnom pripade postupujeme analogicky). B tuto skuto¢nost odsimuluje nasledovne.

(1) Hlavu H nastavi na <.
(2) Hlavou G sa presunie na < a za kazdy krok vpravo urobi hlava H krok vlavo.
(3) B siv stave poznadi, Zze odteraz bude hlavu G simulovat H a naopak.

Ak automat A v jednom kroku urobil zmenu smeru viacerych hlav, potom sa vyssie
ucedena procedura vykond pre kazdu takuto hlavu raz. Na poradi vykondvania
nezalezi.
Dosledok 2.6.1: Pre k > 1 plati

L(2SwDFA(k)) c L(2SwDFA(k + 2))

L(2SwNFA(k)) < L(2SWwNFA(k + 2)).
Dokaz:

L(2SwDFA(k)) € L(2DFA(k)) c L(2DFA(k + 1)) < L(2SwDFA(k + 2))

Druhad inkluzia (striktnd) vyplyva z vety 2.2.3.

Ostava otazka, ¢i sa tvrdenie vety 2.6.1 da upravit z 2SWDFA(k + 1) na
2SWDFA(k) alebo su triedy vseobecnych k-hlavovych azametajicich k-hlavovych
automatov rdézne. Ukazeme, Ze existuje jazyk, ktory ak sa da akceptovat na k-
hlavovych zametajucich automatoch, potom sa tieto triedy rovnaju.

Definicia 2.6.2: Nech A4 = (KA,ZA, >, 9,0y, qOA,FA) je 2DFA(k), pre k = 2. Nech
Ky ={1,..,n}, F, ={n}, £, ={a,b} a qy, = 1. Kédom C(A) automatu A nazveme
retazec

#+11 + 1% + -+ 1"$Dy * Dy * ... % D5,/ #.
Kédom riadku prechodovej funkcie (&,) nazveme retazec z mnoZiny
{17(a,b,5,3)" (-1,1,00*19|p,q € K, }.

K (p, Y1, Y2 ...,yk)) S ((q, (a,a,, ...,ak))) bude korespondovat kéd
1Paia; ... ay vz - vikl?. Dy * Dy *..% D5, su zakodované vietky riadky &,
usporiadané lexikograficky.

Definicia 2.6.3: Jazyk C(k) (pre k = 2) je mnozina slov tvaru
{C(ADw,CA) ...C AW, C(A)|w =wyw, ..w, €Z,",w € L(A),A € 2DFA(k)}.
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Lema 2.6.1: C(k) € L(2DFA(k)) (pre k = 2).

Dokaz: Nech M je 2DFA(k) akceptujuci jazyk C(k). Na vstupnej pdaske
> Co(A)w;,C,(A) ...Cp,_1 (A)w,,C,,(A) < bude pracovat nasledovne. Pomocou dvoch
hlav skontroluje, ¢i ma vstupné slovo spravnu Struktdru (kédy automatu medzi znakmi
vstupu w;) a platnost C;(A) = C;(A) pre vietky 0 < i,j < n. Potom skontroluje, ¢i ma
kazdy kéd C;(A) spravny tvar (overi lexikografické usporiadanie D; a tvar +11 + 12 +
-+ 4+ 1™, pre nejaké m) a ¢i sa v kéddoch D; nevyskytuje stav dIhsi ako 1™. Teraz staci
automatu M odsimulovat A na w = wyw, ...w,,. Hlavy automatu M budu simulovat
hlavy automatu A. Navyse prvé dve hlavy maju Specidlny vyznam. Prva hlava automatu
M slazi na simuldciu stavu A, bude ¢itat hlavne ¢ast kédu pred $ (tdto hlavu oznacéime
ako S). Druhd hlava M (oznac¢ime D) sluzi na hladanie kédu C; v C(A) kddujuceho
riadok prechodove] funkcie, ktory sa da aplikovat na stic¢asnu konfiguraciu. Tieto hlavy
budu pocas vypoctu Citat hlavne kddy C(A). Znaky, ktoré by automat A ¢ital pomocou
hlav S a D, si bude M ukladat v stave. Ostatné hlavy automatu M oznacime ako
Hs, ..., Hp.

Pocas vypoctu si budeme udrziavat nasledujdci invariant. Ak je automat A na
slove w v stave p a ma hlavy na pozicidach hq,...,h, (Vi€ {1,..,k} 0<h; <n+1),
potom automat M bude v nasledovnej konfigurdcii. Hlava S bude ukazovat na znak +
pred retazcom 17 v Cp, (4), hlava D bude na znaku $ v kéde Cp,, (4). Hlava H; bude na
wp, (resp. =, <), ak 1 <h; <n (resp. h; =0, h; =n+1). M bude mat v stave

uloZené znaky wy, , wy, (resp. prislusné zarazky).

Problém nastdva, ak hlava S alebo D ¢ita < a po tomto znaku nenasleduje Ziaden
kod. V dalsom budeme predpokladat, Ze tato situacia nenastane. Ak by nastala, moze
to M zistit, presunut hlavu na kéd pred < a v stave si to zapamatat. Neskér, ak by sa
doty¢nou hlavou malo hybat, mdzZe podla informdcii v stave odsimulovat krok spravne.

Na zaliatku vypoctu nastavi automat M hlavu S na znak + pred 11 v kéde C,(4).
Rovnako hlavu D nastavi na znak $ vtomto kéde. V stave si M ulozi, Zze hlavy H a D
¢itaju znak =. Tym je splneny invariant.

Predpokladajme, Ze je splneny invariant. UkdZeme, Ze aj po odsimulovani
jedného kroku automatu A bude splneny. Nech hlava S (resp. D) Cita kéd Cs(A) (resp.
Cp(A)). Automat M simuldciu A vykona nasledovne.

(1) Automat M najde za pomoci hldv S a D v kdéde Cp(A) riadok 6,4, ktory sa da
aplikovat. K tomu potrebuje vediet aké symboly prave Cita A. Symboly prvych
dvoch hldv ma v stave, ostatné ¢&ita hlavami Hs, ..., Hy,. Dalej potrebuje stav 4,
na ten ukazuje hlava S. Hlava D pri hladani prechadza vsetky kddy D;,
porovnava stav s hlavou S (tad sa po kazdom kéde vyresetuje), potom porovna
vstupné symboly. Ak hlava D nasla koéd riadku 6,4, ktory sa da pouZit (oznacime
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ho ako D), automat prejde na krok (2), inak automat M neakceptuje (automat
A sa zasekol).

(2) Nech D¢ kéduje (p, (Y1, V2 - ¥i)) € 5((6], (aq,a,, ...,ak))). Hlavy Hs, ..., Hy
sa presunu podla ys, ..., ¥ s tym, Ze ignoruju kody stroja A, teda pre presunu
na pozicie ako vyZaduje invariant.

(3) Hlava S sa presunie do prislusného kodu stroja Cs,., (A). Potom sa S nastavi sa
na zaciatok tohto kodu a precita znak wg,,, (pripadne zarazky). Tento znak si
uloZi do stavu. Nakoniec sa hlava S pomocou hlavy D nastavi na + pred 17 v
Csty, (A).

(4) Podobne ako v bode (3) sa aj hlava D nastavi na $ do prislusného Cp ., (4).

lahko vidiet, Ze invariant ostal zachovany aj po odsimulovani jedného kroku A.
Automat M akceptuje, ak je niekedy po skonceni simulacie kroku A hlava S nastavena
na poslednom stave A, Cize +1™. Tato vlastnost sa da jednoducho overit. Lahko vidiet,
ze M naozaj akceptuje jazyk C (k).

Veta 2.6.2: Ak C(k) € L(2SwDFA(k)), potom L(2SwDFA(k)) = L(2DFA(k)).

Dékaz: Nech L je lubovolny jazyk z L(ZDFA(k)), k nemu existuje automat A z triedy
2DFA(k). Predpokladajme, Zze L je nad abecedou {0,1}. Ak nie je, mbézeme pouzit
koédovanie znakov do binarnej reprezentdacie. Nech S je automat z L(ZSWDFA(k))
pre jazyk C(k). Automat S ztriedy L(ZSWDFA(k)) akceptujuci L bude pracovat
nasledovne:

Na slove w =w;w,..w, bude S simulovat vypocet stroja S, na slove
C(Aw;C(A) ...C(A)w, C(A). Casti C(A) maju konstantnd dizku a vietky st rovnaké.
Preto si ich S moOzZe pamaétat v stave (pre kazdu hlavu jednu kdpiu) a simulovat pohyb
hlavy H; stroja S¢ v C(A) pomocou stavu, zatial ¢o prislusnd hlava H; stroja S Cita w,
(alebo zardzky). Ak hlava H; prejde za hranicu C(A), potom sa pohne aj hlava H;
koreSpondujucim smerom.

Aj pre 2NFA(k) je moiné skonstruovat podobny jakyk ako C(k). Lema 2.6.1
plati aj pre nedeterministicky pripad. Jediny rozdiel v dékaze lemy je v bode (1), kedy
hlava D nedeterministicky ndjde kéd D;. Aj pre nedeterministicky pripad sa da ukazat
vlastnost podobna tvrdeniu vo vete 2.6.2.
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Kapitola 3

Obratova miera zlozitosti

Obratovd miera zloZitosti sa zavadza ako pocet zmien smeru Citania Citacej hlavy. Bola
prvy krat skimand Hartmanisom v [28]. Zaoberal sa dvojpaskovymi Turingovymi
strojmi so vstupnou paskou s jednosmernou hlavou. Ukazal, Ze existuju jazyky, ktoré sa
daju akceptovat s pouzitim k obratov, ale nedaju sa akceptovat s pouzitim k —1
obratov (pre vietky k > 1). Dalej dokazal, 7e pre kaidu konstruovatelnd funkciu r(n)
existuje jazyk, ktory sa nedd akceptovat s pouZitim menej ako r(n) obratov
(diagonalizacia).

V prvej ¢asti uvedieme definiciu obratovej zloZitosti. Dalej sa budeme zaoberat
obratovo konstruovatelnymi funkciami. Uvedieme zname vysledky, ako vplyva
ohranicenie poctu obratov na popisnu silu viachlavovych automatov. V nasledujuice;j
kapitole sa budeme tiez zaoberat obratovou zloZitostou. Nebude to priamo
konecnostavovymi automatmi, ale vSeobecnejSim modelom MAM. Vysledky
dosiahnuté na tomto modeli sa daju aplikovat aj na automaty.

3.1 Definicie

Pocet obratov hlav, ktoré automat urobi pocas vypoctu na slove w, definujeme ako
sucet poctu obratov na slove w cez jednotlivé hlavy. Pocet obratov, ktoré urobi jedna
hlava, je poéet zmien smeru pohybu hlavy. Definujeme obratovi mieru pre 2DFA(k),
pre nedeterministicky variant, ako aj pre ostatné modely s dvojsmernym pohybom
hlavy, sa obratovd miera definuje analogicky.

Definicia 3.1.1: Nech A je automat ztriedy 2DFA(k), H je jedna jeho (¢itacia hlava
aw € X* je vstupné slovo. Dalej nech D = C;,C,,... je vypolet A na w (C; je
pociatocna konfiguracia a C; 4 C;;1 pre Vi = 1). Potom trajektériou hlavy H pocas
vypo¢tu D nazveme postupnost {h;};—, € {—1,0,1}". Kde h; = —1 (resp. h; =1,
h; = 0), ak sa pri prechode A z konfiguracie C; do konfiguracie C;,; hlava H posunula
vlavo (resp. vpravo, zostala na mieste).

Definicia 3.1.2: Nech A je automat ztriedy 2DFA(k), H je jedna jeho C¢itacia
hlava, w € X* je vstupné slovo, D je vypocet A naw, a {h;};—, je trajektdria hlavy H na
D. Po¢tom obratov hlavy H na D oznacime pocet zmien znamienok v trajektorii
{h;};=1. Nech Hy,..,H, su Citacie hlavy A. Poftom obratov automatu A na D
(oznac¢ime REVERSAL, (D)) nazveme Y¥_, pocet obratov H; na D.
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Napriklad ak je trajektéria hlavy 1,0,1,1,—1,0,1,—1, potom je pocet obratov tejto
hlavy 3.

Definicia 3.1.3: Po¢tom obratov automatu 4 na slove w nazveme
REVERSAL,(w) = minp{REVERSAL,4(D)|D je akPeptujul vypocet na w}.

Nech L jazyk akceptovany automatom A4, nech f: N — N, potom hovorime, Ze automat
A pracuje s obratovou zlozitostou f(n), ak plati

maxyer, jwj=ntREVERSAL,(W)} < f(n) pre Vn € N.

Nech X je trieda strojov (napr. 2DFA(k)), potom symbolom X — REVERSAL(f(n))
oznacime triedu jazykov, ktoré sa daju akceptovat pomocou stroja z X s obratovou
zloZitostou O(f(n)).

Napriklad jazyk {w#w]|w € {0,1}*} sa dd akceptovat pomocou 2DFA(2) bez
pouZitia obratu. Jazyk {w#wR|w € {0,1}*} uz na 2DFA(2) potrebuje aspori jeden
obrat.

3.2 Obratovo konstruovatel'né funkcie

Pri do6kazoch maju velku ulohu konstruovatelné funkcie. Su to funkcie, ktoré sa daju na
danom stroji skonsStruovat (vacsinou pomocou ohranicenych vypoctovych zdrojov).
Pomocou takychto funkcii potom vieme zastavit vypocet do dosiahnuti istého bodu,
alebo si ohranidit oblast slova, ktora nas zaujima.

Definicia 3.2.1: Funkciu f:N — N nazveme r(n)-obratovo konstruovatelnou, ak
existuje 2DFA(k) A, ktory na vstupe dizky n nepouZije viacej ako O(r(n)) obratov
a po zastaveni ma prvd hlavu nastavenu na poli¢ku f(n). Obratovo konstruovatelnd
nazveme f(n), ak je f(n)-obratovo konstruovatelna.

Z definicie vyplyva, Ze Ziadna funkcia f(n) > n nemdZe byt konsStruovatelna
(jednoducho automat nema dostatok miesta na pdske). Preto dalej, ak nebude
napisané inak, uvazujeme len funkcie f(n) <n (pri operaciach s funkciami
predpokladame, Ze vysledok je < n).

Obratovo konstruovatelné funkcie sa spominaju v [29], kde sa pomocou nich
podarilo odseparovat 2DFA(k) a 2NFA(k) s istym ohrani¢enim na obratovu zloZitost.

Lema 3.2.1: Funkcia f(n) = n je 1-obratovo konstruovatelna.

Dokaz: Staci pouzit 2DFA(1), ktory so svojou hlavou pride na < a potom sa pohne
o jedno polic¢ko vlavo.
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Lema 3.2.2: [29] Nech f;,f, su obratovo konStruovatelné funkcie. Potom funkcia
f() = fi(n) + f,(n) je tiez obratovo konstruovatelna.

Dokaz: Nech A; je 2DFA(k) pocitajuci funkciu f; anech A, je 2DFA(l) pocitajici
funkciu f,. Potom automat A pre funkciu f bude z triedy 2DFA(k + ). Ozna¢me jeho
hlavy ako Hj,...,Hy, H',...,H'. Automat A najprv odsimuluje A; spomocou hlav
Hi,...,H,. Po skonéeni simuldcie ukazuje hlava H; na poziciu f;(n), pocas tejto
simuldcie urobil A najviac tolko obratov ako A; ¢o je O(f1 (n)). Podobne odsimuluje aj
automat A, s pomocou hldv H, ..., H'. A sa za¢ne hybat s hlavou H! o jedno politko
vlavo asucdasne sa pohne s H; ojednu poziciu vpravo. Toto opakuje az pokym
H?! netita =. Teraz je H, nastavend presne na poziciu f;(n) + f,(n). Simulacia A; a 4,
zabrala dokopy O(fl(n) +f2(n)) obratov, ukoncovacie spocitanie vyuZilo iba jeden
obrat. Cize A pocas vypoctu pouZije O(fl(n) + £, (n)).

Lahko vidiet, Ze automatu A by stacilo max{l, k} + 1 hlav. Navyse funkcie f;, f5
mozu byt aj r(n)- a r,(n)-konstruovatelné, potom funkcia f(n) = fi(n) +
f>(n) bude (rl (n) + rz(n))-konétruovatel'né.

Lema 3.2.3: Pre [ubovolnu konstantu ¢ € N alubovolnud obratovo konStruovatelnu
funkciu f(n) plati, ze c - f(n) a Ef(n)J su obratovo konstruovatelné funkcia.
Dokaz: KedZze c - f(n) = f(n) + f(n) + -+ f(n), potom podla lemy 3.2.2 je funkcia

c

¢ - f(n) obratovo konstruovatelna. Nech A je 2DFA(k) pre funkciu f(n). Automat B

pre Ef(n)] bude pouZivat k hlav (ak k = 1, potom bude pouZivat 2 hlavy). Oznaéme
si prva adruhd hlavu B ako H a G. V prvej faze odsimuluje A, Cize hlava H bude
nastavena na pozicii f(n). Hlavu G presunie aZz na . Hlavou H prejde ¢ poli¢ok na
paske vlavo, zatial ¢o hlava G sa posunie o jedno policko vpravo (B si pomocou stavu
odpocitava Cislo ¢). Tento pohyb opakuje az pokym hlava H nedita . Hlava G je teraz

nastavena na pozicii Ef(n)J. B pracuje s po¢tom obratov O(f(n)). KedZe 1/c je
konstanta plati O(f(n)) =0 (%f(n)).
Lema3.2.4: Nech f; a f, su obratovo konstruovatelné funkcie. Potom funkcia

fn) =fin) - fL(n)je (fl(n) + £, (n))-obratovo konstruovatelna.

Dékaz: Nech A, je 2DFA(k) pre funkciu f;(n) a A, je 2DFA(L) pre f,(n). Automat A
pre funkciu f; (n) - f,(n) bude mat k + [ + 2 hlav (stadi aj menej, ale pre jednoduchost
dokazu pouzZijeme tento pocet). OznaCme hlavy automatu A ako
F,G,Hi, .. H H?, .., H?. Automat A bude pracovat nasledovne:
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(1) A odsimuluje automat A; na hlavach Hi, ..., H.

(2) A odsimuluje automat A4, na hlavach HZ, ..., H?, po tomto kroku je hlava H} na
pozicii f;(n) a hlava H na pozicii f,(n).

(3) Hlavou H{ sa posunie o jedno poli¢ko vlavo.

(4) Hlavou H? prejde a? na zaciatok slova (t), zatial ¢o hlavami F a G sa rovnakou
rychlostou posuva vpravo. (V tomto kroku sa k pozicii hlavy F bude pripocitavat
hodnota pozicii H?.)

(5) Hlava H? si vymeni poziciu s hlavou G.

(6) Ak H ¢ita >, potom hlava F ukazuje na poziciu f; (n) - f,(n), inak sa pokracuje
krokom (3).

Lahko vidiet, Ze A naozaj reprezentuje funkciu f;(n) - f,(n). Pocas (1) a (2) pouZije A
O(fl(n) +f2(n)) obratov. Pocas krokov (3)-(5) sa pouZije konstantne vela obratov.
Cyklus (3)-(6) sa vykona f; (n) krat, ¢ize pocas tohto cyklu pouzije A O(fl(n)) obratov.
Cely vypocet sa potom zmesti do O(f1 ) + £, (n)) obratov.

Lema 3.2.5: [29] Ak f(n) je obratovo konstruovatelnd funkcia, potom aj f(n) je f(n)-
obratovo konstruovatelna.

Do6kaz: Indukcia vzhladom na exponent i. Pre i = 1 je tvrdenie trividlne splnené podla
predpokladu. Predpokladajme, 7e funkcia f/~1(n) je f(n)-obratovo konstruovatelna,
ukdfeme, 7e aj funkcia f/(n) je f(n)-obratovo konstruovatelna. KedZe plati
fin) = f77*(n) - f(n), potom podla lemy 3.2.4 je f/(n) f(n)-obratovo
konstruovatelna.

Lema 3.2.6: [29] Funkcia |log, n| je obratovo konstruovatelna.

Dokaz: PouZijeme 2DFA(3) A, oznatme jeho hlavy H,, H,, H;. Automat A bude
pracovat v nasledujucom cykle.

(1) H, sa posunie o poli¢ko vpravo.

(2) H, ide vlavo aZ po =, hlava H; ide rovnakou rychlostou vpravo (teda hlavy si
vymenia miesta).

(3) Hlava H; sa presunie vlavo aZz na ©, zatial ¢o hlava H, sa dvojnasobnou
rychlostou presiva vpravo.

(4) Ak pocas kroku (3) H, narazi na <, tak vypocet konci a H; reprezentuje funkciu
llog, n], inak sa pokracuje krokom (1).

Na zaciatku automat A nastavi hlavu H; na poziciu 0, H, na 1 a H; na 0. Vyznam pozicii
hlav je nasledovny. Ak H; je na pozicii i, potom H, je na pozicii 2¢. Hlava H; sluzi na
zdvojenie pozicie hlavy H, (kroky (2) a (3)). Lahko vidiet, Ze takto pracujuci automat
naozaj realizuje funkciu |log,n]|. Polas jedného opakovania cyklu sa pouzije
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konstantne vela obratov. Cyklus sa zopakuje najviac |log, n]-krat, preto je obratova
zloZitost automatu A O (logn).

Lema 3.2.7: [29] Funkcia [%J je obratovo konstruovatelna.

Dokaz: PouZijeme automat ztriedy 2DFA(2i + 2). Oznac¢ime ho ako A, jeho hlavy
budd F,G,H,, ..., H;, Hy, ..., H;. Hlava G bude sluzZit iba na pomocné vypocty, hlava F
bude reprezentovat Cislo x (postupne to budud 0,1,2,...), pre Vj € {1, ...,i} bude H;
reprezentovat Cislo xJ (hlavy Hj, ..., H; budu sldZit na zdvojenie hodnét Hy, ..., H;).
Zjavne, ak budeme tieto pozicie hlav udrziavat pocas celého vypoctu, tak hned ako H;
dosiahne <, bude hlava F nastavena na pozicii [%J (pripadne +1, ak dizka vstupného
slova nie je tvaru n!). Aktualizicia pozicii hlav po posune hlavy F o jedno politko je
zaloZena na binomickej vete.

iy i i
(x+1)l=xl+(1)xl_1+---+<j>xl_f+---+(i_1)x1+1

KedZe hodnoty xb xt1 ., x1 mame uloZené v hlaviach, mézeme aktualizovat poziciu
hlavy H; pomocou scitania (binomické koeficienty si pamdtdme v stave, teda vieme
akou rychlostou méme poslat hlavu H;, ked pripolitavame H;, j < i). Aktualizujeme
hodnotu H; pomocou hlavy G. KedZe sme prave vynulovali pozicie Hy,...,H;_4,
navratime im p6vodnu poziciu pomocou hlav Hy, ..., H{_; a hlavy G. Hlavu H;_; vieme
podobne nastavit z x*~1 na (x + 1)!1, podla binomickej vety nato potrebujeme iba
¢isla xt1, ..., x*, ktoré stidle mame ulozené v poziciach hlav Hy,...,H;_; (binomické
koeficienty si znovu pamatame v stave). Takto postupne aktualizujeme vsetky hlavy.
Pocet réznych binomickych koeficientov, s ktorymi sa vyskytne mocnina x pocas

aktualizacie je najviac i?, preto si ich vietky mdézeme uloZit do stavu.

Scitanie aj nastavenie hodnoty pomocou G sa da urobit s konstantnym poctom
obratov. KedZe mame len konsStantne vela hodnét (konkrétne i), vieme jednu
aktualizaciu urobit s 0(1) poc¢tom obratov. Pocet aktualizacii je prave [WJ + 1, preto

aj celkovy pocet obratov, ktory A pouzije je O(W)

Podla vyssie uvedenej lemy je funkcia vn /n-obratovo konstruovatelna. Aj
funkcia Vn je {/n-obratovo konétruovatelna. Lema 3.2.5 hovori, 7e ak je funkcia f
obratovo konstruovatelna, potom aj lubovolna mocnina f je f(n)-obratovo

2
konstruovatelha. Preto funkcia vn = (¥/n)" je aj Yn-obratovo kontruovatelha.

34



3.3 Hierarchie zloZitostnych tried

Ak nepovolime Ziaden obrat, ztriedy 2DFA(k) (resp. 2NFA(k)) sa stane trieda
1DFA(k) (resp. INFA(k)). O tychto triedach sme hovorili v ¢asti 2.1. Je preto jasné, ze
niektoré jazyky potrebuju obraty hlav, nech uz mame hlav fubovolne vela. Hromkovic
[30] ukazal, Ze existuje jazyk, ktory sa nedad akceptovat s pouZitim menej ako n
obratov.

Definicia 3.3.1:

L, ={w; *wy * .xw,. +w, *x ..xwy|Vi € {1, .., 7}:w; € {0,1}}

LR = U LT‘
reN

L= {x;#x,# .. #x, #|k = 0,Vi € {1, ..., k}: x; € Lp}

Veta 3.3.1: [30] Jazyk L z definicie 3.3.1 nepatri do triedy
2NFA(k) — REVERSAL(f(n)) pre [ubovolné k, ak f(n) < n%, pre0 <a < 1/3.

Dokaz: Jazyk L, je podobny jazyku z vety 2.1.4, kde sa pouzil na odseparovanie tried
1INFA(k) a INFA(k + 1). Preto pri jazyku L sa budeme snazit dokazat, Ze existuje
také podslovo x;, ktoré automat nedita Ziadnou dvojicou hlav pohybujlcich sa
v opacnom smere.

Pre spor predpokladajme, Ze existuje automat A z triedy 2NFA(k), ktory pouziva
najviac f(n) obratov a akceptuje jazyk L. Navyse predpokladajme, 7e f(n) < n'/3.
Symbolom L, ozna¢me mnozinu slov tvaru

{xl#xz# e HXH X = Wi x kW, Wy, x Lk Wy € Ly, |Wij| =2z Vi,j €{1, ...,Z}}

Zrejme plati, Zze U,zeyL, € L. Ukdzeme, Ze ak A akceptuje U,enyL,, potom musi
akceptovat aj slovo nepatriace do L, ¢o bude hladany spor. Budeme hovorit, Zze A
pocas vypocCtu porovna korespondujuce podslova w;;, ak sa pocas vypoctu vyskytne
konfigurdcia v ktorej existuje dvojica hlav takd, Ze jedna hlava Cita znak z prvého wy;

a druha znak z druhého w;;.

Zoberme si Cast vypoctu, ktord neobsahuje Ziaden obrat. Potom kazda dvojica
hldv, ktoré sa hybu opacnym smerom, méZe porovnat najviac vsetky podslova
nejakého x; (po tomto porovnani obe hlavy ¢&itaju nekoreSpondujuce casti slova).
KedZe dvojic hlav je k2, pocet obratov, ktoré pouziva A je ostro mensi ako n'/3 a z je
n'/3 dostdvame, 7e existuje x; také, 7e ani jedno z podslov w;j nie je porovnané
s prislichajucim podslovom. Cize kazdd dvojica hlav automatu A &itajica podslovo x;
sa pohybuje vidy rovnakym smerom. Pocet réznych slov z L, je 223, preto existuje
aspon 223/2 slov, v ktorych sa neporovna Ziadne podslovo z x. (pre konkrétne c). Na
tychto x, automat pracuje podobne ako jednosmerny automat, preto dokaz dalej
prejde podobne ako dékaz vety 2.1.4. Cize najdeme dve slova, kde sa neporovna
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konkrétna dvojica wj, tieto slova potom zloZime do jedného, ktoré nepatri do L, ale A
ho aj tak akceptuje. ESte musime zabezpecit aby pri tom nepouzil viacej ako f(n)
obratov, to sa ale da, lebo pri skladani vypoctu pouZijeme také Casti vypoctu, kde sa
pouZiva menej obratov.

Pre jazyk L z definicie 3.3.1 existuje 2DFA(2), ktory ho rozpoznava. Dvoma
hlavami méZe postupne porovnavat w;; vjednom bloku x;, ak ich porovna vietky,
presunie sa na dalsi blok x;,,. Preto ako d6sledok vety 3.3.1 dostaneme nasledovnu
separaciu.

Désledok 3.3.1: Prek > 2a1/3 > a > 0 plati
2DFA(k) — REVERSAL(n%) c L(2DFA(k))
2NFA(k) — REVERSAL(n®) < L(2NFA(k))

Na zdklade vety 3.3.1 sa autorom v [29] podarilo odseparovat 2DFA(k) a 2NFA(k)
s ohrani¢enim na pocet obratov. Ukazali, Ze pre pekné (obratovo konstruovatelné)
funkcie su deterministické dvojsmerné automaty uzavreté na komplement, zatial ¢o
nedeterministické nie su.

Veta 3.3.2: [29] Pre obratovo konstruovatelné funkcie f(n) je trieda 2DFA(k) —
REVERSAL(f(n)) uzavretd na komplement.

Dokaz: Nech L € 2DFA(k) — REVERSAL(f(n)), potom existuje automat
A akceptujuci jazyk L spoctom obratov najviac ¢ - f(n). Skonstruujeme automat
A’ akceptujuci jazyk L€ s po¢tom obratov O(f(n)). Z predpokladu, Ze f(n) je obratovo
kon3truovatelnd vyplyva, Ze existuje automat A z triedy 2DFA(I) pouZivajuci d - f(n)
obratov, ktory realizuje funkciu f(n).

A" bude pouZivat [+ k hldv. Na zaliatku vypoctu odsimuluje automat Af
pomocou prvych [ hlav. Po tejto simuldcii bude prva hlava automatu A’ ukazovat na
poziciu f(n) na vstupnom slove. A’ zaéne simulovat automat A pomocou zvy$nych k
hlav. Vidy ked automat A urobi ¢ obratov A’ posunie prvi hlavu o jedno poli¢ko vliavo
(c obratov si odpocitava v stave). Pocas takejto simulacie moze nastat jeden z troch
pripadov.

(1) Ak sa automat A pocas simulacie dostal do akceptujuceho stavu, potom
automat A’ neakceptuje vstupné slovo.

(2) Prvd hlava automatu A’ sa dostala na zaciatok slova (=), ¢o znamend, Ze
automat A prekrocil poet obratov c- f(n), Cize automat A" mdze slovo
akceptovat.

(3) Automat A sa zasekne (nemd definovanu & funkciu), vtedy mdZe automat A’
slovo akceptovat.
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lahko vidiet, Ze automat A’ akceptuje prave tie slova, ktoré nepatria do L. Navyse
simuldcia A zaberie O(f(n)) obratov. Na vypocet funkcie v prvej Casti sa pouZije tiez
O(f(n)) obratov. Preto automat A’ pracuje s obratovou zloZitostou O(f(n)).

Veta 3.3.3: [29] Pre 1/3 > a > 0 nie je trieda 2NFA(k) — REVERSAL(n%) uzavreta
na komplement.

Doékaz: Podla vety 3.3.1 sa jazyk L z definicie 3.3.1 neda akceptovat Zziadnym 2NFA(k)

1/3  Ukazeme, ze jazyk L€ sa da akceptovat pomocou

s poctom obratov mensim ako n
2NFA(2) A s kon$tantnym poétom obratov. Ak slovo w z L nemda nasledovnu

Strukturu vieme to pomocou jednej hlavy zistit a akceptovat.
w = x#x,# . Hx,#, m>1,x; € {+,+,0,1}"
Na takomto slovo w potrebujeme ndjst x;, ktoré nepatri do jazyka Li. Automat A

uhadne index i a pomocou dvoch hlav skontroluje, ¢i x; ma nasledujuci tvar, ak nema
tak automat akceptuje.

Xi =Wy xWy * x W + Wik ..k wy, prer > 0aVj € {l,..,r}hw;,w €{0,1}"

Automat A nastavi hlavy na koreSpondujice podslovd w, awj. Index b
nedeterministicky uhadne. Potom overi ¢i su slova, na ktoré ukazuju hlavy rozne, ak
ano tak akceptuje, inak neakceptuje.

Désledok 3.3.2: [29] Pre fubovolnu obratovo konstruovatelnd funkciu f(n), pre ktord
plati f(n) = 0(n%), 0 < a < 1/3, plati

U 2DFA(k) — REVERSAL(f(n)) U 2NFA(k) — REVERSAL(f (n))
k=1 k=1

Daldi wvysledok o obratovej zloZitosti ukadzal Hromkovi¢ [31]. Pouzil jazyk
{w#w|w € {0,1}*} (lahko sa da akceptovat na 2DFA(2)). Dokazal, Ze na modeli
2BNFA(k) (Cast 2.3) potrebujeme na akceptdciu aspon n/logn obratov. Pomocou
tohto vysledku sa da lahko ukazat nasledujica separacia.

Veta 3.3.4: [31] Pre kazdu funkciu f: N — N taku, ze f(n) = o(n/logn) plati

L(2DFA(2)) — U 2BNFA(k) — REVERSAL(f(a)) #+ 0
k=1
Sudborough [32] dokazal, Ze pre ohrani¢ené jazyky, ktoré su akceptovatelné pomocou
2NFA(k) skonstantnym poétom obratov, je Parikhovo zobrazenie semilinedrna
mnozina (definicie 2.3.2 a 2.3.3). Vetu uvedieme tak ako je v [3].

Definicia 3.3.3: Nech X = {ay,..,a,} je abeceda alL je jazyk nad X. L nazveme

*

ohrani¢enym jazykom, ak L € aja; ... a.
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Veta 3.3.5: [32] Parikhovo zobrazenie ohrani¢enych jazykov ztriedy 2NFA(k) —
REVERSAL(1) je semilinedrna mnozina (pre k > 1).

Nesemilinedrna mnoZina je napriklad mnozina S = {n?|n € N}, preto sa podla
vety 3.3.4 nedd jazyk L = {an2|n € N} akceptovat Ziadnym 2NFA(k) s konstantnym
po¢tom obratov. Podla lemy 3.2.7 je funkcia [\/ﬁj obratovo konstruovatelna. Podla

2
lemy 3.2.5 je aj funkcia [\/ﬂ \n-obratovo konstruovatelna. Slovo w € {a}* patri do
2
jazyka L prave vtedy, ked' [\/ |W|J = |w|, preto sa jazyk L da akceptovat na 2NFA(k)

s pouzitim /n obratov.
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Kapitola 4

Viachlavovy alternujuci stroj

Viachlavovy alternujuci stroj MAM?7 bol prvy krat pouzity v [31]. MAM je
zovseobecnenim alternujuceho Turingovho stroja (T'S). Takyto stroj ma vstupnu pdsku
iba na citanie, na ktorej je zapisané vstupné slovo. Po vstupnej pdske sa pohybuje
niekolko citacich hlav. Na rozdiel od TS nema pracovné pasky akonecnostavové
riadenie, ale pouziva nekonecne (spocitatelne) vela stavov (obdoba pamite v
pocitacoch). Jeden krok vypoctu zdvisi od obsahu pamate a ¢itanych symboloch na
vstupnej paske. Rovnako ako TS méze vyuzivat nedeterminizmus (hadanie spravneho
kroku vypoctu) a alternovanie (paralelné vetvenie vypoctu). Vypoctovy model MAM
a dolné odhady zlozZitosti na nom boli skimané v [33], [31] a [34].

V prvej a druhej Casti definujeme model MAM a zadefinujeme zloZitostné miery
pouzivané na modeli MAM. V tretej Casti dokaZzeme vysledky tykajlice sa separacie
alternacie, nedeterminizmu a determinizmu pre ohrani¢enu obratovu zloZitost. Na
zaver ukazeme hierarchiu zloZitostnych tried vramci jedného typu MAM. Vysledky
dosiahnuté na MAM su platné pre Siroku Skalu vypoctovych modelov. Preto ako
dosledky vysSie spominanych tvrdeni su obdobné separacie a hierarchie pre
viachlavové konecnostavové automaty.

4.1 Definicie

Definujeme k-hlavovy alternujuci stroj (AM(k)) rovnako ako v [31]. MAM je
zjednotenie takychto AM (k) cez vSetky k. Hlavny rozdiel medzi AM(k) a TS je, ze
AM (k) ma moznost fubovolného usporiadania pamate. Nie iba linedrne usporiadanie
na pracovnych paskach ako ma TS. Dalej TS ¢&ita vjednom kroku z pdsky len
obmedzeny pocet symbolov, AM (k) vidi celd pamat naraz, teda krok vypoétu mdze
zavisiet od celého obsahu pamite.

Definicia 4.1.1: k-hlavovy alternujici stroj AM(k) je wusporiadand osmica
(K,X,Ky,6,q0,F,d, k), kde

(1) K je neprazdna mnoZina stavov, potencidlne nekonecna spocitatelna.
(2) 2 je konecna neprdzdna mnoZina symbolov (vstupnd abeceda), dva vyznacné
symboly > a < oznacujuce lavy a pravy koniec slova (endmarker).

7 angl. multi-head alternating machine
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(3) Ky € K je mnoZina univerzdlnych stavov, Ky =K —K; je mnoZina
existencnych stavov.

(4) & je prechodova funkcia, 6: K X ((Z U {&, <Pk) - 2KX{=1.0,1Y) Kde —1 (resp.
1) oznacuje pohyb hlavy viavo (resp. vpravo) a 0 oznacuje hlavu bez pohybu.

Pre ((q X (aq,a,, ...,ak)), (p X (V1) Va2 ...,yk))) € § musi platit nasledovné.
Ak a; = pre nejaké j € {1,...,k}, potom y; € {0,1}, ak a; =< pre nejaké
i €{1,..,k}, potomy; € {0,—1}.

(5) qo € K je pociatocny stav.

(6) F S K je mnozina akceptacnych stavov.

(7) d je kladné prirodzené ¢&islo také, 7e pre Vq € Ky, Vx € (2 U {, <})¥ existuje
najviac d roéznych dvojic (p,y), kde p € K ay € {—1,0,1}% takych, Ze
((@.%), 1)) €6.

(8) k je pocet hlav na paske so vstupnym slovom.

Tato definicia AM (k) sa prili$ neliSi od definicie TS. Jediny podstatny rozdiel je
v nekone¢nom pocte stavov av Ziadnej pracovnej paske. Podmienka (7) v definicii
hovori otom, 7e vypocet sa nemdie vetvit na privela vetiev. Dalej definujeme
konfiguracie vypoctu AM (k) a relaciu krok vypoctu. Znova su definicie podobné ako pri
TS. V konfiguracii si pamatame stav a pozicie hlav na vstupnom slove. Krok vypoctu je
potom reldcia medzi konfiguraciami, ktord sa riadi pomocou prechodovej funkcie

AM (k).

Definicia 4.1.2: Konfiguraciou AM(k) stroja M = (K,X, Ky, 6,90, F,d, k) nazveme
prvok (W, q, (i1, iy, ...,ik)) zmnoziny £* x K X NE, kde Vj € {1, ...,k}: 0 < [j <|wl+
1. Symbolom I,(w) = (W, q0, (0, ... O)) oznacime pociato¢nu konfiguraciu stroja M na
slove w. Konfiguraciu (w, q, (i1, iz, -, ik)) budeme nazyvat existencnou (resp.
univerzdlnou, akceptujucou) ak g je existenény (resp. univerzalny, akceptujuci) stav.
Definicia 4.1.3: Nech M = (K, X, Ky, 8, qy, F,d, k) je AM(k), krokom vypoctu stroja M
nazveme relaciu F na konfiguraciach (FE (W, q, (i1, iy, ., ik)) X
(w,p, (i1, i3, ., i))). Nech Cy, C, su dve konfiguracie, potom C; y C,, ak

C, vznikne z C; aplikovanim prechodovej funkcie é na C;.

Do konfiguracii sme zahrnuli aj vstupné slovo w, v dalSom budeme niekedy pouZivat
konfiguracie bez tohto vstupného slova (kedZe to sa pocas vypoctu nemoze menit).
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Definicia 4.1.4: Vypoctom stroja M na slove w nazveme neprazdny konecny strom T,
s ohodnotenymi vrcholmi, ktory spiia nasledujiice podmienky:

(1) kazdy vrchol v stromu T je oznaceny konfigurdciu [(v) stroja M na w

(2) koren stromu T je oznaceny konfiguraciou Iy, (w)

(3) ak v je vnutorny vrchol stromu T al(v) je univerzdlna konfigurdcia takd, Ze
{Clllv) v Cc}y={Cy,...,C,,}, potom v ma prave m synov oznacenych
konfiguraciami Cy, ..., Cyy,.

(4) ak v je vnutorny vrchol stromu T al(v) je existentna konfigurdcia taka, Ze
{Clllv) v c}={Cy, ...,C,,}, potom v md prave jedného syna oznateného
jednou konfiguraciou spomedzi Cj, ..., G,

Akceptujucim vypoctom M na slove w nazveme vypocet, ktory ma vsetky listy
oznacené konfiguraciou s akceptujucim stavom. Hovorime, Ze M akceptuje w, ak
existuje akceptujuci vypocet na slove w. Jazykom, ktory akceptuje stroj M nazveme
mnozinu slov L(M) = {w € X*|M akEeptuje w}.

Vypocet je definovany obvyklym spésobom. Pri univerzalnom stave sa vypocet
vetvi do vSetkych moznych pokracovani vypoctu, pri existencnom stave sa vyberie
jeden z potencidlnych pokracovani. Slovo je akceptované, ak skoncia vSetky vetvy
vypoctu v akceptujucom stave.

Pri dokazovany dolnych odhadov sa pouziva technika, pri ktorej si definujeme
vyznacné konfiguracie na jednotlivych vypoctoch. Takéto konfigurdcie musia akosi
zachytavat podstatné vlastnosti vypoctu. Podstatna vlastnost vypoctu je zvycajné taka,
ktora vyjadruje komplikovanost vstupu. Ak si tieto vyznacné konfiguracie zvyraznime
v strome vypoctu dostaneme vzor vypoctu. Pocet réznych vzorov vypoctu je potom
pocet podstatne odliSnych vypoctov (vzhladom na vyznacné konfiguracie). Vypocty na
dvoch réznych slovach srovnakym vzorom vypoctu sa vzdsade liSia iba medzi
vyznacnymi konfiguraciami. Ak slova rozsekneme v mieste, kde sa stroj dostane do
vyznacénej konfiguracie, a zlepime do nového slova, potom toto nové slovo bude mat
tiez rovnaky vzor vypoctu ako pévodné slova. Cize vypocet na novom slove dopadne
rovnako ako na pévodnych. Touto technikou méZzeme prinutit stroj aby akceptoval
(resp. zamietol) aj slovo, ktoré ma zamietnut (resp. akceptovat). Podobna technika sa
pouzila aj vo vete 2.1.4.

Definicia 4.1.5: Nech V je mnoZina vyznacnych konfiguracii. Vzorom vypoctu stroja M
na slove w nazveme podstrom U stromu vypoctu T stroja M na w, ktory spiiia
nasledujlce vlastnosti:

(1) koren stromu T je zaroven korefiom stromu U

(2) dalSie vrcholy U su vrcholy T, ktorych ohodnotenie sa nachdadza v mnozZine
konfiguracii V

(3) vrcholy u a v v strome U su spojené hranou, ak existuje vstrome T cesta
z u do v, ktora neobsahuje vrchol s ohodnotenim z mnoziny V
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Definicia 4.1.6: Nech M = (K,%,Ky,6,q,,F,d, k) je AM(k). Hovorime, ze M je k-
hlavovy nedeterministicky stroj (NM(k)), ak Ky = @. Hovorime, Ze M je k-hlavovy

deterministicky stroj (DM (k)), ak Vx € (K X ((Z U {c, <1})k)), {yl(x,y) € 6} < 1.

Lahko vidiet, Ze ak je velkost mnoziny stavov konec¢na, potom NM(k) =
2NFA(k) aDM(k) = 2DFA(k). Podobne definujeme alternujlce automaty.

Definicia 4.1.7: Symbolom 2AFA(k) ozna¢ime triedu k-hlavovych dvojsmernych
alternujucich automatov. Su to AM(k), ktoré nepouZivaju viacej ako konstantne vela
stavov.

4.2 ZloZitostné miery

Na modeli MAM sa definuji Standardné zloZitostné miery ako na ostatnych
vypocétovych modeloch. Casové zloZitost stroja M — Ty (n) sa definuje ako dizka
najdlhsej vetvy v strome, ¢o intuitivne zodpoveda casu vypoctu. Obratova zloZitost
Ry (n) ako maximum z poctu obratov v jednotlivych vetvach, ¢o znovu zodpovedd
definicii obratovej zloZitosti na inych modeloch. Paralelnd zloZitost Py, (n) ako pocet
univerzalnych (vetviacich) stavov vo vypocte. Intuitivne je paralelnd zloZitost skor

pocet listov v strome vypoctu. Pocet listov je ale mensi ako dPy(n) = O(PM(n)).

Problém je s priestorovou (pamatovou) zlozitostou Sy, (n), kedZze stroj moze mat
aZz nekonecne vela stavov. NavySe na rozne slova moze stroj pouZzit Uplne odlisné stavy.
Cize definicia ako maximum cez slova dizky n z poétu stavov pouZitych na akceptovanie
nie je na mieste. Preto sa S),(n) definuje ako suma vsetkych réznych stavov pouZzitych
pri akceptovani slov dizky n. V definicii sa navy$e uvadza logaritmus z tejto hodnoty,
potom priestorovd zloZitost koreSponduje s miestom, ktoré by na pracovnej paske
pouzil TS.

Definicia 4.2.1: Nech M je AM(k) akceptujuci jazyk L(M). Priestorova (pamatova)
zloZitost stroja M je funkcia zavisiaca od dizky vstupu Sy, (n) = log Cy;(n). Kde Cp; (1)
je minimalny pocet réznych stavov pouzitych pri akceptacnych vypoctoch na slovach
z L(M) dizky n.

Definicia 4.2.2: Nech M je AM (k) akceptujuci jazyk L(M). Pre akceptacny vypocet D
oznacime symbolom Ty (D) (resp. Ry (D)) maximalny pocet krokov (resp. obratov
hlav), ktoré M vykona v sekven¢nom vypocte z korefia D do niektorého z listov D.
Casova (resp. obratova) zloZitost stroja M na slove w € L(M) je definovana ako

Ty (W) = min{T,,(D)|D je akPZeptacny vypocet na slove w}

Ry (w) = min{R,,(D)|D je akPeptatny vypocet na slove w}.
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Casova (resp. obratova) zloZitost Ty, (n) (resp. Ry (n)) stroja M je
Ty (n) = max{Ty,(w)|lw € L(M), |lw| = n}
Ry (n) = max{Ry(w)lw € L(M), |w| = n}.

Definicia 4.2.3: Nech M je AM (k) akceptujuci jazyk L(M). Pre akceptacny vypocet D
oznacime symbolom Py, (D) pocet univerzalnych stavov v D. Paralelna zloZitost stroja
M na slove w € L(M) je definovana ako

Py (w) = min{P,,(D)|D je akBeptacny vypocet na slove w}.
Paralelna zloZitost P, (n) stroja M je
Py (n) = max{Py(w)|lw € L(M), lw| = n}.

Budeme pouZivat suéiny zloZitostnych mier. Napriklad NM (k) — TIME - SPACE (n) je
trieda jazykov, ktoré sa daju akceptovat na k-hlavovom nedeterministickom stroji,

ktorého sucin ¢asovej a priestorovej zloZitosti je O(n). Obratovu zloZitost oznacime
ako REVERSAL a paralelnd ako PARALLELISM.

4.3 Hierarchie determinizmu, nedeterminizmu
a alternacie

Prvé vysledky ohladom dolnych odhadov a separacie na mieru REVESAL - SPACE -
PARALLESISM su ukdzané v [31]. Pre Specificky jazyk je dokazany dolny odhad na

modeli MAM s hodnotou Ry (n)Sy (n) Py (n) = Q(3n/log, n).

VylepSenie odhadu pre iny jazyk sa podarilo v [35]. Pomocou tychto odhadov sa
da ukdzat separacia nedeterministického a alternujiuceho MAM s istym ohrani¢enim na
vypoctové zdroje. Pomocou techniky z [34] ukdZeme, Ze podobnad separdcia existuje aj
pre deterministicky a nedeterministicky pripad. Na Uvod zadefinujeme jazyky pouzité
pri tychto odhadoch.

Definicia 4.3.1: Symbolom PS(f, g) oznacime jazyk slov tvaru
x HIMW x, #9M) #g(n)xf(n)#g(n)ﬂ(n)’
kde n>1, x; € {0,1}9M, z(n) =n—-2f(n)g(n) anavyse je splnend vlastnost
Jje{l,..,gn)}, @{z(rll)xij * 0.
Definicia 4.3.2: Symbolom S(f, g) oznacime jazyk slov tvaru

x HIMW x, #9M) #g(n)xf(n)#g(n)ﬂ(n)’

kde n>1, x; €{0,1}9M, z(n) =n—2f(n)g(n) anavyse je splnend vlastnost
vjie{l,..,gn)}, @{S)xij = 0.
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Intuitivne je vidiet, Ze jazyk S(f, g) je lahky pre stroj s moznostou alternacie.
Staci ked' spusti g(n) paralelnych vypoctov, ktoré overia vlastnost, Zze XOR ma byt
rovny 0. Jazyk PS(f,g) je zase jednoduchy pre nedeterministicky stroj, kedze staci
vlastnost overit len na jednom mieste.

Veta 4.3.1: [35] Nech f a g su funkcie nad prirodzenymi Cislami také, ze f(n) = E\/ﬁl
agn) = [\/HJ Nech A je MAM akceptujuci jazyk S(f,g), potom plati
Ry(n)S4(n)P4(n) = Q(vn/logn).

Veta 4.3.2: Nech f a g su funkcie nad prirodzenymi Cislami také, ze f(n) = E\/EJ

agn) = [\/ﬂ Potom existuje 2AFA(k) A (pre nejaké k > 1), ktory akceptuje S(f, g)
aR,(n) =0().

Do6kaz: V prvej faze automat A overi, ¢i ma vstupné slovo sprdvny tvar. Najprv
skontroluje, &i podslova x; maju rovnaku dizku a ¢i tuto dizku majd aj oddelovace #9(™)
(aZ na posledny). To sa da spravit pomocou dvoch hlav bez obratov tak, Ze kontroluju
za sebou iduce podslova. Dalej A overi, & je vslove spravny polet podslov x;. Nato
znova stacia dve hlavy bez akéhokolvek obratu (ak sa druha hlava posunie na dalsie
podslovo, tak sa prva hlava posunie na dalsie pismenko v x;). Nasledne treba este
overit, ¢i nie je posledna skupina oddelovacov prili§ dlha, kedZe vyZzadujeme, aby
lx;| = [\/HJ To sa da overit jednoducho, staci skontrolovat, ¢i je posledna skupina
oddelovacov kratSia ako 3[\/51 + 1 =3|x,| + 1. Ked automat overi spravny tvar

vstupného slova, nastavi sa na prvy symbol slova a pokracuje v druhej faze. Ta spociva

fn)

v overeni vlastnosti @;_,"x;; = 0.

(1) Vypocet sa rozdeli na dve vetvy.

(2) Prva vetva sa posunie prvou hlavou o jeden symbol vpravo. Ak prave Cita #
prejde do akceptacného stavu. Inak pokracuje ako (1).

(3) Druha vetva overi ¢i je XOR bitov na mieste kde sa nachddza prva hlava 0.
V stave si pamatd XOR bitov doposial skontrolovanych podslov. Na spravny bit
dalSieho podslova sa presunie pomocou druhej hlavy, ktorou si odpocitava
o kolko sa ma posunut prva hlava (postva sa o le/ﬁj, ¢o je dizka x; spolu s
oddelovacmi). Ked sa dostane na koniec slova, akceptuje ak je XOR 0 inak
neakceptuje.

Lahko vidiet, Ze takyto automat akceptuje jazyk S(f, g) a nepouZije pri tom viac ako
konstantne vela obratov.

Dosledok 4.3.1:

(AM(k) — REVERSAL - SPACE (1))

- (NM(k) — REVERSAL - SPACE(vV7n/ log, n)) + 0
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KedZe AM (k) pouzity v dokaze vety 4.3.2 je vlastne alternujici kone¢ny automat
a odhad z vety 4.3.1 musi platit aj pre nedeterministické kone¢né automaty mézeme
dosledok 4.3.1 prepisat do reci automatov.

Dosledok 4.3.2:
(2AFA(k) — REVERSAL(1)) — (ZNFA(k) — REVERSAL(vn/log, n)) + @

Pomocou techniky prezentovanej v [34] urobime rovnaky odhad ako vo vete
4.3.1 na deterministickych modeloch pre jazyk PS(f, g).
Veta 4.3.3: Nech f(n) = [x/ﬁ] agn) = E\/ZJ Pre lubovolné prirodzené Cislo k, nech
A je DM (k) taky, ze L(A) = PS(f, g). Potom R, (n)S,(n) € Q(v/n/log, n).

D6kaz: Sporom. Nech existuje DM(k) A taky, ze L(A) = PS(f,g) anech plati

R,(n)S,(n) ¢ Q(\/ﬁ/ log, n) Preto plati Va € R,3s € N,vm > s,R,(m)S,(m) <
1
16k3’

(i) K*Ra(s) < 1oV = 16 ()
(i) BK*Ry(5)S4(s) logz s < 55 = g(s)

avm/log, m. Za a zoberme Potom urcite platia nasledujuce nerovnosti:

UkaZeme, Ze existuje slovo z PS(f, g), ktoré nie je akceptované strojom A.

UvaZzujme mnozinu S,(f, g) = {w € S(f, g)|lw| = s}. Pre kazdé slovo z S;(f, g)
musi existovat prave jeden (4 je deterministicky) neakceptujuci vypocet. Ozna¢me ako
D, takyto neakceptujuci vypocet A na slove y € Ss(f, g). Hovorime, Ze A porovnava
par podslov x;, x; prave vtedy, ked' existuje konfiguracia A v ktorej jedna hlava A Cita
znak zpodslova x; aina hlava znak zpodslova x;. Ako i-vyznacnu konfiguraciu
nazveme konfiguraciu A v ktorej niektora hlava ukazuje na prvy alebo posledny znak
podslova x; hned po tom ako presSla cez celé podslovo #9M_ Kazda i-vyznadna
konfigurdcia je vyzna¢na konfiguracia. MnoZinou V,, oznaCime mnoZinu vyznacnych
konfiguracii, do ktorych sa stroj A dostal poCas vypoCtu D,, s poftom obratov < R4(n).
Ak A pouziva viacej ako R4 (n) obratov (to sa moze stat, lebo moze ist o neakceptujuci
vypocet), potom do V, pridame prvd vyznacnu konfiguraciu, do ktorej sa A dostal

s po¢tom obratov > R, (n).

Tvrdenie 1: Pre kaZdy neakceptujuci vypoCet D, stroja A na slovach y € Ss(f, g)
existuje par indexov (i,j), 1 < i < j < f(s) taky, Ze podslova x; a x; nie su porovnané
v D,, s pouZitim < R, (s) obratov.

Dokaz: Kazdy par hlav moze porovnat najviac 2f(s) podslov v Casti vypoltu bez
obratov. Vsetkych parov hlav je (lzc) < k?. Preto v ¢asti vypoctu bez obratov sa da

porovnat najviac k3f(s) dvojic podslov. Dovolime najviac R,(n) obratov, preto pocet
porovnanych dvojic podslov sa d& zhora odhadnut vyrazom k3f(s)R,(n). Podla (i)
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)

plati k3f(s)R,(s) < —= e ( Tymto sme

(S))

. Pocet vsetkych parov (x,, x,,) je (f

ukazali tvrdenie 1.

Dokaz vety 4.3.3: Podet roznych slov zmnoziny S(f,g) je 290U~ (£(s) —1
podslov si méZzeme vybrat fubovolne, posledné je potom uréené tak aby XOR vysiel 0).
Pocet réznych dvojic indexov podslov na slovéch z S.(f, g) je zhora ohraniceny f2(s).
Preto podla Dirichletovho principu a tvrdenia 1 existuje dvojica indexov (u, v) taka, ze
v najmenej 290U G- /£2(5) yypottoch na slovach z S(f, g) nie je dvojica (u, v)
porovnana. Spomedzi tychto slov je
29()(f(s)-1) 29(s)
F2(5)20000®-2) ~ F2(s)

takych, ktoré sa lisia iba v podslovach x, a x, (ostatné podslova su rovnaké — ¢len
29 ()-2)) Mnozinu tychto slov oznaéme ako Si(f, g). Pre kazdé slovo y € S,(f, 9)
oznacme ako V}, podmozinu Vj, ktora obsahuje iba u a v-vyznaéné konfiguracie. Ako
vzor vypoctu D,, oznalime vzor zohladfujdci mnoZinu V.

Tvrdenie 2: Pocet réznych vzorov na slovach z S;(f, g) je ohraniceny

e(s) = Z(k 1082(5+2)+5A(5))4RRA(5).

Dékaz: Pocet rdznych konfiguracii A je (s 4 2)k254() = 2(kloga(s+2)+Sa(s))  (€len
(s + 2)¥ je pocet rozmiestnia hldv, 254() je pocet stavov.) Pocas Useku, bez obratov sa
méZze vyskytnut najviac 4k u alebo v-vyznacnych konfiguracii (kedZe hlavy mézu ist iba
jednym smerom). Pocas R,(s) obratov sa teda vyskytne < 4kR,(s) takychto
konfiguracii. Preto je pocet vzorov ohrani¢eny vyrazom e(s).

Dokaz vety 4.3.3: Pomocou tvrdenia 2 vieme urcit nasledujicu nerovnost

e(s)fz(s) < 2(klogz(s+2)+SA(s))4kRA(s)f2(S)
< 2(klogz(s+2)+SA(s))4-kRA(s)s

< 2(klogy(s+2)+54(s))4kRa(s)+logy s
< 2(k10g2(5+2)+10g2 S+54(5))4kR4(s)
; z(kz log, (s+2)+Sa(s))4kR(s)

; z(kz 2log, 5)4kS4(S)Ra(S)

< 28k3SA(s)RA(s)logzs < 290

Posledna nerovnost vyplyva z vlastnosti (ii). Cize plati e(s) < 29¢)/f2(s), ¢o znamena,
Ze je menej vzorov ako je slov zmnozZiny S;(f,g). Preto existuju dve rbézne slova
w,w' € S5(f, g), ktoré maju rovnaky vzor.

w=x,#9)  #9O)x, 49Oy | #IOx  #IG)x ...xf(s)#g(s)”(s)

w' = x, #96)  #IOx,  #9O)x)  #Ix,  #IOx] | xp (s #ISFEE)
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Pre tieto slova platia nasledujuce vlastnosti:

(iii) x,, # x5, @ X, # Xy,
(iv) w a w' maju rovnaky vzor P
(v) par podslov (x,,x,) zw nie je porovnany vo vypotte D, a par (x,’,x,") zw'
nie je porovnany vo vypoéte D,
Ukadzeme, Ze existuje slovo z PS(f,g), ktoré je neakceptované strojom A. To bude
hladany spor. RozliSime dva pripady.
(1) Posledna vyznacna konfiguracia K vzoru P bola dosiahnutd s po¢tom obratov
< R4(n) v aspon jednom z vypoctov D, a D, (bez ujmy na vieobecnosti nech

je to D). Najviac jedno z podslov x,, a x,, je ¢itané v K (nech je to x,). Potom
vypocet na slove

r=x,#9) _#9Ox,  #IOx, . #IO)x  #IOx] ...xf(s)#9(5)+z(s)
je identicky s D, po dosiahnuti K, kedZe w je neakceptované, musi byt
neakceptované aj toto slovo. Slovo r patri do jazyka PS(f, g), lebow € S(f, g)

amy sme zamenili len jedno podslovo za iné (x,), preto XOR bitov podslov
nemoze vyjst 0.V ostanych pripadoch (D, a x,,) postupujeme analogicky.

(2) Posledna vyznacna konfiguracia K vzoru P bola dosiahnutd v oboch vypoctoch
D,, a D, s pottom obratov > R,(n). Potom vypocty na slovach r a r’
r' = #9) L #9IO)x,_ #IOx,  #IOx,  #9G)x, ...xf(s)#g(s)”(s)
sa dostanu do konfiguracie K. Vypocty D,. a D,, sa skladaju z ¢asti vypoctov D,
aD,,. Preto aspon jeden z D, a D,, pouZije > R,(n) obratov (nech je to D,.).
Cize ak by aj mal A slovo r akceptovat, musi na to pouZit viacej ako R,(n)
obratov, o nemoze.

Veta 4.3.4: Nech f a g su funkcie nad prirodzenymi Cislami také, ze f(n) = E\/ZJ

agn) = [\/HJ Potom existuje 2NFA(k) A (pre nejaké k > 1), ktory akceptuje
PS(f,9) aRy(n) = 0(1).

D6kaz: Automat A zaCne rovnako ako automat z dékazu vety 4.3.2. Ked' A dokonci prvu
fazu nastavi sa hlavami na zaciatok vstupného slova. Uhadne, ktory bit v podslovach x;
neddva XOR 0. Overovanie sa da urobit rovnako ako vetva vypoctu automatu z dékazu
vety 4.3.2, v ktorej sa overuje XOR na 0.

Dosledok 4.3.3:

(NM (k) — REVERSAL - SPACE (1))
— (DM (k) — REVERSAL - SPACE(\n/log; n)) # 9

Dosledok 4.3.4:

(2NFA(k) — REVERSAL(1)) — (ZDFA(k) — REVERSAL(\n/ log, n)) + @
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Odhady vo vetach 4.3.1 a4.3.3 su skoro tesné. Jazyky S(f,g) a PS(f,g) idu lahko

akceptovat pomocou 2DFA(k) A s poétom obratov v/n. Automat z vety 4.3.2 vykonéva
prvi fazu deterministicky. Dalej s pouZitim konstantne vela obratov vieme

skontrolovat XOR jedného konkrétneho bitu. Pocet bitov v podslovach je [\/HJ, preto
ich automat A méze vsetky skontrolovat.

4.4 Hierarchie v ramci jedného modelu

V predchddzajucej kapitole sme ukdzali, Ze nedeterminizmus je silnejsi ako
determinizmus, ak poloZime ohraniCenie na obratovu zloZitost. Dolny odhad
zvety 4.3.3 sa da pouZit aj na vybudovanie hierarchie vramci deterministickych,
nedeterministickych a alternujucich strojov. Autori v [34] ukazali takuto hierarchiu pre
mieru TIME - SPACE - PARALLELISM, podobnou technikou dostaneme aj hierarchiu
pre REVERSAL - SPACE - PARALLELISM.

Rovnako ako v [34] pouZijeme modifikovany jazyk S(f,g) z definicie 1.3.2.
Priamo do definicie jazyka zahrnieme ohranicenie, ktorym chceme odseparovat triedy.
Tym akoby skratime usek slova, ktory nesie tazku vlastnost.Zvysok bude len
vypchavka, sliZiaca na prediZenie slova, aby mal automat dost vypoc&tovych zdrojov.

Definicia 4.4.1: Nech a je funkcia N - N taka, Ze Vn € N:a(n) < n. Symbolom
S(f, g)(a) oznacime jazyk slov tvaru

1, #9(a) y, o) _golam)y (- yo(am)alatmy,

kde n =1, x; € {0,139(¢™), z(a(m)) = a(n) — 2f(a(n))g(an)), u € {0,172

a navyse je spinend vlastnost Vj € {1, ..., g(a(n))}, @{z(;l(n))xij =0.
Veta 4.4.1: Nech a je funkcia N - N takd, ze Vn € N:a(n) < n, nech f(n) = [Vn]
agn) = E\/HJ Dalej nech A je AM(k) (pre nejaké k > 1) akceptujuci jazyk

S(f,g)(a). Potom plati

Ra(m)S4(m)Pa(n) = 0(Ja(n)/log, n).
D6kaz: Sporom. Nech existuje AM(k) A taky, ze L(A) = S(f,g)(a) anech plati
R,(n)S4(n)Py(n) ¢ Q (Ja(n)/log2 n). Preto plati Vc€R, 3s€N,Vm =>s,
R,(m)S,(m)P,(m) < cy/a(m)/log, m. Za c zoberme 16;}(3. Potom urcite platia

nasledujlice nerovnosti:

() dk*Ry(5)Pa(s) < 15+/a(s) = 7 f(a(s))
(i) 8k3dR,(5)S4(s)P,4(s)log, s < %\/_ = g(a(s))
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Zafixujeme si mnozinu slov dizky s s rovnakym sufixom u. Takito mnoZinu oznadime
ako S¥(f,g)(a). Vyznacéné konfiguracie definujeme rovnako ako vo vete 1.3.3,
symbolom D,, ozna¢ime akceptujlci vypocet na slove y € S¢'(f, g)(a).

Tvrdenie 1: Pre kazdy akceptujlici vypocet D,, stroja A na slovach y € S¢(f, g)(a)
existuje par indexov (i,j), 1<i<j Sf(a(s)) taky, Ze podslova x; ax; nie su

porovnaneév D,,.

Dokaz: Rovnako ako v tvrdeni 1 vo vete 4.3.3 vieme pocet porovnanych dvojic v jednej
vetve vypoctu odhadnut vyrazom k3f(a(s))RA(s). Pocet réznych vetiev vypoctu je
najviac dP,(s). Preto vo vsetkych vetvach sa neporovna dokopy viacej ako
dk3f(a(s))R4(s)P4(s). Podla (i) je tento vyraz mensi ako 1—16f2(a(s)). Z &oho vyplyva

tvrdenie 1.

Do6kaz vety 4.4.1: Pocet roznych slov z mnoziny S¥(f, g)(a) je 29(a®)(f(a)-1) preto
podla Dirichletovho principu atvrdenia 1 existuje dvojica indexov (u,v) takd, Ze

V najmenej Zg(a(s))(f(“(s))‘l)/fz(a(s)) vypoctoch na slovach z S.(f, g) nie je dvojica
(u,v) porovnana. Z toho najmenej 29(a(5))/f2(a(s)) slov sa lisi iba v podslovach x,,
ax,. MnoZinu takychto slov oznaéme S¥'(f,g)(a). Ako vzor vypocltu D, pre
vy € S¥(f, g)(a) budeme uvazovat vzor vzhladom na u a v-vyznac¢né konfiguracie.
Tvrdenie 2: Pocet roznych vzorov na slovach z S¥(f, g)(a) je ohraniceny

e(s) — 2(k log2(s+2)+SA(s))4deA(s)PA(s)'

D6kaz: Tvrdenie 2 vo vete 4.3.3 hovori o pripade, ked je vypocet len jedna vetva.
KedZe réznych vetiev vypoctu moze byt len dP,(s) tvrdenie 2 plati.

Dokaz vety 4.4.1: Z platnosti tvrdenia 2 a (ii) dostavame e(s) < 29(a(s))/f2(a(s)).
Teda existuje menej réznych vzorov ako je slov z S¥'(f, g)(a). Cize aspofi dve slova z
S¥(f,g)(a) maju rovnaky vzor. Tieto slovd vieme skombinovat podobne ako vo
vete 1.3.3 a dostaneme slovo, ktoré nepatri do S(f, g)(a), napriek tomu ho A musi
akceptovat. Co je hladany spor.

Veta 4.4.2: Nech a je funkcia N - N takd, Ze Vn € N:a(n) < n, nech f(n) = [vVn]
agn) = E\/ZJ Navyse nech a je v/ a(n)-obratovo konstruovatelnd. Potom existuje
2DFA(k) (pre nejaké k = 1) A rozpoznavajuci jazyk S(f,g)(a) taky, ze Ry(n) =

o (Jam),

Dokaz: Na zacdiatku automat A vypocita hodnotu a(n). Tym si ohranicil oblast ktora ho
zaujima. Ci st zvy$ok len 0 a 1 skontroluje rychlo bez akéhokolvek obratu. Spravny tvar

slova overi rovnako ako automat z vety 1.3.2 v prvej faze. Dalej pomocou +/a(n)
obratov vie skontrolovat vsetky pozicie bitov, ¢i je ich XOR 0.
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Obratovo konstruovatelnym funkcidm sme sa venovali v ¢asti 3.2. Vieme preto,
e existuju funkcie, ktoré spifiaju predpoklady vety 4.4.2. Ako priklad mézu sluzit
funkcie {/ﬁ, pre i = 2, ktoré su 2\i/ﬁ-obratovo konstruovatelné. Z viet 4.4.1 a4.4.2
vyplyva vysledok o separicii zlozZitostnych tried v ramci jedného vypoctového modelu.
PretoZe vo vete 4.4.2 je pouzity deterministicky kone¢nostavovy automat plati tento
dosledok na réznych vypoctovych modeloch (vratane viachlavovych automatov).

Désledok 4.4.1: Nech M je lubovolny stroj z pomedzi 2DFA(k), 2NFA(k), 2AFA(k),
AM(k), NM(k) a DM (k). Nech a(n) a b(n) st funkcie N » N, a(n) <n, b(n) < n.

NavySe nech a(n) je y/a(n)-obratovo konstruovatelna a b(n) = o(w/a(n)/logn),

potom

(M — REVERSAL - SPACE - PARALLELISM (Ja(n)))

— (M — REVERSAL - SPACE - PARALLELISM(b(n))) # 0
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Zaver

V praci sme sa zaujimali o vypoctovy model viachlavovych automatov. Spomenuli sme
vysledky dosiahnuté na tomto modeli, uviedli otvorené problémy a nacrtli dalsi smer,
akym sa mdze vyskum uberat.

Napriek tomu, Ze viachlavové automaty predstavuju jednoduchy vypoctovy
model, definuju Siroku Skalu zaujimavych doposial nevyrieSenych otazok. Jednym
z najdolezitejsich otvorenych problémov je vztah 2DFA(k) a 2NFA(k). Rozriesenie
tohto vztahu by prinieslo odpoved na dlhodobo odoldvajici problém LOG vs. NLOG.
TaktieZ ostava problém reldcie medzi 2DFA(k) a 2DiDFA(k), vyrieSenie ktorého by
dalo odpoved na otazku LOG vs. NC!. Podobne urlenie vztahu medzi 2NFA(k)
a 2DiDFA(k), by vyrieilo problém NLOG vs. NC?.

V poslednej kapitole sme ukazali niektoré odhady na obratovu zloZitost a z nich
vyplyvajuce separdcie a hierarchie zloZitostnych tried. Tieto vysledky hovoria stale iba
o Ciastonom rieseni vztahu 2DFA(k) a 2NFA(k).

Dolné a horné odhady z poslednej kapitoly sa liSia o nezanedbatelny faktor. Preto
by bolo zaujimavé skusit vylepsit dolné odhady alebo najst efektivnejsi spdsob
rozpozndvania pouZzitych jazykov. Rovnako je potreba ndjst nové techniky prinasajuce
lepsSie dolné odhady pre konkrétne jazyky. Ich hladanie byva spravidla narocné.
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