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Kapitola 1

Uvod

Rozdelenie c¢isel na zlozené ¢isla a prvocisla je zname uz od pociatkov ma-
tematiky. Z tohto rozdelenia plynie prirodzené otéazka, ako urcit, ¢i je ¢islo
prvocislo alebo nie. Ako prvi sa tymto problémom zrejme seridznejsie za-
oberali anticki Gréci, najznamejSim je Eratostenes a po nom pomenované
Eratostenovo sito. Z novodobejsich dejin to boli Marin Mersenne a Pierre de
Fermat.

S nastupom modernych Sifrovacich technik ako je RSA, sa tento prob-
lém stal znova zaujimavym nielen z hladiska teoretickej matemetiky a tedrie
velkych ¢isel, ale aj z praktického pouzitia dosiahnutych vysledkov. Z toho
dévodu sa stale hladaja rychlejsie algoritmy na rozhodnutie, ¢i je dané ¢islo
prvocislo alebo nie. Vzhladom na velkost pouzivanych prvocisel je dnes cely
tento proces nemyslitelny bez zapojenia pocitacov.

Cielom tejto prace je predstavit najnovsi objav z oblasti uréovania prvo-
Ciselnosti, algoritmus AKS [7], [6]. Algoritmus sa pokusime implementovat a
vysledy porovname s existujicimi a v praxi pouzivanymi algoritmami.

Praca je rozdelené na nasledujice casti:

e Prvi cast obsahuje ivod do problematiky prvocisel, struént histériu
pouzivanych testov

e V druhej casti predstavime samotny algoritmus, uvedieme dokaz sprav-
nosti a ¢asovy odhad

e V tretej Casti sa nachadza nasa implementacia s vysvetleniami a zdo-
vodnenim



e V Stvrtej Casti prezentujeme ziskané vysledky, porovname ich s pouzi-
vanym algoritmom Miller-Rabin.

Prilohou k praci je CD, na ktorom st zdrojové kody jednotlivych imple-
mentacii, pouzité kniznice a prostredia spolu s dokumentaciou a navodom na
pouzitie. CD taktiez obsahuje elektronickt verziu tohoto dokumentu.

1.1 Historia testovacich algoritmov

1.1.1 Jednoduché testy

Velmi jednoduchy a priamociary test nam pontka uz samotnd definicia pr-
vodisla. Staci overit, ¢ n mé prave dvoch roznych delitelov, jednotku a seba
samého. Aby sme to overili, staci delif n postupne kazdym ¢islom m < /n.
Ak niektoré m deli n, tak testované n je zloZzené prvocislo, v opacnom pripade
je to prvodcislo.

Mierne upravena verzia tohto testu je znama ako Eratostenovo sito, ktoré
generuje vSetky prvocisla < n. Princip je jednoduchy, zoberieme vSetky ne-
parne ¢isla 2...n (aj 2) a postupne budeme vyskrtavat ¢isla podla nasledu-
jucich pravidiel:

1. najmensie nevyskrtnuté ¢islo m oznacime ako prvocislo
2. vyskrtneme vsetky nasobky m, opakujeme krok 2

Cisla, ktoré ostali, st prvoéisla.

1.1.2 Novodobé testy

Nakolko vyssie uvedené testy sa daju prakticky pouzit len pre malé ¢isla (v
pripade, ak poc¢itame rucne, len s kalkulackou a na papier, tak len pre velmi
malé ¢isla, radovo do tisic), bolo potrebné vymysliet lepsie postupy.

Zékladom tychto testov sa stalo rozhodovanie podla znamych vlastnosti
prvocdisla a nie podla definicie. Jednu z tychto vlastnosti popisuje mala Fer-
matova veta:

Veta 1.1.1 Pre prvocislo p a lubovolné ¢islo a také, Ze (p,a) = 1 plati P~ =
1 (mod p).



To nam poskytuje jednoduchy a rychly test, pre dané p zvolime a a ove-
rime podmienku. Tento test nie je vSak korektny, pretoze niektoré zlozené
¢isla pre niektoré hodnoty a tymto testom prejdi, dokonca v pripade Car-
michaelovych ¢isel pre lubovolné a. Aj napriek tomuto nedostatku sa tato
vlastnost stala zakladom mnohych efektivnych testov.

Ak ¢islo prejde testom pre nejaké a, ozna¢ime ho za mozného kandidata
na prvodéislo pri zaklade a (probable prime base a, a-PRP). Zlozené PRP je
pseudoprvodislo. Prikladom najmensich pseudoprvodisel si tieto (pre rozne
zéklady) [1]:

341 =11- 31 je 2-PRP

91 =7-13 je 3-PRP

271 =731 je 5-PRP

25=5-5je 7-PRP

Zlepsenie Fermatovho testu dosiahneme ak si uvedomime, Ze ak n neparne
je prvocislo, potom 1 ma prave dve odmocniny modulo n, tie st 1 a —1. Teda
odmocnina z a™ ! bude 1 alebo —1. Celkovy test potom vyzera nasledovne [1]:

n—1=2°.-d, d je neparne, s je nezaporné
ak a’=1 (mod n) alebo (a%)> = -1 (mod n), nezdporné r < s
potom n je silné PRP pri zdklade a (strong PRP, a-SPRP)

Znovu priklad najmensich SPRP podla [1]:
2047 = 23 - 89 je 2-SPRP
121 =11-11 je 3-SPRP
781 = 11- 71 je 5-SPRP
95 = 5.5 je 7-SPRP

Skombinovanim viacerych baz sa znizuje pravdepodobnost omylu. D4 sa
ukazat, ze ak n je SPRP pre uréitii kombinaciu baz a n je mensie ako urcend
hranica (podla baz) potom n je prvodislo.

Najznamejsie dnes pouzivané testy st Miller-Rabinov test a Solovay-
Strassenov test. Oba st pravdepodobnostné ”Monte Carlo” testy.

V RSA sa pouziva Miller-Rabinov test. M4 t vlastnost, Ze si vieme urcit
pravdepodobnost omylu pozitivneho vysledku. Ak test oznaci n ako zloZené
¢islo, sme si isti, Ze je to spravne, ak oznac¢i n ako prvocislo, vieme s akou
pravdepodobnostou mé pravdu. Pravdepodobnost spravnej odpovede vieme



Tubovolne pribliZit k jednej, avSak nikdy to nebude 100%. Viac o tomto teste
je v kapitole 4.

Z inych algoritmov spomenieme este algoritmus zalozeny na eliptickych
krivkach, alebo algoritmy, ktoré vyuzivaju k rozhodovaniu informacie o vlast-
nostiach p + 1 alebo p — 1, ak sa tieto vlastnosti dajua lahsie urcit.

1.2 Vypodtova zlozitost

1.2.1 Notacie a zlozZitostné triedy

Aby bol algoritmus povazovany za rychly, vyzadujeme, aby pozadovy pocet
krokov bol polyném od velkosti vstupu. Teda, ak je vstup velkosti n, chceme,
aby algoritmus potreboval vzdy

k k-1
apn” + ap_1n + ...+ an -+ ag

alebo menej krokov. Aby sme nemuseli vypisovat takyto polyném, zaviedla
sa O notéacia, vyjadrujica asymptotické ohranicenie zhora:

O(g(n)) = {f(n) : 3 kladné konstanty c a ng | 0 < f(n) < cg(n)¥n > ng}

Potom, ak funkcia f(n) patri do mnoziny O(g(n)), zapisujeme to f(n) =
O(g(n)).

Podobne sa zaviedla 2 notacia, vyjadrujica asymptotické ohranicenie
zdola:

Qg(n)) = {f(n) : 3 kladné konstanty c a ny | 0 < cg(n) < f(n)vn > ny}

Poziadavku na rychly algoritmus mozme potom vyjadrit tak, Ze algorit-
mus potrebuje O(n*) krokov, kde k je nezavislé od n.

V tedrii vypoctovej zlozitosti sa zaviedli triedy zlozitosti P a NP. Algo-
ritmy v triede P st deterministické a polynomialne, tj. vzdy vratia presnu
spravnu odpoved (deterministicky) a ¢as behu je polyném O(n*), kde n je
velkost vstupu.

Velkostou vstupu rozumieme zapis ¢isla, pre potreby algoritmov sa pra-
cuje s bindrnym zapisom ¢isla n, tj. velkost vstupu n je log, n. V nasledujicom
logn = log, n.



1.2.2 Zlozitost testovacich algoritmov

Priame delenie, resp. Eratostenovo sito potrebuje vykonat Q(y/n) krokov,
kde n predstavuje hodnotu vstupu, nie velkost, ¢im nespliia poziadavku po-
lynomialnosti.

Miller-Rabinov test je polynomialny (O(r - m?), kde m je pocet bitov n a
r je konstanta stvisiaca so zvolenou presnostou), ale nie je deterministicky.
Rovnako Solovay-Strassenov test je polynomialny, ale nie je deterministicky.

Algoritmom, ktory je deterministicky je APR (Adleman, Pomerance, Ru-
mely), ktory vsak nie je polynomidlny, jeho zlozitost je (logn)CUegloglosn) e
teda skoro polynomiélny.

Jeden z algoritmov zalozenych na eliptickych krivkach, Goldwasser-Kilian,
je deterministicky, ale na niektorych vstupoch nekon¢i v polynomialnom case.

V roku 2002 sa podarilo trom indickym matematikom Agrawal, Kayal, Sa-
xena vytvorit algoritmus, ktory bezi v ¢ase O~ (log'%®n), teda polynomialny,
a je tiez deterministicky. Tymto definitivne ukéazali, Ze problém prvociselnosti
patri do zlozitostnej triedy P. Algoritmus je v porovnani s inymi determi-
nistickymi algoritmami velmi jednoduchy a na jeho dokaz postacuju daleko
jednoduchsie nastroje algebry.

1.3 Teoretické zaklady

1.3.1 Oznacenia

Znakom (a,n) oznacujem najvicsi spoloény delitel ¢isel a, n. logn znamend
log, n ak nie je povedané inak.

N a Z ozna¢uji mnozinu prirodzenych a celych éisel. Ak mame r € N a
a € Z také, ze (a,r) = 1, potom radom a modulo r nazveme také najmensie
k,%e a®* =1 (mod r). Oznacime to o,(a).

F, oznacuje konec¢né pole s p prvkami, kde p je prvocislo. Ak je p prvo-
¢islo a h(X) je ireducibilny polyném v F, stupiia d, potom F,[X]/(h(X)) je
kone¢né pole radu p?.

o(r), pre r € N je Eulerova funkcia urcéujtica pocet ¢isel mensich ako 7,
ktoré st nesudelitelné s r. Pre a, (a,r) = 1 plati o.(r) | ¢(r).

Symbol O~(f(n)) oznacuje O(f(n)-poly(log f(n))) kde f(n) je funkcia n.
V nagom pripade potom O~ (log" n) = O(log" n - poly(loglogn)) = O(log"™)
pre € > 0.
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1.3.2 Definicie

Definicia 1.3.1 Prirodzené c¢islo n > 1 je prvocislo prdve vtedy, ked jeho
jedint prirodzent delitelia si 1 a n.

Definicia 1.3.2 ZloZené prirodzené c¢islo n sa nazyva Carmichaelovo ¢islo
aka™ =1 (mod n) pre vietky a, (a,n) = 1.

Definicia 1.3.3 Cislo spliajice mali Fermatovu vetu pre nejaké a nazij-
vame pravdepodobné prvodislo pri zaklade a (a-PRP).

Definicia 1.3.4 ZloZené PRP ¢islo sa nazyva pseudoprvocdislo.

Definicia 1.3.5 Cislo n, zapisané tak, Ze n—1 = 2°-d, kde d je nepdrne, s je
nezdporné, ak a® =1 (mod n) alebo (a?)* = —1 (mod n) pre nezdporné
r < s sa nazyva silné PRP pri zaklade a (a-SPRP)

1.3.3 Pomocné lemy a tvrdenia
Mala Fermatova veta

Veta 1.3.1 ([1]) Pre prvocislo p a lubovolné cislo a také, Ze (p,a) =1 plati
a?! =1 (mod p).

Dokaz.

Zoberme nasobky a: a, 2a, 3a...,(p — 1)a. Nech r - a a s - a st rovnaké
modulo p. Mdme r = s (mod a), teda uvedenych (p — 1) nésobkov a je
roznych a nenulovych a teda st kongruentné s 1,2,3...,p — 1 v nejakom

poradi. Ak vynasobime tieto kongruencie dostaneme
a-2a-3a...(p—1a=1-2-3...(p—1) (mod p)
po vynati a na lavej strane a Uprave dostaneme
" l(p—1)!'=(p—1)! (modp)

Po vydeleni oboch stran vyrazom (p — 1)! dostdvame pozadované tvrdenie.[]

11



Algebra

Lema 1.3.1 (/7]) Oznac¢me najmensi spolocny ndasobok prvgch m cisel LC'M (m).
Pre m > 7 plati
LCM(m)>2"

Lema 1.3.2 (Cuvicenie 5 v [4])Polynom X — 1 deli X" — 1.
Dokaz
X -1 = (X" = X" H4H (XX 4+ (X2 X"+, . +(X-1)
= XX -D+X"3 (X -1 +...+(X-1)
Kazdy ¢len je delitelny X — 1. O
(Zp,+,-) je pole prave vtedy ked p je prvocislo. Zy = (Z, — {0},) je
grupa, |Zy| = p — 1, je to multiplikativna grupa.

Veta 1.3.2 Ak F' je konecné pole, tak jeho multiplikativna grupa (F*,-) je
cyklicka.

Lema 1.3.3 Prep > 2
pP—1|p—1skl|s

Dokaz
Nech k deli s so zvyskom, tj. s = k.l +r (r je zvySok po deleni, r < k).
Potom

ps_lzpk.l+r_1 :pr'pk.l_pr +pr_1:pr(pkl_1)+pr_1

Kedze p* — 1 |p* —1apf —1]p* — 1, tak musi aj p* — 1| p" — 1. To vSak
nie je mozné, pretoze p” — 1 je malé (r < k), mozné je to len ak r = 0. Ak
r =0 potom k | s.

Opacné implikacia vyplyva z lemy 1.3.2. O

Veta 1.3.3 Nech (O, +,-) je komutativny okruh s jednotkou charakteristiky
p. Takyto okruh je zdroven vektorovy priestor nad Z,. Nech T : O — O je
zobrazenie dané T'(a) = aP. Potom

1. T je okruhovy homomorfizmus

2.T:0(Z,) — O(Z,) je linedrne zobrazenie (O(Z,) je tu vektorovy priestor).

12



Dokaz »
1. pre scitanie: (a + b)P = > () (a?~'b") = aP + b, pretoze koeficienty

=0

(ﬁ’), e (pf 1) st delitelné p. PretoZe charakteristika okruhu je p, je kazdy

koeficient (?)(a?~*b") nulovy pre 1 < i < p — 1. Pre ndsobenie to vyplyva z
komutativnosti

2. linearita: treba ukazat, ze pre a € Z,, u € O je (a-u)? = a-uP. Tvrdenie
vyplyva z malej Fermatovej vety (1.3.1), ktora hovori, Ze pre a € Z, plati
al = a. [

Désledok 1 (Z,[X],+,) je tieZ okruh spliajici predpoklady vety. Potom
pre lubovolny polynom w(X) € Z,[X] plati rovnost u(X )P = u(XP).

1.3.4 Cyklotomické polynomy
Definicia 1.3.6 [11] ¢ je n-td odmocnina z jednotky ak (" = 1. { je n-td

primitivna odmocnina z jednotky ak n je najmensie take, Ze (" = 1.

Definicia 1.3.7 Pre lubovolné n, je n-ty cyklotomicky polyndm @, nad po-
lom (F,+,-) definovany:

Qn(X) = (X = Q)X = G) .. (X =)

kde (i,...,(. su vsetky n-té primitivne odmocniny z jednotky nad polom
(F,+,-). Specidlne pre n prvocislo, n-ty cyklotomicky polynom Q,, je potom:

X" -1

= X" X" X
<1 + +.+ X+

Qn(X) =

Ked zoberieme n také, ze (p,n) = 1, tak rovnica X" —1 ma v Z, n koretiov,
ktoré st jednoduché, lebo (D(X" —1), X" —1) = (n. X"} X" —1) =1, kde
D je derivécia, lebo X"~ ! nedeli X" — 1.

Tieto korene tvoria grupu s n prvkami a ak ¢ je n-ta primitivna odmoc-
nina z jednotky, tak 1,(,¢%, ..., ("1 st vietky prvky tejto grupy, tj. medzi
nimi sa najdu vsetky n-té primitivne odmocniny z jednotky. Pre prvok ¢
plati, Ze je primitivna odmocnina z jednotky < (i,n) = 1, teda pocet primi-
tivnych odmocnin z jednotky je ¢(n).

Potom stupeii st(Q,(X)) = ¢(n) a nezavisi od p pre (n,p) = 1. Specidlne

ak r je prvocislo, ¢(r) =r — 1 a st(Q,(X)) =r — 1, a preto Q,(X) = 5=,
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lebo jednotka je jediny koren X" — 1, ktory neméa rad r; preto sme X" — 1
vydelili koreriovym ¢initefom X — 1.

Dalej nés bude zaujimat r-ty cyklotomicky polyném Q,(X) ak 7 je prvo-
¢islo. V nasledujicom st r # p prvodisla.

Veta 1.3.4 Nech h(X) je ireducibilny delitel 5= v Z,[X], nech je jeho stu-
pen k. Potom k = o,(p) a X € Z,[X]|/(h(X)) je primitivna r-td odmocnina
z jednotky v tomto pola.

Dokaz

Ak h(X) je 1redu01b11ny delitel ==L stupiia k, potom Z,[X]/(h(X)) je

pole, ktoré ma p* prvkov, jeho multiplikativna grupa ma p* — 1 prvkov. Ak
¢ je korent h(X), je to jedna z r-tych primitivnych odmocnin jednotky a teda
rad ( je r. PretoZe rad prvku deli rdd grupy do ktorej patri, mame r | p* —1,
¢ojept =1 (mod r).

Treba ukézaf, ze k je najmensie, ktoré spliia tto kongruenciu, tj. ak iné
s ju spliia tiez (p* =1 (mod r)) potom k | s.

pP =1 (modr) < p*=1+ar, nech X" —1=h(X).g(X) = X" =
1+ h(X).g(X). Po dosadeni a tprave

S

X7 = XX
= X.(1+h(X).g(X))"

— X.(1+ (01‘) h(X).g(X) + (‘21) R2(X).g%(X) +...)
= X.(1+ h(X).f(X))
= X+ X.(X).f(X)

vidiet, ze X?" — X = X.h(X).f(X) = h(X) | X”" — X, teda X7 = X
(mod h(X)).

Grupa (Z,[X]/(h(X)))* je cyklicka, nech jej generator je a(X). Podla do-
sledku 1 vieme, ze a(X)? = a(X?). Opakovanym aplikovanim tohto dosledku
( = X7, a(X) = (@(XP) = (a(XP)) = a(Y)" = a(Y?) = a(X?")) do-
staneme a(X )P = a(X?"). Pretoze X?" = X (mod h(X)) potom a(X)*"
a(X?") = a(X). Po vydeleni a(X) (pretoze a(X) ma v (Z,[X]/(h(X )))*
verzny prvok) dostaneme a(X)P" "t = 1, co hovori, ze rad a(X) deli p* — 1.
Pretoze a(X) je generator, jeho rad je p* — 1. Teda p* — 1 | p* — 1, z toho
podla lemy 1.3.3 dostaneme k | s.

14



Ukézali sme, 7e p* =1 (mod r) a zéaroveii k je najmensie s takou vlast-
nostou. Spolu je to definicia o,(p).

Pretoze h(X) | X" — 1 potom rad prvku X v (Z,[X]/(h(X)))* deli r, ale
kedze r je prvocislo, rdd X musi byt rovny r a preto je X r-t4 primitivna
odmocnina z jednotky. ([l

Vztahy kombinaénych ¢isel
Lema 1.3.4 Pre k > 3 plati (** ') > 2*.
Dokaz
2k —1 2k—1)2k—2)...2k—1—(k+2)2k—1—(k+1))
k E(k—1)(k—2)...1
2k—1 2k—2 k+1 k
k-1 k=271 k
> k2. E > ok
1
pretoze pre 0 < z < 2k plati

2k — x

2k —x > 2(k —x) = > 2
T2 7) k—x —

aprekZ?)jek—TlZZL. O
Lema 1.3.5 Pre k > 0, a > b plati (‘;L]:) > (1)

Dokaz

Tvrdenie dokazeme indukciou na k. Pre k = 0 tvrdenie plati, pre £ =1

a+1\ (a+1)! B (a+1)-al _a+1 fa

b+1) b+ a+1—-b—1! (Bb+1)-bl-(a—0b)! b+1 \b

Pretoze a > b = ‘;%i > 1, tak cely vyraz > (2)

Prepokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké k& > 1, (ZIZ) > (‘Z)
Potom

a+(E+1)\ (a+k+1)!
(b+(k;+1)> b+ Ek+ 1) (a—0b)
(a+k+1)(a+k)!
(b+k+1)(b+k)!(a—Db)!

15



at+k+1 <a+k>

b+k+1 b+ k

at+k+1 a
> L 1.1
— b+ k+1 <b> (1.1)

= (3

Nerovnost 1.1 plati z indukéného predpokladu (ZI:) > (‘;), posledné ne-

.....

ukon¢ili indukény krok. 0

Lema 1.3.6 Pre k>0, a > b plati (“;*) > ()
Dokaz

(a—l—k) (a+k)!
b bl(a+ k —b)!
(a+k)a+k—1)...(a+1)a!
blla+k—b)(a+k—1-0)...(a+1—0)(a—0D)!
B a+k a+k—1 a+1 a
B (a—b)+k'(a—b)+k—1“'(a—b)+1'<b)

PretoZe b > 0= a > a—b= 4, = 1 pre x > 0, tak cely vyraz > (4). O

1.4 Zlozitost niektorych operacii

Ako sme uz uviedli, vsetky ¢isla st reprezentované binarnym zapisom. V
nasledujiicom uvazujeme ¢&isla s bindrnym zapisom dizky m.

Sc¢itanie, od¢éitanie

Je vykonavané po bitoch s prenosom do vyssieho rddu. Na scitanie dvoch
m-bitovych ¢isel treba O(m) krokov. Vysledok mé velkost maximéalne m + 1
bitov, pretoze jeho maximélna hodnota je 2-2™ = 2m*1, Od¢itanie sa realizuje
podobne.
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Nasobenie

Je vykonavané po bitoch s posunom a pri¢itanim. Ilustracny priklad: 4 - 6 =
24 = (100)5 - (110)9, ¢o je 0-100 4+ 1 - 1000 + 1 - 10000 = 11000 = (24)1¢. Je
vidiet, Ze na vynésobenie dvoch m-bitovych ¢isel treba m s¢itani a m nasobeni
jednotkou alebo nulou, na tieto nasobenia je treba konstantny cas. Celkovy
¢as je Cas potrebny na m séitani m-bitovych ¢isel, teda O(m - m) = O(m?).

S pouzitim FFT (Fast Fourier Transformation - sposob nasobenia velkych
¢isel) sa d& dosiahnut ¢as O~ (m) ako sa uvadza v [7].

Delenie

Je vykonévané po bitoch s posunom a odéitanim. Vyzaduje si O(m?) krokov.
Pododne ako nasobenie, aj pre delenie je mozné dosiahnut pomocou FFT
¢as O~ (m).

Modularna aritmetika - a® (mod n)

Vyraz sa vypocita opakovanym umocnenim, podla [10]. Bindrny rozvoj b je
bmbm_1 ... bo, kde b je m-bitové ¢islo.

d=1
for i = m to 0 do

d=( *d) mod n

if b[i] = 1 then d = (d * a) mod n
return d

Na vynésobenie v (d*d), resp. (dxa) potrebujeme O(m?), cyklus sa opakuje
m-krat, potom ¢as behu procediry je O(m?) ak a, b st najviac m-bitové
¢isla. Tento postup mozno aplikovat aj na polynémy.

Ak sa pouzije FFT, ¢as bude O~ (m?).

Najvicsi spoloény delitel - GCD
Z Euklidovho algoritmu vieme, ze gcd(a,b) = ged(b,a  (mod b)). Podla [10]

existuje implementécia Euklidovho algoritmu, ktord vrati (d,z,y) také, ze
d = ged(a,b) = az + by, 2] < ba |y| < a.

procedure Euklid(a, b)
if b = 0 then return (a, 1, 0)
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(d, z, x) = Euklid(b, a mod b)
y =z - floor(a / b) * x
return (d, x, y)

end

D4 sa ukézaft, ze pocet rekurzivnych volani je O(m), lebo pocas kazdych
dvoch volani sa hodnota prvého parametra zmensi aspon na polovicu. Vy-
pocty v ramci jedného volania st ndsobenie a delenie, ktoré je mozné vykonat
v O(m?) a teda celkovy ¢as vypocétu je O(m?) ak a, b st najviac m-bitové
¢isla, a > 0,b > 0.

Urcenie a’

Majme n = a®, a,b,n € N. Je zrejmé, ze c = /n je tiez z N a ¢ = a a teda
|/n|® = ¥/n® = n. Dalej vidiet, 7ze b < log, n, inak by a® > 2° > 2log2n = p,
Teda treba overit, ¢ n nie je nejak i-ta mocnina pre 1 < i < [log, n].

1. for k=1 to logn do

2. if [210%]’“ = n then

3. return MOCNINA
4. return NIE MOCNINA

Tento test potrebuje O(logn - f(n)) krokov, f(n) je zlocitost vypoctu
logn

[27%" ], Pri pouziti nasobenia s FFT je celkovy ¢as O~ (log®n), bez FFT je
¢as O(log* n).
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Kapitola 2

Algoritmus AKS

2.1 Myslienka algoritmu

Algoritmus AKS je zalozeny na nasledovnej identite pre prvocisla, ktora je
zovSeobecnenym malej Fermatovej vety (1.3.1). Tato identita uz bola pouzita
ako zaklad niektorych pravdepodobnostnych algoritmov.

Lema 2.1.1 Necha € Z,n € N, n > 2, (a,n) = 1. Potom n je prvocislo

prave vtedy, ked
(X+a)"=X"+a (modn) (2.1)

Dokaz
Pre 0 < i < n koeficient pri 2° vo vyraze ((X +a)” — (X" + a)) je rovny

(.

Prepokladajme, ze n je prvocislo. Potom

(n> - nt_noDeit ) oo

i n—i)! iti—1).. .1

a preto su vsSetky koeficienty rovné nule. Je to Specialny pripad désledku 1
pre polyném u(X) = X + a.

Predpokladajme, Ze n je zlozené ¢islo. Zoberme prvocislo ¢, ktoré je fak-
torom n a nech ¢~ | na ¢"*1 nedeli n. Potom ¢* nedeli (Z), pretoze po-
tom by ¢**! delilo n. Dalej mame 1 = (a,n) = (a,q) = (a"9,¢"). Po-
tom koeficient pri X7 (tj. (—l)q(Z)a”_q) nie je rovny nula (mod n). Preto
(X +a)™ — (X™+ a)) nie je identicky rovné nule nad Z,. O
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Hore uvedena identita poskytuje jednoduchy test na prvociselnost: pre
dany vstup n, vyber a a otestuj, ¢i je splnend rovnost 2.1. AvSak na vy-
hodnotenie rovnice potrebujeme ¢as 2(n), pretoze potrebujeme vyhodnotit
n koeficientov. Jednoduchy sposob, ako zredukovat pocet koeficientov je vy-
hodnocovat obe strany rovnice 2.1 modulo polyném tvaru X" — 1 pre vhodne
zvolené malé r. Uvedend rovnost bude mat potom tvar

(X+a)"=X"4+a (mod X"—1,n) (2.2)

Z lemy 2.1.1 vypljva, ze vietky prvoéisla spliiaji aj rovnicu 2.2 pre vietky
hodnoty a a r. Objavuje sa vSak problém, Ze teraz aj niektoré zloZzené cisla
splnia uvedent rovnicu pre niekolko mélo hodnot r a a. Ak pre vhodne zvo-
lené r je rovnica 2.2 splnend pre niekolko a, potom testované n je mocnina
prvocisla.

Ukazeme, ze pocet hodndt a a vhodné r st obe polynomiélne ohranicené
od logn, ¢im dostaneme deterministicky polynomialny algoritmus.

2.2 Algoritmus

Vstup: n>1
If (n=a® pre a € N,b>1), vjsledok ZLOZENE
Najdi najmendie r také, Ze o,.(n) > 4log’n
If 1< (a,n) <n pre nejaké a <r, vysledok ZLOZENE
If n <r, vysledok PRVOCISLO
. For a=1 to |2y/¢(r)logn]| do
if (X +a)"#X"4+a (mod X" —1,n), vysledok ZLOZENE
6. vysledok PRVOCISLO

g W N -

Uvedieme ddkaz spravnosti ako je podany v [6], novsia verzia [7].

Veta 2.2.1 Algoritmus vrdti PRVOCISLO vtedy a len vtedy ked je n prvo-
cislo.

Najprv dokazeme niekolko pomocnych tvrdeni, ktoré pouzijeme v dokaze
vety.

Lema 2.2.1 Ak n je prvocislo, algoritmus vrdti PRVOCISLO.
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Dokaz.

Ak n je prvodislo, tak kroky 1 a 3 nikdy nemozu vratit ZLOZENE. Podla
lemy 2.1.1 vieme, 7e for cyklus v kroku 5 tieZ neméze vratit ZLOZENE.
Preto algoritmus identifikuje n ako PRVOCISLO a to bud v kroku 4 alebo v
kroku 6. ([l

Opacénym smerom je dokaz zlozitejsi. Ak algoritmus vrati PRVOCISLO
v kroku 4, potom n musi byt prvocislo, inak by krok 3 nasiel netrividlneho
delitela n. Ostava jediné miesto, kde algoritmus méze vratit PRVOCISLO, a
to v kroku 6. Dalej prepokladajme, ze sa tak udeje.

Najprv ukazeme ohranicenie na vhodné 7.

Lema 2.2.2 Ezistuje r <= [16log® n] také, Ze o.(n) > 4log®n.

Dokaz.

Oznacéme 71,7y, ...r; vietky &isla také, Ze o,, < 4log®n. Podla definicie
o,(n) méme n* —1 =0 (mod r;),k; < 4log®n, teda kazdé r; | n* — 1 a
celkovo kazdé r; deli

|41log? n|

H (n' —1)
i=1
Oznaéime H = [4log®n |

H H
H(nz 1)< an Y i L < pf? = plblog'n < g16log®n
i=1 i=1
H .
Kedze vsetky r; delia [](n' — 1), ten je asponi taky ako ich najmensi spo-
i=1
lo¢ny néasobok. Cely vyraz je viak < ako 216187 4 to je podla 1.3.1 <
LCM([161og” n]). Z toho vyplyva, ze

{ri...m} #{1...[161og° n])} (2.3)
inak by sme mali spor medzi uvedenymi najmensimi nasobkami. Z 2.3 vy-
plyva, Ze existuje &slo r < [161og® n] také, ze o,(n) > 4log”n. O

Nech p je prvociselny delitel ¢isla n. Vieme, Ze p > r, lebo inak by krok 3
alebo 4 uréil prvociselnost n. Kedze (n,r) = 1 (inak by kroky 3 alebo 4 uré¢ili
n), p,n € Z*. V dalSom su ¢isla p, n pevné, polozime [ = |24/¢(r)logn].
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Krok 5 overuje [ rovnic. KedZe algoritmus nevrati ZLOZENE v tomto
kroku, dostavame

(X+a)"=X"+a (mod X" —1,n)
pre kazdé a, 1 < a < [. Z toho vyplyva

(X+a)"=X"4+a (mod X" —1,p) (2.4)
pre 1 < a <. Podla lemy 2.1.1

(X+a)f =XP+a (mod X" —1,p) (2.5)

pre kazdé 1 < a < [. Teda n sa v uvedenej rovnici sprava ako prvocislo p.
Tuato vlastnost pomenujeme:

Definicia 2.2.1 Pre dany polynom f(X) a ¢islo m € N hovorime, Ze m je
introspektivne pre f(X) ak

SO = F(X™) (mod X" —1,p)

Z rovnic 2.4 a 2.5 vidiet, Ze obidve p aj n st introspektivne pre X + a pre
1 < a < [. Introspektivne cisla st uzavreté na nasobenie, a pre dané m je
aj mnozina polynémov, pre ktoré je introspektivne, uzavretda na nasobenie.
Tieto dve vlastnosti dokazeme v nasledujicich tvrdeniach.

Lema 2.2.3 Ak m a m' si introspektivne ¢isla pre f(X) potom ajm-m' je
introspektivne.

Dokaz.
Z introspektivity m pre f(X) mame:

LFEOT™™ = [f(X™)]™  (mod X" —1,p)
Polozime X™ =Y a z introspektivity pre m’ dostaneme:
[FX™M]™ = [FO)]™ = fF(Y™)  (mod Y7 —1,p)

Spatnym dosadenim za Y

/

FOO™ = [f(X™™)] (mod X™™ p) = f(X™™) (mod X" —1,p)
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Posledna rovnost plati, pretoze X" — 1 deli X" — 1 (podla lemy 1.3.2, kde
za X dosadime X"). Spojenim rovnic dostavame

[FEOI™™ = fF(X™™)  (mod X" —1,p)
O

Lema 2.2.4 Ak m je introspektivne pre f(X) a g(X), potom je introspek-
tivne aj pre f(X)g(X).

Dokaz.
Mame:

[F(X)g(X)I™ = [F(X)]"[g(X)]™
= S(X™)g(X™) (mod X" —1,p)

Z uvedenych tvrdeni vyplyva, ze kazdé ¢islo v mnozine
I={n"-p/|i,j >0}

je introspektivne pre kazdy polyném v mnozine

P={J[(X+a)|e. >0}

Na zéklade tychto mnozin teraz definujme dve grupy, ktoré budu zakladom
dokazu.

Prva grupa je mnozina vsetkych zvyskov ¢isel z I modulo r. Toto je
podgrupa Z* pretoze (n,r) = (p,r) = 1. Ozna¢me ju G a |G| =t < ¢(r) =
|Z¥|. G je generovana n a p modulo r a pretoze o,(n) > 4log”n, t > 4log®n.

Na definovanie druhej grupy pouzijeme vlastnosti cyklotomickych poly-
némov nad koneénymi polami. Nech Q,(X) je r-ty cyklotomicky polyném
nad F,. Polyném Q,(X) deli X" —1 a rozklada ho na ireducibilné polynémy
stupnia o,(p), podla vlastnosti vo vete 1.3.4. Nech h(X) je takyto delitel.

Druhou grupou bude mnozina vsetkych nenulovych zvyskov polynémov
v P modulo h(X) a p. Oznacme ju H, je generovand X + 1, X +2, ...,
X +1vpoli F=F,[X]/(h(X)) (vyssie sme polozili [ = [2,/¢(r)logn]|) a
je to podgrupa multiplikativnej grupy F,[X]/(h(X)). O velkosti tejto grupy
hovoria nasledujtce tvrdenia.
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Lema 2.2.5 |H| > ("' }?).

t—1
Dokaz.

Pretoze h(X) je delitel cyklotomického polynému @, (X), X je r-ty pri-
mitivny koren jednotky v F' (veta 1.3.4).

Teraz ukazeme, ze kazdé dva rézne polynéomy z P stupna mensieho ako
t sa zobrazia do roznych prvkov v H. Nech f(X) a g(X) sa takéto dva
polynémy z P. Predpokladajme, ze f(X) = g(X) v poli F. Nech m € I.
Vieme, ze [f(X)]™ = [g(X)]|™ v F. Pretoze m je introspektivne pre oba
polynémy f a g a zaroven h(X) deli X™ — 1, dostavame f(X™) = g(X™) v
F. 7Z toho vyplyva, ze X™ je korenom polynému Q(Y) = f(Y) — g(Y) pre
kazdé m € G. Pretoze (m,r) = 1 (G je podgrupa Z¥), kazdé X™ je r-tym
primitivnym koretiom jednotky. Odtial méame ¢ = |G| roznych koretiov Q(Y)
v F. Avsak stupenn Q(Y) je menej ako ¢ kvdli vyberu f a g (kazdy je mensi
ako t). Tym dostéavame spor, pretoze polyném stupna ¢t ma najviac t korenov,
a preto v F' f(X) # g(X).

Vieme, ze i # j v F, pre 1 < i # j < pretoze | = [2+/¢(r)logn| <
2y/rlogn < r ap > r. Takze prvky X +1, X +2, ..., X 4+ [ st rozne v
F. Je mo7né, ze by bolo X +a = 0 v F pre nejaké a < [ (to je vtedy, ked
h(X) = X + a), a preto takéto X + a nebude zahrnuté do grupy H. Potom
v grupe H existuje aspon [ — 1 roznych polynéomov stupna jeden. Z toho
dostaveme, ze v grupe je aspon (tﬁf) roznych polynémov stupna mensieho

ako t. O

Lema 2.2.6 Ak n nie je mocnina p potom |H| < %n2\/ﬁ.

Dokaz.
Uvazujme nasledujicu podmnozinu I:

J={n"-p|0<i,j<|Vit]}

.. . . , 2 ~ vr
Ak n nie je mocnina p potom mnozina J ma |14 /t]” > t réznych é&isel.
Pretoze |G| = t, najmenej dve ¢isla z J musia byt rovnaké modulo r. Nech
su to my a my a nech m; > msy. Dostavame

X™ =X"  (mod X" —1)
Nech f(X) € P. Pretoze my, ms st introspektivne pre f(X)
SO = f(X™)  (mod X" —1,p)
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f(X™) (mod X" —1,p)
= [f(X)]"™ (mod X" —1,p)

Z toho vyplyva, ze
[f(X)™ = [F(X))™

v poli F. Preto f(X) € H je korefiom polynému Q'(Y) = Y™ — Y™ v poli
F. Kedze f(X) je lubovolny prvok H, dostavame, ze QQ'(Y) ma najmenej |H|
roznych koreriov v F. Stupen Q'(Y) je my < (np) Vil < %nZ\/z (lebo p deli n
ale n # p z prepokladov). Z toho vyplyva, ze |H| < %n%/z. O

Teraz mozme dokazat spravnost algoritmu.

Lema 2.2.7 Ak algoritmus vrdti PRVOCISLO, potom n je prvocislo.

Dokaz.
Prepokladajme, ze algoritmus vratil PRVOCISLO. Podla lemy 2.2.5 méme

t=|G|al=|2\¢(r)logn]:

H| > t+1—2
- t—1

[ —14 [2Vtlogn)|

= ( [2y/1) log n] ) 20
2[2v/tlogn]| —1

- ( 2y/1)logn| ) 2D

> ol2vilogn] (2.8)

> 1n2‘/g

- 2

Podla lemy 1.3.5 plati nerovnost 2.6 lebo ¢t > 2v/tlogn, t > 4log® n. Podla
lemy 1.3.6 plati nerovnost 2.7 lebo [ = |2+/é(r)logn| > [2v/tlogn|. Odvo-
denie 2.8 dostaneme podla lemy 1.3.4, podmienka lemy je splnend, pretoze
2ﬁlogn > 3.

Ak by n nebolo mocninou p, potom podla lemy 2.2.6 |H| < %n2‘/g ¢o by
bol spor s |H| > %nQ‘/i. Preto n = p* pre k > 0. Ak by k > 1 potom algorit-
mus vratil ZLOZENE uz v kroku 1. Ostéva len moznost k = 1tj. n =p. O
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2.3 Zlozitost algoritmu

Pre dalsom vyuzivame fakt, Ze operécie s¢itania, ndsobenia a delenia dvoch m
bitovych ¢isel vieme vykonat v ¢ase O~(m) pouzitim FFT. Podobne, rovnaké
operacie na dvoch polynémoch stupna d s najviac m bitovymi koeficientami
vieme vykonat v ¢ase O~ (d - m). Podla [7]

Veta 2.3.1 Asymptotickd casovd zloZitost algoritmu je O~ (log'*® n).

Dokaz.

Prvy krok algoritmu potrebuje ¢as O~ (log® n).

V kroku 2 potrebujeme najst vhodné r také, ze o.(n) > log*n. To je
mozmé uskutoc¢nif postupnym sktSanim hodnot r, zacinajuc od 2, a testujtc
& n* #1 (mod r) pre kazdé k < 4log®n. Pre kazdé r je potrebné najviac
O~ (log® n) nasobeni modulo r, & vyzaduje ¢as O~ (log® nlogr). Z lemy 2.2.2
vieme, Ze takéto r nidjdeme na O(log’n) pokusov. Celkovy ¢as kroku 2 je
potom O(log” n)O~(log® nlogr) = O~ (log’ n).

Treti krok vyzaduje vypocitanie GCD r ¢isel. Vypocet jedného GCD sa
d& urobit v éase O(logn). Celkové zloZitost kroku je O(rlogn) = O(log® n).

Krok $tyri je jedno porovnanie v ¢ase O(logn).

V poslednom, najdolezitejSom kroku potrebujeme overit |24/¢(r)logn|
rovnic. Kazd4 rovnica vyzaduje O(logn) nésobeni polynémov stupiia r s ko-
eficientami velkosti O(logn). Kazd rovnicu vieme overif v ¢ase O~ (rlog? n).
Celkova zlozitost kroku 5 je O~(rv/tlog®n) = O~ (r? log® n) = 0~ (log'*" n).

Celému algoritmu dominuje ¢as kroku 5, a preto je to celkovy cas algo-
ritmu. 0

Podla [7] sa da casova zlozitost zlepsit za predpokladu roznych, zatial
otvorenych tedrii. Potom by bolo mozné najst lepsie ohranicenia na r. Jednou
z nich je napriklad hypotéza o hustote Sophie-Germain prvocisel, v takom
pripade by sa dalo najst » = O~ (log? n), &m by sa dosiahla celkova zlozitost
O~ (log® n).

Hypotéza o hustote Sophie-Germain prvodéisel

Pocet prvocisel ¢ < m takych, ze 2q + 1 je tiez prvocislo je asymptoticky
fncfx, kde C5 je konStanta prvociselnych dvojéiat (priblizne sa odhaduje na
0.66), In je prirodzeny logaritmus. Prvocisla ¢ majice ttato vlastnost sa tiez
volaji Sophie-Germain prvocisla.
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Kapitola 3

Implementacia

Algoritmus sme implementovali v jazyku C, Standard GNU, kompilovatel-
nom kompildtorom dodévanym v distribiciach LINUXu gcc. Na pracu s
velkymi ¢islami a matematickymi objektami sme pouzil matematické kniz-
nice/prostredie PARI GP [9].

Po merani vykonu prvej implementacie v PARI sme sa rozhodli imple-
mentovat AKS aj v inom prostredi, ktoré by eliminovalo nevyhody zistené
v PARI. Rozhodli sme sa pre jazyk C++ a pre kniznice NTL [3] s podpo-
rou GMP [2]. Pouzili sme kompilator g++ rovnako dodévany v distribucii
LINUXu. Na simulaciu systému LINUX v prostredi WINDOWS XP sme
pouzili emulator CYGWIN.

3.1 Prostredie PARI

PARI/GP je stibor matematickych kniznic implementujicich Siroké spek-
trum matematickych funkcii a objektov z mnohych oborov matematiky. Na
implementaciu AKS z nich postacuje aritmetika velkych ¢isel a praca s po-
lynémami.

PARI okrem samotnych kniznic v jazyku C, obsahuje aj tzv. PARI kalku-
lacku. To je konzolova aplikacia na rieSenie matematickych vypoctov. Vsetky
funkcie su tu prezentované ako prikazy prostredia. Konzola je riesena pre uzi-
vatelov tak, aby nemuseli programovat, staci im zadavat jednoduché prikazy.
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3.1.1 Konzolové rieSenie

Ruc¢né riesenie algoritmu AKS v konzole je jednoduché, uvedieme len riesenie
kroku 5, ktory je z dalSieho hladiska zaujimavy, v priklade predpokladame, ze
uz mame vypocitané r. Zadefinujeme si hodnoty premennych n=1009, r=401,
a=5. Prikazom Mod(x+Mod(a,n), x"r-1) "n vykondme presne lavi stranu
rovnice 2.2. Vystupom je objekt modulo polynému Mod (Mod (1,1009) * x~207
+ Mod(5,1009), x~401-1). Citatelnejsiu formu dosiahneme prikazom 1ift (),
ktory odstranuje najvyssie modulo. Po aplikovani dvoch prikazov 1ift () do-
staneme vysledok x~207+5 ¢o je hodnota pravej strany.

Tento postup treba zopakovat pre vSetky potrebné hodnoty a, PARI kon-
zola umoznuje konstrukt tvaru standardného prikazu cyklu for.

3.1.2 Praca s kniznicami PARI

Na zaciatku prace s PARI je potrebné inicializovat pracovné prostredie, v
ktorom sa buda vykonavat vSetky operécie. Prostredie je charakterizované
velkostou pamite a po¢tom predpocitanych prvodisel, ktoré si ulozené in-
terne v tabulke a pouzivaju sa pri volaniach funkcii, ktoré potrebuji na svoj
vypocet prvocislo.

Kniznice PARI obsahuju jeden genericky typ GEN, ktory predstavuje
Tubovolny matematicky objekt, napriklad ¢islo (celé, redlne, zlomok, ...),
polyném, maticu, vektor, modulovi triedu apod.

Z nésho pohladu su eSte zaujimavé konstany gzero, gun, gdeux, ktoré
predstavuju GEN s hodnotou 0, 1 resp 2.

Vsetky operacie (sCitanie, od¢itanie, ...) st realizované samostatnymi
funkciami, napriklad operaciu séitania dvoch Iubovolnych objektov realizuje
funkcia GEN gadd(GEN x, GEN y), sCitanie sa samozrejme vykona len v pri-
pade ak je mozné objekty séitat, resp. jeden konvertovat na druhy a potom
s¢itat (napr. polyném a celé ¢islo, celé ¢éislo sa konvertuje na polyném nultého
stupna a séitaji sa dva polynémy).

Vsetky premenné typu GEN sa alokuja v paméti pridelenej prostrediu,
rovnako vSetky funkcie PARI poditaji v tejto pamiiti. Tato pamit sa sprava
ako zasobnik a je na programatorovi, aby si spravoval jej vyuzitie. Na toto
slizia funkcie tvary gerepilex*, ktoré upravuju obsah zasobnika. Pri tprave
zdsobnika sa urcuje dvoma pamitovymi adresami tsek, ktory sa mé preu-
sporiadaft, a dalej je mozné urcit, ktoré premenné GEN, $pecifikované polom
ukazovatelov, maji byt ponechané v zasobniku pojeho tprave. Na ziskania
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aktuélnej adresy vrchu zasobnika slizi premennd prostredia avma.
Priklad: chceme v cykle vypocitavat nejak(i hodnotu, po skoncéeni cyklu néas
zaujima iba vysledok; medzivysledky chceme ”zahodit”.

Povedzme, ze vo vypocte pouzivame funkciu GEN gadd(GEN x, GEN y).
Z jej definicie vidiet, Ze vysledok s¢itania vrati v novom objekte, ktory sa
vytvori na vrchu zasobnika. Ak méame premenné z, x, y, v zasobniku st
ulozené v poradi [z,x,y] (vrch je vpravo), a zavolame funkciu z = gadd(x,y),
situdcia sa zmeni na [G,x,y,z], kde G oznacuje ”garbage” v zasobniku (stara
hodnota z).

RieSeni, ako sa zbavit balastu je niekolko. Ak nepotrebujeme z vypoctu
uchovat ziadnu hodnotu (stac¢i nam ju vypocitat a hned sa podla nej rozhod-
nit), mozme cely tsek zasobnika zrusit tak, ze si pred vypoctom zapamétame
vrch zasobnika avma a po skonceni vypoctu vrch zasobnika vratime na po-
vodnil hodnotu. Toto rieSenie je najrychlejsie, avSak ned4 sa ¢asto pouzit.

Ostatné rieSenia spocivaju vo volani niektorej z funkcii gerepilex, ktoré
zabezpedia uchovanie jednej alebo viacerych premennych. Ich zloZitost zé-
visi od poc¢tu premennych, ktoré musia preusporiadat a od velkosti tiseku
zédsobnika, v ktorom maju pracovat.

Casté volanie tychto funkcii moze ovplyvnit efektivnost programu.

3.1.3 Implementacia
Prvy krok algoritmu AKS

Uéelom tohto kroku je odstranif zlozené ¢isla tvaru a®, ktoré ako jediné mozu
splnit rovnicu 2.2. Tento test sme implementovali jednym cyklom. V cykle
sa postupne skusa ¢i sa d&4 n napisat ako mocnina niektorého zakladu a.
Pseudokéd testujuci, ¢ n = a®.
1. for k=1 to logn do

2 if [2°F"]" = n then
3. return MOCNINA
4. return NIE MOCNINA

Implementacia:

ok = 0; 1 = gdeux;
while(!(gemp(i, logn) == 1) && (ok != 1)) {
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tmp = gpow(gfloor(
gadd (half, gpow(gdeux, gdiv(logn, i), 5))), i, 5);
if (gcmp(n, tmp) == 0) { ok = 1; }
avma = ltop;
i = gadd(i, gun);

Premenna logn obsahuje log, n, half je konstanta % Funkcia int gemp (%,
y) vracia znamienko (-1, 0, 1) rozdielu x-y. Treti argument funkcii gpow,
gfloor urcuje presnost pocitaca, hodnota 5 predstavuje nastavenie pre 32-
bit procesory.

Druhy a treti krok algoritmu AKS

Uéelom tohto kroku je najst vhodné r, ktoré ovplyviiuje cely nasledujiici beh
algoritmu (poc¢et samotnych testov v kroku 5).

Samotna poziadavka najdenia najmensieho 7, spliiajiceho dand pod-
mienku poskytuje priamodciary sposob implementéacie a to postupne overovat
prer =1,2,... & splita danti podmienku. Na vypodet radu o,(n) sme pouzili
funkciu order obsiahnutt v kniznici PARI. To vsak vyzaduje, aby platilo
(n,r) = 1. Toto je zaroven aj podmienka, ktora sa testuje v kroku 3, takze
sme uvedeny test ponechali v kroku 2 a krok 3 sme vypustili.

V cykle postupne testujeme r, pre kazdé vypocitame rad n modulo r a
ten porovname s pozadovanou hodnotou.

1 = gtrunc(gsqr(gmul (gdeux, logn)));
r = gdeux; ltop = avma;
while(1) {
if (gemp(gged(n, r), gun) == 1) {
if (gemp(gged(n, r), n) == 0) {
printf("je to prvocislo\n");
} else {
printf("je sudelitelne s ");
output (r);
}
exit(0);

-«

tmp = ModO(n, r, 0);
o = order(tmp);
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if (gcmp(o, 1) == 1) break;
avma = ltop;
r = gadd(r, gun);

Funkcia ggcd pocita GCD dvoch ¢isel, Mod0 pocita modulo, jej vysled-
kom je zvyskova trieda a nie konkrétne hodnota (napriklad vysledok operacie
Mod0(5, 3) je objekt Mod(2, 3) a nie ¢islo 2). Treti argument ModO je systé-
movy.

Takto ziskané r sa ukazuji byt prvodisla, ¢o je vhodné, pretoze v kroku
5 nemusime pocitat ¢(r), ktoré vyzaduje faktorizaciu r, ale vieme hned, Ze

o(r)y=r—1.

Stvrty krok algoritmu AKS

Tento test je potrebny pre malé n. Implementovali sme ho ako jedno porov-
nanie.

if (! (gemp(n,r) == 1)) {
printf(" je to prvocislo");
exit (0);

Piaty krok algoritmu AKS

Toto je kltcovy krok algoritmu, v ktorom sa overuju rovnosti 2.2. Podet
kontrél zavisi od vypocitaného r. Kedze v kroku 2 vzdy ziskame r, ktoré
je prvodislo, ulah¢uje to vypocet hodnoty ¢(r) (Eulerova funkcia), pretoze
¢(r) =r —1 ak r je prvocislo. Na vypocet hodnoty ¢(r) je potrebné faktori-
zovat ¢islo r, na ¢o zatial nie je efektivny postup.

Jadrom cyklu je vypocet a porovnanie dvoch polynémov. Z implementac-
ného hladiska sme tento krok rozdelili do viacerych podkrokov, reprezentuju-
cich postup vypoctu z praktického hladiska. Toto rozdelenie bolo nutné aj z
dévodu prace s objektami v PARI. Objekt polyném nie je mozné modulovat
prirodzenym ¢islom, mozno ho modulovat iba dal$im polynémom. Aby sme
dosiahli pozadované (mod n), je nutné modulovat samotné koeficienty este
predtym, ako sa z nich vytvori polyném.
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1. vypocitanie hodnét, ktoré nezavisia od behu cyklu, tj. X™ — 1 (objekt,
ktorym sa moduluji obe strany rovnice), X™ (mod X" — 1) (modu-
lovand Cast pravej strany)

2. vypodet Tavej strany
3. vypocet pravej strany
4. porovnanie oboch stran

i = gun;
tmp = gtrunc(gmul (gdeux, gmul(gsqrt(gsub(r, gun), 5), logn)));
x = flisexpr("x");
tmp_pol3 = gpow(x, r, 5);
tmp_pol2 = gsub(tmp_pol3, gun);
pl0 = gpow(ModO(x, tmp_pol2, 0), n, 5);
ltop=avma;
while(!(gemp(i, tmp) == 1)) {
tmp_poll = ModO(i, n, 0);
pl = gadd(x, tmp_poll);
p2 = ModO(pl, tmp_pol2, 0);
p3 = gpow(p2, n, 5);
pll = gadd(p10, i);
if (gegal(p3, pl1l) '= 1) {
printf (" nie je to prvocislo");
exit(0);

b
avma = ltop;
i = gadd(i, gun);

Funkciou flisexpr("x") ziskame GEN objekt typu polyném. Do pre-
menej tmp_pol3 si ulozime hodnotu X" a do tmp_pol2 ulozime X" — 1, ¢o
bude objekt, ktorym budeme modulovat obe strany rovnice. Premenné p10
obsahuje konstantnu ¢ast pravej strany X™ (mod X" — 1).

Jednotlivé kroky cyklu st nasledovné: do tmp_pol3 ulozime i (mod n),
do p1 vytvorime polyném X +a (mod n), nasledne tento polyném zmodu-
lujeme X" — 1 a vysledok ulozime do p2. Nakoniec lavii stranu umocnime
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na n a vysledok lavej strany ulozime do p3. Ku konStante pravej strany X"
(mod X" — 1) pripo¢itame ¢ a vysledok pravej strany ulozime do p11.

Funkcia gegal (x,y) porovna dve premenné ¢i predstavuji rovnaka hod-
notu, aj ked su rézneho typu (napriklad ”nulovy polyném” = "nula” =
"Mod(0, n)” = ...).

Ostatné casti kédu

Kompletny zdrojovy kéd algoritmu dalej obsahuje definicie a inicializacie pre-
mennych, inicializaciu prostredia PARI a riesenie vstupu n. Vstup sa zadava
ako refazec, preto je mozné zadat aj n v tvare 1020 4 39, ¢o prirodzenejsie
ako také cislo vypisat celé.

Uvedieme len, ze kvoli vysokému stupnu pouzitych polynémov, inicializu-
jeme prostredie PARI prikazom pari_init (40000000, 10000) s cca 40MB
pamiite na zasobnik a predpocitanymi 10000 prvocislami. Vstup je rieseny
standardne cez parametre prikazového riadku, program ocakava ako vstup
hodnotu n.

3.1.4 Vykon

Ako uz tedria naznacila, najpomalSou ¢astou je cyklus v kroku 5, konkrétne
umocnenie Tavej ¢asti na n. Toto sa ukézalo aj v praxi. Jednou z moznych
praktickych pri¢in moze byt velmi vSeobecné umocnovanie a modulovanie
polynémov implementované funkciami gpow a Mod0. Celkovo je ¢as vypoctu
porovnatelny spusteniu ekvivalentnych prikazov v konzole PARI/GP.

Dalsim nedostatkom, nestvisiacim so zlozitosfou algoritmu, sa ukézalo
byt obmedzenie PARI na stupen polynému. Maximalny povoleny stupern je
65535. Tato hodnota sa nedé zmenit, vyplyva totiz z vnitornej implementécie
typu polynému PARI, kde sa stupen indexuje premenou fyzicky definovanou
ako WORD. Toto obmedzenie postacuje pre bezné vypocty, ale pre algorit-
mus AKS je tato hodnota rychlo prekrocené. Uz pre n = 10?° 4 39 je najdené
r = 17683 a pocas vypoc¢tu dosiahneme polyném velkosti stupna 2r.

Spracovanie prvocisel

Postupne sme testovali 3, 4, 5, 6, 7 a viac miestne prvocisla. Ziskané casy s
uvedené v tabulke. Hodnoty boli namerané pomocou C funkcie gettimeofday
pred a po skonceni daného kroku, uvedené hodnoty st v milisekundach.
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Vsetky testy sme vykonali na pocitaci AMD Athlon XP 2000+ s 512MB
RAM, opera¢ny systém Win XP.

n r 1 st01 st02 st05 st05 p
271 269 264 0 0 665 2
1009 401 399 0 4 6379 15
10007 719 712 0 8 71405 100
100109 1109 1105 9 30 390933 353
1000003 | 1601 1594 5 23 1361055 853
5500003 | 2027 2015 11 51 2939885 1459
10000019 | 2179 2170 11 58 1774

Hodnota ”1” je pocet opakovani cyklu v kroku 5. Stlpce 7st01”, 7st02”,
”st05” obsahuji hodnoty celkového behu uvedeného kroku, stipec ”st05 p”
uvadza priemerni hodnotu jedného opakovania cyklu v kroku 5. Prazdne
pole "st05” pre 107419 znamen4, Ze tato hodnota nebola odmerand, rovnako
hodnota ”st05 p” pre bola urc¢ena po 100 opakovaniach cyklu.

V nasledujicej tabulke uvadzame casy jednotlivych podkrokov kroku 5,
PS znamené prava strana, LS lava strana rovnice 2.2.

konstanty LS modulo LS umocnenie PS
271 0 0 2 0
1009 0 0 15 0
10007 0 0 100 0
100109 0 0 353 0
1000003 0 0 852 0
5500003 0 0 1458 0
10000019 0 0 0

Ako vidiet z tabulky, najnaro¢nej$im vypoctom je umocnenie lavej strany.
V tomto kroku sa umocnuje modulovany objekt (X +a) (mod X" —1,n)
na n. Ostatné vypocty si zanedbatelné, v stithrne predstavuju jednu milise-
kundu.

Pre viac ako 7 ciferné ¢isla je beh algoritmu netnosny, jeden prechod
cyklu v kroku 5 trva radovo sekundy a tento c¢as rychlo rastie. Spolu s tym
rastie aj nadjdené r a od neho zévisiaci pocet opakovani v cykle. Pre 107 + 19
je r = 2179, ¢o dava pri Case jedného prechodu cyklu 1,5 sekundy celkovy
c¢as skoro jednu hodinu.

Pre zaujimavost uvedieme este hodnoty r pre niektoré n spolu s ¢asom
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potrebnym na ich najdenie.

n r cas | n r cas
10399 4 331 | 3972697 653s | 10290 + 31 | 1765661 255s
10190 + 267 | 441421 48s | 10°° + 151 | 110477 8.2s
1040 + 121 70627 4.5s | 1030 + 57 39733 2.1s
1017 + 3 12791  0.4s | 10 + 31 8699  0.2s

Ako vidiet, pre ¢isla 102 sa r blizi k hodnote dvoch miliénov. Prvodéisla

takejto velkosti sa pouzivaju v praxi v RSA. Pri overovani sa bude pracovat
s polynémom stupiia priblizne $tyri miliény (max 2r). Toto je netinosné ako
¢asovo, tak aj pamitovo.

ZloZené ¢isla

Testovali sme, kolko ¢asu potrebuje algoritmus, aby zistil, Ze ¢islo nie je prvo-
¢islo. Testované ¢isla boli ndhodné ¢isla a ¢isla niekolkych Specidlnych tvarov
ako Carmichaelove ¢isla, pseudoprvocisla, sucin prvocisel, nasobok prvocisel.

n r 1 st01 st02 st05 p prechod
1009 - 10007 =

1001790763 3581 3578 90 96 3254 1
100109 - 687223

= 68797207307 5189 5186 0 130 10231 1
8059 - 11833 - 12547

= 1196508858409 6449 6443 94 182 17050 1
61979-

371869 - 433847 =

9999335483415097 | 11311 11305 32 346 65215 1

Stipce reprezentujt rovnaké ukazovatele ako v predchadzajtcej tabulke,
posledny stipec ” prechod” hovori, v ktorom teste v kroku 5 algoritmus oznaéil
¢islo ako zlozené.

Prvé dve testované ¢isla su suc¢inom dvoch prvocisel, druhé dve su Car-
michaelove ¢isla (ziskané z databazy [8]).

.....

.....

Carmichaelove ¢islo, vSetky < 100000 sa totiz vylacia hned v druhom kroku.
Rovnako pri pseudoprvocislach a nasobkoch prvocisel sa ukazalo, ze sa rychlo
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najde ich prvodciselny delitel, ktory je mensi ako vhodné r. Pre vicsie faktory
sa Cisla spravaju rovnako ako sic¢in prvocisel.

Zaujimavym pozorovanim je, ze ak sa test dostane az do kroku 5, tak
vsetky testované ¢isla vyluci uz po prvom teste rovnosti 2.2.

Algoritmus méa pomerne rychlu odozvu na zlozené ¢isla. Bud ich odhali
v prvom kroku (mocniny), alebo ak st to dost malé ¢sla (rddovo 10%), tak
najde pri hladani r nejakého delitela. Poslednym miestom je samozrejme
krok 5, avSak tu sa ukazuje, zZe pre zlozené cisla uz nebyva splnena ani prva
rovnost (X 4+ 1)" (mod X" — 1,n), ¢o sa overi stale dost rychlo. Hodnoty
r a cas na jeden prechod cyklu st sice vysSie, ale oproti prvocislam rovnakej
velkosti, nie je potrebné overif vsetky rovnosti. Napriklad n = 10" + 19 m4
Cas overenia cca. jednu hodinu, avSak zloZenému ¢islo to bude trvat do dvoch
sekind.

3.1.5 Zlepsenia v PARI

Snazili sme sa urychlit krok 5, implementovanim vlastného umocnovania mo-
dulo X" — 1. Algoritmus z teoretického hladiska silne vyuZziva prave tvar mo-
dulujiceho polynému X" — 1. Nase uvahy vychadzaja z faktu, ze mi potre-
bujeme pocitat velmi Specidlne modulo, ale vSeobecné kniznica typu PARI
musi vediet pocitat modulo Iubovolny tvar. Modulovanie takymto polynd-
mom predstavuje len posun a s¢itanie mocnin, tj. koeficient X" sa pripocita
k absolatnemu ¢lenu X, X"+ k X! atd., vysledny polyném bude stupiia
r—1.

KedZe potrebujeme vysledok umocnit na n, nestaci vykonat operaciu mo-
dulo raz, treba ju vykonéavat priebezne poc¢as umoctiovania. Z toho dovodu
bolo potrebné napisat aj vlastni funkciu na umocnovanie, resp. nasobenie
polynémov. Na umocnenie sme pouzili klasické umocnenie podla binarneho
rozvoja n.

Tato implementacia vSak stale neriesi problém velkého stuptia polynému
v PARI. (Poznémka: dalsie verzie kniznic PARI maji mat polynémy imple-
mentované inym spdsob, uz bez obmedzenia na maximalny stuper.)
Pseudokdd: umocnenie a™

bin = binary(n);
result = 1;

tmp = x + 1;
modulus = x"r - 1;
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for (i = 1; i <= size(bin); i++) do
if (bin[i] == 1) then
result = (result * tmp) (mod modulus);
fi;
tmp = (tmp * tmp) (mod modulus);
od;

Pseudokdéd: modulo X" — 1

for(i = r; i <= deg(pol); i++) do
pol[i - r] = pol[i - r] + poll[i];
pol[i] =0

od;

b

Vykon

Nepodarilo sa nam povodni implementaciu algoritmu urychlit, dosiahli sme
zhruba dvoj az dva a pol nasobok pévodnych hodnot. Dévodom je narocné
a nepohodlna praca s polynémom v prostredi PARI. Kedze polyném je im-
plementovany ako pole koeficientov typu GEN, pricom kazdy koeficient ma
roznu velkost, pri praci s nim je nutné vytvorit si novi képiu. Nie je vo vSe-
obecnosti mozné urobit priradenia p[i| = p[j], kde p[i] je koeficient pri ¢lene
X', pretoze jednotlivé koeficienty mozu mat vnttorne roznu dizku a tym aj

struktaru (v ramci typu GEN).

V tabulke st uvedené porovnania kroku 5 oproti pdvodnej verzii imple-

mentacie.
n verzia 1 verzia 2
271 2 6
1009 15 34
10007 100 182
100109 353 491
1000003 853 1393
5500003 1459 2865
10000019 1774 netestované
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3.2 Prostredie NTL

Podobne ako PARI, aj NTL je sibor matematickych kniznic. NTL je pisané v
jazyku C++. Poskytuje datové struktiury a zakladné algoritmy aritmetickych
operacii pre velké ¢isla, vektory, matice, polynémy nad ¢islami a aj koneénymi
polami, a realne disla.

Podla NTL dokumentacie [3], vSetky operacie si implementované po-
mocou najlepsich a najrychlejsich algoritmov znamych pre dany problém.
Z nasho pohladu je dolezitd polynomiélna aritmetika, autori o nej prehla-
suju, Ze je jedna z najrychlejsich a pomocou nej bolo dosiahnutych niekolko
rekordov pri faktorizacii polynémov. Pre vyssi vykon odporucaja autori po-
uzit NTL v spolupraci s kniznicami GMP [2]. S pouzitim GMP bol rovnaky
vypocet zhruba o pétinu rychlejsi.

NTL je tvoreny niekolkymi nezavislymi modulmi, kazdy z nich predsta-
vuje jednu C++ triedu, ktord je pouzitad na reprezentaciu daného objektu,
napr ZZ je velké ¢islo, ZZ_p je velké ¢islo modulo p, ZZ_pX je polyném s
koeficientami ZZ _p.

V porovnani s PARI, NTL neposkytuje ziadny uzivatelsky vystup. NTL
je urCené na priame pouzitie v zdrojovom kéde a je uz tlohou aplikacie ako
bude prezentovat vysledky. Z tohto dovodu je praca s kazdym objektom
priamociara.

Pri implementéacii AKS sme pouzili datové struktity na reprezenticiu
polynému s koeficientami (mod p), umocnenie polynému na n a modulo
X" — 1 sme pouzili vlastné.

3.2.1 Implementacia
Prvy krok algoritmu AKS

Prvy krok sme implementovali nasledovne ako cyklus pocitajici odmocniny
pokym odmocnina je vicsia ako 2. Oproti predchadzajicej implementécii
pouzivame len jednu operéciu s redlnymi ¢islami ( \/), v povodnej to boli dve
(logn a umocnenie). Na realizaciu sme pouzili typ RR, ktory reprezentuje
realne ¢islo v lubovolnej zvolenej presnosti.

cnt = 2; baseRR = to_RR(2);

while(cnt <= binSize) {
expRR = to_RR(1)/baseRR;
tmpRR = pow(floatN, expRR);
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powRes = FloorToZZ(tmpRR) ;

powRes = power (powRes, cnt);

if (powRes == N) {
cout << "je to mocnina " << powRes << """ << cnt << "\n";
exit (0);

}

cnt++;

baseRR++;

Cyklus postupne skusa vypocitat rdozne odmocniny, zoberie z nich celi
Cast a tu naspidt umocni. Vysledok porovna s pdvodnym n.

Druhy a treti krok algoritmu AKS

Tento krok sme implementovali rovnakym spésobom ako v PARI. Postupne
sa sktiSaji vhodné r a pre kazdé sa testuje, ¢i o,(n) < 4log”n. Kedze NTL
nemé funkciu podobnu funkcii order v PARI, ktora by vypocitala rad, tento
vypocet sme implementovali ako vnoreny cyklus, kde sa testuje pre k£ <
4log® n nerovnost n* # 1 (mod 7).

R = 2; R_zz = 2; ok = false;
while(!'ok) {
gcd_tmp = GCD(R_zz, N);
if (ged_tmp > 1) {
if (gcd_tmp == N)
cout << N << " je prvocislo\n";
else
cout << N << " je delitelne " << R << "\n";
exit (0);
}
expo = 1; ok = true;
while(ok && expo <= bound) {
copyN = N % R;
pow = PowerMod(copyN, expo, R_zz);
if (pow == 1)
ok = false;
expo++;
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R++; R_zz++;

R——;
cout << "Vyhovujuce R: " << R << "\n";

Funckia GCD(ZZ, ZZ) vrati najviicsieho spolo¢ného delitela dvoch ¢isel,
tento vypocet bol v systéme PARI potrebny ak sme volali funkciu order.
Zaroven sa tym overuje aj krok 3, ktory pozaduje overit (a,n) # 1 pre a < r.
Z tohto dovodu sme tento vypocet integrovali do kroku 2.

Stvrty krok algoritmu AKS

Rovnako ako v implementacii PARI, krok 4 je trividlne porovnanie. Pozna-
mename, ze vzhladom na moznosti jazyka C++ pretazovat operatory, nie je
potrebné volat $pecidlnu funkciu na porovnanie dvoch objektov, toto volanie
je skryté v pouziti operatora <.

if (N <= R)
cout << "Zlozene cislo\n";

Piaty krok algoritmu AKS

V implementécii najdolezitejSieho kroku sme sa rozhodli napisat vlastné
umocnenie a priebezné modulovanie medzivysledku. Dévody sme uviedli v
Casti analyzujicej vylepSenia v implementacii PARI.

Oproti PARI sa prejavila vyhoda priameho pristupu k objektom a prace s
nimi. Funkciou SetCoeff (poly, exp, value) sa v polyndme poly nastavi
koeficient pri ¢lene x**P na hodnotu value. Tym sa priamo meni hodnota ko-
eficientu a nie je nutné pracovat s novymi do¢asnymi objektami na zédsobniku

ako v PARI.

ZZ_p::init(N);
Z272_pX tmp, rs;
ZZ_p A;

NmodR = N % R;
A = 3;
FloorToZZ(bound, to_RR(2)*SqrRoot(to_RR(R - 1))*1logN);
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for(cnt = 1; cnt <= bound; cnt++) {
set(rs);
clear (tmp);
SetCoeff (tmp, 0, A);
SetCoeff (tmp, 1, 1);

for(cntSqr = 0; cntSqr < binSize; cntSqr++) {
if (binl[cntSqr] == 1) {
rs *= tmp;
if (deg(rs) >= R) {
for(cntCoef = R; cntCoef <= deg(rs); cntCoef++) {
SetCoeff(rs, cntCoef - R,
coeff(rs, cntCoef - R) + coeff(rs, cntCoef));
SetCoeff(rs, cntCoef, 0);
}
}
+
tmp = sqr(tmp);
if (deg(tmp) >= R) {
for(cntCoef = R; cntCoef <= deg(tmp); cntCoef++) {
SetCoeff (tmp, cntCoef - R,
coeff (tmp, cntCoef - R) + coeff(tmp, cntCoef));
SetCoeff (tmp, cntCoef, 0);
+
}
}

if ((deg(rs) !'= NmodR) || (LeadCoeff(rs) != 1) ||
(ConstTerm(rs) != A)) {
cout << "Zlozene cislo\n";
cout << " Krok cyklu: " << cnt << "\n";
exit (0);
+
for(cntCoef = deg(rs) - 1; cntCoef > 1; cntCoef--)
if (coeff(rs, cntCoef) !'= 0) {
cout << "Zlozene cislo\n";
cout << "Koeficient " << cntCoef << " nie je nula\n";
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exit (0);
+
}

A++;

3

}

Pred zacatim vypoctu je nutné nastavit Z,, ¢im dosiahneme vlastnost
(mod n) z lemy 2.1.1. Toto sa udeje prikazom Z_p::init(N). Zaroven tym
nastavime aj prostredie, v ktorom budua vytvorené polynémy rs a tmp.

V samotnom cykle sa postupne overuju rovnosti 2.2 pre vSetky potrebné
hodnoty a. Na zaciatku vzdy vyprazdnime doc¢asné polynémy (clear (tmp) ;)
a vytvorime nové s aktuélnou hodnotou a (prikaz SetCoeff). Vo vnutornom
cykle sa vykond vypodet pravej strany. Realizovali sme tu umocnenie podla
binarneho rozvoja n, v res je docasny vysledok, ktory sa posklada s potreb-
nych mocnin tmp. Ak stupen polynémov prekro¢i r (podmienka deg(rs)
>= R, analogicky pre tmp), vykond sa modulovanie polynémom X" — 1. To
prebehne len posunutim a s¢itanim prislusnych koefientov a vynulovanim ko-
eficientov pri z¢,7 > r. Vynulovanim koeficientov udrzujeme spravny stupen
polynému.

Po umocneni sa porovna vysledok s ocakavanym vysledkom predstavu-
jicim pravt stranu rovnice 2.2. Prava strana je polyném X" (medn) _ g
Teda, overime, ¢i vedtci koeficient a absolutny ¢len polynému maja rovnaké
hodnoty ako prava strana a ¢i maji obe strany rovnaky stupen. Nakoniec v
cykle overime, ¢i vSetky ostatné koeficienty st rovné 0.

Ostatné c¢asti kédu

Podobne ako pri implementéacii v PARI, aj tu vo zvySnom kdéde iba iniciali-
zujeme prostredia resp. inicializujeme a predpocitame premenné.

Vstup n je rieSeny nacditanim aZ po spusteni programu, uzivatel je vy-
zvany, aby zadal ¢islo. Rovnako tu nie je Ziadna kontrola na spravnost vstupu.
Vstup sa zadava v dekadickej forme, pripadne v tzv. scientific forme ”8.5e12”.
Nie je vSak mozné zadat vstup vo forme 7107 + 19”7, ale je potrebné é&islo vy-
pisat celé tj. 710000019”.

3.2.2 Vykon

Implementaciu algoritmu v NTL sme testovali na rovnakych ¢islach ako im-
plementaciu v PARI. Rovnako sme merali aj ¢asy jednotlivych krokov po-
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mocou funkcie gettimeofday . Uvedené hodnoty su v milisekundéch.

Tato implementécia je viditelne rychlejsia ako prva implementécia v PARI.
Ako sme uz viackrat uviedli, dévodom bude lepSia praca s objektami a ich
zlozkami. Dalej sa "odbtral” problém s maximalnym stupiiom polynému,
NTL umoziuje polynémy stupiia 23! — 1, toto je dané typom long. Takato
velkost je zatial postacujica.

Spracovanie prvocisel

n r 1 st01 st02 st05 st05 p
271 269 264 1 45 846 3
1009 401 399 1 82 4311 10
10007 719 712 3 196 28038 39
100109 1109 1105 4 436 118810 107
1000003 | 1601 1564 3 916 318516 199
5500003 | 2027 2015 7 1547 668646 331
10000019 | 2179 2170 6 1582 872278 401

Ako vidiet z uvedenych ¢isel, vypocet je rapidne rychlejsi. Od hodnot 10°
sa ukazuje 3 az 4 nasobné urychlenie.

Spracovanie zloZenych cisel

n r 1 st01 st02 st05 p prechod
1009 - 10007 =

1001790763 3581 3578 5 4193 908 1
100109 - 687223 =

68797207307 5189 5186 5 9482 1881 1
8059 - 11833 - 12547

= 1196508858409 6449 6443 8 12348 3017 1
61979-

371869 - 433847 =

9999335483415097 | 11311 11305 11 39346 10468 1

Znova je vypocet rapidne rychlejsi. Pre viicsie n vSak zacdina prevlddat
stucet krokov 1 a 2 nad samotnym overenim jednej rovnice v kroku 5.
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Kapitola 4

Praktické vyuzitie a budiicnost

4.1 Porovnanie s RSA - Miller-Rabinov test

Dnes zrejme najznamejsi a najviac pouzivany algoritmus na testovanie prvo-
Ciselnosti je pravdepodobnostny Miller-Rabinov test [10]

Miller — Rabin
Vstup: neparne n > 2, r € A/
2] (n = D] A= (b —1)]
for i=1 to r do
a = random € (1<a<b-—1)

1. if (z*=1 (modn)) and (z # +1 (mod n))
x € {a%,a%,a%,...,a%}
then return "n COMPOSITE, 100%”
2. if (@ '#1 (modn))

then return "n COMPOSITE, 100%”
3. return "n PRIME, possibly wrong at most 277"

Veta 4.1.1 Ak b nie je prvocislo, potom ndhodne vybrané ¢islo a(1 < a <
b — 1) spliia podmienku v prikaze 1 alebo 2 s pravdepodobnostou apor

—_

5-
Désledok 2 Zaverecné tvrdenie algoritmu je pravdive.

Dokaz
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Pravdepodobnost, Ze ani jedno z r nadhodne vybratjch ¢isel a nespliia
podmienku v prikaze 1 a ani podmienku v prikaze 2 je najviac ( %)’" 0

Existuje implementéacia tohto testu vyuzivajica principy modularnej arit-
metiky s ¢asovou zlozitostou O(r - m?®) kde m je pocet bitov ¢isla n.

Pozrime sa na algoritmus blizsie. Parametrom r urcujeme pocet nahod-
nych vyberov hodnoty a. V kroku 2 vidime test Fermatovej vety. Kedze
pravdepodobnost omylu zavisi od r, zvySovanim jeho hodnoty méame stale

.....

300-ciferné ¢islo, bitova dizka je priblizne 1000. Opakujme test r = 50 krat.
r-m® =50-1000% ~ 5 - 10"

Teda na overenie potrebujeme 50 miliard krokov/operacii. Pri dnesnych pro-
cesoroch s frekvenciami 2-3GHz je vypocet otédzkou niekolkych sektnd. Zaro-
venl mame istotu spravnosti vysledku 27°° ~ 810716, Z praktického hladiska
je to nepodstatna chyba, je pravdepodobnejsie, ze ¢lovek vyhra v lotérii.

Preco je algoritmus taky rychly? Hlavnym dovodom je jeho nenaroc¢nost.
Vsetko ¢o robi, je umocnovanie na druht modulo n. Nato existuju dosta-
to¢ne rychle postupy. Sice sa jednd o umoctiovanie vela ciferného ¢isla na
vela ciferné ¢islo, stéle je to vSak rapidne jednoduchsia a lahSia operacia ako
praca s polynémami, ktoré maji koeficienty takej velkosti. Pre ilustraciu,
n = 5% 10%% 4+ 123 m4 parameter r = 3991237, takZe pocas vypoctu algorit-
mus AKS dosiahne maximalny stupen polynému priblizne 8 miliénov. To je
nepouzitelna hodnota.

4.2 Mozné zlepsenia

Objav deterministického polynomialneho algoritmu rieSiaceho problém pr-
vocisel vyvolal novi vlnu zaujmu a prva publikidcia AKS sa z teoretického
hladiska rychlo doc¢kala mnohych vylepseni.

Hlavnym miestom na zlepSenie je samozrejme krok 5, ktory priamo za-
visi od velkosti ndjdeného r. Podla [5] sa podarilo obmedzit velkost grip, z
velkosti ktorych vyplyvaji ohranidenia na r.

Zaroven sa podarilo znizit konstanty skryté v O-notécii. Oficidlne sa uva-
dza zlepSenie faktorom 2 miliény, avSak z formalneho hladiska O-notécie je
to malo vyznamné a v praktickom pouziti dva miliony krat rychlejsie stale
nemusi byt rychle.
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Z praktického hladiska je algoritmus velmi vhodnym kandidatom na pa-
ralelizovanie. Cely vypocet sa sklada z nezavislych overovani rovnic 2.2. Ich
pocet je zndmy na zacdiatku cyklu, je mozné ich rozvrhnaf rovhomerne medzi
vela pocitacov. Ako sme ukézali, overenie jednej rovnice nie je nepouzitelne
dlhé, problémom je ich pocet.

Algoritmus nie je ani ndro¢ny na siefovii komunikéciu, castnickemu poci-
tacu sa musi preniest vstup, hodnota r a hodnoty a, ktoré mé overit. Obidve
st velkosti O(logn). Ak sa pouzije nejaké implicitné rozdelenie hodnét a
medzi pocitac¢mi, napriklad prvy ucastnik pocita parne hodnoty, druhy ne-
parne, nie je nutné ani rozdelovat hodnoty a, staci pri inicializacii vypoctu
vhodne oznadit jednotlivych G¢astnikov. Komunikéicia vysledku sa déa riesit
konstantnou velkostou, nutné st dve hodnoty ”tspech”, "netspech”.
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Kapitola 5

Zhrnutie

Ukézali sme, ze algoritmus AKS nie je vhodny na praktické pouzitie. Je ne-
umerne pomaly uz pre malé hodnoty n, uz pri hodnotach okolo 1000 vyrazne
zaostava za inymi metédami. Je to ukazka toho, ako teoreticky polynomialny
¢as moze zlyhat v skuto¢nom Zivote.

Hlavnou brzdou algoritmu je jeho praca s polynémami. Operacie s poly-
némami s oproti operdciam s ¢islami vSeobecne pomalé, aj ked sa pouziju
efektivne postupy, ako napriklad lepsia implementacia nasobenia metédou
Karatsuba alebo FFT. Celkovd pomalost polynémov zavisi od ich velkosti.
Cislo radu 1000 nie je velké, d4 sa s nim pracovaf aj ru¢ne, polyném stupiia
1000 je uz obrovsky.

Napriek pomalosti pri overovani skuto¢nych prvocisel sa pri nasich tes-
toch ukazalo, Ze zlozené ¢isla algoritmus rychlo odhali uz v prvych iteraciach
svojho cyklu.

Dalsim praktickym problémom je miesto (pamit) potrebna na beh algo-
ritmu. S tymto sa vo vypoctovej zlozitosti pri uréovani ¢asu velmi neuvazuje.
Samozrejme, exituju aj zlozitostné triedy kombinujtice pamétovi a ¢asovi
zlozitost, napriklad v [10].

Algoritmus vSak stéle znamené vyznamny prelom v tedrii ¢isel a v prob-
lematike prvociselnosti. Jeho hlavnym prinosom je odpoved na 2000 rokov
start otazku, ¢i je mozné nédjst deterministicky efektivny (z hladiska tedrie
vypoctovej zlozitosti) algoritmus na urcenie prvociselnosti. Tym posuva tento
problém do triedy zloZitosti P. Rovnako mé algoritmus velky eduka¢ny po-
tencial, kedze sam o sebe nie je narocny a na dokaz spravnosti postacuja
jednoduché nastroje algebry.
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