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Abstrakt

V praci pojednédvame o modifikécii klasického modelu zasobnikového auto-
matu, presnejsie o flipovych zasobnikovych automatoch. Venujeme sa deter-
ministickému aj nedeterministickému modelu. Skiimame silu epsilon krokov
v nedeterministickom modeli. V deterministickom modeli sa venujeme najmi
uzaverovym vlastnostiam. Snazime sa poniknut nové idey a vysledky. Hlav-
nym vysledkom prace je vyrieSenie otvoreného problému epsilon krokov v
nedeterministickom modeli.

Klacové slova:

Zéasobnikovy automat, flipovy zasobnikovy automat, sila epsilon krokov, Gre-

ibachovej normalny tvar, uzaverové vlastnosti
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Kapitola 1
Uvod

Model klasického zasobnikového automatu je jednym z prvych vypoctovych
modelov ktory bol podrobeny intenzivnemu teoretickému vyskumu. Ako je
zname definuje triedu bezkontextovych jazykov, ktoré st jednou zo Styroch
hlavnych tried Chomského hierarchie. Popri ohromnom vyuziti zasobniko-
vych automatov a ich variantov v praktickych pripadoch (akymi su tedria
parsovania, prekladu a podobne), sa Stidium ubera aj teoretickymi smermi.
Sktimaju sa rozne varianty, obmeny, zosilnenia i zoslabania pé6vodného mo-
delu.

Prave pre dost velky teoreticky zdujem a (podla nasho nézoru) aj preto,
7e uvedeny variant je ,uplne intuitivny® je istym paradoxom, Ze az v roku
2001 vychédza ¢lanok [11], ktory definuje model flipového zasobnikového au-
do problematiky vnasaji az nésledné ¢lanky [5, 6]. V nasej praci z nich vy-
znamne ¢erpame aj my. Hlavnym objektom zaujmu naSej prace je dalSie
skimanie tohto konkrétneho rozsirenia (variantu) klasického zasobnikového
automatu.

Ako hlavné ciele prace sme si stanovili nasledovné. Podat isty prehlad zné-

mych vysledkov, popripade ich vhodne okomentovat. Omnoho délezitej$im
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cielom ale je vyrieSenie niektorych otvorenych problémov v oblasti, ponik-
nutie novych idei, resp. vyuzitie a prispésobenie uz existujtcich za tcelom co
najvicsieho rozsirenia poznatkov v oblasti.

Praca je rozcélenenad nasledovne. V druhej kapitole uvadzame definicie
uvazovaného modelu. Uvedené su aj definicie standardného zasobnikového
automatu. V tretej kapitole spominame hlavné znadme techniky, tvrdenia a
fakty. Najdolezitejsia pre nas bude technika Flip-Pushdown Input-Reversal.
V stvrtej kapitole je uvedeny a do podrobna rozvedeny hlavny vysledok prace.
Podavame najprv ideu dokazu, potom isté formalne pojednanie. Na konci
kapitoly je zhrnutie nasej dokazovej techniky a postupu pri dokaze. V piatej
kapitole sa venujeme uzaverovym vlastnostiam deterministickych flipovych
zasobnikovych automatov. V zaverecnej Siestej kapitole zhrnieme vysledky
prace. Podstatnejsim obsahom tohto zaveru je ale formulovanie zostavajtcich

otvorenych problémov v skiimanej oblasti.



Kapitola 2
Uvazovany model

V tejto kapitole popiSeme modely zasobnikovych automatov s ktorymi bu-
deme dalej pracovat. Sluzi ako isty formalny tivod do problematiky flipovych
zasobnikovych automatov. Uvadzame tu definicie a oznacenia, upozornujeme

na terminolégiu a uvadzame fakty vyplyvajice priamo z tychto definicii.

2.1 Klasické zasobnikové automaty

Uvedieme definiciu a zakladné vlastnosti klasického modelu zasobnikovych
automatov. Dovodom je, aby bolo vidiet z akého zdkladu vychadza rozsire-
nie tohto klasického modelu ktory budeme Studovat. Téma zasobnikovych
automatov je velmi rozsiahla, preto ¢itatela odkazujeme na [10, 7, 8].

Pre porovnanie s definiciou flip-zasobnikového automatu uvedieme for-

malnu definiciu.

Definicia 2.1. Nedeterministicky zasobnikovy automat je sedmica A = (K,
¥, I, 0, qv, Zy, F). Pricom K je koneénd mnozina stavov automatu A, 3
je vstupna abeceda, I' je zasobnikova abeceda, § prechodova funkcia, qg po-
Ciatocény stav, Z; pociatoény zasobnikovy symbol a F* C K je mnozina ak-

ceptacnych stavov. Funkcia §: K x (XU {e}) x ' — 255.;11* je prechodovou

3
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funkciou automatu A.

Poznamka 2.2. Oznacenim Zﬁn sa mysli mnozina vSetkych kone¢nych pod-
mnozin mnoziny X. Preto § funkcia zobrazuje trojicu (¢, a, Z) na koneéni

mnozinu dvojic (p, w).

Dalsie standardné definicie ako konfiguracia, krok vypoctu a jazyk neuva-
dzame, st priamociare a ¢itatel ich moze ndjst v [10]. Upozoriujeme ale, ze

ich budeme dalej pouzivaf.

Definicia 2.3. Jazykom akceptovanym préazdnou paméitou automatom A

oznacujeme mnozinu:
NA = {U) | (Elq € K)(QOanZO) = (Q7€7€)}

Triedu jazykov rozpoznavani zasobnikovymi automatmi budeme oznaco-
vat, ako je zvykom, .Z(CFL) alebo jednoducho CFL. Niekedy tiez pouZijeme
oznacenie .Z(PDA).

Deterministicky zasobnikovy automat dostaneme, ak priddme dve obme-

dzenia na J-funkciu zasobnikového automatu. Su to:
1) ak d(q,a, Z) # 0 pre nejaké a € 3 potom (¢, e, Z) =0,

2) pre vietky ¢ € Q, a € ¥ U {e}, Z € T' obsahuje mnozina 6(q,a, Z)

najviac jeden prvok.

Triedu jazykov rozpoznavant deterministickymi zasobnikovymi automatmi
oznacujeme .Z(DCFL), DCFL alebo aj .Z(DPDA). Vieme, ze . (DCFL) C
Z(CFL), [8].

Teoria zasobnikovych automatov je pomerne stara a prebadana disciplina.
Preto v dalSom predpokladéme, Ze ¢itatel mé aspoii zakladny prehlad v tejto
oblasti. V opa¢nom pripade odkazujeme ¢itatela na [8] a [10]. Zaujimavou
je aj prehladova kapitola [7]. Potrebné vysledky z tejto oblasti budeme v

dalsom explicitne uvadzaft, len ak to bude potrebné.
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2.2 Nedeterministické flipové zasobnikové au-

tomaty

Hned na zaciatku upozorfiujeme na terminolégiu: vzdy ked hovorime o flipo-
vych (zasobnikovych) automatoch mame na mysli automaty so schopnostou
obracat zasobnik a naopak (a to ¢i sa jedna o deterministicky alebo o nede-
terministicky bude vzdy jasné z kontextu). Podobne maji pre nas rovnaky
vyznam slova ,obrat zasobnika“ a ,flip®.

Najprv forméalne definujeme nedeterministicky flipovy automat

Definicia 2.4. Nedeterministicky zasobnikovy automat so schopnostou ob-
racat zasobnik (flipovy zasobnikovy automat) je osmica A = (@, X, T, 4,
A, qo, Zo, F), kde @ je konecnd mnozina stavov, ¥ je vstupnd abeceda, T
je pracovna (zasobnikova) abeceda, 0 je zobrazenie z Q x (X U {e} x I" do
kone¢nych podmnozin mnoziny ) x I'* nazyvana aj prechodova funkcia, A
je zobrazenie z ) do 2% nazyvana aj velké prechodové funkcia, ¢y € Q je po-
¢latoény stav automatu, Z; € I' je zaciato¢ny zasobnikovy symbol, ktory je
na zaciatku vypoctu v zasobniku, volame ho aj spodok zasobnika a nakoniec

F C @ je mnozina akcepta¢nych (findlnych) stavov.

Definicia 2.5. Konfiguraciou flip-zadsobnikového automatu A = (Q, X, T, 9,
A, qo, Zy, F) nazyvame usporiadani trojicu (¢, w,v), kde ¢ € Q, w € ¥* a
~ € I'*. Hovori nam, ze A je v stave q, zvySok neprecitaného vstupu je w a

obsah zasobnika je 7.

Definicia 2.6. Krokom vypoc¢tu automatu A nazyvame relaciu 4 (ak je z
kontextu jasné o aky automat sa jednéd budeme uvadzat iba ) na konfiguré-
cidch automatu A definovant nasledovne. Ak p,q € Q, a € XU{e}, w € 3*, 7,
g eTl* Z el astcasne (p,f) € d(q,a,Z) potom (q,aw,vZ) a4 (p,w,vB).
Ak p € A(q) tak (¢, w, Zoy) Fa (p, w, Zyy?). Pricom Ziadne iné konfiguracie

v relacii F 4 nie st.
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Poznamka 2.7. Z tejto definicie vidime, Ze ak o = a;...a, je slovo v
zasobniku, tak a; je spodny symbol a a, je vrchny symbol. Podobne pre
vstupné slovo w, jeho prvy symbol je nasledujtaci symbol na vstupe. Nasle-
dujtuca konfiguracia je vybratda nedeterministicky spomedzi vSetkych, ktoré
st s 1niou v relécii -4, pricom nastane prave jedna moznost — krok vypoctu
je bud standardny alebo flipovy. Pri $tandardnom kroku vypocétu sa jednéd
o krok vypoctu ako v standardnom zasobnikovom automate. Pri flipovom
kroku vypoctu sa jedné o obrat (flip) zasobnika. V dalSom pomerne ¢asto
pouzijeme rozliSovanie tychto dvoch moznosti kroku vypoctu automatu A.
Pri prvej moznosti hovorime o oby¢ajnych, standardnych, bezflipovych kro-
koch vypoctu, alebo d-krokoch. Pri druhej moznosti hovorime o flipovych
krokoch, krokoch pri ktorych sa obracia zasobnik, alebo o A-krokoch. Po-

dobne budeme tiato terminolégiu uplatiiovat na celé tseky vypoctov.

Definicia 2.8. Jazykom rozpoznévanym (akceptovanym) nedeterministic-
kym flipovym zdsobnikovym automatom A rozumieme mnozinu L(A) = {w
€eX | (g€ F) (3 el (qw %) Fiy (g,€,7)} Symbol F; znamend

reflexivno-tranzitivny uzaver relacie 4.

Takato definicia nedéva ziadne obmedzenie na pocet flipov zasobnika.
Preto citatelovi s istymi znalostami z formalnych jazykov a automatov pri
troche zamyslenia isto napadne, ze takyto model s neobmedzenym poc¢tom
flipov zasobnika je vypoctovou silou ekvivalentny turingovym strojom. Toto
tvrdenie by sme pri oznaceni ktoré budeme pouzivat zapisali .Z(NFPDA) =
Z(NFPDA(x0)) = Z(RE). My sa tomuto dokazu nebudeme dalej venovat,
podrobnosti sa daju najst v [12, 11].

Ak ale nepovolime Iubovolne vela flipov, tak situacia zac¢ina byt zaujimava
v tom zmysle, ze pocet flipov sa stava prirodzenym vypoctovym prostried-
kom. Presnejsie, zdpisom £ (NFPDA(< k)) ozna¢ime triedu jazykov, ktoré

sa daju rozpoznat flipovym zasobnikovym automatom za pouZitia najviac
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k flipov. Formélnejsie by sme to mohli formulovat tak, Ze najviac k krokov
vypoctu moze byt druhého druhu v zmysle horeuvedenej definicie, resp. v
kazdom akceptac¢nom vypocte sa vyskytuje najviac k A-krokov. Analogicky
Z(NFPDA(= k)) je trieda jazykov rozpoznavanych za pouzitia prave k ob-
ratov zasobnika. Ak polozime k rovné nule dostavame prave bezkontextové
jazyky. Dalej je zaujimavou triedou jazykov trieda .2 (NFPDA(fin)) = (U2,
Z(NFPDA(<L k)).

Tiez, ako sme zvyknuti definujeme akceptaciu prazdnou paméitou.

Definicia 2.9. Pre flip-zdsobnikovy automat A = (Q,%,T,0, A, qo, Zo, )

definujeme jazyk
Ni(A) =A{w | (39)(q0,w, Zo) F (g,¢,¢) pricom A pouzije prave k obratov}
Uvedme pre tplnost nejaky priklad, aby bola zrejmé nasa notécia.

Priklad 2.10. Ukéazeme, ako jednoducho sa da tymto flip-zasobnikovym au-
tomatom rozpoznavat jazyk L = {ww | w € ¥*}. Nech A = ({qo0, 1}, {a, b},
{A, B, Zy}, 6, A, qo, Zo, 0). Prechodovi funkciu definujeme nasledovne:

1. 6(qo; @, Zo) = {(q0, ZoA)} 6(qo, b, B) = {(q0, BB)}

2. 0(q0,b: Zo) = {(q0: ZoB)} 7. d(q1,a,4) ={(q1,¢)}

3. (g0, a,A) ={(q0,AA)} 8. d(a1,b, B) ={(q1,¢)}

4. (g0, 0,A) ={(00, AB)} 9. d(ar,¢,20) = {(q1,¢)}

5. 0(qo,a, B) = {(qo, BA)}
A-funkcia je definovana jednoducho: A(qg) = {¢1 }- Mnozina akceptacnych

S

stavov je prazdna z dovodu akceptéicie prazdnou pamitou. Nie je zlozité

nahliadnut ze N;(A) = L. Uvedme ale priklad vypoctu na nejakom slove:

(qo, abaababaab, Zy) + (qo, baababaab, ZyA) F* (qo, abaab, ZyABAAB)
(qo, abaab, ZyABAAB) F (qi,abaab, ZyBAABA)
(q17 abaa’b7 ZOBAABA) - (q17 baa’b7 ZOBAAB) |_4 (q17 &, ZO) - (QIJ &, 5)
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Verime, Ze ¢itatel si bez problémov uvedomi v ktorom momente je aplikovany
ktory riadok J-funkcie. Podstatny je ale druhy riadok v uvedenom vypocte

automatu A. Tu sa totiz udial flip zasobnika.

2.3 Deterministické flipové zasobnikové auto-

maty

Analogicky ako pri standardnom zasobnikovom automate definujeme deter-
ministicky variant pridanim obmedzeni. Podstatou je, Ze automat méa mat
pre kazdi mozna konfiguraciu najviac jednu nasledujicu konfiguraciu. For-
mélnejsie, ak A = (Q, X, T, §, A, qo, Zo, F) je nedeterministicky flipovy

automat a ak navysSe platia nasledujice podmienky

1) Va € X U{e})(Vqg € Q)(VZ € T') obsahuje d(q,a, Z) najviac jeden
prvok,

2) (Va € B)(Vqg € Q)(VZ €T) ak (g, ¢, Z) # 0, potom (g, a, Z) = 0,
3) (Vg € Q) obsahuje mnozina A(q) najviac jeden prvok,
4) (Vg € Q)(Va € ZU{e})(VZ € T') ak A(q) # 0, potom 6(q,a, Z) =0,

nazyvame A deterministickym flipovym zasobnikovym automatom, oznacu-
jeme DFPDA. Prva a druhd podmienka st rovnaké, ako pre obycajné deter-
ministické zasobnikové automaty, tretia a Stvrta zavadzaju determinizmus do
moznosti obratov zasobnika.

Uplne analogicky sa zavedie aj akceptacia prazdnou pamifou. Tu ale
zavedieme oznacenie (lebo mddy akceptacie maji roznu popisnt silu, vid.
dalej v texte). Z(DFPDA(N_;)) bude trieda jazykov rozpoznavana determi-
nistickymi flipovymi zasobnikovymi automatmi prazdnou paméfou, pri¢om

na kazdom akceptovanom slove pouzije presne k flipov zasobnika. Trieda



KAPITOLA 2. UVAZOVANY MODEL 9

Z(NFPDA(N<y)) je podobne ako v predoslom, avsak dany automat pouZzije
na kazdom akceptovanom slove najviac k flipov zasobnika.

Podobne definujeme triedy jazykov . (DFPDA) = Z(DFPDA(c0)), res-
pektive Z(DFPDA(= k)), £ (DFPDA(< k)) alebo .Z(DFPDA(fin)) = ;-
Z(DFPDA(<L k)).

2.4 Jednoduché tvrdenia

V tejto podkapitole uvadzame fakty, ktoré priamo vyplyvaju z definicii. For-
mélne dokazy sa daju v kazdom pripade jednoducho doplnif, preto ich ne-

uvadzame, spravidla nac¢rtneme myslienku.

Tvrdenie 2.11. Ku kazZdému nedeterministickému flipovému automatu A,
ktory na kaZdom vstupe spravi najviac k flipov, vieme skonstruovat taky fli-
povy automat B, Ze spravi na kazdom vstupe presne k flipov a L(A) = L(B).
Preto Z(NFPDA(=k)) = Z(NFPDA(< k)).

Doékaz. Automat B bude iba simulovat A a poéitat pocet flipov (a pamétat
si samozrejme stav). Zapamétanie poctu flipov je realizovatelné, lebo k je
konstanta. Ak bude simulovany automat A v akcepta¢nom stave, tak potom
B bude mat nedeterministicky prechod na ¢ do nového $pecidlneho akcep-

tacného stavu, v ktorom dorobi zvysny pocet flipov a az potom akceptuje.
O

Tvrdenie 2.12. Ku kaZdému nedeterministickému k-flipovému automatu
A, ktory akceptuje stavom jazyk L(A), vieme zostrojit nedeterministicky k-
flipovy automat B, ktory akceptuje prazdnou pamditou a Np(B) = L(A) a

naopak.

Dokaz. Princip je uplne totozny s klasickymi zasobnikovymi automatmi.

Ak méame dany A akceptujtci stavom, tak B ho bude iba simulovat a ked je
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A v akcepta¢nom stave, tak bude moct prejst do stavu, v ktorom vyprazdni
zasobnik. Naopak, ak mame B akceptujici prazdnou pamiétou, tak ho vieme
simulovat tak, Ze simulujtci automat C' iba na zacdiatku prid4 na zasobnik
odrazku a ked sa na nu opiit vrati, tak na e prejde do akceptacného stavu.
O
Takze pri nedeterminizme mame podobnii robustnost, ako pri klasickych
zasobnikovych automatoch. Pri klasickych totiz méd akceptécie (prazdnou
paméfou, ¢i stavom) nemeni vypoctovi silu modelu. Pri modeli nedeterminis-
tickych flipovych zasobnikovych automatov je to analogické. Navyse nezalezi
na tom, ¢i automat spravi presne k obratov, alebo najviac k£ obratov. V ka-
pitole 3 uvidime, Ze v deterministickom variante (podobne ako pri klasickych
zasobnikovych automatoch) obdobné tvrdenia neplatia.

Okamzite z definicie tieZ mame.

Tvrdenie 2.13 ([11]).

#(CFL) = Z(NFPDA(< 0)) C .Z(NFPDA(<1))...
C 2(NFPDA(<k))--- C .2(NFPDA(fin))

Omnoho zaujimavejsie je ale to, ze prave tato hierarchia uz pri zave-
deni modelu viedla k otvorenému problému, ¢i st dané inklazie ostré. Ako
sa poukazuje v [11], medzi Z(CFL) a Z(NFPDA(< 1)) je ostra inkltzia.
Toto ihned vyplyva aj z prikladu 2.10. V dalSom uvedieme potvrdenie tejto
domnienky a nacrtneme aj techniku, ktora bola pouzita pri dokaze.

V tejto kapitole sme formélne definovali model s ktorym budeme pracovat.
Uviedli sme tiez niektoré tvrdenia, najma o mdédoch akceptacie. Upozornu-
jeme hned na zaciatku na silnt analdgiu s klasickymi modelmi zésobnikovych
automatov: nedeterministické médy akceptacie su ekvivalentne silné, deter-
ministické nie. DalSou analdgiou je to, ze nedeterministicky model je silnejsi,

ako deterministicky (pre k flipov), [6].



Kapitola 3
Zname fakty

V tejto kapitole uvedieme uz zname fakty a dokdzané tvrdenia pre flipové za-
sobnikové automaty. Budeme sa snazit podat uceleny obraz tychto vysledkov,
ale hlavnii pozornost budeme venovat prave tym, z ktorych budeme neskor
vychadzat a pouzivat ich pri vlastnych tvrdeniach. TechnickejSie dokazy ne-
budeme uvadzat. Pojde nam skor o to, aby sme podali ozrejmujici komentar

k danym tvrdeniam. Hlavnym zdrojom su ¢lanky [5] a [6].

3.1 Flip-Pushdown Input-Reversal technika

KedZe dokaz nasledujiceho tvrdenia je dost technicky, neuvadzame ho pod-
robne. Nazna¢ime iba jeho hlavné idey. Citatel ho moze najst v [5] kompletny.
Vo vyskumnej sprave [4] mozno najst este podrobnejsii vyklad uvedeného do-

kazu. Velmi podobny vysledok je aj v diplomovej praci [12].

Veta 3.1 ([5]). Nech k je prirodzené éislo (pripadne nula). Jazyk L je ak-
ceptovany flip-zdsobnikovgm automatom A = (Q, X, I', §, A, q, Zo, F)
prazdnym zdasobnikom s k+ 1 flipmi, teda L = Ny 1(A) vtedy a len vtedy

11
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ak je jazyk

LR = {va ‘ (Q(),w, ZO) l_j‘l (q17€7 ZOV) s k Obratmi7 G2 € A(Ql) a
(q2,v, Zoy®) % (gs,€,¢€) bez ziadneho obratu }

akceptovany flip-zdsobnikovym automatom B prdzdnou pamdtou s k flipmi,

to jest Lr = Ni(B). Toto turdenie plati aj ked uvaZujeme akceptdciu stavom.

Nacrt dékazu. Hlavnou myslienkou, ako uz aj nazov napoveda, je akasi vy-
mena obratu zasobnika za reverz konca akceptovaného slova. Majme vypocet
A na slove wv, ako v zneni vety. Potrebujeme automat B, ktory bude az po
posledny flip simulovat automat A. Namiesto toho, aby B odsimuloval aj po-
sledny flip automatu A, chceme ale docielit, aby z konfiguracie (g1, v%, Zy)
akceptoval prazdnou pamiitou (bez obratu zasobnika) prave vtedy, ked go
€ A(g) a z konfiguricie (go,v, Zoy™) je A schopny precitat v a vymazat
zasobnik, t. j. prejst do konfiguracie (gs, ¢, €).

Podstatou je spidtnd simulacia automatu A. Automat B v momente, kedy
by mal automat A urobit posledny obrat ho neurobi, ale prejde do tohto

R s vyssie uvedenymi

simulacného modu. Ocakava, ze ma na vstupe slovo v
vlastnostami a toto ide overif. Ulozi na zasobnik symbol Z; (lebo toto bol
posledny symbol zmazany zo zasobnika automatom A pri vypocte na v).
Dalej musi nedeterministicky simulovat pospiatky kroky automatu A na slove
v, Toto sa docieli zdmenou préce so zasobnikom a opa¢nou zmenou stavu. To
jest, ak automat A nieco do zasobnika pridal, tak B toto odoberie a naopak.
Analogicky, ak automat A presiel zo stavu p; do stavu p,, tak automat B
bude simulovat opac¢ny prechod, t. j. zo stavu py do p;. Praca so zdsobnikom
sa deje nad slovom .

Kebyze je v = ¢ tak by sa predosly popis spéatnej simulécie dal prak-
ticky priamodciaro pouzit. Co ale robi komplikacie je prave to, Ze pri zacati
tejto simulacie je uz nejaké slovo na zasobniku. Preto musi B pocas spit-

nej simuldcie spravne vymazéavat zo zasobnika toto slovo (chceme aby B
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tiez akceptoval prazdnou pamétou). Toto robi nedeterministickym uhadnu-
tim momentu (pre kazdy jeden symbol zrejme inokedy), kedy ho automat A
poslednykrat pouzil a v tomto momente ho zmaze. Tu je kriticky podstatné
to, ze spomenuté dva tseky na seba spravne priliehaji vo vyznac¢nych mo-
mentoch. V tychto momentoch je na zasobniku zvysok slova v a nad tymto
jeden symbol z horného tseku, pouzivaného na simulaciu. Preto je prihodné
vymazanie realizovatelné. Mimo tychto vyzna¢nych momentov vo vypocte
moze samozrejme horny tsek na zasobniku rast.

Téato idea je velmi podobnd konstrukcii v dokaze uzavretosti bezkontex-
tovych jazykov na reverz cez zasobnikové automaty, ale ako sme spomenuli
problém tu robi to, Ze v # ¢ a preto musime kvoli kontrole zabezpecit vhodné
vymazavanie tohto slova ~.

O

Veta 3.1 je jednou z hlavnych charakterizacii vypoctov daného flipového
zasobnikového automatu A. Podstatou je, ze jej dokaz je konsStruktivny,
teda dava algoritmicky névod na to, ako k automatu A zostrojit B.

Preto, ak je dany automat A, a vieme, ze na kazdom vstupnom slove
pouzije prave k obratov zasobnika, existuje algoritmus, ktory vie k tomuto
automatu vyrobit koreSpondujtci automat A,_; podla vety 3.1, to jest taky,
7e jazyk nim rozpozavany je jazyk rozpoznavany automatom Ay len s otoce-
nymi koncami slov“. Takto vieme dalej konstruovat automaty Aj_o, ..., Ag,
kde Ay nepouziva flipy, takze L(Ay) je oby¢ajny bezkontextovy jazyk, priamo

z definicie.

Poznamka 3.2. Preto vieme k danému k-flipovému zasobnikovému jazyku
L(Ayg) priradit nejaky bezkontextovy jazyk L(Ap), ktory ho v istom zmysle
charakterizuje. Touto charakterizaciou mame na mysli to, ze slovo w je z ja-
zyka L(Ay) prave vtedy, ak jeho vhodnym prevracanim koncov vieme dostat
slovo z (bezkontextového) jazyka L(Ap). Formalnejsie, slovo w = vy v; vs . ..

vr_1 v € L(Ax) prave vtedy, ked slovo vgvy ... v_1vf € L(Ag_;). Podslovo
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v je ,koncové“, teda také, ktoré automat Ay precital po poslednom flipe (je
to slovo v, ak sa na to pozerame cez oznacenie vo vete 3.1). A takto dalej
pokracujeme postupnym otac¢anim, az dostaneme slovo podla parity ¢isla k.
Ak k = 2m, tak je tvaru vguavy ... veuuit 0l oo wF Ak k= 2m+1,

; : R R R
tak vyzera nasledovne: vovavy ... VoV, 1Vom_1 -+ U1

3.2 Vyuzitie techniky Flip-Pushdown Input-

Reversal

Na vyznam uvedenej techniky a na jej dolezitost poukazuje to, Ze jej autori ju
pouzivaju na odvodenie prakticky vSetkych znamych zaujimavych vysledkov.
Tu niektoré z tychto vysledkov uvadzame a komentujeme.

Najdolezitejsimi vysledkami st separacia hierarchie a porovnanie sily de-
terminizmu a nedeterminizmu. Dokazy st pomerne technické. V dalSom ich

ideu nebudeme nijako potrebovat a preto ich neuvidzame.

Veta 3.3 ([5]). Nech

Ly, = {#w #wi #weHwaFt . .. #FwpHwi# | w; € {a,b},i €{1,... k}}

Pre k > 0 sa jazyk Lyyq dd akceptovat (deterministickym) flipovym auto-
matom za pouzitia k + 1 flipov, ale nie za pouZitia k flipov. Preto Ly, €

Z(NFPDA(=k + 1)) — Z(NFPDA(= k)). A preto pre triedy jazykov plati

Z(NFPDA(<k)) C Z(NFPDA(<k+1))
Z(DFPDA(<k)) C Z(DFPDA(<k+1))

Veta 3.4 ([6]). Nech k > 0. Potom Z(DFPDA(< k)) C Z(NFPDA(< k)).

Nasledujtce tvrdenie nam poskytuje konkrétny priklad jazyka, ktory ne-

vieme rozpoznat na Tubovolne velky ale koneény pocet flipov. Tento jazyk
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je velmi zaujimavy a dolezity, lebo mnohé zaujimavé vlastnosti ktoré flipové
automaty nemaju alebo fakty, ktoré o nich neplatia, sa dokazuju (resp. vyvra-
caju) prave sporom ktory bude prave s tymto tvrdenim, teda Ze by sa nam
podarilo akceptovat dany jazyk pre nejaké k. Aj my v dalSom tuto stratégiu
pouzijeme (pozri kapitolu 5). Preto uvedieme aj dokaz tejto vety. Pozname-
najme iba, Ze idey na podobnom principe (zaloZené na variantoch Ogdenovej

lemy [1]), aj ked zlozitejSom, sa pouzivaju aj v dokazoch viet 3.3 a 3.4.

Veta 3.5 ([5]). Jazyk L = {a"b"c" | n > 1} ¢ L (NFPDA(< k)) pre Tubo-
volné k > 0.

Dékaz. Sporom. Nech existuje k také, ze L € Z(NFPDA(< k)). Opit sa
ukéze dolezitost vety 3.1. Aplikujme ju teda na jazyk L k-krat. Ako sme sa uz
zmienovali, dostaname bezkontextovy jazyk. KedZe sa otacenie deje na kon-
coch vstupnych slov, budi mat slova v tom jazyku tvar w = a™b™ c"b™2a"2,
pricom musi platit, Ze ny + ny = my + my = n. K ozrejmeniu staci aplikovat
myslienky poznamky 3.2. O tomtom jazyku sa da ukézat, Ze nie je bezkon-
textovy, napriklad pomocou Ogdenovej lemy a jej variantov (pozri napriklad
[1] a [8]). Tymto sporom sme ukazali, ze L ¢ £ (NFPDA(fin)).

O

Veta 3.6 ([5]). Jazyk rozpozndvany flip-zasobnikovym automatom Ay s k
flipmi nad abecedou ¥ = {a} je regquldrny.

Doékaz. Treba si v8§imnat, ze L(Ay) = L(Ax_1) = --+ = L(Ay), lebo pracu-

jeme nad jednoznakovou abecedou, prave kvoli vete 3.1 a predoslému komen-

taru. Z Parikhovej vety [9] vieme, Ze bezkontextovy jazyk nad jednoznakovou
abecedou je regularny. Preto je aj L(Ay) regularny.

OJ

Dalsim zaujimavym désledkom vety 3.1 je, ze plati inklizia .2 (NFPDA (=

k)) C Z(CS). Toto vidno z toho, Ze linedrne ohraniceny automat nedetermi-

nisticky uhadne k£ otoceni koncov vstupného slova a nasledne overi, ¢i takto
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vytvorené slovo patri do prislusného bezkontextového jazyka. Prave veta 3.1
zarucuje spravnost tohto postupu.

V skutocnosti je ale prave spominand inklizia ostra. Ak totiz vezmeme
jazyk L ={a™}, L ¢ Z(CF), L € Z(CS). Keby?e je tento jazyk rozpozné-
vany k-flipovym automatom A pre nejaké k, bol by regularnym a to je spor

s vetou 3.6. Spominané fakty mozeme zhrnif.

Veta 3.7 ([5]). Nech k € N, k> 0. Potom pre triedy jazykov plati:

Z(CFL) ¢ Z(NFPDA(< k)) C Z(CS)

Na zéver uvedme tvrdenia, pomocou ktorych sa vysporiadame s otazkou
modov akceptacie v deterministickom variante. Uz v kapitole 2 sme spome-
nuli, Ze oproti nedeterministickému modelu tu isté problémy st. Opit pre
ilustraciu pouzitych technik uvadzame aj dékaz jedného z nasledujtcich vy-
sledkov.

Veta 3.8 ([6]). Pre deterministické flipové automaty je akceptdcia prazdnou
pamdtou slabsia ako akceptdcia stavom. Presnejsie: pre lubovolné k plati, Ze
Z(DFPDA(N_;)) C Z(DFPDA(= k)).

Veta 3.9 ([6]). Nech k > 1. Potom £ (DFPDA(=k)) C Z(DFPDA(<L k)).

Dokaz. Inklazia je zrejma z definicie. Sporom ukazeme, Ze sa jedna o ostri
inkliziu. Majme dané L; = #{a,b}*# a Ly = {#woH#w Swi# | wo, wy €
{a,b}*}. Ukdzeme, 7e L = L1 U Ly € Z(DFPDA(L k)) — Z(DFPDA(= k)).
Evidentne plati, Ze L vieme akceptovat deterministickym flipovym zasobni-
kovym automatom za pouzitia najviac jedného flipu. Automat iba ¢ita w za
prvym #, ak po druhom # pride a alebo b, dava ich na zasobnik a potom po
symbole $ kontroluje, ¢ st slova rovnaké. Preto L € Z(DFPDA(< k)). Pred-
pokladajme ale, ze je L akceptovany deterministickym flipovym automatom

A=(Q,%,T,0,A, q, Zy, F), pricom na kazdom akceptovanom slove spravi
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presne k obratov. Plati teda, ze (3¢ € Q)(Fy € I'*)(qo, #wo#, Zo) F5 (¢, €,7)
a pocas tohto tiseku vypoctu spravil A presne k obratov. KedZe ale pre Iubo-
volné w; € {a, b}* patri slovo do L (a aj preto, ze A je deterministicky), musi
byt na slove v akceptacny vypocet, ktorého prva ¢ast je ako na slove wg. Na
nej ale A Ziaden flip nepouzije. Tu uz je vidno spor, lebo sme schopni skon-
struovat DPDA B, ktory iba najprv vloZi v na zasobnik a simuluje vypocet A.
Takto by platilo L(B) = {w$w# | w € {a,b}*} Kedze ale tento jazyk nie je
ani len bezkontextovy, dospeli sme k sporu. Preto L ¢ .2 (DPFDA(= k)) pre
Ziadne k. Preto dokonca plati, ze £ (DFPDA(= fin)) C .Z(DFPDA(< fin)).
O

Hlavnt pozornost v tejto kapitole sme venovali vete 3.1 a jej dosledkom.
Poukézali sme na jej dolezitost pri rieSeni rozliénych problémov vyvstavaja-
cich v oblasti flipovych zasobnikovych automatov. V dalsom doleZitost tejto

vety dalej potvrdime, ked ju pouZijeme pri vlastnej konstrukcii.



Kapitola 4
Problém epsilon krokov

V tejto kapitole vyrieSime otvoreny problém formulovany v [6].

Vychodiskom pre nas bude otazka: Ako sa zmeni trieda jazykov rozpoz-
navanych klasickymi zasobnikovymi automatmi, ak v definicii automatu ne-
povolime kroky na €? Odpoved je: nijako, ostane nezmenend, [8, 3|. Teda
kazdy bezkontextovy jazyk sme schopni akceptovat automatom, ktory ne-
pouziva kroky na epsilon. Toto je pomerne zaujimavy fakt, lebo vieme kazdy
jazyk rozpoznaf v ,redlnom case“. Uvodzovky sme pouzili preto, lebo na
slove dlzky n musi zésobnikovy automat urobif najviac O(n) (potencidlne)
nedeterministickych krokov. Tento fakt je pomerne nenaro¢nym doésledkom
vety o Greibachovej normalnom tvare bezkontextovej gramatiky [3].

V tejto kapitole ukdzeme, Ze podobnu vlastnost maju aj nedeterminis-
tické flipové zasobnikové automaty. Konkrétne ukazeme, ze £ (NFPDA(k))
a trieda jazykov rozpoznavana automatmi nepouzivajucimi epsilon kroky s

k flipmi su totozné, ¢im vyrieSime problém formulvany v [6].

18
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4.1 Hlavna idea

Definicia 4.1. Triedu jazykov rozpoznavanu (akceptanym stavom) nede-
terministickymi zasobnikovymi automatmi najviac k obratmi, ktoré nepou-
zivaju 0-kroky na e budeme oznacovat Z(NFPDA(<L k).).

Majme jazyk L = L(Mj), pricom M; je Tubovolny NFPDA(< k), ktory
pouzije presne k flipov a akceptuje prazdnym zasobnikom. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze ¢ ¢ L. Chceme ukazat, ako zostojif nejaky automat
M nepouzivajici kroky na ¢, taky, ze L(M;) = L(M). Chceme ukazat, Ze
L € Z(NFPDA(< k).). Chceli by sme pouzif vetu 3.1, t.j. techniku flip-
pushdown input-reversal. Za tymto tcelom zavedieme do jazyka L znacky

takto:
Ly = {vo#v1 ... #up# | w =vovy ... v € L}

pricom jazyk Ly = L(M’) a plati, ze M’ je vhodny -Z(NFPDA(< k)), ktory
hned po kazdom flipe precita symbol # a na konci slova ¢ita tiez tento
symbol. Teda kazdé slovo z jazyka L, méa v sebe vsunutych presne k + 1
mriezok, pricom slovo v; = € vtedy a len vtedy, ak automat M; medzi -tym
a i+ 1-vym obratom zésobnika (pri akceptacnom vypocte na slove w) neéital
70 vstupu.

Chceme docielit to, aby sme mohli skonstruovat postupnost jazykov Ly,
Li_1, ..., Lo, tak, Ze u#v# € L; < u#tvli# € L,_1, kde u obsahuje prave
1 symbolov #. To znamenad, ze na jazyk L; pouzijeme presne ¢ flipov zasob-
nika a ze L;_; vznikd z L; aplikiciou spomenutej techniky (veta 3.1). Takto
budeme moct problém prislusnosti slova w do jazyka L; previest na problém
prislusnosti slova wy do jazyka Lg, ktory je bezkotenxtovy. Bude teda platit,
Ze w € Ly < wy € Ly, kde jazyk Lo dostaneme k-nasobnou aplikaciou tech-
niky flip-pushdown input-reversal. Ako vyzera jazyk L, presnejsie slova wg?

Zavisi to od parity poctu flipov. Pozri tiez poznamku 3.2.
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Ak k = 2l potom Ly =

{vottvattva . .. Fom#vg_y .. #VSHOTH | vottvi# .. HouFt € Ly}

Ak k=2l +1tak Ly =

{vottvatha . .. FromFtvg  #HVS 1 .. HOSHOTH | vt # .. Houn# € Li)

Z povedaného vyplyva, Ze slovo w = w;, patri do L prave vtedy ked wy
(ktoré dostaneme postupnym obracanim koncov slov w; € L; podla vety 3.1)
patri do Ly.

Dolezity fakt je, ze Ly je bezkontextovy, teda mame gramatiku Go v Gre-
ibachovej normalnom tvare pre jazyk Ly. Ako nam toto poméze? Predpokla-
dajme kvoli vykladu, ze k = 2. (Pre neparne k sa zmenia totiZ len oznacenia.)

Vezmime lavé krajné odvodenie slova wy v gramatike Go = (N, T, P, S):

S =* Vo =* (41)

* voHvgan = (4.2)

4

*

VoV H U 0y =7

*

*

C=

*

VoHV2HVy . . . #HUy g ="
VoFFU2 Vs . . . #Uzl#vgfloémq

R R
VoHFVF Vg . . . HVq V1 F Vg _g00—3 ="

*

*

*

C=

* vpFtvadtug . . FogFol #H #HolHolH = w, € Lo

L R A R R

ricom «; € N*. Z tohto vidno, Ze kebyZe moZeme odvodenie spravne sme-
)

rovat a obracat, tak by sme vedeli odvodit aj slovo wy. Toto znamena, Ze

kebyZe vezmeme ¢ast odvodenia (4.1) a refazec netermindlov off a z kaz-

dého neterminalu odvodzujeme také slova, ktoré su zrkadlovymi obrazmi
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slov, ktoré vieme z daného neterminalu odvodif v gramatike Gy dostaneme

,odvodenie“, ktoré by vyzeralo takto:

S =, voap obrat netermindly
vooz(l;2 teraz budes odvodzovat v reverznej gramatike G’

=&, vo#v1 B kde § je refazec neterminalov G’

Toto samozrejme nevieme zabezpecit bezkontextovou gramatikou! Pod-
statu tohto procesu ale vieme odsimulovat za pomoci obratov (flipov) za-
sobnika. Ak by sme obratili aj retazec 8 a urobili podobny postup, vedeli
by sme ,odvodit“ vetni formu (v reverznej ku reverznej gramatike ku Gy)

VoF#v1#vey. Ozrejmime si, o presne mame na mysli presnejsim oznacenim:

(&%) = Al Ce An (43)

A, :>*G'0 x;, €T

U = X1...2y
u = FHuvgdvg . HogFol # . HolHolH
uf' = HuiHust . o FogdE . oS HOSH#

Definujme tiez formalnejsie, o mame na mysli pojmom reverzna grama-

tika.

Definicia 4.2. Gramatika H = (Ng,T, Py, Sy) sa nazyva reverznou ku
gramatike I = (N, T, P, Sy), ak plati:

e H je v Greibachovej normélnom tvare
® NH N N[ = N[
o VEeN)(VzeT) =y 2t — =32

Slovne: v gramatike H vieme generovat z kazdého netermindlu grama-

tiky I (tieto netermindly su jediné spolocné pre obe gramatiky) iba také
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terminélne slové, ktoré su reverzami slov odvoditelnych z daného netermi-
nalu v gramatike /. Ak mame dant gramatiku H, vieme [ algoritmicky bez
problémov skonstruovat. Toto bude popisané nizsie. Podstatné je, Ze plati

nasledovny fakt, ktory v dalSom pouzijeme.

Lema 4.3. Nech H = (Ny, T, Py, Sy) je reverznd gramatika ku gramatike
I = (N, T, P;,Sp). Potom pre lubovolny neprazdny retazec netermindlov o

€ N} a pre lubovolné termindlne slovo v plati:
a =% v vtedy a len vtedy ak o =%, v”

Doékaz. Indukciou na |a|. Baza vyplyva z definicie 4.2. Indukény krok je
jednoduchy. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vietky o dizky k. Nech
teraz plati aA =% v,v4. Z indukéného predpokladu méame, ze af =% vE. Z
definicie 4.2 mame A =7 v¥. A preto plati Aot =% vHvE. Lahko vidno, Ze
to plati aj naopak.
OJ
Chceme skons$truovat zasobnikovy automat M, ktory by simuloval kroky
odvodenia gramatiky asi takto: Na vstupe mé slovo w;, a ide overit, ¢i je to
naozaj tak (¢i patri do Lj;). Cast odvodenia (4.1) vie simulovat standardne,
po precitani vy (a suasnom odvodzovani a overovani v gramatike Gy) sa
dostane do konfiguracie (q, #v1#vaF# . .. #ur#, A, ... Ay). Upozoriiujeme, Ze
vrch zésobnika je napravo. Potom spravi obrat (flip), teda prejde do konfi-
guracie (p, #u1#va# ... #u#, Ay ... Ap). (Stavy teraz nie su dolezité.) V
tomto momente zacne simulovat odvodenie uz v rdmci gramatiky G (ktora
je reverznou ku gramatike Gy, v zmysle definicie 4.2). Co sa d4 v grama-

tike G; odvodzovat z vetnej formy A, ... A;, ktort mame reprezentovani na
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zasobniku? No podla (4.3) a definicie 4.2 plati:

A =g, le

Ay A = ol (4.4)
u® = 2l 2f
uf = Ho#usH . Hog#oRH L HolHolH (4.5)

a potom zo (4.4) a (4.5) vyplyva:
A,.. . A :>Zvl #UlBlBQ ... B,

kde B; st netermindly gramatiky G. Tu by opét nasledoval obrat zasobnika a
tak dalej... To jest: simulovali by sme gramatiku G, reverznu ku G, pouzili
predpoklady podobné (4.2) a definiciu 4.2. PresnejSie by sme simulovali ti
Cast odvodenia, ktora by z vetnej formy B,, ... B; odvodila #uv,Cy...C, v
ramci gramatiky G5. Takéto ,prepnutie médu simulacie“ by nastalo k-krat
pocas kazdého akceptacného vypoctu automatu Ms.

Neformélne sme popisali, ako by mal automat M, vyzerat, aké grama-
tiky a kedy bude simulovat a kedy obracat zasobnik. KedZe bude simulovat
iba gramatiky v Greibachovej norméalnom tvare, nebude pouzivat kroky na
epsilon.

Z popisaného ale vyplyva, ze automat My, ktorého konstrukciu sme cely
¢as neformalne popisovali, akceptuje ,,dobré slova“, t. j. také ktoré su z ja-
zyka Lyj. V skutoc¢nosti sme popisovali, ako pre tieto slova ukazat, Ze existuje
nedeterministicky akceptaény vypocet. Na prvy pohlad nie je jasné, ¢i neak-
ceptuje ndhodou aj nejaké iné slova. V dalsom ukézeme, Ze tomu tak nie je.
Je tomu tak preto, lebo mame zavedené do slov jazyka L mriezky. Teda zZe
sa ndm nemoze staf, ak budeme simulovat a obracat odvodenia gramatiky
Gy (a dalsich k nej reverznych a k nim reverznych atd.), Ze by sa dala tato
gramatika G, simulaciou ,,pouzit nespravne®. Uvedieme jednoduchy priklad,

kedy by sa toto mohlo stat, ak nepouzijeme mriezky.
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Vezmime jazyk L = {ww | w € {a,b}"}. Tento jazyk patri do triedy
jazykov Z(NFPDA(= 1)) a vieme ho akceptovat nejakym automatom FE;
prazdnym zasobnikom, pricom tento robi obrat vzdy po slove w. Narocky
nevlozme mriezky a vezmime jazyk Lo = {ww® | w € {a,b}"}, ktory do-
staneme priamociarou aplikaciou vety 3.1 na jazyk L. Majme gramatiku (v

Greibachovej normalnom tvare) G = (N, {a, b}, P, S) s pravidlami
aSA | bSB
aa | bb

a

b

VISRV
L

Evidentne L(G) = Ly. Kebyze chceme aplikovat vyssie naznaceni mys-
lienku, tak bezepsilonovy automat FE5 by najprv simuloval gramatiku G.
Preto by bolo mozné, aby sa z konfiguracie (g, w, Zp) dostal do konfiguracie
(q,€, ZoWTS), kde W € {A, B}* a zodpoved4 slovu w. Potom by sa mohol
obratom dostat do (p, e, ZpSW). Simulovanim reverznej gramatiky (ktora je
v tomto pripade presne gramatika ) dalej na slove w by sa mohol dostat do
(r,e,ZpS). A tu je problém, lebo dalsou priamoéiarou simuldciou reverznej
gramatiky by vedel akceptovat aj slova tvaru wwovv®. Pricom ww je cast,
ktorti v principe odsimuloval spravne, ale ¢ast vvf' je tam zanesend, kvoli
symbolu S, ktory ostal na zasobniku. Tomuto chceme zabranit presnym vy-
medzenim konca slova a miesta obratu pomocou znaciek.

Tento priklad je sice trividlny a umely, dal by sa dokonca aj opravit, aby
platilo nie iba L C L(E,), ale aj L = L(E,). Chceme ale poukézat na to, ze
nemozeme aplikovat vetu 3.1 bez znaciek, ktoré nam budi presne urcovat kde
v ¢itanom slove ma nastat obrat zasobnika a kde je koniec slova. Tieto znacky
sa nam vnesu aj do gramatiky Gy a naslednych k nej revernych gramatik a
budii zamedzovat nespravnym simuldcidm (nespravnym v prave uvedenom

zmysle).
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4.2 Dokaz

Majme teda jazyk L = L(M;), pricom M; je NFPDA(<Z k), ktory pouzije
presne k flipov a akceptuje prazdnym zasobnikom. Pre jednoduchost pred-

pokladajme, Ze € ¢ L Nie je tazké dokazat, zZe aj jazyk
Ly, = {vo#v1 ... #ur# | vovr ... v € L} (4.6)

je akceptovany nejakym flipovym automatom M’, pricom tento automat po-
uzije presne k flipov, po flipe vzdy precita symbol # (ak M; urobil flip),
ktory je novy a akceptuje prazdnym zasobnikom. Jednoducho vsunieme do
slov mriezky tam, kde na ich vypocte automat M; spravil flip. Presnejsie
bezprostredne za tento flip.

Pojde ndm o to dokazat, Ze jazyk L; je akceptovany automatom, ktory
nepouziva §(q,e,7), pre ziadne ¢ ani Z. Ak budeme maft toto, potom sa
ukéize, ze vieme mriezky z jazyka L, vymazat a dostaf tak povodny jazyk
L, za predpokladu, Ze tymto vymazanim dostaneme opit jazyk, ktory sa
dé akceptovat bez epsilon krokov. Toto by malo byt len technické tvrdenie,
sta¢i nam pamiitat si isty tsek zasobnika a robit viac krokov akoby naraz,
pricom nebudeme musief pouzit epsilon krok. Navyse chceme z kazdého slova
vymazat iba konsStantne vela symbolov, teda sa bude jednaf o tzv. limited
erasing.

UkéZzeme konstrukciu odepsilonovania. V dalSom predpokladame, Ze sym-

bol # je novy. Pouzijeme:

Veta 4.4. Nech Ly je jazyk, ktory vznikne vhodnym vsunutim symbolov # do
jazyka L, ako sme uZ popisali vyssie. Postupnym aplikovanim techniky flip-

pushdown input-reversal z neho zostrojime jazyky Li_1, ..., L1, Lyg. Potom
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pre tieto jazyky plati:

w = vofFuiHf . .. FFuiaFviAtvH € Ly
vtedy a len vtedy ak

w' = voHunH# .. HviFHH € L.

Tu 1l < i <k, pricom jazyk L;_1 = L(D), pre nejaky NFPDA(< i — 1)
automat D, je jazyk, ktory dostaneme, ak na NFPDA(< i) automat C, kde

L(C) = L; aplikujeme spominant techniku.

Dokaz. Stadi si uvedomit, ¢o presne znamend aplikovanie techniky na au-
tomat C akceptujuci jazyk L;. Tu je podstatny predpoklad o tom, ze mame
miesta flipu oznacené symbolom #. Presnejsie:

[=]:

Z vety 3.1 vyplyva, ze ak mame akceptacny vypocet automatu C' na slove
w vieme z tohto skonsturovat akceptacny vypocet na slove w’ automatu D.
(Presnejsie to vyplyva z konstrukcie v dokaze vety 3.1 a eSte presnejsie zo
spitnej simulacie, ktorti vykondva automat D.) Dolezity je samozrejme pred-
poklad, ze automat C' ¢ita po kazdom flipe znak # a Ze veta 3.1 odstrainuje
posledny flip.

[<]:

Majme akceptac¢ny vypocet na w’ automatu D. Potom vypocet po i — 1-
vl mriezku vieme zopakovat v automate C. Ale kedZe po tomto poslednom
1 — 1-vom flipe musi bezprostredne ¢itat mriezku, vieme, Ze sa jedna a koniec
nejakého slova z jazyka L;. Z konstrukcie jazykov Ly, ..., L1, Lo vyplyva, ze
koniec w’ je obratom konca w.

OJ
Ak vetu 4.4 aplikujeme k-krat dostavame:

Veta 4.5. Nech Ly, Ly_1, ..., L1, Ly st jazyky, ktorych konstrukciu sme
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popisali vo vete 4.4. Potom pre k = 2l plati:

VoFFVIFE . . . FURH € Ly,
vtedy a len vtedy ak

VoFVaHULHE . .. #Ugl#vg_l# . #vf#vf’# € L.

Podobne, pre k = 21 + 1 plati:

VOFHVLFH - .. FOLFH € Ly
vtedy a len vtedy ak

VoFtvaHvaFE . . HugFust Hob H HolHulH € L.

Podstatna pre nas bude korespondencia medzi slovami z Lg a slovami z
Ly, ktora bola prave formulovana vo vete 4.5. Istd neprijemnost je v parite
¢isla k, ktoré je poc¢tom flipov, ako vidno zo znenia vety. Pre jednoduchost
vykladu pripominame, ze budeme v dalSom predpokladat, ze k& = 2I. Pre
pripad k& = 2 + 1, ako sme uz spomenuli, buda uvedené idey aplikovatelné
tak isto.

Vieme, Ze z faktu Ly € Z(CFL) vyplyva existencia bezkontextovej gra-
matiky v Greibachovej normalnom tvare Gy = (Ny, 2, Py, So), L(Go) = L.
Ukézeme, ako sme uz naznacili, Ze vieme skonstruovat gramatiky G; pre i
€ {1,2,...,k}, tak Ze gramatika G; bude reverznou ku gramatike G, v
zmysle definicie 4.2.

Majme teda gramatiku G;_; = (N;_1,%, P,_1,5;-1). Pre vSetky A € N; 4
vezmime jazyk Ly = {w" | A =¥ w}. Tieto jazyky st bezkontextové, lebo
plati ze Ly = L¢,, kde G4 = (N4, X, P4, A). (Vo vSeobecnosti ak vezmeme
bezkontextovi gramatiku a v nej Iubovolny jej neterminal definujeme ako
podiato¢ny, tak dostdvame mnozinu slov z neho odvoditelnt v rdmeci tejto
gramatiky. Evidentne je tato mnozina bezkontextovym jazykom.) Ny = N;_;

aplati, ze A — o, a € (N4UX)* je pravidlom gramatiky G 4 prave vtedy, ked
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pravidlo A — « je pravidlom gramatiky G;_i. Z bezkontextovosti vyplyva,
ze existuje gramatika G’y = (N, X, P}, A) v Greibachovej norméalnom tvare
(vieme ju skonstruovat algoritmicky, vid napr. [8]) takd, ze L(G'y) = La.
Dalej mozeme predpokladat, 7e pre A # B je N, N Ny = 0 a tiez, ze N/,
N N;—; = A. Gramatiku G; = (N;, %, P, S;) dostaneme ako ,zjednotenie”
gramatik G4, t. j.

N, = |J W,
AEN; 1
o= U P
AEN;_1
Si = Si-1

Z toho ako sme to definovali, je zrejmé, Ze je splnend definicia 4.2, to jest G;
je reverznou gramatikou ku gramatike G;_;.

Jednoduchsie a menej formalne vyjadrenie predoslej formélnej konstruk-
cie je takéto. Mame gramatiku G;. Pre kazdy jej neterminadl A vezmeme
gramatiku vzniknutt z G; tak, ze A bude pociato¢ny a pravé strany pra-
vidiel reverzneme. Tuto gramatiku prevedieme do Greibachovej normalneho
tvaru. Toto bude gramatika G 4. Este treba premenovanim zabezpecit to, aby
pre rozne neterminaly A # B mali gramatiky G4 a Gp rozne neterminaly
a to kvoli tomu, aby sme nemohli na neterminal jednej pouzit odvodzovacie
pravidlo tej druhej. Tieto gramatiky G4 pre vSetky A € N(G;) vezmeme a
spojime do jednej jednoduchym zjednotenim ich neterminalov a pravidiel.
Takto dostavame gramatiku G1.

Prikro¢me k zostrojeniu bezepsilonového NFPDA (< k) automatu M, pre
jazyk L. Tento bude iba postupne simulovat gramatiky G; a to tak, Ze po
i-tom flipe bude simulovat gramatiku G;. Po flipe bude vzdy na vstupe na-
sledovat mriezka. Automat bude akceptovat stavom a iba vtedy, ak je na
zasobniku jediny symbol Zy. Toto robime preto, aby sme mohli priamo po-

uzif vetu 3.1. Je to iba technické, ale sta¢i nam pamitat si v zadsobnikovom
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symbole, ze pod nim je uz iba symbol Zj. (Treba si vSimnut, ze v podkapi-
tole 4.1 sme uvazovali tak, ako keby mal zasobnikovy automat na zasobniku
iba vetni formu. Formalne musi mat na spodku aj symbol Zj, ktory nie je
stucastou tejto vetnej formy. A toto musime formélne odsimulovat, aby sme
mohli aplikovat myslienky z podkapitoly 4.1, pouzit vetu 3.1 a stcasne aby
konstruovany automat M; nerobil kroky na €.)

Pre jednoduchost mdzeme predpokladat, Ze vy v (4.6) je rdzne od e. Ak
nie, vieme pridat bezprostredne pred prvy flip automatu M; precéitanie neja-
kého nového symbolu, napr. $. Tento predpoklad si mozeme dovolit z doho
dovodu, Ze vsuviek (teda novych symbolov vhodne vsunutych do slov ja-
zyka L) mdze byt konStantne vela. Preto pridanie tohto dalsieho symbolu
$ nijako neuskodi. Lebo v dalSom ukdzeme, Ze pre ,vsuvkovany“ jazyk Ly
vieme spravit bezepsilonovy automat a ze trieda jazykov rozpoznéavand ty-
mito automatmi je uzavretd na operaciu vymazu jedného symbolu. Kedze
ale potrebujeme vymazat konStantne vela symbolov, tak naSej konstrukcii
nijako neuskodi, Ze tato konstanta (pocet vsunutych symbolov) bude o jedna

.....

vacsla.

Forméalne bude M2 = (K7 XU {#}7 F7 57 Aa%a Z07 {QF})?

K = {QF}U{%7%7"'7(]_]6}U{QO7CI17"'7qk}7
I' = {A A" | Ae Ny} u{Z},
Alg) = {@w} A i€{0,1,... .k -1}
Symbol A¥ méame iba kvoli tomu, aby sme vedeli, Ze pod tymto symbolom,

je uz iba Zy (E je zo slova end). Pripominame, ze # ¢ X. Tak spravime aj

d-funkciu, aby sme toto pri simulécii gramatik G; zohladnili.
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Nasleduje vypis d-funkcie:

5(q,a,Zy) > (qo, 20A%BY) & a€X A Sy—aBAc P
§(q0,a,72) > (q0,5%) & a€% AN Z—aB €D,
5(qo,a, Z%) > (qo, A¥B") & a€eX A Z—aBACP,
0@ #.2) > (68" & Z->#peh
0@, #,2%) 3 (4, A"B"Y) & Z-#BAch
§(gi,a,2) > (q:,8%) & a€X AN Z-—aBcEP,
6(gi,a,Z2%) > (¢, A®B%) & a€X A Z—aBAc P
8@, #.2) > (@.B") & Z—-#BeP
5@, #,727) 3 (¢, APBR) & Z = #BAC P
5,0, Z) > (q¢,8%) & a€X A Z—aBch
8(aqr a, Z%) 3 (g, APBR) o aeS A Z—aBAc P,
S(g #,2%) 2 (qr,e) & Z—H#€Db

Tujei € {1,2,...,k — 1}, teda pre kazdé takéto i mame prislusné riadky
0-funkcie. P,, st pravidla gramatiky G,,. Okrem uvedenych nie st v delta

funkcii ziadne dalsie polozky. Podstatné je, aby platila nasledujica lema.

Lema 4.6. Pre skonstruovany automat My plati:
(Vv € ¥*)(Va € T™)(VB € IT')
(%7 v, ZO) l_* (QO7 £, ZOQR) ~ SO :>*Go vo
(@7 #U> ZOCVR) l_* (q“ g, ZOBR) < o :>*G’l #Uﬁ
(q_kv #U#7 ZOQR) = (QFa g, ZO) < « :*Gk #U#

kdei € {1,2,...,k — 1} at kroky vypoctu si iba za pouZitia o-funkcie (teda

bez obratov zdsobnika).

Dékaz. Vyplyva priamo z definicie automatu Ms, lebo sme ho konstruovali

na zaklade gramatik G; tak, aby sme zabezpecili ich spravnu simuléaciu. Tro-
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chu znasilnujeme notaciu v tom, ze symboly zasobnikovej abecedy st bohatsie
(mame symboly A¥), ale v tvrdeni lemy stotoznujeme A¥ so symbolom A,

aj ked tak vyslovene neuviadzame.
0

Veta 4.7. Pre skonstruovany automat My plati, Ze L(My) = Ly, pricom

automat My nepouziva kroky na epsilon.

Dokaz. To, ze M, je bezepsilonovy, je zrejmé z konstrukcie a z toho, ze
gramatiky G; maju vSetky pravidla tvaru N; — XN/ (st v Greibachovej
normalnom tvare). Podstatné je dokazat rovnost. Pripominame predpoklad,
ze k = 2l, pre neparne k je dokaz analogicky.

Ly € L(Ms)|:
Nech w € Ly. 7 vety 4.5 vieme, zZe

W = VeFVLH .. FHVg 1 FHVH € Ly &
Wy = voHVLF ... HugHvE #.. #olH c L,

Preto z predpokladu w € L, vyplyva, ze wy € Lyg, t.j. existuje Tavé krajné
odvodenie slova wy v gramatike GGy. Na zaklade tohto odvodenia a skonstru-
ovanych gramatik G; zostrojime platny vypocet automatu M, na slove w.
Predpokladame teda, ze:
So =G, Voo (4.7)
Vo =g, Wo

a =5 H . HogHos # . AHol

Dalej plati:
(@,v0, Z0)  F* (q0.¢, Zoa™) (
(q07 g, ZOQR) + (Ea g, Z()O[) (
ot =G, #up (4.
B =t #vs... Hog #HonH . HoSH# (4.
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Fakt (4.8) vyplyva z lemy 4.6 a z faktu (4.7). Fakt (4.9) je iba vyuzitim
A-kroku v automate M,, lebo sme ho tak definovali, ¢im sme tento prechod
umoznili. Fakty (4.10) a (4.11) vyplyvaja z faktu (4.8) a z lemy 4.3. Tu 5 je
retazec neterminalov gramatiky G;. Teraz opit pouzijeme lemy 4.6 a 4.3 a

dostavame:

(@1, #v1, Zoa) F* (q1,€, ZoB") (4.12)

Fakt (4.12) vyplyva opét z lemy 4.6 a z faktu (4.10). Verime, Ze Citatel vie
k sebe pripojit casti vypoctu (4.8), (4.9) a (4.12). Toto spojenie nam da
cast vypoctu na prefixe slova w. Tento prefix je v tomto pripade vo#uv;.
Takto vieme indukciou dalej pokracovat. Postupne vieme skonstruovat casti
vypoctov na prefixe vg#vi#vy aj voFviFHFva#vs a tak dalej. Tento postup
budeme opakovat, az sa nam podari zostrojit platny vypocet na celom slove
w. Preto w € L(M,).

L(M,) C Ly |:
Predpokladajme, Ze w = vo#uv1# . . . #vy_1#Hvy# € L(Ms;). Rozpisanim:

(Qo, vo#tvi#t ... #vuFt, Zo) (o, #o1# - . . Fvu#, Zoa)
(@7 #Huift . . HFoadf, Zo&ﬁﬂ = (Qi_Jrh #HUi 17 - - HoaH, Zoaz‘) (4-13>
(@, #outt, Zoo' 1)+ (qr, e, Zo) (4.14)

Tui € {1,...,k — 1}. Toto je temer kompletny vypis vypoctu M, na slove
w (chybaji len A-kroky), ktoré nastant medzi uvedenymi riadkami, t. j. zo
stavu ¢; do stavu g;;1. To, Ze tento vypocet musi vyzerat takto, vyplyva z
definicie automatu Ms.

Ideme ukézat, Ze vieme skonstruovat odvodenie slova wy = voFva# ...
Hvy #ol | #.. . # vl v gramatike Gy. Potom uZ bude w patrit do L,
vdaka vete 4.5. Odvodenie v Gy budeme z akceptacného vypoctu konstruovat

odzadu. Z lemy 4.6 a z predpokladu (4.14) mame:

Qg1 =g, Houdt (4.15)
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Z predpokladu (4.13) pre i = k — 1 a z lemy 4.6 mame:

aroy =g, Huaaop (4.16)

Potom z toho, Ze G}, je reverzna ku Gy_1, lemy 4.3 a z faktov (4.15) a (4.16)

mame:

-2 =@, , #021—1#715#

To, ze gramatika G}, je reverznd ku Gj_; je tu klucova zalezitost. Prave
vdaka tejto skutocnosti mozeme pouzit lemu 4.3 a méme zarudent existenciu
odvodenia ay 1 =, | #uvli4. Predpoklad lemy 4.3, Ze ay,_; musi byt retazec
neterminélov gramatiky Gy_; vyplyva z konstrukcie automatu M. Preto ju
mozeme pouzit. Tymto postupom vieme vzdy zosttpif do gramatiky s niz$im
indexom. Reverznosti gramatik, lemy 4.3 aj 4.6 a to ako mame rozpisany
vypocet My na slove w ndm nakoniec umozni ukézat, Ze existuje odvodenie
slova wy v gramatike Gy, t. j. podari sa nam zostupit az k odvodeniu slova
wo v gramatike Gy. Vsimnime si, ze k obracaniu cCasti slov v; dochadza pri
tomto zostupovani do gramatiky s nizsim indexom.
OJ
Dokézali sme, Ze vieme ,,odepsilonovat“ jazyk L, do ktorého sme vsunuli
k+1 mriezok a eSte mozno jeden symbol (tesne pred prvi mriezku — aby sme
zabezpedili hladky Start simuldcie automatom M,). Podstatné je, Ze musime
z kazdého slova vymazat tieto nové symboly (je ich len konStantne vela) a
dostat tak jazyk L. Samozrejme potrebujeme to urobit tak, aby sme vedeli

garantovaft, Zze akceptor pre jazyk L nebude pouzivat kroky na e.

4.3 Vymazanie znaciek

UkéZeme, ako vymazat vlozené znacky, resp. ako vymazat konStantne vela

symbolov, ktoré nie st v abecede ..
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Veta 4.8. Nech L € Z(NFPDA(=k).) a L = L(C) pre nejaky NFPDA(=
k). automat C. Nech jazyk L obsahuje iba slova dlzky aspoti dva. Potom
plati, ze jazyk

L'={w | u,veX" AN (3a € X)uav € L}

je tiez z triedy .Z(NFPDA(= k).) a je akceptovany nejakym NFPDA (= k).

automatom D.

Doékaz. Automat D bude iba simulovat automat C, pricom sa pocas kazdého
vypoc¢tu musi prave raz rozhodnuf, Ze vlozi nejaky znak a z abecedy ¥ do
¢itaného slova. Ak sa mu podari takto akceptovat, tak akceptuje. Zachovanie
poctu obratov je zrejmé, lebo povodny automat robil najviac k obratov.
Zachovanie bezepsilonovosti je technické, ale jedna sa iba o aplikovanie dobre
znamej idey, ktora spoji dva kroky do jedného. Automat D bude mat moznost
naraz odsimulovat dva J-kroky automatu C, pricom prvy z nich bude na
symbole a. Presnejsie ak automat D ¢ita b, odsimuluje naraz kroky automatu
C' na ab. Ak je ale a na konci (teda na vstupe uz nenasleduje ziaden symbol),
tak na vstupe b odsimuluje kroky automatu C' na ba. Takyto automat sa
dé priamociaro skonstruovat, len je to dost technické. Treba dbat pritom na
to, Ze automat C' mohol urobit obrat po symbole a. Z tohto vidno, ze D si
bude musief pamitat isti konStantnu cast zdsobnika v stavoch — to ¢o je
na spodku a ¢o je na vrchu a prisposobovat vypocet. Alebo obrat odlozi o
jeden krok neskor aby mohol spavne modifikovat zasobnik. Predpoklad, Ze L
obsahuje len slova dlzky aspoii 2 nAm zabezped bezepsilonovost automatu D,
lebo ,virtudlny“ krok na symbole a vieme vzdy spojit s krokom na nejakom
skuto¢nom ¢itanom vstupnom symbole. Jazyk L’ ako vidno nebude obsahovat

e, ale bude uz moct obsahovat slova dizky 1.
0]

Veta 4.9. Trieda jazykov £ (NFPDA(= k).) je uzavreta na prienik s regu-

larnym jazykom.
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Dokaz. Trividlny. Automat iba v stavoch simuluje pocas vypoc¢tu konecno-
stavovy automat pre dany regularny jazyk a akceptuje iba vtedy, ak je tento
konec¢nostavovy automat v akceptacnom stave. Je zrejmé, ze pocet flipov aj
vlastnost nepouZivania e-krokov sa zachova.
O
Vratme sa spif k nadSmu problému. Zobrali sme jazyk L, akceptovany
automatom M s presne k obrami, o ktorom sme predpokladali, Ze neobsahuje
e. Skonstruovali sme jazyk L, z jazyka L vsunutim znaciek na miesta vo
vstupnom slove, kde sa udial obrat po¢as vypoc¢tu (v automatu M;) na tomto
slove. Ukéazali sme, Ze jazyk L, vieme akceptovat automatom My, pridom
tento nepouziva d-kroky na epsilon. Teraz k + 1 nasobnym pouzitim vety 4.8
a prienikom s regularnym jazykom (X — {#})* vieme docielif vymazanie k+1
znakov # zo slov v jazyku L a dostat tak jazyk L. Veta 4.9 nam pritom
zaru¢i, ze L € Z(NFPDA(= k).). Kedze vety 4.8 a 4.9 st konstruktivne, tak
ich aplikovanim na automat M; dostdvame findlny NFPDA(= k). automat

M akceptujici jazyk L.

4.4 Zhrnutie

Veta 4.10. Nech k > 0. Potom Z(NFPDA(= k)) = Z(NFPDA(= k).).

Dokaz. Pre k = 0 dostavame vSeobecne zname tvrdenie pre klasické zasob-
nikové automaty. Ak je £ > 0 vyplyva tvrdenie z predoslej konstrukcie. Jej

postup bol takyto:
1. Méme dany jazyk L € Z(NFPDA(= k)) akceptovany automatom M ;.

2. Umelo domn vsunieme na spravne miesta symboly #, ¢im dostaneme

jazyk L, akceptovany automatom M.

3. O jazyku Lj dokazeme, ze patri do .Z(NFPDA (= k).). Tento dokaz je v
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podstate konstrukcia automatu Ms. Toto je najdolezitejsia a podstatna

dast dokazu.

4. 7 jazyka Lj nasledne pomocou uzaverovych vlastnosti, respektive viet
4.8 a 4.9, odstranime vsunuté symboly, ¢im dostaneme NFPDA (= k).

automat M.
Zosumarizujeme este raz kazdy krok osobitne.

1. V kapitole 2 sme ukazali, Ze nezalezi na spdsobe akceptacie, preto pred-
poklad, ze L € Z(NFPDA(= k)) nie je nijako obmedzujtci. Jediny
predpoklad, ktory sme pocas predoslého vykladu urobili bol, ze ¢ ¢ L.
Toto tiez nie je problém, lebo e sa d4 pridat do Tubovolného jazyka z
Z(NFPDA(= k).) tym spdsobom, Ze akceptoru tohto jazyka pridame
novy pociatocny stav a tento bude akceptacny a nikdy sa don nebude
dat dostat, ak ho pocas vypoctu tento akceptor uz raz opusti. Preto je

aj tento predpoklad neobmedzujuci.

2. Vstvanie symbolov robime podla popisu. Bezprostredne po kazdom
flipe ide symbol # a na tUplnom konci slova tiez. Technicky predpo-
klad, ktory sme vyssie uviedli, aby pociatoéna cast slova (konkrétne
vp) bola rozna od ¢ sa dé vyriesit vsunutim iného Specidlneho symbolu.
Jeho vymaz prebehne tiez za pouzitia vety 4.8. Upozornujeme, ze kvoli
predpokladu ¢ ¢ L a prave povedanému ma jazyk L; iba slova dlzky

aspon dva.

3. Obsirne sme sa tomuto kroku venovali v podkapitolach 4.1 a 4.2 —
pri konstrukcii automatu M, a dokazovani toho, ze ma pozadované

vlastnosti.

4. Tu uz iba pripomenieme, Ze vetu 4.8 mozeme pouzit prave kvoli faktu,

7e L neobsahuje ¢ ani slova dl7ky jedna.
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O

V tejto kapitole sme dokazali, Ze d-kroky na & moézu byt z Tubovolného
automatu eliminované, bez ovplyvnenia vypoctovej sily modelu. Da sa hovo-
rit o normélnom tvare pre nedeterministické flipové zasobnikové automaty.
Jedné sa o rozsirenie dobre zndmeho normalneho tvaru (ktory sme spominali
v vode tejto kapitoly) pre klasické zasobnikové automaty. Tento normalny
tvar tiez stoji na Greibachovej normélnom tvare pre bezkontextové grama-
tiky, lenze je aplikovany v SirSom kontexte tivah ako pri klasickych zasobniko-
vych automatoch. Tymto sme kladne odpovedali na nezodpovedana otazku

z ¢lanku [6].



Kapitola 5
Uzaverové vlastnosti

V tejto kapitole sa venujeme uzaverovym vlastnostiam (najmé) deterministic-
kého variantu flipového zasobnikového automatu. Tymto sa poktasame aspon
o Clastocné vyriesenie dalSej otazky polozenej v ¢lanku [6] — ,, Aké st uzave-
rové vlastnosti tried jazykov ktoré vznikaju ked uvazujeme deterministické

flipové zasobnikové automaty?*.

5.1 Niektoré vlastnosti

V nasledujicom budeme pracovat (ak nebude uvedené ina¢) vyhradne s de-
terministickymi najviac k-flipovymi automatmi akceptujicimi stavom. For-
malne povedané nas buda zaujimat uzéverové vlastnosti triedy . (DFPDA (<
k)). Uvidime, Ze nasledujtce tvrdenia buda dost kopirovat zname vlastnosti
obycajnych deterministickych automatov. Pripomenme a oznac¢me si najprv

jazyky, ktoré budeme v nasledujicich tvahéch pouzivat:

Jp = {wiHwFweHweH . . FwHwy, | w; € {a, b} i€ {1,... k}},

Lope = {a™b"c" | n>1}.

38
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Veta 5.1 ([5, 6]). Nech k je prirodzené cislo vicsie ako nula. Potom

Jp € Z(DFPDA(=k)) C Z(DFPDA(< k)) C Z(NFPDA(= k))
Jp & Z(NFPDA(=k—1))

Doékaz. To ze Ji, je v.Z(DFPDA(= k)) je jednoduché. Automat pre tento
jazyk bude robit nasledovné: na zaciatku bude kopirovat symboly zo vstupu
do zasobnika. Ak precita #, tak obrati zasobnik a zacne kontrolovat, ¢ to, ¢o
je na vstupe sa zhoduje s tym, ¢o ¢ita zo zasobnika. Ak po docitani druhého
w; v poradi mé na zasobniku iba Z, tak pokracuje, inak sa zasekne. Nasledne
robi podobne pre w;,1.
Obidve uvedené inklazie vyplyvaju priamo z definicii danych tried.
Tvrdenie J, ¢ Z(NFPDA(= k — 1)) vyplyva okamzite z vety 3.3.
O

Tvrdenie 5.2. Trieda Z(DFPDA(< k)) je uzavreta na prienik s regularnym

jazykom.

Doékaz. Jednoduchy. Iba simulujeme kone¢ny automat v stavoch riadia-
cej jednotky flipového zasobnikového automatu a akceptujeme iba vtedy, ak
akceptuje aj tento konecny automat.
OJ
Dalej bude pre nas velmi uzito¢né tvrdenie vety 3.5. Zostrojime pomocou
neho jazyk s podobnou vlastnostou ako mé jazyk L., ale s tym rozdielom, ze
Laye je druh jazyka, ktory sa neda akceptovat nedeterministickymi flipovymi
automatmi a tento sa nebude dat akceptovat flipovymi deterministickymi

automatmi.

Veta 5.3. Nech k > 0. Trieda £ (DFPDA(< k)) nie je uzavreta na zjedno-

tenie.
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Dokaz. Majme jazyky

L, = {a"b" | n>1} € Z(DFPDA(L k)),
L, = {a"b"" | n>1} € £(DFPDA(< k)).

Oba st jednoduché deterministické zasobnikové jazyky (bezflipové) a preto
patria aj do .Z(DFPDA(<Z k)). Sporom ukazeme, Ze ich zjednotenie nemdze
patrit do .Z(DFPDA(< k)). Nech by Ly U Ly € Z(DFPDA(< k)). Majme
automat A = (Q, {a,b}, I, §, A, qo, Zo, F), taky, ze L(A) = Ly U Ls.
Z automatu A skonstruujeme iny flipovy zasobnikovy automat B, pricom
tento bude nedeterministicky a na vstupe bude robit najviac 2k flipov a
bude akceptovat jazyk L. Toto bude ziadany spor s vetou 3.5.

Najprv na zadklade automatu A zostrojme automat B = (QUQ, {a, b, c},
I, 05, A, qo, Zy, F'UF) takto:

Q = {glqe@}
F = {qr|qreF}
op(g,a,2) > (p,B) = d(q,a,2Z) > (p, B)
op(q,b,Z) > (p,B) & 0(g,0,2) > (p, )
05(7,a,2) > (b,B) <« d(q,a,2) > (p, B)
o5(q,¢,Z2) > (p.B) < d(q;b,2) > (p, B)
o(q,e,2) > (q,Z2)<qeF
Aplg) = Alg)
Agp(@) = {plpe A9}

Toto je dobre definovany (nedeterministicky) flipovy zdsobnikovy automat.
Intuitivne sme urobili toto: zobrali sme dve kdpie automatu A (v jednej su
stavy ¢, v druhej st stavy oznadené — §), pricom sme definovali v ramci
prvej képie 6p aj Ap prechody uplne totozne ako v A a v druhej képii sme

urobili podobne s tym rozdielom, zZe namiesto ¢itania znaku b sme do novej
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dp-funkcie zapisali ¢itanie znaku c. Prechod medzi képiami je mozny iba z
prvej koépie do druhej a to iba medzi akceptacnym stavom qg v prvej képii a
jemu zodpovedajicim g v druhej képii na € bez zmeny zasobnika.

Ako vyzerd L(B)? St dve moznosti, kedy mohol automat B akceptovat:
bud v nejakom akceptacnom stave ¢r z prvej képie, alebo v nejakom akcep-
tacnom stave gr z druhej kdpie. Ak nastala prva moznost, tak B nepouzil
dp-prechod na € z prvej do druhej képie, teda vypocet musel vyzerat totozne
ako v automate A (tak sme to definovali). Preto slova ktoré akceptuje touto
moznostou si presne slova z jazyka L(A).

Druha moznost je, ze B pouzil (iba raz, lebo je to tak definované), e
prechod medzi akceptacénymi stavmi ¢r a §r. Teraz si treba uvedomit, ze v
Case tohto e-prechodu je v konfiguracii, v ktorej automat A akceptuje. Preto
slovo ktoré B precital pred tym ako sa do tejto konfiguracie dostal je tvaru
bud a"b" alebo a"b*". Lenze B je tiez v takej istej konfiguracii v akej by bola
druh4 képia automatu po precitani a”c" alebo a"c*, kebyze je zaciatoény
stav go! Ak prec¢itané slovo bolo a"c®", tak po preéitani zvysku vstupu B
neakceptuje, lebo slovo a”c®" nie je prefixom Ziadneho slova ktoré akceptuje
kopia A. Zaujimavé je ked precitané slovo bolo a™b™. V tomto pripade B
precital v prvej kopii ab" a bol v stave gp, presunul sa na € do qr a teraz
ak bude na vstupe ¢", tak musi akceptovat, lebo tato konfiguracia v ktorej
sa nachadza je totozna s konfiguraciou v ktorej by bola képia automatu A
po precitani a"c". Preto je B schopny akceptovat slovo tvaru a™b"c".

Ako je to s poc¢tom flipov? KedZe A na Iubovolnom vstupe nepouzije
viac ako k flipov, tak potom B nemoze pouzit viac ako 2k. Lebo ak méame
akceptacny vypocet automatu B, tak sa da rozdelif na dve ¢asti: v ramci prvej
a v ramci druhej képie automatu A. Kazda tato ¢ast zodpoveda (pod)casti
akceptacného vypoctu automatu A na nejakom slove. Preto v kazdej casti

moze B pouzit najviac k flipov. Teda dokopy najviac 2k flipov.
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Preto
L(B) = {a"b" | n > 1} U{a"b*" | n > 1} U {a"V"c" | n > 1}.

Prienikom jazyka L(B) s regularnym jazykom atb*c™ dostaneme prave ja-
zyK Lape. Ale trieda Z(NFPDA(< k)) je uzavretd na prienik s reguldrnym
jazykom, preto musi byt aj La. € Z(NFPDA(< 2k)) a toto je spor s vetou
3.9.

0

Tvrdenie 5.4. Trieda £ (DFPDA(< k)) nie je uzavreta na prienik.

Doékaz. Majme jazyky L, a Lo akceptovatelné obyc¢ajnymi deterministic-

kymi zasobnikovymi automatmi.

Ly = {a"b"d | n,01>1},
Ly = {alb”c” | n,l > 1}.

Potom L; N Ly je jazyk Lg.. Podla vety 3.5 tento jazyk nemdZe patrit do
Z(DFPDA(<L k)).
O
Venujme sa teraz uzavretosti triedy 2 (DFPDA(< k)) na komplement.
Ako je zndme, trieda Z(DCFL) je na tuto operdciu uzavreta. Toto je prave
dost zésadny doésledok determinizmu zavedeného do modelu DPDA. Kon-
strukcia ako k danému DPDA A skonstruovat DPDA B tak, ze L(B) =
L(A)Y je zaujimava, ale dost technicka. Jej dokaz aj s vykladom sa d& najst

vvvvvv

modelu DFPDA.

Lema 5.5. Ku kazdému najviac k-flipovému DFPDA A ezistuje DFPDA B
taky, Ze B na kaZdom vstupnom slove zastane a precita cely vstup. Pritom
L(A) = L(B) a B pouZije najviac k flipov (tak isto ako A).
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Dokaz. Ciel je taky isty ako pri DPDA. Chceme predist tomu, aby dany
automat A nemohol pokracovat vo vypocte. Chceme, aby pre kazda konfi-
guraciu B (ktory bude vhodne simulovat A) platilo, Ze sa z nej dostane do
takej konfiguracie, z ktorej bude definovany prechod na vstupny symbol z

abecedy X. St tri moznosti kedy toto nie je splnené:
1. A tplne vyprazdni zasobnik (zasekne sa)

2. A nemé definovany dalsi prechod, t.j. v situacii ked je v stave p a na
zasobniku je Z plati, Ze pre vSetky a € ¥ U {e} je d(p,a, Z) = ) a tiez
A(p) = 0 (tiez sa zasekne)

3. A sa dostane do konfiguracie, z ktorej je mozny nekonecny pocet o-

krokov na e (zacykli sa)

Tu je velmi dolezité, Ze A sa nemdze zacyklit tak, Ze by robil nekoneény pocet
A-krokov. Prave vdaka tomu st pri¢iny nedocitania vstupu tplne rovnaké,
ako pri klasickom DPDA. Preto naplno vyuzijeme konstrukciu uvedenu v
[10].

Majme dany k-flipovy DFPDA A = (Q, X, T, 9, A, qo, Zo, F'). Bez ujmy
na vseobecnosti mdzeme predpokladat, ze A mé pocas celého vypoc¢tu na dne
zasobnika symbol Z,. Predpokladdame, Ze k je ndm zndme. Pre nazornost
skonStruujeme automat A’, na ktory budeme moct pohodlnejsie aplikovat
spominant konstrukciu. Nech A" = (@', X, I, &', A/, ¢}, Zo, F'), kde

lq,1] | ¢ € Q,i €{0,1,... k}}

=
d'([q, LG,Z) (lp,il,7) & d(g,a,2) = (p,7)
A(g,1]) = [pi+1 & Al =pric{0,1,....k—1}
% = [%,0]
F' = [gilqe FAie{0,1,...,k}
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Spravili sme iba k + 1 rovnakych képii automatu A, pricom v ramci kazdej
képie st mozné iba J-prechody a A-prechody vedu z i-tej do i + 1-vej kopie.
Kazdé képia osve je klasickym DPDA. Je zrejmé, 7e L(A) = L(A’). Cielom
je aplikovat techniku z [10] vhodne na kazda z képii.

Stru¢ne zhriime spominani techniku. Ide v nej o to, predist vSetkym trom
nepriaznivym pripadom menovanym vyssie. Prvé dva sa daju vyriesit Tahko.
V nasom pripade, ak by sa mal vymazat symbol Zj, tak stac¢i dodefinovat
prechod do nového mftveho stavu (neakceptaéného), v ktorom sa nebude pra-
covaf so zasobnikom, iba ¢itat vstup. Co sa tyka toho, Ze niektoré moznosti
mozu mat nedefinované d-prechody, sa d4 tiez jednoducho vyriesit dodefino-
vanim tychto prechodov (do mftveho stavu). A nakoniec jedind zaujimava
moznost je detekovanie zacyklenia na £. V tomto pripade sa pre dany DPDA
M da najst konstanta (zavisla iba od M), ktora ohrani¢uje pocet e-krokov
tak, ze ak automat spravi viac krokov, ako je tato konstanta, tak sa zacyklil.
Preto vieme tuto detekciu realizovat iba pamitanim si pridavnej informécie
v stave. Jedna sa o niekolko kombinatorickych argumentov, ktorymi sa daji
elegantne tieto problémy vyriesit.

Teraz si uz len treba uvedomif tieto fakty: V kazdej képii vieme dodefino-
vat novy mitvy neakceptacny stav a nedefinované prechody nasmerovat dori.
Tiez vieme oSetrit zaseknutie sa na prazdnom zasobniku. Aplikdciou pred-
stavenej techniky (pocitanie poc¢tu e-krokov a detekovanie zacyklenia) vieme
vyriesit aj treti zo spominanych problémov. Tu len treba podotknit, Ze pri
prechode z jednej kdpie do inej (pri flipe) treba poécitadlo e-krokov vynulo-
vat (resp. to tak formélne definovat). Formalnu konstrukciu robit nebudeme.
Naozaj najdolezitejsi je fakt, Zze dovody nedocitania vstupu s rovnaké, ako
pri oby¢ajnom DPDA a Ze ich méZzeme aj rovnakym sposobom vyriesit (v
ramci kazdej képie, ktord je osve standardnym DPDA).

OJ

Veta 5.6. Trieda jazykov £ (DFPDA(< k)) je uzavreta na komplement.
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Doékaz. Opit obdobne ako pri DPDA. Majme k-flipovy DFPDA A akceptu-
jaci L(A). Vezmime z neho skonstruovany A’ podla lemy 5.5. Chceme z neho
skonstruovat B, akceptujtci L(A)°. Opit postretdvame rovnaky problém,
ako pri DPDA. To ¢o potrebujeme je nasledovné: po precitani slova zistit, ¢i
A’ akceptoval a ak éno, tak B zamietne a ak nie, tak B akceptuje. Z lemy
5.5 vieme, Ze z fubovolnej konfiguréacie sa po kone¢nom pocéte d-krokov na &
alebo A-krokov dostane A’ do konfiguracie, z ktorej je mozné spravit krok
na symbol zo ¥ (to jest A’ sa nezasekne a nezacykli na ¢). Preto pre kazdé w
nutne bude existovat nejaky vypocet (qo,w, Zy) F (p, e, Zo7y). Problémom
ale je, ze z konfiguracie (p, e, Zyy) mozu este existovat d-kroky na e, alebo
A-kroky, ktoré mozu viest do nejakého akceptacného stavu. Toto potrebu-
jeme detekovat. Potrebujeme zabezpecit, aby po kazdom symbole z abecedy
Y sme overili, ¢ sa na takyto druh krokov vieme dostat do akceptacného
stavu a akceptovat len vtedy, ak tomu tak nie je (lebo chceme komplement
jazyka L(A)). Toto si opidf vieme vhodne pamitat a detekovat v stave. Zase
sa jedna o zndmu konstrukciu, ktord sa d& priamociaro pouzit. Vhodne je
opisana v [8].

O

Poznamka 5.7. Iny, standardnejsi dokaz vety 5.3 by priamo vyplynul z
prave dokdzanych faktov. Mame totiz uzavretost na komplement a neuzavre-
tost na prienik. Preto hned z De Morganovych zakonov mame, ze (L(A)° U
L(B)®)Y = L(A) N L(B). Potom, kebyze pripustime uzavretost na zjedno-
tenie, tak sa okamzite dostaneme do sporu s tvrdenim 5.4. Naschval sme
ale robili dokazy v tomto poradi, lebo vo vete 5.3 sme ukazali aj konkrétny
jazyk, ktory nepatri do Z(DFPDA(< k)) pre ziadne k. Na toto sme pouzili
rovnaki dokazova techniku, aka sa pouzila pri klasickych DPDA. Prave tato
konstrukcia z vety 5.3 dava zaujimavy pohlad na porovnanie: nedeterminiz-
mus bez moznosti flipov verzus determinizmus s koneénym poctom flipov.

Z konstrukcie vyplyva, ze ziadny konecny pocet obratov v kombinacii s de-
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terminizmom nestaci na odsimulovanie jediného nedeterministického kroku
standardného zasobnikového automatu. NavysSe, myslienku konstrukcie v dal-

Som este podstatne vyuzijeme.

Tvrdenie 5.8. Trieda jazykov £ (DFPDA(< k)) nie je uzavretd na homo-

morfizmus (ani nevymazavajaci).
Dokaz. Staci opit zobrat

Ly = {a"b" | n>1},
L, = {a”b2"|n21}.

Jazyk cLy U dLs je z Z(DFPDA(<L k)) pre kazdé k. K tomu vezmime homo-
morfizmus h taky, ze h(c) = h(d) = h(a) = a, h(b) = b. Preto h(cL; U dLy) =
a(L; U Ls). KebyZe je tento posledny jazyk z triedy £ (DFPDA(<L k)), po-
tom by aj jazyk L; U Ly bol z tejto triedy. To je ale spor s faktami uvedenymi

na zaciatku dokazu vety 5.3.
O

Tvrdenie 5.9. Trieda jazykov £ (DFPDA(< k)) je uzavretd na inverzny

homomorfizmus.

Doékaz. Opit jednoduché. PouZijeme Standarni ideu, ako pre obycéajné
deterministické zasobnikové automaty. Vstup zobrazujeme po jednotlivych
symboloch homomorfizmom a ukladdme obrazy do konecného buffra. Na

tychto symboloch simulujeme povodny automat.

O

Tvrdenie 5.10. Trieda jazykov £ (DFPDA(< k)), pre k > 1 nie je uzavreta

na zretazenie ani (kladnt) iteraciu.

Dokaz. Trividlne pouZitie vety 5.1. Staci zobraf jazyk Ji.Ji, resp. J; . Potom
spravif prienik s regularnym jazykom {S*#X*}**! kde ¥ = {a,b}. V oboch
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pripadoch dostaneme Ly;. Ak by bola trieda .Z(DFPDA(< k)) uzavreté na
zretazenie alebo iteraciu, dostali by sme spor s vetou 5.1.
OJ

Veta 5.11. Trieda jazykov £ (DFPDA(<L k)), pre k > 0 nie je uzavreta na

reverz.

Doékaz. Aplikujeme vhodne techniku z dokazu vety 5.3. Postupujeme spo-
rom, velmi podobne ako v uvedenom dokaze. Nech je teda trieda jazykov
Z(DFPDA(< k)) uzavretéa na reverz. Nech

L = #{v¥"a" | n>1}U{b"a" | n>1},

L = {a"v®" | n> 134U {a"b" | n > 1}
Jazyk L sa da akceptovat nejakym DPDA, ¢ize patri do £ (DFPDA(<L k))
pre Tubovolné k. Z predpokladu vyplyva, ze aj L% je z triedy . (DFPDA(<
k)) pre nejaké k. Nech je LT akceptovany nejakym DFPDA automatom A.
Potom spomenutym postupom z dokazu vety 5.3 vieme z tohto automatu

skonstruovat iny, nedeterministicky a najviac 2k flipovy automat B, ktory

bude akceptovaf jazyk Lp, kde
Lp={a"" | n>1}U{a"b™ | n > 1}# U {a"b"c" | n > 1}#.

Z uzaverovych vlastnosti triedy NFPDA(< 2k) potom vyplynie, Ze aj Ly, je
z tejto triedy a dostaneme spor s vetou 3.5.
O

5.2 Kvocienty

Definicia 5.12. Majme jazyky L, a Lo. Pravy kvocient jazyka L; vzhladom
na jazyk Lo, je jazyk:

Li/Ly=A{z | (Bw € Ly) : 2w € Ly}
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LCavy kvocient jazyka L; vzhladom na jazyk L, je jazyk:
L2\L1 = {iL‘ ‘ (Elw € L2) TwWr € Ll}

Tvrdenie 5.13. Trieda jazykov £ (DFPDA(< k)), pre Tubovolné k, nie je
uzavretd na lavy kvocient s reguldrnym jazykom. PresnejSie ak mame dany
regularny jazyk R a L € Z(DFPDA(<L k)), tak potom jazyk R\L nemusi
patrit do Z(DFPDA(<L k)).

Dokaz. Staci zobrat jazyky

L = c{a™" |n>1}Ud {a"b" | n > 1},
= {c¢d}.

Je hned z definicie vidno, Ze jazyk R \ L je nas notoricky znamy jazyk, ktory
nepatri do Z(DFPDA(< k)) na zéklade dokazu vety 5.3.
O

Venujme sa teraz otazke, ¢i je trieda £ (DFPDA(< k)) uzavreta na pravy
kvocient s regularnym jazykom. Hned na tivod musime uviest, Ze na tuto
otazku, bohuzial, nepozndme odpoved. Jedna sa snad o poslednt z beznych
uzaverovych vlastnosti deterministického variantu, kde tito odpoved nepo-
zname. Napriek tomu uvedme aspon kratky komentar.

Je zname, ze Z(DPDA) nie je uzavretd na reverz ani lavy kvocient s
regularnym jazykom. Pomerne zaujimavym vysledkom je, Ze st uzavreté na
pravy kvocient s reg. jazykom. Dokaz sa opiera o konstrukciu tzv. predicting
machine k danému DPDA, vid. napriklad [8]. Snazili sme sa ttato techniku zo-
vSeobecnit a pouzit na DFPDA, ale narazali sme na rdzne problémy. Napriek
tomu sa nam zda, Ze by sa tato idea dala pouzit na velmi Specificky pripad:
jednoflipové automaty a regularny jazyk by musel byt ¥*. Uz len takéto néa-
znaky a prvotnd intuicia nas vedt k domnienke, zZe trieda Z(DFPDA (<L k))

mozno je uzavretd na pravy kvocient s regularnym jazykom.
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Iny pristup, ktory by moZno mohol vniest trocha svetla do problematiky je
studovat najmensiu triedu jazykov obsahujicu .Z(DFPDA(< k)) a uzavrett
na pravy kvocient s regularnym jazykom.

Ako priklad uvedme nasledovni tivahu: Ak sa pozrieme na najmensiu
triedu jazykov obsahujicu .Z(DFPDA(< k)) a uzavreti na nevymazavajuci
homomorfizmus, tak aka triedu jazykov dostaneme? Oznacme si ju .Z. Je
zrejmé, ze £ C L (NFPDA(< k)), lebo Z(NFPDA(< k)) je na tito ope-
raciu uzavreta. Ukazme ale, ze plati aj opacna inkluzia. Vezmime jazyk L z
triedy -Z(NFPDA(< k)) a automat A, ktory ho rozpoznava. Podstatou je, ze
nedeterministické kroky (rozhodnutia) vieme kédovat do symbolov. Presnej-
sie, pre kazdu trojicu (¢, a, Z) mame len konecne vela moznosti na krok ktory
A spravi, lebo mnozina §(q, a, Z) je kone¢na. O¢islujeme jej prvky ¢islami 1,
..., n azavedieme symboly [a, ], prei € {1,...,n}. Takto budeme vediet ak-
ceptovat jazyk L' (pomocou deterministického automatu) nad takouto rozsi-
renou abecedou. Jednoduchou projekciou (ktora je homomorfizmom) na prvé
suradnice potom dostaneme jazyk L. Spominany homomorfizmus nemusi byt
ani vymazavaci, lebo (ako sme ukéazali v kapitole 4) mdzeme predpokladat,
Ze automat A pre jazyk L nepouZiva kroky na e. Preto je Tubovolny jazyk
z Z(NFPDA(< k)) v triede jazykov .Z a kedze . C Z(NFPDA(L k)) je
jednoduchym dosledkom definicii, tak dostavame, ze .Z = Z(NFPDA(<L k)).
Tohto okamzitym dosledkom je, ze Z(DFPDA(< k)) nemdze byt uzavreta
na (nevymazavajici) homomorfizmus, lebo plati, ze Z(DFPDA(< k)) C
Z(NFPDA(<L k)).

Préave z tohto dévodu je zaujimavé pozriet sa na najmensiu triedu obsa-
hujacu Z(DFPDA(< k)) a uzavreti na nejakt operaciu (v nasom pripade
pravy kvocient s reguldrnym jazykom), pricom na tito operéciu je trieda
Z(NFPDA(< k)) uzavretd. Ak by sa tato trieda uz rovnala £ (NFPDA (<
k)), tak z toho vyplyva, ze .Z(DFPDA(< k)) na tuto operaciu uzavreta nie

je.
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Samozrejme tento postup ndm nemusi ni¢ povedat. Toto nastane, ak ta-
kato trieda generovana £ (DFPDA(< k)) a uzavretostou na nejaku operaciu
nie je rovna Z(NFPDA(< k)). Ako priklad vezmime triedu .Z, definovant
opét ako najmensiu triedu jazykov obsahujiucu .Z(DFPDA(< k)) a uzavretu
na reverz. Vysledok z [6] ndm hovori, Ze jazyk L = {ww | w € {a,b}"} ne-
patri do Z(DFPDA(< k)) pre zZiadne k. Keby ale jazyk L patril do &, tak
potom by musel byt aj v .Z(DFPDA(< k)), pre nejaké k (lebo L® = L) a
toto by bol spor. Na druhej strane jazyk L patri do .Z(NFPDA(< k)), pre
k > 1. Preto sa ale triedy .2 a Z(NFPDA(< k)) nemdzu rovnat. Toto je
prave ten nepouzitelny pripad, lebo nam nehovori ni¢ o uzavretosti triedy
Z(DFPDA(<Z k)) na reverz. Tato otdzku sme ale v predoslom uz uspesne
zodpovedali pomocou inych prostriedkov.

V tejto kapitole sme zodpovedali vicSinu otazok tykajucich sa uzave-
rovych vlastnosti deterministického modelu. Ako hlavny nedostatok vidime
nevyrieSenie otdzky ohladom pravého kvocientu s regularnym jazykom. Pri

tejto otazke sme sa pristavili iba istymi Spekulaciami a domniekami.



Kapitola 6
Zaver

V praci sme sa venovali modelu flipového zasobnikového automatu. Pojed-
nali sme o nedeterministickom i deterministickom variante modelu. Hlavnym
cielom bolo pokusit sa priniest nové napady, techniky a vysledky tykajice sa
tohto vypoctového modelu. Mézeme prehlasit, Ze sa ndm to z velkej miery
podarilo. Hlavnym vysledkom prace je vyriesenie otvoreného problému tyka-
juceho sa sily epsilon krokov v nedeterministickom modeli. Dalsimi napadmi
a aplikdciami znamych faktov sme sa tspesne pokusili o zodpovedanie ota-
zok uzavretosti deterministického modelu na niektoré uzaverové vlastnosti.
Tymto sme zna¢nou mierou priespeli k zodpovedaniu dalSej otvorenej otazky.

Verime, Ze sme aspon malou mierou prispeli k uz zndmym poznatkom
a tak isto dafame, Ze pocet znamych faktov a zodpovedanych otézok bude
narastat. Preto pokladdme za dolezité uviest otvorené problémy, na ktoré
sme pri pisani prace narazili, bez ohladu na to, ¢i sme sa netspesne pokusali

o ich rieSenie, alebo sme ich len formulovali.

e Je trieda .Z(DFPDA(< k)) uzavretd na pravy kvocient s regularnym
jazykom? Isty komentar k tomuto problému sme podali na konci kapi-

toly 5. Domnievame sa Ze &no, aj ked argumentov za je malo ...

51
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e Aku triedu jazykov dostaneme, ak budeme predpokladat, Ze do nej
patria jazyky z Z(DFPDA(< k)) a je uzavretd na nejaka uzaverovi
vlastnost? Toto je druh otédzok hojne skiimanych (pre iné triedy ja-
zykov a uzaverové vlastnosti a s omnoho vi¢Sou mierou abstrakcie) v
monografii [2]. Motivéacia stvisi s predoslou otazkou a komentarmi na

konci kapitoly 5.

e Co sa stane, ak aplikujeme techniku Flip-Pushdown Input-Reversal na
deterministicky najviac k-flipovy automat? Dostaneme najviac k — 1-
flipovy deterministicky jazyk? Technika sa vyuZivala zatial len na ne-
deterministické automaty. D4 sa rozsirit aj na deterministické? Alebo
existuje deteterministicky jazyk, na ktory ked techniku aplikujeme do-

staneme jazyk ktory deterministicky nie je?

e Vieme ohrani¢it pocet stavov nedeterministického k-flipového auto-
matu bez ovplyvnenia vypoctovej sily? O klasickych zasobnikovych au-
tomatoch (PDA) je zname, [8, 10], Ze k Tubovolnému PDA A vieme
skonstruovat iny, akceptujici rovnaky jazyk, pricom tento mé jeden
stav (a akceptuje prazdnou paméfou). Z vysledkov v kapitole 4 vy-

plyva, Ze pre k-flipovy nedeterministicky automat sta¢i pouzit najviac

o Aké vlastnosti ma takzvany zasobnikovy jazyk L.?
L.={ael” | (BweX)(Jqe Q) (g, w, ) " (g, 2,€)}

L, je jazyk slov zo zasobnikovej abecedy, ktoré su ,vymazatelné“. Je
regularny? Pri klasickych zasobnikovych automatoch sa vie, zZe je regu-

larny, [7].

e Ktoré vlastnosti su pre flipové zasobnikové automaty rozhodnutelné a
ktoré nie su? Téato otdzka bola formulovand uz v ¢lanku [6]. Tu je zau-

jimavé pristavit sa pri vlastnostiach, pre ktoré ma vobec zmysel si ttto
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otazku klést.

Pre nedeterministické flipové automaty je zmysluplné pytat sa iba na
problém prislusnosti a prazdnosti (lebo ostatné z beznjch vlastnosti,
pri ktorych nés zaujima ich rozhodnutelnost st nerozhodnutelné uz pre
PDA). Ale z techniky Flip-Pushdown Input-Reversal vyplyva, Ze obe
tieto vlastnosti st rozhodnutelné, [5, 6].

Pri deterministickych flipovych zasobnikovych automatoch je situacia
omnoho menej zrejma. Vlastnost L = R, kde L je jazyk z triedy
Z(DFPDA(< k)) zadany pomocou automatu a R je zadany pomo-
cou kone¢ného automatu, je rozhodnutelna. Toto vyplyva z uzavretosti
DFPDA na komplement a z rozhodnutelnosti problému prazdnosti pre
NFPDA. Vidno to z De Morgranovych zakonov:

L =R vtedy alen vtedy ked L' = ((L“NR)U(LNR)) = 0.

Z uzaverovych vlastnosti vyplyva, Ze jazyk L’ je z Z(NFPDA(< k)),
takze otdzku prazdnosti tohto jazyka (a vdaka ekvivalencii aj otdzku
¢i L = R) vieme rozhodnif algoritmicky. Dve vlastnosti st ale zrejme
omnoho zlozitejsie: zistit, ¢i je dany jazyk (zadany pomocou DFPDA)
regularny, resp. zistit pre dva dané jazyky, ¢i sa rovnaji. Oba tieto
problémy si pre DPDA rozhodnutelné, [8]. Problém rovnosti bol ale
dlhé roky otvoreny a nevieme, ¢i by sa technika pouzitad pri dokaze
dala nejako pouzit pre DFPDA. Podobne ani pri probléme regularity
nevieme, ¢i a ako by sa dal adaptovat dokaz spraveny pre DPDA. Te-
oreticky je mozné Ze by sa dokazy dali bez razantnejSej zmeny pouzit
aj pre DFPDA. Toto ale nevieme posudit, lebo sme ani jeden z tychto

dokazov nijako podrobnejsie nestudovali.
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