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Abstrakt

FULEK, Radoslav: Konvexné priesecnikové c¢isla vybranyjch tried grafov, Dip-
lomova préaca, Univerzita Komenského, Fakulta matematiky, fyziky a infor-
matiky, Katedra informatiky, diplomovy vedici: RNDr. Ondrej Sykora,
DrSc., Bratislava, 2005, 56 stran

Konvexné priesecnikové ¢islo grafu ndm udava minimélny pocet dvojic
pretinajicich sa hran grafu, ak je nakresleny tak, Ze jeho vrcholy umiestnime
na kruznicu a hrany kreslime ako tisecky medzi nimi (konvexné nakreslenie
grafu). V mojej praci podam jeho vseobecny dolny odhad, pre planarne grafy
a mriezky M x N jeho horny odhad, pre niektoré triedy grafov (Halinov graf,
mriezku 3 x N) presné vysledky konvexnych priese¢nikovych ¢isel, vieobecny
prehlad dosiahnutych vysledov v tejto oblasti a uvediem konvexné nakresle-
nie grafu do kontextu inych grafovych nakresleni a algoritmov na ziskavanie
konvexnych nakresleni grafov s ¢o najmensim poc¢tom priesecnikov.

Klacové slova: graf, konvexné prieseénikové ¢islo grafu, konvexné nakres-
lenie grafu, Halinov graf, mriezky, simulované zihanie



Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivacia

Kreslenia grafov spliiajice isté estetické alebo optimalizaéné kritéria sa vy-
skytuji v mnohych disciplinach. Tieto kritéria mozu byt rézne a zavisia od
pouzitia a poziadaviek daného grafového znazornenia. Psychologické experi-
menty zhrnuté v [16] ukazali vyznamnost zniZovania poc¢tu prieseénikov pre
zrozumitelnost a rychlost pochopenia suvislosti znazornenych v nakreslenom
grafe. Islo o porovnanie vplyvu viacerych estetickych kritérii na ¢itatelnost
grafu, a to okrem spominaného, maximalizécie uhlov medzi hranami, znizo-
vanie po¢tu ohybov hran, kladenie vrcholov do ortogonalnej mriezky a zvyso-
vanie symetrie, z ktorych vitazne vyslo prave znizovanie poc¢tu priesecnikov.
Zmnizovanie poctu priesecnikov v nakresleni grafu bolo tiez studované v stvis-
losti VLSI designom a evidentne maly pocet priese¢nikov v grafe prispieva
k jeho prehladnosti a ¢itatelnosti.

Medzi zname typy kresleni grafov patria aj troviiové kreslenia (angl. lay-
ered drawings), pri ktorych si vrcholy grafu poloZené na geometrické trovne
reprezentujtce hierarchiu. St uplatnené v tradi¢nych aj v novorozvyjajuicich
sa oblastiach, v softvérovom inzinierstve (znazornenie diagramov modelova-
cich jazykov), v bioinformatike (vizualizacia biochemickych sieti), kybergeo-
grafii (vizualizacia internetovych prepojeni). V pripade konvexného kreslenia
st arovne obmedzené na jednu kruznicu alebo akukolvek konvexnu krivku
a hrany kreslené ako tsecky. V stvislosti s jednostrankovym kreslenim bliz-
kym ku konvexnému kresleniu (vrcholy st umiestnené na priamke a hrany sa
kreslené ako obliky) sa v informatike studovali problémy linearneho usporia-
dania (entity z danej mnoziny umiestnené v jednej linii a pospéajané podla
Specifikicie) modelované prave tymto sposobom. Jedno pouzitie konvexného
kreslenia je pri klastrovom kresleni grafov. Pri klastrovom kresleni grafu méa-
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me mnozinu vrcholov grafu rozdelent na klastre, pricom v klastri je hustota
hran vicsia ako medzi klastrami. Vrcholy kazdého klastra st potom kreslené
na konvexnu krivku, napr. kruznicu.

Presné vysledky priesecnikovych ¢isel grafov st vzacne, maju velky te-
oreticky vyznam, napr. pre posudzovanie optimalnosti vystupov kresliacich
algoritmov so snahou o minimalizovanie poc¢tu priese¢nikov.

1.2 Definicie

Oznacme graf G = (V(G), E(G)), kde V(G) je koneéna mnozina vrcholov
grafu G a F(G) mnozina hran grafu G, pricom F(G) C [V(G)]?, pricom
[A]? sa rozumie mnoZina 2-prvkovych podmnoZzin mnoziny A. Ak {u,v} €
E, potom u je susedom v. Orientovanim hrany e = wv sa bude rozumiet
bijekcia d : e — {0,1}, d(u) = 0, d(v) = 1, usporiadana dvojica (e,d) sa
nazve orientovana hrana a v skratenom tvare sa oznac¢i ako uv alebo €. Na
oznacenie vrcholov sa budu pouzivat pismena wu,v,w..., na oznacenie hran
e, f,g...alebo uv, kde u,v € V(G) st koncové vrcholy hrany, V(G) sa bude
v skratenom tvare pisat len ako V a F(G) ako E. Pocet prvkov mnoziny
|V| sa ozna¢i n a pocet prvkov mnoziny |E| sa oznaéi m. Pre pocet susedov
vrchola v sa pouzije oznacenie d, a nazve sa stupen vrchola v. Podgrafom G
sa rozumie G’ = (V(G') CV(G), E(G") C E(G)).

Konvexné nakreslenie grafu G je také nakreslenie grafu GG do roviny, v kto-
rom vrcholy grafu G st body na kruznici, resp. konvexnej krivke a hrany
usecky, ktoré spajajua dva vrcholy. Priesecnik je vnatorny spolo¢ny bod dvoch
hran. Konvexné priesecnikové ¢islo grafu G, v4(G), je potom minimalny pocet
priese¢nikov obsiahnutych v konvexnom nakresleni grafu G' spomedzi vset-
kych konvexnych nakresleni grafu G. vx(G), k > 1, k € N, sa oznacuje k-
strankové priesecnikové, ktoré oznacuje minimalny pocet priese¢nikov obsia-
hnutych v k-strankovom nakresleni grafu G spomedzi vSetkych k-strankovych
nakresleni grafu G. k-strankové nakreslenie grafu G je také nakreslenie, v kto-
rom vrcholy G st body priamky a hrany su obluky spajajice dva vrcholy,
pricom ku kazdej hrane e priradime ¢islo stranky P(e), 1 < P(e) < k. Prie-
secnik v tomto pripade bude vnutorny spolo¢ny bod dvoch hran, e, f, takych,
ze P(e) = P(f) (Viac intuitivnejsie sa jedna o nakreslenie, v ktorom vrcholy
ako keby lezali na chrbéate knihy reprezentovanom priamou ¢iarou a hrany
boli kreslené do k stranok knihy ako obluky.). Evidentne 1-strankové priesec-
nikové ¢islo je ekvivalentné konvexnému prieseénikovému ¢islu, preto zdanlivo
nekonzistentné oznacenie je pren korektné.

Pre kazdé konvexné nakreslenie sa da definovat bijekcia o : V' — {1,...n}
zodpovedajuca usporiadaniu vrcholov na kruznici v smere hodinovych ruci-
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Obréazok 1.1: Priklad konvexného nakreslenia grafu

ciek.

Pomocou o zavedieme relaciu <, (<,) na mnozine vrcholov nasledovne,
U <,v (u<,v) < o(u) <o(v) (o(u) < o(v)).

Funkcial : £ — Z, definovana l(uv) = min{|o(v)—o(u)|, n—|o(v)—o(u)|},
bude poéitat dizku hrany v konvexnom nakresleni.

Priese¢nikovym ¢islom grafu G, ¢r(G), sa rozumie minimalny pocet prie-
secnikov obsiahnutych v plandrnom nakresleni grafu G spomedzi vSetkych
planarnych nakresleni grafu G.

Cestou uy Pug mezi u; a ug v grafe G sa nazve postupnost vrcholov z V/,
Uy, .. ug, takd, ze ({w, w1} € E) A (V(ug,uj) (i # j) u; # uj;). Hranou
cesty je ugiy1. Vrchol u; sa nazve i-ty vrchol cesty. Dizka cesty bude k — 1.
Cestu, ktorej prvy a posledny vrchol st totozné nazveme cyklus. Cyklom
C; rozumieme cyklus, ktory obsahuje prave i vrcholov. Ak C' je cesta resp.
cyklus, F(C') sa rozumie mnozina jeho hran. Takze cestou resp. cyklom

sa d& chapat podgraf G, ktory obsahuje hrany a vrcholy cesty resp. cyklu.
Hamiltonovsky cyklus grafu G je taky cyklus, ktory obsahuje vSetky vrcholy
z G.

Graf sa nazve suvislym prave vtedy, ked medzi kazdymi dvomi vrcholmi
existuje cesta.

Graf, ktory neobsahuje ako svoj podgraf cyklus sa nazve les. Suvisly
les bude strom. Jeden z vrcholov stromu je koreii r. Potom hlbka vrchola
v, depth(v), je dizka cesty rPv. Synovia vrchola v st vietci jeho susedia
s hibkou depth(v) 4+ 1. Otec vrchola v je jeho sused s hibkou depth(v) —
List je vrchol, ktory nemé synov.
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Vseobecné dolné odhady v (G)

Veta 2.0.1. Pre lubovolny graf G plati
n(G) > |E|-2|V]|+3 (2.1)

Dokaz. Ukéaze sa, ze v akomkolvek usporiadani hran grafu G, ktoré urcuje
poradie v akom budu nakreslené, moéze byt maximalne prvych 2|V| — 3 hran
nakreslenych bez priese¢nika, po ktorych kazda hrana v usporiadani prida po
svojom nakresleni aspofi jeden priesecnik, teda kazda z |E| — 2|V| + 3 hran
pridéa aspon jeden priesecnik.

Nech p; je postupnost, ktorej i — ty ¢len, ¢ > 2, je maximalny pocet hran
Tubovolného grafu o ¢ vrcholoch nakreslenych bez prieseénika. Po nakresleni
prvej hrany e dizky k sa kruh rozdeli na dve ¢asti, potom sa moze bez prie-
setnika eSte nakreslit pri1 — 1 novych hréan do prvej ¢asti a p; g1 — 1 hran
do druhej, pretoze hrana e sa moze pocitat iba raz.

Pre p; plati

p2=1
p3 =3
Di=DPi+1 +Pickr1 —1 1<E<i—1

Da sa l'ahko ukazat, Ze pre p; potom plati p; = 27 — 3. O

Veta 2.0.1. vyplyva tiez z Eulerovho polyhedralneho vzorca. Ako bolo
ukézané v [18]. Lepsi dolny odhad, pouzivajuci izoperimetricka funkciu, bol
najdeny v [19] a vyzera nasledovne.

[zoperimetrickou funkciou grafu G sa rozumie f : N — N taka, ze pre

kazda k-prvkova U CV, k= |U| < § je medzi V a V\U asponr f(k) hran.
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Af(i)=fi+1) = f@) 0

A2 f(i) = A(Af(1) 0<i

Veta 2.0.2. Nech f je izoperimetrickd funkcia grafu G a Af(i) neklesajica
a nezdpornd, potom pre v1(G) plati

| /\

i <

MI:
—_

IA
)

n _
2

l3]-2

n(@) = -2 Y AFOAYG) - Y d (2.2)

=0 veV

Odhad vo Vete 2.0.2. bol vylepseny v [6], aby sa dal pouzit aj pre grafy,
ktorych izoperimetrické funkcie nie st neklesajice na celom intervale [0, 3].
Vylepsena verzia moze davat odhady pre grafy, ktorych izoperimetrické fun-
kcie boli vyhovujtce, lepsie maximalne o multiplikativny faktor v porovnani
s (2.2).

Vylepsena verzia vyzaduje, aby bola diferencia izoperimetrickej funkcie
A f nezaporna a klesajiica po isté s € [0, 5 — 1] a aby na intervale [s, 5 — 1]
f neklesla pod f(sg), kde 0 < so < s, pricom s n idicim do nekoneéna
nso = o(|E(G)|). Nech

f({) k(f,s0,8) = min myg(l)

mys(l) = f(max{[l/2] + 1,5+ 1}) so<l<n/2

, potom vylepSeny dolny odhad vyzera

1 (G) > —k(f,s0,5)(1 — o ZAf YAZF( Zd2 (2.3)

veV

Pomocou izoperimetrickych funkeii sa da teda stanovit dolny odhad 14 (G)
pre mnohé triedy grafov, aj ked Specifické odhady pre jednotlivé triedy su
ovela tesnejsie a taktiez su triedy grafov, pre ktoré izoperimetrické funkcie
s pozadovanymi vlastnostami neexistuju.

Pre k-rozmernt hyperkocku @y bola najdené v [4] izoperimetricka fun-
kcia f(z) = x(k — logyz). 7Z nej vyplyvajuci dolny odhad pre @y ziskany
7 vylepseného odhadu v [6] vyzera (0.1914 + o(1))4F.

Pre mriezky Py, x Py, nali v [3] izoperimetricka funkciu f(z) = v/2x, ktora
pre vSeobecnejsie mriezky P, X P, m > k vyzera nasledovne

{\/Qx x§1“2—2

@ =3 T (24)

10
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Z (2.4) sa da ziskat dolny odhad Q(k?logk) pre mriezky Py X Py, ktory
je asymptoticky optimalny.

Dalsie izoperimetrické funkcie pre rozne typy mriezok s pridanymi hra-
nami (napr. P(n, k) x P(n, k), kde P(n, k) je cesta dlzky n s hranami medzi
vrcholmi, ktorych vzdialenost je najviac k alebo 6-uholnikové mriezky) sa
daja najst v [6].

11
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Vseobecny horny odhad v((G)

Veta 3.0.3. Pre lubovolnyj graf G plati

n(G) = O((er(G) +)_ &) log V) (3.1)

veV

Odhad (3.1) bol ziskany v [19] stratégiou rozdeluj a panuj (rozdelit graf
podla hranového rezu a ziskané dve polovice kreslit vedl'a seba) splanarnenim
grafu (t.j. v planarnom nakresleni sa priese¢niky medzi hranami nahradili
novymi vrcholmi) a pouzitim vety z [8], ze kazdy plarny graf G ma (1/3, 2/3)

hranovy rez velkosti najviac
1.6, /> 2
veV

,ak Vo € V w(v) < 2/3, kde w(v) = + f"/d%.

7, dokazu Vety 3.0.3. tiez vyplyva, %e ak mame novy graf, ziskany spla-
narnenim G, usporiadanie vrcholov na kruznici spliiajtce tento odhad sa dé
algoritmicky ziskat v ¢ase O((cr(G)+n)log(n)), pretoze spominany hranovy
rez moze byt vypocitany v linedrnom ¢ase vzhladom na n a pocet vnoreni
bude vzhladom nan logaritmicky.

12



Kapitola 4

v1(G) pre Specifické triedy grafov

4.1 Zname vysledky

Veta 4.1.1. Pre K,, plati

n(K,) = (Z) (4.1)

Veta 4.1.2. Pre K,,,, (kompletny bipartitny graf s m a n prvkovymi parti-
ciami) plati
1 (Kmp) =n(m —1)(2mn — 3m —n)/12 (4.2)

Vysledok bol publikovany v [17].
Veta 4.1.3. Pre kompletny p-partitng graf s particiami velkosti n, K, (p),

platt
v (K (p)) = n @ + %nQ(n ~ (20— 1) @ + n(g) @) (4.3)

Vysledok bol publikovany v [7] a dokaz je postaveny na (4.2).

4.2 Halinov graf

Halinovym grafom sa rozumie strom s listami spojenymi v cykle so vSetkymi
vrcholmi okrem korenia stupiia aspon tri. Stromom Halinovho grafu sa chépe
podgraf Halinovho grafu s takym istym poc¢tom vrcholov, ale bez hran me-
dzi listami. List Halinovho grafu bude potom list stromu Halinovho grafu,
stromové hrana analogicky.

Koren stromu bude r. Otec vrchola v v strome sa oznaci a(v), synovia
vrchola v budd oznaceny s;(v), ..., listy budu [y, ..., Najlavejsi resp. najp-
ravejsi list stromu s korenom v sa oznad¢i [(v) resp. r(v). Cyklus, ktory spaja

13
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listy sa oznaci ako C'. Subtree(u) sa rozumie podstrom s korenom .

I Dohodnime sa, 7ze vSetky cesty typu uPv v dékazoch budi obsahovat
len stromové hrany, preto budua urc¢ené jednoznacne. !!!

Cesta stromu G, uPv, taka, ze obsahuje prave tri vrcholy u, v, s, pricom
d(s) =2 A s#r saoznadi uwv.
Znak # bude znamenat pocet.

Veta 4.2.1. Pre lubovolny Halinov graf G plati
Vl(G) Z #listov(G) -2 (44)

Dokaz. Pre Tubovolné konvexné nakreslenie Halinovho grafu G s k listami sa
moze listom priradit oznacenie z {ly,...lx_1} (nie nutne tak, ako za sebou
nasleduju v C) tak, ze postupnost [r,ly,...lx_1], kde r je koren, je poradie
v akom st usporiadané listy a koreni na kruznici v smere hodinovych ruciciek.

Priradime injektivne ku kazdému listu [;, ¢ # 0,k — 1, jeden priese¢nik,
ktory urobia hrany z cesty [; Pr s hranami cyklu C', ktory spaja listy. Ak pre
prva hranu /;v na tejto ceste plati

e 1. pripad :
v <, li—l \ li-l—l <oV
, potom hrana [;v iste urobi priesecnik, ktory mézeme priradit listu /;.
e 2. pripad :
lifl <, U <, lz

, nech u je prvy vrchol na ceste vPr, pre ktory
u<,lLiciVii<,u

, potom posledné hrana na ceste vPu, urobi aspon dva priese¢niky,
ktoré mozeme priradit listu [; a pripadne listu [;_1, ak sa nan nevztahuje
pripad 1.

e 3. pripad :
li <oV <o li-l—l

, sa riesi analogicky ako pripad 2.

KedZe sa vie injektivne kazdému listu okrem dvoch priradit priese¢nik,
dokaz je skonceny.
O

14
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Situacia sa zmeni v pripade, ze povolime v strome Halinovho grafu vrcholy
stupna dva rozne od korena.

Veta 4.2.2. Pre lubovolni subdiviziu G Halinovho grafu G', ktord vznikne
pridanim jedného vrchola na kaZdi stromovi hranu hranu plati

(@) 2 T2 (oo @) — 2] (45)

Doékaz. Nech [ly,...ly_1,7] je opat poradie v akom su usporiadané listy a
koren na kruznici. Bez Gjmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze o(ly) = 1.
Cesta uj Pus, ozn. uywusg, vrcholov uq, us, uz bude pre konvexné nakreslenie
G, ktorému zodpoveda bijekcia o typu (i1, is,13), ak

(Vj = 1,2,3) (lz] So Uj AN (Uj <0 lijJrl V ’ij = ]i] — 1))

UkaZe sa, ze dvojiciam listov (nebudti medzi nimi listy Iy a lx_1) sa daju
injektivne priradit po 3 priese¢niky a zvy$nym listom (opét okrem listov [
a lp_1), ktoré nie su sucastami ziadnej dvojice po 2 priesecniky. Zmienené
dvojice a trojice priesecnikov a dvojice listov budi po dvoch disjunktné.

Rozoberieme tri pripady.

Nech l;, i # 0,k — 1 je list, ;v je typu (iy, i, 13)

01.2.2%2.3
° 2. il,’il—l?éiz A izzig
o 3. (’ilz’ig\/’il—lziz)/\izzig

1. [;zov urobi 2 priesecniky s hranami cyklu, ktoré sa priradia ;.

2. Nech il = i,ig = ig :j

Ak [,y <, v, potom [;oov urobi 1 priese¢nik s nejakou hranou cyklu a 1
priesecnik s cestou [y Pr alebo [,_1 Pr. Takze opét sa ziskali 2 priesecniky pre
;.

Inak nech vPw, v € Subtree(w) je cesta taka, (Yu € vPw) (I; <, u <,
Liv1) A (ala(w)) <, 1; V iy <, a(a(w))). Zatial sa ziskal pre [; 1 priesecnik.

Kazda cesta zwou typu (7, 4,7), (' #j V 2=1; V 2= 1;41) A u € vPw,
musi urobit jeden priese¢nik s hranami vPw alebo s inou 2'wu/, v’ € vPw,
okrem maximaélne dvoch pripadov, ked plati z =1; V z =111 V o(u) =
max{o(v)|u € vPw} V o(u) = min{o(u')|u’ € vPw}.

Z uvedeného je zrejmé, ze sa staci zaoberat pripadom, ked o(v) = max
resp. min{o(u')|u’ € vPw} a zaroven nesmie platit, ze (I;wu’) v € vPw A
(Flj1ou’) v € vPw, lebo inak sa vie priradit [; dal3f priese¢nik.

15
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Obrazok 4.3: Pripad 2. ;1 <, v

16
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Obrazok 4.4: Pripad 2., ked nenastane (i),(ii) a ani (iii)

Ostavaju teda tieto moznosti :

(i) (A jwu) u € vPw. Potom sa mozu listom I; a [; spolu s 2 priese¢nikmi,
ktoré urobi cesta wwa(a(w)) s hranami cyklu, priradit 3 priese¢niky.

(ii) (Aj411wu)u € vPw. Ukaze sa analogicky ako 1.

(ili) (-3 wu) v € vPw A (—3ljp1wu) v € vPw. Teraz sa moze najst
eSte jedna cesta lyjowu, u € vPw, typu (i’,7,7j) resp. cesta w'wa(a(w’)),
a(a(w’)) € vPw, (pripad 3.(ii)). Potom sa vedia listom [; a I; resp. dvojici
listov z 3.(ii) (pozri dalej) a l; spolu s 2 priese¢nikmi, ktoré urobi wwa(a(w))
s hranami cyklu, priradit 4 resp. 5 priese¢nikov.

3. Nech i; =iy = i3 =i (Druhy pripad, ked i; — 1 = iy je analogicky.)

Nech vPw, v € Subtree(w) je opét cesta taka, (Vu € vPw) (I; <, u <,
i) A (ala(@) <ol V L <o ala(w)).

Teraz sa moze previest dokaz na pripady (i), (ii) z predchadzajucej moz-
nosti ( pre j := ) alebo moze este nastat situacia (3l 41wu’) v € vPw.
Potom ak l;_; <, a(a(w)), wwa(a(w)) urobi aspon 3 priese¢niky (argument
ako v 2.), ktoré sa mozu priradit listom /; a l;41. Ak a(a(w)) <, ly—1, v pri-
pade, Ze cesta

(i) wwa(a(w)) je typu (4,4, j), urobi wwa(a(w)) asponr 3 priese¢niky, ktoré

sa vedia priradit listom [; a [;,1.
(il) wwa(a(w)) je typu (i,7,5"),i # i’ (zatial sa isto ziskali 2 priese¢niky

17
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Obrazok 4.5: Pripad 2. (i),(ii) a (iii)

N\

v

/

zl+1

Obréazok 4.6: Pripad 3.
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a(a(w))

Obrazok 4.7: Pripad 3. (i)

a potrebujeme 3 pre listy ; a l;11, teda chyba nam 1 priese¢nik), tak sa moze
situécia previest na 1. pripad (I; := w), ktory nam d4 eSte 1 priesecnik alebo
na 2. pripad (/; := w) pri¢om, ak nenastane pripad 2.(i) alebo 2.(ii) (pre
j = j' resp. j:= 7 + 1), mdze sa priradit listom [; a [;;1 eSte 1 vzniknuty
priese¢nik (v pripade 2.(iii) vznikna navyse este 3, takZe 2 priese¢niky ostana
pre zostavajuci list, inak vznikne 1 priesecnik). V opa¢nom pripade mdze
chybat 1 prieseénik (Nakolko list [;; resp. 141 teraz potrebuje 2.). Ak
naozaj chyba, nastala analogicka situacia (pripad 3.(ii) (I; := a(a(w)))),
a kedZze tento pripad sa neda aplikovat do nekonecna, nakolko sa niekedy
musi doéjst ku korenu, niekde sa musi vyskytnut chybajuci priese¢nik. O

Teraz sa zadefinuje kreslenie Halinovho grafu, o ktorom sa ukaze, Ze je
vzhladom na pocet priese¢nikov optimalne.

Majme Halinov graf G s koreniom r, pre ktory d, > 2 (Ak d, = 1, tak sa
odstrani cesta od korenia po prvy vrchol stupiia aspon 3 a je lahkeé vidiet, ze
takto ziskany graf sa moze nakreslit s takym istym mnozstvom priesecnikov
ako G). Jeho vrcholom nasledovne priradime typ z mnoziny {pre,in, post}
nasledujicim sposobom:

e koren bude typu pre

e najlavejsi syn korenia bude typu pre
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e najpravejsi syn korena bude typu post
e vsetci ostatni synovia korena budu typu in

Typ k synov vrchola v, s1(v), ... sk(v) rozneho od korena sa ur¢i nasledovne :

e v je typu in, potom
s1(v), ... SL%J—l(w a 8L§J+2(U), ... sk(v) st typu in
5| J(v) je typu post
5| JH(U) je typu pre

e v je typu pre, potom

S9(v), ... sk(v) st typu in
s1(v) je typu pre

[SIESESE

(v)

e si(v) je typu post, potom
s1(v), ... sk_1(v) su typu in
sk(v) je typu post

Definujme si usporiadanie vrcholov p(v) podstromu s koreiom vo vrchole
v nasledovne :

e v je typu pre
p(v) =v,p(s1(v)), p(s2(v)), - - . p(sk(v)) (4.6)

e v je typu post

p(v) = p(s1(v)), p(s2(v)), . .. p(sk(v)), v (4.7)

e v je typu in
p(0) = ps1); - pls s (0), 0005 1 |4 (0), o p(sk(0)) (48)

Usporiadanie p(r) (skratene p) ur¢i poradie vrcholov na kruznici zodpo-
vedajuce konvexnému nakresleniu D Halinovho grafu G' (usporiadanie listov
v p(r) bude zhodné s ich usporiadanim v cykle C' (usp. v cykle je intuitivne
li,ls,... ), teda l; <, l;+1), v ktorom bude #5100 (G) — 2 priese¢nikov, ¢o sa
dokéze indukciou vzhladom na Struktaru grafu.

O nakresleni D platia nasledujtice tvrdenia.
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w (in) r (pre)
°

Obrazok 4.8: Lema 4.2.4. Pripad (i) a (ii)

Lema 4.2.1. V nakreseleni D nie si Ziadne priesecniky medzi stromovyms
hranams.

Doékaz. Je zrejmé, ze pre kazdu dvojicu stromovych hran jedna z tejto dvo-
jice, e = uv (u je blizsie ku korenu), je také, ze druha hranu, f = wz,
neobsahuje podstrom s koreniom wu. Potom z definicie p je jasné, ze w ani
z sa nemoze nachadzat v usporiadani p medzi u a v resp. v a u, pretoze

vSetky vrcholy Tubovolného podstromu nasleduju v usporiadani p tesne za
sebou.

O

Lema 4.2.2. V nakresleni D nie su Ziadne priesecniky medzi hranami spd-
jagucima listy.

Dékaz. Listy za sebou nasleduji v p v tom istom poradi ako v C. U

Lema 4.2.3. V nakresleni D su priesecniky len medzi stromovymi hranama
a hranami cyklu, ktory spdja listy.

Doékaz. Vyplyva priamo z Liem 4.2.1. a 4.2.2. O

Lema 4.2.4. V nakresleni D pre jednu z dvoch pretinajicich sa hrin, e = uv,
u <, v, u,v su listy, plati (i) alebo (ii).

(i) w taky, Ze uPr NvPr = wPr, je typu in, pricom vrchol y na ceste wyPu
je typu post a vrchol z na ceste wzPv je typu pre.

(11) Y(l; # u,v) u <, l; <, v, teda u,v si dva krajné listy.
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Doékaz. Lema 4.2.3. ndm umozni obmedzit sa na priese¢niky medzi cyklovymi
a stromovymi hranami.

Rozobratim vsetkych pripadov typov vrcholov w,y, z z podmienky (i),
ktoré mozu nastat sa zisti, ze vo vSetkych ostatnych pripadoch okrem pripadu
(i) a (ii) bude vzdy platit, ze

(V(z € Subtree(y),x # u) x <, u) A (¥(x € Subtree(z),x # v) v <, x)
a naviac
(Vz € (Subtree(y) U Subtree(z)) w <, z) V
(Vz € (Subtree(y) U Subtree(z)) x <, w)

, Co teda znamené, Ze
—dxeV)u<,r <,v
a to zase popiera vznik prieseénika hrany uv. O

Lema 4.2.5. Ak pre dva listy, u,v, u <, v, {u,v} € E, v nakresleni D
neplati (i) alebo (ii) z Lemy 4.2.4, potom =3z € V) u <, x <, v

Dékaz. Pozri dokaz Lemy 4.2.4. O
Veta 4.2.3. Pre lubovolny Halinov graf G plati

1(G) < FHiiston(G) — 2 (4.9)

Dékaz. Ak G je Halinov graf, ktorého strom je hviezda (strom s vyskou jed-
na), potom D ocividne obsahuje #5100 (G) — 2 priese¢nikov.

Nech D obsahuje ¢ — 2 priese¢nikov pre kazdy Halinov graf G s ¢ listami
(IP), ukaze sa, ze D bude obsahovat ¢ — 1 prieseénikov pre kazdy Halinov
graf G', ktory mé ¢ + 1 listov, t.j. staci ukéazat, Ze zva¢Senim poctu listov
o jedna sa zvacsi aj pocet priese¢nikov o jedna. ZvéacSenie poctu listov o
jedna tak, aby novy Halinov graf splial predpoklady vety sa dosiahne bud
pridanim jedného listu ako syna nelistovému vrcholu alebo pridanim dvoch
synov listovému vrcholu. Ak by sme listovému vrcholu pridali iba jedného
syna, potom by sme dostali vrchol stupiia dva rézny od korena.

Pridanie nového jedného listu w nelistovému vrcholu v :

Novy list w bude lezat na cyle C, preto musia 3(1;, li11) (I; <o w <, lit1),
ktoré vyhovuju usporiadaniu p(r). Pridanie teda vyzera tak, ze sa vytvori
subdivizia G pridanim vrchola w na hranu /;/;1, a potom sa nasledne prida
hrana vw.
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Obrazok 4.9: Pridanie jedného listu w nelistovému vrcholu v (Ciarkovana
¢iara znazorhuje situdciu pred pridanim.)

a(ly)

Obréazok 4.10: Pridanie dvoch listov wq, ws listu [;, nalavo: I; je typu in, na-
pravo: [; je typu post. (Ciarkované ¢iary znazoriuju situaciu pred pridanim.)
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Pridanie dvoch listov wq, ws listu I; :

Vytvori sa subdivizia G pridanim vrchola v na hranu a(l;)l; a we na
lil(i4+1) mod ¢ » Potom sa prida hrana vw,. [; sa preznac¢i na w; a v na ;.

KedZe kazdy Halinov graf sa d& skonstruovat z Halinovho grafu, ktorého
strom je hviezda sposobom vyssie uvedenym, indukény prekpoklad (IP) je
korektny.

e Pridanie jedného listu w nelistovému vrcholu v s k synmi medzi listy
lili

— Ak v je typu in :
Ak je k parne, bude w po pridani s, 1(v) inak s1(v). Kedze w je
aspon treti syn vrchola v, hrana vw urobi priese¢nik s hranou
e = 1(sk2)(v))l(5[k/2)+1(v)). Vznik dalsich priesecnikov popiera
Lema 4.2.5. (aplikovana na l;,l;11), a taktiez fakt, Ze existuje
prave jedno j také, Ze [; <, v <, lj41.

— Ak v je typu post (analog. pripad pre) :
Nech z je prvy vrchol na ceste vPr typu tn, z ma [ synov, potom
hrana vw urobi priesecnik s hranou e = 7(s|;/2(v))l(51/2)+1(v))-
Dalsie uvahy by boli podobné ako v pripade, ked v je typu in. Ak
taky vrchol z neexistuje, hrana vw urobi priesec¢nik s hranou lyl..
Doévod preco sa pridé len jeden priesecénik je podobny ako vysSie.

e Pridanie dvoch listov wy, ws (wy vliavo, wy vpravo) listu I;.

— Ak v je typu in :
Novy priese¢nik vznikne medzi hranami a(l;)l; a wijw,. Z Lemy
4.2.5. pre l;, l(i11) mod ¢, VYPlyVva, Ze operacia pridania dvoch listov
urobi maximalne jeden priesecnik.

— Ak v je typu post (analog. pripad pre) :
Nech z je prvy vrchol na ceste vPr typu tn, z ma [ synov, potom
hrana vw, urobi priese¢nik s hranou e = wsl(s;/2)11(v))
(I(s11/2)+1(v) = liz1) a vSetky byvalé priesecniky hrany [;/;1; na-
hradia priese¢niky hrany wsl;, 1. Ak taky vrchol z neexistuje, hra-
na vw; urobi priesecnik s hranou lyl..

O

Veta 4.2.4. Pre [ubovolny Halinov graf G plati
n (G) = #listov(G) -2 (410)
Doékaz. Vyplyva priamo z Viet 4.2.1. a 4.2.3. O
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4.3 Mriezky

Mriezka Py x Py je kartezianskym produktom grafov Py a Py (Py je cesta
s N vrcholmi), M ciest dlzky N nazveme riadky a N ciest dlzky M stipce.

Hrebenom sa nazve podgraf mriezky, ktory tvoria vrcholy prvych alebo
poslednych dvoch stipcov a hrany s nim incidentné

Veta 4.3.1. Pre mriezky Py x P3, N > 3.

2N —3 N mod 2=1

2N —4 N mod 2 =0 (411)

141 (PN X Pg) Z {
Dékaz. Dokaz sa spravi matematickou indukciou na N, pre N péarne a ne-
parne samostatne.

1. Pripad N = 4, 3, 5 sa dokéze algoritmom, ktory prejde vSetky mozné
usporiadania vrcholov.

2. Nech N je parne a veta plati pre vSetky parne ¢isla po N — 2 vratane
(IP). Po odstraneni hran 4. az (N —1). stlpca ziskame graf H homeomorfny
s Py x P;. Kedze sa da preverit algoritmom, Ze hrany hrebena P; x P; sa
zucastiuje v kazdom nakresleni Py X P53 na vytvoreni aspon 4-och priese¢ni-
kov, urobia sa tieto priese¢niky aj v kresleni grafu H a teda aj v Py x Pj, ¢o
znamend, ze pre N parne, N > 6, vyuzitim indukéného predpokladu plati

l/l(Pprg)Zl/l(PN_QXP3)+4:2(N—2)—4+4:2N—4

Pre parne N je dokaz analogicky.

Veta 4.3.2. Pre mriezky Py x P3, N > 3.

2N -3 N mod2=1
”1(PNXP3)§{2N—4 N mod 2 =0 (4.12)

Doékaz. Usporiadanie vrcholov zodpovedajice nakresleniu s pozadovanym
mnozstvom priesecnikov je uréené Hamiltonovskym cyklom v pripade, ked
N je parne. Inak je usporiadanie bez jedného z rohovych vrcholov v urcené
Hamiltonovskym cyklom na podgrafe, ktory neobsahuje v a rohovy vrchol je
umiestneny medzi svojich susedov. O

Veta 4.3.3. Pre mriezky Py X P35, N > 3.
2N —3 N mod2=1
”1(PNXP3):{2N—4 N mod 2 =0 (4.13)
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Obréazok 4.11: Usporiadanie vrcholov urcéené kvazi Hamiltonovskym cyklom
pre Ps X P

Obrazok 4.12: Usporiadanie vrcholov uréené Hamiltonovskym cyklom pre
P7 X P4 a Pg X P4

Dékaz. Vyplyva priamo z Viet 4.3.1. a 4.3.2. O
Veta 4.3.4. Pre mriezky Py x Py, N > 3.
I/l(PNXP4)§4N—8 (414)

Doékaz. Opét st vrcholy usporiadané na Hamiltonovskom cykle ako na Ob-
razku 4.12. Tentokrat sa da Hamiltonovky cyklus konstruovat aj pre neparne
N. Toto nakreslenie je s velkou pravdepodobnostou aj optimalnym.

O
Veta 4.3.5. Pre mriezky Py X Py, N >4
3N -5 Nmod2=1
”1(PNXP4)2{3N—4 N mod 2 =0 (4.15)
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Dékaz. Parne N :

Pre parne N sa postupuje analogicky ako v dokaze Vety 4.3.1. Algorit-
mickym zistenim vieme, ze hreben mriezky Py x P4 sa zucastiiuje na vytvoreni
aspon 6-tich prieseénikov a pre N = 4 tvrdenie plati.

Neparne N :

Pre N = 5 za¢ina byt problematické v znesitelnom case prejst algorit-
micky vsSetky usporiadania vrcholov, preto pre N = 5 sa zvoli dolny odhad
v1(Ps x Py) > 10, pretoze mriezku Ps x Py vieme rozlozit na hreben (prispeje
6-imi priese¢nikmi) a P X P, (prispeje 4-mi priese¢nikmi (Veta 4.3.3.) ).

O

Pre mriezky Py X Py, M > 4, N > 5, sa teda ukazuje, Ze stanovit
presni hodnotu konvexného priese¢nikového ¢isla a k nemu zodpovedajtce
nakreslenie nie je jednoduché, aj ked eSte pre malé N, M by sa mal dat
pouzit prehladéavaci algoritmus, ten v8ak musi prehladavaci priestor znacne
obmedzit.

7 dokazov Viet 4.3.2. a 4.3.4. by sa mohol nadobudnit dojem, Ze pre
velké mriezky bude usporiadanie zodpovedajuce optiméalnemu nakresleniu
urcené nejakym Hamiltonovskym cyklom (popr. "skoro" Hamiltonovskym
cyklom). Ukéaze sa v8ak, ze pre mriezky Py X Pj; bude nakreslenie urcené
Hamiltonovskym cyklom vZdy obsahovat asponn Q(M? x N) priese¢nikov,
pricom bude zisteny horny odhad pre Py x Py, ktory je asymptoticky rovny
O(N?log N). Nakreslenie, ktoré mu zodpoveda vychadza z rozdeluj a panuj
stratégie (osobna komunikacia Sykora O.), ktorda sa ukéazala byt v tomto
pripade vyhodna.

Veta 4.3.6. Pre mriezky Pyn X Pon, N > 3, plati

v1(Pyn X Pyn) < 4N*1(§N — @) +15 x 2V72 1 (4.16)
3 9 9
Doékaz. Najskor sa popiSe usporiadanie vrcholov a potom sa vysvetli princip
ratania priese¢nikov v nakresleni uré¢enom tymto usporiadanim, ktory da
(4.16).

Pouzijeme stvorkovi stistavu na ocislovanie vrcholov Pon X Pyn, toto oéis-
lovanie urci poradie vrcholov v nasom kresleni. Pon X Pon, N > 1, rozdelime
na Styri mriezky Pynv-1 X Ponv—1, pricom podla smeru hodinovych rudiciek ich
ozna¢ime Gy, G1,Ga, Gs. f)alej rekurzivne tak isto kazda mriezku G, ,,,
k < N — 1, rozdelime na Styri mriezky Gy, i, 0, Gig,...ix.1, Gio....ir..2> Gio....i1..3»
kazdy vrchol mriezky sa tymto spésobom stane nejakym G, ;. , a oznaci sa
Vligoin-1)4 (4 znaci, ze index sa chape ako ¢islo v $tvorkovej sustave). Index
ur¢i poradie vrchola v nakresleni.
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Hrana e = v;v; je potom na (N — k)-tej trovni, ak

i=(ig. . g1 i)y
§ = (g, ip_ai” i)
0<k<N—-1A £

Navyse hrana e na (N —k)-tej trovni (2 < N—k < N) je typu T .)
kot G

a,b € {0,1,2,3}, ak igﬁl =a A igp .. .ig\o,)_l € {a,b}. Hran toho istého
typu na k-tej (2 < k < N) tirovni bude 0 alebo 2F72.

V naSom nakresleni st teraz dva druhy priese¢nikov:

1. medzi hranami, ktoré st na tej istej arovni.

2. medzi hranami, ktoré st na réznych trovniach.

1. Pocet priesecnikov na k-tej, 1 < k < N, trovni okrerp najnizsej, ktora
je degenerovanym pripadom a kedZe ju tvori len cyklus dlzky 4, neobsahu-

je priesefniky, sa jednoducho vy¢isli (Zoskupenie ¢lenov v stucte vysvetluje

Obrazok 4.13.):

1 2
12 x 482 — 244 x 5(4’“‘2 — 2 4 §(4’f—2 —1) (4.17)
~———

2. Pocet priese¢nikov medzi hranami na k-tej, 3 < k£ < N, Grovni s hra-
nami na nizsich urovniach.

e Pocet prieseénikov hréan typu TO,1,1,27 T0717271, T3727172 a T3727271 na k—tej
arovni :
1. s hranami typu TO 12.1, T3 2.1.2, T0737372 a T0737273 na i—tej drovni

s Ly 14y Ly

L[ 2x3x 271272k 9 < i k<N
2 x 2k l=i<k<N

e Pocet priesecnikov hran typu To323, To332, 11223 a 11232 na k-tej
arovni :
1. s hranami typu T0717271, T0737273, T0737372 a T3727172 na i—tej drovni
] 4x3x 2i—1gi=29k=i=1 9 < <« k< N
T 4 x 2k2 l=i1<k<N
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szx le(.'

22 23 32 33

21 20 31 30

12 13 02 03

11 10 0l 00

00 ol 02 03 10 11 12 13 20 21 22 23 30 31 32 33

Obréazok 4.13: Situacia na k-tej urovni
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2. s hranami typu T1 003 a T 33,0 na i-tej trovni
=4 x Y (23Tl 3 << k<N
j=0
e Pocet prieseénikov hran typu T1707370, T1707073, T2737370 a T2737073 na k—tej

darovni :
1. s hranami typu T()’l?l’g, T()’l?g’l, T3’271’2, T3’272’1 a T()’g?g’g na i—tej arovni

L[ 2x3x 2720k 9 < i k<N
“0 i=1<k<N

2. s hranami typu 7§ 332 na i-tej rovni
=2x Y (20T 3 << k<N
j=0

Sumaciou vyssie uvedenych vyrazov v bodoch 1. a 2. cez v8etky vyhovujtce
1 ziskame

15 11
2’f(§2’“ — 7) +4x (2% -3 x 23 4 1) (4.18)
~—_———— ~
1 2.

Pocet priesecnikov cr(k) v nasom kresleni pre Py X Pyr sa teda dé vyéislit
pomocou (4.17) a (4.18) takto :

cr(2) =18
cr(k) = (4.17) + (4.18) + 4 x er(k — 1)

Jednoduchymi tpravami a vyrieSenim postupnosti sa dospeje k tomu, ze
cr(N) sa rovna pravej strane z (4.16).

O

Z dolného odhadu ziskaného z izoperimetrickej funkcie (2.4) a z predchéa-
dzajucej vety vyplyva teda, ze v;(Py X Py) = O(nlogn) a ze IN;,VN > N;

vi(Pov X Pyv) < 3n’logn =3 x N4~

Vylepsit tento odhad sa vo vSeobecnosti iste nepodari Ziadnym nakreslenim
podla Hamiltonovskej kruznice, ¢o sa bude prejednavat v nasledujucej ¢asti
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textu.

Pre dany Hamiltonovsky cyklus C,,, sa moze mnozina hran mriezky F
rozdelit na tri disjunktné podmnoziny Epum = E(Cham) , Ein & Eou-

Mriezku mozno nakreslit do roviny ortogonalne a cyklus Cj,, resp. hrany
cyklu sa mozu orientovat v smere pohybu hodinovych ruciciek, potom

Ey,,={e € E\ Epum | e =uv, f = uw € Epqap, orientovany uhol medzi
a e je zaporny }

Eoit ={e € E\ Epam | € = wv, f = uw € Epgp, orientovany uhol medzi
a e je kladny }.

Lema 4.3.1. Pre mriezku G = Py X Py sa |Epy| = M x N — M — N +2.
Dékaz. Definuje sa (prip. Cy je cyklus dizky 4) :

Cin = {C4 | C4 je podgraf G, E(Cy) N Eyy, # 0}
Cout = {C4 | Cy je podgraf G, E(Cy) N Ey,u # 0}

Je zrejmé, 7ze V(e € EpgmNE(Cou) 3(C € Coui, ) € € E(C). To znamena,
7e Tubovolna hrana cyklu Cj,, nie je nikdy spolo¢na dvom cyklom z C.,;.
To isté plati aj pre C;,. Tento fakt sa pouzije pri nasledujtcich tvahéch.

Nech G' = (V' = V(G'), E' = E(G")) je taky graf, Ze existuje bijekcia h
medzi V' a Cj, a hrana ww € E' & E(h(u)) N E(h(v)) # 0. Jasne vidiet,
7e graf G’ je strom. Ak by G obsahoval cyklus, rozdelil by sa cyklus Cham
aspon na dva disjuktné cykly. Ak by G nebol suvisly, stalo by sa to isté alebo
by v G musel existovat vrchol, ktory je incidentny s aspon Styrmi hranami
cyklu Cham, €o nie je pripustné.

Je zrejmé, ze

( U E(C) N Eham = Eham ) (419)
CeCip

A ( Y(C,C" € Cy) (E(C)N Ergm) N(E(C") N Epam) =0 ) (4.20)
Taktiez plati

V(C € Cip) |E(C) N Epam| =4 — dp-1(c) (4.21)

Teda Cj, nam urcuje rozklad mnoziny Epep,. Z (4.19), (4.20) a (4.21)
teda vyplyva, Ze
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Prx Ps:
« Cham
=== _—____ —__—— ———— ———— ——_—— ==
—e— & &  J ¢ o
——F—e——9 | ® —¢———9 ]
== T ® o —— °
—e— l ———e——¢——9 |
G G

I

Obréazok 4.14: Mriezka a Hamiltonovsky cyklus, ktoré urcuju G’ a G”
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MxN = % .(4—d,)

4 x|V =2 x|F|
2x |V +2

V'] = M xN-2

Potom z rovnosti |Cy,| = |V'| & |Cin|+|Cout| = (M —1) x (N —1) vyplyva,
ze |Cout| =M x N — M — N +2.

Podobne ako G’ pre C;, sa zadefinuje G” a h' pre C,,;. G" je strom alebo
les. Teraz uz len sta¢i nast bijekciu b medzi V" a E,,. Nech a(v) je otec
vrchola v a s(v) je syn vrchola v. Nech korene stromov z lesa G” maju stupeil
jedna. Ak v € V" nie je koren, {b(v)} = E(W(v)) N E(h'(a(v))). Ak v je
korei1, potom {b(v)} = E(h'(v))\ (Eram U (E(R' (v)) N E(K (s(v))))). Bijekcia
je zadefinovanéd korektne, pretoze kazdy strom mé len jedného kandidata
na koren, ktory sa podla definicie moZe zobrazit na nejaka hranu. Ak by
mal dvoch, znamenalo by to, ze cyklus C.,, by bol rozdeleny na aspon dva
disjuktné cykly. O

Veta 4.3.7. Pre konvexné nakreslenie mriezky Py X Py, M < N, pri ktorom
st vrcholy usporiadané tak, ako za sebou nasleduji na Hamiltonovskom cykle
je pocet priesecnikov asymptoticky rovnyg Q(M? x N).

Doékaz. Priese¢niky v nakresleni ur¢enom Hamiltonovskym cyklom budu iba
medzi hranami e, f takymi, Ze e € E,; a f € E;,. V pripade, ze G” z dokazu
Lemy 4.3.1 nie je strom, G” zakorenime. Korene stromov z lesa G” budu
teraz synovia korena nového stromu. Tento strom oznac¢ime G. V pripade,
ze G" je strom, G := G". Zobrazenie b (opdt z dokazu Lemy 4.3.1.) kaz-
dému vrcholu z V(G) okrem korena priradi hranu z E,,;. Hrana b(v) urobi
asymtoticky tolko priesec¢nikov, kol'ko je vrcholov v podstrome s korehom v,
t.j. O(|V (Subtree(v))|). Z Lemy 4.3.1. vyplyva, Ze pocet vrcholov stromu G
je ©(M x N). Hrany z mnoziny {b(v) | depth(v) = k}, pre fixné k < M/3,
urobia spolu asymptoticky rovnako vela priese¢nikov, teda ©(M x N). Ked-

7e strom G ma hlbku aspon |Y |, priese¢nikov spolu musi vznikntt aspoii

2
Q(M x M x N).
U

4.4 Planarne grafy
Pre planarne grafy sa vo vieobecnosti sa ukéze, Ze v1(G) = O(n?). To, Ze
tento odhad je asymptoticky optimalny, dokaze existencia planarneho grafu,

ktory mé pravdepodobne najvicsie konvexné priesecnikové ¢islo spomedzi
v8etkych planarnych grafov (osobna komunikacia Sykora O.).
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Veta 4.4.1. Pre plandrny graf G = (V, E),V = {vy,vq, ... v}, E = {{v1, v},
{vg, e} | 3< k< n}U{{vr,vk11} | 3<k <n—1}U{{v,,v3}} a pdrne n

platt

n®> 3n

n(G) = T T5 8 = O(n?)
Doékaz. Odhadne sa zdola minimélny pocet priese¢nikov. Nech je pre Tubo-
volné konvexné nakreslenie |o(v1) — o(va)| — 1 = k, pocet priesecnikov sa
potom zdola ohranic¢i vyrazom

k n—2—k

d it Y i+2n—4)

i=1 i=1

Upravenim a derivovanim vyrazu podla k ziskame minimum, ktoré je
rovné "72 + 37" —8. Kreslenie, ktoré zodpoved4 tomuto minimu je to, v ktorom
platf |o(v1) — o(vs)| — 1 = 252 a navySe nevznikne prieseénik medzi hranami
cyklu v3vy ... vp,. O

Veta 4.4.2. Pre plandrny graf G, n > 2 plati

n(G) < (3”2‘ 6) —o(m?)

Dékaz. 7 Eulerovho polyhedralneho vzorca vyplyva pre pocet hran planar-
neho grafu nerovnost m < 3n — 6 a kedze priese¢nikov iste nie je viac ako
(T;), dokaz je skonceny. O
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Kapitola 5

Algoritmus simulovaného zihania
pre hl'adanie v (G)

5.1 Popis algoritmu

Problém hladania konvexného prieseénikového ¢isla pre Tubovolny graf G sa
ukézal byt NP-tplny [15], takZe najst pren polynomialny algoritmus sa skor
nepodari.

Boli urobené heuristické algoritmy [1], [12], zaloZené na greedy pristupe,
ktoré ale nedavaju také dobré vysledky ako geneticky algoritmus [13]. Po-
rovnanie heuristik a genetického algoritmu (GA) pre niektoré triedy grafov
sa da najst tamtiez. Z toho sa d& usudzovat, Ze stochastické algorimy st
celkom vhodné pre aproximaciu v (G).

Dalst evolu¢ny optimalizacny pristup javiaci sa prijatelne a davajuci po-
rovnatelné vysledky s GA je simulované zihanie, ktoré je zaloZené na fyzi-
kalnom pristupe Zihania tuhého telesa, ked sa z vysokej teploty postupnym
pomalym ochladzovanim telesa odstranuju jeho vnutorné defekty. V nasej
analogii budi defektami prave priesecniky medzi hranami.

Popis algoritmu je nasledovny :

Zag¢ne sa z nahodnej permutéacie p,q urcujticej konvexné nakreslenie grafu
G s cryq priese¢nikmi. Aplikuje sa na nu stochasticky operator O, ktorého
vystupom je nova permuticia p,e,. Ak bude p,.,, urcovat nakreslenie s men-
Sim pocétom priesecnikov, cr,.., tak ju akceptujeme a v dalsom kroku apli-
kujeme operator O na ppe, a postup sa opakuje (teda pog := ppew), ak nie
tak len s istou pravdepodobnostou zavisiacou od teploty prijmeme p;,c,,, inak
sa postup znovu opakuje s p,q. Pocas behu algoritmu sa priebezne paméta
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najlepsie doterajsie rieSenie. Parametre algoritmu st operédtor O, pociato¢na
teplota Ty, koeficient zniZovania teploty o, koncova teplota Ty,, pocet
iteracii algoritmu pre jednu hodnotu teploty I. Na vypocet pravdepodob-
nosti P akceptovania permutacie p,e, pri teplote T sa pouzije Metropolisovo
kritérium :

Y 1}

Ako operator O sa pouzije nasledujuci algoritmus (v pseudopascale) :

(CTnew—Crold)
T

P(old, new) = min{e”

Operator(in, var out) // in je vstupnd permutacia
// out je vystupnd permuticia

begin

out := in;

length := Length(in); // diZka permutéacie

position_1 := Random(length);

position_2 := Random(length) <> position_1;

Exchange(out, position_1, position_2); // urobi vjmenu medzi

// dvomi prvkami v out

end;

Ostatné parametre sa empiricky ukazali byt pre testovené grafy vhodné tieto :

o} =0.95

Tstart = [Vavg crossing num/6]
Tswp = 0.3

I = min{n x n, 50000}

avg _crossing num sa ziska aritmetickym priemerom poctov priese¢nikov
zo sto nahodnych nakresleni grafu G.
Pseudokod pre cely algoritmus vyzeré nasledovne :

Sim_Annealing(G, alpha, I, T_Stop, var out) // out je vystupna
permutacia
begin
T_Start := GetStartTemperature(G); //init
T := T_Start;

new := GetPermutationOfLength(n);
old := new;
out := old;

while (T>T_Stop) do begin
for i:=1 to I do begin
Operator(old, new);
if P(old, new)>Random then begin
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old := new;
if Crossings(out) > Crossings(old) then
out := old;
end;
end;
T := alpha * T;
end;
end;

Algoritmus v tomto tvare a s uvedenymi parametrami je mozné jednodu-
cho ucinne zrychlit bez vyraznej straty na kvalite vystupu dvomi sposobmi:

e 1. Porovname pocet priesec¢nikov cryg s crou, kde si uchovavame po-
Cet priesecnikov doteraz najlepsiecho najdeného riesenia, a ak cryy >
jump X ¢rou, vybehneme z for cyklu a znizime teplotu. Pricom toto
testovanie vykoname len ked ¢ mod I/ratio = 0.

e 2. Ak sa pocas I /ratio prebehnuti for cyklu neaktualizoval vystup out
vybehneme z for cyklu a znizime teplotu.

Parametre pre urychlenie boli experimentalne zvolené takto:

Jump =1.1
ratio =05

V nasledujucej casti textu si zdokumentované vysledky dosiahnuté tym-
to algoritmom pre rozne typy grafov, ich porovnanie so znadmymi odhadmi
a heuristikou [1] podla ¢asu behu algoritmu a podla poc¢tu priesecnikov vo
vyslednych nakresleniach. Zmenou konstant v parametroch algoritmus simu-
lovaného zihania méze davat na testovanych grafoch v priemere o méalo lepsie
(isto nie niekolko nasobne lepsie) vysledky, aj to za cenu neimerne vyssej
¢asovej naroc¢nosti.

Heuristika [1] funguje nasledovne : Pozostéava z dvoch faz Greedy—append
faza a Shifting faza.

1. Greedy — append faza - V kazdom kroku vyberame vrchol grafu podla
istého kritéria a zaradime ho na zaciatok alebo na koniec postupnosti uz
vybratych vrcholov. Spominane kritérium je maximum poc¢tu uz vybratych
susedov, v pripade rovnosti sa rozhodne v prospech vrchola s mensim poc¢tom
nevybratych susedov. Vrchol zaradime na ta stranu postupnosti (na zaciatok
alebo na koniec), na ktorej vznikne jeho pridanim menej priesenikov medzi
otvorenymi hranami a hranami, ktoré maji umiestnené v postupnosti uz oba
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koncové vrcholy.

2. Shifting taza - Kazdy vrchol presivame na vSetky mozné pozicie so zafi-
xovanim ostatnych vrcholov a nechdme ho tam, kde je jeho lokdlne najlepsia
pozicia.

Heuristika sa znahodnila tym, Ze v pripade rovnosti kritéria urc¢ujiceho,
na ktory z koncov postupnosti sa vrchol pridé, pre oba konce, sa s tou istou
pravdepodobnostou zvoli jeden z nich. Taktiez v pripade, Ze viac vrcholov
spliia kritérium dalgieho vybratého vrchola, vyberie sa jeden z nich ndhodne.

Algoritmus bol testovany na pocitacis 1 GHz procesorom AMD ATHLON
a opera¢nym systémom Windows XP, zdrojovy kod bol pisany v jazyku C++-.

Dalej uvedené vysledky boli ziskané aritmetickym spriemerovanim vysled-
kov desiatich spusteni jednotlivych algorimov pre jednotlivé grafy.

KedZe prvy z horeuvedenych spdsobov zrychlenia nemal vplyv na kvalitu
vystupu algoritmu, vSetky vysledky pre sim. zihanie boli dosiahnuté s tymto
urychlenim.

[1] & sim. zihanie znamend, Ze vstup pre algoritmus simulovaného ziha-
nia, t.j. prva permutécia, bola ziskana z [1] heuristiky. Sim. zihanie akcel.
je simulované Zzihanie s obomi horeuvedenymi zrychleniami.

Hodnoty v stlpcoch :

cr - aritmeticky priemer poctov priesecnikov

time - aritmeticky priemer ¢asov behov algoritmu
best - najlepsi ziskany vysledok poctu priese¢nikov
stdev - smerodajna odchylka pre pocet priese¢nikov
bound - horny odhad

5.2 Halinove grafy

Vysledky pre Halinov graf (Pre kazdy beh algoritmu sa generoval novy néa-
hodny graf s danym po¢tom vrcholov.) :

Halinov graf s 50 vrcholmi, avg crossing num sa pohybuje okolo 800. Dis-

tribucia optiméalneho poé¢tu priese¢nikov (ziskaného z Vety 4.2.4.) bola v prie-
mere 23 so smerodajnou odchylkou 2.
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cr time best | stdev
1] 205 | 40 msec. | 172 | 23
sim. Zihanie 31 2 sec. 27 3
1] 31 2sec. |27 |3
sim. Zihanie akcel 31 2 sec. 26 3
[1] & sim. Zzihanie akcel. | 31 2 sec. 27 3

Halinov graf s 100 vrcholmi, avg crossing num sa pohybuje okolo 4000.
Distribticia optimalneho poétu priese¢nikov (ziskaného z Vety 4.2.4.) bola
v priemere 48 so smerodajnou odchylkou 3.

cr time best | stdev
[1] 725 | 300 msec. | 615 | 68
sim. zihanie 67 13 sec. 60 5)
[1] & sim. Zihanie 69 14sec. |64 |3
sim. Zihanie akcel. 80 4 sec. 69 6
[1] & sim. Zihanie akcel. | 88 4sec. |79 |8

Halinov graf s 200 vrcholmi, avg crossing num sa pohybuje okolo 15000.
Distribucia optimélneho poc¢tu priese¢nikov (ziskaného z Vety 4.2.4.) bola
v priemere 98 so smerodajnou odchylkou 4.

cr time | best | stdev
1] 2691 | 2 sec. | 2321 | 230
sim. zihanie 158 | 86 sec. | 141 | 13
[1] & sim. zihanie 157 | 86 sec. | 132 | 15
sim. Zihanie akcel. 195 | 39 sec. | 175 | 15
[1] & sim. zihanie akcel. | 194 | 39 sec. | 149 | 29

5.3 Mriezky

Vysledky pre stvorcové mriezky :

Ps x Pg, horny odhad z Vety 4.3.6. je 170. avg crossing num sa pohybuje
okolo 2000.
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cr time best | stdev
1] 323 | 90 msec. | 307 | 25
sim. Zihanie 109 | 6 sec. 98 5
[1] & sim. Zihanie 112 | 6sec. |103 |7
sim. Zihanie akcel. 112 | 4 sec. 96 11
[1] & sim. zihanie akcel. | 116 | 4 sec. 98 13

Pig X Pig, horny odhad z Vety 4.3.6. je 1368. avg crossing num sa pohy-
buje okolo 40000.

cr time best | stdev
[1] 3242 5 sec. | 2103 | 701
sim. zihanie 935 | 315 sec. | 853 | 49
[1] & sim. zihanie 965 | 280 sec. | 864 | 42
sim. Zihanie akcel. 998 | 120 sec. | 876 | 68
[1] & sim. Zihanie akcel. | 1038 | 110 sec. | 992 | 45

Pys X Py, avg crossing num sa pohybuje okolo 240000.

cr time best | stdev
[1] 12954 92 sec. | 9490 | 2176
sim. zihanie 4031 | 1110 sec. | 3661 | 415
[1] & sim. zihanie 5002 915 sec. | 4563 | 270
sim. Zihanie akcel. 4571 500 sec. | 3777 | 598
[1] & sim. zihanie akcel. | 5346 495 sec. | 4892 | 263

5.4 Hyperkocky

Vysledky pre hyperkocky (Snad aj optimalny horny odhad pre n-rozmerni
hyperkocku je
%4” —2"2(n? +n+2).):

6-rozmerné hyperkocka, avg crossing num sa pohybuje okolo 6000. Naj-
lepsi horny odhad je 1344.
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cr time best | stdev
1] 2285 | 100 msec. | 2276 | 15
sim. Zihanie 1394 | 14 sec. 1344 | 83
[1] & sim. Zihanie 1376 | 14 sec. | 1344 | 80
sim. Zihanie akcel. 1409 | 10 sec. 1344 | 85
[1] & sim. Zihanie akcel. | 1425 8 sec. 1344 | 109

7-rozmerné hyperkocka, avg crossing num sa pohybuje okolo 30000. Naj-
lepsi horny odhad je 6336.

cr time best | stdev
[1] 11044 2 sec. | 9871 | 741
sim. zihanie 6986 | 169 sec. | 6336 | 510
[1] & sim. Zihanie 7264 | 157 sec. | 6336 | 593
sim. Zihanie akcel. 6833 48 sec. | 6336 | 433
[1] & sim. Zihanie akcel. | 7373 48 sec. | 6336 | 986

8-rozmerné hyperkocka, avg crossing num sa pohybuje okolo 170000. Naj-
lepsi horny odhad je 28032.

cr time best stdev
[1] 51308 17 sec. | 47259 | 3492
sim. Zihanie 31607 | 1520 sec. | 29056 | 1453
[1] & sim. zihanie 37286 | 1358 sec. | 29632 | 5304
sim. zihanie akcel. 33147 | 502 sec. | 31771 | 668
[1] & sim. zihanie akcel. | 39572 | 485 sec. | 32076 | 4836

5.5 Rozne triedy grafov

Dalej nasleduji vysledky ziskané len jednym behom algoritmu simulovaného
zihania (v tabulke sim) s oboma zrychleniami (Halin, je Halinov graf s
n vrcholmi. @, je n rozmerna hyperkocka, RGC(n,p) je ndhodny graf na
n vrcholoch s p % hran.).
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G cr sim | time sim | v4(G) | bound | avg crossing num
Halinsg 1007 243 sec. | 252 90000
Halinlooo 3305 746 sec. | 505 370000
Py x Ps 42 2 sec. | 36 1500
Psy X Ps 162 17 sec. | 96 10000
Pioo X P 508 99 sec. | 196 40000
Py x Py 93 4 sec. 72 3000
Pso x Py 266 49 sec. 192 20000
Pigo X Py 947 179 sec. 392 80000
Py X Py 35713 | 3238 sec. 1600000
Q9 134360 | 1953 sec. 119296 | 880000
RCG(100,5) | 1946 2 sec. 10000
RCG(100,10) | 15768 47 sec. 40000
RCG(100,20) | 91356 205 sec. 160000
RCG(200,5) | 64247 483 sec. 160000
RCG(200,10) | 369461 | 2042 sec. 650000

Nasleduje tabul'ka vysledkov pre simulované Zihanie bez druhého typu zrych-

lenia.
G cr sim | time sim | v4(G) | bound | avg crossing num
Halinsgg 628 446 sec. | 252 90000
Halinygo 2411 1254 sec. | 505 370000
Py x Ps 39 4 sec. | 36 1500
Psy X Ps 107 49 sec. | 96 10000
Pioo X Ps 413 9232 sec. | 196 40000
Py x Py 86 9 sec. 72 3000
Py % P, 245 136 sec. 192 | 20000
Piog X Py 996 393 sec. 392 80000
Py x Py 24315 | 4757 sec. 1600000
Qg 135441 | 4285 sec. 119296 | 880000
RCG(100,5) | 1933 41 sec. 10000
RCG(100,10) | 15454 174 sec. 40000
RCG(100,20) | 90236 774 sec. 160000
RCG(200,5) | 63393 | 1640 sec. 160000
RCG(200,10) | 357652 | 3254 sec. 650000

Heuristika [1] dosahovala tieto vysledky.

42




KAPITOLA 5. ALGORITMUS SIMULOVANEHO ZIHANIA PRE
HLADANIE v (G)

G cr [1] time [1] | v41(G) | bound | avg_crossing _num
Halinsgo 16262 41 sec. 252 90000
Halinlooo 62526 374 sec. 505 370000
Py x Ps 119 60 msec. | 36 1500
Pso X Py 307 700 msec. | 96 10000
Pioo x Ps 637 S sec. 196 40000
Py x Py 243 100 msec. 72 3000
Pso x Py 627 2 sec. 192 20000
Py X Py 1046 16 sec. 392 80000
Py x Py 69653 | 1891 sec. 1600000
Qo 243213 | 164 sec. 119296 | 880000
RCG(100,5) | 3248 700 msec. 10000
RCG(100,10) | 20529 2 sec. 40000
RCG(100,20) | 106285 8 sec. 160000
RCG(200,5) | 85790 18 sec. 160000
RCG(200,10) | 442755 64 sec. 650000

5.6 Zavery

Kombinécia heuristiky [1] a simulovaného Zihania sa v drvivej vacSine pripa-
dov ukézala ako zbyto¢né, pretoze davala porovnatelné alebo trochu horsie
vysledky pri relativne malom uSetreni ¢asu, ¢o moze byt sposobené aj tym, ze
[1] heuristika skonéi v nejakom lokdlnom minime prehladavacieho priestoru,
z ktorého Sirgieho okolia méa simulované Zzihanie problém vyskocit.

Druhy typ zrychlenia algoritmu simulovaného Zihania bol z ¢asového hla-
diska vyhodny, pretoze vysledky, ktoré sa nim ziskali boli porovnatelné, aj
ked o malo horsie ako v pripade bez tohto urychlenia. [1] heuristika bola,
ako sa dalo aj ocakévat, rychla, ale na druhej strane vysledky, ktoré sa nou
ziskali st niekol’ko nasobne horsie ako pri simulovanom Zihani.

Algoritmus simulovaného Zihania pre testované grafy s malym poc¢tom
vrcholov (do 100) dokazal najst v mnohych pripadoch optimélne rieSenie
a rieSenie velmi blizke optimu (Halinove grafy, mriezky N x 3) alebo bol
schopny prekonat stanoveny vSeobecny horny odhad (Stvorcové

mriezky), pre malé hyperkocky potvrdil moznu optiméalnost horného od-
hadu.

U vécsich z testovanych grafov sa dosahuju vysledky porovnatelné s od-
hadmi resp. zistenymi hodnotami v;(G), ale nie su az také blizke ako pre
mensie grafy.
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KAPITOLA 5. ALGORITMUS SIMULOVANEHO ZIHANIA PRE
HLADANIE v (G)

Pre kazdua triedu testovanych grafov potom existuje neostra hranica po-
¢tu vrcholov, od ktorej algoritmus simulovaného zihania za¢ne déavat vysled-
ky niekol'kokrat horSie od optimalnych a zda sa, Ze ani zmena parametrov
algoritmu ako zvicSenie T+ a I alebo zmenSenie o tomuto nepomozu.

Casové vysledky sa eSte daja bez vyraznej straty na kvalite vystupu radi-
kélne vylepsit prestavenim parametrov. Pre hustejsie grafy s va¢sim poctom
vrcholov je Ty, nastavené prili§ malé a v jednotlivych iteraciach algoritmu
sa vystup dlho ku koncu velmi nemeni.

Faktor, ktory celkom logicky napomaha ziskat lepsie vysledky je tiez sy-
metria grafu, ¢o sa ukézalo v pripade hyperkociek alebo ista homogénnost
ako u mriezok.
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Kapitola 6

Iné druhy nakresleni grafov

Ako bolo uz spomenuté v tvode, iroviiové nakreslenia sa pouzivaji v mno-
hych realnych situaciach, ked je treba reprezentovat nejaky hierarchicky sys-
tém alebo grafy ktoré vyjadruja isté sémantické pravidla (napr. subor vr-
cholov spaja nejaka spolo¢na vlastnost). Konvexné nakreslenie je teda len
jednou z mnohych reprezentacii grafov a je Specidlnym pripadom radialneho
nakreslenia (angl. r-radial b-bends drawing). To je také, ze vrcholy grafu sa
umiestnené na r sustrednych kruznic, pricom sa kladie obmedzenie b na ma-
ximélny pocet zakriveni (angl. bends) jednej hrany. Konvexné nakreslenie
je potom 1-radial 0-bends nakreslenie.

Inym druhom je kreslenie, ked st vrcholy umiestnené na s rovnobeznych
priamok a opét sa obmedzuje pocet zakriveni jednej hrany (angl. s-spine
b-bends drawing).

Skimali sa podmienky, za ktorych st grafy nejakym z uvedenych sposo-
bov nakreslitelné bez prieseénikov medzi hranami. Na tuto tému bola po-
dana v [11]| charakterizacia grafov, ktoré vieme bez hranovych priesecnikov
a zakriveni kreslit na Iubovolny pocet rovnobeznych priamok prostrednic-
tvom zakazanych podgrafov, ktoré nesmie graf obsahovat, ak ma byt tymto
sposobom nakreslitelny.

Dalej st zname charakterizacie pre viaceré triedy nakresleni 1,2-spine
0,1, 2-bends (1-spine 1-bend [2], 1-spine 2-bends [14], 2-spine 0-bend [5], 2-
spine 1-bend [9]), pricom sa ukézalo, Ze uz 1-spine 2-bends sposobom st
nakreslitelné bez priese¢nikov vSetky plandrne grafy. Taktiez prekvapujico
pre planarne grafy staci 1-radial 1-bend nakreslenie [10]. Otvorenym problé-
mom ostava charakterizacia pre k-spine 0, 1-bends nakreslenia pre k£ > 2.

V d'alsom sa bude pojednavat o pocte prieseénikov v 3 iroviiovom kresleni
kompletného binarneho stromu.
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KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

6.1 Horny odhad poctu priese¢nikov pre 3 Grov-
nové nakreslenie kompletného binirneho stro-
mu

3 uroviiovym nakreslenim D grafu G sa bude rozumiet také nakreslenie D(G),
v ktorom st vrcholy umiestnené na 3 rovnobezné priamky a hrany st kreslené
ako tisecky medzi nimi, pri¢om hrana moéze viest iba medzi vrcholmi, ktoré su
na susednych priamkach. Teda s nakreslenim mézeme stotoznit dve funkcie
o,l, o : V. — {1,...n}, zodpovedajica usporiadaniu vrcholov (pre vsetky
priamky je smer usporiadania taky isty) na priamke (opdt analogicky sa
definuje relacia <,) ap: V — {1, 2,3}, uréujica priamku, na ktorej je vrchol
umiestneny. Plati, Ze ak uwv € F, potom p(u) = p(v) +1 V p(u) = p(v) — 1.
ter(D(@)) sa oznaci pocet prieseénikov medzi dvojicami hran v D. Minimum
z {ter(D(Q))| D je 3 troviiové nakreslenie grafu G} sa oznadi ter(G) a nazve
3 uroviovym priesecnikovym ¢islom grafu G (pozn. Nie kazdy graf sa da
nakreslit tymto sposobom.). Stromové terminologia je ta istd ako v Casti
o Halinovom grafe.

Zadefinuje sa 3 uroviiové nakreslenie D (dalej len nakreslenie) pre kom-
pletny binarny strom G s parnou hibkou 2N, ktorého poéet priese¢nikov
uréi celkom dobry (moZno aj optimélny) horny odhad pre ter(G), opét sa
bude vrcholom priradovat typ, podla ktorého budu umiestneni vSetci jeho
nasledovnici.

Vrcholom v péarnej hibke priradime typ z mnoziny

T={MD,ND,ND}U{MH; NH;, NH; | i € N}

funkciou t : V' — T'. G sa zacne kreslit tak, Ze koren r sa umiestni na strednu
priamku, t.j. p(r) =2 a t(r) = M Hy. Je lahké si teraz uvedomit, ze vrcholy
v parnej hibke buda umiestnené na tej iste priamke ako koret.

Definuji sa podmienky (V' — {true, false}), ktoré buda vysvetlené ne-
skor.

Nech N — depth(v)/2 = d a t(v) = N H;, potom

ca(v) = i>~(4—10)

O| =

1
)= i> §(2 x 4% —11)
Nech N — depth(v)/2 = d a t(v) = M H;, potom

ca(v) = i > =(4% — 4)

O =

46



KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

1
cy(v) = i> 5(2 x 4% —8)

Nech N — depth(v)/2 =d a t(v) € {NH;, MH;}, potom

Dalsie priradenie typov vrcholov bude vyzerat nasledovne, ak

[ ] t(v) == MHZ

Ak neplati co(v): Ak plati co(v) a plati c3(v):
ts1(s1(v)) = NH;  t(s1(s1(v)) = MD
t(sa(s1(v)) = MHipr t(s2(s1(v)) =
t(s1(s2(v)) = MHiy  t(s1(s2(v)) =
2(s2(v)) =

t(sa(s2(v)) = NH;  t(sa(s2(v ﬁD
Ak plati co(v) a neplati c3(v):
t(s1(s1(v)) = ND
t(s2(s1(v)) = MD
t(s1(s2(v)) = MD
t(sa(s2(v)) = ND
[} t(v) = WHZ
Ak neplati ¢q(v): Ak plati ¢;(v) a plati c3(v):

ts1(s1(v)) = NH;  t(s1(s1(v)) = MD
t(s2(s1(v)) = MHipr t(s2(s1(v)) =
t(s1(52(v)) = N Hip1  t(s1(52(v)) =
t(s2(52(v)) = N Hip1  t(sa(52(v)) =
Ak plati ¢ (U) a neplati c3(v):
t(s1(s1(v)) = ND

(s2(s1(v)) =
t(s1(s2(v)) =
(s2(s2(v)) =

t(sa(s2(v

ﬁD

ﬁD

47



KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

Ak neplati ¢q(v): Ak plati ¢;(v) a plati c3(v):
t(s1(s1(v)) = NHisq  t(si(s1(v)) = ND
t(s2(s1(v)) = NHipr  t(sa(s1(v)) = ND
t(s1(s2(v)) = MH;yq  t(s1(sa(v)) =MD
t(sa(s2(v)) = NH;  t(sa(s2(v)) = MD

Ak plati ¢;(v) a neplati c3(v):
t(s1(s1(v)) = ND

t(s2(s1(v)) = MD
t(s1(s2(v)) = MD
t(sa(s2(v)) = ND
o t(v) =MD
t(s1(s1(v)) = ND
t(s2(s1(v)) = MD
t(s1(s2(v)) = MD
t(sa(s2(v)) = ND
e t(v)=ND
t(s1(s1(v)) = ND
t(s2(s1(v)) = ]\;[D
t(s1(s2(v)) = ND
t(s2(s2(v)) = ND
o t(v)=ND
t(s1(s1(v)) = ND
t(s2(s1(v)) = ND
t(s1(s2(v)) = MD
t(s2(s2(v)) = ND

V zéavislosti na type vrchola potom umiestnenie nasledovnikov vyzera
nasledovne.

[ ] t(v) == MHZ
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KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

5;(v) a(v) 5,()

5,(5,() SG6) v G6)  s(5(v)

Obrazok 6.1: Umiestnenie nasledovnikov, ked t(v) = M H; a neplati c3(v)

5,(v) a(v)

5:(5,(v))

5,(5,(v) 5,(5,(v))

5,(v)

Obrazok 6.2: Umiestnenie nasledovnikov, ked t(v) = M H; resp.
t(v) =N H; a plati cy(v) resp. ¢;(v) a plati c3(v)

Ak neplati co(v):

51(v) <, a(v) <, s2(v)

51(51(0)) <o 52(51(v)) <o v <4 51(52(V)) <, s2(52(V))
p(s1) = pls2) =1

Ak plati co(v) a plati c3(v):

s1(v) <, a(v)

51(51()) <o 82(51(v)) <o s1(52(V)) <o v <, S2(82(v))
p(si) =1 A p(s2) =3

Ak plati c3(v) a neplati c3(v):

s1(v) <, $2(v)

51(51(v)) <o 82(51(v)) <o v < 51(52(V)) <o S2(52(v))
p(s1) =p(s2) =3
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a(v)

5,(5,(v)) 55(5,(v)) 5,(5:(v)) 5,(5,(v))

5,(v) 5,(v)

Obrazok 6.3: Umiestnenie nasledovnikov, ked t(v) = M H; resp.
t(v) =N H;, N H; a plati c3(v) resp. ¢;(v) a neplati c3(v)

Ak neplati ¢q(v):

s1(v) <, $2(v) <, a(v)

51(51(v)) <o 82(51(v)) <o $1(52(v)) <o v <o S2(52(v))
p(s1) =p(s2) =1

Ak plati ¢;(v) a plati c3(v):

s1(v) <, a(v)

51(51()) <o 82(51(V)) <o s1(52(V)) <o v <, S2(82(v))
p(s1) =1 A p(sg) =3

Ak plati ¢1(v) a neplati ¢3(v):

51(v) <, s2(v)

51(51(v)) <o 82(51(V)) <o v <, $1(82(V)) <, S2(82(v))
p(s1) = p(s2) =3

[ ] t(v) == NzHZ

Ak neplati ¢q(v):

a(v) <, s1(v) <, $2(v)

51(51(v)) <o v <4 52(51(V)) <o 51(52(V)) <o S2(52(v))
p(s1) =p(s2) =1

Ak plati ¢;(v) a plati c3(v):

a(v) <, s2(v)

51(51(v)) <o v <4 52(51(V)) <o 51(52(V)) <o S2(52(v))
p(s1) =3 A p(se) =1
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KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

5,(v) 5,(v) a(v)

5'1 (s:(v)) 5,(5,()  s,(55(v) v 5,(5,(v)

Obréazok 6.4: Umiestnenie nasledovnikov, ked t(v) = N H;a neplati ¢ (v)

Ak plati ¢;(v) a neplati c3(v):

s1(v) <, s2(v)

51(51(v)) <o 52(51(v)) <o v <4 51(52(V)) <o S2(52(v))
p(s1) = p(s2) =3

e t(v)=MD

51(v) <, a(v) <, s2(v)

p(s1) = p(s2) =3
o t(v) = WD

s1(v) <, $2(v) <, a(v)
51(51(v)) <o 82(51(v)) <o $1(52(v)) <o v <y S2(52(V))
p(s1) =p(s2) =3

o t(v) = ND

a(v) <, s1(v) <, s2(v)
51(51(V)) <o v <o $2(51(V)) <o $1(82(V)) <, S2(82(v))
p(s1) =p(s2) =3

Navyse o nakresleni plati nasledujice (Podmienka hovori o tom, ze vr-
choly I'ubovolného podstromu st umiestnené tesne vedla seba.):

Mo eV) (MueV) X ={o(w) | we Subtree(v) N p(w)=p(u)}
(min(X)) < o(u) < (max(X)) = u € Subtree(v)
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KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

Nasledujuce funkcie pocitaju pocet priese¢nikov, ktoré vzniknt medzi
hranami Subtree(v) (opat d = N — depth(v)/2),

ak t(v) =MD :
4 16 16
Fi(d) = 4%(=d — =)+ =

ak t(v) = ND :
4 10 10
Fy(d) = 4%=d — =) + =
2(d) =4%(3d = 5) +

Podmienky ¢y, ¢, ¢}, ¢}, c3 vznikni tpravou nasledujtcich nerovnosti a ho-
voria nam, kedy je vhodné podstrom Subtree(v) kreslit medzi druhu a tretiu
priamku resp. kedy "nakreslenie prvych trovni podstromu Subtree(v) medzi
prva a druhd priamku uz nie je vyhodné". KedZe pre v, ktoré nie je list,
plati, ze c3 = ¢} a c3 = ¢}, v definicii funkcie f sa nepouziju.

m(i,d) resp. c1(v) @ 3i+2F(d—1)4+2Fy(d—1) <6i+2+4F (d—1)

710, d) resp. ¢y(v) : Fi(d) < 6i+2+4F (d—1)

Ya(i,d) resp. co(v) @ 3i+2F1(d—1)4+2Fy(d—1) < 6i+4F(d—1)

Yo(i,d) resp. ch(v) : Fi(d) < 6i+4F(d—1)

v3(i,d) resp. cs(v) : 3i+2F(d—1) 4+ 2F5(d — 1) < Fi(d)

Definuje sa funkcia f(N,i,y) : N x N x {true, false} — N
o (i, N) :
f(N,i, false) = 6i + 2+ f(N — 1,4, false) + 2f (N — 1,i + 1, false)+
f(N =1,i+1,true)
e v1(i, N) A v3(i, N) :

f(N,i, false) = 2F{(N — 1) + 2F5(N — 1) + 34
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KAPITOLA 6. INE DRUHY NAKRESLENI GRAFOV

7 (i, N) A —y3(i, N) :
f(N,1, false) = F1(N)
[ ] —|’}/2(’L',N) :

f(N,i,true) =6i+2f(N — 1,4, false) + 2f (N — 1,1 + 1, true)

72(i7N) A VB(iaN):

f(N,i, true) = 2F (N — 1)+ 2F5(N — 1) 4+ 3i

Yo(i, N) A —y3(i, N) :
f(N,i,true) = F1(N)
ter(G) sa teraz zhora ohranici vyrazom f(IV,0,true).
Veta 6.1.1. Pre kompletny bindrny strom G hibky 2N plati
tre(G) < f(N, 0, true)

Dokaz. Nakreslenie D obsahuje prave f(N,0,true) priesetnikov a tym je
dokaz skonceny. 0
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Kapitola 7

Zaver

V mojej praci som podal presné v4(G) pre Halinov graf a mriezky Py x Ps.
Tieto vysledky sme dosiahli v [7], no tam boli uvedené bez dokazu horné-
ho odhadu pre Halinov graf. Ukazuje sa, ze hladat v;(G) pre iné zname
triedy grafov ako hyperkocky, vSeobecné mriezky Py X Pj; je problematic-
kejsie. Tazkeé je najmé dokazovat dobry dolny odhad, aj ked intuitivne o jeho
platnosti mozeme byt presvedceny napriklad ako v pripade hyperkociek.

Preto som urcil pre mriezky Py x P, len horny odhad a ukazal, Ze iny,
mozno intuitivnejsi pristup ako kreslit mriezku Py X Py, a to podla Hamil-
tonovskej kruznice, neda lepsi vysledok. Zaujimavym otvorenym problémom
ostava teda, aké je presna hodnota vy (Py X Pyy) resp. presnejsi odhad zhora
aj zdola.

Pre planarne grafy som konvexné priesec¢nikové ¢islo asymptoticky zhora
ohranicil a ukazal, Ze existuje graf, ktory ho dosiahne.

Dalej som ziskané vysledky pouzil pri ocenovani a porovnavani kvality he-
uristiky [1] a algoritmu simulovaného zihania aplikovaného na tento problém,
ktory sa pre malé grafy (do 100 vrcholov) priblizoval alebo dosahoval presné
vysledky alebo aj prekonaval stanovené vseobecné horné odhady. Heuristika
[1] sa ukazala ako ovela rychlejsia, ale davala vysledky niekolkokrat horsie
ako simulované zihanie. Spojenie tejto heuristiky a algoritmu simulovaného
zihania tak, Zze mi heuristika predpripravila vstup pre sim. zihanie nedéavalo
lepsie vysledky a ani ¢asovo nebolo vyhodnejsie.

V poslednej ¢asti som spomenul iné aktualne skimané grafové nakres-
lenia, ktorych Specialnym pripadom je konvexné nakreslenie a podal horny
odhad pre 3 uroviové nakreslenie kompletného binarneho stromu.
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