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V tejto diplomovej praci sa venujeme téme Najkratsich pokryti cyklami.
Zv14st sme sa zamerali na kubické grafy a skiimanie niektorych znamych ne-
koneénych tried snarkov, ktoré dosahuji dolné hranice pre celkovi dizku ako
aj pocet cyklov pokrytia. V§imame si suvislost s problémom pokrytia grafu
styrmi 1-faktormi. Podobne sa zaoberame aj prepojenim s problémom dvoj-
itého pokrytia cyklami a prechadzky c¢inskeho postara. Na zaklade overenia
vlastnosti pre snarky na malom pocte vrcholov vyslovujeme niekolko hypo-
téz, ktoré sa tykaju tohto prepojenia.

Ako prilohu prikladame program na najdenie najkratsieho pokrytia cy-

klami kubického grafu a niektoré programy, ktoré sme pouzivali pocas ove-



rovania spominanych vlastnosti.

Klcové slova: NajkratSie pokrytie cyklami, cykly, kruZnice, snarky,

pokrytie 1-faktormi, dvojité pokrytie cyklami, prechadzka c¢inskeho postara



Predhovor

Za tému mojej diplomovej prace som si zvolil najkratsie pokrytie grafu cy-
klami. Pri vybere témy diplomovej prace som sa rozhodol pokracovat v ob-
lasti tedrie grafov, nakolko tejto oblasti som sa venoval uz aj v bakalarskej
praci, ktora sa zaoberala témou cyklickej hranovej stvislosti kubickych gra-
fov.

Tak ako cyklickd hranova suvislost, ani najkratSie pokrytie cyklami sa
nezaraduje k zakladnym témam tedrie grafov, pri stadiu roznych ¢lankov ma
v8ak zaujal stvis s dalsimi témami, ¢i otvorenymi problémami z tedrie grafov.

Okrem zhrnutia zakladnych poznatkov a preskimania tejto oblasti so za-
meranim na kubické grafy, prikladam aj programy, pomocou ktorych sa da
najst najkratsie pokrytie cyklami, ako i dalSie programy, ktoré som vyuzival

pri overovani niektorych vlastnosti a hypotéz.
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Kapitola 1
Uvod

V tejto praci sa budeme zaoberat najkratsim pokrytim grafu cyklami. Alon
a Tarsi vyslovili hypotézu [AT85], ktora tvrdi, Ze pre kazdy graf existuje po-

krytie cyklami, ktorého celkova dlzka je najviac g poc¢tu hran grafu.

Obr. 1.1: Najkratsie pokrytie cyklmami Petersenovho grafu
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Spomedzi vSetkych cyklicky hranovo 4-stvislych grafov vynika Petersenov
graf, ktory je z nich jediny zndmy s vlastnostou, Ze jeho najkratSie pokry-
tie cyklami dosahuje prave hodnotu % poc¢tu hran. Obréazok 1.1 znazornuje

najkratsie pokrytie cyklami Petersenovho grafu.

1.1 Zakladné pojmy

I ked niektoré tvrdenia uvadzané v tejto praci platia aj pre grafy, ktoré ob-
sahuju viacndsobné hrany a slucky, kvoli jednoduchosti a lepSej ¢itatelnosti
budeme mat pod pojmom graf na mysli taky graf, ktory viacnasobné hrany
a ani slucky neobsahuje. Pod cyklom budeme rozumiet taky podgraf, ktory
ma vSetky stupne vrcholov parne. Pokrytie grafu cyklami je mnozina cyklov,
taka, ze kazda hrana grafu je pokryté aspoin jednym z tjchto cyklov. DiZkou
pokrytia budeme rozumief celkovii dizku tychto cyklov.

Pri hladani najkratsiecho pokrytia cyklami nas zaujima také pokrytie cy-
klami, ktorého dlzka je najmensia. Jeden graf moze maf viacero najkratsich
pokryti cyklami.

Kruznica je suvisly podgraf, ktory mé vsetky stupne vrcholov 2. Cyklus
nemusi byt vzdy stvisly, moze byt tvoreny napriklad viacerymi kruznicami.

Operaciu symetrickej diferencie dvoch cyklov budeme oznacovat symbo-
lom A. Touto operaciou medzi cyklami C, Cy vznikd novy cyklus Cy A O,

ktory obsahuje vsetky hrany, ktoré sa nachadzaju prave v jednom z cyklov

C., Cy.
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1.2 Strukttra prace

V druhej kapitole uvedieme zakladné definicie a vlastnosti, suvislosti s nie-
ktorymi dal§imi problémami, hypotézy, ktoré sa skiimajt, ako aj tvrdenia,
ktoré uz boli dokazané.

V dalsich kapitolach opisujeme vysledky nasho skiimania. V tretej kapi-
tole sa venujeme niekotorym znamym nekonec¢nym triedam snarkov, presne
uréujeme dizku najkratsieho pokrytia cyklami pre tieto triedy. TaktieZ sa
zaoberame minimalnym poctom cyklov potrebnych pre najkratsie pokrytie
cyklami. Ukazeme stvislost s pokrytim grafu styrmi 1-faktormi.

Vo stvrtej kapitole sa venujeme prepojeniu s problémami najkratsej pre-
chadzky c¢inskeho postara a dvojitého pokrytia cyklami. Uvadzame niektoré
hypotézy, ktoré vyplynuli zo skiimania snarkov s malym poctom vrcholov.

Napokon v piatej kapitole sa venujeme popisu algoritmu, ktory sme na-
vrhli pre hladanie najkratsiecho pokrytia cyklami ako aj dal$im algoritmom,

ktoré sme pouzivali.
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Kapitola 2

Prehlad

V tejto kapitole poskytneme zakladné informacie o probléme kratkeho po-

krytia cyklami, definicie, hypotézy a tvrdenia, ktoré sa uz podarilo dokazat.

2.1 Najkratsie pokrytie cyklami

Pri pokryti grafu cyklami, hladdme taki mnozinu cyklov, Ze kazd4 hrana
bude pokryta s niektorym z tychto cyklov.

Pokrytie cyklami mé kazdy bezmostovy graf. Vyplyva to z jednoduchého
pozorovania, pretoze ziaden cyklus nemoze pokryvat most, a ak hrana, nie

je mostom, musi byt stic¢astou niektorého cyklu.

Definicia 2.1.1. Nech G je graf bez mostu. Pokrytie grafu G cyklami, ktoré

md najmensiu celkovi dizku sa nazjva najkratsie pokrytie cyklami grafu G.

Termin Najkratsie pokrytie cyklami pochadza z anglického nazvu Shortest

cycle cover.
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Nasledujtica hypotéza [AT85] sa snazi nijst horny odhad dlzky najkrat-
sieho pokrytia cyklami pre vsetky bezmostové grafy.
Tvrdenia uvedené v tejto kapitole kladti podmienky na grafy, aby sa pri-

blizili k tomuto hornému odhadu.

Hypotéza 2.1.1. (Alon,Tarsi) Nech G je bezmostovy graf. Potom G ma

pokrytie cyklami s celkovou diZkou najviac I|E(G)].

2.2 NP-tplnost

Pri probléme najkratSieho pokrytia cyklami potrebujeme rozhodnit, ¢i pre
dany bezmostovy graf G a celé ¢islo K existuje pokrytie cyklami grafu G, pri-
¢om jeho dlzka bude najviac K. Thomassen dokéazal [Tho97], Ze tento prob-
lém patri medzi NP-tuplné problémy. Budeme vychéadzat z popisu, ktory sa
nachadza v [Zha97]. Vyuziva sa redukcia z problému hranového 3-zafarbenia
grafu, ktory je tiez NP-tplny [Hol81].

Z grafu H na obrazku 2.1 dostaneme Petersenov graf ak odstranime
vrcholy y; a z; (i = 1,2,3) a vrcholy z; stotoznime do jedného vrchola
(1=1,2,3).

Pod oznacenim H (k,q) budeme rozumiet taky graf, ktory vznikne nahra-
denim hran spéjajicich y; a z (i = 1,2,3) cestami dlzky k& a nahradenim
hran medzi vrcholmi p; a p; (pre kazdé i, j, pre ktoré s vrcholy spojené
hranou), cestami dlzky ¢. Pod terminom pokrytie cestami a cyklami budeme
rozumiet taki mnozinu ciest a cyklov, ze kazda hrana H(k,q) je nimi aspon
raz pokryta a kazda cesta spaja niektoré dva vrcholy spomedzi z; (i = 1,2, 3).

Pocet ciest vychddzajucih z x; oznacime s; (i = 1,2, 3) a takéto pokrytie ces-
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Obr. 2.1: graf H
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tami a cyklami grafu H budeme oznacovat ako (s1, $2, s3)-pokrytie.
KedZe kazda cesta méa dva konce, tak s; + sy + s3 je vzdy parne a pretoze
graf H je symetricky mozme predpokladat, ze s; < sy < s3.

Dalej budeme vyuzivat nasledujticu lemu [Tho97].

Lema 2.2.1. (Thomassen) Ak k > 16(q + 1) > 80, potom celkovd dizka
ciest a cyklov (s1, 2, s3)-pokrytia H(k,q) je aspori 16q + 10k + 12. Rovnost

nastdva len pre (s1, s2,s3) = (1,2, 3).

Teraz ukazeme ako sa da problém hranového 3-zafarbenie polynomidlne
previest na problém najkratSieho pokrytia cyklami grafu. Otézka pri prob-
léme hranového 3-zafarbenia znie, ¢i je mozné dany bezmostovy kubicky graf
hranovo zafarbif tromi farbami.

Predpokladajme teraz, ze mame bezmostovy kubicky graf G s poctom
vrcholov n. Kazda hranu grafu G rozdelime tak, ze do nej vlozime novy vr-
chol. Mnozinu vlozenych vrcholov oznacime ako V5, pretoze ich stupen je 2.
Kazdy vrchol, ktory ma stuperi 3, nahradime grafom H (100, 5). Ziskame tak
graf G'.

Budeme tvrdit, Ze graf G je hranovo 3-zafarbitelny, prave vtedy ked graf
G’ mé pokrytie cyklami s celkovou dlzkou najviac 1092n.

UkaZeme, Ze toto tvrdenie je pravdivé. Predpokladajme, Zze graf G’ méa
pokrytie cyklami s dizkou najviac 1092n. Podla predchadzajicej lemy mé
graf H (100, 5) pokrytie cestami a cyklami s dizkou aspon 1092, pricom dlzka
je prave 1092, ak ide o (1,2, 3)-pokrytie. Aby bol predpoklad nasho tvrde-
nia splneny, musi byt kazdy H(100,5) podgraf v grafe G’ pokryty (1,2, 3)-
pokrytim. Aby bolo pokrytie cyklami korektné musi sa v kazdom vrchole z

mnoziny V5 stretat rovnaky pocet ciest, ktoré pokryvaju grafy H(100, 5).
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Tento pocet ciest urcuje farbu hrany, ktorta tento vrchol rozdelil. A teda graf
G sa da zafarbit tromi farbami.

Podobne ak existuje hranové 3-zafarbenie grafu GG, vrcholy z mnoziny V5,
v grafe G’ zafarbime podla farby hrany, na ktorej lezia. Takto ziskame aj pri-
slusny pocet ciest v (s1, o, s3)-pokryti pre podgrafy H(100,5) pre jednotlivé
vrcholy ;. Dlzka celkového pokrytia grafu G’ cyklami potom bude 1092n.

2.3 Prechadzka ¢inskeho postara a najkratsie
pokrytie cyklami

V tejto Casti uvedieme stuvislost medzi prechadzkou ¢inskeho postara a najk-
ratsim pokrytim grafu cyklami. Najskor uvedieme definiciu prechadzky ¢in-

skeho postara.

Definicia 2.3.1. Nech G je suvisly graf. Uzavrety tah T v G, ktory obsahuge
vsetky hrany grafu G sa nazyva postdrova prechddzka. Postdrova prechddzka

s najkratsou dizkou sa nazyva prechddzka ¢inskeho postdra.

Ako vidiet z Definicie 2.3.1 najkratSie pokrytie cyklami a prechédzka ¢in-
skeho postara st navzajom podobné problémy. Uvedieme za akych okolnosti

budeme hovorit, Ze tieto problémy st ekvivalentné.

Definicia 2.3.2. Nech G je hranovo 2-sivisly graf. Ak sa celkovd dlZka najk-
ratsieho pokrytia cyklami grafu G rovnd dizke prechddzky cinskeho postdra,
potom hovorime, Ze problém najkratsieho pokrytia cyklami a problém pre-

chddzky cinskeho postara su pre graf G ekvivalentné.
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Problém prechadzky c¢inskeho postara a problém najkratSieho pokrytia
cyklami nie je ekvivalentny pre Petersenov graf. Dizka prechadzky ¢inskeho
postéara je 20, ale dizka najkratsieho pokrytia cyklami je 21. Dokaz mozno
najst v [IR78]. Nasleduju dve vety, ktoré opisuju za akych podmienok si
tieto problémy ekvivalentné. Tieto vety st dokazané v [Jac90], [Zha90], resp.
[AGZ94]. Mozno ich najst aj v [Zha97].

Veta 2.3.1. (Jackson, Zhang) Problém prechddzky ¢inskeho postdra a prob-
lém nagkratsieho pokrytia cyklamu su ekvivalentné pre hranovo 2-suvislé grafy
pripustajice 4-tok. Navyse, pre kaZdy graf G pripustajici nikde-nulovy 4-tok,
G ma najkratsie pokrytie cyklami F, pricom |F| < 3 a F pokrjva kazdi

hranu minimdlneho paritného podgrafu P dvakrdt a vsetky ostatné raz.

Veta 2.3.2. (Alspach,Goddyn, Zhang) Problém prechddzky cinskeho po-
stara a problém najkratsieho pokrytia cyklami su ekvivalentné pre hranovo
2-suvisle grafy, ktoré neobsahuji subdiviziu Petersenovho grafu. Navyse, pre
kazdy graf ktory neobsahuje subdiviziu Petersenovho grafu, G md najkratsie
pokrytie cyklami F, pricom |F| < 3 a F pokrgva kaZdi hranu minimdlneho

paritného podgrafu P dvakrdt a vsetky ostatné raz.

2.4 Dvojité pokrytie a najkratsie pokrytie cy-
klami

V tejto casti uvedieme vzfah medzi hypotézami, ktoré st zndme o dvojitom
pokryti cyklami a najkratSom pokryti cyklami. Szekeres [Sze73| a Seymour
[Sey79] vyslovili tato hypotézu.
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Hypotéza 2.4.1. (Szekeres, Seymour) Pre kazdy bezmostovy graf G, exis-
tuje takd mnozina cyklov F, Ze kaZdd hrana grafu G je pokrytd prave dvomi

cyklami z mnozZiny F.

Podla nasledujtcej vety, Hypotéza 2.1.1 implikuje Hypotézu 2.4.1. Dokaz
vety mozno néjst v [JT92].

Veta 2.4.1. (Jamshy, Tarsi) Ak ma kazdy bezmostovy graf s m hranami

7

najkratsie pokrytie cyklami s celkovou diZkou najviac Tm, potom kazdi bez-
4 PORTY Y ] 51, D Yy

mostovy graf md dvojité pokrytie cyklama.

2.5 Kratke pokrytia cyklami a toky

V tejto casti sa budeme zaoberat suvislostou tokov a kratkych pokryti cy-

klami. Pri definovani toku budeme vychadzat z [Zha97].

Definicia 2.5.1. Nech G je lubovolny graf, nech D je orientacia E(G), nech
[ je funkcia E(G) — H, kde H je abelovskd grupa. Nech E*(v) je mnoZina
vSetkych sipov z D(G), ktoré€ vychddzaji z vrchola v a nech E~(v) je mnoZina
vsetkych sipov z D, ktoré vchadzaji do vrchola v.

Dalej nech

fry= > flo a f)y= > fle)

e€ET*(v) e€E~(v)

pre kaZdy vrchol v € V(G).
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Definicia 2.5.2. (1) Pod pojmom celo¢iselny tok (D, f) rozumieme tok na
G s funkciou f, ktorej oborom hodnot siu celociselné hodnoty.

(2) Pod pojmom k-tok budeme rozumiet celociselny tok (D, ), pre ktory
plati | f(e) < k| pre vsetky e € E(G).

(3) Podpora toku (D, f) je mnozina véetkych hran G, pre ktoré f(e) # 0,
budeme ju oznacovat supp(f).

(4) Tok (D, f) grafu G sa nazyva nikde-nulovy ak supp(f) = E(G).

Teraz uvedieme niekolko viet, ktoré popisuju suvislost kratkych pokryti a
tokov. Na dokaz nasledujiicej vety nam vystacia zakladné poznatky z tedrie

grafov.

Veta 2.5.1. Nech G = (V, E) je graf, ktory pripusta nikde-nulovy 4-tok.
Potom graf G md pokrytie 2 cyklami s dizkou najviac S|E(G)].

Dokaz. Ak graf G pripusta nikde-nulovy 4-tok, potom priptsta aj nikde-
nulovy Z,xZ,-tok. Hrany incidentné s lubovolnym vrcholom maja teda hod-
notu toku bud (0,1), (1,0), (1,1), pricom parita jednotlivych hodnot pre
hrany incidentné s vrcholom musi byt rovnaka, aby ich studet bol nulovy.

Bez straty na vseobecnosti predpokladajme, ze pocet hran pre ktoré je
hodnota toku (1, 1), nie je mensi ako pocet hran s hodnotou (1,0), a ten
nie je mensi ako pocet hran s hodnotou (0, 1). Ak z grafu odstranime hrany,
ktoré maji hodnotu toku (1, 1), graf, ktory zostane, bude mat vSetky stupne
parne, a teda obsahuje uzavrety eulerovsky tah. Dostaneme prvy cyklus. Po-
dobne dostaneme druhy cyklus ak odstranime hrany, ktoré maji hodnotu
toku (1,0).

Celkova dlzka tychto cyklov je najviac %|E(G)|7 pretoze obidvomi cy-
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klami buda pokryté len hrany, ktoré maji hodnotu toku (0, 1), ale ich pocet

je najviac 3| E(G)|.
U

Nasledujuca veta uvadza dalsiu hranicu pre pokrytie grafu cyklami. Na jej
ddkaz budeme potrebovat nasledujtice lemy. Dokazy liem st uvedené tiez v

[Zha97].

Definicia 2.5.3. Graf G sa nazyjva nahrdelnik, ak G je zjednotenim hranovo
disjunktnych kruznic Cy,Cs, ..., Cy, pricom plati V(C;) N V(C;) = 0, kde

Dokaz tejto lemy uviedol Younger [You83].

Lema 2.5.1. (Younger) Kazdy bezmostovy graf G pripista 2-tok (D, f1) a
3-tok (D, f3) taky, Ze supp(fi) U supp(f2) = E(G) a podgraf indukovany
supp(f1) je nahrdelnik.

Nie je tazké overit, ze plati nasledujica lema.

Lema 2.5.2. Nech {C,,Cy,C.} je pokrytie grafu G tromi cyklami. Potom
pre kazdé Cy € {C,,Cy AN Cy, Cy A C., Cy AN CyN CL}, je

{Cb7 067 Cd}
tiez pokrytim grafu G tromi cyklami.

Nasledujicu lemu dokézali Alon a Tarsi [AT85].
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Lema 2.5.3. (Alon,Tarsi) Nech G je bezmostovy graf, potom G pripista
3-tok (D, f), pricom plati

(1) E(G)\supp(f) je obsiahnuté v nahrdelniku Cy

(2) pre kazdi kruznicu C obsiahnuti v Cy plati:

|supp(f) N E(C)| < 31E(C)]
Teraz pristipime k uvedeniu a dokazu vety [BJJ83], [ATS85].

Veta 2.5.2. (Bermond, Jackson, Jaeger a Alon, Tarsi) Nech G je bezmostovy

graf. Potom G md pokrytie tromi cyklami s celkovou dlzkou najviac 3|E(G)|.

Doékaz. Vychadzajac z Lemy 2.5.3, nech Cj je zodpovedajuci nahrdelnik a
nech (D, f) je zodpovedajuci 3-tok. Nech S je podgraf indukovany mnozinou
supp(f) a nech S’ je podgraf indukovany mnozinou E(G)\supp(f).

Pretoze f je zaroven aj 4-tok, existuje podla Vety 2.5.1 pokrytie S cyklami
C1, Cy, pricom

|E(C1)| + |E(Ce) < 31E(S)|

Z mnoziny {Cy,Cy A C1,Cy A Co,Cy AN C1A Cs}, vyberme ten cyklus,
ktory ma najmensiu dlzku a ozna¢me ho Cs.

Z vlastnosti (2) z Lemy 2.5.3 vyplyva
[E(S")] = 31 E(Co)
a teda

|E(Cs)| < [E(Co)| < 3|E(S)]
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Uvazujme pokrytie G mnozinou cyklov {Cy, Co A C1, Co A Co, Co A C1A Cy}.
Kazda hrana G sa nachadza bud v podgrafe S, alebo v podgrafe S’.

Kedze cykly C; a Cy pokryvaju len hrany z S, tak Tubobolné hrana z S
pokryta cyklom Cj, je pokryta este jednym z cyklov z tejto mnoziny. Po-
dobne [ubovolna hrana z S, ktora nie je pokryté cyklom Cy, je pokryta prave
dvomi cyklami z tejto mnoziny.

Cykly C; a Cy nemaju z S spoloént ziadnu hranu, a preto Tubovolna
hrana z S bude pokryta vsetkymi styrmi cyklami.

Na zaklade predchadzajiceho mozeme odvodit:

[E(Cs)| < 3[1E(Co)| +]E(Co A C)|+]E(Co & Co)|+|E(Co & C1 A )| ]
|E(Cs)| < 32IE(S)] + 41E(S)]]
[E(Cs)] < 5[1E(G)| + [E(S)]]

Teraz nam len u# zostava spoéitat celkovia dizku pokrytia G cyklami {C}, Cy, C3}.

P < 3|E(S)| + |E(Cs)| = 31E(G)| — 31 E(S)] + | E(Cs)|

P < 3|E(G)| + 3I1E(Cs)| — 3| E(S)] + (51 E(Cs)| — [E(S)])
P < 3|E(G)| + §1E(Cs)| — 3| E(S")]

P < 3|E(G)| + GIE(G)| + 3E(S)]) — 51E(S)]

P < 3|E(G)

O

Dalej ukazeme, aké vysledky boli dokdzané pre grafy, ktoré priptstaja nikde-

nulovy 5-tok. Budeme potrebovaft nasledujice dve lemy. Pod oznacenim E;( f)
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myslime takti mnozinu hrén, pre ktoré je hodnota toku ¢. Dékazy nsledujtcich

liem pochadzaja z [JRT86]. Rovnako ich mozno najst aj v [Zha97].

Lema 2.5.4. (Jamshy, Raspaud, Tarsi) Predpokladajme, Ze graf G pripista
nikde-nulovy 5-tok (D, f). Potom existuji $tyri nezaporné 2-toky (D, f;) (pre
i=1,2 8 4), také, Ze plati f = fi+ fo+ f3+ f1 a daji sa zostrojit nasledovne:
nech (D, [') je 2-tok grafu G s podporou

supp(f)) = Ei(f) U Es(f) @ fit fo=TE, fot fo= 150
Navyse tieto $tyri 2-toky magi nasledujiicu vlastnost:

supp(fi) N supp(fiy1) S Es(f)U Ey(f) C supp(f;) U supp(fi1) pre kazdy
par {1,j} ={1,3}.

Lema 2.5.5. (Jamshy, Raspaud, Tarsi) Ak graf G pripista nikde-nulovy 5-
tok, potom pripista aj kladny 5-tok (D, g) s vlastnostou |E1(G)| > 2|E(G)].

Veta 2.5.3. (Jamshy, Raspaud, Tarsi) KaZdy graf, ktory pripusta nikde-

nulovy 5-tok md pokrytie tromi cyklami s celkovou diZkou najviac £|E(G)].

Dokaz. Nech (D, f) je kladny 5-tok, ktorého existenciu ukazuje Lema 2.5.5
a nech (D, f;) (pre i = 1,2,3,4) st nezadporné 2-toky zodpovedajice (D, f)
a zneniu Lemy 2.5.4.

Nech cyklus C; zodpovedd hrandm podpory pre tok f; (prei =1,2,3,4).
Podla Lemy 2.5.4 plata tieto vlastnosti

(1) E(Cy)NE(Cy) C E(Cs)UE(Cy)

(11) E(C3) N E(Cy) € E(Cr) U E(C)

(iit) f=fi+fot fa+ fa

Uvazujme nasledujice dve pokrytia cyklami, zistime, kolkokymi cyklami

st jednotlivé hrany pokryté:
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1. ZvoIme mnozinu cyklov {C1ACy, Cs, Cy}:

Hranami E(f) tecie prave jeden z tokov f;, preto su tieto hrany pokryté
prave jednym cyklom.

Hranami Fy(f) tect prave dva toky z f;, ak st to fi a fo, potom st tieto
hrany pokryté vdaka vlastnosti (i) cyklami C3 a C,. Ak hranami te¢a iné
dva toky, lahko vidiet, Ze hrany buda pokryté tiez dvomi cyklami.

Hranami Fj3(f) tect prave tri toky z f;, ak medzi nimi nie st zaroven
a (Cy, tak tieto hrany st pokryté tromi cyklami, inak len jednym.

Napokon hranami E,(f) tect styri toky z f; a tieto hrany buda pokryté
cyklami C3 a (. Dostaneme teda pokrytie grafu tromi cyklami {C; ACsy, Cs, Cy}.
2. Zvolme mnozinu cyklov {C3ACy, Cy, Cy}.

Analogicky ako v predchédzajicom pripade, hrany Fi(f) budia pokryté
jedenkrat, hrany Fo(f) (ak nimi tect toky fs a f; vyuzijeme vlastnost (ii))
dvakrat, hrany Fs(f) trikrat a hrany E,(f) dvakrat. Dostaneme teda pokry-
tie grafu tromi cyklami {C3ACy, Cy, Cy}.

S vyuzitim predchadzajtceho zistime, Ze celkova dlzka oboch pokryti je
21E1 ()] + 4B ()] + [Es ()] + | Ea(f)]) = 41 E(G)| — 2| Ex(f)] < FIE(G)]

pricom pri poslednej nerovnosti sme vyuzili Lemu 2.5.5.
Toto vSak znamend, Ze aspoi jedno z uvedenych pokryti musi maf dlzku

najviac 2| E(G)|.
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2.5.1 Tuttova hypotéza o 3-toku a kratke pokrytie cy-

klami

V tejto podkapitole sa budeme venovat suvisu Tuttovej hypotézy a pokrytia
cyklami. Najskor uvedieme variant Tuttovej hypotézy [Fan93].

Hypotéza 2.5.1. Kazdy hranovo 4-suvisly graf mad nikde-nulovy 3-tok.

Dalej uvedieme niektoré dalsie tvrdenia a hypotézy, pomocou ktorych sa
priblizime k prepojeniu Tuttovej hypotézy a pokrytia cyklami.

Pod ozna¢enim FE,4,(f) budeme mysliet t mnozinu hrén grafu, ktord ma
hodnoty toku f nepéarne. Graf budeme nazyvat parny, ak méa vsetky stupne
vrcholov parne.

Seymour [Sey81] v dokaze vety o 6-toku ukazal, Ze kazdy 3-suvisly kubicky
graf G mé parny podgraf F' a 3-tok f, pricom plati E(G)\E(F) C supp(f).

Z hladiska pokrytia grafu cyklami, ak by bola Tuttova hypotéza prav-
diva, mé zmysel uvazovat o nasledujicej hypotéze [Fan93]. Pri ukazovani

prepojenia tychto problémov ju vyuzijeme.

Hypotéza 2.5.2. KazZdy bezmostovy graf G md podgraf F a 3-tok f taky, Ze
plati: E(G)\E(F) C supp(f) a |E(F)| > 2E(G)|.

Hypotéza 2.5.3. Kazdy bezmostovy graf G ma nikde-nulovy 6-tok g s vlast-
nostou | Eeqa(g)| > 2| E(G)].

Dalej plati, ze Hypotéza 2.5.2 je ekvivalentnd s Hypotézou 2.5.3 [Fan93].
Ak F je parny podgraf grafu G a graf GG pripusta 3-tok [ s vlastnostou
E(G)\E(F) C supp(f), potom nech h je 2-tok v G a supp(h) = F. Takze
teraz tok g pre ktory plati g = 2h + f je nikde-nulovy 6-tok s F,qq(g) = F.
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Obratene, nech G mé nikde-nulovy 6-tok g a plati F,qq(g) = F, potom G
ma 3-tok f, pricom f(e) =0, iba ak |g(e)| = 3, a to plati, iba ak e € E(F).

Dokazy nasledujtcich viet je mozné najst v élanku [Fan93).

Veta 2.5.4. (Fan) Ak Hypotéza 2.5.1 je pravdivd, potom aj Hypotéza 2.5.2
je pravdivd.
Veta 2.5.5. (Fan) Ak graf G md nikde-nulovy 6-tok g s vlastnostou

| Eoaa(9)] = 31E(G)]

potom G md pokrytie cyklami s celkovou dlzkou najviac 42| E(G)] .

Vdaka vetam 2.5.4 a 2.5.5 a ekvivalencii hypotéz 2.5.2 a 2.5.3 sa dosté-

vame k vysloveniu hlavného tvrdenia tejto Casti [Fan93].

Veta 2.5.6. (Fan) Ak Tuttova hypotéza o 3-toku je pravdivd, potom kaZdy

bezmostovy graf md pokrytie cyklami s celkovou diZkou najviac S|E(G)].

2.6 Pokrytie grafu cyklami v zavislosti od po-
¢tu vrcholov

Teraz uvedieme niektoré tvrdenia, ktoré ohrani¢uji dlzku pokrytia cyklami
vzhladom na pocet vrcholov a hran grafu. Nasledujtuce tvrdenie bolo dlho

povazované za hypotézu. Fanovi sa ho vSak podarilo dokézat [Fan98].

Veta 2.6.1. (Fan) Nech G je bezmostovy graf. Potom G md pokrytie cyklami
s dlZkou najviac |E(G)| + |V (G)| — 1.
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Ak budeme klast podmienku na tok v grafe GG, dokédzeme najst este tesnej-
Sie ohranicenie. Vyplyva to z nasledujticeho tvrdenia, ktoré dokazal Raspaud

[Ras91]. Dokaz je taktiez uvedeny aj v [Zha97].

Veta 2.6.2. (Raspaud) Nech G je jednoduchy graf rozny od K. Ak G pri-
pusta nikde-nulovy 4-tok, potom G md pokrytie dvomi cyklami s celkovou

dlzkou najviac |E(G)| + |V(G)] - 3.

Nasledujuce tvrdenia nezohladniuju priamo pocet vrcholov v grafe, uva-
dzame ich vsak kvoli ich vSeobecnosti. Dokaz nasledujticeho tvrdenia vykonal

Fan [Fan98].

Veta 2.6.3. (Fan) Nech G je bezmostovy graf. Potom G md pokrytie tromi

cyklami s celkovou dizkou najviac
|E(G)] + = (V(G)] -1),

kde r je najmensia dizka pdrnej kruznice grafu G s dlZkou aspori 6.

Posledné tvrdenie, ktoré uvedieme v tejto kapitole dokazal Jackson [Jac90)]

a mozno ho najst aj v [Zha97].

Veta 2.6.4. (Jackson) Nechm > 2 je celé ¢islo a G hranovo 2m-sivisly graf.

Potom G md pokrytie tromi cyklami s celkovou dlZkou najviac S22 E(G)).
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Kapitola 3

Najkratsie pokrytie cyklami

niektorych snarkov

V tejto a nasledujucich kapitolach sa budeme venovat vlastnym vysledkom,
tykajucich sa najkratsieho pokrytia cyklami niektorych znamych snarkov.

Pod pojmom snark budeme rozumiet bezmostovy kubicky graf, ktory nie
je hranovo 3-zafarbitelny, je cyklicky hranovo 4-stvisly a dlzka najkratsej
kruznice, ktort obsahuje, je aspon 5.

Pre snarky sme uréili obmedzenie na cyklickii hranovi stvislost a dizku
najkratSej kruznice. Vysvetlime, preco sa zvyknu takéto obmedzenia klast.
Po odstraneni cyklického hranového rezu velkosti najviac 3 v bezmostovom
kubickom grafe G, ktory nie je hranovo 3-zafarbitelny, ziskame dva podgrafy.
D4 sa ukazaf, Ze aspor jeden zo vzniknutych podgrafov, po pridani malého
poc¢tu vrcholov alebo hréan, nebude hranovo 3-zafarbitelny. Z toho vyplyva,
Ze povodny graf G by vznikol na zéklade spojenia hranovo 3-zafarbitelného

kubického grafu so snarkom s mensim poctom vrcholov, alebo na zaklade
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spojenia dvoch snarkov s mensim poc¢tom vrcholov. Podobne, aj odstranenie
kratkej kruznice néas privedie ku snarku s mensim poc¢tom vrcholov. Graf G
by teda vznikol jednoduchou tpravou jedného alebo dvoch mensich snarkov.
Z tohto ddvodu, pod pojmom snark, nebudeme mat takéto grafy na mysli.

Teraz uvedieme niektoré zakladné pozorovania, ktoré je mozné vyuzit pri
hladani najkratSieho pokrytia snarku cyklami.

Potom sa budeme podrobne venovat najkratSiemu pokrytiu cyklami zné-
mych nekonecnych tried grafov ako st Isaacsové snarky, Zovseobecnené Bla-
nusove snarky a Goldbergove snarky.

Dalej predstavime stvislost medzi pokrytim cyklami a pokrytim 1-faktormi
a na triede Szekeresovych snarkov predvedieme, ako ju mdzeme vyuzit pri

hladani najkratsieho pokrytia cyklami.

3.1 Zakladné vlastnosti najkratsSieho pokry-
tia cyklami

V tejto casti popiSeme niektoré zakladné vlastnosti, o ktorych sme si vsimli,
ze platia a ktoré budeme dalej vyuzivat.

Lema 3.1.1. Najkratsie pokrytie cyklami snarku md dizku aspori §|E(G)].

Doékaz. Tento fakt vyplyva z mozného rozlozenia cyklov v okoli jednotlivych

vrcholov snarku.

O

Lema 3.1.2. Ak md snark najkratsie pokrytie cyklami dizky 5|E(G)|, potom

Ziadna hrana v tomto pokryti nie je pokrytd tromi cyklami a pri kaZdom
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vrchole je prave jedna hrana pokrytda dvomi cyklami a prdve dve hrany si

pokryté jednym cyklom.

Dokaz. Ak by neboli splnené uvedené vlastnosti, dizka najkratsieho pokry-
tia cyklami by prevySovala 3| E(G)|.

O

7Z predchadzajicej lemy vyplyva, Ze pozdlZ cyklu zo spominaného najkrat-
sieho pokrytia cyklami sa striedaju hrany, ktoré st pokryté len tymto cyklom

a hrany, ktoré st pokryté este niektorym inym cyklom.

Veta 3.1.1. Ak md snark G najkratsie pokrytie cyklami dizky 3| E(G)|, potom
toto najkratsie pokrytie obsahuje aspon styri cykly.

Dokaz. Predpokladajme, Ze by bolo mozné pokryt G dvomi cyklami. Ma-
ximalna dizka cyklu je %\E(Gﬂ, pretoze takyto je pocet vrcholov. Kedze
dlzka pokrytia je 3| E(G)|, potom to znamen4, Ze obidva cykly maju dlzku
§|E (G)] a prechadzaju vsetkymi vrcholmi. Z predchédzajicej lemy vyplyva,
7e jednotlivé kruznice, ktoré tvoria tieto cykly maji parnu dizku. Staci, ak
hrany kruznic jedného z cyklov zafarbime striedavo dvomi farbami. Zostéava-
juce hrany, ktoré tvoria 1-faktor, zafarbime trefou farbou. Takyto graf by uz
nebol snarkom.

Predpokladajme, ze by bolo mozné pokryt G tromi cyklami. Oznac¢me
cykly ako O, Cy, C5. Ukazeme, Ze graf by bol hranovo 3-zafarbitelny. Hrany,
ktoré pokryva len cyklus C; zafarbime farbou 1, len (' zafarbime farbou 2,
len C3 zafarbime farbou 3. Podla Lemy 3.1.2 zostali uz len hrany, ktoré su

pokryté prave dvomi cyklami a susedia s hranami, ktoré sme uz zafarbili.
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Preto hrany, ktoré pokryvaju cykly C}, Cy zafarbime farbou 3, hrany, ktoré
pokryvaju cykly 4, C5 zafarbime farbou 2 a hrany, ktoré pokryvaja cykly
Cs, C5 zafarbime farbou 1. Takyto graf nie je snark.

3.2 Isaacsove snarky

Isaacsove snarky budeme oznacovat ako Iy, pre k > 2. Isaacsov snark I,
ma 4n vrcholov a 6n hran. Index n budeme nazyvat ¢islo Isaacsovho snarku.
Pojem ¢islo snarku budeme analogicky pouzivat aj pri dal$ich nekone¢nych
triedach. Zakladnou $truktirou Tubovolného Isaacsovho snarku je element

pozostavajuci zo Styroch vrcholov, ktory je znazorneny na Obrazku 3.1.

Obr. 3.1: Element Isaacsovho snarku

Tieto elementy budeme postupne pripajat v tvare kruhu, az kym sa ne-
dostaneme k pociatoénému elementu. Jednotlivé vrcholy elementu budi ocis-

lované 4i + 1, 40+ 2, 4i+ 3 a 41+ 4 pre ¢ = 0..n — 1, pricom element ¢ susedi
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s elementami 7 —1 mod n ai+1 mod n, tak ako naznacuju obrazky 3.1 a

3.2.

Obr. 3.2: Isaacsov snark I

3.2.1 Vonkajsia a vnutorna kruznica

V kazdom Isaacsovom snarku méZzeme najst niekolko typov kruznic, z ktorych
budeme pouzivat dva. Prvy typ budeme nazyvat vonkajsia kruznica. Této

kruznica je tvorena vrcholmi:
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Obr. 3.3: Vonkajsia kruznica Dy Isaacsovho snarku I

3,8,11,16, ..., (8¢ +3 mod V), (8 +8 mod V), ...3 prei=0...n—1

kde V' je pocet vrcholov snarku a n je jeho ¢islo. Vonkajsiu kruznicu budeme
oznacovat ako D,. Pre snark I5 je vonkajsia kruznica Dj zndzornend na
Obrazku 3.3.

Druhy typ kruznic budeme nazyvat vnutornd kruznica. Tato kruZnicu

tvoria vrcholy:
4k —1, 4k -2, 4k -3, 4k+1, 4k+2, 4k+4 prek=0...n—1

kde n je cislo snarku a cisla vrcholov rozumieme mod n. Kazdi vnatorna
kruznicu budeme oznacovat ako Dy pre £k = 0...n — 1. Vnitorna kruznica

Dy, je znézornena na Obrazku 3.4.
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4k+3 4k-1

4k+2 4k-2

4k+1 4k-3
Obr. 3.4: Vnutorna kruznica Dj, Iubovolného Isaacsovho snarku

3.2.2 Najkratsie pokrytie cyklami Isaacsovych snarkov

Pre Tubovolny Isaacsov snark I, existuje najkratsie pokrytie cyklami dizky
%\E (I,)]. Jedno z najkratsich pokryti cyklami ilustrujeme na snarku 75, ktory
ma 30 hran a potom ho rozsirime pre vSetky ostatné Isaacsove snarky. Na
Obréazku 3.2 st jednotlivé vrcholy [I5 ocislované. Cez vrcholy buda precha-
dzat cykly Cy, Cy, C3 a Cy.

Cyklus (] je tvoreny vonkajsou kruznicou Dj, ktord je znédzornené aj na
Obrazku 3.3.

Cyklus (s je tvoreny dvomi vnutornymi kruznicami Dy a Ds. Podobne
cyklus Cj3 tvoria vnatorné kruznice Dy a D3. Cykly Cy a C3 s teda tvorené
vnutornymi kruznicami snarku, jednu kruznicu vSak pokryt nemohli, pretoze
vnutornych kruznic je neparny pocet a ziadna hrana cyklu nemdze byt po-
kryta dvomi kruznicami toho istého cyklu. Cyklus Cy bude preto tvoreny
vnatornou kruznicou Dy.

Uvedené najkratsie pokrytie cyklami sa da rozsirit na vsetky Isaacsove

snarky.

Veta 3.2.1. Najkratsie pokrytie cyklami pre lubovolny graf I, z triedy Isa-
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acsovych snarkov md dizku 3|E(I,)|.

Dokaz. Najdeme mnozinu cyklov {C}, Cy, C3, Cy}, ktora bude tvorit najk-

ratsie pokrytie cyklami pre [,,.

C4 =D,

Kazd4 hrana snarku je pokryta. Vonkajsia kruznica D,, mé dlzku 2n. Pouzili

sme vSetky vnitorné kruznice, ktorych je n a kazda ma dlzku 6.

4 n

> IB(C)| = Z |E(D;)| = 6n+ 2n = 8n

i=1
Dizka najkratsieho pokrytia cyklami Isaacsovho snarku I, je preto 8n, ¢o je

s1E(I)]-

3.3 Goldbergove snarky

Dal$im typom snarkov, ktorymi sa budeme zaoberaf st Goldbergove snarky.
UkéZzeme, Ze ttto triedu snarkov je tiez mozné pokryt cyklami dizky % poctu
hran.

Obrazok 3.5 znazornuje zakladny element Goldbergovych snarkov, ktoré
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8i+1 8i+2

SVRNG

8i+4 8i+5

L
81+8

Obr. 3.5: Zékladny element Goldberovych snarkov

sa spajaju "do kruhu” podobne ako Isaacsove snarky. Goldbergove snarky
budeme oznacovat ako G 1, priCom k > 1, teda pozostavaji z neparneho
poctu zakladnych elementov, najmenej z troch.

Goldbergov snark G, méa 8n vrcholov a 12n hran. Jednotlivé vrcholy
elementu ¢ budu ocislované 8 + 1, 8 + 1, ..., 8 + &, pricom 0 < i <n — 1,

tak ako vidief na Obrazku 3.5. Goldbergov snark G5 znazortniuje Obrazok 3.6.

1 2 9 10 17 18 25 26 33 34
3 7 6 11 15 14 19 23 \22 27 31 30 35 39 38
...... 4 5 12 13 20 21 28 29 36 37
3 16 24 32 40

Obr. 3.6: Goldbergov snark Gj
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3.3.1 Pokryvajiace kruznice

Podobne ako pri Isaacsovych snarkoch, v§imneme si aj pri Goldbergovych
snarkoch niekolko typov kruznic, pomocou ktorych mézeme pokryt vSetky
hrany. Prvy typ kruznice sa nachadza v kazdom elemente a je urceny vr-

cholmi:
s+1, s+2, ..., 546 pres=8&al<i<n—1

Kruznice tohto typu budeme oznacovat ako D; pre 0 < i < n — 1.

s+1 s+2
s+7  s+6 t+3 t+7
s+3 s+6
s+5 t+4
s+4 s+5 s+8 t+8

Obr. 3.7: Prvy a druhy typ kruznic na Goldbergovych snarkoch
Druhy typ kruznice prepaja dva susedné elementy a je tvoreny tymito
vrcholmi:
s+95, s+6, s+7, s+8, t+8, t+7, t+3, t+4

pricom s = 8i, t =8(i+ 1) mod n, 0 <i <n— 1. Kruznice zodpovedajtce
tomuto typu budeme oznacovat ako K; pre 0 < i <n — 1.
Napokon budeme pouzivat aj kruznicu, ktoré prechadza cez vsetky ele-

menty. Je tvorend vrcholmi:
1, 2, 9, 10, 17, 18, ..., 1
Tato kruznicu budeme oznacovat ako D,,.
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3.3.2 Najkratsie pokrytie cyklami Goldergovych snar-

kov

Pre Tubovolny Goldbergov snark (,, existuje najkratSie pokrytie cyklami
dlzky §|E(G,)|. Jedno z najkratsich pokryti cyklami ilustrujeme na snarku
G5 (Obr. 3.8), ktory ma 60 hran a potom ho rozsirime pre vsetky ostatné
Goldbergove snarky. Na Obrazku 3.8 st jednotlivé vrcholy G5 ocislované. Cez
tieto vrcholy budu prechadzat cykly Cp, Co, C35 a Cy.

1 2 9 10 17 18 25 26 33 34
3 7 6 11 15 14 19 23 \22 27 31 30 35 39 38
o a d g
4 50 12 13 20 21 28 29 36 37
8 16 24 32 40

Obr. 3.8: Pokrytie cyklami Goldbergovho snarku Gy

Cyklus C je tvoreny kruznicami D; pre 0 < i < 4.

Cyklus C5 je tvoreny kruznicami Ky a K,. Podobne cyklus Cj tvoria
kruznice K; a K3. Cykly C5 a ('3 st tvorené kruznicami druhého typu, jednu
kruznicu vSak pokryt nemohli, pretoze kruznic druhého typu je neparny po-
Cet a ziadne dve kruznice druhého typu nemozu byt vedla seba. Cyklus C,
bude preto tvoreny kruznicou K. KedZe sme eSte nepokryli vSetky hrany
prislichajice kruznici Dy, priradime tato kruznicu napriklad do cyklu Cs.

Uvedené pokrytie cyklami sa dé rozsirit na vSetky Goldbergove snarky.

Veta 3.3.1. Najkratsie pokrytie cyklami pre lubovolny graf G, z triedy Gold-
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bergovych snarkov md dizku 3|E(G,)|.

Dokaz. Najdeme mnozinu cyklov {C}, Cy, C3, Cy}, ktora bude tvorit najk-

ratsie pokrytie cyklami pre G,,.

C4ZK4UD5

Kazda hrana snarku je pokryta. Cyklus C' je tvoreny n kruznicami, pri¢om
kazda ma dlzku 6. Cykly Cs, Cs a C4 obsahujt spolu n kruznic dlzky 8 a
jednu kruznicu dlzky 2n. Celkové dlzka pokrytia tymito cyklami preto bude

4
> |E(Cy)| = 6n+8n+2n = 16n

i=1
Dizka najkratsieho pokrytia cyklami Goldbergovho snarku G, je preto 16n,
0 je 4B(Gy)].

3.4 ZovsSeobecnené Blanusove snarky

Zovseobecnené Blanugove snarky 1.typu (resp. 2.typu) budeme oznacovat ako

B} (resp. B2) pre n > 2. Kazdy graf z tychto nekoneénych tried snarkov mé
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8n+2 vrcholov a 12n+3 hran. Reprezentantov tried Blanusovych snarkov 1. a

2. typu zobrazuje Obrazok 3.9. Zovseobecnené Blanusove snarky pozostavaja

z n elementov, ktoré st pospajané ako naznacuje tento obrazok. Ako vidiet,

8n-3 8n-1 8n+2

Obr. 3.9: Zovseobecnené Blanusove snarky 1. typu (hore) a 2. typu(dolu)

prvy element je vzdy Specidlny a urcuje typ zovSeobecneného Blanusovho

snarku.

3.4.1 Pokryvajuce kruzZnice

Podobne ako v predchadzajucich pripadoch urc¢ime zakladné kruznice, ktoré
bud tvorit cykly. V tomto pripade ndjdeme 4 typy kruznic. Prvy typ kruznic

bude urceny tymito vrcholmi:
s+1, s+2, s+3, s+4, s+5, s+6
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pricom s = 7+ 8i, 0 < i < n — 2. Tieto kruznice budeme oznacovat ako D;

pre 0 <:<n—2.

s+1 s+4 t+1 t+4
s+2 5+5 t+2 t+7
s+3 s+6 t+5 t+8

Obr. 3.10: Prvy a druhy typ kruznic

Nasledujtce vrcholy urcuji druhy typ kruznic
t+1, t+2, t+7, t+8, t+5, t+4

pricom t = 10 + 8, 0 < i < n — 2. Tieto kruznice budeme oznacovat ako K;
pre 0 <:i:<n-—2.

Prvé dva typy kruznic st spolo¢né pre obidva typy zovseobecnenych Bla-
nusovych snarkov. Dalgie dva typy kruznic obsahuji len jednu kruznicu. Tieto
kruznice potrebujeme pre kazdy typ snarkov urcit zvlast. Prvy riadok bude
zodpovedat prvému typu zovSeobecnenych BlanuSovych snarkov, druhy ria-

dok druhému typu. Mézme pristupit k urceniu tretieho typu kruznice.
1,3,6,7,10,9,4,5,2,8n,8n+ 1,8n + 2

1,4,5,7,10,9,6,2,3,81,8n + 1,8n + 2

Tento typ kruznice budeme oznacovat D,,_;.
Posledny, stvrty typ kruznice bude na prvom (Specidlnom) elemente ur-
¢eny tymito vrcholmi:
2,1,3,4,5,7,6,8
3,7,5,6,2,1,4,8
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V dalsich elementoch bude nadvizovat na prvy element nasledujtcimi vr-

cholmi
a,b,c,d,a+8 b+8 c+8 d+38,...,a+8,b+8i,c+8i,d+8i, ...

pricom a = 13, b = 15, ¢ = 14, d = 16. Tto kruznicu budeme oznacovat D,,.

16 19 22 24
\eg os
AN
[
18 21 23 26

Obr. 3.11: Najkratsie pokrytie cyklami zovSseobecnenych BlanuSovych snar-

kov B (hore) a B2 (dolu)
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3.4.2 Najkratsie pokrytie cyklami zovSeobecnenych Bla-

nusSovych snarkov

Tak ako pri Isaacsovych a Goldbergovych snarkoch aj pri zovSeobecnenych

Blanusovych snarkov ma najkratsie pokrytie cyklami velkost 3|E(G)|.

Veta 3.4.1. Najkratsie pokrytie cyklami zovseobecnenych Blanusovych snar-

kov md velkost 5| E(G)|.

Doékaz. Zostrojime tieto Styri cykly:

n—2
Cl - U Dz
1=0
n—2
CQ — U Kz
=0
03 = Dn—l
Cys=D,

Kazda hrana Tubovolného snarku je pokryta. Dlzka cyklu Cy aj Cy je 6(n—1).
Dl7ka Cs3 je 12 a dlzka Cy je 8 + 4(n — 1). Celkova dlzka pokrytia tymito

cyklami preto bude
4
D IE(C)|=6(n—1)+6(n—1)+4(n—1)+8+12 = 16n+4
=1

Dlzka najkratsieho pokrytia cyklami zovseobecnenych BlanuSovych snarkov

B}, resp. B? je preto 16n + 4, ¢o je 5|E(B})|, resp. 3|E(BZ)|.
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3.5 Najkratsie cyklové pokrytie a pokrytie 1-
faktormi

Ako budeme vidiet, pokrytie snarku 1-faktormi izko stvisi s najkratsSim po-
krytim cyklami. Uvedieme teraz tri lemy, ktoré budeme vyuzivat. Ich dokazy

mozno najst v [FV09].

Lema 3.5.1. (Fouquet, Vanherpe) Nech M = { M, My, M3, My} je pokry-
tie kubickeého grafu G 1-faktormi, potom kazZdd jeho hrana je pokrytd prave
jednym alebo dvomsi 1-faktormi z M.

Lema 3.5.2. (Fouquet, Vanherpe) Nech M = { M, M, M3, My} je pokrytie
kubického grafu G 1-faktormi. Potom pre kazdé i (i = 1...4) M — M, je
mnozina troch 1-faktorov, pricom Ziadna hrana nie je obsiahnutd vo vsetkych

troch 1-faktoroch.

Lema 3.5.3. (Fougquet, Vanherpe) Nech G je kubicky graf s 1-faktormi My,
My a Ms, ktoré maju prazdny prienik. Nech Ty oznacuje mnozinu hran grafu
G, ktord nie je pokrytd Ziadnym z uvedenych pareni. Analogicky, nech Ty a T,
oznacuje mnozinu hrdan, ktora je pokrytd jednym, resp. dvomsi z tyjchto pdrent.
Potom mnoZina hrdn Ty UT, tvori mnoZinu disjunktnyjch cyklov pdarnej dizky,

pricom hrany z Ty a Ty sa navzdjom striedaji.

3.5.1 Pokrytie 1-faktormi

Budeme sa chvilu venovat hladaniu pokrytia 1-faktormi. Pri ich hladani vy-
uzijeme vetu, ktori uviedli Fouquet a Vanherpe v [FV09]. Jej dokaz nam

pontika postup ako tieto parenia néjst, tiez ho mozno najst v [FV09].
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Najskor vysvetlime, ¢o budeme rozumiet pod pojmom dobry pér a dobra
trojica. Nech C' a C” st kruznice nepérnej dlzky. Predpokladajme, Ze existujt
po dvoch rozne hrany z2’, yy' a 22/, kde z, y, z st vrcholmi C a 2/, ¢/, 2’ st
vrcholmi C’, pricom tieto vrcholy uréuji tri cesty neparnej dizky na kazdej
kruznici. Potom hovorime, ze {C,C"} je dobry par a (xa’,yy', 22') je dobrad

trojica. Teraz uvedieme znenie spominanej vety.

Veta 3.5.1. (Fouquet, Vanherpe) Nech G je snark a nech md 2-faktor F,

ktorého nepdrne cykly mozme usporiadat do dobrych pdrov
{017 D1}7 {027 D2}7 ) {Ck7 Dk}
Potom sa dd G pokryt Styrmi 1-faktormi.

Z dokazu vety ziskame nasledujici navod ako néjst tieto 1-faktory. Nech
pre kazdy dobry par {C;, D;}, je (ctd}, c2d?, c}d?) jemu zodpovedajica dobra
trojica.

Nech M, je 1-faktor, ktory vznikne odstranenim vsetkych hran, ktoré
tvoria 2-faktor F. Dalej budeme postupne vytvarat 1-faktory M,, Mz a M,.
Najskor priddme do M;4, pre j = 1,2, 3 hrany cgdi pre vSetky 1.

Ak odstranime v kazdej i-tej kruznici vrcholy c{ a d{ , dostaneme pre
mnozinu E(C;) U E(D;), pre kazdé j, jednozna¢ny 1-faktor. Hrany tvoriace
toto parenie priddme do M.

Ak F obsahoval aj parne cykly, priddme niektory 1-faktor hran tjchto
parnych cyklov do M. Zvysné hrany parnych cyklov pridame aj do Mj aj
do Mjy.

Ziskali sme 1-faktory M, Ms, M3 a My, ktoré pokryvaju vsetky hrany

snarku G.
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3.5.2 Ekvivalencia najkratsieho pokrytia cyklami a po-

krytia 1-faktormi

Teraz ukaZzeme stvis medzi najkratsim pokrytim cyklami a pokrytim 1-
faktormi. Tato stvislost nam pomdzZe pri hladani konkrétnych cyklov najk-
rat$ieho pokrytia cyklami. Budeme vyuzivat lemy, ktoré sme uviedli v ivode

tejto casti.

Veta 3.5.2. Snark G md pokrytie styrmi 1-faktormi prave vtedy, ak md po-

krytie Styrmi cyklami s celkovou dizkou 5|E(G)|.

Doékaz. Nech M, Ms, M5, M, su 1-faktory pokryvajice hrany G. Zostrojime
styri cykly C1, Cy, Cs, Cy, ktoré tiez buda pokryvat hrany G.

Nech i € {1,2,3,4}. Ak odstranime 1-faktor M;, mnozina T;y bude ob-
sahovat hrany, ktoré boli pokryté len s M;, mnozina Tj, bude obsahovat tie
hrany, ktoré sa vyskytuju v prieniku dvojic zo zvysnych 1-faktorov, teda
IDES Uj;éi;ék MJ’ N M.

Vieme, Ze mnozina Tjy U Ty, je cyklus parnej dlzky. Preto staci polozit
C; = TjpUT;y. Hrany pokryté len jednym 1-faktorom sme pouzili raz a hrany
pokryté dvomi 1-faktormi dvakrat. KedZe dlzka 1-faktoru je | E(G)|, potom
dlzka pokrytia cyklami C; musi byt §|E(G)] .

Obratene, nech mame pokrytie snarku cyklami C7, Cs, C3, Cy s celkovou
dizkou %|E(G)|. Znovu, nech i € {1,2,3,4}, potom 1-faktor M; bude obsa-
hovat hrany, ktoré st pokryté len cyklom C; a hrany, ktoré s pokryté dvomi
cyklami zo zostavajicich cyklov. Vyuzili sme skuto¢nost, Ze pozdlz cyklu sa

striedaji hrany pokryté jednym a dvomi cyklami.

54



Ako vidief z dokazu, tato veta ndm ponika néavod na konstrukciu najkrat-

sieho pokrytia cyklami z pokrytia 1-faktormi a naopak.

3.6 Szekeresove snarky

Szekeresové snarky st grafy na pomerne velkom pocte vrcholov. Jednotlivé
snarky maja 40n + 10 vrcholov, kde n je ¢islo snarku. Triedu Szekeresovych
snarkov ziskame ”pospajanim” niekolkych grafov, ktoré vznikli z Peterse-
novho grafu rozpojenim dvoch hrén. Takéto grafy budeme nazyvat zdklad-
nymi elementami Szekeresovych snarkov. Hrany, ktoré vychadzaja zo zaklad-

ného elementu oznac¢ime pismenami a, b, ¢, d, tak ako ukazuje Obrazok 3.12.

Obr. 3.12: Zakladny element Szekeresovych snarkov a jeho zjednodusené zna-

zornenie

Zdkladny blok Szekeresovych snarkov ziskame spojenim Styroch zaklad-
nych elementov. Ak tieto elementy ocislujeme ¢islami 1-4 a zodpovedajuce
¢isla priradime ako indexy hranadm, ktoré vychadzaju z elementov, mdzeme
nasledujticim spojenim hran vyjadrif usporiadanie zékladnych elementov v

ramci zékladného bloku:
by — ag, by —as, by — au, 1 —ds, di —cy4, Cg —dy

95



Zo zakladného bloku vychadzajui von Styri hrany, a to: ay, b4, c3, dy. Tieto
hrany budeme v tom istom poradi oznacovat pismenami A, B, C, D. Ked
budeme chciet zvyraznit, ktorému bloku tieto hrany patria, budeme ich ozna-
Covat ako A;, B;, C;, D;, kde i je index zédkladného bloku. Obréazok 3.13 zna-

zornuje zakladny blok Szekeresovych snarkov.

a=A b, b, b, b,=B

Obr. 3.13: Zakladny blok Szekeresovych snarkov

Szekeresove snarky st tvorené n zakladnymi blokmi a jednym zaklad-
nym elementom, ktory budeme nazyvat aj Specidlny element. Pripomerime,
ze hrany vychadzajice zo Specidlneho elementu tiez oznacujeme pismenami
a, b, c, d. Nasledujtce prepojenie hran medzi Specidlnym elementom a zaklad-

nymi blokmi definuje nekonecnu triedu Szekeresovych snarkov.

G,—Al, Bl—AQ, BQ—A3 Bn—l_An7 Bn—b
C—Dh Cl—Dg, Cz—Dg Cnfl—D,% Cn—d

Znézornenie zapojenia dvoch zakladnych blokov v Szekeresovom snarku Sy
si mozeme vSimnat na Obrazku 3.14.

Najmensi ¢len triedy Szekeresovych snarkov obsahuje 50 vrcholov a je
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Obr. 3.14: Szekeresov snark S5 s dvomi zakladnymi blokmi
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Obr. 3.15: Szekeresov snark S; s 50 vrcholmi

tvoreny jednym zakladnym blokom (Obr. 3.15).
Rozsirenim snarku o jeden zékladny blok ziskavame dalsi snark z tejto

triedy, ktory ma o 40 vrcholov viac ako povodny snark. Toto rozsirovanie,
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ktorym mozeme ziskat vSetkych clenov triedy Szekeresovych snarkov, nazna-

¢uje Obrazok 3.16.

L

Obr. 3.16: Rozsirovanie Szekeresovych snarkov

3.6.1 Najkratsie pokrytie cyklami Szekeresovho

snarku 5

Vezmime Szekeresov snark S;. Na tomto grafe mozno najst 2-faktor, pozos-
tavajuci z dobrého paru {C7, D;}. Na kruzniciach C7, D; je mozné néjst aj
vrcholy, ktoré rozdeluju kruznice na tri cesty neparnej dizky. Tieto vrcholy
s stcastou hran tvoriacich dobru trojicu. Znézornenie mozno vidief na ob-
razku 3.17.

To, Zze sme nasli dobry par a dobra trojicu ndm podla Vety 3.5.1 umoz-
nuje najst aj styri 1-faktory, pricom pri ich konstrukcii budeme vychadzat
z dokazu tejto vety. Obrazok 3.18 zobrazuje tieto 1-faktory. Hnedou farbou
oznacCime hrany 1-faktoru M, teda tie, ktoré nelezia na 2-faktore.

Dalej, 1-faktor M, (resp. M3, M,) je tvoreny hranami cervenej (resp. ze-
lenej, modrej) farby. St to hrany, ktoré tvorili jednozna¢né pérenie vrcholov

2-faktoru, po odstraneni prislusnej hrany z dobrej trojice. Tato odstranena
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Obr. 3.17: KruZnice Cy (Cervend) a D; (modrd) tvoria 2-faktor, kedze su

L/
L/

N

NS

A

NN

nepérnej dlzky stt dobrym parom. Krizkom zvyraznené vrcholy st koncovymi

vrcholmi hran tvoriacich dobri trojicu.

hrana nelezi na 2-faktore a na obrazku je ozna¢ena Cervenou (resp. zelenou,
modrou) farbou, pretoze tiez patri do My (resp. Mz, M,). Dalej podla Vety
3.5.2 uz dokazeme najst najkratsie pokrytie cyklami dizky §|E (S1)|. Obrazok

3.19 ho znazornuje.

3.6.2 Najkratsie pokrytie cyklami pre celt triedu Sze-

keresovych snarkov

PodTla spdsobu konstrukcie Szekeresovych snarkov, je vidiet Ze mozno tento

postup aplikovat aj pre snarky s vySsim poctom vrcholov. Kazdy Szekere-
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Obr. 3.18: Styri 1-faktory pokryvajtce Szekeresov snark

sov snark totiz obsahuje 2-faktor, ktory je tvoreny dobrym parom {C, D},
analogicky ako S;. Pridanie jedného bloku spdsobi totiz len predlZenie jedne;
Casti kruznic C1, Dy o parnu dizku, ¢im nebude porusena vlastnost, Ze tseky
na kruzniciach musia byt neparnej dlzky. Preto mézeme najst styri pokry-
vajuce 1-faktory, z ktorych nésledne zostrojime najkratsie pokrytie cyklami

dlzky §|E (S,)| pre Tubovolny snark S, z triedy Szekeresovych snarkov.

3.7 Zhrnutie

Ako sme si mali moznost vS§imnit, vSetky skiimané snarky maju najkratsie
pokrytie cyklami dlzky §|E (G)|. Taktiez sme pripravili pocita¢ovy program,

s ktorym sme otestovali aj vSetky snarky, ktoré maju najviac 30 vrcholov,

60



Obr. 3.19: Najkratsie pokrytie cyklami Szekeresovho snarku .Sy

pricom len Petersenov graf P, mal dlzku najkratgieho pokrytia cyklami viicsiu
ako 3|E(F,)|. Nie je ndm preto znamy Ziaden iny cyklicky hranovo 4-stvisly
kubicky graf s touto vlastnostou. Zaujimavostou je, Ze pre vSetky snarky do
30 vrcholov (az na P,), existovali najkratsie pokrytia takymi cyklami, ktoré
obsahovali len jednu kruznicu.

Fouquet a Vanherpe vo svojom ¢lanku stanovili problém najdenia cyklicky
hranovo 4-suvislého kubického grafu, pre ktory neexistuje pokrytie Styrmi
1-faktormi ako otvoreny problém (Problém 4.3 [FV09]). Na zéklade Vety
3.5.2, ktort sme dokazali, najdenie cyklicky hranovo 4-stvislého kubického
grafu G rozneho od Petersenovho grafu, ktorého dizka najkratsieho pokrytia
Styrmi cyklami by bola ostro vicsia ako %E (@), okrem iného, vyriesi aj tento

otvoreny problém.
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Kapitola 4

Prechadzka c¢inskeho postara a

Dvojité pokrytie cyklami

V tejto kapitole sa budeme venovat problémom, ktoré tzko suvisia s najk-
ratsim pokrytim cyklami. Uvedieme teraz definiciu, ktortt budeme onedlho

potrebovat. Mnozinu celych nezdpornych ¢isel budeme oznacovat Z*.

Definicia 4.0.1. Nech G je graf. Funkcia w : E(G) — Z*sa nazyva vahova
funkcia. Ak pre lubovolny hranovy rez T v G je sucet

> w(e)

ecT
pdrny, potom sa w nazyva eulerovska vahova funkcia.
Ak pre eulerovski vdhovi funkciu w, pre lubovolny hranovy rez T v G a
lubovolni hranu e € T plati,
w(e) < Y w(e)
e'cT—e

tak potom sa eulerovskd vdhovd funkcia nazyva pripustna vahova funkcia.
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Véahovt funkciu w budeme niekedy skratene nazyvat aj vdha. Ak je obo-
rom hodnét vahovej funkcie mnozina {1, 2}, budeme vahovi funkciu nazyvat

(1,2) vaha.

4.1 Prechadzka ¢inskeho postara

Prechadzke ¢inskeho postara sme sa uz venovali v ¢asti 2.3. Na tomto mieste
vyslovime dalSiu vetu, o ktorej sme si vS§imli, Ze plati a ktora hovori o ekvi-

valencii tohto problému a najkratsieho pokrytia cyklami.

Veta 4.1.1. Problémy prechadzky cinskeho postdra a najkratsieho pokrytia
cyklami st ekvivalentné pre kubicky graf G, prdve vtedy ked dizka najkratsieho
pokrytia cyklami grafu G je 3| E(G)].

Dokaz. Ukazeme, ze prechddzka ¢inskeho postéra ma pre G dlzku 3| E(G)|.
Z toho uz potom bude vyplyvat samotné znenie vety.

Vezmime Tubovolny 2-faktor C' a k nemu doplnkovy 1-faktor M grafu G.
Na kazdej kruznici z C' si zvolime orientaciu. Zkontrahujeme jednotlivé kruz-
nice z C' do jedného vrchola. Z grafu, ktory dostaneme vyberieme kostru 7.
Vyberieme koren, nech je to v a vytvorime na 7" sled hran S, ktory zodpoveda
prehladévaniu do hibky na T, pri¢om nasledovnici prave prehladavaného vr-
chola v budt radeni v poradi zodpovedajiicom orientacii na kruznici, z ktorej
u vznikol.

Teraz sa vratime k povodnemu grafu a popiseme ako bude na nom vyze-
rat prechadzka ¢inskeho postara. Za¢neme z vrchola v. Vzdy prejdeme jednu
hranu po kruznici z C' v smere podla zvolenej orientécie a nasledne po jednej

hrane z M. Ak sa hrana z M nachddza v slede S, tak prejdeme na dalSiu
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kruznicu z C', inak sa vratime po tej istej hrane na pévodna kruznicu. Tento
postup opakujeme, az kym sa nevratime druhy raz do vrchola v. Prvy raz sa
totiz vratime do v po hrane z C', druhy raz po hrane z M.

Tymto postupom dostaneme prechadzku c¢inskeho postara, pricom hrany
M prejdeme prave dva-krat a hrany C prave raz. Z toho vyplyva, ze dlzka
prechadzky ¢inskeho postéra na G je 3|E(G)|.

4.2 Dvojité pokrytie cyklami

Problémom dvojitého pokrytia cyklami sme sa uz kratko zaoberali v casti
2.4, kde bola, okrem iného, uvedena aj Hypotéza 2.4.1 o dvojitom pokryti
cyklami ([AT85]), ktord tvrdi, Zze pre kazdy bezmostovy graf existuje také
pokrytie cyklami, ze kazda hrana je pokryta dvomi cyklami.

Seymour vyslovil aj silnejsie tvrdenie tejto hypotézy, ze pre kazdy bez-
mostovy graf G a pre kazda kruznicu C' v G, existuje také pokrytie cyklami,
ktoré obsahuje kruznicu C' ako stcast cyklu a toto pokrytie pokryva kazdu
hranu G dvomi cyklami.

V tejto casti formulujeme dalSie hypotézy. Preskiimame, pre ktoré snarky
platia a popiSeme ich stvis s Hypotézou 2.4.1. Napokon na zaklade overova-

nia tychto hypotéz vyslovime v casti 4.2.3 spresnenie tychto hypotéz.

Hypotéza 4.2.1. Nech C je lubovolny 2-faktor v lubovolnom snarku roz-
nom od Petersenovho grafu. Potom ezistuje dvojité pokrytie cyklami, ktoré

obsahuje C'.
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Hypotéza 4.2.2. Nech C je lubovolny mnoZina navzdjom hranovo disjunkt-
nych kruznic v lubovolnom snarku roznom od Petersenovho grafu. Potom

existuje dvojité pokrytie cyklami, ktoré obsahuje C.

Prvé dve hypotézy sa zaoberali mnozinou kruznic, ktora bud pokryvala
vSetky vrcholy (Hypotéza 4.2.1), alebo nemusela pokryvat vsetky vrcholy
(Hypotéza 4.2.2). Budeme skiimat ako sa prejavuje aj tato skutocnost.

Nasledujtica hypotéza je variantom Hypotézy 4.2.2, avsak v tejto forme

sa nam s nou bude lep$ie pracovat.

Hypotéza 4.2.3. Nech w je lubovolna pripustnd (1,2) vdha v lubovolnom
snarku roznom od Petersenovho grafu. Potom existuje pokrytie kruznicami

grafu G, pricom kazdd hrana je pokrytd prdave w(e) kruznicami.

Nasledujtuca lema popisuje za akych okolnosti je vaha w na kubickom

grafe pripustna.

Lema 4.2.1. Nech G je kubicky graf a nech w je ohodnotenie jeho hrdn.
Potom w je pripustna (1,2) vaha prdve vtedy, ak hrandm v okoli lubovolného

vrchola priradi vahovd funkcia w bud hodnoty 1,1,2 alebo hodnoty 2,2,2.

Dokaz. Nech w je pripustné (1, 2) vaha. KedZze pripustné véha je aj eulerov-
ské a hrany v okoli Tubobovolného vrchola tvoria hranovy rez, neméme ziadne
iné moznosti ohodnotenia tychto hran ako 1,1,2 a 2,2,2, aby sme dostali parny
stucet a zaroven, aby ziadna hrana nemala priradent vécsiu hodnotu ako su-
¢et zvysnych dvoch. Obratene. Vezmime také hrany e z G, pre ktoré plati
w(e) = 1. KedZze takéto hrany su pri kazdom vrchole bud dve alebo Ziadna,

tak vytvaraju cyklus. Hrany cyklu prechadzaja cez kazdy rez parny pocet
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krat, preto ak niektory hranovy rez obsahuje hrany s vlastnostou w(e) = 1,
musi ich byt parny pocet. Z tychto vlastnosti vyplyva, Ze ziadna hrana nie je
ohodnotend vicsou hodnotou ako je stcet ohodnoteni ostatnych hran rezu.

Vaha w je teda pripustna.

0

Medzi spominanymi hypotézami ako aj hypotézou o dvojitom pokryti cy-

klami platia vztahy, ktoré opisujeme v nasledujicej vete.

Veta 4.2.1. Platia nasledujice tvrdenia:

i) Hypotéza 4.2.3 plati prave vtedy, ked plati Hypotéza 4.2.2.

i1) Ak plati Hypotéza 4.2.2, potom plati aj Hypotéza 4.2.1.

iii) Ak plati Hypotéza 4.2.1, potom plati aj Hypotéza 2.4.1 na triede ku-
bickych grafoch.

Dokaz. Dokazeme len tvrdenie i) ostatné tvrdenia st zrejmé. Ekvivalencia
Hypotézy 4.2.3 a Hypotézy 4.2.2 vyplyva z ekvivalencie ich predpokladov. Ak
mame mnozinu C' hranovo disjunktnych kruznic, pripustnt vahu w najdeme
ohodnotenim: w(e) = 1, ak e € C, inak w(e) = 2. Obratene. Pripustna vaha
ohodnoti hrany v okoli kazdého vrchola bud hodnotami 2,2,2 alebo 1,1,2. Ak
vezmeme len hrany ohodnotené hodnotou 1, dostaneme podgraf, ktory ma

stupne vrcholov bud 0, alebo 2, tvori ho teda mnozina kruznic.
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4.2.1 Overovanie Hypotézy 4.2.1

Hypotézu 4.2.1 sme testovali algoritmom pre hladanie pokrytia cyklamil.
Vyuzili sme skutocénost, Ze v bezmostovom kubickom grafe existuje ku kaz-
dému 2-faktoru doplnkovy 1-faktor a naopak. Staci preto, ak pre graf a jeho
Iubovolny 1-faktor ndjdeme také pokrytie cyklami, Ze hrany 1-faktoru budua
pokryté dvomi cyklami a ostatné hrany len jednym. Potom je hypotéza pre
tento graf pravdiva.

Testovanie sme vykonavali tak, ze sme pre jednotlivé snarky vygenerovali

vsetky 1-faktory, a potom hladali také pokrytia cyklami, ktoré splhaja vlast-

nost pozadovanu v predchadzajicom odstavci.

Tabulka 4.1: Platnost Hypotézy 4.2.1 na triede snarkov do 28 vrcholov

PV | PS | 4.2.1 plati / pocet CS4 | 4.2.1 plati / pocet CS5
18 | 2 0/2 0/0

20 | 6 0/5 1/1

22 20 0/18 2/2

24 | 38 0/ 36 2/2

26 | 280 11 /270 10 / 10

28 | 2900 121 / 2825 75 /75

PV = pocet vrcholov, PS = pocet snarkov, CS 4 = snarky s cyklickou hranovou

suvislostou 4, CS 5 = snarky s cyklickou hranovou stvislostou 5 a viac

Ako naznacuju vysledky, ktoré sumarizuje Tabulka 4.2.1, zd4 sa, Ze na

pravdivost Hypotézy 4.2.1 vplyva cyklickd hranova stuvislost. Ukazuje sa, ze

I Algoritmom sa podrobnejsie venujeme v nasledujiicej kapitole
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pre snarky s cyklickou hranovou suvislostou 5, je Hypotéza 4.2.1 pravdiva,
takisto aj pre jediny snark na 28 vrcholoch s cyklickou hranovou suvislostou
6. Na niektorych snarkoch s cyklickou hranovou suvislostou 4, bola této hy-
potéza pravdiva, na vicsine vSak nie. Presktimali sme vSetky snarky do 28

vrcholov.

4.2.2 Overovanie Hypotézy 4.2.3

Na zaklade Vety 4.2.1, Hypotéza 4.2.3 neplati na snarkoch, na ktorych ne-
plati Hypotéza 4.2.1. MdZeme v8ak otestovat, ¢i plati na snarkoch, na ktorych

plati Hypotéza 4.2.1.

Tabulka 4.2: Platnost Hypotézy 4.2.3 na snarkoch, pre ktoré plati
Hypotéza 4.2.1

PV | PS |4.2.3 /421 (CS4) | 4.2.3 / 4.2.1 (CS5)
18 | 2 0/0 0/0

20 | 6 0/0 1/1

22 | 20 0/0 2 /2

24 | 38 0/0 2 /2

26 | 280 11 /11 10 / 10

28 | 2900 87 / 121 75 /75

(pocet snarkov danej CS na ktorych: plati Hyp. 4.2.1 aj 4.2.3 / plati len Hyp. 4.2.1)

Platnost Hypotézy 4.2.3 budeme testovat podobne ako platnost Hypotézy
4.2.1, a to tak, ze pre snarky, na ktorych platila Hypotéza 4.2.1, vygeneru-
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jeme vsSetky pripustné vahy. Pre kazda vahu w otestujeme, ¢i existuje také
pokrytie cyklami, ze kazda hrana e je pokryta prave w(e) cyklami.

Tabulka 4.2.2 znazornuje vysledky testovania, ktoré naznacuju, ze Hypo-
téza 4.2.3 plati na vSetkych snarkoch s cyklickou hranovou suvislostou 5 a
viac, na ktorych platila aj Hypotéza 4.2.1. Pocet snarkov s cyklickou hrano-
vou suvislostou 4 s najviac 28 vrcholmi, pre ktoré platila Hypotéza 4.2.1 a

neplati pre ne Hypotéza 4.2.3 je 34.

4.2.3 Spresnenie hypotéz

Na zaklade predchédzajucich vysledkov, musime trochu zoslabif uvedené hy-

potézy, pretoze musime zohladnif aj cyklick(i hranovt suvislost.

Hypotéza 4.2.4. Nech C je lubovolny 2-faktor v cyklicky hranovo 5-stuvislom
snarku roznom od Petersenovho grafu. Potom existuje dvojité pokrytie cy-

klami, ktoré obsahuje C.

Hypotéza 4.2.5. Nech C je lubovolnd mnoZina navzdjom hranovo disjunkt-
nych kruznic v lubovolnom cyklicky hranovo 5-stuvislom snarku roznom od
Petersenovho grafu. Potom existuje dvojité pokrytie cyklami, ktoré obsahuje

mnoziny C.

Hypotéza 4.2.6. Nech w je lubovolnd pripustnd (1,2) vdhovd funkcia v cyk-
licky hranovo 5-suvislom snarku roznom od Petersenovho grafu. Potom exis-
tuje pokrytie kruznicami grafu G, pricom kaZdd hrana je pokrytd prdave w(e)

kruznicams.

Okrem toho, Ze sa ndm podarilo upravit znenie hypotéz, moézeme vyslovit

este jednu vetu, ktord udava vztah medzi pdévodnymi hypotézami:
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Veta 4.2.2. UvaZugyme cyklicky hranovo 5-suwvislé snarky s najviac 28 vr-
cholmi. Potom Hypotéza 4.2.1 plati prave vtedy, ked plati Hypotéza 4.2.2.
Zdroven Hypotéza 4.2.1 plati prave vtedy, ked plati Hypotéza 4.2.3.
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Kapitola 5
Algoritmy

V tejto kapitole popiseme a uvedieme pseudokdd algoritmov, ktoré sme pou-
zivali pri hladani najkratSieho pokrytia cyklami a overovani hypotéz v pred-

chadzajucej kapitole. Zdrojové kédy st na prilozenom CD.

5.1 Algoritmus na pokrytie kubického grafu
cyklami

Tento algoritmus sme pouzivali pri hladani najkratsiecho pokrytia cyklami
kubickych grafov, ale aj pri hfadani pokrytia cyklami pri overovani hypotéz,
pri ktorych sme mali dopredu uréené, kolko cyklov mé prechadzat po kaz-
dej hrane grafu. Na konci tejto podkapitoly uvadzame pseudokod algoritmu
pre hladanie najkratsieho pokrytia cyklami. S drobnymi tipravami, ktoré po-
piseme, ho mdzeme pouzit aj na hladanie spominaného pokrytia cyklami,
na zaklade vopred urc¢eného poctu cyklov prechadzajucich jednotlivymi hra-

nami.
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Pretoze problém najkratsieho pokrytia grafu cyklami je NP-tiplny, nie st
zname ziadne efektivne algoritmy, ktoré by ho vedeli vypocitat. Budeme po-
uzivat exponencidlny algoritmus, ktory vyuziva backtracking.

Ustrednou ¢astou algoritmu je rekurzivna procedtra hladaj, pomocou kto-
rej hladdme kruznicu z pociatocného vrchola vytvaranim postupnosti hran.
Po uzavreti kruznice, vezmeme v poradi prvi nepokrytt hranu a zacneme
vytvarat dal$iu postupnost hran, s cielom vytvorit dalSiu kruznicu. Kazdua
kruznicu reprezentujeme ako postupnost vrcholov. Pouzivame nato dvojroz-
merné globalne pole postupnost. Okrem neho pouzivame aj globalne pole
index, ktoré nam slazi, aby sme si pamétali aké je aktualna dizka kruznice,
a aké st dlzky uz najdenych kruznic. Takisto pouzivame globélne premenné
akt_indez a akt_postupnost, ktoré nam slizia ako smerniky do tychto global-
nych poli.

Na nacitanie grafu a uchovavanie tabulky susednosti vrcholov pouzivame
dvojrozmerné pole tabulka_susednosti, v poli hrany si udrziavame informacie
o vSetkych hranach. Hrana pozostava z troch tdajov, dva uidaje su ¢isla kon-
covych vrcholov hrany (v1,vs) a jeden idaj nesie informaciu o pokryti hrany.

Pri hladani najkrat$ieho pokrytia cyklami je spociatku premennd s in-
formaciou o pokryti hrany, nastavena pre kazdd hranu na -1. Po uzavreti
kruznice sa pri oznacovani hran, podla aktualnej postupnosti, nastavi hod-
nota tejto premennej na 1. Pri odznacovani hran, pokial nie je pokryta inou
hranou, sa zasa nastavi na -1. Aby sme vypocet urychlili, pri najdeni prvého
pokrytia cyklami, si v premennej min zapamétame jeho dlzku. Premennt min
aktualizujeme vzdy pri najdeni kratsieho pokrytia. Zaroven si zapamétame v

dvojrozmernom poli naj_postupnost zatial najkratsie pokrytie cyklami. Vzdy
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pred za¢atim vytvarania novej kruznice overime, & celkova dlzka doteraz
najdenych kruznic neprevySuje zatial najkratSie pokrytie, ktoré sme nasli.
Funkcia spocitaj_zatial vrati celkovir dizku kruznic uloZenych v globalnom
poli postupnost.

Pri hladani pokrytia cyklami pri testovani hypotéz spominanych v casti
4.2, sme mali uréené, ktord hrana mé byt pokryta kolkymi cyklami. KedZze aj
celkova dizka pokrytia bola tym padom uréens, nemuseli sme hladaf Ziadne
kratsie pokrytia, a teda ani volat funkciu spocitaj_zatial. Takisto sme sa za-
obisli aj bez premennej min, ¢i naj_postupnost. Pri pokryti hrany kruznicou,
sa premenna s informéaciou o pokryti hrany dekrementovala. Ak mame urceny
pocet kruznic pokryvajacich hranu, ako bolo tomu tak, aj v tomto pripade,
musime kontrolovaft, ¢i hrana, ktorti chceme pouzit, nemé uz vycerpany po-
¢et pokryvajucich kruznic. Ak nemad, hovorime, Ze hrana je pripustnd. Ak nie
je vopred urcené, kolko cyklov mé prechadzat po jednotlivych hranach, tato
podmienku kontrolovat nemusime a hrany budeme povazovat za pripustné
vzdy.

Funkcia existuje_nepokryta_hrana vracia ¢islo prvej hrany v poradi, ktora
este nebola pokrytd. KedZe tato hrana musi byt pokrytd nejakou kruzni-
cou, je to vhodné miesto, odkial hladat dal$iu kruznicu. Ak takd hrana uz

neexistuje, funkcia vrati hodnotu -1.
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procedure hladaj(int s){

index[akt_index] ++;

postupnost [akt_postupnost] [index [akt_index]] = s;

IF (nie je uzavreta kruznica){

FOR (i=0; i<3; i++){
x = tabulka_susednosti[i] [s];
IF (x nie je v postupnsti postupnost[akt_postupnost])
AND (hrana(x,s) je pripustna){
hladaj(x);

}
ELSE{
zatial = spocitaj_zatial();
IF (zatial < min){
e = existuje_nepokryta_hrana();
IF (e > -1){
akt_postupnost ++;
akt_index ++;
postupnost [akt_postupnost] [0] = hrany[e].v1;
index[akt_index] = 1;
hladaj(hrany[e] .v2);
akt_index --;

akt_postupnost --;
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}
ELSE{
min = zatial;

naj_postupnost = postupnost;

3

index[akt_index] --;
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5.2 Algoritmus pre hladanie 1-faktorov

Na najdenie vsetkych 1-faktorov sme pouzivali tiez priamociary backtrackin-
govy algoritmus. Vieme, Ze v kubickom grafe musi mat kazdy 1-faktor tretinu
poctu hran celého grafu.

Algoritmus pracuje s globalnym polom hrany, ktoré pre kazdi hranu ucho-
vava vrcholy, ktoré ju tvoria a informaciu o prislusnosti hrany do 1-faktoru.
Ak hodnota premennej hrany[i].c je 2, potom i-ta hrana je sticastou 1-faktoru.
Ak hodnota premennej hranyli].c je 1, tak zatial nie je. Na zaciatok ini-
cializujeme pre i-tt hranu hodnotu hranyli].c na 1. V parametri zostava si
pamitame kolko hran este potrebujeme do 1-faktoru priradif. Po priradeni
hrany do 1-faktoru, volame procedtru s dekrementovanou hodnotou para-
metra zostava. Ak je hodnota premennej zostava 0, nasli sme 1-faktor a
mozeme ho zapisat na vystup.

Na zaciatku volame funkciu pridaj_hranu s paremetrom start = 0, teda
za¢iname od prvej hrany a postupne sa snazime pridat nasledujice. Funkcia
over vracia hodnotu true prave vtedy, ked dand hrana nesusedi so ziadnou

hranou, ktora uz do 1-faktoru patri.

76



procedure pridaj_hranu(int start, int zostava){
IF (zostava == 0){

zapis_1-faktor

}
ELSE{
FOR(i = start; i <= pocet_hran - zostava; i ++){
if (hrany[i].c==1 AND over(i)){
hrany[i].c = 2;
pridaj_hranu(i, zostava-1);
hrany[i].c = 1;
}
}
}
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5.3 Algoritmus pre hladanie pripustnych vah

Podobne aj pre generovanie pripustnych vah pouzivame algoritmus zalozeny
na backtrackingu. V tomto pripade budeme vychéadzat z tvrdenia Lemy 4.2.1,
ze kazda pripustna vaha ma pri kazdom vrchole hrany ohodnotené jednou z
nasledujucich trojic: (2, 2, 2), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1). Do tvahy teda
prichddzaji Styri moznosti, ktoré budeme testovat vo FOR cykle. Funkcia
over_moznost vrati true prave vtedy ak doterajsie ohodnotenie hran nevy-
lucuje moznost, na ktort sa pytame. Procedira oznac(m,n) oznaci hrany
incidentné s vrcholom n podla moznosti m.

Okrem toho, si v procediure oznac globalne zaznamenavame, ako boli
oznacené hrany pred aplikovanim danej moznosti. Vysta¢i ndm nato dvoj-
rozmerné pole velkosti 3N, kde N je pocet vrcholov kubického grafu. Na
zaCiatku, totiz, maju vSetky hrany hodnotu 0. Ak sme aplikovali moznost m
na vrchol, v ktorého okoli boli niektoré hrany uz oznacené, aby sme sa vedeli
vratit do stavu pred aplikovanim danej moznosti, nestac¢i ndm pamiitat si,
ktortt moznost sme aplikovali, ale potrebujeme vediet aj presné ohodnotenie
hran v tomto stave.

Algoritmus bude postupne spracovavat vrcholy, podla ich poradia. Pod
spracovanim vrchola, mame na mysli uz spominané ohodnocovanie hran,
ktoré st s nim incidentné. Pokial ohodnotenie hran nie je korektné, vraciame
sa k predchadzajicemu vrcholu a vysktsame nasledujicu moznost ohodnote-
nia hran. Ku poslednému vrcholu sa dostaneme, prave vtedy, ak ohodnotenia
hran incidentnych s predchddzajacimi vrcholmi boli korektné. Kedze hrany
incidentné s poslednym vrcholom uZ musia byt ohodnotené, sta¢i nam dané

ohodnotenie len zapisat na vystup.
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procedure spracuj_vrchol(int n){

IF (n < pocet){
FOR(m = 1; m <= 4; m++){
if (over_moznost (m)){
oznac(m, n);
spracuj_vrchol(n+1);

odznac(n) ;

}
ELSE{

zapis_ohodnotenie();
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Kapitola 6

Z.aver

V tejto diplomovej praci sme zhrnuli poznatky o najkratSsom pokryti cyklami.
Uviedli sme suvislosti s podobnymi problémami v tedrii grafov.

Nasli sme a popisali sme najkratsie pokrytie cyklami pre zname nekonecné
triedy grafov, ako st Isaacsove snarky, Goldbergove snarky, Zovseobecnené
Blanusové snarky a Szekeresove snarky. Taktiez sme pomocou pocitacového
programu nasli najkratsie pokrytie cyklami pre vSetky snarky s najviac 30
vrcholmi.

Zistili sme, 7Ze vSetky tieto snarky, s vynimkou Petersenovho grafu, maja
dlzku najkratSicho pokrytia cyklami velkosti % poctu hran, ¢o je dolné hra-
nica pre dlzku najkratsieho pokrytia bezmostovych kubick§ch grafov. Takisto
sa daju vSetky pokryt Styrmi cyklami, ¢o je rovnako dolnd hranica pre po-
et cyklov. Ukéazali sme, Ze problém néjst pokrytie snarku Styrmi 1-faktormi
je ekvivalentny problému néajst najkrat$ie pokrytie Styrmi cyklami celkovej
dlzky 3|E(G)|. Vdaka tejto ekvivalencii vieme najst najkratsie pokrytie cy-

klami na zaklade pokrytia styrmi 1-faktormi, ¢o sme demonstrovali na Sze-
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keresovom snarku s 50 vrcholmi.

Dalej sme vyslovili niekolko hypotéz, ktoré naznacauji za akych pred-
pokladov by sme mohli najst dvojité pokrytie cyklami pre Tubovolny snark,
ktory spliia tieto predpoklady. Poukéazali sme aj na zaujimavé vztahy, ktoré
medzi tymito hypotézami platia.

Na tuto diplomovt pracu sa d& v roznych smeroch nadviazat. Zaujimava
je predovsetkym otazka, ¢i existuje nejaky snark, rézny od Petersenovho
grafu, ktory by mal dlzku najkratsieho pokrytia cyklami védsiu ako 3| E(G)|.
Nadalej sa d& pokracovat i v skimani hypotéz 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, ale i ekvi-
valencie hypotéz 4.2.1 a 4.2.2, resp. 4.2.4 a 4.2.6.
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Dodatok A

Priloha

Ku diplomovej praci prikladame aj CD, ktoré obsahuje programy, ktoré sme
vyuzivali. Programy st napisané v jazyku C. Podrobné instrukcie sa nacha-

dzajua v stubore "help.txt”.

Obsahom CD st nasledovné programy urcené pre kubické grafy.
1) program na najdenie najkratsieho pokrytia cyklami
2) program na generovanie 1-faktorov
3) program na generovanie pripustnych vah
)

4) program na hladanie pokrytia cyklami podla ohodnotenia hrén

82



Literatura

[AGZ94] B. Alspach, L. A. Goddyn, and C.-Q. Zhang. Graphs with the

[ATS85]

[BJJ83]

[Fan93]

[Fan98]

[FVO09]

[Hol81]

circuit cover property. Trans. Amer. Math. Soc., 344(1):131-154,
1994.

N. Alon and M. Tarsi. Covering multigraphs by simple circuits.
SIAM Journal on Algebraic and Discrete Methods, 6(3):345-350,
1985.

J. C. Bermond, B. Jackson, and F. Jaeger. Shortest coverings of

graphs with cycles. J. Combin. Theory Ser. B., 35:297-308, 1983.

Genghua Fan. Tutte’s 3-flow conjecture and short cycle covers. J.

Comb. Theory Ser. B, 57(1):36-43, 1993.

Genghua Fan. Proofs of two minimum circuit cover conjectures. J.

Comb. Theory Ser. B, 74(2):353-367, 1998.

Jean-Luc Fouquet and Jean-Marie Vanherpe. On the perfect mat-

ching index of bridgeless cubic graphs. CoRR, abs/0904.1296, 2009.

Ian Holyer. The np-completeness of edge-coloring. SIAM Journal
on Computing, 10(4):718-720, 1981.

83



[IR78]

[Jac90]

[JRTS6]

[JT92]

[Ras91]

[Sey79]

[Sey81]

SZ05]

[SzeT73]

Alon Itai and Michael Rodeh. Covering a graph by circuits. In
ICALP, pages 289-299, 1978.

Bill Jackson. Shortest circuit covers and postman tours in graphs

with a nowhere zero 4-flow. SIAM J. Comput., 19(4):659-665, 1990.

Ury Jamshy, Andre Raspaud, and Michael Tarsi. Short circuit co-
vers for regular matroids with a nowhere zero 5-flow. J. Comb.

Theory Ser. A, 43(3):354-357, 1986.

Ury Jamshy and Michael Tarsi. Short cycle covers and the cycle
double cover conjecture. J. Comb. Theory Ser. B, 56(2):197-204,
1992.

André Raspaud. Cycle covers of graphs with a nowhere-zero 4-flow.

Journal of Graph Theory, 15(6):649-654, 1991.

P. D. Seymour. Sums of circuits. In Graph Theory and Related
Topics (J.A. Bondy and U.S.R. Murty, eds.), pages 341-355. Aca-
demic press, 1979.

P. D. Seymour. Nowhere-zero 6-flows. Journal of Combinatorial

Theory, Series B, 30(2):130 — 135, 1981.

Jinlong Shu and Cun-Quan Zhang. A note about shortest cycle
covers. Discrete Mathematics, 301(2-3):232-238, 2005.

G. Szekeres. Polyhedral decompositions of cubic graphs. Austral.
Math. Soc., 8:367-387, 1973.

84



[Tho97] Carsten Thomassen. On the complexity of finding a minimum cycle

cover of a graph. SIAM J. Comput., 26(3):675-677, 1997.
[You83] D. H. Younger. Integer flows. J. Graph Theory, 7:349-357, 1983.

[Zha90] C.-Q. Zhang. Minimum cycle coverings and integer flows. J. Graph
Theory, 14(5):537-546, 1990.

[Zha97] C.-Q. Zhang. Integer Flows and Cycle Covers of Graphs. Marcel
Dekker, 1997.

85



