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Praca analyzuje problematiku zavedenia paralelizmu v grafovych gramati-
kdch. Podrobnejsie v nej skimame dva paralelné modely (systémy grama-
tik), ktorych definicie sme zovSeobecnili pre grafové gramatiky. Zaujima nas
porovnanie generativnej sily tychto systémov vzhladom na roézne typy kom-
ponentovych gramatik a platnost analogickych tvrdeni pre zodpovedajtce
paralelné modely definované pre stringové gramatiky.
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Predhovor

Cielom tejto diplomovej prace je analyzovat existujuce typy grafovych gra-
matik a preskiimat moznosti vyuzitia paralelizmu v nich. Spomedzi réznych
tried grafovych gramatik (s roznym pristupom k transformacii grafov) v tejto
préaci skimame triedu ed NC'E gramatik a niektoré jej podtriedy. Tieto typy
gramatik (hlavne trieda konfluentnych ed NC'E gramatik) predstavuju dobré
zovseobecnenie bezkontextovych stringovych gramatik (ktoré patria medzi
hlavné oblasti vyskumu v pripade réznych paralelnych modelov).

Ukazuje sa, ze aplikovat niektoré hlavné myslienky fungujice pre para-
lelné modely definované pre stringové gramatiky je mozné aj v pripade ana-
logickych modelov definovanych pre grafové gramatiky. Problémom (nie len
technického charakteru) je napriklad spominana konfluentnost, ¢o je vlast-
nost, ktora nie je garantovana len formatom pravidiel (ako je to v pripade
bezkontextovosti u stringovych gramatik).
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Kapitola
Uvod

Grafové gramatiky vznikli na konci Sestdesiatych rokov. Motivaciou k ich
vzniku boli problémy ako rozpoznavanie vzorov, konstrukcia kompilatorov a
Specifikacia datovych typov. Neskor sa pocet oblasti ich aplikicie vyrazne
rozsiril. Grafové gramatiky st zaujimavé aj z teoretického hladiska, kedze
predstavuju prirodzené zovSeobecnenie tedrie formélnych jazykov zalozenej
na retazcoch a teoérie prepisovania termov zaloZenej na stromoch. Tento
model vlastne poskytuje mechanizmus, ktorym lokéalne transformacie na gra-
fe mo6zu byt modelované matematicky presnym spésobom. Dva zakladné
pristupy k transformécii grafov st nahradzovanie vrcholov a nahradzovanie
(hyper)hréan. V tejto praci sa budeme zaoberat prvym z tychto pristupov.
Hlavnou castou takejto grafovej gramatiky je kone¢nd mmnozina pravidiel.
Pravidlo je vo vSeobecnosti trojica (M, D, E), kde M a D su grafy (“mater-
sky” respektive “dcérsky” graf) a E je sposob vnorenia (v anglickych textoch
sa pouziva vyraz “‘embedding”). Takéto pravidlo méze byt aplikované na graf
H ak sa graf M vyskytuje v H. V tomto pripade graf M je odstraneny z H,
nahradeny izomorfnou kopiou grafu D, pricom je pouzity sposob vnorenia F
na pripojenie grafu D ku zvysku H~ grafu H.

Boli skuimané viaceré spdsoby vnorenia. V tejto praci sa budeme zaoberat
vyhradne spdsobom, ked urcité nové hrany si pouZité na spojenie D so
zvyskom H~ t.j. hrany ktorych jeden vrchol patri do D a druhy do H~.
Ked je M odstranené z H, vSetky hrany medzi M a vrcholmi z H, ktoré
nepatria do M, su odstranené tiez.

Hlavnym objektom nasho zaujmu budi bezkontextové grafové gramati-
ky, ktoré maju pravidla tvaru (M, D, E), kde M pozostéava len z jedného
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KAPITOLA 1. UVOD 5

vrchola t.j. v tomto pripade st vrcholy nahradzané grafmi. Dalsou vlast-
nostou, ktora potrebujeme, aby definované trieda grafovych gramatik bola
dobrym zovSeobecnenim bezkontextovych stringovych gramatik je, aby vy-
sledok postupnosti nahradzovania vrcholov nebol zavisly na poradi, v ktorom
st pravidla pouzité. Toto robi bezkontextové grafové gramatiky vhodnymi
na popis rekurzivne definovatelnych mnozin grafov.

V spominanom bezkontextovom pripade, ked matersky graf pozostava
len z jedného uzla a vloZenie dcérskeho grafu D je urobené lokalne (spoje-
nim grafu D s vrcholmi hostitelského grafu, ktoré si “blizko” materského
vrchola), tak krok prepisania vrchola je vlastne lokalna transformacia grafu.
Iteracia takychto krokov vedie ku globalnej transformécii grafu, ktoré je za-
lozena na lokalnych transformaciach. To je zdkladna idea grafovych gramatik
zalozenych na prepisovani vrcholov.

Typickym, velmi jednoduchym prikladom takéhoto mechanizmu su gra-
matiky s odvodenim riadenym symbolmi vrcholov (Node Label Controlled -
NLC) definované napriklad v [5]. V NLC gramatike sa prepisuju neorien-
tované grafy, ktorych vrcholom st priradené symboly z nejakej (kone¢nej)
abecedy, pravidla gramatiky definuji nahradenie vrchola a spésob, akym
sa vrcholy dcérskeho grafu spoja so susedmi materského uzla - teda pro-
ces prepisania grafu je dplne lokdlny. V NLC' pristupe je vSetko zalozené
na symboloch vrcholov. NLC pravidlo je tvaru X — D, kde X je (neter-
minalny) symbol vrchola a D je neorientovany graf s (terminalnymi alebo
neterminalnymi) symbolmi vrcholov. Takéto pravidlo méze byt aplikované
na fubovolny vrchol v so symbolom X. Vysledkom aplikacie tohto pravidla
je nahradenie (materského) vrchola v dcérskym grafom D. Vsetky pravid-
14 zdielaju spolo¢ni mnozinu spojovacich instrukeii. Spojovacia instrukcia je
tvaru (u,6), kde p aj d si (terminalne alebo neterminélne) symboly vrcholov.
Takato inStrukcia hovori, Ze pri kroku odvodenia sa mé vytvorit hrana medzi
kazdym vrcholom so symbolom ¢ v dcérskom grafe D a kazdym vrcholom
so symbolom p, ktory je susedom materského vrchola v. Gramatika ziad-
nym sposobom ‘nekontroluje”, ¢i taka hrana existuje - ak v nema ziadneho p
suseda, potom instrukcia (u, d) zostane nevyuzité.

N LC grafové gramatiky predstavuji jeden z pokusov ako definovat trie-
du bezkontextovych grafovych gramatik t.j. grafovych gramatik, ktoré su
podobné bezkontextovym stringovym gramatikim. N LC' gramatiky su bez-
kontextové v tom, ze krok odvodenia je tplne lokalny a nie st kladené ziadne
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podmienky na aplikdciu pravidiel. To umoznuje napriklad modelovat ich od-
vodenie pomocou stromov odvodenia. Bohuzial, N LC gramatiky nemaju tu
(dolezitt) bezkontextovu vlastnost, Ze vysledok aplikacie viacerych pravidiel
nie je zavisly na poradi, v ktorom su tieto pravidla aplikované. Gramatika,
ktora tuto vlastnost ma, sa nazyva konfluenta.

Myslienka N LC gramatik mdze byt zovSeobecnené viacerymi sposobmi.
Je celkom prirodzené odkazovat sa v spojovacich inStrukcidch priamo na vr-
choly dcérskeho grafu namiesto jeho symbolu, ¢o umoznuje rozlisovat medzi
vrcholmi dcérskeho grafu. Takyto typ gramatiky sa potom oznacuje NC'E
grafova gramatika (NCFE - Neighbourhood Controlled Embedding). Dalsou
moznostou zovSeobecnenia je rozsirenie N LC gramatik na orientované grafy.
Spojovacia relacia bude potom obsahovat trojice (p,d,d), kde d € {in, out}.
Vyznam takejto instrukcie v pripade, Ze d = in je, ze pri prepisovani grafu sa
mé vytvorit hrana do kazdého vrchola so symbolom § v dcérskom grafe D z
kazdého vrchola so symbolom i, z ktorého vedie hrana do materského vrchola
v v prepisovanom grafe (analogicky je to v pripade, ze d = out). Spominané
rozsirenia N LC' pristupu umoziuji rozlisovat medzi jednotlivymi vrcholmi
dcérskeho grafu D resp. medzi “in” a “out” susedmi materského vrchola v.
Este vécsiu rozliSovaciu silu je mozné gramatike dodat tym, Ze ju roSirime
na (orientované alebo neorientované) grafy, ktoré okrem symbolov vrcholov
buda mat aj hranové symboly. To rozdeli susedov materského vrchola v na
viacero rozdielnych typov podla symbolu hrany, ktora spaja suseda vrcholu v
s vrcholom v. Prirodzend myslienka je umoznit prepisovaciemu mechanizmu
zmenit typ tychto susedov, ¢o vedie k instrukciam typu (u, p/q,0), kde p a g
st hranové symboly. Vyznam takejto inStrukcie je, ze sa mé vytvorit hrana
so symbolom ¢ medzi kazdym p susedom so symbolom p materského vrcho-
la v a kazdym vrcholom so symbolom ¢ dcérskeho grafu D. Teda hranovy
symbol p je zmeneny na q.

Kombinacia vSetkych spominanych vlastnosti vedie ku triede C-ed NCE
grafovych gramatik t.j. konfluentnych ed NC'E grafovych gramatik. Kazdé
pravidlo ed NC'E grafovej gramatiky je tvaru X — (D, (') a kazda spojovacia
instrukcia C' je tvaru (u,p/q, x,d), kde p je symbol vrchola, p a g st hranové
symboly, z je vrchol grafu D a d € {in,out}. Ak je napriklad d = in, tak
takato instrukcia je interpretovana nasledovne: hrana so symbolom ¢ ma byt
vytvorena do vrchola x grafu D z kazdého p suseda so symbolom g mater-
ského vrchola v, z ktorého vedie hrana do vrchola v. Formélne zavedieme
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triedu C-ed NC'E a niektoré jej vyznamné podtriedy v dalSej ¢asti.

Jednym zo smerov, ktorym sa uberal vyvoj klasickych typov gramatik bo-
lo skimanie vlastnosti réznych paralelnych modelov. Za poslednych péatde-
siat rokov boli v oblasti gramatik definované rozne typy paralelnych modelov,
spomenme napriklad G systémy zavedené v [3] umoziujtce simulovat rozne
typy sekvenc¢nych a paralelnych modelov, kooperujtce distribuované systémy
gramatik (prvy krat definované v [2]), ktoré v sebe kombinuju sekvenény a
paralelny vypocet, paralelné kooperujuce systémy gramatik definované v [1J,
ktoré umoznuju studovat rézne typy komunikacie a komunika¢nych struktuar,
rozne typy OL systémov ... V tejto praci nas budu zaujimat vlastnosti niekto-
rych paralelnych modelov definovanych nad grafovymi gramatikami (budeme
analyzovat rozne typy grafovych gramatik, najma C-ed NCE, B-edNCE a
edNCE grafové gramatiky), hlavne vztahy platiace medzi réznymi triedami
jazykov definovanych pomocou tychto modelov.



Kapitola

Definicie

V tejto kapitole formalne zadefinujeme zékladné typy grafovych gramatik a
niektoré d'alsie pojmy potrebné v dalsich kapitolach tejto diplomovej préace
tak ako je to v [5].

2.1 Zakladné pojmy

Definicia 2.1.1. Abeceda je lubovolnd neprazdna konecnd mnoZina symbolov.

Poznamka 2.1.2. Abecedu budeme oznacovat velkymi gréckymi pismenami
X, 0,0 A, ...

Definicia 2.1.3. Nech X je abeceda symbolov vrcholov a I' je abeceda hrano-
vich symbolov. Graf nad ¥ a T je trojica H = (V, E,\), kde V' je konecnd
mnoZina vrcholov, E C {(v,vy,w)|v,w € V,v # w,y € '} je mnoZina hrin
a XV — X je funkcia priradujica symboly vrcholom grafu (t.j. wvaZujeme
ortentované grafy bez sluciek, multihrany su povolené, ale musia mat rozne
symboly).

Definicia 2.1.4. Dva grafy su izomorfné, ak existuje bijekcia f : Vg — Vi
takd, zZe Ex = {(f(v),~, f(w)) | (v,y,w) € Ex} a pre vSetky v € Vg plati
MAc(f(v)) = Ag(v). Pre graf H, mnoZinu vSetkyjch grafov izomorfnijch s
H oznazujeme ako [H| (H v tomto pripade nazyvame konkrétny graf, [H]
abstraktny graf)

Definicia 2.1.5. MnoZinu vSetkijch (konkrétnych) grafov nad ¥ a A ozna-
cujeme GRy,r a mnoZinu vietkyjch abstraktnijch grafov oznacujeme |G Ry r].
Podmnozinu [GRyx,r| nazgvame grafovy jazyk.

8



KAPITOLA 2. DEFINICIE 9

Definicia 2.1.6. Graf s vnorenim[| nad ¥ a A je dvojica (H,C), kde H €
GRyr a C CEXI')xT'xVy x{in,out}. C je spojovacia reldcia grafu (H,C')
a kazdy prvok (o, 3/v,x,d) relicie C nazgvame spojovacia instrukcia.

Definicia 2.1.7. Dva grafy s vnorenim su izomorfné, ak existuje izomorfiz-

mus f zH do K takg; Ze Cg = {(075/77f(x)ad> ’ (075/7ax7d) € CH}

Definicia 2.1.8. Mnozinu vsetkijch grafov s vnorenim nad % a I' oznacuje-
me GRExr. KaZdy obycajny graf mozeme povaZoval za graf s (prazdnym)
vnorenim (t.j. C =10), teda GRyr C GREx 1.

Definicia 2.1.9. Nech (H,Cy) a (D,Cp) si dva grafy v GREx také, Ze
H a D su disjunktné a nech q je vrchol H. Substiticia (D,Cp) za vrchol q
v grafe (H,Cy) je graf (V,E,\,C) v GREx.r taky, Ze

Vi= (Vu—-{a})UVp
E = EpU{(z,v,y) € Ey|z#qy#q}
U

{(w,v,z) | I3 €T : (w,5,q) € Enx, Au(w),B/v,z,in) € Cp}
U

{(z,y,w) | B €T : (¢,8,w) € Ey, Ag(w), /v, x,out) € Cp}
Mz) = Ag(x) akz e Vg —{q} a
AMz) = Mp(z) akx €Vp

C = {(0,8/7,2,d) € Cy|z+q}
U

{(0.8/6,2,d) | 3€T : (0,8/7,q,d) € Cn,(0,7/0,x,d) € Cp}

Oznacujeme ju (H,Cy) [q/(D,Cp)].

2.2 Grafové gramatiky
Definicia 2.2.1. edNCE gramatika je 6-tica G = (X, A,T,Q, P,S), kde
e X je abeceda symbolov vrcholov,

e A C X je abeceda termindlnych symbolov vrcholov,

I Presnejsie povedané, ide graf s instrukciami na vnorenie do inych grafov
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o [' je abeceda hranovych symbolov,

o O C T je abeceda termindlnych hranovych symbolow,
e P je konecnd mnozZina pravidiel a

e S e — A je pociatocny netermindl.

Pravidld si tvaru X — (D, C) pricom X € ¥ —A o (D,C) € GREx .

Prvky mnoziny N = ¥ — A nazyvame netermindlne symboly vrcholov a
proky mnoziny I' — Q nekoncové hranové symboly.

Graf nazyvame termindlny, ak vsetky jeho vrcholy si termindlne (t.j. ma-
Ju termindlne symboly) t.j. patri do GREAr.

Nechp: X — (D, C) je pravidlo, X nazgvame jeho lavou stranou, (D, C')
pravou stranou pravidla p, oznacujeme ich ako lhs(p) resp. rhs(p).

Dve pravidld X, — (D1,C1) a Xo — (Do, Cy) su izomorfné, ak X; = Xo
a (Dy,C4) je izomorfné s (D, Cy).

Nekonecni mnoZinu vsSetkych pravidiel izomorfniych s pravidlom P ozna-
cujeme copy(P), lubovolny jej prvok nazjvame kdpia pravidla.

Priklad pravidiel grafovej gramatiky, ktoré generuje mnozinu vsetkych
“ulic” tvaru[2.1]je na obrazku2.2l G = (2,A,I,Q, P, S), kde & = {S, X, +},
A={+}, T ={h,r,a,b,x}, Q={a,b,+}. Neoznacené vrcholy (hrany) maju
symboly + (resp. *).

r—— " — ¥—
(1 (1 (1

Obrazok 2.1: Ulica
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b
L X
e
X X
h h A
a g a
h h 5 h
a a
T T r
—_— —_— 1 = &
a

Obrazok 2.2: Pravidla gramatiky G
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Definicia 2.2.2. Nech G = (X, A, T,Q, P, S) je ed NCE gramatika , H a H’
st grafy v GRExr, nech m € Vi a nech p: X — (D, C) je képia pravidla v
G takd, Ze D a H su disjunktné. Potom piseme H =, , H' alebo H = H’,
ak Ag(m) =X a H = H[m/(D,C)|. H = H' nazjvame krok odvodenia a
postupnost tychto krokov nazgvame odvodenie.

Definicia 2.2.3. Odvodenie Hy =, p, Hi =y py - =vonp, Hn, >0 je
kreativne, ak graf Hy a rhs(p;) pre 1 < i < n si vzdjomne disjunktné (bu-
deme dalej uvazovat len kreativne odvodenia). Piseme H =* H' ak existuje
kreativne odvodenie uvedené vyssie, kde Hy= H a H,, = H'

Definicia 2.2.4. Vetnd forma gramatiky G je graf H taky, Ze sn(S,z) =* H,
kde sn(S, z) oznacuje graf s jedingm vrcholom z so symbolom S.

Definicia 2.2.5. Grafovy jazyk generovany gramatikou G je mnozina

L(G) ={[H] | H € GRaq,3z : sn(S,z) =" H}
Definicia 2.2.6. Dve edNCE gramatiky G a G su ekvivalentné, ak L(G) —
{A} = L(G") — {A}, kde A je prdzdny graf.

Definicia 2.2.7. ed NCFE gramatiku G = (X, A, T,Q, P, S) nazjvame konflu-
entnou alebo C-edNCE gramatikou, ak pre vsetky pravidla X1 — (Dq,Ch) a
Xy — (Do, Cs) v P, pre vSetky vrcholy x1 € Vp, a xs € Vp, a vSetky hranové
symboly o, 0 € T' plati nasledujica ekvivalencia

Bel : (Xo,a/B,21,0ut) € Cy a (Ap,(21), /6, 22,in) € Cy
<~
Iyel : (Xi,a/y,x9,in) € Cy a (Ap,(x2),7/0, 21, 0ut) € CY.

Symbolické znazornenie definicie je na obrazku 2.3]

Veta 2.2.8. edNCE gramatika G = (X, A,T,Q, P,S) je konfluentnd prave
vtedy, ked pre kaZdy graf H € GRyp (resp. H € GRExyr), ui,us € Vi a
uy # ug, plati nasleduyica implikdcia:

ak

H = u1,p1 Hl Zug,po H12 a H Zug,po H2 = ur,p1 H21

st odvodenia v G, potom
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X, o X,

O

Obrazok 2.3: Konfluentnost

Dékaz. Pozri tvrdenie 1.3.6 v [5]. O

Definicia 2.2.9. edNCE gramatiku G = (X, A, T, P, S) nazjvame dyna-
micky konfluentnou, ak nasledujica implikdcia plati pre vsetky vetné formy
H gramatiky G: ak

H = ur,p Hy = uz,p2 Hip

H =y p, Hy =0, p, Ha

su (kreativne) odvodenia v G, uy,us € Vi a uy # ug, potom His = Hy;.

Definicia 2.2.10. Usporiadany graf (s vnorenim) je graf spolu s linedrnym
usporiadanim jeho vrcholov. Ak grafy H a D si disjunktné grafy (s vnore-
nim), ktoré si usporiadané a q je vrchol grafu H, potom usporiadanie substi-
ticie H|q/D] je ziskané (neformdlne povedané) substituovanim usporiadania
grafu D za q v usporiadani grafu H, tak ako pre retazce. Formdlne, ak vr-

choly grafu H si usporiadané ako (vy,ve,...,vs), kde ¢ = v; a vrcholy grafu
D si usporiadané ako (wy,ws, . .., wy), potom usporiadanie grafu H|q/D] je
(Ul)/U27 <oy Vi1, Wiy oo, W,y Vige1y - - - )Uh>'

Poznamka 2.2.11. Ak G je ed NCE grafovd gramatika moZeme pravé stra-
ny jej pravidiel povaZoval za usporiadané grafy (s nejakym linedrnym uspo-
riadanim ich vrcholov). KedZe kroky odvodenia gramatiky G si definované
pomocou substiticie, vetné formy gramatiky G siu tak isto usporiadané grafy.
Zrejme usporiadanie vetnijch foriem memd vplyv na jazyk L(G) generovany
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gramatikou G. Pre odvodenie Hy =, p, H1 =0spy - - - =vn.pn Hn, kde Hy je
usporiadany graf, predpokladdme, Ze usporiadanie Hy aZ H, je ziskané tak,
ako je uvedené vyssie.

Definicia 2.2.12. Nech G je edNCe gramatika a nech H je usporiadany graf.
Krok odvodenia H =, H' v G nazjvame lavym krajnym krokom odvodenia,
ak v je prvgm netermindlnym vrcholom v usporiadani grafu H. Odvodenie
nazgvame lavé krajné odvodenie, ak si také vsetky jeho kroky. Piseme H =7
H', ak existuje lavé krajné odvodenie grafu H' z grafu H.

Definicia 2.2.13. edNCE gramatiku G = (X,A,T',Q, P,S) nazgvame hra-
niénou alebo B-edNCE gramatikou, ak pre kazdé pravidlo X — (D, C) plati

1. D neobsahuje hranu medzi netermindlnymi vrcholmi a
2. C neobsahugje instrukciu (o, 3/, x,10), kde o je netermindl

Poznamka 2.2.14. V definicii B-edNCE je mozné jednu z podmienok (1)
alebo (2) wvynechat v tom zmysle, Ze ku kazdej edNCE gramatike spliiajicu
jednu z podmienok moze byt skonstruovand ekvivalentnd gramatika spliiajica
obidve podmienky.

Definicia 2.2.15. edNCE gramatiku G = (X, A, T, Q, P, S) nazyvame line-
drnou alebo LIN-edNCE gramatikou, ak pre kaZdé pravidlo X — (D,C)
plati, Ze D mad najviac jeden netermindlny vrchol.

Oznacenie 2.2.16. Trieda jazykov generovanyjch triedou X -edNCE grama-
tik oznacujeme tieZ ako X -edNCE.

Poznamka 2.2.17. Lahko vidiet, 2¢ LIN-edNCE C B-edNCE, dokonca
kazdd LIN-edNCE gramatika je B-edNCE gramatika.



Kapitola

Kooperujuce Distribuované Systémy
Grafovych Gramatik

3.1 Uvod

Kooperujuci distribuovany systém grafovych gramatik - model, ktory budeme
v tejto kapitole skiimat, je analdgiou kooperujiceho distribuovaného systé-
mu gramatik (CDGS) definovaného pre klasické “stringové” gramatiky. Ide o
systém gramatik nejakého typu, ktoré pristupuju k vetnej forme podla istych
pravidiel tak, ze v jednom kroku s nou pracuje iba jedna gramatika. Podob-
ne ako v pripade C'DGS zadefinujeme tento model vSeobecne pre ed NC'E
gramatiky, pricom budeme rozliSovat rozne typy CDGGS podla typu kom-
ponentovych gramatik. Pri skimani tohto modelu nas bude zaujimat, ¢i pren
budi platit analogické tvrdenia o vztahu medzi roznymi triedami jazykov ako
pripade CDGGS s komponentovymi gramatikami, ktoré sa typu C-ed NC'E
je problémom resp. komplikaciou pri dokaze tychto tvrdeni (okrem faktu,
ze grafy maju samy o sebe zloZitejsiu Strukturu ako retazce) konfluentnost,
kedZe tato vlastnost nie je garantovana len formou jednotlivych pravidiel
ale aj istym pomerne komplikovanym vztahom medzi vSetkymi pravidlami
gramatiky:.

15
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3.2 Definicie a oznacenia

Definicia 3.2.1. (CDGGS) Kooperujici distribuovany systém grafovijch
gramatik s n komponentami je (n + 3)-tica

0 =(A,QG1,Gs,...,GnS), kde

G: = (5,41, P) je ed NCE gramatika bez pociatocného

netermindlu pre i € {1,...,n}
A = ATUAU...UA, je abeceda termindlnych symbolov vrcholov,
Q = QUQU...UQ, je abeceda termindlnych symbolov hrdn a

S

m

U (3; — A;) je pociatoény netermindl.
1<i<n
Definicia 3.2.2. (Krok odvodenia) Nech © = (A, Q,G1,Gs, ..., Gy, S),
je CDGGS. Krokom odvodenia CDGGS © pri spésobe prepisovania < k, kde
k € N je relacia
—=5'= | =& kde=3'= | =4,
1<i<n 1<j<k

Analogicky je definovany krok odvodenia pri spésobe prepisovania = k a
>k pre k€ N.

Dalej definujeme == U ==, , kde K =, L plati prave vtedy, ked
K =, L a neexistuje také M, Ze by platilo M # LN L =g, M. Spdsob
prepisovania t nazyvame termindlny sposob prepisovania.

Poznamka 3.2.3. Termaindlny spdsob prepisovania urcuje, Ze gramatika,
ktord prdve pracuje na vetnej forme, na nej musi pracovat dovtedy, kiym ob-
sahuje nejaké pravidlo, ktorym moze prediZit odvodenie.

Spdsobo prepisovania = k (> k) hovori, Ze kaZdd gramatika, ktord pracuje
na vetnej forme, na nej musi pradovat prave (aspoti) k krokov pred tym, ako
je (potencidlne) vystriedand.

Spdsobo prepisovania < k v skutoénosti nie je nijak obmedzujici, kedZe
nepoZadujeme, aby sa gramatiky museli pri praci na vetnej forme striedat.

Definicia 3.2.4. (Grafovy jazyk) Nech f € {t,x}U{=k, <k, > klk € NA
k> 0} a nech © je CDGGS. Potom jazyk grafov (grafovy jazyk) definovany
pri sposobe prepisovania f je mnoZina

Ly(©) = {[H] | H € Gaq, 32,101, ....%5: sn(S, z) :>éi1 H,

=G, Ho =, o =0, H = H)
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Poznamka 3.2.5. Neformdlne si je mozné tento model predstavit ako sys-
tém n gramatik, ktoré sa striedaji pri (sekvenénej) prdici na jednej vetnej
forme. Sposob prepisovania vlastne predstavuje obmedzenie na to, kedy sa
mozu gramatiky vystriedat.

Oznacenie 3.2.6. Nech X-edNCFE je trieda grafovijch gramatik, potom trie-
du jazykov generovych CDGGS gramatikami s n X-edNCE komponentouvy-
mi gramatikami pri sposobe prepisovania f oznacujeme L(X-CDGGS,, f)
(v pripade, Ze komponentové gramatiky si (vieobecné) edNCE gramatiky,
budeme kvoli jednoduchosti zdpisu tento systém oznacovat ED-CDGGS).

3.3 Generativna sila CDGGS

Veta 3.3.1. Nech f € {x,1,>1,<1,<2,..}, X € {ED,B,LIN}, potom
L(X-CDGGS,, f) = X-edNCE.

Doékaz. Toto tvrdenie hovori, Ze generativna sila X-C' DGGS je rovnaka ako
X-edNCE, ak sa obmedzime na sposob prepisovania, ktory “nentiti” jednot-
livé gramatiky pracovat na vetnej forme dlhsie ako jeden krok odvodenia.
Potrebujeme dokézat 2 inkluzie:

O: Nech L € X-edNCE, G = (£,A,T,Q,P,S) je X-ed NCE gramatika
taka, ze L(G) = L, definujme X-CDGGS systém gramatik O pre jazyk L
nasledovne:

0 = (A,QG,S), kde
G = (5,AT,Q,P)
Potrebujeme dokézat, ze plati L;(©) = L(G), t.j. VH([H]| € L{(©) < [H] €

L(G)).
Nech [H| € Ly(©), z definicie jazyka L(©) plati

sn(S, z) :>é1 H, :>é1 H, :>é1 :>é1 H,=H,

a teda
sn(S,z) =, H

Kedze gramatiky G a G; maju rovnakt mnozinu pravidiel a st nad rovna-
kymi abecedami, tak plati sn(S,z) =% H. Z definicie jazyka L(G) dalej
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plati [H] € L(G). Tym sme dokazali, ze [H] € L;(©) = [H] € L(G). Ostéava
nam dokazat druhu implikaciu.

Nech [H] € L(G), z definicie jazyka L(G) plati sn(S, z) =& H. Kedze
gramatiky G a (G; maju rovnakid mnozinu pravidiel a si nad rovnakymi
abecedami, tak sn(S,z) =7, H aprelubovolné f € {*,1,>1,<1,<2,...}
plati, ze

sn(S, z) :>él H, :>él H, :>él :>él H =H

pre nejaké r. Tym sme dokazali, ze [H| € L¢(0), a teda aj [H] € L(G) =
[H] € Ly(©).

C: Nech L € L(X-CDGGS,, f), © = (A,Q,G1,Gs, ...,G,, S) (kde G; =
(2,48, 15,8, P)) je X-CDGGS systém gramatik taky, ze L;(©) = L.
X-edNCFE gramatika G pre jazyk L bude jednoducho simulovat vsetky gra-
matiky G; tym, ze bude moct pouzit lubovolné z ich pravidiel. Gramatiku
G teda definujeme nasledovne:

G = (I,AT,QP,S), kde

> = U u

1<i<n

r=Qymn
1<i<n

p = |J~P
1<i<n

Potrebujeme dokazat, ze L;(©) = L(G), t.j. pre kazdu vetnt formu - graf H
plati [H] € L{(O) < [H| € L(G).
Nech [H] € Ly(©), potom z definicie jazyka L;(O) plati

sn(S,z) = Hy :>éi1 H, :>éi2 H, :>éi3 :>]C:w H =H

Kedze H; € GREyxr pre Iubovolné j a gramatika G obsahuje pravidla
gramatiky G, tak H;_, :>é H;, a teda sn(S, z) = H. Tym sme doka-
zali, ze [H] € L;(0) = [H| € L(G). Ostava nam dokazat opac¢nu inklaziu.

Nech [H] € L(G), potom

sn(S, Z) = H, —G.p1 H, —G.ps Hy = ... —G.pr H.=H

Z definicie gramatiky vyplyva, ze (H;_1 =>q,, H;) = (H; 1 :>ék H;),
ak p; je pravidlo gramatiky Gy, (pricom taka gramatika existuje). Teda plati
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[H] € L(G) = [H] € Ly(©), ¢im je dokédzana posledné inkluzia L(G) C
L;(©) a aj cela veta. O

Poznamka 3.3.2. Otvorenou otdzkou ostava pripad C-CDGGS. Zrejme ak
by sme nasli grafovy jazyk mimo triedy C-edNCE, pre ktory by ezistovala
edNCE gramatika, ktorej kazdé pravidlo by samostatne spliialo podmienku
konfluentnosti, tak C-edNCE & L(C-CDGGS,, f).

Poznamka 3.3.3. Nasledujice tri turdenia hovoria, Ze “donucovaci” spésob
prepisovania nepriddva systému gramatik na generativnej sile, ak uvazujeme
len systémy gramatik s jednou komponentovou gramatikou.

Veta 3.3.4. L(X-CDGGS,,t) = X-edNCE pre X € {ED,C, B, LIN}.

Dokaz. Vzhladom na to, Ze uvazujeme terminalny spdsob prepisovania a len
jednu komponentovi gramatiku, tak gramatiky, ktoré potrebujeme zostrojit
na dokaz oboch inkluzii, st principialne rovnaké so svojimi vzormi. Dokazeme
najprv inkliziu

L(X-CDGGS,,t) € X-edNCE

Nech L € L(X-CDGGS1,t), 0 = (A, Q,Gq,5), kde G; = (X,A,T,Q, P),
je gramatika pre jazyk L, t.j. L;(©) = L. Definujme X-ed NCE gramatiku
G pre jazyk L nasledovne: G = (3, A, T',Q, P, S). Potrebujeme dokazat, Ze
L(©) = L(G), t.j. VH([H] € Li(©) & [H] € L(G)).

Nech [H| € Li(O), z definie L; vyplyva, ze

sn(S,z) = Hy =g, Hi =, Hy =g, ... =4, H. = H

Kedze uvazujeme sposob prepisovania t, tak r = 1, a teda sn(S, z) =g,
H, z ¢oho zjavne vyplyva, Ze sn(S,z) ==¢, H. KedZe gramatiky G a
(G1 maji rovnakd mnozinu pravidiel a si nad rovnakymi abecedami, tak
sn(S,z) =¢ H, ateda [H] € L(G).

Naopak, nech [H] € L(G), z definicie jazyka plati, ze

H e GRaqg a sn(S,z) = H

Kedze H € GRagq, tak neexistuje graf K taky, ze by platilo H =—=¢ K, a
teda sn(S, z) =, H, z ¢oho vyplyva, ze [H] € L;(©). Tym sme dokazali,
ze VH([H] € L(©) < [H] € L(G)) a teda aj L(©) = L(G). Potrebujeme

teraz dokazat opac¢nu inkliziu.
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L(X-CDGGSy,t) D X-edNCE

Nech L € X-edNCE, G = (X,A,I',Q, P, S) je X-edNCFE gramatika pre ja-
zyk L, t.j. L(G) = L. Definujme X-C'DGGS; systém gramatik © generujuci
jazyk L pri terminalnom spodsobe prepisovania nasledovne:

O = (AQ,G,S), kde
G, = (I,A,T,Q,P)

Potrebujeme dokazat, ze Li(0©) = L(G), t.j. VH([H] € Ly(O) < [H] €
L(@)).
Nech [H| € Li(O), z definie jazyka L,(©) vyplyva, ze

sn(S, z) = Hy :>tcl H, :>tGl H, :>tGl :>1tG1 H . =H

KedZe uvazujeme sposob prepisovania t, tak r = 1, a teda sn(S, z) :>t01
H, z ¢oho vyplyva, ze sn(S,z) =, H. Kedze gramatiky G a G maji
rovnakt mnozinu pravidiel a st nad rovnakymi abecedami, tak sn(S, z) =,
H, ateda [H] € L(G).

Naopak, nech [H] € L(G), z definicie jazyka plati, ze

H e GRaqg a sn(S,z) = H

Kedze H € GRagq, tak neexistuje graf K taky, ze by platilo H —=¢ K, a
teda sn(S, z) =, H, z ¢oho vyplyva, ze [H] € L;(©). Tym sme dokazali,
ze VH([H] € Ly(O) & [H] € L(G)) a teda aj L(©) = L(G). O

Veta 3.3.5. L(X-CDGGS,,> k) = X-edNCE pre X € {ED,C,B,LIN}
ak>2.

Dokaz. Dokazeme najprv inkltziu L(X-CDGGSy, > k) O X-edNCE. Nech
L € X-edNCFE a G = (3,A,T,Q, P, S) je X-edNCFE gramatika pre jazyk
L, tj. L(G) = L. X-CDGGS; systém gramatik generujuci jazyk L pri
sposobe prepisovania > k bude pracovat tak, ze na k — 1 krokov odvodi graf
s jednym vrcholom so symbolom S a potom bude pokrac¢ovat odvodenim ako
v gramatike G' — to znamené, Ze kazdé odvodenie terminélneho grafu H bude
dlzky aspon k, ¢o vyhovuje definicii sposobu prepisovania > k.
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Definujme teda X-C'DGGS; systém gramatik © generujuci jazyk L pri
sposobe prepisovania > k nasledovne:

O = (AQ,Gq,5), kde

G = (51,A,T,Q,P)

S o= SU{S;|ie{0,..k—2}}

P = PU{S;— (sn(Si11),0) | i € {0,....k — 2}}

Predpokladame, ze S; st v8etko nové symboly vrcholov, t.j. ze XN {S; | i €
{0, ..,k =2} =0a S =8S.

Lahko vidno, Ze pre Tubovolné X € {ED,C, B, LIN} gramatika G; je
X-edNCE gramatika, vzhladom na to, Ze nové pravidla su linearne (¢o je
dolezité v pripade, ze X € {B, LIN}) a majua prazdnu spajaciu relaciu C' (z
¢oho vyplyva pripad, ked X € {B,C?}).

Nové symboly a pravidla tejto gramatiky vyuzijeme na to, aby sme vyge-
nerovali dostato¢ny pocet vetnych foriem pred tym, ako vygenerujeme vrchol
s pociatoénym symbolom pévodnej gramatiky.

Potrebujeme dokazat, 7e plati L>x(0) = L(G), t.j. VH([H] € L>x(0) &
[H] € L(G)).

Nech [H] € L(G), z definicie jazyka plati, ze

H € GRaqg a sn(S,z) = H

Kedze ¥ C ¥; a P C P; tak odvodenie grafu H z grafu sn(S, z) existuje
aj v gramatike Gy, t.j. sn(S,z) =, H. Lahko vidno, Ze v gramatike G4
vieme z po¢iato¢ného grafu sn(Sp, z) (na k—1 krokov) odvodit graf s jedinym
vrcholom so symbolom S: sn(Sp, 2) :>lé:1 sn(S, z1). Spojenim tychto dvoch
faktov dostéavame, ze

sn(So, z) =&t sn(S, z1) =&, H
KedZe odvodenie grafu H z grafu sn(S, z;) je dizky aspon 1, tak sme dokéazali,
ze sn(Sy, z) :>(2;]f H, a teda [H] € L(©). Na dokazanie prvej inkluzie
potrebujeme este dokazat opac¢nu implikiciu.

Nech [H| € L>(0), z definicie jazyka plati, ze

H € GRaq a sn(S, z2) :>(2;k H, :>(2;lf H, :>(2;If :>§k H,=H,

1 1
a teda aj sn(Sy, z) :%vlf H. Lahko vidno, Ze pre (kazdé) odvodenie Tubo-
volného (terminalneho) grafu H plati:

sn(Sy, z) :>’§;:1 sn(S,z1) =g, H
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KedZe plati, ze lTubovolna vetna forma, ktortt mozno odvodit z grafu sn(S, z;)
je graf v.H € GRFExr a pri jeho odvodzovani boli pouzité len pravidla z
mnoziny P, tak dostavame sn(S,z) =% H pre nejaké z, a teda aj [H] €
L(G).

Ostava nam dokazat opac¢nu inkliziu
L(X-CDGGSy,> k) C X-edNCE

Nech L € L(X-CDGGS,,> k), © = (A, Q,G1,S), G; = (X,A,T,Q,P) je
X-CDGGS; systém gramatik pre jazyk L, t.j. L>p(0©) = L. Gramatika
G pre jazyk L bude pracovat tak, ze z pociato¢ného grafu odvodi na jeden
krok Tubovolny graf, ktory vie gramatika G odvodit (z pociato¢ného grafu)
na k krokov. Takto dokadze gramatika G vygenerovat len tie (a prave) tie
grafy, ktoré dokdze vygenerovat gramatika G aspon k krokmi. Definujme
teda gramatiku G takto:

G = (AT, P, kde
¥ = X U{S'} (predpokladame, ze S’ je novy symbol)
P = PU{S — (D,0)| Del[5)}

(Sle, = {D|sn(S,2) =6, D}

7, kostrukcie gramatiky G vyplyva, ze ak gramatika G; je X-ed NC'E, tak
gramatika G je rovnakého typu:

e pripad X = ED vyplyva z formatu pravidiel

e pripad X = C vyplyva z konfluentnosti gramatiky G a z faktu, ze
spojovacia relacia C' novych pravidiel je prazdna

e pripad X = B vyplyva z toho, ze [ubovolna vetna forma B-ed NCE
spliia prvit podmienku z definicie B-ed NCE a spojovacia relacia C
novych pravidiel je prazdna

e pre X = LIN méame linearitu gramatiky zabezpecenu tym, Ze vet-
né formy linedrnej gramatiky obsahuju (najviac) jeden neterminélny
vrchol, a teda nové pravidla st linearne.

Lahko vidno, Ze pri prvom kroku odvodenia v gramatike G musi byt
pouzité nové pravidlo 5" — (D, C) pre nejaké pravidlo (D,C) € [S]E, a
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takisto, ze nové pravidla mozu byt pouzité len pri prvom kroku odvodenia
(¢o vyplyva z toho, Ze novy neterminalny symbol vrchola S” sa nevyskytuje
ako symbol vrchola Ziadneho grafu na pravej strane Iubovolného pravidla a
teda sa vrchol s tymto symbolom nemoéze vyskytovat v ziadnej vetnej forme
vygenerovanej z sn(S, z)).

Potrebujeme dokézat, ze L>(©) = L(G). Nech [H] € L>,(0©), z definicie
jazyka plati, ze

H € GRaq a sn(S, 2) :Eff H, :Eff Ho :Eff :gf H.=H
Toto odvodenie mdzeme zapisat aj v takomto tvare
sn(S, z) ﬁgl K= H

Podl'a definicie takéto odvodenie existuje prave vtedy a len vtedy, ked exis-
tuje v gramatike GG takéto odvodenie grafu H:

sn(S',2) =¢ K =, H

¢o je podla horeuvedenych argumentov ekvivalentné s tym, ze [H] € L(G).
Tymto sme dokéazali, ze L>,(0) = L(G). O

Veta 3.3.6. L(X-CDGGS,,= k) = X-edNCE pre X € {ED,C,B,LIN}
ak>2.

Dékaz. 7 trojice podobnych nam ostava dokézat posledné (a zaroven naj-
zaujimavejsie). Zacneme znovu s dokazom jednoduchsej inkluzie

L(X-CDGGS;,=k) D X-edNCE.

Nech L € X-edNCE, G = (X,A,T',Q, P, S) je X-edNCFE gramatika pre
jazyk L, t.j. L(G) = L. X-CDGGS; systém gramatik generujuci jazyk L
pri sposobe prepisovania = k bude pracovat tak, ze kazdy krok odvodenia
gramatiky G bude simulovat & krokmi, ¢o je potrebné v pripade spdésobu
prepisovania = k.

Definujme teda X-C'DGGS; systém gramatik © generujici jazyk L pri
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sposobe prepisovania = k takto:

)
Gy
2
Py

C/

(A, Q,G1, ), kde

(21, A,T,Q, P)

YUY, |Y = (D,C)ePie{l,....,k—1}}

1% = (sn(Visn,yi1)s Crarlyinn)) | Y — (D,C) € P,
i€{0,...,k—2}}

U

{Yie1 = (D, )Y — (D, C) € P}

{(Y,a/a,y,i0) | Y € ¥y, € T'yio € {in,out}},

ak X € {C,ED}

{Y,a/a,y,i0) | Y € Aja € T')io € {in,out}},

ak X € {B, LIN}

{((Y;,a/B,y,i0) | (Y,a/B,y,i0) € C,Y €N, i€ {0,...k—1}}
U

{(a,a/B,y,i0) | (a,a/B,y,i0) € C,a € A, i€ {0,...k—1}},
ak X € {C,ED}

C, ak X € {B, LIN}

Predpokladame, ze Yy = Y (kvoli jednoduchosti zapisu) a ze Y; su vsetko

(navzajom roézne) nové symboly vrcholov, t.j.

>N{Y;|Y — (D,C),ic{l,....k—1}}=10

Najprv potrebujeme dokazat, ze skonstruovanéd gramatika je X-ed NCE:

e pripad X = ED vyplyva z formatu pravidiel

e X = LIN je tiez trividlne, kedZe grafy na pravej strane pravidiel bud

obsahuju jeden vrchol, alebo st linedrne v dosledku linearity vzorovej

gramatiky

e pre X = B je prva podmienka z definicie B-ed NCE splnena podla

podobného argumentu ako v predchadzajucom pripade, druha vyplyva

z konsStrukcie gramatiky

e posledna moznost je X = C, konfluentnost gramatiky dokazeme expli-
citne. Uvazujme teda pravidla 7, — (Dy,C]), Zy — (Do, Ch) v Py,
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Tubovolny uzol x; € Vp, a x € Vp, aTubovolna hranu o, § € I'. Mézu
nastat tieto 3 mozZnosti:

1. Z1 = X1 aZy =Y, 1 pre nejaké X a Y. Z definicie mnoziny P;
vyplyva, ze X — (Dy,Cy) € P aY — (Dy,Cy) € P. Z konfluen-

tnosti gramatiky G vyplyva, ze plati nasledujuca ekvivalencia

Bel : (Y.a/B,x1,0ut) € Cy a (Ap,(x1), /5, x2,in) € Cy
<~
Iyel : (X,a/v,z1,in) € Cy a (A(22),7/9, z1,0ut) € Cy

Zjavne
VB el : (Y,a/B,x1,0ut) € C) < (Y;,a/ B, x1,0ut) € C]

pre Tubovolné i € {1,...,k — 1}, podobne plati analogické ekvi-
valencia pre ostatné 3 inkluzie. Lahko potom vidno, Ze

38 el : (Y1, a/B,x1,0ut) € Cl a (Ap,(21),3/0,22,in) € C
<~
yel  (Xp_1,a/y,22,in) € Cy a (A(xg),v/d, 21, 0ut) € C}

¢o bolo treba dokazat.

2. Z1 = Xp_1aZy =Y;prenejaké XY € Y ai < k—1. Potom plati,
ze Dy = sn(Yit1,vit1), C4 = Cruu(yit1) a £ = y;+1. Potrebujeme
teda dokazat, ze

el : (Yi,a/B,z1,0ut) € O] a
(Ap, (71), 8/0,yir1,1m) € Crun(Yis1)
<
Ivel  (Xp-1,0/7,Yit1,in) € Cruu(yis1) a
(Yii1,7/0, 21, 0ut) € Cf

Obe inkluzie vyplyvaju z argumentu uvedeného v prvej casti, ked
polozime 3 =~ = 9.

3. Z1 =X, aZy=Y;prenejaké X, Y € Y ai,j <k —1. Konfluen-
tnost v tomto pripade trivialne plati.



KAPITOLA 3. CDGGS 26

Potrebujeme dokazat, ze plati L_,(©) = L(G), t.j. VH([H] € L_;x(0) <
[H] € L(G)).
Nech [H]| € L(G), z definicie jazyka plati, ze H € GRaq a sn(S,z) =%
H t..
sn(S,z) = Hy—¢ H —=¢...—¢c H,=H

Lahko vidno, Ze jeden krok odvodenia v gramatike G moézme nahradit k
krokmi v gramatike G, teda

H, —¢ Hi11 <= H; :>Zvlf H;
Tym sme dokazali, ze [H|] € L_;(0). Potrebujeme este dokazat opacénu
inkliziu.
Nech [H] € L_;(0), z definicie jazyka plati, ze H € GRaq a

=k =k =k =k —
871(5, Z) :Gl H]_ :Gl H2 :Gl N :>G1 HT = H

Na to, aby sme ukéazali, ze graf H mozno odvodit aj v gramatike G nam staci
ukazat nasledovné tvrdenie:

Ak plati
sn(S,z) =>¢, Hi(€ GREx, 1), tak sn(S,z) = H(€ GRExr)
pricom existuje bijektivna funkcia
[ Vi, — Vi taka, ze By = {(f(v),7, f(w))|(v,7,w) € En, }
a pre vsetky v € Vy, plati

Aa(f(v)) = Au(v), ak Ag, (v) € B
AH(f(U)) = X, ak )\Hl(v) = Xz S 21 )

(t.j. grafy Hy; a H su izomorfné az na symboly ich neterminalnych vrcholov,
pre ktoré plati uvedena podmienka).

Toto tvrdenie dokazeme indukciou na n:

1. ak n =0, tak H; = sn(S, z) a tvrdenie trivialne plati
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2. predpokladame, Ze tvrdenie plati pre kazdé n; < n, musime ukézat, Ze
plati aj pre n. Uvazujme odvodenie dizky n > 0:

sn(S, z) :>g:1 H| =, Hy

z IP pre ny = n—1 dostaneme, ze sn(S, z) = H' a existuje bijektivna
funkcia

[ Vg — Vi také, ze Ege = {(f(v),7, f(w)) | (v,7,w) € Epy}
a pre vsetky v € Vi plati

A (f(v) = Ag(v), ak Agr(v) € X
)\H/(f(v)) = X, ak /\H{(v) =X, e€X1 — X

Nech pri poslednom (n-tom) kroku odvodenia bolo pouzité pravidlo p

aplikované na vrchol v so symbolom X;, mohli nastat tieto dve moz-
nosti:

(a) i < k — 1, v tomto pripade je pravidlo p tvaru

Xi — (sn(Xig1, Tiv1), Craun(wiy1))

Lahko vidno, ze graf H; sa od grafu H; 1i3i len symbolom vrchola,
a teda dokazované tvrdenie plati aj pre graf H;.

(b) 1 = k — 1, v tomto pripade je pravidlo p tvaru X;_; — (D,C’) a
X — (D,C) € P. Pre vrchol f(v) grafu H' plati Ag:(f(v)) = X,
teda mozme nanho aplikovat pravidlo X — (D, C) a dostaneme
graf H izomorfny s H; az na symboly ich vrcholov, pre ktoré plati
uvedena podmienka, teda H dokazuje uvedené tvrdenie.

Tymto sme dokazali, ze pre graf H zo zaciatku dokazu tejto inkluzie existuje
aj odvodenie v gramatike G t.j. [H] € L(G), ¢o bolo treba dokazat.

Na uzavretie dokazu vety potrebujeme eSte dokazat opacni inkliziu
L(X-CDGGS,,=k) C X-edNCE

Nech L € L(X-CDGGSy,= k), © = (A,Q,G1,9), G = (S1,A,T,Q, P,)
je X-CDGGS systém gramatik pre jazyk L t.j. L_x(©) = L. Potrebujeme
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zostrojit gramatiku G, ktora generuje prave tie (terminalne) grafy, ktoré gra-
matika G; generuje na mk krokov pre nejaké m. Pre tento tcel si budeme
vo vetnej forme pamétat akési (distribuované) pocitadlo, v ktorom budeme
udrzovat informaciu o tom, kolko krokov odvodenia (modulo k) eSte moze-
me pouzit. Neterminalny symbol priradeny nejakému vrcholu bude okrem
neterminélneho symbolu pévodnej gramatiky obsahovat informéciu o pocte
krokov odvodenia, ktoré mozno pouzit pri odvodzovani terminalneho grafu z
daného neterminalneho vrcholu.
Definujme X-ed NCE gramatiku pre jazyk L nasledovne:

G = (,A,1,Q,P,[5,0]), kde

Y = AU{Y,i|YeN,ie{0...k—1}}

P = {[Y,i|— (D, C")|Y - (D,C)e P,ie{0...k—1},
(D',C") € k(D,C,i 6 1),
D obsahuje neterminéalny vrchol}
U
{ly,1] — (D,C") | Y — (D,C) € Py,
D neobsahuje neterminalny vrchol}

K(D,C,i) = {(D,C') | D' = (Vp, Ep,Apr), Apr € A(D, )}
A(D,i) = {A|X:Vp—X,
A(v) = Ap(v) ak Ap(v) € A,
A(v) = [Ap(v),j] ak Ap(v) € Ny,
je{0...k—1},
Z counter(A(v)) mod k =1}
v,Ap(v)EN
counter([Y,i]) = ipre[Y,i] €N

C' = {([Y,i],a/B,v,i0) | (Y,a/B,v,i0) € C,Y € 51 — A,
ie{0,...k—1}}
U
{(Y,a/B,v,i0) | (Y,a/B,v,i0) € C, Y € A}

Neterminanymi symbolmi vrcholov tejto gramatiky su dvojice [Y,i], kde YV
je neterminalny symbol vrchola povodnej gramatiky a ¢ je prirodzené ¢islo
od 0 po k — 1, ktorého vyznam je ten, Ze odvodenie z vrchola oznacené-
ho tymto neterminalom musi mat dlzku mk + i. MnoZinu neterminalnych
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symbolov vrcholov povodnej gramatiky budeme oznazovat Ni, mnozinu ne-
terminalnych symbolov vrcholov zostrojenej gramatiky budeme oznazovat
N. Kazdému pravidlu pévodnej gramatiky zodpoveda jeden z dvoch typov
pravidiel v zévislosti na tom, ¢i graf na pravej strane povodného pravidla
obsahuje neterminalny vrchol. V pripade, Ze nejaky taky vrchol existuje,
definujeme pre dané pravidlo v novej gramatike skupinu pravidiel splhajt-
ce podmienku, Ze sucet pocitadiel neterminalnych vrcholov grafu na pravej
strane nového pravidla je rovny (i mod k) ©f —1, kde 7 je pocitadlo vrcholu
na lavej strane nového pravidla.

Pre X € {ED, B, LIN}, z konstrukcie gramatiky G; trividlne vyplyva,
ze je X-edNC'E, nech teda X = C, dokdzeme konfluentnost gramatiky. Uva-
fujme pravidld g - [Y,1] — (D}, C}), ph : [Ya,4] — (D4 C4) v P, Tubovolng
uzol y; € Vp; aya € Vp, alubovolné hranové symboly «,d € T', potrebujeme
dokazat, ze plati

HﬁEF : (D/Q,j],a/ﬁ,iﬁl,OUt) GC{ a‘<)‘D’1(xl)vﬁ/6ay27in) GCé
<~
Ivel : ([Yi,14],a/y,12,in) € Cy a (Apy(y2),7/d,y1, out) € C}
Ozna¢me vzory pravidiel p| a p), v gramatike G ako p; : Y7 — (D;, Cy) resp.

po : Yo — (Dy, Cy). Z predpokladu konfluentnosti gramatiky G4 pre vrcholy
Y1, Y2 a hranové symboly «,d € I" plati

Elﬁ el : ()/270‘/67 ?]1;0Ut) € Cl a ()\D1<y1)7/6/57 y%in) € 02
<~

Iyel : (V,a/v,y2,in) € Cy a (Ap,(y2),7/0,y1,0ut) € Cy
KedZe pre l'ubovolny neterminalny symbol vrchola Y plati
(Y,a/B,11,0ut) € C < ([Y,i],a/ 3,11, 0ut) € C

tak je konfluentnost gramatiky G dokazané.

Musime ukazat, ze L_(©) = L(G), t.j. VH([H] € L_x(0) < [H] €
L(G)).
Nech [H] € L_x(©), z definicie jazyka plati, ze

— =k =k =k =k —
Sn(S, Z) = H() :Gl H]_ :Gl H2 :>G1 e :Gl Hm = H
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H; = H;, =i, iy H;, =iy iy H;, = vigpig H; Hiy

Vi, 1Pig k=

Uvazujme najkratsie odvodenie grafu H. Potrebujeme najst odvodenie grafu
H v gramatike G - toto odvodenie bude “skoro rovnaké” ako odvodenie v
povodnej gramatike (ak odhliadneme od pocitadla v kazdom neterminalnom
vrchole).

Definujme pomocnt funkciu removeCounter pre graf D takto:

removeCounter(D) = (Vp,Ep,\), kde
Av) = X, ak Ap(v) =[X,i] €N
AMv) = X,ak A\p(v) =X €A
Pre neterminal o = [X,i] z abecedy N oznacujeme jeho druhu zlozku i
ako counter(a)

Definujme funkcie index, ktora oznacuje poradie grafu v odvodeni grafu
H, tj.

index(H;,) = ik 4 j (zjavne index(H;,) € {0,...,mk})

J

a funkciu dLength, ktora pre vrchol v; vracia pocet krokov potrebnych na
odvodenie terminalneho grafu z tohoto vrchola t.j.

dLength(v;) = 1, ak p; je terminalne pravidlo
dLength(v;) = 1+ > dLength(v), inak

v,wEVD, ,Ap, (v)EN1,Dij=rhs(pi)[
Medzi funkciami index a dLength plati nasledujici vztah:

mk — index(D) = Z dLength(v)

’U,’UGVD,)\D(’U)EN1
Toto tvrdenie dokdZzeme indukciou na mk — index (D).

1. mk—index(D) = 0: v tomto pripade je D = H = H,,, = H,,_1,. Prava
strana nerovnosti je potom rovna 0:

Z dLength(v) =0

v,WEVD,Ap (v)ENy

kedZe D neobsahuje neterminalne vrcholy.
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2. predpokladdme, Ze tvrdenie plati pre kazdy graf H;,, pre ktory mk —
index(H;,) < n, potrebujeme dokézat, ze plati aj pre graf H;, = D s
mk — index(D) = n. Prepokladajme, Ze n je aspon 1 (kedZe pripad
n = 0 sme dokazali v baze indukcie), potom graf D nie je poslednym
grafom v odvodeni. Uvazujme graf £ (priamo) odvodeny z grafu D, z
definicie funkcie index plati, ze index(D) + 1 = index(E), a teda graf

E splha indukény predpoklad:
n—1=mk — index(E) = Z dLength(v)
v,0EVE Mg (v)ENY

Graf E vznikol z grafu D nahradenim nejakého vrchola (oznac¢me ho v)
grafom z pravej strany daného pravidla (ozna¢me ho 7). Uvazujme, ako
sa 1i8i suma pre grafy D a E: v sume pre D zaratavame dLength(v),
v sume pre F zaratavame namiesto toho dLength(w) pre neterminalne
vrcholy grafu I, ¢ize medzi sumami pre D a F plati nasledujici vztah

dLength(v) + Z dLength(u)
u,u€VE A g (u)ENy

Z dLength(u) + Z dLength(u)

u,uGVl,)\I(u)GNl u,uEVD,)\D(u)ENl

7 definicie funkcie dLength zase plati, Ze
dLength(v) =1+ Z dLength(u)

u,u€Vr,Ar(u)ENy

Spojenim poslednych troch vztahov dostdvame, ze

Z dLength(v) =n

v,vEVD,Ap(v)ENy

¢o bolo treba dokazat.

Na dokaz existencie odvodenia grafu H nam staci ukazat, ze pre [ubovol-
ny graf H;, plati, Ze v gramatike G' existuje odvodenie grafu D s vlastnostou

removeCounter(D) = H,,
a pre Tubovolny neterminalny vrchol v grafov H;, resp. D plati
counter(Ap(v)) = dLength(v) mod k

Tvrdenie dokdZeme indukciou na index(H;,)
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1. index(H;;) = 0: H;, = Hy = sn(S, z) je graf s jedinym vrcholom so
symbolom S, Tahko vidiet, ze hladany graf D je rovny sn([S, 0], z),
kedze

removeCounter(sn([9,0], z)) = sn(S, z)

Priamociarym overenim dostaneme, Ze
counter([S,0]) =0 =mk mod k
Kedze index(sn(S, z)) = 0, tak podla vyssie dokdzaného tvrdenia je

mk = Z dLength(v) = dLength(z)

v»ve‘/sn(s,z)’)‘sn(s,z)(v)eNl
¢im je baza indukcie dokazana.

2. predpokladame, ze tvrdenie plati pre kazdy graf s indexom mensim ako
n (IP), potrebujeme dokazat, ze plati aj pre graf H;; s indexom rovnym
n. Dalej moéZzeme predpokladat, Ze n je aspon 1, a teda existuje pred-
chodca grafu H;, v uvazovanom odvodeni (oznazme ho Hy,). Kedze
index(Hy,) = index(H;,) — 1, tak graf Hy, splha indukény predpoklad,
¢ize v gramatike G existuje odvodenie grafu F s vlastnostou

removeCounter(E) = Hy,
a pre [ubovolny vrchol v grafov Hy, resp. E plati
counter(Ap(v)) = dLength(v) mod k

Graf H;, vznikol z grafu Hj, aplikovanim pravidla p : X — (D,C) na
vrchol v grafu Hy,. Vrchol v ma v grafe E symbol [X, dLength(v)], ap-
likujeme nanho také pravidlo p’ : [ X, dLength(v) mod k| — (D', ("),
pre ktoré plati, ze D = removeCounter(D’) a symbol kazdého neter-
minalneho vrchola

Ap(w) = [Ap(w),dLength(w) mod k]

7 definicie mnoziny pravidiel P a funkcie dLength vidiet, ze také pra-
vidlo existuje. Vysledok aplikacie tohto pravidla ozna¢me F'. Zrejme
graf F splia pozadované podmienky, ¢m je toto tvrdenie dokazané.
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Priamociarym dosledkom tohto tvrdenia je fakt, ze v gramatike G existuje od-
vodenie terminalneho grafu H, kedze podmienka H = removeCounter(H’)
plati pre graf H' len ak H = H'. Teda [H] € L(G), L(©) C L(G).

Potrebujeme este dokazat opa¢nu inklaziu. Zrejme pre graf H € L(G)
sta¢i ukazat, Ze jeho (Iubovolné) odvodenie v gramatike G je dlzky mk pre
vhodné m (v gramatike GG; bude potom existovat jeho odvodenie, kde namies-
to previdla p pouzijeme jeho vzor, ktory je jednozna¢ne urceny). Uvazujme
Tubovolné odvodenie dlzky k v gramatike G

H.= H. 1= ...H = H,

kde
Z counter(v) mod k=0

vweVh, ,Am, (vV)EN

7 defininicie mnoziny pravidiel P vyplyva, Ze

Z counter(v) mod k = j

vvEVH, AH; (v)eEN

7 tohoto faktu potom priamo vyplyva, ze horeuvedena suma je rovna 0 len
pre kazda k-tu vetnu formu v odvodeni, ¢ize pre terminélny graf H plati, Ze
Tubovolné jeho odvodenie je dlzky mk pre vhodné m. O

Veta 3.3.7. L(X-CDGGS,, ) C L(X-CDGGS, 11, f) pre lubovolné f.

Doékaz. Toto tvrdenie vyplyva priamo z definicie. K systému n gramatik
priradime systém n+ 1 gramatik, kde (n+1)-va gramatika nebude moct par-
ticipovat na odvodzovani vetnej formy (napriklad bude mat prazdnu mnozinu
pravidiel). O

Veta 3.3.8. L(B-CDGGS,,t) = B-edNCE.

Dékaz. Inkluzia D vyplyva z predchadzajucej vety, potrebujeme teda doka-
zat, ze systém dvoch B-edNC'E gramatik (uvazujeme samozrejme spdsob
prepisovania t) vieme simulovat oby¢ajnou B-ed NC'E gramatikou. Nech
L € L(B-CDGGS,,t), © = (A,Q,Go,G4,5) je systém gramatik generu-
juaci jazyk L pri terminalnom sposobe prepisovania t.j. L = L;(©), nech
G; = (3,4, 1,9, P;) st B-ed NCE gramatiky bez pociato¢ného netermi-
nalu (predpokladajme, Ze abecedy neterminalnych symbolov vrcholov 3y a
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31 neobsahuju symboly, ktoré by sa nenachédzali na lavej strane nejakého
pravidla z P, alebo P;). Definujme B-edNCE gramatiku pre jazyk L takto:

G = (3,AT,Q,P 5, kde
S" = Sak S¢ Lp,NLp
inak S’ je novy symbol
Y = AUMgUM;UEp, UEp, U{S" | ak S € Lp, N Lp, }
I = TI'yuly
M; = {X;|Xe€LpnNLp}prei={0,1}
Ep = Si—A—LpNLp,prei=1{0,1}
{X | X — (D,C) € P, pre nejaky graf (D,C)}
P = {X;— (num(D,i),C) | X — (D,C) € P,,i € {0,1}
X eLlpNLp,}

U
{X — (num(D,0),C) | X € Ep,, X — (D,C) € By}
U
{X = (num(D,1),C) | X € Ep, X — (D,C) € P}
U

{S" — (sn(S;,2),0) | i € {0,1}; ak S € Lp, N Lp, }
num(Da Z) = (VD7 ED) )\num(D,z))

/\num(D,z‘)(U) = /\D<U) ak )\D(U) € —Lp NLp

)\num(D,i)(U> = X; ak )\D(’U) =Xec Lpo N Lp1
Predpokladame, Ze prvky mnozin M; a aj S’ si vSetko nové symboly a teda,
ze mnoziny A, My, My, Ep,, Ep,, {5’} st po dvoch disjunktné.

Hlavnou myslienkou uvedenej konstrukcie je to, ze pre kazdy netermi-
nal, ktory je spolocny pre obe gramatiky, mame dve jeho verzie. To nam

spolu s prislusnou upravou pravidiel umozni rozliSovat medzi odvodeniami v
jednotlivych gramatikach, a tym vlastne simulovat odvodenie v ©.

Uvazujme ako vyzera odvodenie Tubovolného terminalneho grafu H v ©
t t t t t t —
3”(5, Z) éGo HlO :>G1 E[]_1 éGO H20 éGl H21 :>GO oo :>G1 Hnl = H

Lahko vidno, Ze Ziadny graf H;, neobsahuje vrchol s neterminalnym sym-
bolom z abecedy Lp, N Lp, (to by bolo v spore s terminalnym spoésobom
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prepisovania) a vSetky symboly neterminalnych vrcholov grafu H;, st z abe-
cedy Ep, (resp. z abecedy Ep, pre grafy H;, ). Na overenie, ze graf H mozno
vygenerovat aj v gramatike G, staci dokazat, Ze ak pre Tubolné dva grafy H;
a Hy z horeuvedeného odvodenia plati H; :>tGi H,, tak H, =, Hy. Nech
teda

H, = Hjo = o1,m Hjl = v2,p2 Hj2 = us,ps TP UkPk ij = H,

z definicie gramatiky G vyplyva, Ze ak Hj, =, 5. H;

Jk+1

(V Gl), tak

num(ijv Z) = vg,num(pg,i) num(ij+l7

i) (v G)
dosledkom ¢oho v G existuje takéto odvodenie grafu Ho:

Hl = Hjo :>vl7mtm(p1,i)
num(Hjni) = vg,num(p2,i)

num (sz ) 2) = v3,num(ps,i)

num (ij—1 ) Z) = vg,num(pg,i)

H]k = HQ

¢o bolo treba dokazat.

Ostéava nam este ukazat, ze lubovolny graf, ktory vygenerujeme v grama-
tike GG, vieme vygenerovat aj v systéme gramatik ©. Neterminédlne symboly
vrcholov a pravidla gramatiky G vieme rozdelit na dve disjunktné mnoziny
tak, ze pravidla prvej skupiny pravidiel su aplikovatelné len na neterminélne
symboly z prvej skupiny neterminélov a pravidla druhej skupiny pravidiel st
aplikovatelné len na neterminédlne symboly z druhej skupiny neterminéalov.
Presnejsie,

N, = M; U Ep,

R = {X,— (num(D,i),C) | X — (D,C) € P, X € Ly, O Lp,,}
U
{X — (num(D,1),C) | X € Ep,X — (D,C) € B}
U
{S" — (sn(S;,2),0) | ak S € Lp, N Lp, }
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Uvazujme odvodenie o Tubovolného terminalneho grafu H v G, k tomuto
odvodeniu najdeme také odvodenie grafu H pre ktoré bude platit, Ze na kaz-
da vetna formu, ktora vznikla z predchadzajtcej vetnej formy aplikovanim
pravidla zo skupiny R;, je aplikované pravidlo z druhej skupiny pravidiel
Rig,1 len ak na nu nie je mozné aplikovat pravidlo zo skupiny R;. Ak odvo-
denie o nesplha uvedentt podmienku, existuje v fiom vetna forma I , ktoré
ju porusuje (t.j. je na nu aplikované pravidlo p z Rg,1). Predpokladajme,
ze I je najlavejSia taka vetna forma. Kedze I porusuje uvedent podmienku,
existuje v iom neterminalny vrchol v, na ktory je mozné aplikovat pravidlo
z R;.

Vzhladom na to, Ze « je terminélne odvodenie, na vrchol v je neskor v
tomto odvodeni aplikované pravidlo r z R;. KedZe gramatika G je B-edNCE
gramatika a teda aj konfluentna, tak mozeme pouzit pravidlo r pred pozi-

tim pravidla p (t.j. namiesto postupnosti pouzitia pravidiel ps.,..., pj_1,p,
Pj+15- -+ Pk—1,TPk+1, -+ Pn pouZijeme pravidlé v poradi P15+ Pj-1,75D,
Djt1se - s Phe1:Pk41s - - -, Dn). Opakovanym pouzitim tohto algoritmu sa zvic-

$uje (maximélny) prefix odvodenia spliajtci uvedent podmienku, teda po
kone¢nom pocte krokov dostaneme pozadované odvodenie.

Z definicie gramatiky vyplyva, ze ak graf K obsahuje neterminalne vr-
choly so symbolmi len z jednej skupiny neterminélov N;, tak postupnym
aplikovanim pravidiel len z mnoziny R; nemdzeme vygenerovat graf, ktory
by obsahoval vrcholy s neterminalnym symbolom z mnoziny M;.

Uvazujme teraz odvodenie terminalneho grafu H, ktoré splha hore uve-
dené podmienku, toto odvodenie modzeme zapisat nasledovne (ukdzeme tu
pripad, ked S € Ep, pre nejaké i € {0, 1}, v opa¢nom pripade S € Lp, N Lp,
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by bol dokaz skoro rovnaky):

sn(S,z) = I,
= uy,p1, I, =u1, 01, I, = urypiy :>u1y1_1,p1y1_1 Ilyl = Ji,
:>v10,r10 Jll :>”11’T11 J12 :>v1277~12 :>v1217177412171 J121 = ]20
=>u207p20 I21 :>u21,p21 122 :>u22,p22 . :>qu27171)221271 [2y2 = J20
:’U2077‘20 J21 ﬁvgl,rgl J22 :U227T22 A :U222_1,7’2z2_1 5., = ]30
= usg.pag -
=g phg Lkt = ury pry ke = unypry - - =ui, Py, L, = Jiy
:vkovrko Jkl ﬁvklﬂ‘kl Jk2 :U’“277‘k2 c.. :Ukzkflvrkzkfl szk = Ik+1o
(:>uk+107pk+10 [k+11 :>“k+117pk+11 :>“k+1yk+1—1vpk+1yk+1—1 [k+1yk+1)

=H

pricom plati, ze vSetky pravidla p,, st z mnoziny R;, pravidla rg, st z mnoziny
Rig,1, grafy J,, —obsahuji neterminédlne vrcholy len z mnoziny Ep,, grafy
I, obsahuji netermindlne vrcholy len z mnoziny Ep, , a Ziadna vetna
forma v odvodeni neobsahuje sti¢asne neterminélne vrcholy so symbolmi z
mnozin My aj My. Z toho vyplyva, ze pre kazdy graf I, existuje taky graf
K, ze I, = num(Ks,,1), podobne pre Js, existuje taky graf L, ze Js, =
num(Lg,,i ©2 1), oznaéme vzor pravidla p,, ako p), a vzor pravidla 7, ako
r,,. Z definicie gramatiky potom plati

L, = e g L, = L Ly, =

T ’
Vsq5Ts VsgrTsq ’Uszsflﬂ‘sZS_l Szs

v Gig,1, zjavne odvodenie uz nemoéze v G, dalej pokracovat, teda

t
LSO :>G

i@l ~ Szs
(a analogicky pre K, a p), v gramatiku G), ¢o bolo treba dokazat. O

Poznamka 3.3.9. Horeuvedené tvrdenie plati aj pre linedrne gramatiky (s
analogickou konstrukciou a dokazom).

Veta 3.3.10. Nech X € {ED,B,LIN}, potom plati nasledujica rovnost
L(X-CDGGS.,t) = LIX-CDGGS;,t).

Doékaz. Inkluzia O vyplyva priamo z definicie, sta¢i nam teda dokazat, ze

L(X-CDGGS.(t) C L(X-CDGGSs(t)
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Nech L € L(X-CDGGS,,t), © = (A,Q,G1,Ga,...,Gy, S) je X-CDGGS,
systém gramatik generujuci jazyk L pri termindlnom spodsobe prepisovania
(kde G; = (X;,A:, 14,9, P1) ) t.j. L = L(©) (bez ujmy na vSeobecnosti
predpokladame, Ze n je parne a vacsie ako 3). X-C'DGG S5 systém gramatik
generujuci jazyk L pri terminalnom sposobe prepisovania bude pozostavat
z troch komponent, z ktorych jedna bude simulovat odvodenie v gramati-
kich G;, zvysné dve budu len “prepinat” simulovani gramatiku. Neterminal-
ne symboly vrcholov vetnych foriem tohoto systému budu obsahovat index
urcujaci, ktort gramatiku systému © mé prva gramatika simulovat. Tato
gramatika bude vzdy pracovat na grafe, ktorého vsetky neterminalne vrcho-
ly maja rovnaké indexy a bude teda pracovat dovtedy, kym by pracovala
simulované gramatika (na vetnej forme bez indexov). Druhé gramatika zadi-
na pracovat na vetnych forméch, ktorych vsetky neterminalne vrcholy maju
index rovnaké neparne ¢islo a postupne zvacsuje indexy vSetkych netermi-
néalnych vrcholov o 1, ¢ize po skonceni jej prace maju vSetky neterminalne
vrcholy vygenerovaného grafu index rovnaké parne ¢islo. Na takejto vetnej
forme moze zacat pracovat tretia gramatika, ktora podobne ako druhé len
postupne zvacsi indexy vSetkych neterminalnych vrcholov o 1, ¢ize po skon-
Ceni jej prace maju vSetky neterminalne vrcholy vygenerovaného grafu index
rovnaké neparne ¢islo.
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Definujme teda gramatiku ©' nasledovne

@/

Gy
E/

(A, Q, G, Gy, Gy, [S,1])

(X AT, QP
AU (A 1Y €5 - A}

1<i<n

Jr

{Vi] = (ID,i],C(i) | Y = (D,C) e B, 1 <i<n}
(Vi, Ep, A), kde

Ap(v), ak Ap(v) € A;

[Ap(v),i], ak Ap(v) € &; — A;

{([Y,i], /B, y,i0) | (Y,a/B,y,i0) € C\Y € &; — A;}
U

{(Y,a/B,y,i0) | (Y,o/B,y,10) € C,Y € A}

(XA T Q, Py)

{IY,i] — (sn([Y.i+1],y),C(y)) | Y € &,

1 <i < n,ijeneparne}

{(Y,a/a,y,i) | Y € X ael’ i€ {in,out}} ak X = ED
{(Y,a/a,y,i) | Y € A,a eT")i € {in,out}} ak X € {B,LIN}

(X AT, Q, Py)

{lY,i] — (sn([Y,i+1],9),C(y)) | Y € ¥',1 < i < n,i je parne}
U

{[Y,n] = (sn([Y,1],9),C(y)) | Y € X'}

To, Ze je definovany systém X-C DGGS3, vyplyva trividlne z jeho definicie

(konstrukcie).

Pre neterminalny vrchol v grafu H € GREyy v definujme funkciu index

takto:

index(v) =i ak Ay (v) = [Y,1]

Najskor ukdzeme, ako vyzeraju vetné formy tohto systému gramatik. Lahko
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vidno, ze ak pre graf H plati, Ze indexy vSetkych jeho neterminalnych vr-
cholov st rovné i, potom po odvodeni H :>*G”1 H' plati pre graf H' rovnaka
rovnost. Forméalne, ak H :>*G,1 H' aexistujei € {1,...,n} také, ze pre kazdy
neterminalny vrchol v € Vi plati index(v) = i, tak pre kazdy neterminalny
vrchol v € Vi plati index(v) = i.

Podobné tvrdenia platia pre (terminélne) odvodenia v gramatikach G a
Gy Tj. ak H :>tG,,2 H' (resp. H :>ltGg H') a existuje i € {1,...,n} také,
ze pre kazdy neterminélny vrchol v € Vi plati index(v) = i, tak pre kazdy
neterminalny vrchol v € Vi plati index(v) = ((i — 1) ®,, 1) + 1 (neformalne
povedané indexy vrcholov v grafe H' st rovné i+ 1, az na pripad, ked ¢ = n,
vtedy st rovné 1).

Ak teda uvazujeme odvodenie Tubovolnej vetnej formy H v © takej, Ze

sn([S, 1], z) #?21 H, :>g;2 H, ... ﬁg;k H,=H,

tak v dosledku horeuvedenych tvrdeni maji neterminalne vrcholy grafu H
rovnaké indexy.
Dalej plati nasledujuci vztah medzi odvodeniami v © a ©’:

H =, I je krok odvodenia v gramatike G;
=
[H,i] =y [1,7] je krok odvodenia v gramatike G

Potrebujeme vlastne ukézat, ze pre graf J taky, Ze [H,i| =, J plati
J = [I,1]. Z definicie kroku odvodenia je I = (H,0) [v/(D, C)], teda

I = (V,E,\0), kde
vV = (VH — {U}) U VD
E = EDU{(‘T”%y) GEH|[E7£U,y7éU}
U
{(w,’y,x) ’ Elﬁ el: (w>ﬁav) € EH7 ()\H(w)>ﬁ/%xam) S CD}
U
{(z,v,w) | 3B €T : (v,8,w) € By, Ag(w), 3/, x,0ut) € Cp}
AMz) = Ag(z)akzeVyg—{v} a
AMz) = Ap(z) akx € Vp
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Z definicie gramatiky zase platia takéto vztahy medzi grafmi H a [H,]:

[H,i] = (Vu,Emn, ), kde
Av) = Ag(v) ak Ag(v) € A;
/\(U) = [)\H(U>, Z] ak )\H(U> c Zz - Az

a medzi pravidlami p : X — (D, C) a [p,i] : [X,i] — ([D,1],C(7)):
[D,i] = (Vp,Ep,\), kde

( Ap(v), ak Ap(v) € A;

(v) = [Ap(v),d], ak Ap(v) € X; — A,

C@) = {([X,i],a/B8,x,i0) | (X,a/B,z,i0) € C}

z ¢oho vieme (z definicie kroku odvodenia) urcit vztah medzi H a grafom J,

A(v)
A(v)

ktory odvodime z [H,1|:
J = (V,E' N,0), kde
Vi = (Vg —{v})uVp
E' = EpU{(z,7,y) € En |x# v,y # v}

U
{(w,v,2) | I €T : (w,B,v) € Ey, Ag(w),B/v,z,in) € Cp}
U
{(z,v,w) | 3B €T : (v,8,w) € By, Ag(w),B/v,x,out) € Cp}
AMz) = Ag(z) akz € Vg — {v} adg(v) € A;
AMz) = [Au(z),i akz e Vg —{v} aig(v) € &, — A
A(z) Ap(x) ak x € Vp a Ap(v) € A
AMz) = [Ap(x),i] akz € Vp a Ap(v) € &; — A

Z toho uz lahko vidno, ze J = [1,1].

Ostava teda este dokazat rovnost L;(0) = L,(0’). Nech [H] € L(0©), =z
definicie jazyka L;(©) existuje takéto odvodenia grafu H v systéme gramatik
O:

sn(S, z) :>tG¢1 H, :>tGi2 H,... :>tGik H,=H
Potrebujeme dokazat, Ze existuje odvodenie rovnakého grafu v ©' z pociatoc-
ného grafu sn([S, 1], z). Vzhladom na vyssie dokdzané tvrdenia staci ukéazat,
ze pre Tubovolny graf H, pre lubovolné ¢,5 € {1,...,n} plati:

(] =t [ (= 1) @0 1) + 1) =k, =4 (7]
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kde i; € {2,3}. Uvazujme graf [H,i], odvodenie [H,i] =¢; I, predpokladaj-
me bez ujmy na vSeobecnosti, Ze i je parne (pre neparne i by zdoévodnenie
vyzeralo velmi podobne, len by sme uvazovali gramatiku G% namiesto G} a
vymenila by sa parnost za neparnost) a pozrime sa, ako bude vyzerat graf
I odvodeny z [H,i]. Bez toho, aby sme museli rozpisovat definiciu grafu [
pomocou substitiicie pouzitej pri jeho odvodeni, vidime, ze graf I je rovnaky
ako graf [H,i|, aZ na symbol ¢ nahradzovaného vrchola v, ktory je rovny
(X, ((i —1)®, 1)+ 1], ak 0 = [X,i]. Z definicie gramatiky G je jasné, Ze
na vrchol v uz nemdze byt Ziadne iné pravidlo tejto gramatiky aplikované,
kedZe jeho index je parne ¢islo. Ak [H,i] m& m neterminalnych vrcholov,
tak po m krokoch vygenerujeme graf [H, ((i — 1) &, 1) + 1] a odvodenie uz
v gramatike GY nemoze dalej pokrac¢ovat. Dosledkom je, Ze pre Tubovolné
i,7 €{1l,...,n}, i < j existuje odvodenie
[H, 1] :tcg.l H, ((i —1) &, 1)+ 1] :t% :g;ﬁ_ [H, j]
a pre ¢ > j existuje odvodenie
[H, 1] :>'ng1 H,((i—1)®, 1)+ 1] :>'5G;2 :>tG;.+ [H, j].
i

Pre odvodenie v systéme gramatik O:
sn(S, z) :>tGi1 Hy :>gi2 H, :>tGi3 :>tGZk H,=H
teda existuje takéto odvodenie v systéme gramatik ©’:

Sn([Sa 1]7 Z) :>Ié;"
’7‘11
sn([S, (0@, 1)+ 1],2) =5, ... =4
7"12 qu
SH([S,il],Z) :>tG’1 [Hlail] :>tG;21
Hy (=D @ D+ =g =G,

[Hl,ig] :>tG/1 [HQ,iQ] :>th/

T31
[Ha, ((i2 — 1) &, 1) + 1] =>tc;3 . :>tG;'3
2 q
coo = [Hier, ] :>tG’Tk1
[Hioy, (o = D) @ ) + 1 =6, =l
2 q
[Hk717ik] :>tG/1 [Hk,lk] =H

kde 75, € {2,3}, ¢o bolo treba dokéazat.
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Naopak, uvazujme (najkratsie) odvodenie l'ubovolného terminalneho gra-
fu H v Ly(®'), podla argumentov uvedenych v tomto dokaze, musi byt toto
odvodenie tvaru

sn([S, 1], z) :>tG’ml

sn([S, (0@, 1) + 1], 2) :>tG’T1 . :>tG,T1

sn([S, 1], 2) :>'fc,1 [Hl,i1]2 :>tGLQI q

(Hy,((i1—1) @, 1) + 1] :%4‘22 :g%q
[H1,12] =y [Ha,i2] =6,

[Hy, ((ia — 1) ®, 1) + 1] :>t%2 :>tG;3q

:>'5G,1 [He 1,5-1] :>75G,Tk1
[Hi—1, ((i—1 — 1) @5 1) + 1] :>tG;k2 e :>tG;kq
[Hy_1, i :ta,l [Hy, i) = H
kde rs, € {2,3} a zodpovedajice odvodenie grafu H v systéme gramatik

L(©) je
sn(S,2) =¢, Hi=q, H2 =g, ... :>tGik H,=H



Kapitola

Paralelné¢ Komunikujice Systémy
Grafovych Gramatik

4.1 Uvod

Tento model predstavuje analégiu PCGS systémov definovanych pre klasické
stringové gramatiky. Paralelny komunikujuci systém grafovych gramatik v
sebe integruje viacero gramatik rovnakého typu, ktoré su zosynchronizované
podla akychsi globalnych hodin, ktoré pracuju v taktoch. Kazda gramatika
pracuje na svojej vetnej forme podla vlastnych pravidiel. Naviac tymto gra-
matikam dodévame Specidlny komunikacény symbol. Ak sa vo vetnej forme
nejakej gramatiky vyskytne vrchol s komunikaénym symbolom @);, znamené
to, ze v dalsom takte bude komunika¢ny vrchol nahradeny vetnou formou vy-
generovanou i-tou gramatikou (pri¢om tato zacne generovat odznova). Toto
nahradenie sa vykoné, len ak tato gramatika neobsahuje sama nejaky ko-
munika¢ny vrchol. Formalne zadefinujeme tento model v prvej Casti tejto
kapitoly.

V pripade grafovych gramatik ale nastava pri definicii jeden problém, kto-
ry znemozhuje zadefinovat tento model pre veobecné (C-)ed NC'E gramatiky
- pri komunikacom kroku moéze nejaka komponenta vetnej formy obsahovat
viacej komunika¢nych vrcholov, ¢o znamené, ze sa do tejto vetnej formy v
jednom kroku substituuje viacero grafov. V pripade stringovych gramatik
s tymto nebol problém, kedZe vysledok paralelného nahradenia viacerych
neterminalov je jednoznacne urceny (je vlastne rovny sekvenénému prepiso-
vaniu neterminalov v lubovolnom poradi). V pripade grafovych gramatik, aj

44
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ked by sme uvazovali systém, ¢o ma konfluentné komponentové gramatiky,
nie je mozné paralelnt substitticiu rozumne definovat aj vzhladom na to,
7e vysledok nahradenia viacerych komunika¢nych vrcholov moéze byt zavisly
na poradi tychto krokov. Preto definujeme PCGGS, ktorého komponentové
gramatiky st B-ed NC'E (samozrejme mé zmysel uvazovat aj niektoré pod-
triedy B-edNCE), kde problém s jednozna¢nostou paralelného nahradenia
viacerych komunika¢nych vrcholov nenastéva. Dalsou moznostou by mohlo
byt, ak by sme pozadovali, aby boli konfluentné vsetky pravidla navzajom,
nie len v jednotlivych gramatikach.

4.2 Definicie a oznacenia

Definicia 4.2.1. (PCGGS) Paralelny Komunikugjici Systém Grafovijch Gra-
mattk (PCGGS) stupria n je (n + 5)-tica

0=V A0 G, G,...,Gy)
kde
e X je abeceda netermindlnych symbolov vrcholov,

o U je abeceda komunikacniyjch symbolov; standardne ich oznacujeme ako

U={Q1,Q2,...,Qun},

A je abeceda termindlnych symbolov vrcholov,

¥, U a A sipo dvoch disjunktné,

[' je abeceda netermindlnych hranovich symbolov,

Q je abeceda termindlnych hranovijch symbolov,

rnQ=»0

pre kazdé 1 € {1,....,n} je G; = (XUVUAATUQQ P, S;, Ci(2))
B-edNCE gramatika s pociatocnou spojovacou reldciou, pre ktorej lu-
bovolné pravidlo X — (D, C') plati, Ze v P; nie su pravidld obsahugice
na lavej strane komunikacny symbol.

Oznacenie 4.2.2. (Komunika¢ny vrchol) Vichol so symbolom Q; € ¥
nazyvame komunikacny vrchol.
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Definicia 4.2.3. Mnozinu ¥ UV U A oznacujeme ako Ay, mnoZinu I' U )
oznacujeme ako Ag.

Definicia 4.2.4. (n-vetna forma) Nech © je PCGGS, n-vetnd forma
resp.  konfigurdcia systému © je n-tica grafov (Hy, Ha, ..., H,), kde H; €
GRE\, Ay-

Poznamka 4.2.5. Namiesto pojmu n-vetnd forma budeme niekedy pouZivat
pojem vetnd forma.

Definicia 4.2.6. (Krok odvodenia) Nech © je PCGGS, krok odvodenia
systému © je reldcia na n-vetnych formdch definovand nasledovne:

(Hl, HQ, cee Hn) =0 (Kl, K27 ceey Kn)
prave vtedy, ked nastane prdve jeden z tyjchto pripadov:

1. (prepisovaci krok) Ziaden graf H; neobsahuje vrchol s komunikacngm
symbolom

e ak H; obsahuje netermindlny vrchol, tak H; =, K;
e ak H; neobsahuje netermindlny vrchol, tak H; = K;

2. (komunikacny krok) niektoré grafy H; obsahuji vrcholy s komunikac-
nyme symbolmi: nech H; obsahuje vrcholy s komunikacnymi symbolmai

le?QjQ""?st

o ak Ziaden z grafov Hj, neobsahuje komunikacny vrchol, tak v H;
nahradime @, (substiticiou, tak ako je definovand v gra-
fom izomorfnym s Hj, , ktory je disjunkny s grafom, do ktorého
substituujeme a K;, = sn(S;,, z,C;,(2))

o ak nejaky Hj, obsahuje komunikacny vrchol, tak H; = K;

pre vsetky ostatné H;, ktoré meobsahuji komunikacné symboly plati

Definicia 4.2.7. (Grafovy jazyk) Jazyk generovany PCGGS systémom ©
je mnozina
L(@) == {H € GAQ / (S?’L(Sl, 21, 01(21)>, S?’L(SQ, 29, CQ(ZQ)), ceey
sn(Sn, 2n, Cn(2n))) =" (H, Hs, ..., H,)}
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Oznacenie 4.2.8. Nech X-edNCE je trieda grafovijch gramatik (budeme
uwvazovat B-edNCE a LIN-edNCFE), potom PCGGS,X oznacuje triedu
PCGGS systémov s n X-edNCE komponentovymi gramatikami. Triedu ja-
zykov generovijch takymito systémami gramatik oznacujeme L(PCGGS,X).

Poznamka 4.2.9. Dalsou moznostou, ako parametrizovat PCGGS systém,
je uvazovat réznu komunikacni Struktiru - t.j. obmedzenie na to, ktoré gra-
matiky mozZu generovat komunikacné vrcholy. V nasledujicej casti dokdazZeme
vetu ktord hovori, Ze pri pouziti vSeobecnej komunikacnej struktiry vieme s
linedrnymi gramatikami vygenerovat grafovy jazyk, ktory nie je v C-edNCE.

Definicia 4.2.10. (Komunikaéna Struktara) Nech
0= 0,AT,QG,...,G)

je PCGGS, komunikacnd Struktira systému © je orientovany graf G =
({G1,...,G,}, E) definovany takto: (G;,G;) € E, ak gramatika G; obsahuje
pravidlo, na ktorého pravej strane je graf obsahujici komunikacny vrchol so
symbolom @);.

4.3 Generativna sila PCGGS

Najpv ukdzeme, ako PCGGS' s roznymi typmi a po¢tom komponentovych
gramatik dokaze vygenerovat grafovy jazyk mimo triedy C-ed NCE.

Veta 4.3.1. £L(PCGGS;LIN) — C-edNCE # ()

Dékaz. Staci ukazat (pozri str. 33 v [0]), ze v L(PCGGS5LIN) existuje
grafovy jazyk L taky, Ze jazyk {a™ | n = |Vy| pre nejaky graf [H| € L} nie
je bezkontextovy. Definujme jazyk L takto:

L = {[H]€GREwy | H=(V,E,N\), kde
V={12,...,n},
E={@x*1+1)]ie{1,2,...,n—1}},
A(7) = a pre lubovolné i € V,

n = 2™ pre nejaké m > 0}
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Tento jazyk vieme generovat nasledujicim PCGGS3LIN systémom grama-
tik ©:

= (X, 9,AT,Q,Gq, Gy, Gs), kde
= {51,952,5s, B, B}

= {Q1,Q2,Qs}

= {a}

= 0

= {x}

D H Db e Mo

G, = BUVUAATUQQ P,S;,C(2)) prei € {1,2,3}

Po= {5 = ((V={12},E={(1,%2)},A = {(1,a),(2, B)}),
{(a,x/*,1,in)}),
S = ((V={1}LE=0x={(1,Q2)}),0),
By — (V={1}, E=0,A={(1,B)}),{(a,«/*,1,in)}),
B—(V=0,E=0,Xx=0),0)}

P, = {S2 - ((V - {1}7E - @7/\ - {(17Q1)})7 {(a’v */*7 17”7/)})7
B — ((V = {1}7E =0,\= {(17Q3)})7 {(av */*7 172”)})}

Py = {SB - ((V = {1}7 E = @7 A= {(17Q1)})7 {(a’7 */*7 17”7/)})7
B — ((V = {1}7 E=0,)= {(1781)})7 {(a7 */*7 1>2n)})}

C(z) = {(a,*/*,2,in)} prei € {1,2,3}

Uvazujme graf [H] € L s n = 2™ vrcholmi, (takyto graf existuje len je-
den), potrebujeme najst jeho odvodenie v ©. Zrejme prvy krok odvodenia
(terminalneho grafu) v © vyzera takto:

(sn(S, z1,C(21)), sn(S2, 22, C(22)), sn(Ss, 23, C(z3)))
=
(H117 Sn(Qlu Wa, C(w2>>7 Sn(Ql? ws, C(w3)))
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kde

Hll = <{w117w12}7 {<w117 *, w12>}> {<w117 a)? (w127 Bl>}7 {(CL, */*7 wh?in)})

t.j. Hy, je graf s dvoma vrcholmi so symbolmi a a B spojenymi hranou (kedze
sice pre prvii komponentu n-vetnej formy mame dve pravidla, ktoré mozno
pouzit, avsak ak by sme pouzili druhé pravidlo, tak by odvodenie nemohlo
dalej pokracovat, pretoze kazda komponenta n-vetnej formy by obsahovala
komunika¢ny symbol).

Predpokladajme teraz, ze vieme vygenerovat n-vetnu formu

(Hy, sn(Q1, 92, C(y2)), sn(Q1, ys, C(y3)))

kde

Hi = (V,EC)

Vo= (1,2, k+1},

E {(i,*,i+1) | i€ {1,2,...,k}},
Ai) = apreieV —{k+1},

) = B

C = {(a,x/x,1,in)}

Potom existuje v © odvodenie n-vetnej formy

(He, sn(Q1, y2, C(y2)), sn(Q1, y3, C(y3)))

kde

Hy = (V,E,\0)
Vo= {1,2,....2k+1},
E = {(,*i+1)]ie{l1,2,...,2k}},
i) = apreieV —{2k+1},
AM2k+1) = B

C = {(a,x/x,1,in)}
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Spominané odvodenie vyzera nasledovne

=
(sn(Si, z1,C(21)), Hy, Hy)
=
(sn(Q2, w1, C(w1)), Hs,, Hs,)

(Hy,sn(Q1, 42, C(32)), sn(Q1, y3, C(y3)))
(

=
(sn(Q2,wr, C(wy)), Hay, sn(Ss, y3, C(ys3)))
=

(H517 Sn(527 Y2, C(yQ))7 Sn(S?n Ys, C(y?))))
=

(Hg, sn(Q1,v2,C(v2)), sn(Q1, v3, C(v3)))
kde

H3 == (‘/327 E327 >\327 C52)
Ve, = {1,2,....k+1},

Es, = {(i,*xi+1)]ie{l,2,...,k}},

As,(i) = apreieV —{k+1},
As,(k+1) = @
Cs, = {(a,*/*,1,in)}

H3 = (‘/337 E337 )\337 CY33)
Ve, = {12, k+1},

E33 - {(i7*7i+1) |i€ {1727"‘7k}}7

A3, (i) = apreieV —{k+1},
A3, (k+1) = B
Cs, = {(a,*/*,1,in)}

20
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Hy, = (V42>E427)\42,C42)
Vi, = {1,2,...,2k+ 1},
Ey, = {(i,*xi+1)|ie{1,2,...,2k}},
A, (1) = aprei eV —{2k+ 1},
M,(2k+1) = B
Cy, = {(a,*/,1,in)}

Hs, = (Vs,,E5,)\5,C5,)
Vs, = {1,2,...,2k+1},
Es, = {(i,%i+1)]ie{1,2,...,2k}},
A5, (i) = apreieV —{2k+ 1},
X5, (2k+1) = B
Cs, = {(a,*/*,1,in)}

Z vyssie uvedenych faktov vyplyva, ze v gramatike © existuje odvodenie n-
vetnej formy, kde prva komponenta je graf H; s 2"+ 1 vrcholmi pre [ubovolné
m > 0. Aplikovanim §tvrtého pravidla z P; dostaneme odvodenie hladaného
grafu H.

Potrebujeme este ukazat, ze vSetky grafy, ktoré vieme v © odvodit sa
z jazyka L. Zrejme sta¢i ukazat, Ze horeuvedené odvodenie je jediné moz-
né (resp. ze vSetky ostatné varianty pouZitia pravidiel vedu bud hned k
odvodeniu platného terminélneho grafu alebo k zaseknutiu odvodenia).

Prvy krok je komunika¢ny a druha n-vetné forma je jednoznac¢ne urcena.
V druhom kroku mézeme na prvi komponentu namiesto druhého pravidla
pouzit prvé pravidlo. V tomto pripade sa odvodenie za dva kroky zasekne,
kedZe druha komponenta n-vetnej formy obsahuje graf s vrcholom so symbo-
lom B; (pre ktory nie je v druhej gramatike pravidlo) a ziadna komponenta
n-vetnej formy neobsahuje vrchol s komunikaénym symbolom. Treti a Stvrty
krok su komunikacné, a teda Stvrta a piata n-vetna forma st jednoznacne
urcené. Posledny krok je tak isto jednoznacny, kedze je iba jediné trojica
pravidiel, ktoré mozno pouzit. O

Podobny jazyk ako v predchadzajicej vete vieme vygenerovat aj s dvoma
komponentovymi gramatikami (v tomto pripade typu B-ed NCE.).

Veta 4.3.2. L(PCGGS,B) — C-edNCE +# )
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Doékaz. Podobne ako v predchadzajucom dokaze nam staci néjst v triede
jazykov L(PCGGSyB) taky grafovy jazyk L, Ze stringovy jazyk {a" | n =
|V | pre nejaky graf [H] € L} nie je bezkontextovy. Definujme jazyk L tak-
to:

L = {[H] € GRE@ny | H=(V,E,)\), kde
V={12,...,n},
E={(x*1+1)]ie{1,2,...,n—1}},

A(7) = a pre Tubovolné neparne i € V,
A(7) = b pre Tubovolné parne ¢ € V,
n = 2" —1 pre nejaké m > 1}

Tento jazyk vieme generovat nasledujucou PCGGSy B gramatikou ©:

0 = (,V,AT,Q G, Gs), kde
= {51, 5}

{Q1,Q2}

{a,b}

0
= {x}

o I I S = |

G, = (ZU\IJUA,A,FUQ,Q,B,SZ-7C(2)) pre ¢ € {1’2}

o= {Si=V={1}E=0,A={(1,0)},
{(b,*/%,1,in), (b, */*,1,0ut)}),
Si—= (V={1}LE=0,A={(1,Q)},
{(b,x/x,1,in), (b, x/*,3,0ut)})}

P, = {Sy;— (V=A{1,2,3}, E ={(1,%,2),(2,%,3)},
A={(1,Q1),(2,0),(3,Q1)},{(b,*/%,1,in), (b, */*,3,0ut)})}

C(z) = {(b,*x/*,z,in), (b, */*,z, out)} pre i € {1,2}

Uvazujme graf [H] € L s n = 2™ — 1 vrcholmi, (takyto graf existuje len
jeden), potrebujeme néjst jeho odvodenie v ©. Zrejme prvy krok odvodenia
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(terminalneho grafu) v © vyzera takto:

(sn(S1, z1,C(21)), sn(Sz, 22, C(22))) = (sn(a, z1,C(z1)), H1,)

kde

Hy, = (V={1,2,3}E={(1,%,2),(2,%3)},A={(1,Q1),(2,0), (3,Q1)},
C = {(b,*/*,1,in), (b, */*,3, out)})

t.j. Hy, je graf s troma vrcholmi so symbolmi @1, b a @)1 spojenymi postupne
hranou (pre prvi komponentu n-vetnej formy mame dve pravidla, ktoré moz-
no pouzit, avsak ak by sme pouzili druhé pravidlo, tak by odvodenie nemohlo
dalej pokracovat, pretoze kazda komponenta n-vetnej formy by obsahovala
komunika¢ny symbol).

Predpokladajme teraz, ze vieme vygenerovat n-vetni formu (H,, Hi,),
kde

Hl = (MEa)UC>

1% {1,2,...,k},
E = {(i,xi+1)]|ie{l,2,...,k—1}},
A(7) a pre Tubovolné neparne i € V,

>~
—~

~
S~—

b pre Tubovolné parne ¢ € V,

N

2) — 1 pre nejaké j > 1
C = {(b,x/x,1,in), (b, x/x, k,out)}

Potom existuje v © odvodenie n-vetnej formy (Hs, Hy,), kde

H5 = (ME7A70>
{1,2,...,2k + 1},
((i,%,i+1) |ie{l,2,... 2k},

a pre Tubovolné nepéarne ¢ € V,

=
BN

>
—~

~
S—

b pre Tubovolné parne ¢ € V,
2/ — 1 pre nejaké j > 1
{(b7 */*7 17 Z?I), (b7 */*7 2k + 17 OUt>}

Q >
|
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Spominané odvodenie vyzera nasledovne

<H17 le)
=
(sn(Sl, 21, C(Zl)), H5)
=
(sn(Q2, 21, C(21)), Hs)
=
(Hs, sn(Sz, 22, C(22)))
=
(H57 le)

7 vyssie uvedenych faktov vyplyva, ze v gramatike © existuje odvodenie n-
vetnej formy, kde prva komponenta je graf Hs s 2" —1 vrcholmi pre [ubovolné
m > 1. Graf Hj je terminalny graf, ktory patri do jazyka L.

Potrebujeme este ukézat, ze vSetky grafy ktoré vieme v © odvodit, st
z jazyka L. Zrejme staci ukazat, Ze horeuvedené odvodenie je jediné moz-
né (resp. Zze vSetky ostatné varianty pouZitia pravidiel vedu bud hned k
odvodeniu platného terminéalneho grafu alebo k zaseknutiu odvodenia).

Pouzit iné pravidlo mozeme len v druhom kroku. Vtedy vygenerujeme
v prvej komponente n-vetnej formy terminalny graf sn(a, z1,C(21)) a odvo-
denie uz nebude dalej pokracovat (presnejsie, vzhfadom na to, Zze obidve
komponenty vetnej formy st terminalne grafy, tak sa v nich uz ni¢ nemoze
zmenit). O

Poznamka 4.3.3. Nasledujice dve vety dokazuji, Ze ked sa obmedzime na
PCGGS s centralizovanou komunikacnou struktirou, tak nebudeme maoct ge-
nerovat grafové jazyky, ktorych grafy by boli od seba “prilis vzdialené”.
Definicia 4.3.4. PCGGS systém © nazyvame centralizovany PCGGS' alebo
centr-PCGGS, ak komunikacnd Struktira systému © je graf G = (V| E), kde
V ={Gy,...,Gn} a mnoZina hrdn je definovand takto: E = {(G1,G;) | i €
{2,...,n}} (inak povedané, ak len prvd gramatika obsahuje pravidlo(d), na
ktorého pravej strane je komunikacny vrchol).

Veta 4.3.5. Nech

e O= (X, VAT, Q Gi,Gs) jecentr-PCGGS s dvoma linedarnymi kom-
ponentovymi gramatikami,
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o L(©) je grafovy jazyk generovany systémom ©,

o {v;} je rastica postupnost prirodzenijch cisel takd, Ze v € {v;} prdve
vtedy, ked v = |H| pre nejaky graf H € L(O),

e M; oznacuje maximum poctu vrcholov grafov na praviych strandch pra-
vidiel z mnozZiny P;.

Potom pre dva susedné prvky v;, viy1 postupnosti {v;} plati
Vi1 — v < (My+ Me)([E[([2° +1) +2)

Doékaz. Neformélne povedané, potrebujeme dokazat, Ze ak zoradime grafy
jazyka L(G) do postupnosti podla poctu vrcholov, tak rozdiel v poéte vr-
cholov medzi dvoma susednymi grafmi nebude vac¢si ako konsStanta urcené
parametrami gramatiky.

Budeme predpokladat, Zze P, neobsahuje na pravej strane ziadneho pra-
vidla terminalny graf. Ak by © tato podmienku porusovalo, mézeme ho
upravit takymto spésobom:

e do Y priddme novy neterminalny symbol vrchola Y

e do kazdého terminalneho grafu na pravej strane pravidla p z P, (ktory
porusuje uvedentt podmienku) priddme vrchol so symbolom Y (toto
pravidlo budeme oznacovat ako p')

e do P, pridame pravidlo Y — (sn(Y,y),0)
e do P, pridame pravidlo Y — (((,0,0),0)

Treba si uvedomit, Ze terminalne pravidlo z P, méze byt v Iubovolnom od-
vodeni pouzité len raz. Mézu nastat dve moznosti:

e po pouziti terminalneho pravidla p uz v odvodeni nebol ziadny komu-
nikaény krok. V tomto pripade v upravenom systéme mozeme (a zéaro-
vel musime) namiesto p pouzit pravidlo p’ a nasledne pouzivat pravidlo
Y — (sn(Y,y), D) na pokracovanie v odvodeni. Ocividne vygenerujeme
rovnaky graf ako v neupravenom systéme.

e po pouziti terminalneho pravidla p bol v odvodeni (prave jeden) ko-
munikac¢ny krok. Zjavne tento krok bol poslednym krokom odvodenia,
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kedZe prva komponenta vetnej formy, ktora bola vysledkom komunikac-
ného kroku, uz neobsahuje neterminalny vrchol. V upravenom systéme
pouzijeme rovnako ako v prvom pripade namiesto pravidla p pravidlo p/
a nasledne pravidlo Y — (sn(Y,y), ) na pokracovanie v odvodeni. Po
komunikacnom kroku mézeme pouzit uz len pravidlo Y — ((0,0,0),0),
¢im vygenerujeme rovnaky graf ako v neupravenom systéme.

Z uvedeného predpokladu (a samozrejme z linearity gramatiky) vyplyva,
7e v Tubovolnom odvodeni pre kazdu vetnu formu odvodenia, aZ na posledni,
plati, ze obidve jej komponenty obsahuji neterminalny vrchol.

Uvazujme dva susedné prvky v;, v;41 postupnosti {v;}. Ak v;4; <
(M + M) (|Z](|2]? + 1) + 1), tak niet ¢o dokazovat (kedZe rozdiel vy 1 — v;
je ur€ite mensi nanajvys rovny (M; + My)(|X|(|2]? + 1) + 2)). Nech teda
vig1 > (My+ My)(IZ|(|1Z2 + 1)+ 2) a H € L(O) je graf s vj41 vrchol-
mi, uvazujme (Tubovolné) jeho najkratsie odvodenie (oznac¢me ho «). Toto
odvodenie musi mat dlzku asponi |S|(|%]2 + 1) + 1 (a teda obsahuje aspot
1Z](|X]? + 1) + 2 vetnych foriem), kedZe systém gramatik odvodi v jednom
kroku najviac M; + M; terminalnych vrcholov a zaroven obidve komponenty
vSetkych vetnych foriem odvodenia, az na poslednu vetni formu, obsahuju
neterminélne vrcholy. Vo zvysku dékazu budeme « uvazovat bez poslednej
vetnej formy.

To, ¢o potrebujeme dokézat je, ze v odvodeni a mozeme nejaku jeho
(dostato¢ne mali) ¢ast vynechat, ¢im dostaneme odvodenie grafu s mensim
poc¢tom vrcholov ako v;;1. Pre odvodenie « plati prave jedna z nasledujucich
dvoch moznosti:

e v a existuje stvisla postupnost krokov odvodenia dlzky aspoin |S[? +1,
v ktorej nie je pouzity komunika¢ny krok. Potom z jednoduchej kom-
binatorickej uvahy vidiet, Ze v tejto postupnosti existuji dve ekviva-
lentné konfiguracie (vetné formy) t.j. také, Ze grafy v prvej resp. v
druhej komponente tychto vetnych foriem obsahuji vrchol s rovnakym
neterminalnym symbolom. Formalnejsie, ukizali sme, ze v odvodeni «
existuje tsek

((Hy,Ch), (Hs, Cy)) =" (I, D1), (I3, D))

kde k < |X|*+1 a grafy H; a I; obsahuji vrchol s rovnakym neterminAl-
nym symbolom X; (zaroven I; obsahuje ako svoj podgraf graf izomorfny
s H;). Uvedeny tsek teda mozme z odvodenia vynechat (samozrejme az
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na prva vetni formu) a dostaneme korektné odvodenie o’ v ©. Kedze
sme predpokladali, Ze odvodenie « je najkratSie, tak generovany graf
H' nemoéze byt rovny (presnejsie izomorfny) s H. Vynechanim niekol-
kych krokov odvodenia sme zmensSili pocet vrcholov vygenerovaného
grafu, nanajvys vsak o (|X]? + 1)(M; + My).

e v a neexistuje suvisla postupnost krokov odvodenia dlzky aspoi DRSS
1, v ktorej nie je pouzity komunikacny krok, v odvodeni « ale existuje
usek, ktory

— méa dlzku |3|(|22 + 1) + 1 (pocet jeho vetnych foriem)

— zatina vetnou formou tvaru ((D,C), sn(Ss, 22, Ca(22)))

Uvedené podmienky spliia napriklad tsek za¢inajtci prvou vetnou for-
mou v odvodeni. V tomto tseku odvodenia museli byt nejaké komuni-
ka¢né kroky, ich pocet je aspon |X|, ¢oho dosledkom je, ze uvazovany
tsek obsahuje aspon |X| 4+ 1 vetnych foriem, ktorych druhé kompo-
nenta je graf (izomorfny s) sn(Ss, 22, Co(22)). Z Dirichletovho principu
vyplyva, ze v tomto tiseku znovu existuju dve ekvivalentné konfigura-
cie, navyse s vlastnostou, ze ich druhé komponenty st izomorfné grafy.
Formélnejsie, v odvodeni « existuje tsek

((H,C), sn(S2, 22, Ca(22))) =" (1, D), sn(S2, 2, C2(2)))

kde k < |Z|(|2]2 4 1), grafy H; a I; obsahuji vrchol s rovnakym neter-
minalnym symbolom X a I; obsahuje ako svoj podgraf graf izomorfny
s Hi;. Vynechanim uvedeného tuseku (okrem prvej vetnej formy) do-
staneme korektné odvodenie o/ v ©. Kedze sme predpokladali, Ze
odvodenie « je najkratsie, tak generovany graf H' nemdze byt rovny
(presnejsie izomorfny) s H. Vynechanim niekolkych krokov odvodenia
sme zmensili pocet vrcholov vygenerovaného grafu, nanajvys vsak o

(My + Mp)(IZ|(1ZP + 1) + 1),

V oboch pripadoch musi mat graf H' menej vrcholov ako H, lebo inak by
bol H' izomorfny s H a zaroven v;q — V| < (My+ Mo)(|Z|(|Z]2+ 1) + 1).
Oznac¢me |Vy/| = vg, mozu nastat tri motnosti:

e v, < v;, potom dokazovana nerovnost trivialne plati

e v, = v;, dokazované nerovnost plati ako v prvom pripade
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® v, > v; je v spore s tym, Ze vj1; a v; si susedné prvky
Tymto je veta dokazana. O

Poznamka 4.3.6. Uvedeny odhad nie je prilis tesny, v skutoénosti nam v
odvodent staci najst dve konfigurdcie s rovnakymi netermindlmi v i-tych kom-
ponentdch a cast odvodenia medzi nimi vynechat. V nasledujice) vete zovse-
obecnime predchddzajice tvrdenie pre centr-PCGGS s n linedrnymi kompo-
nentamsi a spresnime odhad pre rozdiel v pocte vrcholov medzi “susednymi”
grafmi.

Veta 4.3.7. Nech

e O = (X, V,AT,Q G,Gy,...,G,) je centr-PCGGS s n linedrnymi

komponentovymi gramatikams,
o [(©) je grafovy jazyk generovany systémom ©,

o {v;} je rastica postupnost prirodzenijch cisel takd, Ze v € {v;} prdve
vtedy, ked v = |H| pre nejaky graf H € L(O),

o M; oznacuje maximum poctu vrcholov grafov na praviych strandch pra-
vidiel z mnozZiny P;.

Potom pre dva susedné prvky vj, vjy1 postupnosti {v;} plati

v = v < () M)(2ZI" +2)

i=1

Doékaz. Podobne ako v dokaze predchadzajuceho tvrdenia budeme predpo-
kladat, ze P; neobsahuje na pravej strane ziadneho pravidla terminalny graf
pre i > 2. Ak by O tato podmienku poruSovalo, mézeme ho upravit ana-
logickym sposobom ako v predchadzajicom dokaze. 7 linearity gramatiky
a z uvedeného predpokladu vyplyva, ze v Tubovolnom odvodeni pre kazdu
vetni formu odvodenia, az na posledni, plati, ze vSetky jej komponenenty
obsahuji neterminalny vrchol.
Nech v; a vj41 st dva susedné prvky postupnosti {v;}, nech

vi > (O M)(2E]" +2)

i=1
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(inak niet ¢o dokazovat), nech H € L(O) je graf s vy vrcholmi, pre ktory
existuje v © najkratsie odvodenie (spomedzi grafov s vj41 vrcholmi). Lubo-
volné jeho najkratsie odvodenie musi mat dizku aspon 2|%| + 1 a obsahuje
minimalne 2|%|" + 2 vetnych foriem. Uvazujme jeho prefix o dlzky 2|%|" s
2|X|™ + 1 vetnymi formami. Vzhladom na to, ze © je centr-PCGGS, nemo-
7u v « za sebou nasledovat dva komunika¢né kroky (resp. inak povedané,
nemdzu za sebou nasledovat dve vetné formy, ktorych prva komponenta by
obsahovala vrchol s komunikaénym symbolom). KedZze prva vetna forma
odvodenia neobsahuje komunika¢ny symbol, tak « obsahuje aspon |X|" + 1
vetnych foriem bez komunika¢ného symbolu, medzi ktorymi musia existovat
dve, ktorych i-te komponenty obsahuji rovnaké neterminalne symboly. Usek
odvodenia medzi tymito dvoma vetnymi formami mozeme vynechat (vlastne
tieto dve vetné formy stotoznime) a dostaneme korektné odvodenie grafu H'.
H' nemo6ze mat:

e viacej vrcholov ako H, kedZe v linearnej gramatike nie je mozné vyma-
zat terminélny vrchol.

e rovnaky pocet vrcholov ako H, kedZe sme uvazovali najkrat$ie odvo-
denie grafu, ktory mé spomedzi vSetkych grafov generovanych © s rov-
nakym poc¢tom vrcholov najkratsie odvodenie.

Teda H' ma menej vrcholov ako H, oznac¢me |H'| = v;. Z odvodenia sme
vynechali najviac 2|%|" krokov, pocas ktorych mohlo byt vygenerovanych

najviac
n

(> M)

i=1
terminalnych vrcholov, teda

n

vi— o < (O M) (2T,

i=1
¢im je veta dokazana. O

Poznamka 4.3.8. Podobné turdenia (s analogickym dokazom) mozno vyslo-
vit aj pre systémy, ktorych komunikacnad struktira je strom, dag alebo cyklus
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Javer

V tejto praci sme sktimali moznosti vyuzitia paralelizmu v grafovych grama-
tikdch. Skumali sme dva paralelné modely, povodne definované pre stringové
gramatiky, ktoré sme zadefinovali pre grafové gramatiky. Dokazali sme via-
ceré vztahy medzi roznymi triedami jazykov definovanych tymito modelmi,
ktoré ukazuju zmysluplnost tychto modelov. Niektoré idey, ktoré sme apli-
kovali pri dokaze tvrdeni v tejto praci, nie st prili§ odlisné od tych, ktoré
platia pre skimanané paralelné modely definované pre stringové gramatiky.
Komplikaciou bola hlavne zlozitejsia Struktura grafov oproti retazcom a v
niektorych pripadoch aj konfluentnost.

Otvorenou otézkou zostava sformulovanie d'alsich vztahov medzi spomi-
nanymi triedami jazykov a najma zistit, kde platia nevlastné inkluzie.
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