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Abstrakt

Celularny automat je vypoctové zariadenie pozostavajice zo vzajomne pre-
pojenych konecénych automatov, nazyvanych bunky. Synchronizacia vycha-
dza z konfiguracie, ked je aktivna jedin& bunka zvana general, a cielom je,
aby vSetky bunky naraz vykonali uréent akciu.

V praci st uvedené zndme vysledky pre synchronizaciu tsecky, kruhu, jed-
nosmerného kruhu, dvojrozmernych sieti a stromu. f)alej uvidzame nas vy-
sledok — synchronizéiciu stromu pre Specialnu poziciu generéla v ¢ase (2 + %) r.

Nakoniec vyslovujeme hypotézu o moznom vylepSeni dosiahnutého vysledku.

Krlacové slova: synchronizacia, celularne automaty, stromy

Abstract

The cellular automaton is a computational device consisting of intercon-
nected finite automata, called cells. The synchronization starts in a config-
uration with the only active cell called general; the goal is that all cells do
some action simultaneously.

In this thesis we present known results of synchronization of lines, rings,
unidirected rings, two-dimensional networks and trees. Next we present our
result — the synchronization of trees for a special position of the general, work-
ing in time (2 + %) r. Finally we hypothesize about possible improvements

of our result.
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Kapitola 1
Uvod

Vyznamnou oblastou informatiky s paralelné vypocty. Praktickou moti-
vaciou je napriklad vyvoj v oblasti mikroprocesorov, kde sa vyrobcovia uz
nesnazia zvysit taktovaciu frekvenciu, ale zvySuju pocet jadier procesora.
Dalsou aplikaciou paralelizmu je navrh VLSI obvodov.

Cielom bude modelovat zariadenie s ve[kym mnozstvom malych a rych-
lych procesorov, pricom predpokladame pritomnost globalnych synchroni-
za¢nych taktov. Od komunika¢nych protokolov sa oc¢akava velka rychlost.
Z tohto dévodu nemézu procesory pouzit zdieland paméat kvoli jej pomalos-
ti. Teda procesor ma k dispozicii len lokdlnu pamét a komunikac¢né linky
so susedmi. Preto budeme jednotlivé procesory modelovat pomocou konec-
nych automatov, takze mnozstvo pouzitej paméte na jeden procesor bude
konStantné.

Na takomto vypoc¢tovom modeli budeme riesit problém synchronizécie.
Ulohou je, aby vietky procesory vykonali nejakii akciu si¢asne, pri¢om na
zacCiatku je prebudeny len jeden procesor. VyrieSeny problém synchronizacie
moze sluzit ako podprogram pri rieSeni zlozitejsich tloh.

Problém synchronizacie bol skiimany pre rozne topologie siete. NA&s vy-
sledok spociva v ndjdeni lepSieho riesenia pre acyklické siete.

Zvysok prace je ¢leneny nasledovne. V kapitole 2| zadefinujeme potrebné
pojmy. V kapitole [3| zhrnieme zndme vysledky o synchronizacii celularnych

automatov. Hlavnym prinosom tejto prace je kapitola 4, kde sa venujeme



acyklickym sietam. Ukazeme, 7ze pre vhodnu poziciu generéla je mozné do-
siahnut synchronizaciu rychlejsie ako pri pouziti znameho vSeobecného rie-

Senie. V kapitole [5| na¢rtneme, ako by sa dosiahnuté vysledky dali zlepsit.



Kapitola 2

Zakladné pojmy

2.1 Celularny automat

Celularny automat je vypoctové zariadenie. Mozeme si ho predstavit ako
orientovany graf, pri¢com v kazdom vrchole grafu je umiestneny koneény au-
tomat. Vrchol grafu spolu s prisluSnym koneénym automatom budeme na-
zyvat bunka celuldirneho automatu. Namiesto ,stav kone¢ného automatu v
bunke p” budeme hovorit len ,stav bunky p”. Celuldrny automat je homogén-
ny, teda kone¢ny automat v kazdej bunke ma rovnakta prechodovi funkciu.
Prechodova funkcia A kone¢ného automatu mé na vstupe stav bunky p a stav
vSetkych jej susedov v ¢ase t, vystupom A je stav bunky p v ¢ase t + 1. Ce-
lularny automat pracuje synchréonne, teda prechodova funkcia je aplikované
na vSetky bunky naraz. KedZe v bunkach siu konecné automaty, obmedzi-
me zhora pocet susedov bunky konstantou a; budeme hovorit, 7e celularny
automat je typu a.

Na zjednodusenie oznacovanie zavedieme S$pecidlny stav sg (external); ak
mé& bunka menej ako a susedov, doplnime bunke ako susedov ,zarazky” v
podobe automatov, ktoré su trvalo v stave sg.

Pri opise celularneho automatu nebude stacit pojem graf. V grafe mo-
zeme pre kazdy vrchol hovorit len o mnozine jeho susedov. Budeme v8ak
potrebovat tychto susedov aj ocislovat, teda pre dany vrchov u povedat, kto-

ry vrchol v je i-ty sused vrchola u. Kvoli tomu zavedieme pojem sief. Siet



sa da chapat ako graf s pridanou informéaciou o ¢islovani susedov.

Budeme hovorit, Ze bunka ma vstupné porty. Ak bunka ¢ je i-ty sused
bunky p, tak bunka p vidi na svojom i-tom vstupnom porte stav bunky q.
Ak bunka p nemé i-teho suseda, na svojom i-tom vstupnom porte vidi stav
SE.

Popis celularneho automatu rozdelime na popis siete (hovori o tom, ako st
bunky prepojené) a popis konetného automatu (hovori o tom, ako sa bunky

spravaju).

Definicia 2.1.1. Pod siefou typu a budeme rozumiet trojicu N = (P, pg, ¢),
kde P je kone¢na mnozina buniek, pg € P je general a c je ¢iasto¢na funkcia
P x{0,...,a — 1} — P. Ak ¢(p,i) = q, tak i-ty vstupny port bunky
p je spojeny s bunkou ¢. Nedefinovand hodnota c¢(p,i) znamend, ze i-ty
vstupny port bunky p nie je zapojeny. Mnozinu {c(p,i) | 0 < i < a —
1 A ¢(p,i)jedefinované} budeme nazyvat susedia bunky p. Siet nazveme

symetrickd, ak c¢(p,i) = q= (3j)c(q,j) = p-

Aby sme pri opise sieti mohli vyuzit pojmy z teérie grafov, ku kazdej
sieti priradime prislichajuci graf. Neformalne povedané, zabudneme na ocis-
lovanie susedov. Formaélne, sieti N = (P, pg,c) prislicha orientovany graf
G=(V,E), kde V =P a (p1,p2) € E <= (Ji)c(pa,i) = p1. Ak sief N
je symetricka, ma zmysel hovorit o neorientovanom grafe G’ prislichajicom
N — ten dostaneme z G tak, ze zabudneme orientéciu hran. Takze napr.
tvrdenie ,siet N je strom” treba chépat ako ,neorientovany graf prislichajuci

sieti N je strom”.

Definicia 2.1.2. Automat typu a je Sestica A = (5, sg, sg, Sr, sg, A), kde
S je konefnd mnozina stavov, sg € S je pokojny stav (quiescent state),
sqg € S\ {sq} je stav generala na zaciatku, sp € S\ {sq, s¢} je koncovy stav,
sg & S je externy stav (reprezentuje vstup automatu, ak prislusny vstupny
port nie je zapojeny), A : ST — S je prechodova funkcia. Pokojny stav sq
mé ta vlastnost, Ze ak je bunka aj vSetci jej susedia v stave sg, tak bunka

ostava v stave sq; teda pre prechodovi funkciu musi platit {s, so,..., 5.} C

{sq,s6} = A(sqg,s1,52,...,54) = Sq-
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Definicia 2.1.3. Nech N = (P, pg, ¢) jesiet typuaa A = (S, sg, Sa, Sr, Sg, \)
je automat typu a. Celuldrnym automatom typu a budeme rozumiet dvojicu
(N, A).

Stav bunky p € P v ¢ase t € N v celularnom automate (N, A) budeme
znadit s(p,t, N, A).

Prechod celularneho automatu mozeme formélne opisat nasledovne:
s(p,t+1, N, A) = A(s(p,t,N, A), S0, ., Sa—1)

s(e(p,i),t, N, A) ak ¢(p,1i) je definované
kde s; = (elp,) ) (.} prei € {0,...,a— 1}

Sp inak

Definicia 2.1.4. Prvy prechod bunky zo stavu sg do iného stavu nazveme
prebudenie bunky. Teda bunka ostava v stave sg, kym sa neprebudi. Cas

prebudenia bunky p je najmensie ty také, ze s(p,tw, N, A) # sq.

Zavedieme oznalenie Grid(P) pre siet (typu 4) tvaru mriezky, kde P je

kone¢na podmnozina Z* a (0,0) € P:
Gl"ld(P) = (P, pg = (O, O), CGrid)

C,Grid((xvy)?i) ak C/(}rid(<x7y)7i) € P

nedefinované inak
Cana((7,9),0) = (z - Ly)
Cana((z,9),1) = (z,y — 1)
Cara((z,9),2) = (z + 1L,y)

Caral(7,9),3) = (z,y +1)

cand((7,y),1) =

Poznamenajme, Ze v definicii Grid(P) sme implicitne zahrnuli zmysel pre
orientaciu.
Pri synchronizacii stromov bude uzito¢né povazovat generala pg za koren

stromu, preto v definicii zavedieme prislusné pojmy.
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Definicia 2.1.5. Nech graf G je strom. Nech p je vrchol stromu. Nech
d(G,p) = l. Potom tych susedov vrchola p, ktorych vzdialenost od G je [ +1,
budeme nazyvat synovia p. Nech navyse [ > 1. Potom ten sused vrchola p,
ktorého vzdialenost od G je I —1, je rodi¢ p. Potomok vrchola p je kazdy syn
vrchola p a kazdy syn potomka vrchola p, tj. relacia ,,potomok” je tranzitivny
uzaver relacie ,syn”.

Nech P, je mnoZina obsahujica p, vSetkych potomkov vrchola p v grafe
G a ni¢ iné. Potom podgraf G indukovany mnozinou P, budeme nazyvat
podstrom prislichajuci vrcholu p v grafe G a znadit subtreeg (p). Ked bude
jasné, o ktorom grafe hovorime, budeme znacit len subtree (p).

Hibku stromu G s korefiom p budeme znaéit depth(G, p). Speciéﬂne na-
miesto depth(subtree (p),p) budeme pisat len depth(subtree (p)).

2.2 Synchronizacia

Problém synchronizacie (resp. problém strelcov, firing squad synchronization
problem, FSSP) je nasledujiica uloha. Je dana trieda sieti I'. Treba navrhnat
kone¢ny automat A tak, aby na kazdej sieti N € I" celularny automat (N, A)
fungoval nasledovne. Na zaciatku je prave jedna bunka (general) v stave sg,
ostatné si v pokojnom stave sg. Cielom je, aby vietky bunky presli naraz do
stavu sp, tento prechod budeme nazyvat vystrel. Teda v8etky bunky musia
byt v ¢ase tp v stave sp a ziadna bunka nesmie byt v ¢ase t < tp v stave sp.
Formalne t < t; = s(p,t, N, A) # sp, s(p,ty, N, A) = sp.

Cas vystrelu pre celularny automat (N, A), tj. cas, ked vietky bunky
prejdi do stavu sg, budeme oznacovat tg (N, A). Cas vystrelu je nedefinova-
ny, ak A nie je rieSenim FSSP pre siet N, teda ak niektoré bunky vystrelia

a iné nie. Ak ziadna bunka nevystreli, bude (NN, A) = oc.

2.3  Simulacia

Aby sme mohli z jednoduchsich rieseni skladat zlozitejsie, zavedieme pojem

simulacie.
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Definicia 2.3.1. Budeme hovorit, 7e celularny automat (N, A) simuluje ce-
lularny automat (N', A’) so zaciatkom v Case tg, tj. ze (NN, A) je simulujici
(alebo realny) a (N, A) je simulovany (alebo virtualny), ak existuje d € N,
funkcia f: P' — P x {1,...,d} a ¢iastofné funkcia g : S x {1,...,d} — 5
také, ze

s(p',t, N', A") = g(s(p,t +to, N, A), 1)

kde f(p') = (p,1).

Funkcia f pre dand virtualnu bunku p’ € P’ urcuje, ktora realna bunka
p € P ju bude simulovat. Funkcia g preklada stavy redlneho automatu na
zodpovedajice stavy virtuadlneho automatu. KedZe jedna redlna bunka moze
simulovat viac virtualnych buniek, druhym argumentom g je identifikdtor
pozadovanej virtudlnej bunky. Tento identifikator zodpoveda druhému ¢lenu
dvojice, ktori vracia funkcia f. Cislo d udéava, kolko najviac virtualnych
buniek mdze simulovat 1 redlna bunka. (Napr. nech bunka p simuluje bunky
P}, py. Toto moézeme opisat nasledovne: f(p)) = (p,1), f(ph) = (p,2). Nech
pre jednoduchost S = 5" x S’. Potom jedna moznost pre g je g((s},s5),1) =
sy g((s), $5),2) = s5. Staci nam d = 2. )

Pri simulécii budeme vo vSeobecnosti potrebovat, aby redlne bunky boli
susedné, ak st prislugné virtualne bunky susedné. Teda ak pf, p), € P’ sa
susedné v sieti N a f(p}) = (p1,11), f(ph) = (p2,i2), tak p; a py st susedné
v sieti N.

2.4 Vnoritelné riesSenia

Dalsou metédou na konstrukeiu riegeni FSSP je pouZivanie vnoritelnych (em-
beddable) rieseni. Vychadzame z ¢lanku [2]. Rovnak& mySlienka je pouzita
aj v [4], ale pod nazvom pseudoriesenie (pseudosolution).

Majme kone¢né automaty A;, ... A, a triedy sieti I'y, ... [, také, ze A;
je rieSenim pre I';. Cielom je pomocou automatov A; skonstruovaft rieSenie A
pre triedu I' =J;"_, I;. Pritom pozadujeme, aby A bolo ¢o najrychlejsie, teda
aby (VN € I') tp(N, A) = min{tp(A;, N) | N € I';}. Ako uvidime, toto vieme

za istych okolnosti dosiahnut takym automatom A, ktory bude simulovat
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automaty Ay, ..., A, a vystreli vtedy, ked aspon jeden zo simulovanych
automatov vystreli.

Takto skonstruované A vSak vo vSeobecnosti nebude rieSenim FSSP. Prob-
lém je v tom, Ze nevieme, ako sa automat A; sprava na siefach I'\ I';. Preto
moze nastat pripad, Ze v celularnom automate (N, A;), kde N € '\ [';, nie-
ktoré bunky vystrelia a iné nie. Potom aj v celulirnom automate (N, A)
moze nastat pripad, Ze niektoré bunky vystrelia a iné nie, a teda A nie je
rieSenim pre N.

Aby sme sa tomuto problému vyhli, budeme pripustat len také riesenia A;,
ktoré na ,zlych” sietach I' \ I'; vobec nevystrelia. Teda budeme pozadovat,
aby pre kazdé N € T'\ I'; bolo tp(N, A;) = oco. Takéto rieSenia budeme

’ 2 . > pd
nazyvat vnoritelné.

Definicia 2.4.1. Oznac¢me I'* triedu vSetkych silne stavislych sieti typu a.
Nech I' C I'*. Kone¢ny automat A typu a nazveme wvnoritelniym rieSenim

pre I', ak
1. A je rieSenim pre I'

2. (VN € T*\ T) t5(N, A) = 0

Ak horeuvedené automaty A; st vnoritelnymi rieSeniami pre triedy Iy,

tak A je vnoritelné rieSenie pre triedu I'.
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Kapitola 3

Zname vysledky

3.1 Jednorozmerné CA

3.1.1 Po6vodné rieSenie

Budeme predpokladat, 7e general je na l'avom kraji. Povodné rieSenie vyza-
duje ¢as 3n. Hlavnou myslienkou riesSenia je rozdelit isecku na dve polovice.
V strede vznikne novy general a dalej sa postupuje rekurzivne — obe polovice
na pokyn nového generala najdu svoj stred, v bodoch n/4 a 3n/4 vznikna
novi generéli atd. Ked kazda bunka je general, nastava prechod do stavu sp.
Bunka vystreli vtedy, ked je v stave sg a jej susedia st tiez v stave sq.

HIadanie stredu napravo od generala prebieha tak, Ze general vysle do-
prava dva signaly Sy, Se. (To isté sa deje aj zrkadlovo obratene, pri hfadani
stredu nalavo od generala.) Signal S; postupuje rychlostou 1 bunka za se-
kundu, signal S, je 3-krat pomalsi. Ked S; dorazi na pravy okraj, ,odrazi
sa‘, tj. vysle sa dolava signal S|, rovnako rychly ako S;. S| a S sa stretni
v strede usecky, lebo dréha, ktora presli signaly S7, S| je rovna trojnasobku
drahy prejdenej signalom Sy (lebo Sy je trikrat pomalsi).

Signal s rychlostou 1/3 sa da implementovat pomocou stavov si, Sa, S3,
pricom z s; bunka prejde na stav s, z S5 na s3 a v stave sz sa signal posunie
doprava, tj. pravy sused prejde do stavu s;.

Uvazme este, ako parita ¢isla n ovplyvni riesenie. Je dolezité, aby po

rozdeleni mali vzniknuté tsecky presne rovnaka dlzku, nesmu sa 1iSit ani o 1.
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Ak je n neparne, vznikne 1 general na pozicii (n — 1)/2 a usecka sa rozdeli
na0,...,(n—1)/2a(n—1)/2,...,n—1. (Stred (n —1)/2 ratame do oboch
novych tsediek.) Pre parne n vznikna dvaja generali na poziciach n/2 — 1 a

n/2, nové tsecky sa 0,...,n/2 —1an/2,...,n— 1.

3.1.2 RieSenie s minimalnym c¢asom

Povodné rieSenie zrychlime na ¢as 2n — 2. Toto rieSenie je uvedené v [11] a
pouziva 16 stavov. RieSenie v [I] pouziva rovnaka myslienku, ale redukuje
pocet stavov na 8. General bude vysielat signaly Sy, So, ..., S;, ... s
rychlostami 1, 1/3, 1/7 ,..., 1/(2° — 1), .... Pre i > 2 sa signal S, stretne s
odrazenym signalom 5] v bode n/2i~! (obr. 3.1)).

Dalej vysvetlime, ako generovat signaly s rychlostou 1/(2/ — 1). Budeme
pouzivat pomocné signaly, ktoré sa pohybuju dolava (na rozdiel od signalov,
ktoré sa pohybuju doprava) rychlostou 1. Signal S; s rychlostou 1 vieme
vygenerovat, ten sa pohybuje doprava sam od seba. Kazdy dalsi signél sa
pohne doprava iba vtedy, ked dostane pomocny signéal. Kazdy signal (aj Si)
generuje pomocny signal po kazdom druhom kroku doprava. Takze kym 5;
dorazi na pravy okraj, posunie sa o n — 1 krokov doprava a vysle dolava
(n — 1)/2 pomocnych signalov. Preto sa signal Sy od za¢iatku posunie o
(n — 1)/2 krokov, teda vysle dolava (n — 1)/4 pomocnych signalov. Vo
vSeobecnosti S; sa posunie o (n — 1)/2°7! krokov, ¢o sa d& Tahko ukazaf
indukciou na i. Ked sa signal S; odrazi, uz nevysiela ziadne pomocné signéaly.
Pritom odrazeny signal S| nemdze ,,predbehnit* ziadny pomocny signal, lebo
v8etky pomocné signaly boli vyslané skor ako S| a maju rovnakua rychlost
ako S7. Teda ked sa stretntu S} a .S;, tak S; uz dostal v8etky pomocné signaly
a preto je na spravnom mieste (body G, G3 na obr. [3.1]).

Na rozdiel od predchadzajiceho riesenia novy general vznikne nielen v
strede tsecky, ale aj na pravom kraji (bod G} na obr. . Horeuvedené
signély Sy, S3, ... totiz rieSia len Tavi polovicu asecky, napr. najdenie bodu
n/4. Dodatoény general na pravom okraji pomoze najst napr. bod 3n/4.

Paritu n (resp. vo vieobecnosti zvy$ok n mod 2%) rie§ime podobne ako v

¢asti [3.1.1, Pritom staci vyuzit informaciu o parite, ktora je zakédovana v
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Obrazok 3.1: RieSenie v ¢ase 2n — 2
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bunke, ktora obsahuje signal S; pre ¢ > 2 (bunka musi vediet, & nasledujiici

pomocny signal posle d'alej dolava alebo nie).

3.1.3 RieSenie s min. ¢asom a 6 stavmi

RieSenie uvedené v ¢asti[3.1.2]sa da implementovat pomocou 8 stavov. Tento
pocet sa da znizit. VsSimnime si, Ze v uvedenom rieSeni musi general vo
v8eobecnosti posielat signaly dolava aj doprava. Tieto signaly musia byt
reprezentované roznymi stavmi, ¢o zbytoc¢ne zvysSuje pocet stavov.

V tejto ¢asti popiSeme odlisny pristup podla [5], general bude posielat
signély len doprava a tisecka sa bude delit v pomere 2:1 (nie 1:1). Na rozdiel
od casti kazdy signal vysiela pomocny signal dolava pri kazdom pohybe
doprava. Signal S; sa pohybuje rychlostou 1. Kazdy dalsi signal sa pohne,
len ak dostane pomocny signal, pritom ale kazdy treti obdrzany pomocny
signal ignoruje (tj. ani sa nepohne, ani nevysiela pomocny signal). Nakoniec
%)in, kde sa stretne s odrazenymi signadlom

2

S1 a vytvori sa tam novy general v ¢ase (2—(2)")n. Ten rekurzivne zabezpeci

zosynchronizovanie ¢asti 4; = ((2)"'n, (2)'n).

Aby sme videli, 7e vSetky automaty vystrelia naraz, vSimnime si na obr.

sa signal S; dostane na poziciu (

tsecku G F) a loment ¢iaru Go Ry Fs. Im zodpovedajice signaly dorazia
v rovnakom ¢ase, preto bunky na pozicidch 0 a (2/3)n vystrelia v rovnakom
¢ase. Podobny argument plati pre vietky bunky na poziciach (2 — (2/3)")n.

Este ostava vyrieSit spravanie automatu pre roézne hodnoty ¢ = n mod 3.
Novy general pri svojom vzniku vie zistit 7 a zac¢ne byt aktivny az po uplynuti
i kol.

3.1.4 ZovSeobecnenie - general na 'ubovolnom mieste

Nech generél je na k-tej bunke zlava (¢islujeme od 0), pricom k < n/2. Tri-
vialne rieSenie by bolo, keby general poslal signal dolava, najlavejsia bunka
by sa stala novym generdlom a dalej by sa postupovalo ako v Casti To
by vyzadovalo ¢as 2n + k — 2. My v8ak ukdZeme riesSenie s ¢asom 2n — k — 2,
podla [7]. Optimalitu tohto riesenia ukdZeme vo vete [3.3.1]
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Budeme vychadzat z rieSenia uvedeného v casti Hlavnou myslien-
kou je zrekon$truovat signaly Sy, S, ..., aby to vyzeralo tak, ako keby
generél bol v bunke ¢islo 0 a poslal tieto signaly v ¢ase —k (obr. , bod
A). Signal S; moze general vyslat hned. Na vyslanie signalu Sy musi pockat
2k krokov — bod G; na obr. (keby bol Sy vyslany v ¢ase —k z bunky 0,
prisiel by do bunky k v ¢ase —k + 3k = 2k, vid usecka AG). Preto posle
signal L dolava, tento sa odrazi od Tavého kraja (bod B) a vrati sa préave
v case 2k. Ked bunka 0 dostane signdl L, za¢ne sa spravat ako general,
tj. posiela signaly S} (asecka BG), SY (usetka BDy), .... Pritom poslany
signal S je vlastne odraz L. Vsetky dalsie signily vyslané bunkou 0 treba
spomalif z rychlosti 1/(2° — 1) na rychlost 1/(27! — 1), to sa deje v bodoch
G4, D1, Dy. Spomalenie nastane preto, lebo medzi doterajsie signaly S? a
S (vyslané bunkou 0) sa v ¢ase 2k vlozi novy signal S;. Teda z S sa stane
St (v bode Gy) a z SY sa stane Si (v bode Dy), lebo je treti v poradi. Aby
riesenie fungovalo, signal S} zanikne v bode C, ked sa stretne so signalom
Si.

Zistime, kde skon¢i signal S} pre i > 3. Od signéalu S¢ dostane signal
SY | (ako predchodca S}) k/272 pomocnych signdlov. Potom S} dostane
(n — 2k —1)/2"7! pomocnych signalov od S}, lebo signal Si prejde z bodu
G do bodu C vzdialenost n + 2k — 1. Spolu S? a S} dostani (2k +n — 2k —
1)/271 = (n — 1)/2"~! pomocnych signélov, ¢o je spravny pocet.

Uvazovali sme s k < n/2, to v8ak nie je nutné. General posle signal L na
obe strany a zisti, ktory okraj (lavy alebo pravy) je blizsie. Zisti to podla

toho, odkial pride skor odpoved v podobe odrazeného signalu L.

3.1.5 Kruhy

Na rozdiel od tsecky, v kruhu dlzky n susedi bunka 0 s bunkou n — 1. Teda
formélne kruh je siet typu 2, mnozina vrcholov je P = {0,...,n—1}, ¢(i,0) =
(¢ — 1) mod n, c(i,1) = (i + 1) mod n, generél je vo vrchole 0. Vyuzijeme
rieSenie z Casti [3.1.2] aplikované na tusecku (0,n/2) a zrkadlovo obratene na
tsecku (n/2,n — 1). To dosiahneme tak, Ze povodny general vysle na obe

strany signaly Sy, S7 rychlostou 1. Tieto signaly sa stretnu v bunke ¢islo n/2,
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tam sa vytvori novy general a oba signaly sa odrazia (tj. vznikna signaly S?).
Teda jediny rozdiel je v tom, Ze signal S sa neodrazi od okraja tsecky, ale
od signalu S]. Preto ma toto riefenie ¢as ako na tsecke dlzky n/2, teda ¢as
jen+1.

V dalsom ukéZzeme optimélnost tohto rieSenia (podla [3]). Nech A je
nejaké rieSenie pre kruhy. Majme dva kruhy R; s n bunkami a Ry s 2n +
1 bunkami. Pre jednoduchost nech n je neparne. Je zrejmé, ze ak t <
In/2] ai < |n/2| , tak s(i,t, Ry, A) = s(i,t, Ry, A). V Case [n/2] 4+ 1 sa
stavy buniek |n/2| v Ry a v Ry mozu lisit (tj. s(|n/2], |[n/2] + 1, Ry, A) #
s(|n/2], |n/2] + 1, Re, A)). Potrva vSak dalsich |n/2]| krokov, kym sa tato
odlignost prejavi aj v bunke 0. Presnejsie, pret > [n/2|+1ai < 2|n/2|—tje
s(i,t, Ry, A) = s(i, t, Ry, A) (analogicky mozeme argumentovat pre ¢ = n—i),
teda aj s(0,n, Ry, A) = s(0,n, Ry, A). Pritom ale kruh Ry nemoéze vystrelit
skor ako v ¢ase n + 1 (dovtedy je bunka n+ 1 v Ry v stave sg). Preto ani

R, nemoze vystrelit skor ako v ¢ase n + 1.

3.1.6 Jednosmerné kruhy

Formalne jednosmerny kruh je sief typu 1 s mnozinou buniek P = {po, ..., pn-1},
c(pi,0) =pi—g pre 1 <i <n—1, ¢(py,0) = pn_1 & pc = po. Takze signaly sa
mozu §irit len jednym smerom, z bunky p; do bunky p; 11 a z p,_1 do po.

Pre jednoduchost opiSeme riegenie len pre n = 2%, podla [9].

V rieSeni pouzijeme nasledovné série signalov:

1. P s rychlostou 0

2. BC' s rychlostami 3, 2, ..., (20 =1)/(2"*' —1), ...
3. A s rychlostou 1

4. RS s rychlostami 2, 2, ..., 27/(2"1 —1), ...

i-ty signal série BC resp. RS ozna¢ime BC(i) resp. RS(i) pre ¢ > 1.
Signal Py (patriaci do série P) zodpoveda stavu ,general”. Signal Py

hned po svojom vzniku generuje uvedené 4 série signalov.
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Myslienka rieSenia je nasledovna (obr. [3.4). Signal Ay obide cely kruh a
pride do bunky pg v ¢ase n. Potom sa stretava so signilmi série BC'. So signa-
lom BC(i) sa A stretne v ¢ase ((2°7! — 1) /2) n v bunke &slo ((2° — 1) /2°) n.
Pri tychto stretnutiach vznikna novi generali, ktori hned po svojom vzniku
generuju signaly P, RS, Ay a BC.

Ulohou série signalov RS je synchronizovat existujicich a novovzniknu-
tych generalov. Napr. signal RS(1) sa stretne so signadlom P v bunke ¢islo 0
v Case 3n/2; v tom istom Case sa stretni A a BC(1).

Novy generél sa vygeneruje po stretnuti signalu A a signalu P, signalu z
RS a signalu P a pri stretnuti signalu A a signélu z BC.

Takto dosiahneme, 7e v ¢ase ((271 — 1) /2") n buda generéli vo vietkych
bunkich ¢islo nk/2" pre k = 0,1,...,2" — 1. TakZe v ¢ase 2n — 2 bude kazd4
bunka v stave ,,general” a v nasledujucom takte vSetky bunky vystrelia.

Ako implementujeme signdly z RS a BC? Signal A kazdy druhy takt
generuje signal T s rychlostou 0. Signal RS ide rychlostou 1/2, kym sa
nestretne so signalom 7. Pri stretnuti so signalom 7' signil RS docasne
zrychli, ako keby vynechal jeden takt. (Tj. za pritomnosti 7" prejde RS za 1
takt do takého stavu, do akého by bez T' presiel za 2 takty.) Zaroven signal
RS pri svojej ceste zrusi kazdy druhy signal T'. Takze RS (1) zrychli v kazdej
druhej bunke, RS (2) v kazdej stvrtej bunke, RS (i) v kazdej 2'-tej bunke.

Podobna myslienka sa d& pouzit pri implementéacii BC.

Kvazicyklické siete Uvidime, Ze rieSenie pre jednosmerné kruhy je riese-
nim aj pre kvéazicyklické siete (def. [3.1.1)).

Definicia 3.1.1. Sieft N = (P, pg, ¢) nazveme kvdzicyklickd siet dlzky n, ak
kazda bunka z P ma aspon jedného suseda a existuje taky rozklad F, P,
.y Py—1 mnoziny P, 7ze Py = {pc} a kazda bunka z P, ma vSetkych svojich

susedov v mnozine P;_; pre t =0, ... ,n — 1 pricom P, = P,_;.

Kvazicyklicka siet méa nasledovné vlastnosti. Mnozina P; je mnozina v8et-
kych buniek, ktoré st vo vzdialenosti ¢ od generala. V kvazicyklickej sieti

dlzky n musi existovat aspon jeden cyklus, kazdy cyklus mé dlzku n a general
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lezi na kazdom cykle. Ak bunka p € P;, tak kazda cesta z pe do p ma dlzku
1. Kruh je $pecidlnym pripadom kvéazicyklickej siete.

Nech A je rieSenie pre jednosmerny kruh. Ako sa bude A spravat na kva-
zicyklickej sieti Ny dlzky n? Nech N, je jednosmerny kruh dlzky n. Vietky
bunky z P, sa spravajt rovnako ako i-ta bunka na kruhu dlzky n, ¢o sa da do-
kizat indukciou vzhladom na ¢as. Preto celularny automat (N7, A) vystreli

v rovnakom ¢ase ako celularny automat (Ny, A).

Synchronizacia polkruhu Synchronizaciu jednosmerného kruhu dizky 2n
vieme urychlit, ak je na kruhu vyznacena bunka v strede, teda p,. Teda poza-
dujeme, aby bunka p,, najneskor pri svojom prebudeni vedela, ze je v strede.
Zrychleny automat vystreli v ¢ase 3n — 1. V tomto pripade sa v8ak nezo-
synchronizuje cely kruh, ale len polkruh, teda vystrelia len také bunky p,
7e d(G,p) < n. Vyslovujeme hypotézu, 7e existuje automat, ktory s pomo-
cou vyznacenej bunky v strede zosynchronizuje cely kruh v ¢ase 3n. Tuato
hypotézu vyuzivame v kapitole o]

Ozna¢me M rieSenie (konefny automat) pre kruh a M, rieSenie pre pol-
kruh. Chceme dosiahnut, aby sa Ms na bunkéch po, ..., p,_1 spravali v ¢ase
(2n,3n — 1) tak, ako sa sprava M na tych istych bunkéach v ¢ase (n,2n — 1),
teda o n taktov skor. General py vysle v ¢ase 0 signéal A s rychlostou 1. Ked
signal A obehne cely kruh a vrati sa do pg, tak py vie, ze je ¢as 2n. Vtedy
vysle signdly A, BC, P a RS. Balej potrebujeme nahradit signaly RS, ktoré
bunka py o¢akiva v ¢asoch 3n —n /2 pre i = 1,..., k. Tieto signaly vygene-
ruje bunka p, v ¢ase n, teda ked tam dorazi signal A. (Prave sme vyuzili,

ze bunka p, vie, Ze je v strede.) Dalej treba nahradit signily BC', ktoré

vyznacia bunky pn2, Psn/4, - - - 5 Pnonjai, - -~ (body b1, ba, b3 na obr. [3.5). Za
tymto ucelom vygeneruje py v ¢ase 0 sériu signalov VW s rychlostami %, %,
oo, (20=1)/(3-2"=1), ... . Napokon pridame signal ¥ (na obrazku nie

je znazorneny), ktory Startuje v ¢ase 0 z bunky py a ma rychlost % Signal
Y potrebujeme na to, aby bunka p, vedela, kedy ma vystrelit — ked do nej
pride signdl Y, Cize v case 3n — 1.

Vratme sa este k vyslovenej hypotéze o synchronizacii celého kruhu v case

3n — 1. Pokisme sa doplnit uvedeny postup tak, aby sa bunky p,, ..., pon_1
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v ¢ase (n,3n — 1) spravali ako bunky na kruhu dizky n a teda aby vystrelili
tiez v Case 3n — 1. V prvom rade by musela bunka p, v ¢ase n vyslat aj
signaly BC'. f)alej by sme pridali novii sériu signélov Z tak, aby do bunky
pn pridiel signal Z(i) v ¢ase 3n —n /2" — tieto signaly by nahradzali sériu RS.
Signéaly Z by boli generované v bunke py v ¢ase 0. Tieto tivahy naznacuju,

ze uvedend hypotéza je pravdiva.

3.2 Mnozina rieSeni FSSP nie je rekurzivna

Ukazeme (podTa [6]), Ze mnozina vSetkych rieseni FSSP nie je rekuzivne vy-
¢islitelna. Podobne sa ukaze, Ze mnozina rieSeni v minimalnom ¢ase nie je re-
kurzivne vy¢islitelna. Najprv si vSimnime, Ze komplement mnoZiny v8etkych
rieSeni je rekurzivne vy¢islitelny, Vieme totiz dokazat, 7e dana prechodova
funkcia A nie je rieSenim: konkrétny celularny automat (s danym poctom
buniek n) sa musi po konetnom pocte krokov (< |S|") zacyklit. Staci teda
postupne simulovat celularne automaty s prechodovou funkciou A a poc¢tom
buniek 1, 2, 3, .... Simulacia prebieha dovtedy, kym sa dany celularny au-
tomat bud nezacykli alebo nezosynchronizuje. Ak existuje n, pre ktoré dana
prechodova funkcia nezosynchronizuje automat, urcite ho ndjdeme. Pre pri-
pad riesenia v minimélnom case je to jednoduchsie, stac¢i simulovat automat
do ¢asu 2n — 2.

Dokazujeme sporom. Predpokladajme, Ze aj mnozina vSetkych rieSeni
FSSP je rekurzivne vy¢islitelna. Kedze komplement je rekurzivne vycislitel -
ny, povodnad mnozina je rekurzivna. Pomocou tohto predpokladu vyrieSime
problém zastavenia Turingovho stroja. Skonstruujeme prechodové funkcie
celularneho automatu Ai, A9, ... také, 7ze \; je rieSenim FSSP prave vtedy,
ked sa i-ty Turingov stroj nezastavi na i-tom vstupe. Potom by sme mali
algoritmus pre problém zastavenia, ¢o je spor.

Automat s prechodovou funkciou A; bude naraz vykonavat dve ¢innosti:
synchronizuje bunky a zaroven simuluje ¢-ty Turingov stroj na ¢-tom vstupe.
Nech CA ma n buniek. Konstruovany Turingov stroj bude splitat nasledovné
podmienky:

(1) Ak simulacia Turingovho stroja potrebuje viac ako n poli¢ok pasky,
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tak sa simulacia zastavi a synchronizacia sa dokondi.

(2) Ak sa Turingov stroj zastavi (pred dosiahnutim synchronizécie), tak
sa automat nezosynchronizuje.

Z tychto dvoch podmienok vyplyva, ze ak sa i-ty Turingov stroj zastavi na
i-tom vstupe, tak pre dostato¢ne velké n (aby nenastala podmienka (1)) sa
celularny automat nezosynchronizuje (kvoli podmienke (2)). Ak sa Turingov
stroj nezastavi, celularny automat sa zosynchronizuje pre kazdé n.

Ostava opisat simulaciu Turingovho stroja T pomocou celuldrneho auto-
matu A. Nech Q7 je mnozina stavov T, Ar je paskova abeceda T. Potom
mnozina stavov A bude Q4 = (Qr U {g.}) X Ar, kde ¢, € Qr, teda i-te
poli¢ko A si pamita, ¢i je na zodpovedajiucom policku 7" hlava (g, znamena,
ze tam hlava nie je), ak tam hlava je, v akom je stave (prvy ¢len dvojice) a
aky je symbol na prislusnom policku pasky stroja T (druhy ¢len dvojice).

Simulovany Turingov stroj na zac¢iatku méa na vstupe prazdnu pésku, ale
ciefom je, aby mal na vstupe i-ty retazec. Najjednoduchsie bude, ak celularny
automat bude simulovat dva Turingove stroje za sebou. Najprv odsimulu-
jeme TS, ktory zapiSe na pasku i-ty vstup a vrati hlavu na zaciatok, teda
pripravi vstup. (Toto je mozné napevno zakoédovat do prechodovej funkcie.)
Potom simulujeme -ty T'S.

Podmienku (2) naplnime tak, ze ak sa Turingov stroj zastavi, synchroni-
zéciu pokazime (na tom mieste, kde je hlava) tym, Ze prislusna bunka prejde

do nejakého 8pecialneho stavu # ¢; a zotrva v fiom.

3.3 Dvojrozmerné CA

Celularny automat (CA) nazveme dvojrozmerny (2D), ak st jeho bunky po-
spajané do dvojrozmernej mriezky. Pritom v niektorych miestach moze bun-
ka chybat, v takom pripade susedia chybajicej bunky vidia na vstupe stav
sp na mieste chybajicej bunky. Stuvisli koneénti podmnozinu mnoziny 72
budeme nazyvat obrazec (figure). Formalne mozeme 2D CA chapat ako CA,
ktorého siet je Grid(F') pre obrazec F'. Budeme predpokladat, ze general je
na pozicii (0,0), teda s((0,0),0, F, A) = sg.
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3.3.1 Veta o dolnom ¢asovom odhade

Nasledujtica veta je prevzata z [4].

Veta 3.3.1. Nech M je mnozZina obrazcov, nech F € M. Dalej nech P,Q,R
st po dvoch disjunktné podmnoZiny 7% také, Ze

(1) Q je neprdizdna

(2) F=PUQ

(3) Ziadna bunka z P nesusedi so Ziadnou bunkou z R (teda Q oddeluje
P od R)

(4) pre kazdé p,p’ € F plati: spomedzi najkratsich ciest zp dop' v FUR
existuje jedna cesta, ktord je v F (inak povedané, pridanie R k F neskrdti
cesty v ')

(5) FUR je obrazec v M

Nech a € F, B € FUR si také bunky, e ak Ly je dlzka najkratsej cesty
v F 2z(0,0) do a idicej cez nejaki bunku v Q a Ly je vzdialenost v FUR z
(0,0) do b, tak Ly < Ly.

Potom t(F,A) > L.

Doékaz. Nasledujtuce dve tvrdenia st zrejmé:

(6) Ak p € P a s(p,t,F,A) # s(p,t,F U R, A), tak pre nejaka bunku
P’ susediacu s p a nejaky cas t' < t plati s(p/,t', F, A) # s(p',t', F U R, A).
Pritom p’ € F kvoli podmienke (3).

(7) Ak p € F (resp. FUR) a s(p,t,F, A) # q, (resp. s(p,t, FUR, A) # q,
), tak bud p = (0,0) alebo pre nejaka bunku p’ € F (resp. p' € FUR)
susediacu s p a nejaky Cas t' < ¢ plati s(p/, ¢/, F, A) # sg (resp. s(p/,t/, F'U
R, A) # sq).

Dokazujeme sporom. Predpokladajme, ze to = ¢(F, A) < Ly. Z definicie
to mame s(a,ty, F, A) = sp. Pritom ale dl7ka 'ubovolnej cesty z (0,0) do b v
FUR je viac ako tg, lebo L je dlzka najkratsej takej cesty a to < L;. Preto b
nemdze vystrelit uz v case to, teda s(b, to, FUR, A) # sp. Preto ani a nemoze
vystrelit uz v ¢ase ty v obrazci F'U R, teda s(a,ty, FU R, A) # sp. (Keby
bunka a vystrelila a bunka b nie, A by nebol rieSenim problému strelcov pre
obrazec FUR, ale FUR € M). 7 (6) vyplyva, Ze existuje cesta py = a,
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pL, -, pu (€ Q) acasy tg >t > - > t, také, 7e p; € P pre kazdé
i, 0 <i < wa s(p,t, F,A) # s(pi,ti, FUR,A) pre kazdé i, 0 < i < w.
Preto aspoil jeden zo stavov s(p;, ti, F, A), s(pi, ti, F'U R, A) nie je ¢,. Podla
(2) preto existuje cesta pu, Puti, ---, Puto = (0,0) v F' (resp. FUR) a
casy ty, > typ1 > -+ > tyyy > 0 také, Ze s(putj, tusj, Fy A) # sg (resp.
$(Putjs tutjs FFU R, A) # q,), kde 0 < j < v. Postupnost puiv, Dutv—1s -- -,
Pus -+, Do je cesta dlzky u +v z (0,0) do a cez bunku z Q (konkrétne p,) v
obrazci F'U R. Preto podla (4) existuje cesta z (0,0) do a cez bunku z Q v
obrazci F, pricom dlzka tejto cesty je najviac v +v. Preto u+v > Ly podla
definicie Ly. Na druhej strane tg > --- > t, > --- > t,., > 0 implikuje
to > u + v. Takze dostavame spor: Ly > L1 > tg > u+v > L. O

Dokézant vetu pouzijeme na konkrétnych pripadoch:

Use&ka Nech general je vzdialeny od Tavého kraja o k < n/2 buniek. Mame
teda mnozinu obrazcov M = {{(z,0) | o < z < 21} | xo, 21 € Z},
obrazec ' € M. Polozme P = {(z,0) | —k <z < n—Fk— 2},
Q={(n—k-1,00}, R={(2,0) | n—k <z <2n—k—-2},a=(—k,0),
b= (2n—k—2,0). Potom Ly = Ly = 2n—k—2, preto podla dokazanej
vety t(F,A) > 2n —k — 2.

Obdiznik
Uvazujeme mnozinu obrazcov tvaru Fp,, = {(z,y) | 0 < z < m —
1IN0 <y <n-—1}, kde m > 1,;n > 1 a aspon jedno z m, n je
viac ako 1. Predpokladajme m > n. Polozime P = {(z,y) | (0 <
r<m-2N0<y<n—-1L Q@ ={(m—-1,9) |0 <y <n-—1}
R={(z,y) | (m<z<2m—-2AN0<y<n-1}, a= (0,n—1).
b= (2m —2,n—1). Potom t(F,A) > Ly = L; = 2m +n — 3. Keby
bolo m < n, dostali by sme t(F, A > m + 2n — 3. Tieto dva odhady
mozeme zhrntt do jedného: t(F, A) > m + n + max{m,n} — 3

3.3.2 Stvorec

Casti [3.3.2 [3.3.3 a[3.3.4] st prevzaté z [10].
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Stvorec je formélne F = {(z,9) |0 < 2 < n—1A0<y < n—1},
teda generdl je v Tavom dolnom rohu $tvorca. Synchronizacia prebehne tak,
ze kazda bunka (7,7), kde 0 < i < n — 2, prejde do stavu s v ¢ase t; = 2i.
Bunka zisti, Ze mé poziciu tvaru (i,4) podla toho, ze Tavy aj dolny sused sa
prebudili v tom istom kole.

Ulohou bunky (4,4) je zosynchronizovat tisek napravo od nej — {(x,17) | i <
x < n— 1} a tsek nahor od nej — {(i,y) | i <y < n— 1}, ¢o je uz vyrieSeny
jednorozmerny pripad. Pre i-ty riadok aj i-ty stipec synchronizacia trva
2(n — i) — 2, pricom sa zacala v Case t; = 2i, teda sa dokon¢i v ¢ase 2(n —
i) — 2+ 2 = 2n — 2. Specialne treba oetrit bunku (n —1,n — 1), ta vystreli
jedno kolo po tom, ¢o sa obaja jej susedia prebudili (vynechame prechod do
stavu sg).

Optimalita uvedeného riesenia vyplyva z toho, 7e 2n—2 je dizka najkratsej

cesty medzi bunkami (0,0) a (n —1,n — 1).

3.3.3 Obdiznik

Formélne FF = {(z,y) | 0 <2 <m —1A0<y <n—1}. Budeme vyuzivat
rieSenie jednorozmerného FSSP s generalom na Tubovolnom mieste, ako sme
ho uviedli v ¢asti Kazda bunka (7,7) sa stane generdlom v ¢ase t; = 3i,
kde 0 < i < min{m,n}. Zjednotenie useku napravo od generéla a nahor od
generala, teda mnozinu F; = {(z,i) | i <z <m—-1}U{(l,y) | 1 <y <
n—1} budeme chéapat ako jednu tusecku. Ulohou generéla je zosynchronizovat
mnozinu F;. Dizka tsecky je n; = (n—14)-+(m—i)—1, vzdialenost generala od
najblizsieho okraja je k; = min{n—i—1, m—i—1}. Takze bunky z F; vystrelia
véaset = t;+2n;—k;—2 = 3i+2(n—i+m—i—1)—min{n—i—1,m—i—1}—-2 =
n + m + max{m,n} — 3. To je zhodné s dolnym odhadom, dokdzanym vo
vete [3.3.1] takZe toto rieenie je Gasovo optimalne.

3.3.4 Kocka

Formélne F' = {(z,y,2) |0 <2z <n—-1A0<y<n—-1A0<z<n-1}
Riegenie bude fungovat tak, Ze kazda bunka (i,4,7) sa v ¢ase t; = 3i stane

generdlom, pricom 0 < i < n — 2. General na pozicii (ig,9,79) potom
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zosynchronizuje steny (io, j,k), (j,k,%0), (J,%0,k), kde ig < 5,k < n — 1.
Prislugné tri steny synchronizujeme ako obdlzniky s m; = n; = n — i, na ich
synchronizaciu pouzijeme postup pre obdlznik uvedeny v ¢asti m (Na
synchronizaciu stien nemoézeme pouzit rieSenie pre Stvorec, lebo toto rieSenie
je pre nase ucely prilis rychle. Napr. steny obsahujuice (0,0,0) by vystrelili
v Case 2n — 2, avSak bunka (n — 1,n — 1,n — 1) moze vystrelit az v Case
3n — 3.) Bunky vystrelia v ¢ase t = t; + 2m; + n; —3 = 3n — 3. Bunka
(n—1,n—1,n—1) vystreli vtedy, ked sa vSetci jej (traja) susedia prebudia.
Optimalita rieSenia, podobne ako pri Stvorci, vyplyva z toho, ze 3n — 3 je
dl7ka najkratej cesty medzi bunkami (0,0,0) a (n — 1,n — 1,n — 1).

3.3.5 Dalgie obrazce

Budeme sa zaoberat triedou obrazcov Mge, = {{(z,y) | 0 <2 < 29— 1A
flz)<y<g(x)} | xo0>1, f ag st neklesajtice funkcie také, ze f(z) < g(x)
pre kazdé x, 0 < z < x0} (podla [4]).

Problém pre Mg, zredukujeme na jednorozmerny problém. Majme F' €
M. Nech (xg — 1,y0 — 1) je pravy horny roh F, tj. (zo — l,yo — 1) €
FA¥(z,y) € F)(x <z Ay < yp). Budeme simulovat rieSenie na tsecke F”
dlzky zg + yo — 2. Pritom i-tej bunke z F’ zodpovedaju vietky také bunky
(x,y) € F, ze x +y = i. Teda v8etky bunky simulujice i-tu bunku budu
v danom ¢ase t v tom istom stave. RieSenie bude mat td vlastnost, ze v
Case t bude postupnost stavov na Tubovol'nej najkratsej ceste v F' z (0,0) do
(o — 1,90 — 1) rovnaka ako postupnost stavov v ¢ase t na F’, a to pre kazdé
t.

Zabezpec¢ime to nasledovne. Majme bunku p. Ak nem4 ani l'avého, ani
dolného suseda, simuluje najlavejSiu bunku, sprava sa ako general. Ak ma
Tavého alebo dolného suseda, pri simulécii F” ho povazuje za svojho Tavého
suseda. (Ak ma oboch susedov, Tavého aj dolného, ich stavy sa musia rovnat).
Analogicky pre pravého suseda. Ak bunka nema ani pravého, ani horného
suseda, simuluje najpravej$iu bunku z F”.

Toto rieSenie trva tak dlho, ako rieSenie jednorozmerného FSSP na F’, ¢o
je 2(zo +yo — 1) — 2 = 29 + 2yo — 4 krokov.
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Dolny odhad dokdZeme pomocou vety |3.3.1} Za R polozime obrazec F'
posunuty o vektor (g — 1,90 — 1) bez bunky (zg— 1,99 — 1), teda R = {(x +
ro—1y+yo—1) | (z,9) € F}\{(zo—1,90—1)}. Dalej Q={(zo—1,50—1)},
P=F\Q,a=(0,0), b= (2x9 — 2,2yp — 2). Dostavame t(F,A) > L, =

Lo = 2x9 + 2y — 4, teda uvedené rieSenie je pre tiito triedu optimalne.

3.3.6 Vseobecné obrazce

V tejto casti budeme predpokladat, 7ze mriezka neobsahuje diery a Ze je po-
tencialne nekonec¢na. Kazda bunka je na zaciatku v jednom zo stavov s,
s1. Obrazec F je tvoreny bunkami, ktoré su v ¢ase 0 v stave s;. Ulohou je
zosynchronizovat obrazec F', pricom mozeme vyuzivat aj ostatné bunky, ale
tie musime nakoniec vratit do stavu sg. Na rozdiel od predchadzajucich casti
budeme za susedov bunky povazovat 8 okolitych buniek: susedia (zg.yo) st
{(z,9) | |z — x| =1V |y — ol = 1}

Riegenie([8]) bude prebiehat v dvoch fazach. V prvej faze ohrani¢ime F,
teda najdeme $tvorec so stredom (0,0), v ktorého vnutri st v8etky bunky z
F. To znamen4, Ze bunky na hranici Stvorca prejda do Specidlneho stavu. V
druhej faze staci zosynchronizovat kazdy riadok, ¢o je jednorozmerny FSSP,
ktory sme uz vyriesili. Bude to fungovat, lebo vSetky hrani¢né bunky prejda
do Specidlneho stavu naraz.

Ozna¢me Ji = {(z,y) | |z| < k Ay < k}. Pod rozsirujicou sa vinou
(expanding wave) budeme rozumiet signal, ktory ak Startuje v bunke na
pozicii x v Case t, dosiahne vSetky bunky na poziciach y = x + 2z pre nejaké
z € Ji \ Jik—1 v Case t' =t + w(k), kde w je rastica funkcia. (S¢itovanie
dvojic chapeme po zlozkach.) Zmrstujica sa vina (contracting wave) bude
signal, ktory startuje v case t zo vSetkych buniek y = = + z pre nejaké pevné
x a pre vSetky z € J, \ J._1 a dosiahne vSetky bunky /' také, ze v/ = = + 2/
pre kazdé 2’ € J,_j \ J._p_1 v Case t’ =t +w(k), kde w je rastica funkcia.
Ako w budeme pouzivat linearne funkcie. Ak w(k) = ck pre ¢ € N, povieme,
ze prislusna vlna ma rychlost ¢. Najviacsiu rychlost mé vlna s ¢ = 1.

f)alej popiSeme, ako ohranicit F'. General vysle v ¢ase 0 rozSirujicu sa

vlnu A s rychlostou ¢;. Ked vlna A zasiahne bunku p, p si zapaméta, odkial
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vina prigla. Takto bude p schopna poslat signal generalovi. Ak p € F, tak
p posle generdlovi potvrdenie — signal B rychlostou co, pricom B je rychlejsi
ako A, teda ¢y < ¢y.

General ocakava, ze bude pravidelne kazdé (c; + co)-te kolo dostéavat sig-
naly B. Konkrétne, majme bunku p. Nech m € N je najmensie také, ze
p € Jm. Trva mey jednotiek ¢asu, kym A zasiahne p a mcy jednotiek ¢asu,
kym sa odpoved B dostane spit ku generalovi. Preto general o¢akava signal
B v tasoch i(c; +c¢3) pre 1 < i < n, kde n € N je najmensie také, ze F' C J,.
Ked general o¢akavany signal B nedostane (tj. v ¢ase (n+ 1)(c; + ¢2)), vie,
ze vlna A uz zasiahla v8etky bunky z F. Preto pocka k; krokov (kde k; je
konstanta) a vysle rozsirujicu sa vlnu C rychlostou ¢z, pricom c3 < ¢; (C' je
rychlejsia ako A). Cielom je, aby C' dobehla A. O dalsich ky krokov (kde ko
je konstanta) vysle general rozsirujicu sa vlnu D s rychlostou ¢4, pomalsiu
ako C.

Ked C dobehne A, obe sa zastavia. Bunky, zasiahnuté oboma vlnami,
vy$la zmr§tujticu sa vinu E s rychlostou ¢s5. (Bunky vedia ur¢it, ktorym
smerom poslat vinu E, lebo to je smer ku generalovi. Ten si zapamétali, ked
dostali A.) Potom tieto bunky prejda do stavu sg. Ostatné bunky, ktoré
dostanu signal F, tiez prejdu do stavu sg, lebo E zasiahne iba bunky mimo
obrazca F'.

To zabezpeci vina D. Téa sa stretne s E a obe sa zastavia. Pri vhodnej
volbe ¢, ..., ¢s5, k1, ko je sa d& dosiahnut, aby sa D a E stretli na obvode
najmensicho §tvorca so stredom (0,0), ktory obsahuje obrazec F. (Tento

obvod §tvorca je mnozina J,,\ J,_1). Jedna vhodné kombinacia je nasledovna:

A B C D FE
€l Cy C3 C4 Cy ki ke
3 1 1 3 1 2 4

3.4 Synchronizacia vSeobecného stromu

V tejto ¢asti sa budeme zaoberat synchronizaciou vSeobecnych stromov. Vy-

chadzame z ¢lanku [9], ale uvedieme len zjednoduSené rieSenie pre stromy.

34



Slovo ,vSeobecny” zdorazitujeme preto, lebo pripustame vietky stromy (s kon-
Stantnym maximalnym stupiiom vrchola) s Tubovolnou poziciou generala, na
rozdiel od kapitoly @ Rychlost rieenia nebudeme vyjadrovat podla poc¢tu
buniek, ale podla polomeru stromu (def [3.4.1)).

Definicia 3.4.1. Polomer siete N = (P, pg, c) je r = max{d(p,pg) | p € P}.

Takze ak r je polomer siete N, tak vSetky bunky v sieti N sa prebu-
dia najskor v case r. Kazdua bunku X, ktord je najvzdialenejSia od G, tj.
d(G, X) = r, budeme volat radidlna bunka a cestu GX budeme volat radidlna
cesta.

Najskor uvedieme jednoduchsie rieSenie, ktoré potrebuje ¢as 4r — 1. Po-

tom popiSeme vylepSenie, ktorym znizime potrebny cas na 3r.

RieSenie v ¢ase 4r — 1. RieSenie bude pouzivat simulaciu kvazicyklickej
siete. Pre kazda radidlnu bunku X budeme na ceste GX simulovat jedno-
smerny kruh. Vo virtualnej sieti nebuda ziadne iné cykly. Ozna¢me bunky
jednosmerného kruhu po rade pj, pi, ..., pl,_;, kde n’ = 2r bude pocet
buniek simulovaného kruhu. Ak bunka p lezi na ceste GX, d(G,p) = i a
0 < 7 < r, tak p bude simulovat bunky p; a po,_;. Takéto bunky budeme
volat bunky 1. skupiny.

Bunka G simuluje iba bunku pj a radiadlne bunky simuluji iba bunku p/.

Vsimnime si teraz ostatné bunky, teda také bunky p, ktoré nelezia na
ziadnej ceste dlzky r zac¢inajicej v G. Takéto bunky budeme volat bunky 2.
skupiny. Tieto bunky budi simulovat stromy visiace z virtualneho kruhu. Ak
p je bunka 2. skupiny, tak p bude simulovat bunku p:j(va). Okrem toho bude
simulovat bunku p/, kde i > d(G, p), to v8ak nie je podstatné pre funkénost
rieSenia.

Teraz opiSeme simulaciu. Kazda bunka okrem G a listov bude simulovat
2 virtualne bunky. Treba si uvedomit, ze bunka p;’ je v ¢ase skorSom ako
i v pokojnom stave. Nech p je bunka, p nie je list a d(G,p) = ¢. Bunka p
zacne simulovat 1. virtuadlnu bunku p} zaroven so svojim prebudenim, teda
v ¢ase 7; to je Cas, kedy sa ma prebudit aj p;. Druht virtualnu bunku zacne

p simulovat az 1 takt po tom, ked kazdy syn p zac¢al simulovat 2. virtualnu
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bunku alebo nastavil priznak listu. Tym je zarucené, ze ak p je na radidlnej
ceste, tak p zacne simulovat bunku pi,._, v ¢ase 2r —i. Ak p je list, tak p si
nastavi priznak listu pri svojom prebudeni a simuluje jedinti bunku.

Reélna bunka p vystreli, ked jej prva simulovand bunka vystreli.

Simulovana kvazicyklicka siet ma dizku 2r, takze vystreli v ¢ase 4r — 1.

RieSenie v ¢ase 3r. Predchadzajice rieSenie sa da vylepsit vyuzitim faktu,

3
2

bunka py; v strede, tj. d(G,py) = n/2. Bunku py, staéi vyznadit pri jej

7e kruh dizky n vieme zosynchronizovat v ¢ase 2n, ak je na kruhu vyznacen4
prebudeni v ¢ase n/2, lebo dovtedy je aj tak v pokojnom stave.

V nasom pripade treba vyznacit bunku p/. Pritom bunka p/. je simulo-
vand prave radidlnymi bunkami, teda by sme mali vyznacit prave radidlne
bunky. Av8ak néajdenie radidlnych buniek by trvalo prili§ dlho, preto vyzna-
¢ime nadmnozinu radidlnych buniek — vSetky listy okrem generéla. Dolezité
je, ze z vyznacenych buniek iba radialne bunky lezia na virtualnom cykle,
teda iba radiadlne bunky moézu ovplyvnit stav generala. Teda ak p je list a
0 < d(G, p) < r, tak virtualna bunka p’ simulovana bunkou p bude tiez vyzna-
¢end; to nevadi, lebo p’ nelezi na ziadnom virtuédlnom cykle, teda neexistuje
virtualna cesta z p’ do generala py.

KedZe niektoré vyznacené bunky nie st radidlne, musime synchronizéciu
redlnej siete oneskorit o 1 takt oproti virtuélnej sieti. (Inak by vyznacené
bunky, ktoré nie st radidlne, vystrelili prili§ skoro.) Vyznacena bunka p
vystreli jeden takt potom, ako prva simulovana bunka aspon jedného suseda
bunky p vystrelila.

Vsimnime si, Ze vystrel na redlnej sieti zavisi len od prvych simulovanych
buniek. Preto nam v tomto pripade staci, aby vo virtuélnej sieti vystrelila

len t& polovica buniek, ktora je blizsie ku generalovi.

Dolny odhad. Uvazujme siet N tvaru tusecky s bunkami pg, ... ,ps. a s
generdlom v strede, tj. v bunke p,.. Tato siet ma n = 2r+1 buniek a polomer
r. Pouzitim dolného odhadu pre usecku (vid désledky vety dostaneme
tp(N,A) >2n—1r —2=3r.

V8imnime si, Ze N je aj strom. Tym sme ukézali, kazdé rieSenie FSSP
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pre stromy potrebuje v najhorSom pripade ¢as 3r. (Najhorsim pripadom je
prave N.)

To vsak nevylucuje moznost, ze pre uzsiu triedu sieti existuje rieSenie,
ktoré je aj v najhorSom pripade rychlejSie ako 3r. Tejto otdzke sa venujeme
v kapitole [
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Kapitola 4
Synchronizacia stromov

Ako sme ukézali v Casti vSeobecny strom sa neda v najhorsom pripade
synchronizovat rychlejsie ako v ¢ase 3r. Pritom tsecka s generalom na kraji,
¢o mozeme povazovat za Specidlny pripad stromu, sa d& synchronizovat v
¢ase 2r. (V tomto pripade r sa rovna po¢tu buniek minus 1.) Vznika preto
otazka, aka velka je trieda tych sieti, ktoré sa daju synchronizovat rychlejsie
ako 3r. V tejto kapitole ukdzeme, Ze do uvedenej triedy patria stromy so

Specialnou poziciou generala.

4.1 Definicie

Definicia 4.1.1. Cestu E'F nazveme hlavnou vetvou stromu T, ak d(F, F') =
diam(7).
Ak bod X lezi na hlavnej vetve E'F', budeme hovorit, ze FF je X-hlavna

vetva.

Definicia 4.1.2. Nech E'F je hlavna vetva, nech Y lezi na EF. Nech Z je
taky list, Ze cesty FF a YZ maju spolo¢ny len bod Y. Potom cestu Y7
budeme nazyvat vedlujsia vetva vzhladom k EF. (obr.

Strom moze obsahovat aj viac hlavnych vetiev. Preto nestaci povedat, ze
Y Z je vedlajsia vetva. Treba rozliSovat, vzhIadom ku ktorej hlavnej vetve
je Y Z vedlajsia.
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Obrazok 4.1:

V nasledujiicej vete ukazeme, ako definicia obmedzuje dizku vedlaj-
Sich vetiev. Toto obmedzenie je v obr. znazornené ¢iarkovanymi ¢iarami.
Poznamenajme, Ze obr. znézoriuje len dizky vedlajsich vetiev — vrcholy

vedlajsich vetiev mozu mat stupenn vacsi ako 2.

Veta 4.1.3. Ak E'F je hlavnd vetva, Y lezi na EF a Y Z je vedlajsia vetva
vzhladom na EF, tak d(Y,Z) < min{d(FE,Y),d(F,Y)}.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti nech d(E,Y) < d(F,Y). Potom dokazu-
jeme, ze d(Y,Z) < d(E,Y). Sporom. Nech d(Y,Z) > d(E,Y). Potom aj
d(Y,Z)+d(F,Y) > d(E,Y) +d(F,Y), teda d(F, Z) > d(E, F). Takze E nie

je najvzdialenejsi bod od F| ¢o je spor s tym, ze EF' je hlavna vetva. O]

V tejto kapitole sa budeme zaoberat synchroniziciou stromov, pri¢om

general bude vzdy na hlavnej vetve.

4.2 General na kraji hlavnej vetvy, ¢as (2+ 3)r

V tejto casti popiSeme riesenie pre pripad, Ze generdl je na kraji hlavnej
vetvy, teda v liste.

Synchronizacia bude prebiehat v 2 fazach. V prvej faze nadjdeme na hlav-
nej vetve bunky A, B tak, aby d(G,A) = %r, d(G,B) = %7’ (obr. . Po
skonceni prvej fazy sa zacne druha faza. V nej simulujeme (v zmysle def.
synchroniziciu virtualneho kruhu ABA s generdlom v bunke A. Pres-

nejsie, na redlnej sieti simulujeme kvézicyklicka siet (vid ¢ast [3.1.6]), pricom
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Obrazok 4.2:

kazda realna bunka na tsecke AB simuluje 2 virtualne bunky patriace kru-
hu ABA; ostatné redlne bunky simuluji orientované stromy visiace z kruhu
ABA. Virtualna siet sa od redlnej siete odliguje len tym, Ze spojenia medzi
bunkami si jednosmerné v smere od bodu A a Zze sme pridali orientovanu
cestu BA. Dizka virtualneho kruhu ABA je r’ = L%J

Aby bolo mozné pouzit rieSenie pre kvazicyklicka siet, vo virtualnej sieti
musia byt v8etky bunky vzdialené od generala menej ako r’. Aby tato pod-
mienka platila, virtualna cesta zodpovedajica C'D bude zac¢inat v hornom
polkruhu AB a nie v dolnom polkruhu BA (vid obr. — cielfom je, aby
bunky cesty C'D boli (vo virtudlnej sieti) o najblizsie k A. Vid lema [1.2.5]

Prva faza prebieha nasledovne. Bunka G vygle v ¢ase 0 signaly Sy s
rychlostou 1, S, s rychlostou 1/3 a Sp s rychlostou 3/5. Ulohou signalu
Sp je odrazit sa od konca hlavnej vetvy, potom sa stretnit so signilom Sy
(resp. Sp) a na mieste stretnutia vyznadit bod A (resp. B). Signal vzniknuty
odrazom Sy budeme znadit S

Signal Sy sa 8iri broadcastom. Naviac, kazda bunka si zaroven s prevzatim
signalu Sy zapamdité, od ktorého suseda signal S prisiel — tento sused je
rodicom danej bunky. Ked Sy pride do listu, vygeneruje sa tu signal 5.

Signal S| sa §iri opa¢nym smerom ako Sy, teda smerom ku generalovi.
Bunka prevezme signal S az vtedy, ked tento signél dorazi do vietkych synov

bunky. (Toto plati aj pre bunky stupha 2 — teda tie, ktoré maja jediného
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syna. V tomto pripade sa signal S| pohybuje bez zdrzania.) Takze signal .S,
c¢aka v bunke p dovtedy, kym rodi¢ bunky p tento signil neprevezme.

Stucasne so Sirenim signalu S{) prebieha vyznacovanie G-hlavnych vetiev.
Majme bunky p, p/, kde p je rodi¢ bunky p’. Nech v ¢ase t dorazi do bunky
p’ signal S{. Ak bunka p prevezme signal S| hned (tj. v case ¢t + 1), tak
bunka, p’ si tiuto skuto¢nost zapaméta — nastavi u seba priznak hlavnej vetvy.
Vyznam tohoto priznaku objasni lema [4.2.1]

Signal Sp sa Siri broadcastom, podobne ako Sy. (Netreba oSetrovat pri-
pad, ze Sg dorazi do listu, lebo taky pripad nemdze nastat. Este predtym sa
totiz Sp stretne s S| a Sp zanikne.)

Signél S4 sa bude $irit len po hlavnej vetve (lema[4.2.4). Nech signal S 4
dorazil do bunky p. Signal S 4 si preberie len taky sused bunky p, v ktorom
necaka signal S). Ako dokéZeme v leme [4.2.2] taky sused bude najviac jeden.

Lema 4.2.1. Ak bunka p' md nastaveny priznak hlavnej vetvy a jej rodic p

je na G-hlavnej vetve, tak aj p’' je na G-hlavnej vetve.

Doékaz. V dokaze nebudeme vyuzivat, Zze G je na konci hlavnej vetvy, aby
sme tuto lemu mohli vyuzit aj v ¢asti

KedZe p’ ma nastaveny priznak hlavnej vetvy, tak p’ bol posledny spome-
dzi synov bunky p, ktory dostal signal S|. Preto najvzdialenejsim potomkom
bunky p je nejakd bunka zo subtree (p'); ozna¢me tiato bunku X. Kvoli sporu
predpokladajme, 7e existuje bunka Y taka, 7e d(G,Y) > d(G, X). Potom
Y nemoze byt potomkom p, takze kazda cesta zac¢inajtica tsekom Gp mé
dl7zku mengiu ako d(G,Y). Teda Ziadna z tychto ciest nemoze byt G-hlavnou
vetvou. Preto p nelezi na G-hlavnej vetve, ¢o je spor s predpokladom lemy.

Teda X je najvzdialenejsia bunka od G. Nech YZ je G-hlavna vet-
va. Potom d(Y,Z) = d(G,Y) + d(G,Z). Bez ujmy na vSeobecnosti nech
d(G,Y) < d(G,Z). Nech pq, ps st taki synovia G, ze Y patri do subtree (p;)
a Z patri do subtree (ps).

Ak X patri do subtree (p;), a teda nepatri do subtree (ps), tak d(X, Z) =
d(X,G)+d(G,Z) > d(Y,G)+d(G, Z) = d(Y, Z), pri¢om nerovnost d(X, G)
d(Y,G) vyplyva z toho, 7ze X je najvzdialenejsia od G. Teda d(X,Z)
d(Y,Z), ¢ize ak Y Z je hlavna vetva, aj X Z musi byt G-hlavna vetva.

AVARAY,
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Ak X nepatri do subtree (p;), tak d(X,Y) = d(X, G)+d(G,Y) > d(Z,G)+
d(G,)Y)=4d(Y,Z), teda d(X,Y) > d(Y, Z), teda XY je G-hlavna vetva.

Kedze X = p' alebo X je potomok bunky p’, musi p’ lezat na ceste GX,
teda aj na G-hlavnej vetve X Z resp. Y Z. m

X4

P
G p D2 X,

Obréazok 4.3:

Lema 4.2.2. Signdl S, je v kaZdom okamihu najviac v 1 bunke.

Doékaz. PouzZijeme indukciu vzhladom na ¢as. V ¢ase t = 0 tvrdenie zjavne
plati, lebo general je len jeden. Nech tvrdenie plati v ¢ase t. Nech v case t
je signal Sy v bunke p (obr. . Staci ukazat, ze v Case t existuje najviac
jeden syn p’ bunky p taky, ze v p’ necaka signal S{. Sporom, nech p ma
aspon dvoch takych synov pi, po. Potom z lemy vyplyva, 7ze G nelezi

na hlavnej vetve, ¢o je spor. O

Lema 4.2.3. Nech p je bunka. Nech v case t do p prisiel signdl S4. Nech p
md aspon dvoch takiych synov py, po, do ktorych v case t eSte neprisiel signdal

Sy. Potom G nelezi na hlavnej vetve.

Dokaz. Aka je vzdialenost d(p, X;), kde X; je najvzdialenej$i potomok bun-
ky p1 (obr. [1.3)? Signal S} vznikol v X; v ¢ase d(G, X;) = d(G, p)+ d(p, X1),
do bunky p dorazi o d(p, X;) taktov neskor, teda v ¢ase

tl = d(G,p) + Qd(p, X1>

(Vyuzili sme, Ze signal S{ sa na ceste z X; do p nikde nezdrzi, vdaka vyberu
bodu X;. Inak by sme vedeli iba to, ze t; > d(G,p) + 2d(p.X1).) Signal Sa
prisiel do bunky p v case

to = 3d(G, p)
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ked7e sa pohybuje rychlostou 1/3. Ked7e signal S v ¢ase ty eSte nedorazil
do py, plati t; > t5. Po dosadeni mame d(G,p) + 2d(p, X1) > 3d(G,p), po
tprave d(p, X1) > d(G,p). Analogicky dokazeme d(p, Xs3) > d(G,p). Potom
ale cesty pXy, pXs st obe dlhsie ako Gp, takze G nelezi na hlavnej vetve. [

Lema 4.2.4. Signdl S, je vZdy na G-hlavnej vetve.

Dokaz. Opét pouzijeme indukciu vzhladom na ¢as. Signal S, Startuje v
bode G, teda na G-hlavnej vetve. Ostava ukazat, ze Sy z G-hlavnej vetvy
nikdy neodboci. Nech S, je v ¢ase t v bunke p; a v ¢ase t + 1 v bunke po
a nech p; # po. To znamend, 7e v Case t je ps jediny taky syn bunky p;, do
ktorého este neprisiel signal Sj. (Teda vo vSetkych ostatnych synoch bunky
p1 uz caka signal S.) Z toho vyplyva, Ze py si v budiicnosti nastavi priznak
hlavnej vetvy (konkrétne 2 takty po tom, ¢o do p, pride signal Sj). Pouzitim
lemy dostaneme, Ze aj py lezi na G-hlavnej vetve. [

Druhé faza synchronizacia sa zacina, ked sa vyznaCi bunka A, teda v
case %r. Simulécia virtualneho kruhu sa siri rychlostou 1 do buniek, ktoré st
potomkom A a maji nastaveny priznak hlavnej vetvy — teda do G-hlavnych
vetiev. Do ostatnych buniek sa §iri simulécia virtuélnych stromov. V bunke
B sa §irenie virtudlneho kruhu ,oto¢i”, teda sa za¢ne §irit aj opa¢nym smerom
(tj. aj k spat k bodu A, po virtualnej ceste BA). Buniek B moze byt viac,
ale otocenie” nastane iba v hlavnych vetvach, teda len v tych bunkach B,
ktoré maji nastaveny priznak hlavnej vetvy.

V8etky hlavné vetvy sa spravaji rovnako, takze druha faza synchronizécie
prebehne korektne. Nech p je bunka na hlavnej vetve taka, Ze je to potomok
A aze d(A,p) < d(A, B). Oznatme i = d(A,p). Potom bunka p simuluje
dve virtualne bunky: bunku &islo i < d(A, p) a bunku ¢éislo j > d(A,p). (Kde
J =2d(A,p) —i alebo j = 2d(A,p) + 1 — i v zavislosti od hodnoty rmod4.
Vid ¢ast [4.2.1}) Nech P, je mnozina vietkych synov bunky p leziacich na
hlavnej vetve. Potom kazd4 bunka z P, simuluje bunky ¢islo z +1 a j — 1.
Teda vSetky bunky z P, robia to isté; spravanie bunky na hlavnej vetve zavisi
len od vzdialenosti tejto bunky od A.

Teda mame tieto skupiny realnych buniek:
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1. tie bunky, ktoré st na hlavnej vetve a zaroven su potomkami A. Kazda

z tychto buniek simuluje 2 virtualne bunky na kruhu.

2. ostatné bunky (tj. vSetky bunky, ktoré nelezia na G-hlavnej vetve
plus bunky na ceste GA). Kazda z tychto buniek simuluje 1 virtualnu

bunku. Ak p je takd bunka, tak p simuluje bunku ¢islo d(A, p).
3. bunka A simuluje jedini bunku — generéla

4. bunky B simuluja 1 alebo 2 bunky v zavislosti od hodnoty r mod 4,
vid cast L2

Spravanie redlnej bunky p v druhej faze zavisi len od toho, do ktorej z uve-

denych skupin p patri a aka je vzdialenost p od A.

4.2.1 Zaokruhlovanie

Podrobne preskimame vyvoj na Tubovolnej G-hlavnej vetve. Nech hlavné
vetva je tvorend bunkami pg, p1, ..., p., pricom G = pg, d(po, p;) = i. Bunky
virtudlneho kruhu budeme znacit p), p}, ..., p.._;, kde 1’ je dizka (tj. pocet
buniek) virtualneho kruhu a vo virtualnej sieti plati d(pj, p) = i.

Signal S s rychlostou v = k/I, k,l € N implementujeme nasledovne. K
signalu S bude priradené pocitadlo nadobudajice hodnoty 0,1, ..., [ — 1.
Signal S, ktorého pocitadlo mé& hodnotu x, budeme znacit S*. Nech v ¢ase t
je ST v bunke p;. Ak x+k < [, tak v ¢ase t + 1 bude S v bunke p;. (Teda
signél sa nepohne a pocitadlo sa zvysi o k.) Ak x + k > [ (tj. ak by nastalo
pretecenie), signal sa posunie do bunky p;;1 a nova hodnota pocitadla bude
x4+ k — 1. Teda ak bunka p;,, vidi, Ze jej sused p; obsahuje signal S™, kde
x + k > 1, tak v dalSom takte bunka p;; preberie signal S.

Lahko sa dokaZe, 7e ak S° startuje v bunke pg, tak v ¢ase t je SFtmed! y
bunke px /1)

Kazda bunka si musi pamétat, ¢i v nej je signal S a ak 4no, paméta si aj
hodnotu pocitadla priradeného k S.

Uvedenym sposobom implementujeme signaly S4 (pre k = 1,1 =3) a Sp
(pre k= 3,1 =05).
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signal | dg(t) | pocitadlo | pret €
Sa |4 | tmod3 | (0,84 —1)
Sp | |%] | 3tmod5 | (0,tp — 1)
So t nema 0,7 —1)
Sy | 2r—t| nema (rta—1)
Tabulka 4.1:

Signél Sy je v ¢ase t v bunke p;, teda v Case r dorazi na koniec hlavnej
vetvy p,. V tom istom takte, teda v ¢ase r, vznikne v bunke p, signal S.
Teda ked bunka p, uvidi v ¢ase r — 1 v bunke p,_; signal Sy, vygeneruje v
Case r signal S{. Signal S| je v ¢ase t v bunke py,_4, pre t > 7.

Polohy signalov st zhrnuté v tabulke , v stlpci dg(t) je vzdialenost
prislusného signalu od G v ¢ase t, v stipci ,po¢itadlo” je hodnota pocitadla
prislusného signalu v case t.

Teraz urc¢ime, kde presne vzniknt body A a B. Tiez ur¢ime, v ktorych
redlnych bunkach budd umiestnené bunky virtudlneho kruhu. Budeme roz-
liSovat 4 pripady podla hodnoty r mod 4. Bunka A bude v kazdom pripade
simulovaf jedint bunku pj. Bunka B bude simulovat 1 alebo 2 virtualne bun-
ky v zavislosti od 7 mod 4; ciefom bude, aby dl7ka virtualneho kruhu nebola
mensia ako vzdialenost najvzdialenejSej bunky od A.

Pre bod A budeme rozlisovat 2 pripady:

1. r = 2k. Potom A = p, /o = pj. V Case 3k — 1 je S) v bunke py1 a S}

je v pr—1. V nasledujicom takte sa na mieste S| vyznac¢i bunka A.

Pk—1 Pk Pk4+1
Si So
Pk—1 Pk Pk4+1
A

t=3k—-1

t =3k

Obrazok 4.4:

2. r =2k + 1. Potom A =p(,_1)/2 = pp. V Case 3k + 1 je S v bunke pj

a SY je v pp. V nasledujicom takte sa na mieste Sy vyznaci bunka
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A. (Keby sme v tomto pripade zvolili A = py1, mohlo by sa vyznadcit

vzniknat viac buniek A na roznych G-hlavnych vetvach.)

Pk—1 Pk DPk+1

t=3k+1
Sk Sy
Pk—1 Pk DPk+1
t=3k+2
a1 +

Obrazok 4.5:

Pre bod B budeme rozlisovat 4 pripady:

1. r = 4k. Potom A = p,/9 = po, B = p3y/a = psi- V Case 5k — 1 je S

V pakr1 @ S% je v p3p_1. V nasledujiicom takte sa v bunke pg;, vyznadi

bunka B.
P3k—1 P3k  P3k+1 P3k+2 P3k+3 P
Sk So
P3k—1 P3k  P3k+1 P3k+2 P3k+3
t =5k
B
Obréazok 4.6:

Najvzdialenejsiou bunkou od A je p,, d(A,p.) = r — 2k = 2k. Bunka
B bude simulovat 2 bunky — p} a p,,. Bunka py;4; bude simulovat

bunky p} a ph, ., (pre 1 <i < k).

Do p,Qkfl Pryo PZH
. --<—-- - RS < ..<...
A "’A" O Q O B
4C).._>>._ S > .. - ...}>.JD—
Yo P 2 e Dh

Obréazok 4.7:

2. r =4k + 1. Potom A = p(rfl)/g = P2k, B = p(3r+1)/4 = P3k+1- V Case
5k + 1 je S) v paks1 a Sy je v par. V nasledujicom takte Sp aj S

zaniknd a v bunke p3;. 1 sa vyznac¢i bod B.
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DP3k—1 P3k  DP3k+1 P3k+2 P3k+3

t=>5k+1
Sy S5y
DP3k—1 D3k ps;ﬂ P3k+2 P3k+3 f— Bk 49

Obrazok 4.8:

Najvzdialenejsiou bunkou od A je p,, d(A, p,) = r—2k = (4dk+1)—2k =
2k + 1. Bunka B bude simulovat 1 bunku — pj, 4+1- Bunka popy; bude
simulovat bunky pj a py, ,_, (pre 1 <i < k).

Dokl Doy Pro
ez - e <
S e A
o> PR S > ... - a0
Po P Py P DPi+1

Obrazok 4.9:

3. r =4k +2. Potom A = p,/» = part1, B = P3r42)/4 = Dakt2- V Case
5k + 2 je S) v pario a Sk je v pagyr1. V nasledujucom takte (tj. v Case
5k + 3) sa S zmeni na S5, S} zanikne a v bunke psz1o sa vyznaéi bod
B. Signal Sp zanikne v dalsom takte (tj. v ¢ase bk + 4).

P3k—1 D3k P3k+1 P3k+2 P3k+3

t =5k+2
Sp 5
P3k— P3k+1 P3k+2 D3k
3k—1 P3k 3k+1 P3k+2 P3k+3 f— 5k 43
s, B

Obrazok 4.10:

Najvzdialenejsiou bunkou od A je p,, d(A,p,) =r — (2k + 1) = (4k +
2) — 2k —1 = 2k + 1. Bunka B bude simulovat 1 bunku - pj_,. Bunka
Pok+1+: bude simulovat bunky p; a ph, ,_, (pre 1 <4 < k+1). Virtudlny
kruh vyzera rovnako ako v predchadzajucom pripade (teda bunka B

bude simulovat jedinti bunku), len je posunuty o 1 bunku doprava.
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4. r = 4k + 3. Potom A = po_1y2 = par+1, B = pEr—1)/4 = Parg2. V
¢ase 5k + 3 je S v paras a Sg je v pary1. V nasledujicom takte sa Sp

neposunie, ale v bunke ps;.o vyznaci bod B.

P3k—1 DP3k  P3k+1 P3k+2 P3k+3

Sk So

P3k—1 P3k  P3k+1 P3k+2 P3k+3
B

t=5k+3

t=5k+14

Obréazok 4.11:

Najvzdialenejsiou bunkou od A je p,, d(A,p,) =r — 2k + 1) = 4k +
3 —2k —1 =2k + 2. Bunka B bude simulovat 2 bunky — p, ., a pj_,.
Bunka psi414; bude simulovat bunky p} a p4,.5 ; (pre 1 <i < k+1).

p/2k+2 p/2k+1 p2+3 p§4+2

..<..- - .. <- --<—--
N -0

...>.. -..>.. >... - -..>..

Po M j2 P P

v [ A B[t | ¥ | tr |
Ak +1| por | pswsr |6k +2 | 2k+2 | 10k+5
4k + 2 D2k+1 | P3k+2 6k +3 2k + 2 10k +6
4k +3 P2k+1 | P3k+2 6k +5 2k +3 10k + 10

Tabulka 4.2:

Zhrnutie je uvedené v tabulke t4 oznacuje ¢as ndjdenia bunky A,

tr oznacuje Cas synchronizacie. Plati tp = t4 + 2r' — 1, lebo druha faza sa

zadina v Case t4 a synchronizacia virtualneho kruhu s po¢tom buniek 7’ trva

Cas 2r' — 1.

7 predchadzajtceho rozboru sa da urcit c¢ast prechodovej funkcie tykajica

sa najdenia vrcholov A, B. Napr. ak nejakd bunka px vidi, Ze v jej rodi¢ovi

je signal S% a v synovi je signdl S}, tak v nasledujicom takte sa bunka
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px oznac¢i za bunku B — toto zodpoveda pripadu r = 4k. Dolezité je, 7e

jednotlivé pripady sa daju rozliSit podla hodnoty pocitadla signalu Sp.
Lema 4.2.5. Virtudlna siet je kvdzicyklickd siet dizky .

Doékaz. Dokazeme, 7Ze vo virtualnej sieti nie je ziadna bunka vzdialend od
A viac ako 7’. Najprv to ukdzeme pre (Tubovolnt) G-hlavna vetvu. Staéi
preverit, Ze v tab. plati, Ze ak A je v bunke p;, tak i < 1’ (teda d(pg, A) <
)y ar—i<r (teda d(p., A) <71’).

Ak by pre nejaka bunku p, ktora nelezi na Ziadnej G-hlavnej vetve, platilo

d(A,p) > ', tak bud pyp alebo p,p je dlhsia ako hlavna vetva, ¢o je spor. [

4.3 General vnutri hlavnej vetvy

V tejto ¢asti sa budeme zaoberatf synchronizaciou stromov, pricom general
je na hlavnej vetve, ale nie nutne na kraji. Budeme sa snazit prisposobit
rieSenie z Casti aby fungovalo aj pre uvedeni triedu. Pritom druhu fazu
spominaného rieSenia ponechame bez zmeny, teda tilohou bude len vyznacit
bunky A a B.

Nech XY je Tubovolna G-hlavna vetva taka, ze d(G, X) < d(G,Y). Bu-
deme sa zaoberat len pripadom, ked d(G, X) < %d(G,Y), v ostatnych pri-
padoch je vyhodnejsie pouzit rieSenie z ¢asti 3.4l Bunky cesty XY oznacime
po rade py, ..., Pu_1, kde d(po,p;) =1, X =po, G=p;, Y =pp_1, n =147,
r je polomer stromu. Ked opisujeme vyvoj na G-hlavnej vetve, myslime tym
Tubovolna G-hlavni vetvu XY, lebo vSetky G-hlavné vetvy sa spravaji rov-
nako. Tento postup je korektny vdaka lema [4.3.T] T4 hovori, ze ak XY je
G-hlavna vetva, tak dizky d(X,G) a d(Y,G) nezavisia od vyberu X a Y.

Lema 4.3.1. Nech Z1Zs a Z3Z, si G-hlavné vetvy, pricom d(Z;,G) <
d(Zis1,G) pre i =1,3. Potom d(Z1,G) = d(Z3,G), d(Z3,G) = d(Z4, G).

Doékaz. Nech py, pa, p3, ps st taki synovia bunky G, ze Z; lezi v subtree (p;)
pre = 1,23 4.

Skimajme hodnoty depth(p;). Plati depth(subtree (p;)) > d(G, Z;) , lebo
Z; lezi v subtree (p;). Tiez plati depth(subtree (p;)) < d(G, Z;) lebo inak
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by sme vedeli predlzif prislusni hlavni vetvu. Uvazujme napr. Z;. Keby
depth(subtree (p1)) > d(G, Z;), tak v subtree (p;) existuje bunka Z taka, ze
d(G,Z) > d(G, Zy). Kedze G lezi na ceste Z,Z,, tak Zs nelezi v subtree (p;)
ateda d(Z,Zs) = d(Z,G)+d(G, Zs) > d(G, Z1)+d(G, Zsy) = d(Z1, Z5). Teda
d(Z,Zy) > d(Z1, Z5), Co je spor s tym, 7e ZyZ, je hlavna vetva. Analogicky
sa dokazuje depth(subtree (p;)) < d(G, Z;) pre i = 2,3,4. Spojenim oboch
nerovnosti dostaneme depth(subtree (p;)) = d(G, Z;).
Kvoli sporu predpokladajme

Preto aj depth(subtree (p1)) < depth(subtree (p3)), teda p; # ps.
Ak Z; lezi v subtree (py), tak p; = ps. Preto depth(subtree (p;)) =
depth(subtree (p4)), teda

d(G, 7)) = d(G, Zy) (4.2)

Z predpokladov lemy vieme, ze d(G, Z3) < d(G, Z,), dosadenim dostane-
me d(G, Z3) < d(G, Z;), €o je spor s

Ak Zy lezi v subtree (p3), tak po = ps. Preto depth(subtree(py)) =
depth(subtree (p3)), teda

d(G, Zy) = d(G, Z3) (4.3)

Pritom Z; nelezi v subtree (p3) = subtree (p2), lebo cesta Z3Z, ide cez G.
Preto d(Z1, Zs) = d(G, Z1) + d(G, Zs) = d(G, Z1) + d(G, Z3) < d(G,Z3) +
d(G,Z3) <d(G, Z3) + d(G, Zy) = d(Z3,Z). Druha rovnost vyplyva z
ostra nerovnost vyplyva z [1.1] Teda d(Z1, Zs) < d(Zs, Zs), ¢o je spor s tym,
7e Z1Zsy je hlavna vetva.

Ak Zs nelezi v subtree (p3), tak d(Zs, Z3) = d(Z2, G)+d(Z3,G) > d(Z3, G)+
d(Z,,G) = d(Z1,Z,), pricom nerovnost vyplyva z Teda d(Zs, Z3) >
d(Zy1,Zy), ¢o je spor s tym, Ze Z1Z, je hlavna vetva.

Teda [4.1) neplati. Analogicky odvodime spor aj pre d(Z:,G) > d(Z3,G),.
Preto d(Z,,G) = d(Z;,G). Kedze vsetky hlavné vetvy maju z definicie
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rovnakt dlzku, plati aj d(Zy, G) = d(Z4, G). O

Hlavna myslienka prvej fazy rieSenia je podobné ako v ¢asti Vytvo-
rime signdly S4 a Sp tak, ako keby boli vyslané z bunky X v ¢ase —I.

General v case 0 vysle signal Sy, ktory sa sprava tak, ako je opisané v
casti [4.2] Ked sa Sj dostane do syna bunky G, tak v nasledujicom takte
zanikne.

Signal Sj tiez nastavuje priznak hlavnej vetvy, v sulade s lemou [4.2.1]
Vdaka tomu dokaze G poslat spravu len bunkdm na G-hlavnych vetvach.
Ale okrem toho je potrebné, aby G dokazala poslat signal smerom len k X
alebo len k Y. Na to musi kazdy syn bunky G vediet, ¢i lezi na ceste do X,
resp. do Y.

Za tymto ucelom bude mat bunka G pocitadlo, kde si paméta, z kolkych
susedov eSte nedostala signal S). Na zaciatku je toto pocitadlo nastavené na
pocet susedov bunky G a pri prichode signalu S do syna bunky G pocitadlo
klesne o 1. Ked syn p bunky G uvidi, Ze tento pocet klesol na 0 (resp. 1)
jeden takt po tom, ako bol v p signal Sj, tak p vie, ze depth(subtree (p))+1 =
d(G,Y) (resp. depth(subtree (p)) + 1 = d(G, X)).

Pri rekonstrukciu signalov S4 resp. Sp pouzijeme signal S{ resp. Sj.
Signal S} vznikne v bunke G v ¢ase 2[, teda pri prichode S| z X do G.
Signal S si moézeme predstavit ako pokracovanie signalu Sj). Signaly S; a

S rozlisujeme najmé preto, ze S; vie, ze uz presiel cez bunku G.

Sirenie signalu Sy Signal Sj je vygenerovany v bunke G vtedy, ked poci-
tadlo bunky G klesne na 1. Syn p bunky G preberie signal S v nasledujicom
takte, ale len vtedy, ak v p eSte nebol signal Sj,. Dalej sa S{ $iri broadcastom.

Nech v ¢ase 2] — 1 ma pocitadlo bunky G hodnotu x. V ¢ase 2] ma to-
to pocitadlo hodnotu 1. To vyplyva z lemy lebo v ¢ase 21 — 1 musel
do nejakého syna G dorazit signal S} z kazdého podstromu s hibkou naj-
viac [. Teda ak do casu 2l — 1 signal S| nedorazil do p a p je syn G, tak
depth(subtree (p)) + 1 > [, a podla lemy existuje prave jedno také p.
Signal S je v Case 2] + 1 prevzaty touto bunkou p a dalej sa 8iri len v

subtree (p).
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Sirenie signalu S);. Signal S je vygenerovany v bunke G v ase 0 a §iri
sa broadcastom. Pohyb S%; na ceste GY je opisany v tabulke Sktimajme
pohyb Sz na ceste GZ, kde Z je list a d(G,Z) < d(G,Y). Na cestu GZ sa
nikdy nedostane signal S/, preto sa na ceste GZ nevytvori signal Sp. Signal

S’ pride az do Z a tam zanikne.

Lema 4.3.2. Ak d(G,X) < d(G,Y), tak existuje prdve jeden taky syn p
bunky G taky, Ze depth(subtree (p)) +1 > d(G, X).

Dokaz. Existencia ukdzeme tak, Ze zoberieme také p, ze Y lezi v subtree (p).

Jednoznacnost dokdzeme sporom. Nech existuji dvaja rozni taki synovia
p1, p2. Nech Z; je najvzdialenejsi potomok p; pre ¢ = 1,2. Bez ujmy na
v8eobecnosti nech p; je taky, ze Y nelezi v subtree (p;), a teda cesta Z1Y ide
cez G. Kedze depth(subtree (p1)) + 1 > d(G, X), tak d(G, Z,) > d(G, X).
Potom d(Z,,Y) = d(Z,G) +d(G,Y) > d(G,X) + d(G,Y) = d(X,Y), teda
d(Z1,Y) > d(X,Y), ¢o je spor s tym, ze XY je hlavna vetva. O

Rekonstrukcia Sy4.
prichode signalu S do G.

Signal S vznikne v bunke G = p; v ¢ase 2[, teda pri

Rekonstrukcia Sg . Signédl Sy vznikne v bunke p3 v case 4l, teda pri

stretnuti signalov Sj a S%;. Za stretnutie povazujeme, ked st S{ a Sp v tej

istej bunke a hodnota pocitadla Sy je 0. Vid tabulka a obr.
Vsimnime si, ze kedze [ < 3r, tj. | < 4n, tak signal Sp vznikne v¢as, teda

skor ako by sme mali najst bunku B.

signal | poloha pocitadlo pre t €
So [—t nema (0,1 —1)
So t—1 nema (1,21 — 1)
S t—1 nema (21,41 — 1)
Sa B (t+1) mod 3 (21,t4)
Sp |2] +1 t mod 2 (21,41 — 1)
Sg | |2t +0)] | 3¢t +1)mod5 | (41,tp)

Tabulka 4.3: Polohy signalov
t 4 resp. tp oznacuje ¢as najdenia bunky A resp. B
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4dzok 4.13:

Obr
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Signaly S4 a Sp sa po svojom vzniku $iria podla rovnakych pravidiel ako

v Casti Z liem a vyplyva, ze signal S, je v kazdom okamihu
najviac v jednej bunke na G-hlavnej vetve. Preto sa vyznaci len jedna bunka

A.

Zaoberali sme sa len vyvojom na G-hlavnych vetvach. Vyvojom na ostat-
nych bunkach sa nemusime zaoberat. Druha fazu synchronizacie potrebuje
len vyznacenie jedinej bunky A a buniek B; na G-hlavnych vetvach a nastar-

tovanie druhej fazy v bunke A. Tieto poziadavky opisana prva faza spliia.

Lema 4.3.3. Nech p je bunka. Nech v case t do p prisiel signdl S4. Nech p
md aspon dvoch takiych synov py, po, do ktorych v case t este neprisiel signdal

Sy. Potom G nelezi na hlavnej vetve.

X4

P1
X G P P2 X

Obréazok 4.14:

Doékaz. Sporom. Nech XY je G-hlavna vetva, nech d(G,X) < d(G,Y).
Nech X; je najvzdialenejsi potomok bunky p; pre i = 1,2. Aka je vzdialenost
d(p, X1) (obr. [£.14)? Signal S} vznikol v X v ¢ase d(G, X1) = d(G,p) +
d(p, X1), do bunky p dorazi o d(p, X;) taktov neskor, teda v ¢ase

t1 = d(G,p) + 2d(p, X1)

(Vyuzili sme, Ze signal S{ sa na ceste z X; do p nikde nezdrzi, vdaka vyberu
bodu X;. Inak by sme vedeli iba to, ze t; > d(G,p) + 2d(p.X1).) Signal Sa

prisiel do bunky p v case
to = 2d(X,G) + 3d(G, p)

ked7e sa pohybuje rychlostou 1/3 a zacina v ¢ase 2d(X,G). Kedze signal
Sp v Case ty eSte nedorazil do py, plati t; > to. Po dosadeni mame d(G,p) +
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2d(p, X1) > 2d(X,G) + 3d(G,p), po tprave d(p, X;) > d(X,G) + d(G, p).
Analogicky dokézeme d(p, X3) > d(X,G) + d(G, p).

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme p; a pg zvolit tak, aby Y nelezala
v subtree (p;). Potom d(X1,Y) = d(X1,p) +d(p,Y) > d(X,G) + d(G,p) +
d(p,Y) = d(X,G) + d(G,p) + d(p,Y)= d(X,Y), teda d(X;,Y) > d(X,Y).
Teda XY nemoze byt hlavna vetva. O

Cas synchronizécie. RieSenie v tejto ¢asti sme konstruovali tak, aby fun-
govalo ako rieSenie z Casti s generdlom na kraji hl. vetvy naStarto-
vané v Case —[. TakZe Cas rieSenia bude (2 + %) n—1 :(2 + %) (r+1) —
[ :(2 + %) r— %l. Je zrejmé, 7e pre | < r/3 je toto rieSenie rychlejsie ako

vSeobecné rieSenie z Casti

4.4 Vnoritel'nost

V tejto Casti ukdzeme, Ze rieSenia uvedené v ¢astiach [4.2|a[5.1]st vnoritelné v
zmysle definicie 2.4.1] Vdaka vnoritelnosti mézeme paralelne spustit rieSenie
pre v8eobecny strom (uvedené v ¢asti aj rieSenie pre strom s generdlom
na konci hlavnej vetvy (uvedené v Casti . Takymto sposobom ziskame
riesenie, ktoré vystreli v ¢ase (2 + 3)r (resp. (2 + §)r pri pouziti rieSenia z
casti , ak je general na konci hlavnej vetvy a inak vystreli v ¢ase 3r.

Postup bude nasledovny. Ozna¢me I' triedu pripustnych sieti, teda do I
patri kazdy strom s generalom na hlavnej vetve. Ak nejakd bunka p zisti, ze
dana siet nepatri do I', tak p prejde do chybového stavu sx. Stav sx sa bude
sirit broadcastom. Teda ak bunka p; zisti, Ze jej susedna bunka p, je v stave
sx, v nasledujucom takte prejde p; do stavu sy. Stav sx je stabilny, teda
ak je bunka v stave sx, tak v hom zotrva bez ohladu na stav susedov.

Bunka méze prejst do stavu sy v nasledujicich pripadoch.

Detekcia cyklov

Najprv uvazme pripad, ze dana siet nie je strom, teda obsahuje cyklus. Po-

uzijeme prehladavanie do Sirky. Ak sa najde cyklus, bunky na konci cyklu
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prejda do stavu sx.

Uvazujme najprv cyklus neparnej dlzky. V tomto pripade sa dve bunky
cyklu, ktoré su najvzdialenejsie od generdla, prebudia v rovnakom c¢ase. Nech
tw je ¢as prebudenia bunky p. p si pri prebudeni (tj. pri prechode z ¢asu
ty — 1 do ¢asu ty) zapamita, ktory sused p; ju prebudil. Ak v Case ty je
prebudeny aj iny sused bunky p ako p, tak p zistila cyklus a prejde do stavu
Sx.

V pripade cyklu parnej dizky bunka zisti, 7e asponi dvaja jej susedia sa
prebudili v rovnakom case a v takom pripade prejde do stavu sy.

Takze ak siet obsahuje cyklus, nejakd bunka prejde do stavu sx najneskor
v ¢ase r + 1. Stav sx sa rozsiri do celej siete najneskor v ¢ase 2r + 1. Kedze
nage riesenia pracuji dlhsie ako 2r + 1, tak Ziadna bunka v cyklickom grafe

nevystreli.

Detekcia hlavnej vetvy

Pripad, ked general nie je v liste, sa da oSetrit trividlne — ak general vidi, ze
mé aspon 2 susedov, tak prejde do stavu sy.

Nakoniec predpokladajme, ze dana siet je strom, general je v liste, ale
generél nie je na hlavnej vetve. Treba ukéazat, ze S, sa niekedy ,rozdvoji’.
To vyplyva z lemy . Ked totiz signéal S, pride v ¢ase t do bunky p (ktorej
existencia je zarucena lemou [£.4.1), tak signal Sj, este nestihol dorazif z X;
do p ani z X5 do p. Takze p ma aspon dvoch takych synov py, ps, v ktorych
necaka signal Sj). V tomto pripade S, nepostipi do vSetkych takych synov,
ale namiesto toho bunka p prejde do stavu sx. Synovia bunky p nepreberi
signdl Sy, lebo pocitadlo signalu ma hodnotu 0. TakZe sa nevyznac¢i bunka
A, nezacne sa druhé faza synchronizacie a preto ziadna bunka nevystreli.

Z lemy vyplyva, Ze takymto sposobom zrusime synchronizaciu pre
kazdy nepripustny strom. 7 lemy vyplyva opac¢néa implikacia, teda ze
takymto sposobom zrusime synchronizaciu len pre nepripustné stromy. (V
tomto odseku sa zaoberame len pripadom, ked siet je strom. Pripad, ked

siet nie je strom, sme uz vyriesili vyssie.)
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Lema 4.4.1. Nech siet je strom, nech bunka G nelezi na Ziadnej hlavnej vet-
ve. Potom existuju také bunky p, X1, X Ze cesty Gp a X1 Xo maju spolocni
len bunku p a d(G,p) < d(X1,p) a d(G,p) < d(Xa,p). (obr.

Doékaz. Staci za X; a X, zobrat také bunky, ze X; X, je hlavna vetva. Tym
je jednozna¢ne urcené p, kedze cesty Gp a X1 X5 maja spolo¢nu len bunku
.
Predpokladajme kvoli sporu, ze d(G,p) > d(X1,p). Potom d(G, Xs) >
d(Xy, X3), a teda X1 X5 nemoze byt hlavné vetva, ¢o je spor.
Predpokladajme, ze d(G,p) = d(Xi,p). Potom d(G, X3) = d(X1, Xa),

teda aj GX; je hlavna vetva. Dostali sme spor s tym, Ze GG nelezi na hlavnej

vetve.
Preto musi platit d(G,p) < d(X1,p) a analogicky sa dokaze d(G,p) <
d(X27p) ]
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Kapitola 5
Moznosti vylepSenia

V tejto kapitole ukdzeme, Ze rieSenie z ¢astifd.2]sa pravdepodobne d4 zrychlit.
Zrychlené rieSenie vsak nie je iplne popisané. Vyuzivame totiz hypotézu, ze
ak v kruhu dlzky n je vyznacena bunka v strede, cely kruh sa da synchro-
nizovat v Case %n V casti sme uviedli automat, ktory pracuje v poza-
dovanom case, ale synchronizuje len polovicu kruhu. D4 sa predpokladat, ze
tento automat je mozné upravit tak, aby v rovnakom case %n synchronizoval
cely kruh.

Z uvedeného dovodu nemozeme tvrdit, Ze mame rieSenie s ¢asom bliziacim
sa k (2+ %1)7’. Ukazeme vsak, 7ze ak pozadované rieSenie pre kruh existuje,

tak riesenie uvedené v ¢asti[5.1] funguje.

5.1 Synchronizicia stromu v ¢ase bliZziacom sa
k (2+)r

V tejto Casti zrychlime rieSenie uvedené v casti Pritom predpoklada-
me, 7e jednosmerny kruh sa da synchronizovat v Case %r, ak je na kruhu
vyznacena bunka M na pozicii n/2, teda oproti generalovi.

Takisto ako v cCasti najdeme v prvej faze body A, B a v druhej faze
simulujeme kvéazicyklicki siet s kruhom na ceste AB. Naviac v prvej faze
vyznacime na virtualnom kruhu bunku v strede. Té&to bunka bude prave v

bunke B. KedzZe v8ak nesynchronizujeme len kruh, ale kvazicyklicku siet,
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je potrebné, aby vo virtudlnej sieti na kazdej orientovanej ceste z A bola
vo vzdialenosti d(A, B) znacka. Teda treba najst vSetky body B; také, ze
d(A, B;) = d(A, B).

Ako néajdeme body B;? Hned ako sa vyznac¢i bunka B na hlavnej vetve,
vyslia sa z bunky B dva signaly S, S5 s rychlostami 1, resp. v. Tieto signaly
sa budu &irit z bunky do jej rodica, teda smerom k bunke A. Ked signal S;
(resp. S3) pride do A, vygeneruje sa tu signal S} (resp. S5) s rychlostou v
(resp. 1). S} a S} sa $iria broadcastom. Za predpokladu v < 1 sa signaly S7,
S/ stretnt vo vzdialenosti d(A, B) od A, ¢ize prave v bunkach B;. Cim vicsie
bude ¢islo v, tym rychlejsie sa ndjdu bunky B;. Pre v bliziace sa zdola k 1
sa bude potrebny ¢as (od najdenia bunky B po najdenie buniek B;) blizit
zhora k 2d(B, B;) = 2d(A, B) = 7/e.

Bunka A spusti simulaciu virtualneho kruhu az vtedy, ked do A dorazi
signal S5. Toto oneskorenie je nutné, lebo bunky B; je potrebné vyznacit
najneskor vtedy, ked sa virtualne bunky simulované bunkami B; prebudia.

Nech tp je Cas najdenia bunky B, nech v = mT_l, m € N. Signaly S5,
S} (8iriace sa rychlostou v) implementujeme podobne ako Sy a Sg, teda
buda mat pocitadlo nadobudajice hodnoty 0,...,m — 1 a inkrementujiice sa
v kazdom takte o m — 1. Rozdiel oproti S4 a Sp je v smere a sposobe §irenia
— Sy sa 8iri smerom k A a S| sa $iri broadcastom. Pri svojom vzniku si
signal S}, zapamita hodnotu pocitadla signalu S;. Téato hodnota sa pri sfreni
S5 nemeni. Stretnutie signalov S] a S} nastane (a bunka B; sa vyznadi) az
vtedy, ked S} a S} st v tej istej bunke a maju rovnakd hodnotu pocitadla.

V tabulke st zhrnuté polohy signélov. d4(t) oznaluje vzdialenost
daného signalu od bunky A v ¢ase t, v dalsom stlpci je hodnota pocitadla
v Case t. Oznadili sme d = d(A, B). Pri vypoc¢te hodnoty pocitadla sme
vyuzili, ze k(m — 1) mod m = —k. Operaciu mod chapeme tak, ze vidy

dava nezaporny vysledok.

Z tabulky [.1] vyplyva, ze S} vznikne v ¢ase tp + d, ¢iZe o 1 takt neskor,
ako sa S dostane do suseda bunky A.
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signéal da(t) pocitadlo pre t €
S1 d—(t—1tp) nema (tg,tg+d—1)
St | lt—tg—dw] | (tg+d—t)modm | (tp+d,tp+d+[4])
Sy | d—|(t—tg)v] | (tg—t)modm (tp,tp+ [4] — 1)
Sy | t—=ts—[5] | (=[f])modm |{s+[f].ts+d+][]])
Tabulka 5.1:

Signal S, vznikne v ¢ase tp + {%W, ¢ize o 1 takt neskor, ako sa Sy dostane
do suseda bunky A (vid lema[5.1.2)). Signél S} si svoje potitadlo nastavi na
(— ’—%W mod m) — toto je hodnota, ktord by malo pocitadlo signalu S, v ¢ase
tp+[2] (vtedy viak uz S, neexistuje). Takze ked A vidi vo svojom susedovi
signal S7, tak A v nasledujicom takte vytvori signal S} a jeho pocitadlo

nastavi na (n +m — 1) mod m.

Lema 5.1.1. (Vd e Nyv € (0,1))|[¢]v—v]| =d—1

Doékaz. 7 definicie hornej celej ¢asti vyplyva

d {dw d
< |-l <-+1
v (%

v
d< [g-‘v<d+v
v

d—v < [g—‘v—v<d
v

7 toho vidiet, 7e Hﬂ v— UJ =d-—1. n

v

Lema 5.1.2. V case tg + (%1 — 1 je signdl Sy vo vzdialenosti 1 od A.

Doékaz. V case t je Sy vo vzdialenosti d — [(t — tp)v] od A. Pre t = tp +
[4]-1platid—|(t — tp)v] =d—|(tp + [¢]| = 1 = tp)v| =d—[([¢] = D)v| =
d— H%W v —v| =d—(d—1) = 1, pritom v predposlednej rovnosti sme pouzili

lemu B.1.11 O
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Kde sa stretnt S} a S5? Najprv zistime, kedy budu v tej istej bunke, teda
pre aké t plati

L&_@_@”:ﬁ%B_EW (5.1)

7 definicie dolnej celej ¢asti plati:

(t—ty—dyv—1< |(t—ts — d)]

d
tv—tpy—dv—1<t—1lg— [—-‘
v

d
tp(l —v)— [;—‘—1<t1—v)
%w —dv—1
1—-w
(delenie oboch stran nerovnosti vyrazom 1 — v je v poriadku, lebo v €
(0,1) a teda v > 0)
Kedy maju S} a S} rovnaka hodnotu pocitadla?

t>tp 4 (5.2)

o 5! pocitadlo S},
pocitadlo S7

(tB—i-d—t)modm:—[c—i—‘ mod m
v

d
(tg+d + [;—‘ —t)modm =0

d
t:km+d+t3+h-‘ pre k € N (5.3)

Lahko sa overi, 7e ty = tg+d -+ Hﬂ splia podmienky aj m Navyse t, je
najmensie také prirodzené ¢islo, kedZze najvicsie rieSenie rovnice mensie
ako ty je (ta—m) a (to —m) nesplia nerovnost’ Takze S a S sa prvykrat
stretni v ¢ase ty vo vzdialenosti d = d(A, B) od A.

Cas synchronizacie. Odhadneme ¢as synchronizacie, zanedbavajic adi-

tivne konstanty. Druha faza Startuje v case tg + (ﬂ, ¢o je zhruba %r + 5
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Druhé faza trva zhruba % (%) = %r. Celkovo to je 2r + -, ¢o pre v bliZiace

sa zdola k 1 dava cas bliziaci sa zhora k (2 + }l) r.

5.2 Synchronizacia stromu v ¢ase (2+ 1)r

V tejto ¢asti naznac¢ime, ako sa da urychlit hl'adanie buniek B; bez neobme-
dzeného narastu poctu stavov.

Predpokladajme najprv, ze v kazdej bunke mame k dispozicii automat
s nekoneé¢nym poc¢tom stavov. V takom pripade modzeme vyslat z bodu B
smerom do bodu A signal S3, ktory si paméta prejdent vzdialenost. Ked S3
pride do A, vie, Ze presiel vzdialenost d(B, A). Vtedy sa vygeneruje signal S,
ktorého tilohou je prejst (zapamétani) vzdialenost d(B, A) a potom vyznagit
body B;. Teda S3 ma pocitadlo a pri svojom pohybe ho inkrementuje. Po
prichode do bodu A sa S5 zmeni na S} a pri svojom pohybe od bodu A
bude pocitadlo dekrementovat. Ked pocitadlo dosiahne hodnotu 0, signal S,
vyzna¢i bod B;. Signal S5 sa §iri smerom k bodu A, teda k rodicom. Signal
S5 sa §iri broadcastom.

Uvedeny postup vieme realizovat aj s kone¢nostavovymi automatmi. Ked-
7e hodnota pocitadla moze byt neobmedzene velka, tato hodnota bude ulo-
zend vo viacerych susednych bunkich. Pocitadlo mézeme implementovat
podobne ako v [12], ale potrebujeme navyse, aby sme pocitadlo vedeli aj
dekrementovat a testovat na 0. Délezité je, Ze pri dekrementacii sa dlzka
pocitadla (tj. pocet buniek, v ktorych je hodnota poéitadla ulozend) znizuje.
Ked pocitadlo dosiahne hodnotu 0, bude mat dizku 2.
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Kapitola 6
Zaver

V tejto praci sme ukéazali, Ze problém synchronizécie sa da pre stromy riesit
v Case (2 + %) r, ak je general na Specidlnej pozicii — na kraji hlavnej vetvy.
Navy$e sme ukazali vnoritelnost tohto rieSenia, ¢o umoziuje skombinovat
nase riesenie s inymi rieSeniami. Napokon sme uviedli zovSeobecnenie nasho
rieSenia, kde pripustame generdla aj vnuatri hlavnej vetvy. Tu sme dosiahli
¢as (2 + %) r + %l, kde [ je vzdialenost generala od bliz§ieho kraja hlavnej
vetvy. Pre [ < %r je tento vysledok lepsi ako vSeobecné riesenie s casom 3r.

Sformulovali sme hypotézu o synchronizécii jednosmernych kruhov, ktorej
platnost by umoznila dalie zrychlenie aZ na Cas (2 + i) r.

Ostala otvorena otézka, ¢i je mozné strom s generdlom na kraji hlavnej
vetvy synchronizovat rychlejsie ako (2 + }L) r. Trividlny dolny odhad, totozny
s dolnym odhadom pre usecku, je 2r. Ostéva teda tloha néjst rychlejsie
rieSenie, alebo (¢o je nepravdepodobné) lepsi dolny odhad.

Dalsia zaujimava otézka je, ¢i sa daju postupy z tejto prace pouzit aj na

vSeobecnych grafoch so Specidlnou poziciou generala.
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