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Farbenie grafov je jednou z najpopularnejsich oblasti, ktorou sa zaobera te-
oria grafov. Farbenie grafu je priradenie farieb jednotlivym vrcholom, tak
aby susedné vrcholy mali rézne farby. V tejto praci si blizSie predstavime
zoznamové farbenie, ktoré je zovseobecnenim standardného farbenia. V zo-
znamovom farbeni ma kazdy vrchol zoznam pripustnych farieb, ktorymi moze
byt ofarbeny. Oboznamime ditatela s hypotézou o zoznamovom farbeni a s
doterajsimi vysledkami o zoznamovom farbeni a platnosti hypotézy o zo-
znamovom farbeni. Dalej v §tvrtej kapitole predstavime metédy dokazovani
danej hypotézy spolu s nazornymi prikladmi, ktoré vyuzivaja grafovy poly-
nom, orientacie grafu, permutéacie a faktorizaciu. Nasledne v piatej kapitole
predvedieme dokazy platnosti hypotézy o zoznamovom farbeni pre koleso,
jeho modifikécie, zovSeobecnené Petersenove grafy kroku 1, Mobiov rebrik a
iné triedy.

Klacové slova: zoznamové farbenie, hypotéza o zoznamovom farbeni
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Kapitola 1
Uvod

Kolko najmenej farieb potrebujeme na ofarbenie mapy sveta tak, aby susedné
staty mali réznu farbu?

Tato otazka nam blizsie priblizi o ¢om je problém farbenia v tedrii gra-
fov. Na tvod si predstavime niekolko pojmov. Graf je mnozina vrcholov a
hrén, t.j. spojeni medzi vrcholmi. Farbenie grafu je priradenie ¢isla (farby)
kazdému vrcholu tak, aby vrcholy spojené hranou nemali priradené rovnaké
¢islo. Mostom budeme nazyvat hranu, pokial sa graf po jej odstraneni stane
nesuvislym. Ak graf vieme zakreslit do roviny tak, aby sa hrany nepretinali
hovorime, Ze je plandrny. Teéria grafov ndm po dlhych desatrociach skiima-
nia dala v roku 1976 odpoved na spominani otdzku ohladne farbenia mapy
sveta. Kenneth Appel a Wolfgang Haken dokazali, ze na zafarbenie oblasti
kazdého planarneho bezmostového grafu stacia styri farby, ¢im potvrdili hy-
potézu, ktora bola po prvy krat vyslovena uz v roku 1852.

Téato préaca sa bude zaoberat zoznamovym farbenim, ktoré je zovseobecne-
nim pojmu farbenia. V tomto zovSeobecneni pre kazdy vrchol existuje zoznam
farieb a nasledne ofarbujeme vrcholy grafu z ich zoznamov. Zoznamovému
farbenie ako prvi predstavili pani Erdés, Rubin, a Taylor v roku 1959 [9]. Po

26 rokoch skiimania vznikla hypotéza o zoznamovom farbeni, ktorej sa bu-
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deme v tejto praci venovat. UkédZeme si viaceré metédy, ktoré sa pouzivaja pri
ciastkovych dokazoch platnosti tejto hypotézy a néasledne si uvedieme triedy

grafov, pre ktoré sme dokézali platnost hypotézy o zoznamovom farbeni.

1.1 Motivacia

Klasické farbenie sa pouziva na rieSenie Sirokého spektra problémov. Spo-
mefime asponi niektoré: planovanie, alokécia registrov, problém priradovania
kanalov. Zoznamové farbenie vychadza z aplikacii klasického farbenia, pre
ktoré platia obmedzenia na priradovanie hodnot jednotlivym objektom. V
tejto Casti si predstavime niekolko prikladov pouzitia zoznamového farbenia
vV praxi.

Vyuzitim zoznamového farbenia na alokdciou registrov sa v ¢lanku [24]
zaoberaju pani Zeitlhofer a Wess. Rozoberaju situéaciu, ked procesor mé fun-
kcionélne jednotky viacerych typov: napriklad také, ¢o vedia s¢itavat aj naso-
bit a také, ktoré vedia len séitavat. Zoznamové farbenie je potom pouzivané
na planovanie instrukcii. Napriklad, ak operacia vyzaduje nasobenie, potom
nemoze byt priradend jednotke, ktora vie len s¢itavat. Teda kazdej operécii
st priradené jednotky, ktoré ju mézu spracovat. Dalsie pouZitie zoznamového
farbenia mozeme néjst pri ukladani medzivysledkov do registrov. Operaciam
su priradené zoznamy registrov, ktoré zavisia od pouzitych jednotiek a od
nimi potrebnych registrov. Operacie st teda vrcholy grafu a tie budeme ofar-
bovat farbami (nadzvami registrov). Pre ilustraciu si uvedieme nasledujici
priklad: ak operacia pouziva sc¢itanie a nasledne nasobenie, potom medzivy-
sledok séitania by nemal byt uloZeny do registra, ktory nie je asociovany s
jednotkou, ktora podporuje nasobenie. RieSenie tohto problému urcuje ko-
rektni alokaciu registrov a planovanie instrukcii pre zadané vypocty.

Dal$ou moznou aplikiciou je rieSenie problému priradovania kanalov. Ra-

machandran a kol. vo svojom ¢lanku [18] poukazuji na vzajomné ruSenie sa
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bezdrétovych sieti, ktoré sa blizko seba. Minimalizovanie rusSenia mozeme
dosiahnut obmedzenim frekvencii, na ktorych moéze router pracovat. Tuato
situdciu mozeme modelovat pomocou zoznamového farbenia. Spominani au-
tori prirovnavaji problém priradovania frekvencii k bezdrotovej mesh sieti
postavenej na jednoradiovych a viacradiovych routroch. Viacradiové routre
maji niekolko radii, ktoré mozu byt nastavené na neprekryvajice sa kanély
a komunikovaft s viacerymi dalsimi radiami. Reprezentujme tento problém v
terminolégii tedrie grafov za predpokladu, ze hardware je na fixnom mieste,
teda sietova topoldgia je dana. Kazdé radio bude predstavovat vrchol. Hranu
grafu predstavuje bezdrotové spojenie medzi radiami v danej topoldgii. Ta-
kyto graf ozna¢ime G. Dalej vytvorime multirddiovy graf konfliktov MCG,
vrcholmi tohto grafu buda hrany grafu G, ak sa dve bezdrdtové spojenia na-
vzajom rusili v grafe GG, potom medzi vrcholmi tychto spojeni bude v grafe
MCG hrana. Zoznam pripustnych frekvencii je priradeny ku kazdému vr-
cholu grafu MCG. Mézeme si vSimnit, Ze prezentované zoznamové farbenie

grafu MCG je zoznamové hranové farbenie grafu G.

1.2 Zakladné definicie

V tejto Casti si predstavime definicie z oblasti farbenia grafov a zhrnieme
zakladné vlastnosti, ktoré s nimi savisia.

Graf alebo neorientovany graf G je usporiadané dvojica G = (V) E), kde
V' je mnozina vrcholov a F je mnozina hran, t.j. neusporiadanych dvojic typu
{u,v}, kde u # v.

Orientovany graf G je usporiadand dvojica G = (V, E), kde V' je mnozina
vrcholov a E je mnozina orientovanych hran, t.j. usporiadanych dvojic typu
{u,v}, kde u # v.

Bipartitnyg graf je taky graf, ktorého vrcholy vieme rozdelit do dvoch
mnozin A, B, tak, aby vSetky hrany boli tvaru uv, kde u € A a v € B, alebo
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ue Bave A

Vrcholové farbenie grafu G = (V) FE) je funkcia ¢ : V. — S, kde S je
mnozina farieb. Funkcia ¢ musi spliiaf vlastnost, ze pre vSetky hrany uwv € F
plati ¢(u) # ¢(v). Inak povedané vrcholy spojené hranou musia mat réznu
farbu.

Graf G je (vrcholovo) k-zafarbitelny, pokial existuje farbenie ¢ : V' —
{1,...,k}.

Chromatické ¢islo x(G) grafu G je najmensie také k, pre ktoré graf G je
k-zafarbitelny.

Obr. 1.1: Vrcholové farbenie V' — {1,...,3}

Mozeme si v§imnut, Ze k-farbenie zodpovedéd rozdeleniu vrcholov do &
nezavislych mnozin, tieto nazyvame farebné triedy.

Hranové farbenie grafu G = (V, E) je funkcia ¢ : V' — S takd, Ze pre
kazda dvojicu susednych hran e, f € F plati c(e) # c(f).

Chromaticky index grafu G je najmensie prirodzené cislo k, pre ktoré
plati, ze graf G je hranovo k-zafarbitelny. Oznacujeme ho \/(G) = k.

Mazimdlny stupen grafu G ozna¢ime A(G).
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Obr. 1.2: Hranové farbenie V' — {1,...,4}

Zname dolné ohranicenia

Klikové ¢islo grafu w(G) predstavuje pocet vrcholov maximéalnej kliky (kom-
pletného podgrafu) grafu G.

Nezavisla mnozina grafu G je mnozina takych vrcholov grafu G, ktoré
nie st spojené hranou.

Velkost maximalnej nezavislej mnoziny grafu G oznac¢ime ako o(G).
X(G) Zw

V@

a(G)

Medzi triedy grafov, pre ktoré x(G) je vicsie ako w(G) patria napriklad

~—

X(G) >

neparne cykly dlzky aspoti pat (x(Copy1) = 3 > 2 = w(Coy1)), alebo taktiez
komplement neparneho cyklu, ktorého stupeti je aspon pit (x(Cory1) =k +
1>k= W(62k+1)).

1.3 Zakladné tvrdenia

Veta 1.3.1 (Grétzsch [12]) Kazdy rovinnyg graf, ktory neobsahuje trojuholnik
je 3-zafarbitelns.
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Veta 1.3.2 (Veta o styroch farbdch)(Appel, Haken [5]) KaZdy rovinng graf
je 4-zafarbitelny.

Veta 1.3.3 Pre kazdy graf G ktory obsahuje m hrdn plati:

1 / 1
< — —
X(G)_2—|— 2m+4

Veta 1.3.4 (Brooksova veta [6]) Nech graf G je suvisly. Graf G nie je kom-

pletny graf ani nepdrna kruZnica prdve vtedy, ked plati:
X(G) < A(G).

Veta 1.3.5 (Konig [17]) Pre kazdy bipartitnyg graf G plati:

Veta 1.3.6 (Vizing [22]) Pre kazdy graf G plati:

A(G) < X(GQ) < AG) +1.



Kapitola 2
Zoznamové farbenie

V tejto kapitole uvedieme, ¢o znamena pojem zoznamové farbenie a aké st
jeho zakladné vlastnosti. Tato oblast je relativne mlada a poskytuje vedcom
velky potencidl pre vyskum. Niektori skiimaji, aké vzfahy existuji medzi
klasickym farbenim a zoznamovym farbenim, inych viac zaujali algoritmy na
hladanie k-zoznamového chromatického ¢isla na ndhodnych grafoch, dalsich

uputali vlastnosti zoznamového farbenia a hypotézy s nimi stivisiace.

2.1 Definicie

Nech pre kazdy vrchol v € V' existuje zoznam S,. Potom farbenie ¢ také, ze
pre vSetky v € V plati ¢(v) € S,, nazyvame farbenie zo zoznamov S,,.

Graf G nazyvame zoznamovo k-zafarbitelny, ak pre lubovolni mnozinu
zoznamov (S,),ev taka, ze |S,| = k pre vSetky v € V existuje vrcholové
farbenie grafu G zo zoznamov S,. Nazorny priklad zoznamového farbenia
modzeme vidiet na obrazku 2.1.

Najmensie prirodzené ¢islo k pre ktoré je graf G zoznamovo k-zafarbitelny
nazyvame zoznamové chromatické ¢islo a oznacujeme ho ch(G) (v anglickej

literattire tiez oznacované ako choice number).
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{1231 1231 a1

(1212 133 3413

Obr. 2.1: Priklad zoznamovo 2-zafarbitelného grafu.

Zoznamové farbenie hran je definované obdobne.

Najmensie prirodzené ¢islo k, pre ktoré graf G ma zoznamové k-farbenie
hran nazyvame zoznamovy chromaticky index a je oznacovany ako ch/(G).
Mézeme taktiez vidiet, ze ch'(G) = ch(L(G)), kde L(G) je hranovy graf grafu
G. Z definicie zoznamového farbenia je mozné vidiet, Ze klasické k-farbenie
je Specidlny pripad zoznamového k-farbenia, v ktorom pre vSetky vrcholy
veVplati S, = {1,...,k}. Z toho dostavame, Ze

ch(G) = x(G) ch'(G) = X'(G). (2.1)

Je zaujimavé pozorovat, Ze aj napriek nerovnostiam 2.1 mnohé tvrdenia,
ktoré platia pre klasické farbenie, platia aj pre zoznamové farbenie. Velmi
peknym prikladom je Brookova veta 1.3.4 a jej obdoba pre zoznamové farbe-
nia, ktora nam hovori, ze graf G nie je kompletny ani neparna kruznica, vtedy
a len vtedy, ked ch(G) < A(G). Na obrazku 2.1 moézeme vidief priklad bi-
partitného grafu, pre ktory zoznamové chromatické ¢islo a chromatické ¢islo
st rozdielne. Bolo dokazané, Ze rozdiel medzi chromatickym ¢islo a zozna-
movym chromatickym ¢éislom moze byt lubovolne velky, napriklad v pripade

bipartitnych grafov [9].
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1 1 1 120 {23 {1,3)

2 2 2 1,20 {23 {1,3)

Obr. 2.2: Priklad bipartitného grafu G, kde x(G) = 2, ale x/(G) > 2, lebo
X(G) = 3.

2.2 Historia

Ako uz bolo spomenuté problematika zoznamového farbenia je pomerne mlada.

Uvedieme prierez histériou farbenia a zoznamového farbenia.

1. Chromatické &islo

(a) (Heawood [14], 1890) x(G) < 5 pre kazdy planarny graf G

(b) (Grotzsch [13], 1959) x(G) < 3 pre kazdy planarny graf G s ob-

vodom apon 4

(c) (Griinbaum [11], 1962) x(G) < 3 pre kazdy planarny graf G s

najviac tromi 3-cyklami

(d) (Appel a Haken [5], 1976) x(G) < 4 pre kazdy planarny graf G

2. Zoznamové chromatické ¢islo

(a) (Alon a Tarsi [4], 1992) ch(G) < 3 pre kazdy graf G, ktory je
planarny a bipartitny

(b) (Thomassen [19], 1994) ch(G) < 5 pre kazdy planarny graf G
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(c¢) (Thomassen [20], 1995) ch(G) < 3 pre kazdy planarny graf G s

obvodom aspon 5

(d) (Alon a Krivelevich [3], 1998) ch(G) ~ (1 + o(1))logy(np) pre
kazdy ndhodny bipartitny graf G(n,n, p)

(e) (Thomassen [21], 2002) ch(G) < 3 pre kazdy planarny graf G s
obvodom aspon 5 - kratky dokaz

2.3 Zname poznatky

Vlastnosti zoznamového chromatického cisla st odlisné od vlastnosti chro-
matického c¢isla. Toto podciarkuje aj jav, zZe aj napriek platnosti istych ana-
logickych nerovnosti, dokazy tychto nerovnosti st radikalne odlisné.
Jednym z najznamejsich prikladov, ktoré toto potvrdzuju je zoznamova
verzia vety o 5-zafarbitelnosti planarnych grafov. Tvrdenie, Ze kazdy planarny
graf je zoznamovo 5-zafarbitelny bolo sktimané skoro 20 rokov. Nakoniec v
roku 1994 Thomassen [19] toto tvrdenie dokézal pouzitim jednoduchej ma-
tematickej indukcie. Thomassen sa v svojom dokaze vyhol pouzitiu vety o

5-zafarbitelnosti plandrnych grafov a jeho dokaz je diametralne odlisny.

Lema 2.3.1 Predpokladajme, Ze kazdd vniutornd plocha grafu G je ohrani-
cena trojuholnikom a vonkajsia plocha je ohranicend cyklom C' = vy ... vgvy.
Dalej predpokladajme, Ze vrchol vy je uZ zafarbens s farbou 1 a vrchol vy s
farbou 2. A nakoniec predpokladajme este, Ze kaZdy dalsi vrchol cyklu C ma
vo svojom zozname aspon 3 farby a kaZdy vrchol z G — C' md vo svojom
zozname aspon b farieb. Potom farbenie vrcholov vy a vy vieme rozsirit na

farbenie grafu G z jeho zadanych zoznamowv.

Dokaz. Dokaz uskutoénime pomocou matematickej indukcie vzhladom na

pocet vrcholov grafu G.
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Ak |G| = 3, potom G = C' a zafarbenie je trividlne.

Dalej nech |G| > 4 a predpokladajme, %e pre vietky mensie grafy lema
plati.

Indukény krok rozdelime na 2 pripady, podla existencie tetivy cyklu C":

1. Ak C ma tetivu vw, potom vw lezi na 2 cykloch C1,Cy C C' 4+ vw s
hranou v1v9 € C; a hranou vjvy ¢ Cs. Pre i = 1,2 nech G; oznacuje
podgraf, ktory vznikol z grafu G vybranim vsetkych vrcholov leziacich
na C; alebo v nom. Pozri obrazok 2.3. Pouzijeme nas indukc¢ny pred-
poklad na podgraf GGy. Potom zoberieme farby, ktoré sme z indukc-
ného predpokladu dostali pre vrcholy v a w a pouzijeme opét indukény
predpoklad, ale tentoraz na G5 s tymito farbami. Nasledne dostavame

farbenie celého grafu G.

G1 V1

V=W

Obr. 2.3: Indukény krok s tetivou vw, pripad vy = w

2. Ak C nema ziadnu tetivu, potom nech vrcholy vy, uq, ..., Uy, vpg_1 ST
susedmi vrcholu vy, v prirodzenom cyklickom poradi okolo vrcholu vy.
7 definicie C' vieme, ze vrcholy u; lezia vo vnutri cyklu C'. Pozri ob-
razok 2.4. Kedze graf G je triangulacia, kazda jeho vnatorna plocha
je ohranicend trojuholnikom. Potom vrcholy vy, uq, ..., Uy, vx_1 tvoria

cestu P v grafe G a C' = PU (C — vg) je cyklus.
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Obr. 2.4: Indukény krok bez tetivy

Dalej zvolime 2 rézne farby j,1 # 1 zo zoznamu vrcholu v; a nasledne
vymazeme tieto farby zo zoznamov vrcholov u;. Tymto dosiahneme, Ze zo-
znam farieb kazdého vrcholu cyklu C' obsahuje aspon 3 farby a teda mozeme
pouzit indukény predpoklad. Tym dostavame platné zoznamové farbenie pre
graf G — v,. Aspon jedna z farieb j,[ nie je priradena vrcholu vy_; a prave
touto farbou zafarbime vrchol v, (vrcholy u; neobsahuji ani jednu z tychto

farieb a vrchol v; je podla predpokladu zafarbeny farbou 1). OJ
Veta 2.3.1 (Thomassen [19]) KaZdy plandrny graf je zoznamovo 5-zafarbitelny.

Dokaz. K dokazu vyuzijeme Lemu 2.3.1. Ukazeme, ze tato lema implikuje
nase tvrdenie. Nech je dany fubovolny planarny graf spolu so zoznamami 5
farieb pre kazdy vrchol. Budeme pridédvat hrany k zadanému grafu, az po-
kial nedosiahneme maximalny planarny graf G, ktory je triangulaciou. Dalej
kedZe G je trianguldciou, zoberieme jeho vonkaj$iu plochu a té je tvorend
trojuholnikom vjvov3v;. Nésledne zoberieme vrcholy vy a vs a ofarbime ich
roznymi farbami z ich zoznamov, potom pouzijeme Lemu 2.3.1 a dostaneme

platné zoznamové 5-farbenie grafu G. [J
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Tak ako byva casto zvykom, trik tohto dokazu spociva v preciznom vy-
véazeni sily tvrdenia, ktoré je dokazované. Uvedomme si skutocnost, Ze nas
dokaz nevyuziva vetu o 5 farbach, ani Eulerovu formulu, ktora sa vyskytuje
v Standardnom dokaze tejto vety. Z tohto dévodu pri skiimani dalsich ne-
vyrieSenych problémov tykajicich sa farbenia moze byt uZitoné pokusit sa
vyriesit verziu pre zoznamové farbenie. Teda pokusit sa dokazat ch(G) < k
namiesto x(G) < k. AvSak pokus o takéto riesenie Problému styroch fa-

rieb zlyhal. Margit Voigt v roku 1993 dokézala, ze existuju planarne grafy s
ch(G) = 5.[23]

Veta 2.3.2 (Alon 1993) Existuje funkcia f : N — N takd, Ze pre lubovolné
k € N plati nasledovné: Pre vsetky grafy G s priemerngm stupriom d(G) >
f(k) plati ch(G) > k.

Dokaz je postaveny na vyuziti pravdepodobnostnych metdd, ¢o sa vSak
vymyka naplni tejto prace. Blizsie informécie o ndhodnych grafoch a prav-

depodobnostnych metédach mézeme najst v [7].

2.3.1 Grafy s cyklami dizky delitelnej ¢islom 1

Tato podkapitolu zacneme pripomenutim znameho tvrdenia o bipartitnych
grafoch: Graf G je bipartitny prave vtedy, ked kazdy jeho cyklus je parnej
dlzky. V élanku [9] mozeme néjst dokaz tvrdenia, Ze zoznamové chromatické
¢islo bipartitného grafu moze byt lubovolne velké. My sa nechdme inspirovat
tymito tvrdeniami a ukdZzeme, Ze pre grafy v ktorych kazdy cyklus ma dizku
delitelnt ¢islom [ > 3 plati: ch(G) < 3.

Lema 2.3.2 ([1]) Je dany graf G a prirodzené &islo | > 3. Ak je dizka
kazdého cyklu delitelnd 1, potom pre lubovolni hranu e € E(G) existuje €' €
E(G) takd, Ze {e,e'} je hranovy rez v grafe G.
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Doékaz. Nech e = uv. Ak graf G'\ e je hranovo dvojstvisly, potom pouzijeme
Mengerovu vetu a dostaneme, zZe existuji dve hranovo nezavislé cesty P,
P, z u do v. Kedze kazdy cyklus v grafe G ma dizku delitelnti ¢islom [ a
P, U {e} je cyklus v G, dostdvame, 7e |E(Py)| =1 —1 (mod l) a |[E(P)| =
[ —1 (mod l). Dalej P, U P, je eulerovsky graf, ktorého hrany vieme rozdelif
do cyklov. Z toho dostavame, [ také, ze |E(Py)| + |E(Py)| = 2l — 2, ¢o je
spor s predpokladom: dlzka kazdého cyklu je delitelna {. Teda dostévame,
ze graf G — {e} je nanajvys hranovo 1-suvisly. Z toho vyplyva, Ze existuje

¢ € E(G\ {e}), také, ze existuje hranovy rez {e, e’} v grafe G. OJ

Veta 2.3.3 ([1]) Majme graf G a prirodzené ¢islo | > 3. Ak je dizka kaZdého
cyklu v grafe G delitelnd 1, potom ch(G) < 3.

Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze graf G je su-
visly. S pouzitim matematickej indukcie vzhladom na |V (G)| dokadzeme, ze
ak graf G spliia predpoklad, potom tvrdenie plati pre kazdé 2 rézne vrcholy
uw a w s farbami ¢(u) = a a ¢(w) = b (ak existuje hrana, medzi vrcholmi u,
v, potom a # b).

Inak povedané: Ak mame pre kazdy vrchol v € V(G) \ {u, w} zoznam farieb
S, taky, ze |S,| = 3, potom mozeme ziskat zoznamové farbenie ¢ grafu G

také, ze c(u) = a a c(w) = b.
e Béaza indukcie: n = 3, potom platnost tvrdenia je zrejma.

e Indukény predpoklad: Nech veta plati pre vsetky grafy s |V (G)| < n.

e Indukény krok: Nech G je graf, |V(G)| = n + 1 a pre kazdy vrchol
v € V\ {u,w} mime zoznam farieb S,, kde |S,| = 3. Dalej nech
c(u) = a a ¢(w) = b. Predpokladajme, Ze e = uv je hrana incidentnd
s u, pouzijeme predchadzajicu lemu a dostaneme, Ze existuje hranovy

rez e, ¢’ grafu G, kde e = wv a ¢’ = v'v' (u, v av,v' nemusia byt rozne).
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Nech G je stvisly komponent grafu G\ {e, ¢'}, ktory obsahuje v a Gy =
G\ {e, ¢,V (G1)}. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze

v € V(G;) a nasledne dostavame tieto pripady:

1. Ak w € V(G;)(w a v/ nemusia byt rozne), potom pouzijeme in-
dukény predpoklad a dostaneme zoznamové farbenie ¢; grafu G,
také, Ze c1(u) = a a c;(w) = b.

(a) Ak v = ¢/, potom z indukéného predpokladu dostaneme zo-
znamové farbenie ¢y grafu G, také, ze co(v) € S,\{c1(u), c2(v')}
a zvysné zoznamy ostanu ako boli.

(b) V pripade v # v’ zvolime farby = € S, \ c1(u) ay € Sy \
c1(u') také, ze © # y. Z indukéného predpokladu dostaneme,
ze existuje zoznamové farbenie ¢y grafu Go také, ze co(v) = x
ac(v) =uy.

Potom spojenim farbeni ¢; a ¢y dostaneme pozadované farbenie

grafu G.
2. Akw e V(Gy) av="1".

(a) Ak w = v = v/, potom z indukéného predpokladu existuje
zoznamové farbenie ¢, grafu Gy také, ze cy(v) = b. Nech ¢ €
Sw\{a, b}, v tom pripade z indukéného predpokladu vypljva,
Ze existuje zoznamové farbenie ¢; grafu G také, ze ¢;(v') = t.
Presne tak, ako sme potrebovali.

(b) V pripade, Ze w # v, nech z € S, \ {a,b}. Opit pouzijeme
indukény predpoklad a dostaneme, zZe existuje zoznamové far-
benie ¢y grafu Gy také, ze cy(w) = b a co(v) = z. Predpo-
kladajme, ze t € S, \ {a,z}, v tom pripade z indukéného
predpokladu vyplyva, Ze existuje zoznamové farbenie c¢; grafu
G také, ze c1(u) = a a ¢;(v') = t, to je presne to, ¢o sme

potrebovali.



KAPITOLA 2. ZOZNAMOVE FARBENIE 16

3. Predpokladajme, ze w € V(Gs) a v # v'. Najskor preskimajme

pripad, Ze w = v.

(a) Ak u # «/, potom s € S, \ {a}. Z indukéného predpokladu
vyplyva, zZe existuje zoznamové farbenie c; grafu G; také, ze
ci(u) = aac (u) = s. Zvolme s’ € S, \ {b, s}. Dalej z induke-
ného predpokladu dostavame, zZe existuje zoznamové farbenie
co grafu Go také, ze co(w) = b a c(v') = ¢'.

(b) Ak u =/, potom t € S,y \ {a,b}. Z indukéného predpokladu
vyplyva, Ze existuje zoznamové farbenie ¢y grafu G, také, ze
ca(w) = b a ca(v') = t. Teraz modZzeme rozsirit toto farbenie na

farbenie celého grafu G, také, ze farba vrcholu u je a.
Pre pripad w = ¢/, je dokaz obdobny.
4. Posledny pripad je ak w € V(G2) a w ¢ {v,v'}. Nech r € S, \

{a,b}. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze existuje zoznamové
farbenie ¢y grafu G, také, ze co(v) = r a ca(w) = b. Nech 1’ €
Sw \ {a,c2(v")}. Z indukéného predpokladu vyplyva, Ze existuje
zoznamové farbenie ¢; grafu G také, ze ¢i(u) = a a ¢ (v') = r'.

Tymto pripadom je dékaz skonceny.
O

Désledok 2.3.1 Majme graf G a prirodzené cislo | > 3. Zostrojme graf H
z grafu G tak, Ze kaZdi hranu grafu G rozdelime | — 1 vrcholmi na | hran,
potom ch(H) < 3.

Nakoniec dodame este pér slov o 2-zoznamovo zafarbitelnych grafoch. Ak
G je suvisly graf a jadro grafu G je graf ziskany z G po opakovanom odstra-
neni vrcholov stupna 1, az pokial Ziaden taky vrchol neexistuje. Jednoduchy

graf je 2-zoznamovo zafarbitelny prave vtedy, ak jadro kazdého stuvislého
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komponentu je jeden vrchol, alebo parny cyklus, alebo graf pozostavajuci z
2 vrcholov s troma parnymi vnitorne disjunktnymi cestami, kde dlzka aspoii

dvoch z nich je presne 2. Potom mozeme vyslovit nasledujicu vetu:

Veta 2.3.4 ([1]) Majme sivisly graf G a prirodzené ¢islo 1 > 3. Ak je dizka

kaZdého cyklu v grafe G delitelnd 1, potom platia nasledovné tvrdenia:
1. Ak G nie je bipartitnyg graf, potom ch'(G) = 3.

2. Ak G je bipartitng graf a | # 4, potom ch'(G) = 3 prdve vtedy, ked G
obsahuge aspori dva cykly. Akl =4 a |V(G)| > 2, potom ch'(G) = 2
prave vtedy, ked jadro grafu G je jeden vrchol, alebo pdrny cyklus, alebo
graf pozostavajuci z 2 vrcholov s troma pdrnymi vniutorne disjunktnymi

cestami, kde dizka dvoch z nich je presne 2 a dlzka tretej je 2 (mod 4).



Kapitola 3

Hypotéza o zoznamovom

farbeni (LCC)

Bolo uz spomenuté, ze chromatické ¢islo a zoznamové chromatické cislo sa
mozu navzajom velmi ligit. AvSak doteraz nebol najdeny jediny pripad, v kto-
rom by sa zoznamovy chromaticky index nerovnal chromatickému indexu. Z
tohto dovodu bola vyslovena hypotéza, ze tieto dve ¢isla sa rovnaja. Auto-
rmi hypotézy su dve dvojice: pani Albertson a Tucker a pani Gupta a Dinitz,
ktori k jej vysloveniu prisli nezavisle v roku 1985. Hypotézu budeme oznaco-

vat skratkou LCC(z anglického List Colouring Conjecture).

Hypotéza 3.0.1 (o zoznamovom farbeni) Pre kazdy graf G plati:
ch/'(G) = X' (G).

Medzi zname vysledky v tejto oblasti patri potvrdenie platnosti hypotézy
o zoznamovom farbeni pre bipartitné grafy. Ako pomocny néstroj budeme
pouzivat orientaciu grafov. Ak D je orientovany graf a v € V(D), potom
oznacime NT(v) mnozinu a d*(v) pocet vrcholov w takych, Ze orientovana

hrana vw € D.

18
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K hlbsiemu pochopeniu stuvislosti, medzi orientaciami a zoznamovym far-
benim predstavime znamy greedy algoritmus pre ofarbenie, ktory sa pouziva
napriklad pri dokaze horného odhadu pre x(G).

Greedy algoritmus: Zvolime Tubovolné poradie vrcholov vy, ..., v,, v kto-
rom ich budeme nésledne ofarbovat. Vrchol v; ofarbime najmensim priro-
dzenym cislom, ktoré este nie je priradené ziadnemu z jeho susedov me-
dzi vrcholmi vy,...,v;_1. Tymto dostaneme farbenie, ktoré pouzije najviac
A(G) + 1 farieb.

V nasom pripade si tento algoritmus mierne modifikujeme: Najskor zvo-
lime Tubovolné poradie vrcholov vy, ..., v,, ktoré ndm urcuje orientéciu hran
v grafe G a kazdd hranu v;v;, pre ktort plati ¢ > j oto¢ime. Potom pre kazdy
vrchol v;, ktory zafarbujeme, algoritmus berie do tvahy len tie hrany, ktoré
st orientované z v; do uz ofarbenych vrcholov (vy,...,v;_1). MoZeme pozo-
rovat, ze ak pre kazdy vrchol v grafu G plati d*(v) < k, pouZzijeme najviac
k farieb.

Nacrtneme dokaz tohto pozorovania: pouzijeme indukciu vzhladom na k.
Je mozné vSimnut si, Zze mnozina U vrcholov, ktorym bola priradena farba 1
mé nasledujicu vlastnost: z kazdého vrcholu z G — U vedie hrana do U. Z
toho nam vyplyva, Ze pre kazdy vrchol v € G plati df,_;(v) < df(v) a teda
z indukéného predpokladu vieme graf G — U ofarbit & — 1 farbami.

Nasledujuca lema nam pontika zovseobecnenie tohto pozorovania na zo-
znamové farbenie a orientacie D v grafe GG, ktoré nie nutne pochadzaja zo
zvoleného poradia vrcholov, ale mézu obsahovat niekolko orientovanych cyk-
lov. Nazvime nezavisld mnozinu U C V(D) kernelom grafu D, ak pre kazdy
vrchol v € D — U existuje hrana v D orientovana z v do vrcholu v U. Uve-

domme si, ze kernel neprazdneho orientovaného grafu je taktiez neprazdny.
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3.1 LCC a bipartitné grafy

Lema 3.1.1 Majme graf H a mnoZinu zoznamov farieb (Sy)vev(m)- Ak graf
H ma orientaciu D taki, Ze pre kaZdy vrchol v € H plati d*(v) < |S,| a
kaZdy indukovany podgraf z D md kernel, potom H vieme zoznamovo zafarbit

pouZitim zoznamov S,,.

Doékaz. Doékaz uskutoénime pomocou matematickej indukcie vzhladom na
velkost |H|.

e Béza indukcie: |[H| = 0, zoberieme prazdne farbenie.

e Indukény krok: Nech |H| > 0 a zaroveil « je farba, ktord sa vyskytuje
v jednom zo zoznamov S, a nech D je zaciatocna orientécia grafu H.
Vrcholy {v € V : a € S,} vytvaraju neprazdny podgraf D’ v grafe D.
Vdaka predpokladom lemy mozeme povedat, ze D mé kernel U # ().
Teraz zoberieme vsetky vrcholy z mnoziny U a ofarbime ich farbou « a
taktiez odstranime farbu « zo vSetkych zoznamov S, kde v € D' — U.
Kedze z kazdého takéhoto vrcholu vychddza hrana do U, potom nové
zoznamy S’ kde v € D — U, stéle spliaji podmienku d*(v) < |S,| v
D —U. Dalej vieme, ze D — U je orientécia grafu H — U a nésledne mo-
zeme pouzit indukény predpoklad na ofarbenie H — U zo zoznamov S,.
Kedze ziaden z tychto zoznamov neobsahuje farbu « (odstranili sme ju
z nich), mozeme rozsirit zoznamové farbenie z indukéného predpokladu

aj o vrcholy z U, pre ktoré bude platit: U — {a}.

0
Veta 3.1.1 (Galvin [10]) Pre kazdy bipartitny graf G plati: ch'(G) = X' (G).

Dékaz. Majme graf G = (X UY, E), kde {X,Y} je bipartitné rozdelenie

vrcholov grafu G. Uvedomme si, ze 2 hrany si spojené v X prave vtedy,
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ked maji v X spoloény koncovy vrchol. Obdobné pozorovanie plati aj pre
mnozinu Y. Nech x'(G) = k a nech ¢ je k-hranové farbenie grafu G.

Z nerovnosti 2.1 vieme, ze plati x'(G) > k. Takze potrebujeme dokazat
nerovnost x'(G) < k.

Ideou tohto dokazu je aplikovat Lemu 3.1.1, aby sme ukazali, Ze hranovy
graf H = L(G) grafu G je zoznamovo k-zafarbitelny.

K tomu, aby sme mohli pouzit lemu, musime najskor najst orientéciu D
grafu H, v ktorej pre kazdy vrchol v bude platit d*(v) < k a taktiez kazdy
indukovany podgraf D bude maft kernel. Ako ndjdeme orientaciu D?

Uvazujme susedné hrany e, e’ € FE. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme pred-
pokladat, ze c(e) < c(¢’). Ak e, e’ maju spolo¢ny vrchol v X potom hrana
ee/ € H bude orientovana z ¢’ do e; ak sa spolo¢ny vrchol nachadza v Y,
potom hrana e¢’ € H bude orientovana z e do ¢’. Pozri obrazok 3.1.

Teraz spocitame d*(e) pre dant hranu e € F = V(D). Ak c(e) = 1,
povedzme, 7Ze kazd4 hrana e € NT(e) sa stretdva s hranou e v X a jej farba
je z mnoziny {1,...,i — 1} a kazda hrana ¢’ € N*(e) sa stretdva s hranou e
v Y a jej farba je z mnoziny {i + 1,...,k}. Ako Iubovolné 2 susedné hrany
¢/ hrany e sa obe stretavaju s hranou e v X alebo obe v Y, potom aj tieto
medzi sebou st navzajom susedné a z toho dovodu su teda ofarbené rozne.
Z toho dostavame, 7e d*(e) < k, ako sme potrebovali.

Teraz nam uz len ostava ukéazaf, Ze kazdy indukovany podgraf D grafu

D ma kernel. Pouzijeme matematickd indukciu vzhladom na |D].

1. Béaza indukcie: Nech D = (), potom kernel je prazdna mnoZina.

2. Indukény krok:
Nech teda D" > 1. Zvolme E' = V(D’) C E. Pre kazdy vrchol x € X, z
ktorého vychadza hrana v £’ oznaéme e, € E’ hranu, ktora vychadza
z vrcholu z a méa minimalnu hodnotu farby c. Dalej nech U oznacuje

mnozinu vSetkych takychto hran e,. Potom kazda hrana ¢’ € E' U ma
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0J

Obr. 3.1: Orientacia hran grafu G

susednt hranu e € U v X a hrana e¢’ € D' je orientovand z ¢’ do e. Ak
U je nezavislda mnozina, potom to je kernel grafu D a mame presne to,

¢o sme potrebovali.

Zamyslime sa este nad pripadom, ze U nie je nezavisla mnozina. Nech
e,e’ € U su susedné hrany a predpokladajme, ze plati c(e) < c(e'). Z
definicie mnoziny U vieme, Ze e a ¢’ maja spolo¢ny vrchol v Y, teda
hrana ee’ € D je orientovana z e do €. Z indukéného predpokladu je
nam zname, ze D —e ma kernel U’. Ak ¢’ € U’, potom U’ je tiez kernel
D’ a opdf mame, ¢o sme potrebovali. Ak ¢’ ¢ U’, potom existuje hrana
e’ takd, ze D' obsahuje hranu orientovant z ¢’ do e”. AvSak ak ¢’ a e’
maju spoloény vrchol v X, potom z definicie D vyplyva c(e”) < ¢(¢),
¢o je spor s predpokladom, ze ¢ € U. Teda ¢’ a ¢” maju spolo¢ny vrchol
vY ac(e) < c(e), a teda ee” je orientovand z e do e’ a dostavame

opiit, ze U’ je kernel grafu D'.

Désledok 3.1.1 Pre kazdy bipartitng graf G plati: ch'(G) = A(G).



Kapitola 4

Metody dokazovania hypotézy

o zoznamovom farbeni

Nasledujuca kapitola prezentuje techniky, ktoré sa pouzivaju pre dokazovanie
hypotézy o zoznamovom farbeni. Vsetky uvedené podmienky st len posta-
cujace a nie nutné. Pri kazdej technike najdeme priklad, ktory ndm umozni

lepsie pochopenie daného sposobu dokazovania.

4.1 Grafovy polynom

Grafovy polyném sa stal jednym z hlavnych nastrojov dokazovania LCC a
budeme ho vyuzivat pri vSetkych nasledujticich technikach. Samotny poly-
ném bol studovany uz mnohymi autormi, ako prvy sa nim zaoberal uz v roku
1891 Petersen.

Grafovy polyném grafu G(V, E), kde V = {v1, ..., v,} budeme oznacovat

fa(xy, ..., x,). Polyném vyzera nasledovne:

falwr,. )= ][ (@i—ay)

1<jwiv;€E(Q)

23
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V roku 1992 Alon a Tarsi [4] ukazali vztah medzi koeficientom tohto
polynému a zoznamovym farbenim.

Majme graf G a funkciu a : V(G) — N, potom graf G nazyvame zozna-
movo a-zafarbitelny, ak pre Tubovolni mnozinu zoznamov (S, ).cy taki, ze

|Sy| = a(v) pre vSetky v € V existuje vrcholové farbenie grafu G zo zoznamov
Sy

Veta 4.1.1 (Alon a Tarsi [4]) Majme graf G a funkciva : V(G) — {1,2,...}.
Ak koeficient HUeV(G) 22071y grafovom polynome fo je menulovy, potom

graf G je zoznamovo a-zafarbitelny.

Priklad

Zoberme si kruznicu C, dlzky $tyri a budeme chcief pre 1iu ukazat platnost
hypotézy o zoznamovom farbeni pomocou grafového polynému.

KedZe chceme ukazovat, Ze graf je zoznamovo hranovo 2-zafarbitelny, naj-
skor by sme mali urobif hranovy graf z povodného grafu, ale kedze plati
L(C,) = C,, tak to mozeme zanedbat.

Zvolime si funkciu a taki, ze a(v) = 2 pre kazdy vrchol v € Cy. Vytvorime

grafovy polyném ku grafu C; a ukdzeme, ze pre tento graf plati LCC.

fa(@y, ... x,) = I @i-z)=

i1<jw;v; €EE(Q)
= ($1 - $2)($2 - $3)(I3 - $4)(I1 - $4) =
_ 2 2 _
= (32'1.%2 — X173 — Ty -+ 513'2553)(—333374 -+ T1T3 -+ Ty — 33'1.1'4) =
— 9 + a2 + 2 2 +
= T1T9X3T4 T1T2X3 T1T2Xy LTy

2 2 2 2 2
+T1T3T4 — TIT3 — T1T3T, + T]T3T4 +
2 2 2.2 2
+T5T3T4 — T1T5T3 — Ty + T1X5T4 —

—xgxgm + x1$2x§ + $2$3$i
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Potom je vidiet, Ze koeficient [ ],y 22~

platnost LCC pre graf Cy. O

! je —2 a z vety 4.1.1 vyplyva

4.2 FEulerovské podgrafy

Orientovany podgraf H orientovaného grafu D sa nazyva eulerovsky, ak je
pre kazdy vrchol v pocet vstupnych hran dj(v) rovnaky, ako pocet vystup-
nych hran dj;(v). Graf H nemusi byt savisly. Ak |E(H)| je parny, nazyvame
H pdrny podgraf grafu D, inak ho nazyvame nepdrny. Prazdny podgraf na-
zyvame parnym. Oznac¢me si pocet parnych eulerovskych podgrafov grafu D
ako EFE(D) a pocet neparnych ako FO(D).

Veta 4.2.1 ([2]) Majme orientovany graf D(V, E) a definujme funkciu f :
V — Z nasledovne: f(v) =d}(v) + 1. Ak EE(D) # EO(D), potom graf D

je f-zoznamovo zafarbitelny.

Tvrdenie 4.2.1 (/2]) Majme orientdciu D neorientovaného grafu G = (V, E)
na mnozine vrcholov V.= {vy,...,v,}. Nech pre kaZdy vrchol v; je d; =
d},(v;), potom C(D) oznacime absolitnu hodnotu koeficientu mondmu [ I, 2
v Standardnej reprezentdcii polynomu fo = fa(x1,. .., x,) ako linedrnej kom-
bindcii monomov. Jeho hodnota je |EE(G) — EO(G)|. Zjednodusene, ak
EE(D) # EO(D), potom spominany koeficient v grafovom polyndme nie

je nula.

Priklad

Pre ukazku tohto spésobu dokazovania si zoberieme kruznicu Cjy.
Najskor je potrebné si vytvorit hranovy graf z povodného grafu. V nasom
pripade vieme, ze C; = L(C,). Potom zvolime orientaciu D taku, Ze pre

kazdy vrchol v € L(Cy) plati df,(v) = dp(v) (lebo potrebujeme ukézat, ze
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1 2

4 3

Obr. 4.1: Kruznica dlzky Styri s orientéciou D

koeficient HveV(G) r} v grafovom polynéme je nenulovy). Pozri obrazok 4.2.
Nésledne spocitame parne a neparne eulerovské podgrafy. V nasom pripade
existuje dva parne eulerovske podgrafy grafu Cj: celd orientacia D a prazdny
podgraf a neexistuje ziadny neparny eulerovsky podgraf. Z toho vdaka vete
4.2.1 vieme, ze koeficient HveV(G) xl v grafovom polynéme je nenulovy. Dalej

z tohto zistenia a vety 4.1.1 dostavame, ze pre graf C, plati LCC. [J

4.3 Permutacie

Majme permutéciu o mnoziny X . Ozna¢me N (o) pocet inverzii v permutécii
o, t.j. parov z,y € X takych, 7e x < y a o(x) > o(y). Potom znamienko
permutdcie definujeme ako sign(o) = (—1)N).

Pre kazdy vrchol v € V(G), nech 7, je lubovolnd permutécia hran grafu
G incidentnych s vrcholom v. Dalej pre kazdé hranové farbenie ¢ grafu G
s d farbami {0,...,n — 1} znamienko farbenia ¢ s oznacenim sign(c), je
definované ako sucin znamienok vSetkych |V| permutacii (m;'c,(e) : v € e €
E(G)). Ozna¢me mnozinu vsetkych d-hranovych farbeni grafu G ako EC(G),
potom definujeme ec(G) = 3 c pe(q) sign(c).

Tvrdenie 4.3.1 (/2]) S pouzitim vyssie uvedenej notdcie plati

CD) =] Y sign(e)] =|ec(G)|

c€EC(G)
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Toto tvrdenie je pre regularne grafy stupna tri dokazané napr. v [16]. Apli-

kovanim tohto tvrdenia na vetu 4.2.1 dostavame nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 4.3.2 ([2]) Hypotéza o zoznamovom farbeni plati pre lubovolny
d-reqularny graf G, pre ktory plati X' (G) = d a ec(G) # 0.

Priklad

Pouzitie tejto techniky si predstavime na grafe K.

Obr. 4.2: Graf K,

Oznac¢me si sign(m, 'c,(e)); v € e € E(K,) ako 7.(v), potom sa lahko d4
ukazat, ze pre kubicky graf v.(v) = +1, ak farby ida okolo vrcholu v smere
hodinovych ruci¢iek a .(v) = —1 inak. Zoberme si permutécie m,; v € V(Ky),
ktort mozeme vidiet na obrazku 4.2. Z obrazka vidime, Ze vSetky permutéacie
T, maju farby okolo vrcholu v smere hodinovych ruciciek, teda znamienko
kazdej permutacie m, je kladné a teda aj znamienko celého farbenia. Vsetky
ostatné farbenia grafu K, dostaneme iba zmenou permutacie farieb, lebo
vieme, Ze na zafarbenie vonkajsej kruznice dizky tri potrebujeme tri farby a
toto zafarbenie vonkajsej kruznice ndm priamo urcuje aj zafarbenie ostatnych
hran.

Je Tahké ukazat, Ze pokial navzajom iba prepermutujeme farby, vysledné

znamienko novovzniknutého farbenia sa nezmeni, lebo ak by sa zmenilo pre
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vrchol v, potom by sa taktiez zmenilo aj pre ostatné vrcholy. Vrcholov mame
parny pocet, dostavame (—1%) = (+1)* = +1 a z toho vyplyva, ze C(D) # 0
a platnost LCC pre graf K.

4.4 Faktorizacia

V tejto Casti si ukdzeme moznosti dokazovania LCC pre regularne grafy so

stuptiom vrcholu d.

Definicia 4.4.1 Mnozinu hrdn grafu G, ktord pokryva vsetky vrcholy V (G)

a vytvdra k-requldrny podgraf grafu G nazyvame k-faktor.

Definicia 4.4.2 Rozdelenie mnoziny hran grafu G na neprekryvajice sa k-

faktory nazgyvame k-faktorizaciou grafu G.

Nech p = [d/2]. Neusporiadanou skoro faktoriziciou grafu G budeme
nazyvat mnozinu F' = {Fy, Fi,...,F,_1}, kde |, F; = E(G) a F; : 0 <@ <
(p—1) je 2-faktor, a F,,_; je 1-faktor, ak d je neparne, inak je to tiez 2-faktor.

Mnozinu vsetkych neusporiadanych skoro faktorizacii grafu G budeme
oznacovat B2F(G).

Celkovy pocet kruznic v 2-faktoroch v neusporiadanej skoro faktorizacii
F budeme oznacovat ((F).

Majme k-farbenie ¢, zvolme dve rozne farby a,b pouzité vo farbeni c.
Oznacme G(a,b) podgraf grafu G, ktory vznikne vybratim hrén ofarbenych
farbami a, b. Kempe vymenou nazyvame vymenu farieb a, b v jednom kompo-
nente podgrafu G(a,b). Dve farbenia (alebo 1-faktorizacie) nazjvame kempe
ekvivalentné, ak jedno vieme dostat z druhého aplikovanim konecného po-

¢tom kempe vymen.

Veta 4.4.1 ([8]) Magme d-reguldrny graf a predpokladajme, Ze aspori jedno

z nasledujucich tvrdeni plati:
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1. Graf G mad nepdrny pocet roznych 1-faktorizacii.

2. Graf G je 1-faktorizovatelny a kaZdé dve 1-faktorizdcie si kempe ekuvi-

valentné.

3. Graf G je 1-faktorizovatelny a kazdé dve 1-faktorizdcie maji rovnaké

znamienko.

4. Pocet F' € B2F(G) s minimdlnym ((F'), t.j. minimdlnym celkovgm

poctom kruznic v 2-faktoroch v F', je neparny.

Potom C(D) # 0 a z toho vyplyva, Ze G je zoznamovo hranovo d-zafarbitelné.

Priklad 1

Zoberme si graf K, a ukazeme, ze ma neparny pocet 1-faktorizacii.

Obr. 4.3: 1-faktorizacia grafu Ky

Zoberme si oznacenie vrcholov z obrazku 4.3. V grafe K, méa 1-faktor dve
hrany a teda kazdy 1-faktor musi obsahovat hranu incidentnt s vrcholom vy,
podla vyberu tejto hrany nam je zrejmé, Ze zvysné dva vrcholy musia byt
spojené hranou, aby sme dostali 1-faktor. Z tohto mozno vidiet, Ze vyber
hrany incidentnej s vrcholom vy ndm priamo indukuje cely 1-faktor. Vrchol
vp je stupna tri a teda mame tri rozne 1-faktory a ako mozeme vidiet na
obréazku 4.3 tvoria nam jednu 1-faktorizaciu. Ind nemdze existovat, lebo sme

ukazali, Ze neexistuje iny 1-faktor.
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Priklad 2

Ukézeme, ze pre graf G(3,1)(obrazok 4.4) plati LCC. Pouzijeme pri tom 4.
tvrdenie z vety 4.4.1.

5

Obr. 4.4: Graf G(3,1)

Zamyslime sa najskor nad stvrtym tvrdenim z vety 4.4.1. Minimalna hod-
nota ((F) je 1, je lahké nahliadnut, Ze je to v pripade, ak graf ma hamilto-
novskt kruznicu a je kubicky. Tieto poziadavky st pre graf G(3,1) splnené.
Teda chceme ukézat, Ze pocet roznych ham. kruznic je neparny.

Kedze graf G(3,1) je kubicky, je zrejmé, Ze pre kazdy vrchol dve hrany
s nim incidentné budu patrif do ham. kruznice a jedna nebude. MoZeme si
v8imnut, Ze aspon jedna hrana z hran v,vs, v5vg, Vgv4 nesmie patrit do ham.
kruznice, lebo inak by nam vznikla kruznica, ktora by nebola hamiltonovska.
Bez ujmy na vsSeobecnosti, nech je to hrana vsvs, potom vieme, Ze hrany
UsUg, UsVa, UsU3, U4V musia patrit do ham. kruznice. Dalej vrchol vg ma uz
dve incidentné hrany vo vytvaranej ham. kruznici, teda hrana vgv; nepatri
do ham. kruznice. Z toho ale dostavame, Ze zvysné dve hrany incidentné s v,
(v1v9, viv3) tam musia patrif. Tym sa ndm uzatvoril cyklus a vznikla ndm
skuto¢ne hamiltonovska kruznica. Mozeme si vSimnut, Ze pociatoény vyber

jednej z hran vsvs, vsvg, vgUs4, ktorda nepatri do ham. kruznice nam urcil
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vyslednit ham. kruznicu. KedZe uz vieme, Ze vzdy jedna hrana z tychto troch
nesmie patrit do ham. kruznice je zrejmé, Ze celkovy pocet roznych ham.

kruznic je 3, ¢o je neparne ¢islo. [



Kapitola 5

Platnost hypotézy o
zoznamovom farbeni pre

vybrané triedy grafov

V tejto kapitole sa pozrieme na triedy grafov, pre ktoré sa nam podarilo

dokéazat platnost hypotézy o zoznamovom farbeni.

5.1 Rebrik, koleso a iné modifikacie

5.1.1 Rebrik

Na obréazku 5.1 mame graf G(V, E), ktory ma vrcholy V' = {ug, ..., uy_1,00,...,Up_1}
a hrany F = {uv; : 0 <@ < n; uiugpg, 00541 0 0 < i < n—1}. Takyto graf

budeme nazyvat rebrik R,.
Tvrdenie 5.1.1 Pre kaZdy graf R, plati: ch/'(G) = X'(G).

Doékaz. Ukazeme, ze rebrik je bipartitny. Dokdzme, ze mnozinu vrcholov

vieme rozdelit na dve mnoziny. Majme mnoziny A, B: A = {u;,v;41 @ @ je

32
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Obr. 5.1: Graf Ry

parne } a B = {u;,v;11 : i je neparne}. Teraz vSetky hrany vedt medzi
tymito mnozinami, lebo v ziadnej mnozine nie st spolu vrcholy u; a w; 1 ani
v; & viy1, ani u; a v;, a iba tieto vrcholy ndm spolu vytvaraju hrany. Kedze uz
sme si dokazali, ze R, je bipartitny, tak pouzijeme vetu 3.1.1 a dostavame,
ze plati ch/(G) = x/(G). O

5.1.2 Koleso

Koleso je graf, ktory obsahuje n vrcholov vy, ..., v, pospajanych do kruznice
a v ich strede sa nachadza vrchol s, ktory je incidentny so vSetkymi vrcholmi
na kruznici. Forméalnejsie povedané:

Graf W, taky, ze V(W,) = {vo, ..., vn-1, s}, E(W,) = {0iVi}1 (mod n), SUi :
0 <i <n— 1} budeme nazyvat koleso.

Obr. 5.2: Koleso W

Tvrdenie 5.1.2 Pre kazdy graf W, kde n > 3 plati:

ch'(Wy) = X' (Wh)
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Dokaz. 1. akn=3

Dokaz bol uvedeny v predchadzajtcej kapitole v casti o faktorizacii
priklad ¢. 2.

2. akn=14

Hrany sv; : 0 < ¢ < 3 ofarbime farbami z ich zoznamov, mozeme tak
urobit bez problémov, kedze kazdy zoznam obsahuje 4 farby. Ozna¢me

si hrany nasledovne e; = vV 11 (mod4) : 0 < ¢ < 3.

Ak S, NS,, # 0 alebo S., N'S,, # (. Potom bez ujmy na vSeobecnosti
nech ¢t € S,, N S,, potom hrandm ey, e, priradime farbu ¢. Hranam
e; : i = {1, 3} priradime farbu zo zoznamu S, - je isté, Ze ndm jedna zo
styroch farieb ostane, lebo sme pouzili farbu ¢ a maximéalne dve farby

incidentné s hranou e; a vrcholom s.

Ak S,,NS., =0 a S, NSe, = 0. Potom kazdd hrana e; : i = {0,...,3}
je zatial incidentné s dvoma ofarbenymi hranami a v kazdom zozname
nam ostali dve volné farby. Bez ujmy na vSeobecnosti oznac¢ime tieto
este nepouzité farby S, ; : i = {0,...,3},j = {1,2}. Bez ujmy na
vSeobecnosti ofarbime hranu ey farbou S, 1 a hranu ey farbou S, ;.

Moézu nastat dva pripady: bud vieme ofarbit zvys$né hrany e; a e3, alebo
jednu z tychto hréan ofarbit nevieme. Nech je to hrana e;. Potom plati
{Se11,Se,2} = {Sep1s Sep1}t a kedZe Se; N Sey = 0, tak {Sey1, Sesa} N
{Seo1, Sep 1} = 0. Dalej uz len zmenime farbu hrany e, na farbu Seg.2 @

néasledne uz vieme ofarbit vSetky ostavajice hrany. [

3. akn>14

Pomocou Greedy algoritmu ukazeme, ze graf W,, je n-zoznamovo hra-

novo zafarbitelny.
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Majme pre kazda hranu e € W, Iubovolny zoznam farieb S, dlzky
n. Najskor ofarbime hrany vychadzajtce zo stredu kolesa - tych je n.
Takze pre kazda hranu existuje aspon jedna farba, ktoru ziadna ina

hrana nem4 zatial priradent.

Dalej budeme postupne farbif susediace hrany na kruznici, oznacime
ich f; = ViVi11 (mod n)- Na zaciatku si zoberieme Iubovolnt hranu f -
mé 4 susedné hrany a z nich si zatial len dve ofarbené. Teda v Sy,
existuje asponi n — 2 volnych farieb, takze jej priradime Tubovolni z

nich.

Potom zoberieme susednti hranu f;, ktorda ma momentalne 3 susedné
ofarbené hrany a teda existuje v jej zozname Sy, aspon n — 3 volnych

farieb. Vyberieme opit jednu z nich.

Postupne budeme takto ofarbovat hrany f;, pre ktoré plati, f;_; je uz

ofarbena a f; 1 este neofarbena.

Na konci nam vo W, ostane len posledna neofarbend hrana f, 1, ta je
na kruznici a ma 4 susedné hrany, ktoré st ofarbené. Ale velkost Sy, ,
jen an > 4, takze ndjdeme aspon jednu volnu farbu a mame farbenie

pre Tubovolné zoznamy.

O

5.1.3 Modifikacie kolesa

Po tispesnom vytvoreni dokazu pre koleso je vhodné sa zamysliet nad moz-
nostami vyuzitia tohto dékazu aj v podobnych triedach grafov. Pozrime sa

na modifikaciu, ked pospajame viacero kolies dokopy.
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5.1.4 Kolesové veze

Zoberme m grafov W,,, stred i-teho kolesa W), ; budeme oznacovat s;. K m
kolesdm priddme hrany s;s;11 : 0 <7 < n — 2. Dostaneme graf v ktorom su-
sedné dve kolesa budi spolu spojené cez im prislichajice vrcholy s. Vysledny

graf nam bude pripominaf vezu. Ozna¢me takyto graf Wi, ,.

=
== =
e =
==

Obr. 5.3: Priklad Wy a W, 6

Tvrdenie 5.1.3 Pre kaZdy graf W, n, kde m > 1 an > 3 plati:

Ch,(Wm,n) = X/(Wm,n)

Dokaz. Zoberme si [ubovolnt mnozinu S = {S. : € € Wy, [Se| = A(Wpnn) }-
Ak m = 1 tak Wy, = W, a naSe tvrdenie plati vdaka predchadzajtcej
vete.
Ak m = 2 tak A(G) = n + 1. Pre hranu e = s¢ps; si zvolime Tubovolnt
farbu z jej zoznamu. Dalej odstranime ttto farbu zo zoznamu farieb pre hrany
incidentné s vrcholmi s; : 0 < ¢ < m a pre kazda hranu grafu ndm ostant

zoznamy dlzky aspoii n. Z predchadzajicej vety vieme, Ze pre lubovolné
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zoznamy dlzky n existuje farbenie kolesa. TakZe vieme jednotlivo ofarbit obe
kolesa v grafe.

Ak m > 2 tak A(W,,.,) = n + 2 postupne ofarbime hrany ktoré spijaju
vrcholy s; : 0 < i < m. Tymto z kazdého zoznamu S, hrany e incidentne;j
so stredom kolesa odstranime max. dve farby a opif ndm ostane pre kazdua
hranu zoznam aspoti n farieb. Dalej vieme pouzit vetu 5.1.2.

Z toho dostaneme, ze x'(W,) = A(W,,) a teda platnost hypotézy o zo-

znamovom farbeni. [

5.1.5 Valce

Dalsou modifikaciou kolesovych veZi je pripad, Ze kolesé, ktoré si si najblizsie,
nie st pospajané len jednou hranou ale n + 1 hranami. Z kazdého vrcholu
vychadza jedna hrana do vrcholu jemu ekvivalentnému v kolese pod nim.

Takéto grafy budeme oznacovat Val,,,. Pozri obrazok 5.1.5.

Obr. 5.4: Priklad Val,, ¢
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Tvrdenie 5.1.4 Pre kaZdy graf Val,, ., kde m >1 an > 6 plati:

Ch/( Valm,n) = X/( Valm,n)

Dokaz. Nas dokaz bude vyzerat obdobne ako v pripade kolesovych vezi.
Ak m =1, tak Val;, = W, a naSe tvrdenie plati vdaka vete 5.1.2.
Ak m = 2, tak A(Val,,,,) = n + 1. Graf ofarbime ako keby to bola
kolesova veza. Dalej nam ostali eSte neoznacené hrany e; = v 0v; 1. Kedze
A(Valy,) =n+1an > 6 tak potom |S,,| = A(Val,,,) > 7 a kazda hrana

e; je incidentné s prave 6 ofarbenymi hranami a teda nam isto ostane aspon

jedna nepouzita farba v zozname S, a tu priradime tejto hrane.

Ak m > 2, tak A(Val,,,,) = n+ 2. Graf ofarbime ako v pripade m = 2 a
dalej budeme ofarbovat hrany spédjajtce j-te a (j+1)-vé koleso. Kazda hrana
v; j0; j+1 bude vzdy incidentna so 7 ofarbenymi hranami a kedze A(Val,, ) =
n + 2 dostaneme, ze A(Val,,,) > 8 a teda opit nam ostane aspoil jedna
nepouzita farba zo zoznamu S,, ., ..,

Tym sme dostali farbenie na celom grafe a dokazali sme, ze graf je A(Val,, »)-
zoznamovo hranovo zafarbitelny, z toho vyplyva platnost hypotézy LCC pre
Val,, p-

0

Definicia 5.1.1 Karteziansky sucin O grafov G a H je graf GOH, kde
V(GDH) = {Ulvg U € V(G),UQ c V(H)},
E(GOH) = {(uv, 29) : (u =, (v,y) € E(H)) alebo ((u,2) € B(G),0 = y)}

Vsimnime si, ze valec Val,, ., je kartezidnsky stacin cesty dlzky m s ozna-

¢enim P,, a kolesa WW,,. Je Tahké nahliadnut, Ze kartezidnsky sucin cesty P, a



KAPITOLA 5. PLATNOST LCC PRE VYBRANE TRIEDY GRAFOV 39

Tubovolného grafu G je graf, ktory vznikne z m képii grafu G (i-tu képiu bu-
deme oznacovat G;) tak, ze pre vSetky 0 < i < m zoberieme grafy G; a G;11
a priddme k nim hrany medzi vrcholmi v; ; € V(G;) a vgiy1),; € V(Gigr) ktoré
s si navzajom ekvivalentné. V tomto pripade budeme nazyvat dva vrcholy

ekvivalentné, ak oba reprezentuju v grafe GG ten isty vrchol.

Veta 5.1.1 Majme graf G taky, Ze ch(G) = A(G) an > 3, potom pre graf
GOP, plati ch(GOPR,) = A(GOPR,) a teda plati Hypotéza o zoznamovom

farbend.

Dékaz. Ozna¢me si graf GUIP, ako GP. Z vyssie uvedenych informacii
vieme, ze v grafe G P sa nachadza n disjunktnych képii grafu G, ktoré si pre-
pojené hranami. Stac¢i ukazaf, ze graf GP je zoznamovo hranovo (A(G) +2)-
zafarbitelny.

Majme Tubovolni mnozinu S = {S, : |S.| = A(G) + 2,e € E(GP)}
zoznamov farieb. Vieme, ze podgraf G, grafu GP je zoznamovo hranovo
A\(G)-zafarbitelny. Potom ofarbime hrany spédjajtuce podgrafy Gy a Gy, kedze
v kazdom zozname mame este aspoil dve nepouzité farby. Dalej vieme, Ze pre
kazda hranu z G; sme pouzili maximalne dve farby pre uz doposial ofarbené
hrany, ktoré s nou susedia, lebo kazda hrana spaja dva vrcholy a kazdy
vrchol méa len jeden vrchol, ktory mu je ekvivalentny v Ggy. Teda pre kazda
hranu grafu G| nam ostali zoznamy nepouzitych farieb dizky A(G) a teda
vieme ofarbif podgraf G;. Dalej ofarbime hrany spajajtce G; a Gy, pre kazda
takito hranu e ndm ostala aspoii jedna zatial nepouzitd farba v zozname S,.
Nésledne ofarbime samotny podgraf G5. Takto postupne ofarbime A(G) + 2
farbami cely graf GP. A z toho dostavame, ze pre graf GP plati LCC.

O
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5.2 Zovseobecnené Petersenove grafy

Ako uz samotny nazov napoveda, tieto grafy vznikli zovSeobecnenim znameho
Petersenovho grafu. Ako prvy ich predstavil v roku 1950 H. S. M. Coxeter.
Sucasny nazov a tiez oznacenie G(n,k) zaviedol o 19 rokov neskér Mark
Watkins.

5.2.1 Definicia

Zovseobecneny Petersenov graf G(n, k) je definovany nasledovne:
V(G(n,k)) ={usv;:1=0,...,n—1}

E(G(n7 k)) = {uiui+1 (mod n)> ViVi+k (mod n)>» U;v; - 1=0...n— 1}

A Tyt L

G(3,1) G(5,1) G(5,2) 6(6.1)
G(6,2) G(8,1) G(8.2) G(8,3)

Obr. 5.5: Priklad G(n, p)

Cislo k urcuje krok zovseobecneného Petersenového grafu.
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5.2.2 Zovseobecnené Petersenove grafy kroku 1

Zoberme triedu G(n,1), po kratkom skiimani prideme na to, Ze jednotlivé
grafy vznikli z grafu s nazvom rebrik, v ktorom st spojené vrcholy stupna
dva hranami vyv,,, ugu,. V niektorych literatirach sa aj graf G(n, 1) nazyva
rebrik. Tato jednoducha modifikacia sposobi, ze dokazovanie hypotézy o zo-
znamovom farbeni pre tieto grafy sa zasadne skomplikuje. V predchadzajtce;
kapitole sme prezentovali metédy vyuzivania orientacii a permutéacii v grafe.
Na dokaz platnosti LCC pre G(n, 1) vyuZzijeme tieto poznatky spolu s nasle-
dujicim doésledkom k Tvrdeniu 4.3.2.

Désledok 5.2.1 ([2]) Pre kazdy dvojsivisly plandarny kubicky graf G plati

hypotéza o zoznamovom farbensi.

Doékaz. Kazdé hranové 3-zafarbenie planarneho grafu ma kladné znamienko.
Tento vysledok bol uz dokazany roznymi autormi. Ukazeme jednoduchy do-
kaz:

Zoberme si hranové 3-farbenie f grafu G s farbami 1,2,3. Nahradme
kazdt hranu ofarbent farbou 3 dvoma paralelnymi hranami, jednu ofarbime
farbou a a druhta farbou b, tymto dostaneme planarny 4-regularny graf. V
novom grafe nam hrany ofarbené farbami 1,a vytvaraji mnozinu C) nest-
vislych eulerovskych planarnych podgrafov, taktiez aj ostatné hrany tvoria
mnozinu s rovnakymi vlastnostami C5. Pozri obrazok 5.6. Je jednoduché
skontrolovat, ze koncové vrcholy hran grafu G, ktoré si ofarbené farbou 3,
maju rovnaké znamienka vzhladom na farbenia f préave vtedy, ked sa v prave
jednom z nich pretinaja grafy C; a (5. Celkovy pocet takychto pretnuti je
parny, teda mame parny pocet hran ofarbenych farbou 3, ktorych koncové
vrcholy maji rovnaké znamienko.

Ukazali sme si, ze hranové 3-zafarbenia planarnych kubickych grafov maja

rovnaké znamienka. Taktiez vieme, Ze tvrdenie ”2-suvisly planarny kubicky



KAPITOLA 5. PLATNOST LCC PRE VYBRANE TRIEDY GRAFOV 42

graf G ma x(G) = 37, je ekvivalentné vete o 4 farbach. Pouzitim vety 4.3.2

dostéavame, to ¢o sme cheeli dokézat, teda platnost LCC pre tieto grafy.

Obr. 5.6: Ukazka rozpadu grafu G na eulerovske podgrafy

0

Vrafme sa spif k zovSeobecnenym Petersenovym grafom, z definicie je
zrejmé, ze kazdy graf G(n, k) je 3-regularny. Dalej tiez o G(n, 1) vieme, 7e
st to planarne grafy a teda pre ne mozeme pouzit Désledok 5.2.1. Z toho

vyplyva, ze pre triedu grafov G(n, 1) plati LCC.

5.3 Trieda grafov A,

Na obrazku 5.7 si ukazeme triedu grafov, pre ktort dokazeme LCC. Budeme

ju oznacovat A,.

Obr. 5.7: Trieda A,
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Dokaz 1
1. Vytvorime si hranovy graf z A,,.
2. Zoberieme si jeho orientaciu D, v ktorej plati 6T (D) = 2.

3. Ukazeme, 7Ze poCty parnych a neparnych eulerovskych podgrafov v D

su rozne.

Obr. 5.8: Hranovy graf k triede A,, s orientaciou D

Vytvorili sme si hranovy graf L(A,) a jeho orientaciu nazveme D. Dalej si
vSimnime, ze graf A, je zlozeny z n podgrafov, ktoré st navzajom izomorfné
a ich vonkajsie hrany tvoria Sestuholnik. Preto budeme dalej studovat tento
podgraf AP. Pozri obrazok 5.9.

Dalej nas bude zaujimaft, kolko parnych a nepéarnych eulerovskych pod-
grafov sa nachadza v grafe D. Podgrafy AP, a AP, st navzajom pospajané
do refaze vzdy cez jeden vrchol, ktory oznacime a,,,. Dalej si vSimneme, ze
z vrcholu a;,1 do a; sa vieme dostat len tak, Ze prejdeme cez vSetky ostatné
vrchly a; v grafe D. Z toho vyplyva, ze pokial mé eulerovsky podgraf pre-
chadzat cez viac podgrafov AP, tak musi obsahovat vSetky podgrafy AP.
Takze eulerovsky podgraf grafu D sa skladd bud z viacerych eulerovskych
podgrafov v rdmci rdznych podgrafov AP (ktoré nemajui spolo¢ny prienik),

alebo prechadza vsetkymi vrcholmi a;.

1. Kazdy podgraf AP obsahuje 5 roznych eulerovskych podgrafov, ktoré

neprechadzaju cez ziaden z vrcholov a;.
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Na obrazku 5.9 a aj na nasledujucich obrazkoch budeme pri jednot-
livich grafoch pisat E, pokial je znazornené cesta parnej dlzky a O,

pokial je neparnej dizky.

: OVEVE\O/\

Obr. 5.9: Vsetky rozne cykly v AP

Teda celkovy pocet eulerovskych podgrfov grafu D, ktoré neprecha-
dzaju vrcholmi a; je 6. Lebo pre kazdy podgraf AP; bud vyberieme

jeden z 5 roznych cyklov, alebo nevyberieme Ziaden.

Pokial chceme spocitat vSetky cykly ktoré prechadzaju cez vrcholy a;,
tak najskor musime vediet, kolko existuje roznych ” skoro eulerovskijch”
podgrafov v AP;. ” Skoro eulerovsky” podgraf v AP; je taky podgraf,
ktory obsahuje cestu z vrcholu a; do vrcholu @y 1( (moa n)) @ pre kazdy

vrchol w z mnoziny V (AP;)\{ai, @is1( (mod n))} Plati, Ze 07 (w) = 6~ (w).

Pocet vsetkych takychto eulerovskych podgrafov grafu D je 27", lebo
pre kazdy podgraf AP; vyberame jeden z 27 ” skoro eulerovskiych” pod-
grafov. Pozri obrazok 5.10.

Vyssie uvedené typy eulerovskych podgrafov grafu D pokryvaju vSetky
moznosti. Dalej treba ukézat, 7e poc¢et parnych a neparnych eulerov-
skych podgrafov je rozny. K tomu ndm postaci si vSimnut, ze celkovy
pocet eulerovskych podgrafov je 27" + 6™ a to je neparne ¢islo. Vdaka
tomu je zrejmé, Ze pocet parnych a neparnych cyklov je rozny. Dalej
vdaka pouzitiu vety 4.2.1 vieme, ze koeficient HUGV( L(AW) x? v grafo-
vom polynéme je nenulovy. Z tohto zistenia a vety 4.1.1 dostavame, ze
plati LCC. O
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Obr. 5.10: Vsetky 7 skoro eulerovské” podgrafy v AP

Dokaz 2

V tomto ddkaze ukazeme pouzitie techniky, ktora vyuziva permutacie farbeni

(Pozri podkapitola 4.3). Budeme vychéadzat z vety 4.3.1, ktora hovori, Ze ak
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C (D) # 0, potom pre graf G plati LCC.

CD)| =lec(G)| =] Y sign(c)]

c€EC(G)
sign(c) = H . le,e);vEeec B
vev

Mozno Tahko vidiet, ze kazdé farbenie grafu A, ma hrany spédjajice jed-
notlivé podgrafy AL zafarbené tou istou farbou a taktiez tou istou farbou
musi byt zafarbena aj hrana spajajica vrcholy 2 a 3 v podgrafe AL. Dalej
méame vzdy dve moznosti ako ofarbif zvysné Styri hrany ostdvajicimi far-
bami v kazdom podgrafe AL. Je Tahko vidief, Ze iné farbenie okrem tychto
neexistuje a pocet farbeni je teda 3! = 6.

Spocitame, kolko je farbeni s parnym a neparnym znamienkom pre Aj.
Poradie hran v permutécii 7 'c,(e) : v € e € E(G) je pre kazdy vrchol
uréené podla zakreslenia v rovine (pozri obrazok 5.3) v smere hodinovych
ruciciek. Je mozné lahko nahliadnut, Ze znamienko tejto permutacie nijako
neovplyviuje, ktora hrana je prva.

Oznacme si sign(rm'c,(€));v € e € E(G) ako 7.(v), potom sa lahko
d& ukazat, ze pre kubicky graf .(v) = +1, ak farby ida okolo vrcholu v
smere hodinovych ruciciek a .(v) = —1 inak. Na obrazku 5.3 mozeme vidiet
vSetkych 6 réznych farbeni podgrafu AL. MézZeme si vSimnut, Ze pre kazdé
farbenie maju vSetky vrcholy farby im incidentnych hran v rovnakom smere,
t.j. v smere hodinovych ruciciek, alebo v protismere hodinovych ruciciek.
KedZe podgraf AL mé parny pocet vrcholov, potom je zrejmé, ze Tubovolné
jeho farbenie ¢ bude mat kladné znamienko: sign(c) =[],y 7c(v) = (-1)* =
(+1)* = +1. Dalej vieme, Ze farbenie celého grafu A,, vznikne tak, Ze ofarbime
podgrafy AL; : 0 < i < n, jedind podmienka je aby hrany medzi podgafmi
AL; a AL; (mod ny mali rovnaka farbu. Kedze kazdé farbenie pre AL; ma
vzdy kladné znamienko, tak potom aj farbenie pre A, méa kladné znamienko

a sucet kladnych znamienok je vacsi ako 0. [J
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Obr. 5.11: Vsetky farbenia podgrafu AL

5.4 Mobiov rebrik

Na zaciatku tejto kapitoly sme predstavili graf s nazvom rebrik, teraz uka-
Zeme jeho modifikaciu a dokaZeme pre nu platnost LCC.
Majme rebrik R,,, pridajme k nemu hrany vou,_1, v,_1u¢ a vysledny graf

M, budeme nazyvat Mobiov rebrik. Pozri obrazok 5.12

Dokaz

Hlavna myslienka dokazu bude nasledovna: Ak je n neparne, potom graf M,
je bipartitny: A = {vg, va, ..., Uy, U1, uz, Up_1}, B =V (M,)\ A. Vo vete 3.1.1
bolo ukazané, ze ak je graf je bipartitny, potom prenho plati LCC.

Ak je n parne: V predchadzajicej kapitole sme v casti o faktorizacii
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°
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Obr. 5.12: Zakreslenia Mobiovho rebrika v rovine

uviedli vetu 4.4.1. V Mobiovom rebriku vzdy existuje asponn jedna hamil-
tonovska kruznica pozri nakreslenie na obrazku 5.12; v ktorom st vSetky vr-
choly grafu na kruznici. TakZze budeme ukazovat, Ze pocet hamiltonovskych
kruznic je neparny, presnejSie ukazeme, ze ich je n + 1. Budeme vychadzat
z nakreslenia na obrazku 5.12; kde st vSetky vrcholy na jednej kruznici. Pre
vrcholy si zvolime Iubovolné poradie vrcholov na kruznici a budeme ich do
konca dokazu oznacovat vy, ..., vg,—1. Hamiltonovské kruznice si rozdelime
na pripady podla poctu tetiv, ktoré do nich patria.

Ak Ziadna tetiva nepatri do ham. kruznice, potom takato ham. kruznica
je len jedna vy, vy, ..., Vo,_1, V.

Ak ham. kruZnica obsahuje len jednu tetivu v;v;,,, tak nevieme spojit
vrcholy v; a vy, cez vSetky zvysné vrcholy iba hranami na kruznici.

Ak ham. kruznica obsahuje dve tetivy, tak ich koncové vrcholy musia byt
susedné, inak by sme rozdelili kruznicu na 4 neprazdne mnoziny vrcholov,
ktoré by sme cheeli spojit dvoma cestami, ktoré veda len po obvode kruznice,
¢o sa neda. Pokial s teda tetivy susedné, oznacme si ich v;v; 4, a V1 1V;4ni1.
Ak by sme spojili hranou vrcholy v;, v; 11 (resp. vipn, Vitni1), tak opit zvysné
vrcholy nevieme napojit do ham. kruznice, kde patria hrany v; ., 110;110;Vi1n.
TakZe nam ostdva moznost, Ze spojime vrcholy v; a v; 1,41 po kruznici a
taktiez symetricky v;11 a v;y, a dostaneme ham. kruznicu. Tato je urcena

dvojicou protilahlych nepouzitych hran na obvode kruznice. Kedze hran je
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na obvode 2n, réznych ham. kruznic tohto typu bude n.

Ak ham. kruznica obsahuje viac tetiv, potom si zoberme dve, ktoré su k
sebe najblizsie v;V;4,, a v;V4y. Z toho vyplyva, Ze cesta v;v;41 ... v; patri do
kruznice, lebo inak sa vrchol vy, : i < k < j musel do ham. kruznice zapojit
cez tetivu nim prechadzajicu, ¢o je spor s vyberom najblizsich dvoch tetiv.
To isté plati aj pre cestu v, pViint1...0j4n a teda by nam vznikol cyklus,
ktory nie je hamiltonovsky.

Zoberme si teda susedné tetivy v;v;1, a v;11V;1ns1 a budeme ich chciet
zapojit do ham. kruZznice. Situéciu si rozdelime na dva pripady:

Ak ham. kruznica mé vyzerat nasledovne: v; ;1 10is1 ... Vitn¥i . .. Vignit.
Potom chceme spojit vrcholy v; 11, v;4, jednou cestou a to isté méa platit aj
pre v;in11,v;. Vieme, zZe do ham. kruznice nepatria hrany v;v;11 a v;1nVitnt1,
z toho vyplyva, ze do ham. kruznice patria hrany v;,1v;12 & v;1 11V 41n1o. Po-
tom je zrejmé, Ze nemodzeme pouzit tetivu v; 120,12, lebo by vznikla kruz-
nica, ktora nie je hamiltonovska. Teda opit musime pouzit hrany na kruznici
ViyoVit3 & Viyni2Viins3 a opit prichddzame do tej istej situacie. Toto sa opa-
kuje az pokial do ham. kruZnice nevyberieme v;v; 1 & v;yp_1V;yy,, Cim ale
dostavame pripad, ze sme pouzili len dve tetivy, ¢o sme nechceli.

Pokial by sme hladali cesty pre vrcholy v;, v; 1, a v;41, Vitni1, tak by ndm
vznikli dve kruznice a nie jedna hamiltonovska.

Ostéva ndm moznost, Ze do ham. kruznice pouzijeme hranu v;v;,1 a teda
bude tvaru: v;;,10i410iVipn - . - Vigns1. Checeme ukazaf, Ze existuje cesta z
vrcholu v;,+1 do v;., cez vSetky ostatné vrcholy, tak aby sme dostali ham.
kruznicu. Je zrejmé, Ze nepouzijeme hranu v; ,v;1n11, lebo by sme uzatvo-
rili kruznicu, teda musime pouZif zvys$né dve hrany incidentné s vrcholmi
Vign, Vitns1. KedZze do ham. kruznice sme uz vybrali dve hrany incidentné s
vrcholom v; vieme, Ze hrana v;v;_; v ham. kruznici uz nemdze byt. To isté
plati aj pre vrchol v;4; a hranu v;1v;19. Z tohto stavu je ndm ale zrejmé,

aké hrany sa musia pouzit pre vrcholy v; 1,1, Viini2. Takto méame vzdy ur-
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¢ené, ktoré hrany sa vyberaju pre tento pripad do ham. kruznice a ktoré
nie. Mézeme si vSimnuf, Ze hrany z obvodu kruZnice grafu M, sa postupne
striedaju, ¢i ich vyberieme do ham. kruZnice (v;v;11, ViinViin_1), alebo nie
(Vit1Vit2, Vitn_1Vitn—2) avSak hran medzi vrcholmi v; a v;, je n a to je parne.
Vsimnime si, ze z oboch stran vzdy vyberieme prva hranu do kruznice, po-
tom je zrejmé, Ze v strede ndm ostane jedna hrana, ktora by mala byt aj v
hamiltonovskej kruZnici aj nemal byt, ¢o je vSak spor. A nie je teda mozné

vytvorit hamiltonovskt kruznicu. [

Vi Vi+1 Vi Vi+1

?7? ??

Vi+n+1  Vi+n Vi+n+1  Vi+n

Obr. 5.13: Vytvaranie ham. kruznice s viac ako dvomi tetivami



Kapitola 6
Zaver

V tejto praci sme sa venovali problematike zoznamového farbenia. V pr-
vych dvoch kapitolach sme uviedli zédkladné definicie a prezentovali niekolko
doterajsich poznatkov z oblasti zoznamového farbenia. Spomenieme aspon
Thomassenovu vetu o zoznamovej 5-zafarbitelnosti planarnych grafov a vetu
o zoznamovej 3-zafarbitelnosti grafov s cyklami dizky delitemou ¢islom 1. V
tretej kapitole sme oboznamili ¢itatela s hypotézou o zoznamovom farbeni a
predstavili Galvinov dokaz jej platnosti pre bipartitné grafy. Nasledne v stvr-
tej kapitole sme sa venovali roznym metédam dokazovania tejto hypotézy.
Tymto prehladom metdd spolu s nazornymi prikladmi sme cheeli ukazat né-
vod, ako sa d4 dokazovat LCC pre rozne triedy grafov. Aj ¢itatel, ktory sa len
zacal zaujimat o hypotézu o zoznamovom farbeni, ma po prestudovani tejto
kapitole silny aparat na dokazovanie LCC pre rozne triedy grafov. V piate;
kapitole sme sa venovali roznym triedam grafov, pre ktoré sa nam podarilo
dokézaf platnost hypotézy o zoznamovom farbeni. Medzi tieto triedy patria:
koleso, valce, zovSeobecnené petersenove grafy kroku jeden, Mébiov rebrik a

iné.

51
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6.1 Otvorené otazky

NajdolezitejSou otvorenou otézkou je stale vSeobecné platnost hypotézy o
zoznamovom farbeni. AvSak pokial sa tito hypotézu nepodari vyriesit, dokaz
pre kazda nekonec¢nt triedu bude tspechom.

Za zaujimavé by som povazoval dokazanie LCC pre zovseobecnené peter-
senove grafy kroku k, kde £ > 2 a celkovo pre triedy neplanarnych regulér-

nych grafov.
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