
Katedra Informatiky

Fakulta Matematiky, Fyziky a Informatiky

Univerzita Komenského, Bratislava

Vo©ba ²éfa na cayleho grafoch

s lineárnym po£tom správ

(diplomová práca)

Bc. Martin Náme²ný

9.2.1 Informatika

Vedúci: doc. RNDr. Rastislav Královi£, PhD Bratislava, 2010





�estne prehlasujem, ºe som túto diplomovú prácu vy-
pracoval samostatne s pouºitím citovaných zdrojov.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .





�akujem svojmu ²kolite©ovi doc. RNDr. Rastislav Královi£, PhD za cenné
rady a postrehy, ktorými mi pomohol pri písaní tejto práce.



Abstrakt Práca sa zaoberá problémom vo©by ²éfa na cayleho grafoch s
pouºitím lineárneho po£tu správ. �trukturálne vlastnosti a zmysel pre
orientáciu majú ve©ký vplyv na po£et prenesených správ. V práci sme
navrhli algoritmus na vo©bu ²éfa na cayleho grafoch generovaných

transpozi£ným lesom vyuºívajúci turnajovú schému. Podarilo sa nám nájs´
netriviálnu podtriedu cayleho grafov, na ktorých je moºné zvoli´ ²éfa s

pouºitím lineárneho po£tu správ.
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Kapitola 1

Úvod

S rozvojom po£íta£ových sietí a viacjadrových procesorov je úzko spätá ob-
las´ distribuovaných výpo£tov. �i uº ide o peer-to-peer siete, distribuované
databázy alebo ad hoc bezdrôtové siete, v²etky pouºívajú nejakú formu distri-
buovaného po£ítania. Táto práca sa venuje jednému zo základných problémov
distribuovaných výpo£tov - vo©be ²éfa.

Ako vä£²ina distribuovaných algoritmov aj vo©ba ²éfa je závislá na kon-
krétnej topológií komunika£nej siete. Nie je jednoduché prenies´ algoritmus
z jedného druhu komunika£nej siete na druhý. Existuje algoritmus [8], ktorý
volí ²éfa na ©ubovolnom grafe, ale pouºíva aº O(N log N + E) správ, kde N
je po£et vrcholov a E je po£et hrán. Pre v²eobecné grafy platí, ºe to je aj
optimálny výsledok.

Algoritmy na konkrétnych triedach grafov uº vedia zvoli´ ²éfa s pouºitím
len lineárneho po£tu správ. Dobrým príkladom je hyperkocka [18] alebo star
graf [17].

V tejto práci sa venujeme cayleho grafom ako komunika£nej sieti. Cay-
leho grafy majú z h©adiska distribuovaných výpo£tov výhodné vlastnosti: sú
vrcholovo aj hranovo tranzitívne, majú vysokú odolnos´ vo£i chybám. Vhod-
nou vo©bou grupy a mnoºiny generátorov sa dá ovplyvni´ priemer, prípadne
maximálny stupe¬ grafu. �al²ou výhodou cayleho grafov je, ºe sú £asto hie-
rarchické, £o u©ah£uje návrh distribuovaných algoritmov. Spomínaná hyper-
kocka aj star graf sú cayleho grafy.

Cie©om práce je nájs´, £o najvä£²iu podmnoºinu cayleho grafov, na kto-
rých sa dá zvoli´ ²éf s lineárnym po£tom správ.

9



KAPITOLA 1. ÚVOD 10

1.1 �lenenie práce

Prvá £as´ diplomovej práce sa venuje de�nícii výpo£tového modelu, formálne
zavedieme de�níciu cayleho grafu a algoritmus na vo©bu ²éfa. �alej popisu-
jeme známe výsledky o vo©be ²éfa na v²eobecných grafoch a na známych
cayleho grafoch. V tejto £asti popí²eme ich niektoré základné vlastnosti.

Druhá £as´ diplomovej práce de�nuje pojem transpozi£ný strom a cayleho
grafy generované transpozi£ným strom. Ukáºeme základné vlastnosti ako po-
£et vrcholov a priemer. Pomocou teórie grúp dekomponujeme takýto cayleho
graf a poukáºeme na jeho rekurzívnu ²truktúru. V ¤al²ej £asti navrhneme dis-
tribuovaný algoritmus na vo©bu ²éfa a ohrani£íme vygenerovaný po£et správ
a £asovú zloºitos´ algoritmu.

Tretia £as´ práce de�nuje transpozi£ný les a popisuje cayleho graf gene-
rovaný transpozi£ným lesom. Nasleduje návrh a popis algoritmu a odhad
£asovej zloºitosti a po£tu správ.

1.2 Výpo£tový model

Výpo£tový model v tejto diplomovej práci je daný mnoºinou identických
procesorov a komunika£nou sie´ou. Kaºdý procesor ma vlastnú nezdie©anú
pamä´. Procesory si medzi sebou posielajú správy prostredníctvom liniek.

Vlastnosti procesorov:

• Identita procesora: Kaºdý procesor má priradenú identi�ka£né £íslo z
mnoºiny prirodzených £ísel. Toto £íslo je jedine£né v rámci komunika£-
nej siete. V texte ho budeme ozna£ova´ ako PID.

• Identita susedov: Procesor vie o svojich susedoch, ale nevie ich PID.
Priama adresácia nie je moºná. Adresácia je moºná iba pomocou lokál-
nych názvov liniek.

• Topologické informácie: Procesor pozná alebo vie spo£íta´ z lokálnych
informácií po£et procesorov v komunika£nej sieti, priemer grafu a ¤al-
²ie.

Vlastnosti liniek:

• Spo©ahlivos´: Komunika£né linky sú spo©ahlivé. Kaºdá odoslaná správa
je prijatá práve raz. Správy sa po ceste nemodi�kujú. Nevznikajú nové
správy ani sa nestrácajú.

• Vlastnos´ FIFO: Správy sú prijímané v poradí, akom boli odoslané.
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• Kapacita: V jednom momente môºe by´ linkou prená²ané neobmedzené
mnoºstvo správ.

Procesory nemajú prístup ku globálnemu £asovému rámcu ani nemajú
schopnos´ sledova´ reálny £as. Ná² model je plne asynchrónny systém, ako je
de�novaný v [19].

Komunika£nú sie´ môºme modelova´ pomocou grafu G = (V, E). Kde
vrcholy budú procesory a hrany budú linky. V tejto práci budeme predpokla-
da´, ºe ide o neorientovaný graf bez viacnásobných hrán a slu£iek. V texte
budeme volne zamie¬a´ pojmy vrchol, procesor prípadne uzol a hrana a linka.

1.2.1 Zmysel pre orientáciu

Santoro v £lánku [16] analyzoval, aký vplyv má znalos´ topológie a smerovanie
komunika£ných liniek na komunika£nú zloºitos´. Práce [6] a [7] nadväzujú a
formalizujú de�níciu zmyslu pre orientáciu. My si uvedieme len neformálny
popis z [6]. Zmysel pre orientáciu sp¨¬a nasledujúce vlastnosti:

• Kaºdý vrchol má jednozna£ne ozna£ené zna£kami hrany s ním inci-
dentné. Z opisu cesty len pomocou zna£iek hrán, vieme ur£i´, £i dve
cesty kon£ia v tom istom vrchole.

• Kaºdý vrchol odkazuje na iný vrchol pomocou jeho lokálneho mena.
Nech px(y) je lokálny názov vrcholu y z poh©adu vrchola x. Potom
existuje funkcia, ktorá priradí k opisu ciest medzi vrcholmi x a y lokálny
názov px(y).

• Existuje funkcia, ktorá transformuje lokálne názvy z poh©adu vrchola
x na lokálne názvy z poh©adu vrchola y, ak má k dispozícií opis cesty
medzi vrcholmi x a y.

Dobrý príkladom zmyslu pre orientáciu je model mrieºka a hrany ozna£ené
hore, dole, vpravo, v©avo. V práci budeme pracova´ s hranami ozna£enými
pomocou generátorov. Takéto ozna£enie hrán, ako neskôr uvidíme, tieº sp¨¬a
uvedené podmienky.

1.3 Vo©ba ²éfa

Vo©ba ²éfa patrí medzi ²tandardné problémy rie²ené v distribuovaných sys-
témoch. Príkladom ostatných problémov je atomický commit, konsenzus,
vzajomné vylú£enie alebo replikácia. Cie©om algoritmu je, ako názov napo-
vedá, z mnoºiny procesorov zvoli´ jeden procesor, ktorý bude �²éfom�. Najprv
uve¤me formálnu de�níciu algoritmu na vo©bu ²éfa:
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De�nícia 1. Algoritmus vo©by ²éfa je algoritmus, ktorý sp¨¬a nasledovné
podmienky1:

1. Na kaºdom procesore sa vykonáva rovnaký algoritmus.

2. Algoritmus je decentralizovaný. Algoritmus môºe by´ iniciovaný s ©ubo-
volnej neprázdnej podmnoºiny procesorov.

3. Kaºdý beh algoritmu skon£í v terminálnej kon�gurácií. A v kaºdej ter-
minálnej kon�gurácií existuje práve jeden procesor v stave líder a os-
tatné procesory sú v stave porazený.

Procesorom, ktorý e²te nespustili algoritmus, budeme hovori´ spiace. Pro-
cesory sa zvy£ajne zobudia, ke¤ sa im po²le prvá správa.

Niekedy sa vyºaduje, aby po skon£ení algoritmu, v²etky porazené vrcholy
poznali identitu ²éfa alebo cestu k nemu. Ak algoritmus pri vo©be ²éfa zá-
rove¬ vybuduje kostru, môºe ju vyuºi´ na noti�káciu porazených vrcholov.
Prípadne zvoli´ iný broadcast algoritmus. V tejto práci nebudeme túto pod-
mienku vyºadova´.

1.3.1 Pre£o volíme ²éfa

Potreba vo©by ²éfa sa prirodzene vynára v distribuovaných systémoch, ke¤ je
vyºadovaná kooperácia alebo koordinácia procesov. Príkladom je uº spomí-
naný atomický commit alebo problém vzájomného vylú£enia[15]. �asto nie
je moºné ur£i´ koordinátora dopredu, pretoºe ide o anonymnú sie´ alebo sa
vyºaduje, aby bol ur£ený online v prípade porúch siete alebo zlyhania pro-
cesora. �asto sa vo©ba ²éfa spolu s najlacnej²ou kostrou prezentuje ako prvý
algoritmus na nových topológiach komunika£ných sietí, aby sa prezentovala
�o£akávaná zloºitos´� distribuovaných algoritmoch.

1.3.2 Predchádzajúce výsledky

Gallager a kolektív [8] popísali algoritmus na vo©bu ²éfa a minimálnu kostru
na v²eobecných grafoch, ktorý pouºíva O(N log N +E) správ, kde N je po£et
vrcholov a E je po£et hrán. �asová zloºitos´ tohto algoritmu môºe by´ v
najhor²om prípade O(N log N). Algoritmus je optimálny vzh©adom na po£et
správ, ale £asová zloºitos´ je suboptimálna o faktor log V . Awerbuch v práci
[2] publikoval algoritmus, ktorý je optimálny vzh©adom na po£et správ aj
potrebný £as. Príklad rýchleho algoritmu je popísaný v práci [4]. V prípade,
ºe sú v²etky procesory prebudené, dosahuje £as n

2
+ O(1).

1De�nícia je prebratá z [19].
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Dolný odhad po£tu správ pre orientované aj neorientované kruhy nájdeme
v práci [5]. V priemernom prípade je potrebných Ω(N log N) správ. Dolný
odhad po£tu správ pre kompletné grafy v prácach [10],[12].

1.4 Cayleho graf

De�nícia 2. Podmnoºinu S grupy G nazveme generujúcou mnoºinou, ak

1. Neobsahuje neutrálny prvok.

2. Je uzavretá na inverzné prvky.

De�nícia 3. Nech G je kone£ná grupa a mnoºina S je generujúca mnoºina.
Potom neorientovaný graf Γ = (V,E) nazveme Cayleho graf, ak

1. Vrcholy grafu V (Γ) sú jednozna£ne priradené k prvkom grupy G.

2. V grafe Γ je hrana medzi vrcholmi v1 a v2 pravé vtedy, ke¤ v1 = v2s,
kde s je prvok mnoºiny S.

Poznámka 1. Ak cayleho graf nie je súvislý, sú jednotlivé komponenty sú-
vislosti navzájom izomorfné. V tomto prípade budeme pracova´ iba s jedným
komponentom súvislosti. Preto v texte budeme zamie¬a´ cayleho graf s jeho
komponentom súvislosti.

1.4.1 Cayleho graf ako komunika£ná sie´

V práci budeme niekedy nazýva´ vrchol jeho kanonickým názvom. Kanonický
názov vrchola je prvok grupy, ktorý reprezentuje. Napríklad, ak pôjde o grupu
permutácii, vrcholy budeme nazýva´ pomocou permutácií. Kanonický názov
budeme pouºíva´ iba na popis algoritmu, ale sám algoritmus ho nebude pouºí-
va´. Podobne hrany budeme ozna£ova´ generátormi, ktoré hranu vygenerovali.
Toto ozna£enie hrán bude vyuºíva´ aj algoritmus.

De�nícia 4. Graf je vrcholovo symetrický, ak pre kaºdú dvojicu vrcholov a
a b, existuje automor�zmus grafu, ktorý zobrazí a na b.

Inak povedané, poh©ad z kaºdého vrcholu na zvy²ok grafu je rovnaký. Ta-
kýto graf umoº¬uje, aby bola komunika£ná zá´aº rovnomerne distribuovaná
medzi v²etky vrcholy.

Veta 1. Kaºdý cayleho graf je vrcholovo symetrický.

Dôkaz. Dôkaz je v [1]



KAPITOLA 1. ÚVOD 14

Analogická vlastnos´ pre hrany:

De�nícia 5. Graf je hranovo symetrický, ak pre kaºdú dvojicu hrán a a b,
existuje automor�zmus grafu, ktorý zobrazí hranu a na b.

Veta 2. Uvaºujme Cayleho graf de�novaný d generátormi na n symboloch.
Cayleho graf je hranovo symetrický práve vtedy ke¤ kaºdá dvojica generátorov
g1 a g2 existuje permutácia n symbolov, ktorý mapuje generátory na samých
seba a g1 na g2.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v [1].

De�nícia 6. Graf, ktorý je vrcholovo aj hranovo symetrický, sa nazýva sy-
metrický.

1.4.2 Vo©ba ²éfa a známe cayleho grafy

Preh©adový £lánok na tému cayleho grafy a vo©ba ²éfa sa dá nájs´ v [11].

• Hyperkocka Qn je cayleho graf zaloºený na grupe permutácii S2n. Mno-
ºinu generátorov tvoria transpozície tvaru (2i − 1, 2i) pre i od 1 po n.
�lánok [18] popisuje algoritmus na vo©bu ²éfa, ktorý pouºíva lineárny
po£et správ.

• Pancake graph Pn je cayleho graf zaloºený na grupe permutácii Sn.
Mnoºinu generátorov tvoria permutácie tvaru k(k−1) . . . 321(k+1)(k+
2) . . . n pre k od 2 po n. Algoritmus v £lánku [13] s lineárnym po£tom
správ.

• Star graph Sn je tieº zaloºený na grupe Sn a mnoºina generátorov je
daná transpozíciami tvaru (1, i) pre i od 2 do n. V £lánku [17] bol
publikovaný algoritmus pouºívajúci lineárny po£et správ.

• Bubblesort graph Bn Vrcholy sú z grupy Sn. Generátory majú tvar
(i, i+1) pre i od 1 po n−1. �lánok [11] uvádza, ºe je známy algoritmus
pouºívajúci O(N log N) správ.

V £lánku [3] Barrière popisuje algoritmus na vo©bu ²éfa v neorientovanom
cayleho grafe stup¬a 4.



Kapitola 2

Vo©ba ²éfa a transpozi£né grafy

2.1 Transpozi£ný graf

V tejto kapitole budeme skúma´ cayleho grafy, ktoré sú zaloºené na grupe
permutácií Sn. Generujúcu mnoºinu budú tvori´ iba transpozície. Takúto
generujúcu mnoºinu môºme popísa´ pomocou transpozi£ného grafu, ktorého
de�nícia nasleduje:

De�nícia 7. Nech S je mnoºina transpozícií z grupy Sn. Transpozi£ný graf
nazveme neorientovaný graf bez násobných hrán a slu£iek, ktorého vrcholy
ozna£íme 1, 2, . . . , n a vrcholy i a j sú spojené hranou práve vtedy, ke¤ trans-
pozícia (i, j) patrí do S.

Ak je generujúca mnoºina tvorená iba transpozíciami, budeme príslu²ný
cayleho graf nazýva´ cayleho graf generovaný transpozi£ným grafom.

2.2 Transpozi£ný strom

De�nícia 8. Transpozi£ný graf, ktorý je strom, budeme nazýva´ transpozi£ný
strom.

Cayleho graf generovaný transpozi£ným stromom TS, kde S je generujúca
mnoºina, je daný týmto stromom a £íslom n, ktoré ur£uje grupu permutá-
cií Sn. Ak nebude uvedené inak budeme predpoklada´ ºe n je rovný po£tu
vrcholov stromu TS.

2.2.1 Základné vlastnosti

Lema 1. Graf generovaný transpozi£ným stromom s po£tom vrcholov n má
n! vrcholov.

15
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Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v [1].

Výhodou algebraického prístupu ku cayleho grafom je, ºe nám umoº¬uje
ur£i´ alebo odhadnú´ niektoré vlastnosti pre celú triedu grafov. Takouto vlast-
nos´ou je napríklad priemer grafu.

Predstavme si hru, kde kaºdému vrcholu transpozi£ného stromu priradíme
jednu zna£ku z mnoºiny {1, 2, . . . , n}. Na²ou úlohou je dosta´ zna£ky na svoje
miesto. Vrcholy si môºu vymeni´ zna£ky ak sú spojené hranou. Ke¤ vyrie²ime
úlohu, usporiadame permutáciu, reprezentovanú rozmiestnením zna£iek na
vrcholy.

V²imnime si, ºe cayleho graf tvorí stavový priestor spomínanej hry. Vr-
choly zodpovedajú rôznym usporiadaniam zna£iek. Hrany reprezentujú povo-
lené ´ahy. Nájdenie cesty v cayleho grafe zodpovedá utriedeniu permutácie.
�o znamená nájdenie rie²enia hry. Potom maximálny po£et krokov na vyrie-
²enie hry, zodpovedá priemeru cayleho grafu.

Veta 3. Nech T je transpozi£ný strom na n vrcholoch. Ozna£me priradenie
zna£iek ako permutácia π vrcholov T . Permutácia π sa dá utriedi´ v M(π)
krokoch.

M(π) = η(π)− n +
n∑

i=1

δ(i, π(i))

η(π) zna£í po£et cyklov permutácie a δ(i, j) je vzdialenos´ vrcholov i a j v
strome T .

Dôkaz. Dôkaz je prebratý z [1]. Zna£kám, ktoré sú na svojom mieste budeme
hovori´, ºe sú v dom£eku. Pre ne platí i = π(i). V rámci dôkazu ozna£me
po£et cyklov c a sumu S. Ak sú v²etky zna£ky v dom£eku, tak cyklov je n
a suma S je nulová. Po£et krokov na usporiadanie je nulový, lebo M(π) =
c− n + S = n− n + 0 = 0.

Ak m zna£iek nie je v dom£eku, tak po£et cyklov je aspo¬ n − m + 1.
Zárove¬ v²ak S ≥ m, pretoºe m zna£iek je vzdialených od dom£eka aspo¬ o
jeden. Z toho vyplýva, ºe M(π) = c− n + S ≥ n−m + 1− n + m = 1

Teraz ukáºeme, ºe M(π) vieme zmen²i´ na nulu po vykonaní najviac M(π)
transpozícií. Pre kaºdú zna£ku, ktorá nie je v dom£eku, ozna£me hranu ²ípkou
od tohto vrchola smerom k dom£eku. Vieme, ºe kaºdý vrchol ma najviac
jednu takúto hranu, pretoºe to je strom.

V²imnime si, ºe vieme nájs´ dvojicu susedných vrcholov so zna£kami x
a y takú, ºe x sa chce presunú´ do vrcholu, kde je y a y je bu¤ v dom£eku
alebo chce ís´ na miesto x. Poznamenajme, ºe ak sú susedné zna£ky x a y v
jednom cykle, tak po ich výmene budú v dvoch rôznych cykloch a naopak ak
boli v rôznych cykloch, potom budú v iba jednom.



KAPITOLA 2. VO�BA �ÉFA A TRANSPOZI�NÉ GRAFY 17

V prípade, ºe x a y si chcú navzájom vymeni´ miesto, tak po vykonaní
príslu²nej transpozície sa zníºi S o dva a zárove¬ sa zvä£²í po£et cyklov
najviac o jeden. Teda M(π) sa zmen²í aspo¬ o jeden. V druhom prípade je y
uº v dom£eku. Po vykonaní výmeny zostane suma S nezmenená, pretoºe x sa
priblíºi o jedna a y sa vzdiali o jedna. Ale x a y museli by´ v dvoch rôznych
cykloch, pretoºe ak bol y v dom£eku, tak y tvorilo cyklus d¨ºky jedna. Po
výmene sa zníºil po£et cyklov o jedna.

Veta 4. Zo v²etkých stromov na n vrcholoch, cesta generuje cayleho graf s
maximálny priemerom.

Dôkaz. Dôkaz sa dá nájs´ v [1].

Veta 5. Priemer cayleho grafu generovaným ©ubovolným stromom na n vr-
choloch sa dá zhora ohrani£i´ pomocou výrazu O(n2).

Dôkaz. Pod©a vety 4 má bubble sort graf najvä£²í priemer medzi cayleho
grafmi generovanými transpozi£ným stromom s po£tom vrcholov n. Priemer
bubble sort graf môºme odhadnú´ pomocou O(n2) [1].

Obr. 2.1: Príklad in²tancie hry na generujúcej mnoºine
{(1, 2), (2, 3), (3, 4), (3, 5)}

2.2.2 Dekompozi£né usporiadanie

De�nícia 9. Dekompozi£né usporiadanie f nazveme zobrazenie

f : {1, 2, . . . , |S|} → S

ak
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1. Zobrazenie f je bijekcia.

2. Pre kaºdé i ∈ {1, 2, . . . , |S| − 1}, grupa generovaná mnoºinou

i∪
l=1

{f(l)}

je vlastná podgrupa grupy generovanej mnoºinou

i+1∪
l=1

{f(l)}

Dekompozi£né usporiadanie nám umoºní postupne rozklada´ cayleho graf
na jeho komponenty. Najprv musíme ukáza´, ºe také zobrazenie existuje.
Majme danú generujúcu mnoºinu S a príslu²ný transpozi£ný strom T . Vieme,
ºe strom obsahuje vrchol so stup¬om jeden. Ozna£me ho v a vrchol, s ktorým
je spojený u. Priradíme f(1) = (v, u) a T = T − {v}. Postupne opakujeme
aº kým neodstránime v²etky listy.

Algorithm 1 Kon²trukcia dekompozi£ného usporiadania
1: T ′ ← T
2: i← 1
3: while E(T ′) ̸= ∅ do
4: v ← vrchol so stup¬om jeden
5: u← susedný vrchol v
6: f(i)← (v, u)
7: T ′ ← T ′ − {v}
8: i← i + 1
9: end while

Algoritmus 1 postupne odstra¬uje listy zo stromu a tým postupne vytvára
dekompozi£né usporiadanie. Strom po odstránení listu zostane stromom. V
kaºdej iterácií s listom odstráni aj jednu hranu. Po£et iterácií sa rovná po£tu
hrán v strome, to je n − 1. �iadna transpozícia nie je priradená dvakrát a
zárove¬ je priradená aspo¬ raz. Takto skon²truované zobrazenie je bijekcia.

Zostáva nám ukáza´ podmienku 2 z de�nície. Ozna£me mnoºinu Si =
{f(1), f(2), . . . , f(i)}. �ahko vidno, ºe grupa generovaná Si je podgrupa
grupy generovanej Si+1, pretoºe Si je podmnoºina Si+1. Z lemy 1 vyplýva, ºe
grupa generovaná Si má i! prvkov a grupa generovaná Si+1 obsahuje (i + 1)!
prvkov. Preto sa tieto dve grupy nemôºu rovna´. Tým sme dokázali nasledu-
júcu vetu.
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Veta 6. Výstupom algoritmu 1 je dekompozi£né usporiadanie generujúce
mnoºiny S s transpozi£ným stromom T .

2.2.3 Dekompozícia

Na úvod uvedieme de�níciu hierarchického cayleho grafu:

De�nícia 10. Cayleho graf nazveme hierarchický ak jeho generátory g1, g2,
..., gn sa dajú usporiada´ tak, ºe pre kaºdé i také, ºe 1 ≤ i ≤ n, je gi mimo
podgrupy generovanej g1, g2, ..., gi−1.

De�nícia 11. Cayleho graf nazveme silne hierarchický ak je hierarchický v
©ubovo©nom usporiadaní generátorov.

Graf, ktorý je hierarchický, sa dá rekurzívne dekomponova´. Príkladom
silne hierarchického grafu je hyperkocka.

�ahko vidno, ºe cayleho grafy generované transpozi£ným stromom sú hie-
rarchické. Vyplýva to z existencie dekompozi£ného usporiadania. Je moºné,
ºe existuje aj iné usporiadanie generátorov ako to, ktoré získame pomocou
algoritmu 1. Ale algoritmus 1 nám zaru£uje, ºe £asti na ktoré pôvodný graf
dekomponujeme, sú len men²ou in²tanciou grafu z tej istej triedy. V na²om
prípade je to, ºe sú generované transpozi£ným stromom.

Ak máme daný cayleho graf pomocou transpozi£ného stromu TS, tak
po£et generátorov v S je rovný po£tu hrán v TS. Nech n je po£et vrcholov
stromu TS. Potom |S| = n− 1.

Ozna£me f dekompozi£né usporiadanie TS. Teraz môºme zavies´ mnoºinu
Si:

Si =
i∪

j=1

f(j)

Teda mnoºina Si je podmnoºinou S a obsahuje prvých i generátorov
vzh©adom na dekompozi£né usporiadanie f . V²imnime si, ºe mnoºina Si ge-
neruje grupu izomorfnú s grupou Si+1.

Podobne ako sme zaviedli ozna£enie pre mnoºinu Si, ktorá pozostáva z
prvých i generátorov, ozna£me Gi+1 grupu generovanú mnoºinou Si. Teraz
môºme dekomponova´ cayleho graf Γn+1 pomocou rozkladu pod©a podgrupy.
Konkrétne máme na mysli ©avý rozklad grupy Gn+1 pod©a podgrupy Gn.

Veta 7. Cayleho graf Γn+1 obsahuje n + 1 vrcholovo disjunktných podgrafov
izomorfných s Γn.
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Dôkaz. Kaºdá trieda rozkladu grupy Gn+1 pod©a Gn je izomorfná s Gn. Mno-
ºina Sn−1 generuje Γn. Triedy rozkladu sú navzájom disjunktné a z toho vy-
plýva, ºe aj podgrafy nimi indukované, sú vrcholovo disjunktné. Pod©a vety
1 má graf Γn n! vrcholov. Kaºdá trieda rozkladu má rovnaký po£et prvkov.
Z toho vyplýva, ºe graf Γn+1 obsahuje

(n + 1)!

n!
= n + 1

vrcholov disjunktných podgrafov izomorfných s Γn.

Obr. 2.2: Transpozi£ný
strom

Dekompozíciu si ukáºeme na príklade. Zoberme
generujúcu mnoºinu S = {(1, 2), (2, 3), (2, 4)} (Ob-
rázok 2.2).Príslu²ný cayleho graf ozna£me Γ4. De-
kompozi£né usporiadanie je de�nované priamo£iaro
f(1) = (1, 2), f(2) = (2, 3) a f(3) = (2, 4). Mno-
ºina S generuje grupu permutácií S4. Mnoºina S2

generuje jej podgrupu S3. Rozklad S4 pod©a S3 má
4 triedy rozkladu - 4 kópie Γ3. Triedy rozkladu de-
mon²truje aj obrázok 2.3.

2.2.4 Vo©ba ²éfa

V tejto £asti ukáºeme schému pre algoritmus na vo©bu ²éfa na grafoch ge-
nerovaných transpozi£ným stromom. Vyuºijeme jeho hierarchickú ²truktúru.
Majme daný cayleho graf Γn+1 a generujúcu mnoºinu S = {g1, g2, . . . , gn}
a dekompozi£né usporiadanie f . Pod©a vety 7 sa tento graf skladá z n + 1
podgrafov Γn. Predpokladajme, ºe v kaºdom podgrafe existuje práve jeden
vrchol, ktorý je jedine£ný. Jednou z moºností, ako zvoli´ ²éfa celého grafu,
je vybra´ jeden z mnoºiny jedine£ných vrcholov. Ako ale ur£íme, jedine£ný
vrchol pre kaºdý podgraf? Ke¤ºe kaºdý z n+1 podgrafov je tieº cayleho graf
generovaný transpozi£ným stromom a generujúcou mnoºinou S/gn, môºeme
za jedine£ný vrchol podgrafu ozna£i´ ²éfa tohto podgrafu.

Ná² algoritmus bude pracova´ zdola nahor. Najprv sa zvolia ²éfovia 1.
úrovne, z nich sa zvolí ²éfovia 2. úrovne aº nakoniec sa zvolí ²éf n. úrovne.

De�nícia 12. �éfa i-tej úrovne nazveme vrchol, ktorý je ²éf v rámci podgrafu
indukovaným triedou rozkladu pod©a podgrupy Gi.

Veta 8. Cayleho graf Γn generovaný transpozi£ným stromom s generujúcou
mnoºinou S obsahuje n!

i!
²éfov i-tej úrovne.
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Obr. 2.3: Dekompozícia cayleho grafu Γ4
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Dôkaz. Z de�nície 12 vyplýva, ºe existuje bijekcia medzi ²éfmi i-tej úrovne a
triedami rozkladu pod©a podgrupy Gi. Podobne ako v dôkaze vety 7, po£et
vrcholov v podgrafe indukovanom grupou Gi je i!. Cayleho graf Γn má n!
vrcholov. Z toho po£et ²éfov i-tej úrovne je n!

i!
.

Algoritmus bude pracova´ podla nasledujúcej schémy:

1. Kaºdý vrchol je ²éfom 1. úrovne.

2. Pre i od 1 po n − 1 zvolíme spomedzi j ²éfov i-tej úrovne j
i+1

²éfov
(i + 1). úrovne.

�éf na i-tej úrovni musí skontaktova´ i + 1 ostatných ²éfov a porovna´ si
s nimi PID. Túto úlohu rozdelíme na 3 podúlohy:

1. Doru£enie správy do susedných podgrafov: �éf skontaktuje po jednom
vrchole v kaºdom susednom podgrafe, ktoré spolu s ním tvoria podgraf
Gi

2. Doru£enie správy ²éfovi podgrafu: Vrcholy skontaktované v prvom kroku
skontaktujú svojich ²éfov.

3. Spätné doru£enie správy: �éfovia jednotlivých podgrafov spätne po²lú
správu iniciátorovi matchmakingu1.

2.2.5 Doru£enie správy do susedného podgrafu

De�nícia 13. Nech vrchol x je ²éfom i-tej úrovne. Mnoºinu vrcholov Ui(x)
nazveme rôznorodá ak platí:

1. x ∈ Ui(x).

2. Ak y1 ∈ Ui(x) a y2 ∈ Ui(x) a y1 ̸= y2, potom y1 a y2 patria do rôznych
tried rozkladu grupy Gi+1 pod©a Gi.

Na splnenie tejto podúlohy potrebujeme doru£i´ správu do vrcholov, kto-
rých mnoºina je rôznorodá. Pozrime sa na generujúcu mnoºinu z predchádza-
júceho príkladu S3 = {(1, 2), (2, 3), (2, 4)}. V²imnime si, ºe príslu²ná grupa
generovaná touto mnoºinou je S4. �iºe permutuje v²etky prvky na v²etkých
pozíciach. Ke¤ ale zostrojíme rozklad tejto grupy pod©a podgrupy G3, ktorú
generuje mnoºina S2 = {(1, 2), (2, 3)}, tak jednotlivé triedy rozkladu sú síce
izomorfné s G3, ale permutova´ medzi sebou môºeme iba prvky na 1.,2. a 3.
pozícií. Prvok na ²tvrtej pozícií vºdy zostane na svojom mieste. Analogicky,

1Pozri v [14]
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keby sme zobrali iné dekompozi£né usporiadanie, konkrétne f(1) = (1, 2),
f(2) = (2, 4) a f(3) = (2, 3), tak trieda rozkladu by permutovala prvky na
pozíciách 1,2 a 4 a pozícia 3 by bola �xovaná.

De�nícia 14. De�nujme mnoºinu Xi = {k|(k, l) ∈ Si−1 ∨ (l, k) ∈ Si−1}.
Mnoºinu Xi budeme nazýva´ mnoºinou permutovaných pozícií.

Teraz môºme na£rtnú´ ako bude vyzera´ mnoºina Ui(x). �éf x patrí do
grupy Gi+1 a zárove¬ do nejakej triedy rozkladu pod©a Gi. Pouºitím liniek
1 aº i − 1 sa dá správa doru£i´ iba v rámci podgrafu Γi. Aº pouºitím linky
i, ktorá zodpovedá transpozícií f(i), sa dá správa doru£i´ v rámci podgrafu
Γi+1.

Triedy rozkladu sa medzi sebou lí²ia prvkom na �xovanej pozícií. Bez
ujmy na v²eobecnosti predpokladajme, ºe transpozícia f(i) má tvar (k, l) a
l /∈ Xi. Predpokladajme, ºe vrchol má na k-tej pozícií v permutácií 2. Potom
po linke i môºe posla´ správu do triedy rozkladu, ktorá ma na �xnej pozícií
dvojku. My ale potrebujeme posla´ správu do v²etkých susedných podgrafov.
To ©ahko dosiahne postupným presunutím v²etkých prvkov na pozíciu k.

Veta 9. Nech x je ²éf i-tej úrovne a f(i) má tvar (k, l), kde l /∈ Xi. Potom
mnoºina U = {x ∗ (j, k) ∗ (k, l)|j ∈ Xi} ∪ {x} je rôznorodá.

Dôkaz. Prvá podmienka rôznorodosti je splnená z de�nície mnoºiny U .
Druhú podmienku dokáºeme sporom. Vieme2, ºe aH = bH pravé vtedy,

ke¤ b−1a ∈ H. Z toho vyplýva

(x(j2, k)(k, l))−1(x(j1, k)(k, l)) ∈ Gi

pri£om j1 ̸= j2. Upravme ¤alej tento výraz

(k, l)(j2, k)x−1x(j1, k)(k, l) = (k, l)(j2, k)(j1, k)(k, l)

= (k, l)(j2, k)(j1, k)(k, l)

= (l, j2, j1)

= (l, j1)(l, j2)

teda (l, j1)(l, j2) ∈ Gi, ale to je v spore s predpokladom l /∈ Xi.
Analogicky ukáºeme, ºe

x−1x(j, k)(k, l) /∈ Gi

Ak by (j, k)(k, l) ∈ Gi potom by l muselo patri´ do Xi, £o je spor.

2Vetu a jej dôkaz môºme nájs´ napríklad v [9]
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Obr. 2.4: Kontaktovanie susedných podgrafov
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Prvok U3(x) Zoznam pouºitých liniek Postupnos´ vrcholov
x 1234
x(1, 2)(2, 4) (1, 2), (2, 4) 1234, 2134, 2431
x(2, 2)(2, 4) (2, 4) 1234, 1432
x(3, 2)(2, 4) (2, 3), (2, 4) 1234, 1324, 1423

Tabu©ka 2.1: Prvky mnoºiny U3(x)

Na obrázku 2.4 vidie´ príklad kontaktovania susedných podgrafov. Vy-
plnení vrchol predstavuje ²éfa 3. úrovne. Mnoºina permutovaných pozícii
vyzerá takto X3 = {1, 2, 3}. A f(3) je transpozícia tvaru (2, 4). Rôznorodá
mnoºina pre tento prípad je de�novaná nasledovne:

U3(x) = {x(j, 2)(2, 4)|j ∈ X3} ∪ {x}

Kanonický názov vrchola x je 1234. Prvky mnoºiny U3(x) zobrazuje tabu©ka
2.1. Vrchol x, pouºitím linky 3, priamo po²le správu do susedného podgrafu.
Prostredníctvom vrcholov 2134 a 1324 a následným pouºitím linky 3, je ²éf
schopný posla´ správu aj do zvy²ných dvoch podgrafov.

Zostáva vyrie²i´ ako získa´ postupnos´ liniek, ktorá zodpovedá transpozí-
cií (i, j). Tu si pomôºeme transpozi£ným stromom. Cesta v transpozi£nom
strome medzi vrcholmi i, j, zodpovedá postupnosti transpozícii, ktorých sú-
£inom je transpozícia (i, j). Algoritmus 2 pre kaºdý vrchol z rôznorodej mno-
ºiny vypo£íta túto postupnos´ a po²le správu po linke, ktorá zodpovedá prvej
transpozícii z postupnosti. V algoritme 3 príjemca správy odhodí prvú trans-
pozíciu z postupnosti a ak zostane neprázdna, tak po²le správu ¤alej po
príslu²nej linke. Ak postupnos´ zostala prázdna, tak príjemca je kone£ným
príjemcom obsahu správy.

Algorithm 2 sendByTransposition(i, j, M)

1: list← findPathInTraspositionTree(i, j)
2: if list = ∅ then
3: send(0,M, ∅)
4: return
5: else
6: link ← head(list)
7: end if
8: send(link, ForwardMessage(list, M), ∅)
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Algorithm 3 OnReceiveForwardMessage(list,M, traveledLinks)

1: list← tail(list)
2: if list = ∅ then
3: send(0,M, traveledLinks)
4: else
5: send(link, ForwardMessage(list,M), traveledLinks)
6: end if

2.2.6 Doru£enie správy ²éfovi podgrafu

Uº vieme posla´ správu do mnoºiny vrcholov Ui(x). Jednotlivé vrcholy teraz
musia doru£i´ správu do svojho ²éfa i-tej úrovne. Problémom je, ºe daný
vrchol nemusí vedie´, kto je tým ²éfom. Preto budeme poºadova´, aby si
kaºdý vrchol pamätal najkrat²iu cestu k svojmu ²éfovi úrovne o jedna vä£²ej.
Ak vrchol u z mnoºiny Ui(x) je ²éfom na úrovni j, vieme sa dosta´ k ²éfovi
na úrovni j +1, odtia© ku j +2 aº k ²éfovi na úrovni i. V najhor²om prípade
vrchol u prehral hne¤ na za£iatku a bude ²éfom nultej úrovne.

Algorithm 4 OnReceiveForwardToLeaderMessage(targetLevel,M, traveledLinks)

1: if targetLevel = currentLevel then
2: send(0,M, traveledLinks)
3: return
4: else
5: path← getPathToCurrentLeader()
6: link ← head(path)
7: leaderMessage← ForwardToLeaderMessage(targetLevel,M)
8: message← ForwardMessage(path, leaderMessage)
9: send(head(path),message, traveledLinks)

10: end if

Algoritmus 4 popisuje spôsob doru£enia správy z vrcholu u do ²éfa i-tej
úrovne. Na preposielanie správy medzi ²éfom j-tej úrovne do ²éfa (j + 1)-tej
úrovne sa pouºíva správa typu ForwardMessage podobne ako pri doru£ovaní
správy do susedného podgrafu.

2.2.7 Spätné doru£enie správy

Ke¤ ²éf i-tej úrovne dostane správu od ²éfa rovnakej úrovne zo susedného
podgrafu, správa obsahuje zoznam liniek, ktoré boli pouºité pri preposielaní
správy. Potom pomocou usporiadanie permutácie vie nájs´ cestu k pôvod-
nému odosielate©ovi.
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Zoznam liniek po ktorých putovala správa predstavuje permutáciu π. Po-
dobne ako v dôkaze vety 3 priradíme vrcholom transpozi£ného stromu zna£ky.
Vrchol v bude ma´ zna£ku π(v). Na²ím cie©om je premiestni´ zna£ky na svoje
miesto, to je tak aby platilo v = π(v). Zna£ky môºeme premiest¬ova´ iba vý-
menou medzi dvoma susednými vrcholmi.

Algorithm 5 Utriedenie permutácie π pomocou mnoºiny transpozícii
1: T ← transpozi£ný strom
2: π ← permutácia
3: resultList← nil
4: while existuje zna£ka, ktorá nie je na svojom mieste do
5: while existuje list, ktorý má správnu zna£ku do
6: v ← list, ktorý má zna£ku v dom£eku, t.j v = π(v)
7: T ← T − {v}
8: end while
9: u← list, ktorý nemá svoju zna£ku

10: v ← vrchol pre ktorý platí π(v) = u
11: list← findPathInTraspositionTree(v, u)
12: π ← π ∗ list
13: resultList← resultList + list
14: end while

Výstupom algoritmu 5 je postupnos´ transpozícii z mnoºiny generátorov,
ktoré utriedia permutáciu π. Algoritmus v kaºdom kole vonkaj²ieho cyklu
umiestni aspo¬ jednu zna£ku na svoje miesto. Zárove¬ túto zna£ku aj s prí-
slu²ným vrcholom odstráni zo stromu. To znamená, ºe táto zna£ka zostane
na svojom mieste aº do konca algoritmu. V i-tom opakovaní cyklu máme
aspo¬ i zna£iek v dom£eku. Po n-tom opakovaní musia by´ v²etky zna£ky na
svojom mieste.

Pomocou výstupu algoritmu 5 vieme doru£i´ správu TournamentReply
vyzývate©ovi. Tá bude obsahova´ PID vrchola. Vyzývate©, ²éf i-tej úrovne
po£ká na i + 1 správ TournamentReply a pod©a nich vyhodnotí, £i sa stane
²éfom i + 1 úrovne. Ak prehrá, zapamätá si cestu k vrcholu s najvä£²ím PID.
Ak vyhrá pokra£uje vo vyzývaní ostatných ²éfov úrovne i+1 pomocou správy
Tournament.

2.2.8 Korektnos´ algoritmu

Veta 10. Algoritmus zvolí ²éfa grafu Γn.

Dôkaz. Musíme ukáza´, ºe vrchol, ktorý bol zvolený algoritmom je jediný
vrchol v stave líder. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na úrove¬ ²éfa.
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i = 1 Kaºdý vrchol je ²éfom 1. úrovne v rámci podgrafu indukovanom triedou
rozkladu pod©a grupy G1, pretoºe tento podgraf obsahuje iba jeden
vrchol.

IP Máme zvolených i + 1 ²éfov i-tej úrovne. Príslu²né podgrafy spolu tvo-
ria podgraf indukovaný triedou rozkladu pod©a podgrupy Gi+1. V pred-
chádzajúcom texte sme ukázali, ºe si títo ²éfovia medzi sebou vymenia
svoj PID. Kaºdý z nich má k dispozícií rovnakú kone£nú podmnoºinu
totálne usporiadanej mnoºiny. Táto podmnoºina má jediný najvä£²í pr-
vok a preto výber ²éfa i + 1. úrovne z pomedzi i + 1 ²éfov i-tej úrovne
je jednozna£ný.

V²imnime si, ºe algoritmus neskon£i skôr ako sa zvolí ²éf celého podgrafu.
V kaºdom kole sa vyberie aspo¬ jeden nový ²éf a ten spustí ¤al²ie kolo
výpo£tu.

2.2.9 Celkový po£et odoslaných správ

Veta 11. Nech T je transpozi£ný strom z mnoºiny generátorov Si. Výstupom
algoritmu 5 je postupnos´ d¨ºky najviac O(i2).

Dôkaz. Algoritmus v kaºdom opakovaní vonkaj²ieho cyklu umiestni zna£ku
na svoje miesto. Pri tom vygeneruje postupnos´ transpozícii, ktoré pouºil.
D¨ºka tejto postupnosti nie je vä£²ia ako priemer transpozi£ného stromu. Zá-
rove¬ v kaºdej iterácií odstráni najmenej jeden list. Preto ak transpozi£ný
strom má na za£iatku algoritmu i+1 vrcholov potom postupnos´ transpozícii
bude ma´ d¨ºku l, kde

l ≤
i+1∑
j=1

(j − 1) =
i∑

j=0

j = O(i2)

Veta 12. �éf i-tej úrovne vie skontaktova´ ²éfa rovnakej úrovne zo susedného
podgrafu pouºitím O(i3) správ.

Dôkaz. Dôkaz rozdelíme na 3 £asti, rovnako ako opis algoritmu.

• Doru£enie správy do vrchola z mnoºiny Ui(x). Procedúra sendByTransposition
naplánuje cestu pod©a cesty v transpozi£nom strome. Kaºdá linka v po-
stupnosti predstavuje jednu správu. Transpozi£ný strom je ur£ený mno-
ºinou Si−1. Tento strom má i vrcholov a jeho priemer je i. Na konci
pouºijem e²te linku f(i). To je najviac i správ.
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• Doru£enie správy svojmu ²éfovi i-tej úrovne. Predpokladajme, ºe vrchol
u je ²éf k-tej úrovne. Vrchol u pozná cestu k ²éfovi úrovne k +1. Pod©a
vety 11 má d¨ºku najviac O(i2). Celkový po£et správ bude

i−1∑
j=k

O(j2) ≤
i∑

j=0

O(j2) = O(i3)

• Spätné doru£enie správy tieº pouºíva algoritmus 5 na naplánovanie
cesty. Po£et odoslaných správ je O(i2).

Celkový po£et správ pre ²éfa i-tej úrovne je O(i3).

Veta 13. Algoritmus pri vo©be ²éfa na grafe Γn generovaný transpozi£ným
stromom T pouºije O(n!) správ.

Dôkaz. �éf na úrovni i kontaktuje i+1 ²éfov rovnakej úrovne. Spolu ²éf i-tej
úrovne priamo £i nepriamo vygeneruje O(i4) správ. �éfov na úrovni i v grafe
Γn je n!

i!
. Celkový po£et správ bude

n∑
i=2

n!

i!
O(i4) = n!O(

n∑
i=2

i4

i!
) = n!O(1) = O(n!)

2.2.10 �asová zloºitos´

Podobne ako v prácach [18] a [17], budeme predpoklada´, ºe v²etky uzly(vrcholy)
spustia algoritmus nezávisle a posledný uzol za£ne v £ase t0.

Veta 14. Algoritmus zvolí ²éfa v grafe Γn generovanom transpozi£ným stro-
mom v £ase O(n4).

Dôkaz. Predpokladajme, ºe ²éfovia i-tej úrovne sú zvolený v £ase ti. Kontak-
tovanie susedných ²éfov prebieha paralelne, sta£í nám spo£íta´ ko©ko £asu
trvá matchmaking s jedným susedom.

• Doru£enie správy do susedného podgrafu trvá O(i) krokov.

• Doru£enie správy svojmu ²éfovi trvá O(i3) krokov.

• Spätné doru£enie správy trvá O(i2) krokov.

Celkový £as bude:

tn = t0 +
n−1∑
i=1

O(i3) = t0 + O(n4)
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2.3 Transpozi£ný les

De�nícia 15. Transpozi£ný graf, ktorý je les, nazveme transpozi£ný les.

Les pozostáva z k stromov. Ozna£me jednotlivé stromy T1, T2, . . . , Tk. Po-
£et vrcholov jednotlivých stromov ozna£me ni pre i = 1, 2, . . . , k. Ak k > 1,
tak príslu²ný cayleho graf je nesúvislý. Pod©a poznámky 1 sú jednotlivé kom-
ponenty izomorfné.

2.3.1 Základné vlastnosti

Veta 15. Komponent súvislosti cayleho grafu, ktorý je generovaný transpo-
zi£ným lesom s k komponentami, má

N =
k∏

i=1

(ni)!

vrcholov.

Dôkaz. Budeme postupova´ indukciou vzh©adom na k:

k = 0 Generujúca mnoºina je prázdna, teda cayleho graf neobsahuje ºiadne
hrany. Z toho vyplýva, ºe kaºdá komponenta súvislosti má práve jeden
vrchol.

k = 1 Dôsledok vety 1.

IP Kaºdá hrana v transpozi£nom lese predstavuje transpozíciu v generujú-
cej mnoºine a kaºdá transpozícia generuje mnoºinu hrán v príslu²nom
cayleho grafu. Ozna£me v²etky hrany v cayleho grafe, ktoré boli vygene-
rované hranou zo stromu Tk, £ervenou farbou a ostatné hrany modrou.

Jednoduché pozorovanie je, ºe ke¤ vynecháme £ervené hrany, dosta-
neme cayleho graf generovaný stromami T1, T2, . . . , Tk−1. Naopak ak
vynecháme modré hrany dostane cayleho graf generovaný stromom Tk.

Modrým komponentom budeme nazýva´ komponent súvislosti grafu,
ktorý má odstránené £ervené hrany. Analogicky de�nujeme £ervený
komponent. Modrá cesta je cesta pozostávajúca iba z modrých hrán.
�ervená cesta je cesta z £ervených hrán.

Ak medzi vrcholmi existuje modrá cesta tak medzi nimi neexistuje £er-
vená. Ak by existovali obe, znamenalo by to, ºe existujú dve rôzne
permutácie π1 a π2 také, ºe xπ1 = xπ2. Ale v grupe môºme kráti´
z©ava, potom π1 = π2, £o je spor.
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Zoberme si ©ubovolný vrchol, ten sú£asne patrí do nejakého modrého
komponentu aj do nejakého £erveného. �ervený komponent obsahuje
pod©a induk£ného predpokladu nk! vrcholov. Modrý komponent má∏k−1

i=1 (ni)! vrcholov, pri£om kaºdý patrí do nejakej £erveného kompo-
nentu. Tieto komponenty sú ale navzájom rôzne. Z toho vyplýva, ºe

N ≥
k∏

i=1

(ni)!

Musíme sa e²te presved£i´, £i to nie je viac. S kaºdým vrcholom v z mod-
rého komponentu M1 zarátame celý £ervený komponent C1 do ktorého
v patrí. Vrcholy z £erveného komponentu sú spojené modrou hranou aj
s inými vrcholmi. Ukáºeme, ºe tieto vrcholy patria do £erveného kom-
ponentu C2, ktorý je spojený s vrcholom u z modrého komponentu M1

a teda uº ho máme zarátaný.

Vrchol v je z modrého komponentu M1 a zárove¬ z £erveného kom-
ponentu C1. Nech vrchol w je z £erveného komponentu C1. Existuje
£ervená cesta medzi vrcholmi v a w, ozna£me ju permutáciou π1. Zo-
berme ©ubovolný vrchol u, ktorý je spojený modrou cestou, ozna£me
ju π2, s vrcholom w. Potom existuje cesta medzi vrcholmi v a u a má
tvar π1π2. Ke¤ºe permutácie π1 a π2 sú disjunktné, existuje aj druhá
cesta tvaru π2π1. Vrchol vπ2 je z modrého komponentu M1 a s ním je
zarátaný aj vrchol u. Z toho

N =
k∏

i=1

(ni)!

Poznámka 2. Aby sme sa vyhli opakovanému zdôraz¬ovaniu, ºe nehovoríme
o celom cayleho grafe, ale iba o jednej jeho komponente súvislosti, nazveme
ju βS.

Nasledujúca veta hovorí o priemere cayleho grafu generovaného transpo-
zi£ným lesom:

Veta 16. Priemer cayleho grafu generovaného transpozi£ným lesom je O(n2),
kde

n =
k∑

i=1

ni

Dôkaz. Horné ohrani£enie vyplýva z algoritmu 7 a vety 21.
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2.3.2 Dekompozi£né usporiadanie

Dekompozi£né usporiadanie sme de�novali v de�nícií 9. Ozna£me volanie
algoritmu 1 na strome T ako volanie funkcie decomposeTree(T ).

Algorithm 6 Kon²trukcia dekompozi£ného usporiadania pre transpozi£ný
les
1: base← 0
2: for i = 1 to k do
3: h← decomposeTree(Ti)
4: for j = 1 to ni − 1 do
5: f(base + j) = h(j)
6: end for
7: base = base + ni − 1
8: end for

Algoritmus 6 postupne usporiada generátory z mnoºiny S. Prvých n1

generátorov tvorí strom T1, nasledujúcich n2 generátorov tvorí strom T2 a
tak ¤alej. V rámci stromu Ti je usporiadanie ur£ené algoritmom 1.

Kvôli jednoduchosti vyjadrovania zave¤me e²te dve pomocné funkcie.
Funkcie t aj s sú N → N. Zobrazenie t(i) vráti £íslo stromu, do ktorého
patrí transpozícia f(i). Zobrazenie s(i) vráti poradové £íslo transpozície f(i)
v rámci stromu.

Musíme preveri´ e²te vlastnos´ dekompozi£ného usporiadania, ºe grupa
generovaná mnoºinou Si je vlastná podgrupa grupy generovanej mnoºinou
Si+1. Pripome¬me, ºe mnoºina Si je de�novaná takto:

Si =
i∪

l=1

{f(l)}

Si je podmnoºina Si+1. Rozdiel mnoºín Si+1 a Si je transpozícia (m,n).
Platí, ºe transpozícia (m,n) nepatrí do grupy generovanej mnoºinou Si, pre-
toºe by v transpozi£nom lese vznikol cyklus. Ale transpozícia (m,n) patrí do
grupy generovanej mnoºinou Si+1.

2.3.3 Dekompozícia

Cayleho grafy generované transpozi£ným lesom sú hierarchické. Poradie ge-
nerátorov, vyºadované v de�nícií 10 je dané dekompozi£ným usporiadaním
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f . Ozna£me symbolom Gi
3 grupu generovanú mnoºinou Si. Podobne ako v

prípade transpozi£ných stromov, existujú aj iné usporiadania generátorov.
Dekompozi£né usporiadanie f má nasledujúce vlastnosti:

1. Transpozi£né grafy zadané mnoºinou generátorov Si sú lesy.

2. S rastúcim i neklesá po£et komponentov súvislosti v transpozi£nom lese.
Inak povedané pridaním transpozície f(i+1) do mnoºiny Si nespojíme
dva stromy do jedného.

Symbol βS bude ozna£ova´ cayleho graf generovaný transpozi£ným lesom
z mnoºiny transpozícii S. Nech Sn = S potom grupu permutácii generovanú
mnoºinou Sn ozna£íme Gn.

Veta 17. Nech βSj
je cayleho graf generovaný transpozi£ným lesom. Transpo-

zi£ný les pozostáva so stromov T1, T2, . . . , Tk a strom Tk obsahuje nk vrcholov.
Potom graf βS sa skladá z nk vrcholovo disjunktných podgrafov izomorfných
s grafom βSj−1

.

Dôkaz. Veta je obdobou vety 7. Trieda rozkladu grupy Gj pod©a podgrupy
Gj−1 je izomorfná s grupou Gj−1. Mnoºina Sj−1 generujúca grupu Gj−1 je ge-
nerujúca mnoºina grafu βSj−1

. Ke¤ºe triedy rozkladu sú navzájom disjunktné,
tak aj podgrafy nimi indukované, sú vrcholovo disjunktné.

Môºeme predpoklada´, ºe strom Tk obsahuje aspo¬ dva vrcholy. Trans-
pozi£ný les nemôºe obsahova´ strom, ktorý je tvorený izolovaným vrcholom,
pretoºe kaºdá transpozícia v mnoºine Sj pridáva vrchol a hranou ho pripája
do stromu, alebo pridáva dva vrcholy spojené hranou.

Pod©a vety 15 graf βSj
obsahuje

(
k−1∏
i=1

ni!) ∗ nk!

vrcholov. Analogicky graf βSj−1
má

(
k−1∏
i=1

ni!) ∗ (nk − 1)!

vrcholov. Triedy rozkladu grupy Gj pod©a Gj−1 majú rovnaký po£et prvkov
ako grupa Gj−1. Potom rozklad obsahuje∏k−1

i=1 ni!∏k−1
i=1 ni!

∗ nk!

(nk − 1)!
= nk

3Narozdiel od grupy Gi pouºívanej pri vo©be na cayleho grafe generovanom transpo-
zi£ným stromom, dolný index neur£uje po£et permutovaných symbolov, ale mohutnos´
mnoºiny generátorov.
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tried.

2.3.4 Vo©ba ²éfa

Aj v tomto prípade budeme postupne voli´ ²éfa zdola nahor. Zavedieme pojem
²éfa i-tej úrovne pre cayleho graf generovanom transpozi£ným lesom.

De�nícia 16. �éfom i-tej úrovne nazveme vrchol, ktorý je ²éf v rámci pod-
grafu indukovanom triedou rozkladu Gi.

Veta 18. Graf βSn obsahuje ∏k
j=t(i) nj!

(s(i) + 1)!

²éfov i-tej úrovne.

Dôkaz. Pod©a de�nície 16 ²éfov i-tej úrovne môºme jednozna£ne priradi´ k
triedam rozkladu pod©a podgrupy Gi. Podobne ako v dôkaze vety 17 ur-
£íme po£et prvkov rozkladu. Grupa Gi je generovaná mnoºinou Si. Mnoºina
Si obsahuje prvých i generátorov. Ak funkcia t(i) vracia £íslo stromu do
ktorého patrí transpozícia f(i), tak potom do Si patria v²etky transpozície,
ktoré tvoria stromy T1, T2, . . . , Tt(i)−1 a po£et vrcholov jednotlivých stromov
je n1, n2, . . . , nt(i)−1. Funkcia s(i) ur£uje po£et transpozícii, ktoré patria do
Si a zárove¬ tvoria strom Tt(i). Takýto podstrom s s(i) hranami obsahuje
s(i) + 1 vrcholov. Pouºitím vety 15 dostaneme po£et vrcholov patriacich do
podgrafu indukovanom triedou rozkladu:

(

t(i)−1∏
j=1

nj!) ∗ (s(i) + 1)!

Po£et ²éfov i-tej úrovne dostaneme ako pomer celkového po£tu vrcholov grafu
βS a po£et vrcholov podgrafu:∏k

j=1 nj!∏t(i)−1
j=1 nj!

∗ 1

(s(i) + 1)!
=

∏k
j=t(i) nj!

(s(i) + 1)!

Algoritmus bude pracova´ pod©a schémy:

1. Kaºdý vrchol je ²éfom 0-tej úrovne.
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2. Z mnoºiny ²éfov i-tej úrovne zvolíme men²iu mnoºinu ²éfov (i + 1).
úrovne.

�éf i-tej úrovne musí skontaktova´ s(i)+2 ²éfov rovnakej úrovne. Podobne
ako v podkapitole 2.2.4 rozdelíme úlohu na tri podúlohy:

1. Doru£enie správy do susedného podgrafu

2. Doru£enie správy ²éfovi podgrafu

3. Spätné doru£enie správy

2.3.5 Doru£enie správy do susedného podgrafu

�éf i-tej úrovne vie pomocou liniek 1, 2, . . . , f(i) komunikova´ v rámci pod-
grafu βSi

. Linka f(i+1) umoº¬uje odosielanie správ do susedných podgrafov
βSi

. Na doru£enie správ do rôznych susedných podgrafov pouºijeme de�níciu
rôznorodej mnoºiny zo strany 22. Ve©kos´ mnoºiny Ui(x) je daná po£tom
tried rozkladu grupy Gi+1 pod©a podgrupy Gi.

Na rozdiel od prípadu generovania transpozi£ným stromom, v tomto prí-
pade sa nepermutujú v²etky pozície, ktoré sa vyskytnú v transpozíciách z
mnoºiny Si. Predpokladajme, ºe transpozícia f(i + 1) má tvar (k, l) pri£om
l je £íslo vrcholu, ktorý je list na strome Tt(i+1) v transpozi£nom lese gene-
rovanom mnoºinou Si+1. Potom dva vrcholy, ktoré chcú doru£i´ správu do
susedného podgrafu pomocou linky (k, l), musia ma´ na k-tom mieste v kano-
nickom názve rôzne prvky. Ak ²éf i-tej úrovne chce doru£i´ správu do dvoch
vrcholov, ktoré majú rôzne prvky na k-tom mieste, sta£í mu pouºi´ trans-
pozície, ktoré tvoria strom Tt(i+1), pretoºe transpozície, ktoré tvoria ostatné
stromy lesa, generujú grupu, ktorá nepermutuje prvky na pozícií k.

Ozna£me S(i) mnoºinu transpozícii, ktoré tvoria strom Ti. Potom platí

k∪
i=1

S(i) = S

De�nícia 17. Mnoºinu

Xi =

{
{k|(k, l) ∈ Si ∩ S(t(i)) ∨ (l, k) ∈ Si ∩ S(t(i))} ak t(i) = t(i + 1)
{k|(k, l) = f(i + 1)} inak

budeme nazýva´ mnoºinou permutovaných pozícií.

�ahko vidno, ºe aj takto de�novaná mnoºina permutovaných pozícií za-
chová platnos´ vety 9. �éf x i-tej úrovne pouºitím vety 9 zostrojí postupnos´
liniek na ceste od neho do vrcholov mnoºiny Ui(x). Potom pomocou proce-
dúry sendByTransposition uvedenej na strane 25 vykoná doru£enie správy.
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2.3.6 Doru£enie správy ²éfovi podgrafu

Vrchol v z mnoºiny Ui(x) musí doru£i´ správu svojmu ²éfovi i-tej úrovne.
Kaºdý vrchol si bude pamäta´ cestu k ²éfovi, ktorý ho porazil. Ak vrchol v
bol ²éf úrovne l, potom pozná cestu k ²éfovi úrovne l + 1, ten pozná cestu k
²éfovi úrovne l + 2 a tak ¤alej. Táto podúloha má identické rie²enie ako je
uvedené v podkapitole 2.2.6.

2.3.7 Spätné doru£enie správy

Rovnako ako v predchádzajúcom algoritme na vo©bu ²éfa, ke¤ správa od
vrcholu x dorazí do susedného ²éfa i-tej úrovne, nesie v sebe aj zoznam liniek
po ktorých pre²la. Úlohou príjemcu je usporiada´ permutáciu, ktorá je daná
tým to zoznamom a posla´ po takto skrátenej ceste vyzývate©ovi správu
TournamentReply.

Veta 19. Skladanie disjunktných transpozícii je komutatívne.

Dôsledkom vety 19 je, ºe postupnos´ transpozícii z mnoºiny S, môºeme
preusporiada´ tak, aby prvých m1 transpozícii bolo z mnoºiny S(1), ¤al²ích
m2 transpozícii z mnoºiny S(2) a tak ¤alej. Permutácia π je sú£in trans-
pozícii z mnoºiny S. Zave¤me zna£ku pre kaºdý vrchol z transpozi£ného
grafu. Vrchol u bude ma´ zna£ku π(u). Úloha je dosta´ zna£ky na svoje
miesto. Vyuºijeme algoritmus 5. Spustíme ho na kaºdom strome zvlá²´ a spo-
jíme postupnosti za sebou do jednej postupnosti. Algoritmus 5 na kaºdom
strome umiestni v²etky zna£ky na svoje miesto, pretoºe kaºdá zna£ka ma
svoje miesto v tom istom strome ako bola umiestnená na za£iatku algoritmu.
Ak by to tak nebolo, znamenalo by to, ºe v ceste bola transpozícia, ktorá
nepatrí do S. Ozna£me algoritmus 5 ako funkcia sortPermTree(T, π), ktorá
vráti postupnos´ transpozícii, pomocou ktorých je moºne premiestni´ zna£ky
na svoje miesto na strome T .

Algorithm 7 Usporiadanie permutácie π

1: list← nil
2: for i = 1 to k do
3: list← list + sortPermTree(Ti, π)
4: end for

2.3.8 Korektnos´ algoritmu

Veta 20. Algoritmus zvolí ²éfa grafu βS.
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Dôkaz. Musíme ukáza´, ºe vrchol, ktorý bol zvolený algoritmom je jediný
vrchol v stave líder. Ukáºeme, ºe po kaºdom kole algoritmu sa udrºuje inva-
riant, ºe ²éf i-tej úrovne je jediný vrchol v stave líder v rámci svojho podgrafu
indukovanom triedou rozkladu pod©a podgrupy Gi.

i = 1 Kaºdý vrchol je ²éfom 0. úrovne v rámci podgrafu indukovanom triedou
rozkladu pod©a grupy G0, pretoºe tento podgraf obsahuje iba jeden
vrchol.

IP Máme zvolených s(i) + 2 ²éfov i-tej úrovne. Príslu²né podgrafy spolu
tvoria podgraf indukovaný triedou rozkladu pod©a podgrupy Gi+1. V
predchádzajúcom texte sme ukázali, ºe si títo ²éfovia medzi sebou vy-
menia svoj PID. Kaºdý z nich má k dispozícií rovnakú kone£nú pod-
mnoºinu totálne usporiadanej mnoºiny. Táto podmnoºina má jediný
najvä£²í prvok a preto výber ²éfa i + 1. úrovne z pomedzi i + 1 ²éfov
i-tej úrovne je jednozna£ný.

V²imnime si, ºe algoritmus neskon£i skôr ako sa zvolí ²éf celého podgrafu.
V kaºdom kole sa vyberie aspo¬ jeden nový ²éf a ten spustí ¤al²ie kolo
výpo£tu, pokia© nie je ²éfom celého grafu, teda kým i < |S|.

2.3.9 Celkový po£et odoslaných správ

Veta 21. Nech L je transpozi£ný les z mnoºiny generátorov Si. Nech po-
£ty vrcholov jednotlivých stromov lesu L sú n1, n2, . . . , nk. Potom výstupom
algoritmu 7 je postupnos´ d¨ºky O(n2

1 + n2
2, . . . , n

2
k).

Dôkaz. Algoritmus 7 len spája výstupy funkcie sortPermTree. Pod©a vety
11 funkcia sortPermTree na strome Ti so ni − 1 hranami vráti postupnos´
d¨ºky najviac O((ni−1)2). To môºme upravi´ na O(n2

i ). Potom celková d¨ºka
zloºenej postupnosti je:

k∑
i=1

O(n2
i ) = O(

k∑
i=1

n2
i )

Veta 22. Nech n1, n2, . . . , nk sú po£ty vrcholov stromov v lese L. Potom platí

n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i) + 3 ≥ n1 + n2 + . . . + nt(i+1)−1 + s(i + 1) + 1

Dôkaz. Budeme postupova´ rozborom prípadov:
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• Ak t(i) = t(i + 1) potom platí s(i) + 1 ≥ s(i + 1), z toho dostaneme

n1 +n2 + . . .+nt(i)−1 + s(i)+2 ≥ n1 +n2 + . . .+nt(i+1)−1 + s(i+1)+1

• Ak t(i)+1 = t(i+1), potom transpozícia f(i) je posledná transpozícia
v strome Tt(i) a transpozícia f(i + 1) je prvá v strome Tt(i+1). Z toho
vyplýva, ºe s(i + 1) = 1 a s(i) = nt(i) − 1. Zárove¬ platí, ºe nt(i+1)−1 =
nt(i)

n1 + n2 + . . . + nt(i+1)−1 + s(i + 1) + 1
= n1 + n2 + . . . + nt(i) + 2
= n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i) + 3

Veta 23. �éf i-tej úrovne skontaktuje susedného ²éfa i-tej úrovne s pouºitím
(O((n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i) + 1)3)) správ.

Dôkaz. Dôkaz rozdelíme na tri £asti:

• Doru£enie správy do vrcholu v z mnoºiny Ui(x). �éf i-tej úrovne pomo-
cou metódy sendByTransposition odo²le správu do vrcholu v. Pritom
pouºíva transpozície zo stromu Tt(i+1), ktorý má priemer s(i) + 1. Po-
tom preposielanie pomocou metódy sendByTransposition spotrebuj
najviac s(i) + 1 správ.

• Doru£enie správy svojmu ²éfovi i-tej úrovne. Predpokladajme, ºe vrchol
u je ²éf l-tej úrovne. Potom cesta k l+1 ²éfovi má d¨ºku najviac O(n2

1 +
n2

2 + . . .+n2
t(l+1)−1 +(s(i+1)+1)2). Potom po£et správ pri preposielaní

²éfovi i-tej úrovne bude∑i−1
j=l O(n2

1 + n2
2 + . . . + n2

t(j+1)−1 + (s(j + 1) + 1)2)

≤
∑i

j=0 O((n1 + n2 + . . . + nt(j+1)−1 + (s(j + 1) + 1))2)

= O((n1 + n2 + . . . + nt(j+1)−1 + (s(j + 1) + 1))3)

• Spätné doru£enie správy. Správa sa doru£uje po skrátenej linke, ktorej
d¨ºka pod©a vety 21 je O(n2

1 + n2
2 + . . . + n2

t(i+1)−1 + (s(i + 1) + 1)2).

Celkový po£et správ môºeme ohrani£i´ výrazom O((n1+n2+. . .+nt(i+1)−1+
(s(i + 1) + 1))3). Pomocou vety 22 a schopnosti O pohlcova´ kon²tanty upra-
víme na kone£ný tvar O((n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i))3).

Veta 24. Algoritmus vo©by ²éfa na grafe βS pouºije O(N) správ, kde N je
po£et vrcholov grafu βS.
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Dôkaz. �éf na úrovni i kontaktuje s(i) + 2 susedných ²éfov. Ke¤ºe s(i) ≤
s(i) + 1 +

∑t(i)−1
j=1 nj, ²éf i-tej úrovne vygeneruje priamo £i nepriamo najviac

O((n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i))4) správ. Graf βS obsahuje∏k
j=1 nj!∏t(i)−1

j=1 nj!
∗ 1

(s(i) + 1)!

²éfov i-tej úrovne. Algoritmus postupne volí ²éfov vy²²ej a vy²²ej úrovne aº
sa zvolí ²éf celého grafu βS. Celkový po£et správ bude

|S|−1∑
i=0

∏k
j=1 nj!∏t(i)−1

j=1 nj!
∗

O(n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i))4)

(s(i) + 1)!

Výraz
∏k

j=1 nj! nezávisí od premennej i a môºme ho vy¬a´ pred sumu. �alej
rozde©me sumu na sú£et súm pod©a hodnoty t(i).

≤
k∏

j=1

nj!(

n1∑
i=1

O(i4)

i!
+

n2∑
i=1

O((n1 + i)4)

n1!i!
+. . .

nk∑
i=1

O((n1 + n2 + . . . + nk−1 + i)4)

n1!n2! . . . nk−1!i!
)

Vieme, ºe ni ≥ 2, pretoºe izolované vrcholy v transpozi£nom lese nemôºu
existova´. Dosadením do výrazu dostaneme

≤
k∏

j=1

nj!(
k∑

j=1

O((2j − 1)4)

2j−1
+

O((2j)4)

2j
)

vypí²me pár s£ítancou:

O(14)

20
+

O(24)

21
+

O(34)

21
+

O(44)

22
+

O(54)

22
+ . . .

vidíme, ºe túto postupnos´ vieme zhora ohrani£i´ radom:

k∑
i=1

O((2i− 1)4)

2
2i−1

2
−1

+
O((2i)4)

2
2i
2
−1

upravíme ho na tvar:
n∑

i=1

O(i4)

2
i
2
−1
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Celkový po£et správ odhadneme výrazom

≤
∏k

j=1 nj!(
∑n

i=1
O(i4)

2
i
2−1

)

≤ N ∗
∑∞

i=1
O(i4)

2
i
2−1

= N ∗O(1)

= O(N)

2.3.10 �asová zloºitos´

Podobne ako v kapitole 2.2.10, budeme predpoklada´, ºe v²etky uzly(vrcholy)
spustia algoritmus nezávisle a posledný uzol za£ne v £ase t0.

Veta 25.

n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i) ≤ 2i

Dôkaz. Porovnajme hodnoty pre i a i + 1

n1 + n2 + . . . + nt(i+1)−1 + s(i + 1)− (n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i))

• Ak t(i) = t(i+1), potom sa rozdiel z redukuje na s(i+1)− s(i), ke¤ºe
transpozície sú obe zo stromu Tt(i) tak s(i + 1)− s(i) = 1.

• Ak t(i) + 1 = t(i + 1), potom sa rozdiel zredukuje na nt(i+1)−1 + s(i +
1)−s(i). Ke¤ºe transpozícia f(i) je posledná zo stromu Tt(i), tak s(i) =
nt(i)−1. Transpozícia f(i+1) je prvá na strome Tt(i+1) tak s(i+1) = 1.
Po dosadení dostaneme nt(i) + 1− (nt(i) − 1) = 2.

Veta 26. Algoritmus zvolí ²éfa v grafe βS generovanom transpozi£ným lesom
v £ase O(n4), kde

n =
k∑

i=1

ni

Dôkaz. Predpokladajme, ºe ²éfovia i-tej úrovne sú zvolený v £ase ti. Kontak-
tovanie susedných ²éfov prebieha paralelne, sta£í nám spo£íta´ ko©ko £asu
trvá matchmaking s jedným susedom.

• Doru£enie správy do susedného podgrafu trvá O(s(i) + 1) krokov. Po-
uºitím nerovnosti s(i) ≤ i, odhadneme po£et krokov na najviac O(i).
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• Doru£enie správy svojmu ²éfovi trvá O((n1 + n2 + . . . + nt(i)−1 + s(i))3)
krokov. Pomocou vety 25 zjednodu²íme odhad na O(i3).

• Spätné doru£enie správy trvá O(i2) krokov.

Celkový £as bude:

tn = t0 +

|S|∑
i=1

O(i3) ≤ t0 +
n∑

i=1

O(i3) = t0 + O(n4)



Kapitola 3

Záver

V tejto práci sme skúmali problém vo©by ²éfa na cayleho grafoch. Na za£iatku
sme presne zade�novali problém. Zaoberali sme prípadom, ke¤ cayleho graf
je generovaný mnoºinou transpozícii. Skúmali sme ²truktúru cayleho grafov
generovaných transpozi£ným stromom a lesom. Podarilo sa vyuºi´ ich al-
gebraickú ²truktúru na ich dekompozíciu. Ich rekurzívna ²truktúra sa stala
základom algoritmov na vo©bu ²éfa.

Navrhli sme algoritmy na vo©bu ²éfa pomocou turnajovej schémy. Obidva
algoritmy pouºívajú najviac lineárny po£et správ. Podarilo sa nám zjednoti´
algoritmy na vo©bu ²éfa okrem iných pre hyperkocky, star grafy a bubble sort
grafy. Na²li sme netriviálnu podtriedu cayleho grafov, na ktorých sa dá zvoli´
²éf s lineárnym po£tom správ.

Zaujímavé roz²írenie by bolo nasadi´ navrhnutý algoritmus na cayleho
grafy generované transpozi£nými grafmi prípadne involúciami. Iným roz²íre-
ním by bolo zru²enie identi�kátorov a pracova´ s anonymnou sie´ou. Dokázali
by sme navrhnú´ efektívny matchmaking? �al²ia moºnos´ by bola, snaºi´ sa
zlep²i´ £asovú zloºitos´ algoritmov.

Oblas´ distribuovaných výpo£tov je dnes ve©mi ºíva. S rastúcou dostup-
nos´ou hardvéru, schopného zabezpe£i´ distribuované výpo£ty, bude po£et
zaujímavých problémov rás´.
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