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Abstrakt Préaca sa zaobera problémom volby $éfa na cayleho grafoch s
pouzitim linedrneho poc¢tu sprav. Strukturalne vlastnosti a zmysel pre
orientaciu majua velky vplyv na pocet prenesenych sprav. V praci sme

navrhli algoritmus na voIbu $éfa na cayleho grafoch generovanych
transpoziénym lesom vyuzivajuci turnajovi schému. Podarilo sa nam najst

netrivialnu podtriedu cayleho grafov, na ktorych je mozné zvolit $éfa s

pouzitim linedrneho poctu sprav.
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Kapitola 1

Uvod

S rozvojom pocitacovych sieti a viacjadrovych procesorov je tizko spéita ob-
last distribuovanych vypoctov. Ci uz ide o peer-to-peer siete, distribuované
databazy alebo ad hoc bezdrotové siete, vsetky pouzivaji nejakt formu distri-
buovaného pocitania. Tato praca sa venuje jednému zo zékladnych problémov
distribuovanych vypoctov - volbe $éfa.

Ako véadsina distribuovanych algoritmov aj volba $éfa je zavisla na kon-
krétnej topologii komunikacnej siete. Nie je jednoduché preniest algoritmus
z jedného druhu komunikac¢nej siete na druhy. Existuje algoritmus [8], ktory
voli $éfa na I'ubovolnom grafe, ale pouziva az O(N log N + FE) sprav, kde N
je pocet vrcholov a E je pocet hran. Pre vSeobecné grafy plati, Ze to je aj
optimélny vysledok.

Algoritmy na konkrétnych triedach grafov uz vedia zvolit séfa s pouzitim
len linearneho poc¢tu sprav. Dobrym prikladom je hyperkocka [18] alebo star
graf [17].

V tejto praci sa venujeme cayleho grafom ako komunikacnej sieti. Cay-
leho grafy maju z hladiska distribuovanych vypoc¢tov vyhodné vlastnosti: si
vrcholovo aj hranovo tranzitivne, maju vysoku odolnost vo¢i chybam. Vhod-
nou volbou grupy a mnoziny generatorov sa da ovplyvnit priemer, pripadne
maximélny stupen grafu. Dalsou vyhodou cayleho grafov je, 7e st ¢asto hie-
rarchické, ¢o ulah¢uje navrh distribuovanych algoritmov. Spominana hyper-
kocka aj star graf su cayleho grafy.

Cielom prace je néajst, ¢o najvac¢siu podmnozinu cayleho grafov, na kto-
rych sa déa zvolit $éf s lineArnym poctom sprav.
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1.1 Clenenie prace

Prva ¢ast diplomovej préace sa venuje definicii vypoc¢tového modelu, formélne
zavedieme definiciu cayleho grafu a algoritmus na volbu $éfa. Dalej popisu-
jeme zname vysledky o volbe $éfa na vSeobecnych grafoch a na znamych
cayleho grafoch. V tejto casti popiSeme ich niektoré zédkladné vlastnosti.

Druhé ¢ast diplomovej prace definuje pojem transpozi¢ny strom a cayleho
grafy generované transpozi¢nym strom. UkdZzeme zékladné vlastnosti ako po-
¢et vrcholov a priemer. Pomocou teoérie grip dekomponujeme takyto cayleho
graf a poukédzeme na jeho rekurzivnu Struktiaru. V dalSej ¢asti navrhneme dis-
tribuovany algoritmus na volbu §éfa a ohrani¢ime vygenerovany pocet sprav
a Casovu zlozitost algoritmu.

Tretia Cast prace definuje transpozic¢ny les a popisuje cayleho graf gene-
rovany transpoziénym lesom. Nasleduje navrh a popis algoritmu a odhad
casovej zlozitosti a poc¢tu sprav.

1.2 Vypoctovy model

Vypoctovy model v tejto diplomovej praci je dany mnozinou identickych

procesorov a komunika¢nou sietou. Kazdy procesor ma vlastni nezdielanu

pamit. Procesory si medzi sebou posielaji spravy prostrednictvom liniek.
Vlastnosti procesorov:

e Identita procesora: Kazdy procesor mé priradenu identifikac¢né ¢islo z
mnoziny prirodzenych ¢isel. Toto ¢islo je jedine¢né v ramci komunikac-
nej siete. V texte ho budeme oznacovat ako PID.

e Identita susedov: Procesor vie o svojich susedoch, ale nevie ich PID.
Priama adreséacia nie je mozné. Adreséacia je mozna iba pomocou lokal-
nych nézvov liniek.

e Topologické informécie: Procesor pozné alebo vie spocitat z lokalnych
informéacii pocet procesorov v komunika¢nej sieti, priemer grafu a dal-
Sie.

Vlastnosti liniek:

e Spolahlivost: Komunika¢né linky st spolahlivé. Kazda odoslana sprava
je prijata prave raz. Spravy sa po ceste nemodifikuji. Nevznikaji nové
Spravy ani sa nestracaju.

e Vlastnost FIFO: Spravy si prijimané v poradi, akom boli odoslané.
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e Kapacita: V jednom momente mdze byt linkou prenasané neobmedzené
mnozstvo Sprav.

Procesory nemaju pristup ku globalnemu ¢asovému ramcu ani nemaja
schopnost sledovat realny ¢as. Na§ model je plne asynchronny systém, ako je
definovany v [19].

Komunikaénu sief moézme modelovat pomocou grafu G = (V, E). Kde
vrcholy budi procesory a hrany budi linky. V tejto praci budeme predpokla-
dat, 7e ide o neorientovany graf bez viacnasobnych hran a sluciek. V texte
budeme volne zamienat pojmy vrchol, procesor pripadne uzol a hrana a linka.

1.2.1 Zmysel pre orientaciu

Santoro v ¢lanku [16] analyzoval, aky vplyv mé znalost topologie a smerovanie
komunika¢nych liniek na komunika¢nu zlozitost. Prace [6] a |7| nadvizujua a
formalizuja definiciu zmyslu pre orientaciu. My si uvedieme len neformalny
popis 7 [6]. Zmysel pre orientaciu spliia nasledujice vlastnosti:

e Kazdy vrchol méa jednoznac¢ne oznacené znaCkami hrany s nim inci-
dentné. Z opisu cesty len pomocou znaciek hran, vieme urcit, ¢i dve
cesty koncia v tom istom vrchole.

e Kazdy vrchol odkazuje na iny vrchol pomocou jeho lokdlneho mena.
Nech p.(y) je lokdlny nazov vrcholu y z pohladu vrchola xz. Potom
existuje funkcia, ktora priradi k opisu ciest medzi vrcholmi x a y lokalny

nazov p.(y).

e Existuje funkcia, ktora transformuje lokélne nazvy z pohladu vrchola
x na lokélne nazvy z pohladu vrchola y, ak ma k dispozicii opis cesty
medzi vrcholmi x a y.

Dobry prikladom zmyslu pre orientaciu je model mriezka a hrany oznacené
hore, dole, vpravo, vlavo. V praci budeme pracovat s hranami oznacenymi
pomocou generatorov. Takéto oznacenie hran, ako neskor uvidime, tiez splha
uvedené podmienky.

1.3 Volba séfa

Vol'ba $éfa patri medzi Standardné problémy rieSené v distribuovanych sys-
témoch. Prikladom ostatnych problémov je atomicky commit, konsenzus,
vzajomné vylucenie alebo replikacia. Cielom algoritmu je, ako nézov napo-
ved4, z mnoziny procesorov zvolit jeden procesor, ktory bude “séfom”. Najprv
uvedme formalnu definiciu algoritmu na volbu $éfa:
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Definicia 1. Algoritmus volby $éfa je algoritmus, ktory spliia nasledovné
podmienky':

1. Na kazdom procesore sa vykondva rovnaky algoritmus.

2. Algoritmus je decentralizovany. Algoritmus moze byt iniciovany s lubo-
volnej neprdzdnej podmnoziny procesorov.

3. Kazdy beh algoritmu skonci v termindlnej konfigurdcii. A v kaZdej ter-
mandlnej konfigurdcii existuje prdve jeden procesor v stave lider a o0s-
tatné procesory su v stave porazeny.

Procesorom, ktory eSte nespustili algoritmus, budeme hovorit spiace. Pro-
cesory sa zvycajne zobudia, ked sa im po$le prva sprava.

Niekedy sa vyzaduje, aby po skonceni algoritmu, vSetky porazené vrcholy
poznali identitu §éfa alebo cestu k nemu. Ak algoritmus pri volbe §éfa za-
roven vybuduje kostru, moze ju vyuzit na notifikiciu porazenych vrcholov.
Pripadne zvolit iny broadcast algoritmus. V tejto praci nebudeme tito pod-
mienku vyzadovat.

1.3.1 Preco volime 3éfa

Potreba vol'by $éfa sa prirodzene vynéara v distribuovanych systémoch, ked je
vyzadovana kooperacia alebo koordinécia procesov. Prikladom je uz spomi-
nany atomicky commit alebo problém vzajomného vylacenia[15]. Casto nie
je mozné urcit koordinatora dopredu, pretoze ide o anonymni siet alebo sa
vyzaduje, aby bol urc¢eny online v pripade portich siete alebo zlyhania pro-
cesora. Casto sa vol'ba $éfa spolu s najlacnejSou kostrou prezentuje ako prvy
algoritmus na novych topolégiach komunikac¢nych sieti, aby sa prezentovala
“ocakavana zlozitost” distribuovanych algoritmoch.

1.3.2 Predchadzajice vysledky

Gallager a kolektiv [8] popisali algoritmus na volbu $éfa a minimélnu kostru
na vSeobecnych grafoch, ktory pouziva O(N log N 4+ E) sprav, kde N je pocet
vrcholov a E je pocet hran. Casova zlozitost tohto algoritmu moze byt v
najhorsom pripade O(N log N). Algoritmus je optimalny vzhladom na pocet
sprav, ale ¢asova zlozitost je suboptimalna o faktor log V. Awerbuch v praci
[2] publikoval algoritmus, ktory je optimalny vzhladom na pocet sprav aj
potrebny ¢as. Priklad rychleho algoritmu je popisany v praci [4]. V pripade,
ze su vietky procesory prebudené, dosahuje ¢as § + O(1).

!Definicia je prebraté z [19].



KAPITOLA 1. UVOD 13

Dolny odhad poc¢tu sprav pre orientované aj neorientované kruhy néjdeme
v praci [5]. V priemernom pripade je potrebnych Q(Nlog N) sprav. Dolny
odhad po¢tu sprav pre kompletné grafy v pracach [10],[12].

1.4 Cayleho graf

Definicia 2. Podmnozinu S grupy G nazveme generujicou mnozinou, ak
1. Neobsahuje neutralny prvok.
2. Je uzavretd na inverzné proky.

Definicia 3. Nech G je konecénd grupa a mnoZina S je generujica mnoZina.
Potom neorientovany graf I' = (V, E) nazveme Cayleho graf, ak

1. Vircholy grafu V(I') si jednoznacne priradené k prvkom grupy G.

2. V grafe T je hrana medzi vrcholmi vy a ve pravé vtedy, ked vi = vss,
kde s je prvok mnoziny S.

Poznamka 1. Ak cayleho graf nie je suvisly, si jednotlivé komponenty si-
wislosti navzdajom izomorfné. V tomto pripade budeme pracovat iba s jednym
komponentom suvislosti. Preto v texte budeme zamienat cayleho graf s jeho
komponentom suvislosti.

1.4.1 Cayleho graf ako komunika¢na siet

V préci budeme niekedy nazyvat vrchol jeho kanonickym nédzvom. Kanonicky
néazov vrchola je prvok grupy, ktory reprezentuje. Napriklad, ak pojde o grupu
permutécii, vrcholy budeme nazyvat pomocou permutécii. Kanonicky nazov
budeme pouzivat iba na popis algoritmu, ale sim algoritmus ho nebude pouzi-
vat. Podobne hrany budeme oznacovat generdtormi, ktoré hranu vygenerovali.
Toto oznacenie hran bude vyuzivat aj algoritmus.

Definicia 4. Graf je vrcholovo symetricky, ak pre kaZdi dvojicu vrcholov a
a b, existuje automorfizmus grafu, ktory zobrazi a na b.

Inak povedané, pohlad z kazdého vrcholu na zvySok grafu je rovnaky. Ta-
kyto graf umoznuje, aby bola komunikacné zataz rovnomerne distribuované
medzi vSetky vrcholy.

Veta 1. Kazdy cayleho graf je vrcholovo symetricky).
Dékaz. Dokaz je v [1] O
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Analogicka vlastnost pre hrany:

Definicia 5. Graf je hranovo symetricky, ak pre kaZdi dvojicu hrin a a b,
existuje automorfizmus grafu, ktory zobrazi hranu a na b.

Veta 2. Uvazujme Cayleho graf definovany d generdtormi na n symboloch.
Cayleho graf je hranovo symetricky prave vtedy ked kazdd dvojica generdtorov
g1 a go existuje permutdcia n symbolov, ktory mapuje generdtory na samgch
seba a g1 na gs.

Dékaz. Dokaz sa da najst v [1]. O

Definicia 6. Graf, ktory je vrcholovo aj hranovo symetricky, sa nazjva sy-
metricky.

1.4.2 Vol'ba $éfa a zname cayleho grafy
Prehladovy ¢lanok na tému cayleho grafy a volba 8éfa sa da néajst v [11].

e Hyperkocka @), je cayleho graf zalozeny na grupe permutécii So,,. Mno-
7inu generatorov tvoria transpozicie tvaru (2i — 1,2i) pre ¢ od 1 po n.
Clanok [18] popisuje algoritmus na volbu $éfa, ktory pouziva linearny
pocet sprav.

e Pancake graph P, je cayleho graf zaloZeny na grupe permutacii S,.
Mnozinu generatorov tvoria permutécie tvaru k(k—1)...321(k+1)(k+
2)...n pre k od 2 po n. Algoritmus v ¢lanku |[13] s lineArnym poc¢tom
Sprav.

e Star graph S, je tiez zalozeny na grupe S, a mnozina generatorov je
dané transpoziciami tvaru (1,7) pre ¢ od 2 do n. V ¢lanku [17] bol
publikovany algoritmus pouzivajtci linearny pocet sprav.

e Bubblesort graph B, Vrcholy st z grupy S,. Generatory maji tvar
(i,741) pre ¢ od 1 po n— 1. Clanok [11] uvadza, Ze je znamy algoritmus
pouzivajuci O(N log N) sprav.

V ¢lanku |3] Barriére popisuje algoritmus na volbu $éfa v neorientovanom
cayleho grafe stupia 4.



Kapitola 2

VolI'ba s$éfa a transpozicéné grafy

2.1 Transpozi¢ny graf

V tejto kapitole budeme skuimat cayleho grafy, ktoré st zalozené na grupe
permutécii S,,. Generujicu mnozinu budu tvorit iba transpozicie. Takito
generujicu mnozinu moézme popisat pomocou transpozi¢ného grafu, ktorého
definicia nasleduje:

Definicia 7. Nech S je mnoZina transpozicii z grupy S,. Transpozicng graf
nazveme neorientovany graf bez ndsobniyjch hrdin a sluciek, ktorého vrcholy
oznacime 1,2,....n a vrcholy i a j si spojené hranou prave vtedy, ked trans-
pozicia (i,j) patri do S.

Ak je generujica mnozina tvorend iba transpoziciami, budeme prislusny
cayleho graf nazyvat cayleho graf generovany transpozi¢nym grafom.

2.2 Transpozi¢ny strom

Definicia 8. Transpozicng graf, ktory je strom, budeme nazijvat transpozicnij
strom.

Cayleho graf generovany transpozi¢nym stromom T, kde S je generujica
mnozina, je dany tymto stromom a ¢islom n, ktoré urcuje grupu permuté-
cii S,,. Ak nebude uvedené inak budeme predpokladat ze n je rovny poctu
vrcholov stromu 1.

2.2.1 Zakladné vlastnosti

Lema 1. Graf generovany transpozicnym stromom s poctom vrcholov n md
n! vrcholov.

15
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Dékaz. Dokaz sa da najst v [1]. O

Vyhodou algebraického pristupu ku cayleho grafom je, Ze nAm umoznuje
urcit alebo odhadnit niektoré vlastnosti pre celd triedu grafov. Takouto vlast-
nostou je napriklad priemer grafu.

Predstavme si hru, kde kazdému vrcholu transpozi¢ného stromu priradime
jednu znacku z mnoziny {1,2,...,n}. NaSou tulohou je dostat znac¢ky na svoje
miesto. Vrcholy si mozu vymenit znac¢ky ak su spojené hranou. Ked vyriesime
tlohu, usporiadame permutéciu, reprezentovantu rozmiestnenim znaciek na
vrcholy.

Vsimnime si, ze cayleho graf tvori stavovy priestor spominanej hry. Vr-
choly zodpovedaji roznym usporiadaniam znaciek. Hrany reprezentuji povo-
lené tahy. Najdenie cesty v cayleho grafe zodpoveda utriedeniu permutacie.
Co znamené najdenie rieSenia hry. Potom maximalny pocet krokov na vyrie-
Senie hry, zodpovedé priemeru cayleho grafu.

Veta 3. Nech T je transpozicny strom na n vrcholoch. Oznacme priradenie
znaciek ako permutdcia m vrcholov T'. Permutdcia m sa dd utriedit v M ()
krokoch.

M(m) =n(r) —n+ Z §(i,m(i))

n(m) znaci pocet cyklov permutdcie a 6(i,j) je vzdialenost vrcholov i a j v
strome T".

Dékaz. Dokaz je prebraty z [1|. Znackam, ktoré su na svojom mieste budeme
hovorit, Ze st v domé¢eku. Pre ne plati ¢ = m(z). V ramci dokazu ozna¢me
pocet cyklov ¢ a sumu S. Ak st vSetky znacky v domceku, tak cyklov je n
a suma S je nulova. Pocet krokov na usporiadanie je nulovy, lebo M (7)) =
c—n+S=n—-n+0=0.

Ak m znaciek nie je v domceku, tak pocet cyklov je aspon n —m + 1.
Zaroven vsak S > m, pretoze m znadiek je vzdialenych od domceka aspon o
jeden. Z toho vyplyva, 7e M(r) =c—n+S>n—m+1—-n+m=1

Teraz ukdzeme, ze M (7) vieme zmensit na nulu po vykonani najviac M ()
transpozicii. Pre kazda znacku, ktora nie je v doméeku, ozna¢me hranu Sipkou
od tohto vrchola smerom k domceku. Vieme, ze kazdy vrchol ma najviac
jednu takuto hranu, pretoze to je strom.

V&imnime si, Zze vieme najst dvojicu susednych vrcholov so znackami x
a y taku, Ze x sa chce presunut do vrcholu, kde je y a y je bud v doméeku
alebo chce ist na miesto x. Poznamenajme, 7e ak st susedné znacky x a y v
jednom cykle, tak po ich vymene budi v dvoch roznych cykloch a naopak ak
boli v réznych cykloch, potom budu v iba jednom.
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V pripade, Ze x a y si chci navzajom vymenit miesto, tak po vykonani
prislusnej transpozicie sa znizi S o dva a zaroven sa zvac¢si pocet cyklov
najviac o jeden. Teda M (7) sa zmensi aspoii o jeden. V druhom pripade je y
uz v domceku. Po vykonani vymeny zostane suma S nezmenena, pretoze x sa
priblizi o jedna a y sa vzdiali o jedna. Ale x a y museli byt v dvoch réznych
cykloch, pretoze ak bol y v doméeku, tak y tvorilo cyklus dizky jedna. Po
vymene sa znizil pocet cyklov o jedna. [

Veta 4. Zo vsetkijch stromov na n vrcholoch, cesta generuje cayleho graf s
maximdlny priemerom.

Dékaz. Dokaz sa da najst v [1]. O

Veta 5. Priemer cayleho grafu generovanym lubovolnym stromom na n vr-
choloch sa dd zhora ohranicit pomocou vijrazu O(n?).

Doékaz. Podla vety 4 méa bubble sort graf najvicsi priemer medzi cayleho
grafmi generovanymi transpozi¢nym stromom s poc¢tom vrcholov n. Priemer
bubble sort graf moézme odhadnit pomocou O(n?) [1]. O

Obr.  2.1:  Priklad inStancie hry na  generujicej mnozine

{(1,2),(2,3),(3,4),(3,9)}

2.2.2 Dekompozi¢né usporiadanie

Definicia 9. Dekompozicné usporiadanie f nazveme zobrazenie
fAL2,...,]S8]} — S
ak
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1. Zobrazenie f je bijekcia.

2. Pre kazdéi € {1,2,...,|S| — 1}, grupa generovand mnoZinou

Uiy

je vlastnd podgrupa grupy generovanej mnozinou

i+1

JLry

Dekompozi¢né usporiadanie naAm umozni postupne rozkladat cayleho graf
na jeho komponenty. Najprv musime ukazat, ze také zobrazenie existuje.
Majme dant generujicu mnozinu S a prislusny transpozi¢ny strom 7'. Vieme,
ze strom obsahuje vrchol so stupfiom jeden. Ozna¢me ho v a vrchol, s ktorym
je spojeny u. Priradime f(1) = (v,u) a T = T — {v}. Postupne opakujeme
az kym neodstranime vsetky listy.

Algorithm 1 Konstrukcia dekompozi¢ného usporiadania
1. T T
2: 1+ 1
3: while E(T") # () do
4: v« vrchol so stupfiom jeden

5:  u < susedny vrchol v
6: f(i) — (v, u)

7 T T — {U}

8 1—1+1

9: end while

Algoritmus 1 postupne odstranuje listy zo stromu a tym postupne vytvara
dekompozi¢né usporiadanie. Strom po odstraneni listu zostane stromom. V
kazdej iteracii s listom odstrani aj jednu hranu. Pocet itericii sa rovna poctu
hran v strome, to je n — 1. Ziadna transpozicia nie je priradena dvakrat a
zaroven je priradena aspon raz. Takto skonstruované zobrazenie je bijekcia.

Zostava nam ukazat podmienku 2 z definicie. Ozna¢me mnozinu 5; =
{f(1), f(2),..., f(i)}. Cahko vidno, Ze grupa generovani S; je podgrupa
grupy generovanej S;11, pretoze S; je podmnozina S; 1. Z lemy 1 vyplyva, ze
grupa generovana S; ma i! prvkov a grupa generovana S;.; obsahuje (i + 1)!
prvkov. Preto sa tieto dve grupy nemozu rovnat. Tym sme dokézali nasledu-
jacu vetu.
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Veta 6. Viystupom algoritmu 1 je dekompozicné usporiadanie generujice
mnoziny S s transpozicnym stromom T'.

2.2.3 Dekompozicia

Na tuvod uvedieme definiciu hierarchického cayleho grafu:

Definicia 10. Cayleho graf nazveme hierarchicky ak jeho generdtory gi1, g,
vevy Gn Sa daji usporiadat tak, Ze pre kaZdé i také, Ze 1 < i < n, je g; mimo
podgrupy generovanej gi, g2, ---, Gi—1-

Definicia 11. Cayleho graf nazveme silne hierarchicky ak je hierarchicky v
lubovolnom usporiadani generdtorov.

Graf, ktory je hierarchicky, sa da rekurzivne dekomponovat. Prikladom
silne hierarchického grafu je hyperkocka.

Lahko vidno, ze cayleho grafy generované transpozi¢nym stromom st hie-
rarchické. Vyplyva to z existencie dekompozi¢ného usporiadania. Je mozné,
Ze existuje aj iné usporiadanie generatorov ako to, ktoré ziskame pomocou
algoritmu 1. Ale algoritmus 1 nam zarucuje, ze ¢asti na ktoré povodny graf
dekomponujeme, st len menSou inStanciou grafu z tej istej triedy. V naSom
pripade je to, Ze sl generované transpozi¢nym stromom.

Ak méme dany cayleho graf pomocou transpozi¢ného stromu Ts, tak
pocet generdtorov v S je rovny poc¢tu hran v Tg. Nech n je pocet vrcholov
stromu 7. Potom |[S| =n — 1.

Ozna¢me f dekompozi¢né usporiadanie Ts. Teraz mozme zaviest mnozinu

Sii '
S; = U f)

Teda mnozina S; je podmnozinou S a obsahuje prvych i generatorov
vzhladom na dekompozi¢né usporiadanie f. VSimnime si, Ze mnoZzina S; ge-
neruje grupu izomorfnia s grupou ;1.

Podobne ako sme zaviedli oznacenie pre mnozinu S;, ktora pozostava z
prvych i generatorov, ozna¢me G,;;; grupu generovani mnozinou S;. Teraz
moézme dekomponovat cayleho graf I',, 1 pomocou rozkladu podla podgrupy.
Konkrétne mame na mysli Tavy rozklad grupy G, 1 podla podgrupy G,.

Veta 7. Cayleho graf I'y,11 obsahuje n + 1 vrcholovo disjunktnijch podgrafov
izomorfnich s T',,.
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Dokaz. Kazda trieda rozkladu grupy G,,.1 podla G, je izomorfné s G,,. Mno-
zina S, _1 generuje I',,. Triedy rozkladu st navzajom disjunktné a z toho vy-
plyva, ze aj podgrafy nimi indukované, st vrcholovo disjunktné. Podla vety
1 méa graf I, n! vrcholov. Kazda trieda rozkladu mé rovnaky pocet prvkov.
7 toho vyplyva, ze graf I',,1 obsahuje

1)!

vrcholov disjunktnych podgrafov izomorfnych s I',. O

Dekompoziciu si ukdzeme na priklade. Zoberme
generujucu mnozinu S = {(1,2),(2,3),(2,4)} (Ob- O
razok 2.2).Prislusny cayleho graf ozna¢me I'y. De-
kompozi¢né usporiadanie je definované priamociaro a
F) = (L2), £(2) = (2.3) a f(3) = (2,4). Mno-
zina S generuje grupu permutacii S;. Mnozina S e o
generuje jej podgrupu S3. Rozklad S; podla S3 ma
4 triedy rozkladu - 4 kopie I's. Triedy rozkladu de-

monstruje aj obrazok 2.3. Obr. 2.2: Transpozi¢ny

strom

2.2.4 Volba 3éfa

V tejto Casti ukdzeme schému pre algoritmus na volbu $éfa na grafoch ge-
nerovanych transpozi¢nym stromom. Vyuzijeme jeho hierarchicka Struktiru.
Majme dany cayleho graf I',,;; a generujiucu mnozinu S = {g1,92,...,9n}
a dekompozi¢né usporiadanie f. Podla vety 7 sa tento graf sklada z n + 1
podgrafov I',,. Predpokladajme, zZe v kazdom podgrafe existuje prave jeden
vrchol, ktory je jedine¢ny. Jednou z moznosti, ako zvolit $éfa celého grafu,
je vybrat jeden z mnoziny jedine¢nych vrcholov. Ako ale ur¢ime, jedine¢ny
vrchol pre kazdy podgraf? Kedze kazdy z n+ 1 podgrafov je tiez cayleho graf
generovany transpozi¢nym stromom a generujicou mnozinou S/g,, mozeme
za jedine¢ny vrchol podgrafu oznacit $éfa tohto podgrafu.

Nas algoritmus bude pracovat zdola nahor. Najprv sa zvolia $éfovia 1.
urovne, z nich sa zvoli $éfovia 2. irovne az nakoniec sa zvoli $éf n. arovne.

Definicia 12. géfa i-tej drovne nazveme vrchol, ktory je séf v ramci podgrafu
indukovanym triedou rozkladu podla podgrupy G;.

Veta 8. Cayleho graf I',, generovany transpozicnym stromom s generujicou

“- . | s . -,
mnozinou S obsahuje % $éfov i-tej drovne.
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1234 1432
4312
2314 3124 3142
3214 3412
3421 2413
4321 3241 4213
2143
1243
4231 2341 4123

Obr. 2.3: Dekompozicia cayleho grafu I'y
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Doékaz. 7 definicie 12 vyplyva, ze existuje bijekcia medzi $éfmi i-tej tirovne a
triedami rozkladu podla podgrupy G;. Podobne ako v dokaze vety 7, pocet
vrcholov v podgrafe indukovanom grupou G; je ¢!. Cayleho graf I';, ma n!
vrcholov. Z toho pocet Séfov i-tej irovne je %’ O]

Algoritmus bude pracovat podla nasledujicej schémy:

1. Kazdy vrchol je séfom 1. drovne.

2. Pre i od 1 po n — 1 zvolime spomedzi j $éfov i-tej trovne - Séfov

1
(¢ + 1). arovne.

Séf na i-tej trovni musi skontaktovat 7 + 1 ostatnych §éfov a porovnat si
s nimi PID. Ttto dlohu rozdelime na 3 podilohy:

1. Dorucenie spravy do susednych podgrafov: Sef skontaktuje po jednom
vrchole v kazdom susednom podgrafe, ktoré spolu s nim tvoria podgraf
G;

2. Dorucenie spravy $éfovi podgrafu: Vrcholy skontaktované v prvom kroku
skontaktuju svojich séfov.

3. Spétné dorucenie spravy: Séfovia jednotlivych podgrafov spitne posli
spravu iniciatorovi matchmakingu®.

2.2.5 Dorucenie spravy do susedného podgrafu

Definicia 13. Nech vrchol z je §éfom i-tej drovne. MnoZinu vrcholov U;(x)
nazveme roznorodd ak plati:

1. x € Uy(x).

2. Ak yy € Ui(z) a yo € Ui(x) a y1 # ya2, potom y1 a ya patria do réznych
tried rozkladu grupy G;y1 podla G;.

Na splnenie tejto podilohy potrebujeme dorucit spravu do vrcholov, kto-
rych mnozina je roznoroda. Pozrime sa na generujiicu mnozinu z predchadza-
juceho prikladu S5 = {(1,2),(2,3),(2,4)}. VSimnime si, Ze prislusné grupa
generovand touto mnozinou je Sy. Cize permutuje vSetky prvky na vSetkych
poziciach. Ked ale zostrojime rozklad tejto grupy podla podgrupy G3, ktori
generuje mnoZina Sy = {(1,2),(2,3)}, tak jednotlivé triedy rozkladu su sice
izomorfné s GG3, ale permutovat medzi sebou mozeme iba prvky na 1.,2. a 3.
pozicii. Prvok na $tvrtej pozicii vzdy zostane na svojom mieste. Analogicky,

Pozri v [14]
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keby sme zobrali iné dekompozi¢né usporiadanie, konkrétne f(1) = (1,2),
f(2) =(2,4) a f(3) = (2,3), tak trieda rozkladu by permutovala prvky na
poziciach 1,2 a 4 a pozicia 3 by bola fixovana.

Definicia 14. Definujme mnozinu X; = {k|(k,l) € S;_1 VvV (I,k) € S;_1}.
Mnozinu X; budeme nazyjvat mnozZinou permutovanijch pozicii.

Teraz moézme na¢rtnat ako bude vyzerat mnozina U;(z). Séf x patri do
grupy G;.1 a zaroven do nejakej triedy rozkladu podla G;. Pouzitim liniek
1 a7z ¢ — 1 sa da sprava dorucit iba v ramci podgrafu I';. Az pouzitim linky
i, ktora zodpoveda transpozicii f(i), sa da sprava doru¢it v ramci podgrafu
Lig.

Triedy rozkladu sa medzi sebou liSia prvkom na fixovanej pozicii. Bez
ujmy na veobecnosti predpokladajme, Ze transpozicia f(i) ma tvar (k,[) a
[ ¢ X;. Predpokladajme, Ze vrchol mé na k-tej pozicii v permutécii 2. Potom
po linke ¢ moze poslat spravu do triedy rozkladu, ktora ma na fixnej pozicii
dvojku. My ale potrebujeme poslat spravu do v8etkych susednych podgrafov.
To TI'ahko dosiahne postupnym presunutim vSetkych prvkov na poziciu k.

Veta 9. Nech x je $éf i-tej vrovne a f(i) md tvar (k,l), kde | ¢ X;. Potom
mnozina U = {z * (j, k) x (k,1)|j € X;} U{z} je réznorodd.

Doékaz. Prva podmienka roznorodosti je splnené z definicie mnoziny U.
Druhtt podmienku dokaZeme sporom. Vieme?, Ze aH = bH pravé vtedy,
ked b~'a € H. Z toho vyplyva

(@(g2, k) (k, 1)~ (2 (r, k) (K, 1)) € G

pricom j; # jo. Upravme dalej tento vyraz

(kD) (G, )™ (o, k) (R, 1) = (k1) (G2, k) (51, B) (K, 1)
k, 1) (j2, k) (1, k) (R, 1)
L, j2, J1)

Lg)(l, j2)

teda (1, 71)(l, j2) € G;, ale to je v spore s predpokladom [ ¢ X.
Analogicky ukazeme, ze

o~ o~~~

v la(h k) (k1) € G

Ak by (4,k)(k,1) € G; potom by [ muselo patrit do X;, ¢o je spor. O

2Vetu a jej dokaz mozme najst napriklad v [9]
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3142

2143

1243

2431 1423

Obr. 2.4: Kontaktovanie susednych podgrafov
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Prvok Us(z) | Zoznam pouzitych liniek | Postupnost vrcholov

@ 1234
2(1,2)(2,4) | (1,2),(2,4) 1234, 2134, 2431
2(2,2)(2,4) | (2,4) 1234, 1432
2(3,2)(2,4) | (2,3),(2,4) 1234, 1324, 1423

Tabulka 2.1: Prvky mnoZiny Us(z)

Na obréazku 2.4 vidiet priklad kontaktovania susednych podgrafov. Vy-
plneni vrchol predstavuje $éfa 3. trovne. Mnozina permutovanych pozicii
vyzerd takto X3 = {1,2,3}. A f(3) je transpozicia tvaru (2,4). Roznoroda
mnozina pre tento pripad je definovana nasledovne:

Us(x) = {x(5,2)(2,4)|j € X3} U{x}

Kanonicky nazov vrchola x je 1234. Prvky mnoZiny Us(z) zobrazuje tabulka
2.1. Vrchol z, pouzitim linky 3, priamo posle spravu do susedného podgrafu.
Prostrednictvom vrcholov 2134 a 1324 a néaslednym pouzitim linky 3, je Séf
schopny poslat spravu aj do zvySnych dvoch podgrafov.

Zostava vyrie§it ako ziskat postupnost liniek, ktora zodpoveda transpozi-
cii (4,7). Tu si poméZeme transpoziénym stromom. Cesta v transpozi¢nom
strome medzi vrcholmi ¢, 7, zodpoveda postupnosti transpozicii, ktorych su-
¢inom je transpozicia (i, j). Algoritmus 2 pre kazdy vrchol z roznorodej mno-
ziny vypocita tato postupnost a posle spravu po linke, ktora zodpoveda prvej
transpozicii z postupnosti. V algoritme 3 prijemca spravy odhodi prva trans-
poziciu z postupnosti a ak zostane neprazdna, tak posle spravu dalej po
prislusnej linke. Ak postupnost zostala prazdna, tak prijemca je kone¢nym
prijemcom obsahu spravy.

Algorithm 2 sendByTransposition(i, j, M)

1: list < findPathInTraspositionTree(i,7)
2: if list = () then

3. send(0,M,0)

4 return

5: else

6:  link <« head(list)

7: end if

8: send(link, ForwardMessage(list, M), ()
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Algorithm 3 OnReceiveForwardMessage(list, M, traveledLinks)
. list «— tail(list)
if list = () then
send(0, M, traveled Links)
else
send(link, ForwardMessage(list, M), traveled Links)
end if

2.2.6 Dorucenie spravy $éfovi podgrafu

U7 vieme poslat spravu do mnoziny vrcholov U;(x). Jednotlivé vrcholy teraz
musia dorucit spravu do svojho $éfa i-tej irovne. Problémom je, ze dany
vrchol nemusi vediet, kto je tym $éfom. Preto budeme pozadovat, aby si
kazdy vrchol pamétal najkratSiu cestu k svojmu §éfovi arovne o jedna vicse;j.
Ak vrchol v z mnoZiny U;(x) je $éfom na tdrovni j, vieme sa dostat k $éfovi
na trovni j + 1, odtial ku j+ 2 az k $éfovi na trovni ¢. V najhorSom pripade
vrchol u prehral hned na zaciatku a bude $éfom nultej urovne.

Algorithm 4 OnReceive ForwardT oLeader Message(targetLevel, M, traveled Links)

1: if target Level = currentLevel then
send(0, M, traveledLinks)
return
else
path — get PathToCurrentLeader()
link < head(path)
leader Message < ForwardT oLeader Message(target Level, M)
message «— ForwardMessage(path, leader Message)
send(head(path), message, traveledLinks)
10: end if

©

Algoritmus 4 popisuje sposob dorucenia spravy z vrcholu u do $éfa i-tej
trovne. Na preposielanie spravy medzi $éfom j-tej irovne do $éfa (j + 1)-tej
urovne sa pouziva sprava typu ForwardMessage podobne ako pri doruc¢ovani
spravy do susedného podgrafu.

2.2.7 Spatné dorucenie spravy

Ked séf i-tej arovne dostane spravu od $éfa rovnakej urovne zo susedného
podgrafu, sprava obsahuje zoznam liniek, ktoré boli pouzité pri preposielani
spravy. Potom pomocou usporiadanie permutécie vie najst cestu k povod-
nému odosielatelovi.
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Zoznam liniek po ktorych putovala sprava predstavuje permutaciu m. Po-
dobne ako v dokaze vety 3 priradime vrcholom transpozi¢ného stromu znacky.
Vrchol v bude mat zna¢ku 7(v). Nagim cielom je premiestnit znac¢ky na svoje
miesto, to je tak aby platilo v = 7w(v). Zna¢ky mo6Zeme premiestiiovat iba vy-
menou medzi dvoma susednymi vrcholmi.

Algorithm 5 Utriedenie permutécie 7 pomocou mnoziny transpozicii

1: T« transpozi¢ny strom

2: T «+— permutacia

3: resultList < nil

4: while existuje znacka, ktora nie je na svojom mieste do

while existuje list, ktory ma spravnu znacku do
v « list, ktory ma znacku v doméeku, t.j v = m(v)
T—T-—{v}

end while

u « list, ktory nema svoju znacku

10: v « vrchol pre ktory plati 7(v) = u

11:  list «— findPathInTraspositionTree(v,u)

12: 7w« mxlist

13:  resultList «— resultList 4 list

14: end while

Vystupom algoritmu 5 je postupnost transpozicii z mnoziny generatorov,
ktoré utriedia permutaciu 7. Algoritmus v kazdom kole vonkajsieho cyklu
umiestni aspon jednu znacku na svoje miesto. Zaroven tuto znacku aj s pri-
slusnym vrcholom odstrani zo stromu. To znamené, Ze tato znacka zostane
na svojom mieste az do konca algoritmu. V i-tom opakovani cyklu mame
aspon ¢ znaciek v domceku. Po n-tom opakovani musia byt vSetky znacky na
svojom mieste.

Pomocou vystupu algoritmu 5 vieme dorucit spravu TournamentReply
vyzyvatelovi. T4 bude obsahovat PID vrchola. Vyzyvatel, $éf i-tej tirovne
pocké na i + 1 sprav TournamentReply a podla nich vyhodnoti, ¢ sa stane
séfom ¢+ 1 Grovne. Ak prehra, zapaméta si cestu k vrcholu s najvac¢sim PID.
Ak vyhra pokracuje vo vyzyvani ostatnych $éfov irovne i41 pomocou spravy
Tournament.

2.2.8 Korektnost algoritmu
Veta 10. Algoritmus zvoli $éfa grafu T',,.

Dokaz. Musime ukazat, ze vrchol, ktory bol zvoleny algoritmom je jediny
vrchol v stave lider. Budeme postupovat indukciou vzhladom na tiroven $éfa.
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1 = 1 Kazdy vrchol je séfom 1. Grovne v ramci podgrafu indukovanom triedou
rozkladu podla grupy Gy, pretoze tento podgraf obsahuje iba jeden
vrchol.

I[P Mame zvolenych i + 1 8éfov i-tej rovne. Prislusné podgrafy spolu tvo-
ria podgraf indukovany triedou rozkladu podla podgrupy G;.1. V pred-
chadzajiucom texte sme ukazali, Ze si tito §éfovia medzi sebou vymenia
svoj PID. Kazdy z nich mé k dispozicii rovnaka kone¢nii podmnozinu
totalne usporiadanej mnoziny. Tato podmnozina mé jediny najvacsi pr-
vok a preto vyber séfa ¢ + 1. tirovne z pomedzi i + 1 Séfov i-tej tirovne
je jednoznacny.

Vsimnime si, Ze algoritmus neskon¢i skor ako sa zvoli $éf celého podgrafu.
V kazdom kole sa vyberie aspoii jeden novy $éf a ten spusti dalSie kolo
vypoctu. O]

2.2.9 Celkovy pocet odoslanych sprav

Veta 11. Nech T je transpozicny strom z mnoziny generdtorov S;. Vistupom
algoritmu 5 je postupnost dizky najviac O(i?).

Dokaz. Algoritmus v kazdom opakovani vonkajsieho cyklu umiestni znacku
na svoje miesto. Pri tom vygeneruje postupnost transpozicii, ktoré pouzil.
Dlzka tejto postupnosti nie je vii¢sia ako priemer transpozi¢ného stromu. Za-
roven v kazdej iteracii odstrani najmenej jeden list. Preto ak transpozi¢ny
strom mé na zaciatku algoritmu i+ 1 vrcholov potom postupnost transpozicii
bude mat dlzku I, kde

]

Veta 12. géfi—tej drovne vie skontaktovat $éfa rovnakej irovne zo susedného
podgrafu pouZitim O(i®) sprdv.

Dokaz. Dokaz rozdelime na 3 c¢asti, rovnako ako opis algoritmu.

e Dorucenie spravy do vrchola z mnoziny U;(x). Procedira send ByTransposition
naplanuje cestu podla cesty v transpozi¢nom strome. Kazda linka v po-
stupnosti predstavuje jednu spravu. Transpozi¢ny strom je ur¢eny mno-
zinou S;_1. Tento strom mé ¢ vrcholov a jeho priemer je 7. Na konci
pouzijem este linku f(7). To je najviac i sprav.



KAPITOLA 2. VOLBA SEFA A TRANSPOZICNE GRAFY 29

e Dorucenie spravy svojmu $éfovi i-tej irovne. Predpokladajme, Ze vrchol
u je $éf k-tej arovne. Vrchol u pozné cestu k $éfovi drovne k+ 1. Podla
vety 11 ma dlzku najviac O(:?). Celkovy pocet sprav bude

O(j <ZO (i%)

e Spitné dorucenie spravy tiez pouziva algoritmus 5 na napldnovanie
cesty. Pocet odoslanych sprav je O(i?).

H

i—

Il
B

J

Celkovy pocet sprav pre $éfa i-tej tirovne je O(:3). O

Veta 13. Algoritmus pri volbe $éfa na grafe I',, generovany transpoziénym
stromom T pouzije O(n!) sprdv.

Dékaz. Séf na tirovni i kontaktuje ¢+ 1 §éfov rovnakej trovne. Spolu $éf i-tej
ﬁrovne priamo ¢i nepriamo vygeneruje O(i*) sprav. Séfov na tirovni ¢ v grafe
[y je %, Celkovy pocet sprav bude

n

Z 7;,—!!0( ) = n'O(Z ;!) =nl0(1) = O(n!)

2.2.10 Casova zloZitost

Podobne ako v pracach |18| a [17], budeme predpokladat, Ze vSetky uzly(vrcholy)
spustia algoritmus nezavisle a posledny uzol zac¢ne v Case .

Veta 14. Algoritmus zvoli $éfa v grafe I'), generovanom transpozicnym stro-
mom v ¢ase O(n?).

Dokaz. Predpokladajme, ze séfovia i-tej irovne su zvoleny v case t;. Kontak-
tovanie susednych $éfov prebieha paralelne, sta¢i nam spocitat kolko ¢asu
trva matchmaking s jednym susedom.

e Dorucenie spravy do susedného podgrafu trva O(7) krokov.
e Dorudenie spravy svojmu §éfovi trva O(i3) krokov.

e Spitné dorucenie spravy trva O(i?) krokov.

Celkovy ¢as bude:
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2.3 Transpozi¢ny les

Definicia 15. Transpozicny graf, ktory je les, nazveme transpozicny les.

Les pozostéava z k stromov. Ozna¢me jednotlivé stromy 11,75, ..., k. Po-
¢et vrcholov jednotlivych stromov ozna¢me n; pre ¢ = 1,2,... k. Ak k > 1,
tak prislusny cayleho graf je nestuvisly. Podla poznamky 1 st jednotlivé kom-
ponenty izomorfné.

2.3.1 Zakladné vlastnosti

Veta 15. Komponent siuvislosti cayleho grafu, ktory je generovani transpo-
zicnygm lesom s k komponentamsi, md

vrcholov.
Dokaz. Budeme postupovat indukciou vzhladom na k:

k =0 Generujica mnozina je prazdna, teda cayleho graf neobsahuje ziadne
hrany. Z toho vyplyva, ze kazd4 komponenta stvislosti mé prave jeden
vrchol.

k =1 Dosledok vety 1.

IP Kazda hrana v transpozi¢nom lese predstavuje transpoziciu v generuju-
cej mnozine a kazda transpozicia generuje mnozinu hran v prislusSnom
cayleho grafu. Oznacme vSetky hrany v cayleho grafe, ktoré boli vygene-
rované hranou zo stromu 7}, ¢ervenou farbou a ostatné hrany modrou.

Jednoduché pozorovanie je, Ze ked vynechame Cervené hrany, dosta-
neme cayleho graf generovany stromami 73,75, ...,T;_1. Naopak ak
vynechame modré hrany dostane cayleho graf generovany stromom 7.

Modrym komponentom budeme nazyvat komponent suvislosti grafu,
ktory méa odstrdnené cervené hrany. Analogicky definujeme Cerveny
komponent. Modra cesta je cesta pozostavajica iba z modrych hran.
Cerven4 cesta je cesta z Cervenych hréan.

Ak medzi vrcholmi existuje modra cesta tak medzi nimi neexistuje Cer-
vena. Ak by existovali obe, znamenalo by to, ze existuju dve rozne
permutacie m; a 7wy také, ze xm; = xmy. Ale v grupe mozme kratit
zlava, potom m; = 7, ¢0 je spor.
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Zoberme si Tubovolny vrchol, ten sucasne patri do nejakého modrého
komponentu aj do nejakého cerveného. éerveny komponent, obsahuje
podla induk¢éného predpokladu n,! vrcholov. Modry komponent mé
H;:ll (n;)! vrcholov, pricom kazdy patri do nejakej ¢erveného kompo-
nentu. Tieto komponenty st ale navzajom rézne. Z toho vyplyva, ze

N > ﬁ(nz)‘

Musime sa eSte presvedcit, ¢i to nie je viac. S kazdym vrcholom v z mod-
rého komponentu M; zardtame cely ¢erveny komponent C; do ktorého
v patri. Vrcholy z ¢erveného komponentu st spojené modrou hranou aj
s inymi vrcholmi. Ukazeme, Ze tieto vrcholy patria do cerveného kom-
ponentu Cs, ktory je spojeny s vrcholom u z modrého komponentu M,
a teda uz ho mame zaratany.

Vrchol v je z modrého komponentu M; a zaroven z c¢erveného kom-
ponentu C7. Nech vrchol w je z ¢erveného komponentu C;. Existuje
¢ervend cesta medzi vrcholmi v a w, ozna¢me ju permutéciou 7. Zo-
berme Tubovolny vrchol u, ktory je spojeny modrou cestou, ozna¢me
ju 7, s vrcholom w. Potom existuje cesta medzi vrcholmi v a u a ma
tvar mymy. KedZe permutéicie m a m st disjunktné, existuje aj druhé
cesta tvaru momy. Vrchol vms je z modrého komponentu M; a s nim je
zaratany aj vrchol u. Z toho

N =]]n)!

i=1
0

Poznamka 2. Aby sme sa vyhli opakovanému zdorazrovaniu, Ze nehovorime
o celom cayleho grafe, ale iba o jednej jeho komponente siuvislosti, nazveme

Ju Bs.

Nasledujtca veta hovori o priemere cayleho grafu generovaného transpo-
ziénym lesom:

Veta 16. Priemer cayleho grafu generovaného transpozicnym lesom je O(n?),

kde

i=1

Dékaz. Horné ohranicCenie vyplyva z algoritmu 7 a vety 21. O
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2.3.2 Dekompozi¢né usporiadanie

Dekompozi¢né usporiadanie sme definovali v definicii 9. Ozna¢me volanie
algoritmu 1 na strome 7" ako volanie funkcie decomposeTree(T).

Algorithm 6 Konstrukcia dekompozi¢ného usporiadania pre transpoziény
les

1: base «— 0

2: for v =1to k do

3:  h «— decomposeTree(T;)
4: for j=1ton;, —1do
5: f(base + j) = h(j)

6: end for

7 base = base +n; — 1

8: end for

Algoritmus 6 postupne usporiada generatory z mnoziny S. Prvych n;
generatorov tvori strom 77, nasledujicich ny generatorov tvori strom 75 a
tak dalej. V ramci stromu T; je usporiadanie uréené algoritmom 1.

Kvoli jednoduchosti vyjadrovania zavedme eSte dve pomocné funkcie.
Funkcie ¢ aj s sat N — N. Zobrazenie (i) vrati ¢islo stromu, do ktorého
patri transpozicia f(i). Zobrazenie s(i) vrati poradové ¢islo transpozicie f(7)
v ramci stromu.

Musime preverit este vlastnost dekompozi¢ného usporiadania, Ze grupa
generovand mnozinou S; je vlastnd podgrupa grupy generovanej mnozinou
Sit1. Pripomenime, ze mnozina S; je definovana takto:

S =J{ry

S; je podmnozina S;1. Rozdiel mnozin S;y; a S; je transpozicia (m,n).
Plati, Ze transpozicia (m,n) nepatri do grupy generovanej mnoZzinou S;, pre-
toze by v transpozi¢nom lese vznikol cyklus. Ale transpozicia (m,n) patri do
grupy generovanej mnozinou S, 1.

2.3.3 Dekompozicia

Cayleho grafy generované transpozi¢nym lesom si hierarchické. Poradie ge-
neratorov, vyzadované v definicii 10 je dané dekompozi¢nym usporiadanim
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f. Ozna¢me symbolom G;* grupu generovani mnozinou S;. Podobne ako v
pripade transpozi¢nych stromov, existuji aj iné usporiadania generatorov.
Dekompozi¢né usporiadanie f mé nasledujuce vlastnosti:

1. Transpozi¢né grafy zadané mnozinou generatorov S; su lesy.

2. Srastucim ¢ neklesa pocet komponentov suvislosti v transpozi¢nom lese.
Inak povedané pridanim transpozicie f(i+ 1) do mnoziny S; nespojime
dva stromy do jedného.

Symbol s bude oznacovat cayleho graf generovany transpozi¢nym lesom
z mnoziny transpozicii S. Nech S,, = S potom grupu permutécii generovanu
mnozinou S,, ozna¢ime G,,.

Veta 17. Nech 35, je cayleho graf generovany transpozicnym lesom. Transpo-
zicny les pozostdva so stromov Ty, Ts, ..., T} a strom Ty obsahuje ny vrcholov.
Potom graf Bs sa skladd z ny vrcholovo disjunktngch podgrafov izomorfnijch
s grafom (Bs, .

Dékaz. Veta je obdobou vety 7. Trieda rozkladu grupy G; podla podgrupy
Gj_1 je izomorfna s grupou G;_;. Mnozina S;_; generujtca grupu G,_; je ge-
nerujiica mnozina grafu 8s, ,. Ked7ze triedy rozkladu st navzdjom disjunktné,
tak aj podgrafy nimi indukované, si vrcholovo disjunktné.

Mozeme predpokladat, ze strom 7} obsahuje aspon dva vrcholy. Trans-
pozi¢ny les nemdze obsahovat strom, ktory je tvoreny izolovanym vrcholom,
pretoze kazda transpozicia v mnozine S; pridava vrchol a hranou ho pripaja
do stromu, alebo priddva dva vrcholy spojené hranou.

Podla vety 15 graf (s, obsahuje

k—1
=1

vrcholov. Analogicky graf Bs; , méa

k—1
(H n!) % (g — 1)!

vrcholov. Triedy rozkladu grupy G; podla G;_; maji rovnaky pocet prvkov
ako grupa G;_;. Potom rozklad obsahuje

Hk‘—l N ]
i=1 M- « Nng:
k—1 _ |
[T nat (= 1)!
3Narozdiel od grupy G; pouZivanej pri volbe na cayleho grafe generovanom transpo-

zitnym stromom, dolny index neurcuje pocet permutovanych symbolov, ale mohutnost
mnoziny generatorov.

:nk‘
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tried. []

2.3.4 Volba 3éfa

Aj v tomto pripade budeme postupne volit $éfa zdola nahor. Zavedieme pojem
Séfa i-tej irovne pre cayleho graf generovanom transpozi¢nym lesom.

Definicia 16. géfom i-tej drovne nazveme vrchol, ktory je Séf v ramci pod-
grafu indukovanom triedou rozkladu G;.

Veta 18. Graf (s, obsahuje

H?:t(i) n;!
(s(z) +1)!

Séfov i-tej urovne.

Doékaz. Podla definicie 16 $éfov i-tej irovne mozme jednoznacne priradit k
triedam rozkladu podla podgrupy G;. Podobne ako v dokaze vety 17 ur-
¢ime pocet prvkov rozkladu. Grupa Gj je generovana mnozinou .S;. Mnozina
S; obsahuje prvych i generatorov. Ak funkcia ¢(i) vracia ¢islo stromu do
ktorého patri transpozicia f(i), tak potom do S; patria vSetky transpozicie,
ktoré tvoria stromy 71,75, ..., Ty;—1 a pocet vrcholov jednotlivych stromov
je ni,ma,. .., nyiy—1. Funkcia s(i) uréuje pocet transpozicii, ktoré patria do
S; a zarovei tvoria strom Ti;). Takyto podstrom s s(i) hranami obsahuje
s(2) + 1 vrcholov. Pouzitim vety 15 dostaneme pocet vrcholov patriacich do
podgrafu indukovanom triedou rozkladu:
t(i)—1
=1

( H n;!) * (s(i) + 1)!

Pocet séfov i-tej irovne dostaneme ako pomer celkového poc¢tu vrcholov grafu
Bs a pocet vrcholov podgrafu:

k k
Hj:l n;! . 1 _ Hj:t(i) n;!
[ nt @+ (s() +1)!

Algoritmus bude pracovat podla schémy:

1. Kazdy vrchol je séfom O-tej tirovne.
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2. Z mnoziny $éfov i-tej Grovne zvolime mengiu mnozinu $éfov (i + 1).
urovne.

Séf i-tej irovne musi skontaktovat s(i)+2 géfov rovnakej urovne. Podobne
ako v podkapitole 2.2.4 rozdelime tulohu na tri podilohy:

1. Dorucenie spravy do susedného podgrafu
2. Dorucenie spravy $éfovi podgrafu

3. Spétné dorucenie spravy

2.3.5 Dorucenie spravy do susedného podgrafu

Séf i-tej trovne vie pomocou liniek 1,2, ..., f(i) komunikovat v ramci pod-
grafu fs,. Linka f(i+ 1) umoziuje odosielanie sprav do susednych podgrafov
Bs,. Na dorucenie sprav do roznych susednych podgrafov pouzijeme definiciu
roznorodej mnoziny zo strany 22. Velkost mnoziny U;(z) je dand poctom
tried rozkladu grupy G;.1 podla podgrupy G;.

Na rozdiel od pripadu generovania transpozi¢nym stromom, v tomto pri-
pade sa nepermutuji vsetky pozicie, ktoré sa vyskytnu v transpoziciach z
mnoziny S;. Predpokladajme, Ze transpozicia f(i + 1) méa tvar (k,[) pricom
[ je ¢islo vrcholu, ktory je list na strome Tj;41) v transpozi¢nom lese gene-
rovanom mnozinou S;+1. Potom dva vrcholy, ktoré chci dorudit spravu do
susedného podgrafu pomocou linky (k,1), musia mat na k-tom mieste v kano-
nickom nazve rozne prvky. Ak $éf i-tej irovne chce dorucit spravu do dvoch
vrcholov, ktoré maju rozne prvky na k-tom mieste, sta¢i mu pouzit trans-
pozicie, ktoré tvoria strom Tj(;;1), pretoZe transpozicie, ktoré tvoria ostatné
stromy lesa, generuju grupu, ktora nepermutuje prvky na pozicii k.

Ozna¢me S mnozinu transpozicii, ktoré tvoria strom 7. Potom plati

Definicia 17. MnozZinu

D RUICHEST SEO v (1, k) € S; N SENY gk t(i) = t(i + 1)
P AR|(R D = f(i 4 1)} inak

budeme nazyvat mnoZinou permutovanych pozicii.

LCahko vidno, Ze aj takto definovanid mnozina permutovanych pozicii za-
chové platnost vety 9. Sef x i-tej rovne pouzitim vety 9 zostroji postupnost
liniek na ceste od neho do vrcholov mnoziny U;(z). Potom pomocou proce-
dury sendByTransposition uvedenej na strane 25 vykoné dorucenie spravy.
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2.3.6 Dorucenie spravy $éfovi podgrafu

Vrchol v z mnoziny U;(x) musi dorucit spravu svojmu $éfovi i-tej trovne.
Kazdy vrchol si bude pamétat cestu k $éfovi, ktory ho porazil. Ak vrchol v
bol séf arovne [, potom pozna cestu k $éfovi arovne [ + 1, ten pozna cestu k
séfovi arovne [ + 2 a tak dalej. Tato podiloha mé identické rieSenie ako je
uvedené v podkapitole 2.2.6.

2.3.7 Spatné dorucenie spravy

Rovnako ako v predchadzajicom algoritme na volbu $éfa, ked sprava od
vrcholu x dorazi do susedného $éfa i-tej irovne, nesie v sebe aj zoznam liniek
po ktorych presla. Ulohou prijemcu je usporiadat permutéaciu, ktora je dana
tym to zoznamom a poslat po takto skratenej ceste vyzyvatelovi spravu
Tournament Reply.

Veta 19. Skladanie disjunktnijch transpozicii je komutativne.

Dosledkom vety 19 je, ze postupnost transpozicii z mnoziny S, mozeme
preusporiadat tak, aby prvych m; transpozicii bolo z mnoziny S, d'algich
mo transpozicii z mnoziny S® a tak dalej. Permutacia 7 je séin trans-
pozicii z mnoziny S. Zavedme znacku pre kazdy vrchol z transpozi¢ného
grafu. Vrchol u bude mat znacku 7(u). Uloha je dostat znacky na svoje
miesto. Vyuzijeme algoritmus 5. Spustime ho na kazdom strome zvl4st a spo-
jime postupnosti za sebou do jednej postupnosti. Algoritmus 5 na kazdom
strome umiestni vSetky znacky na svoje miesto, pretoze kazda znacka ma
svoje miesto v tom istom strome ako bola umiestnené na zaciatku algoritmu.
Ak by to tak nebolo, znamenalo by to, Ze v ceste bola transpozicia, ktora
nepatri do S. Ozna¢me algoritmus 5 ako funkcia sort PermTree(T, ), ktoré
vrati postupnost transpozicii, pomocou ktorych je mozne premiestnit znacky
na svoje miesto na strome 7.

Algorithm 7 Usporiadanie permutacie 7

1: list < nil

2: fori=1to k do

3:  list « list + sortPermTree(T;, )
4: end for

2.3.8 Korektnost algoritmu
Veta 20. Algoritmus zvoli $éfa grafu Bs.
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Dokaz. Musime ukazat, ze vrchol, ktory bol zvoleny algoritmom je jediny
vrchol v stave lider. UkdZzeme, Ze po kazdom kole algoritmu sa udrzuje inva-
riant, ze $éf i-tej urovne je jediny vrchol v stave lider v ramci svojho podgrafu
indukovanom triedou rozkladu podla podgrupy G;.

t = 1 Kazdy vrchol je séfom 0. Grovne v ramci podgrafu indukovanom triedou
rozkladu podla grupy Gy, pretoze tento podgraf obsahuje iba jeden
vrchol.

IP Méame zvolenych s(i) + 2 $éfov i-tej trovne. Prislusné podgrafy spolu
tvoria podgraf indukovany triedou rozkladu podla podgrupy G;.i. V
predchédzajicom texte sme ukézali, ze si tito séfovia medzi sebou vy-
menia svoj PID. Kazdy z nich ma k dispozicii rovnakt konecni pod-
mnozinu totalne usporiadanej mnoziny. Tato podmnozina ma jediny
najvacsi prvok a preto vyber $éfa ¢ + 1. irovne z pomedzi i 4+ 1 $éfov
i-tej trovne je jednoznacny.

V8imnime si, ze algoritmus neskonci skor ako sa zvoli $éf celého podgrafu.
V kazdom kole sa vyberie aspon jeden novy $éf a ten spusti dalsie kolo
vypoctu, pokial nie je $éfom celého grafu, teda kym ¢ < |S]. ]
2.3.9 Celkovy pocet odoslanych sprav

Veta 21. Nech L je transpozicny les z mmnoZiny generdtorov S;. Nech po-
¢ty vrcholov jednotlivijch stromov lesu L su ny,no,...,ng. Potom viystupom
algoritmu 7 je postupnost dizky O(n? +n3,...,n3).

Dokaz. Algoritmus 7 len spaja vystupy funkcie sortPermTree. Podla vety
11 funkcia sortPermT'ree na strome T; so n; — 1 hranami vrati postupnost
dlzky najviac O((n; —1)?). To mdézme upravit na O(n?). Potom celkové dlzka
zlozenej postupnosti je:

]

Veta 22. Nech nq,no, ..., ng siu pocty vrcholov stromov v lese L. Potom plati

n1+n2—|——I—nt(z)_1+s(z)+32n1+n2++nt(z+1)_1—i—s(z+1)+1

Doékaz. Budeme postupovat rozborom pripadov:
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o Ak t(i) = t(i + 1) potom plati s(i) + 1 > s(i + 1), z toho dostaneme

nyFng+ . F a1 F8(0) 22> ngFno A nygpy— 56+ 1) 41

o Ak t(i)+1=1t(i+1), potom transpozicia f(i) je posledna transpozicia
v strome Tj(;) a transpozicia f(@i+1) je prva v strome Ti@i+1)- Z toho
vyplyva, ze s(i+1) = 1 a s(i) = nyu) — 1. Zaroven plati, Ze ny;41)-1 =
N(i)

ny+ng + .. Nyip)-1 Fs(E+1) + 1
= n1+n2+...+nt(i)+2
= ni+no+ ...+ +5(@)+3

]

Veta 23. ge’fi—tej urovne skontaktuje susedného $éfa i-tej irovne s pouzitim
(O((n1 +n2 + ... 4+ nyay—1 + s(i) + 1)?)) sprdv.

Doékaz. Dokaz rozdelime na tri ¢asti:

e Dorudenie spravy do vrcholu v z mnoziny U (z). Séf i-tej irovne pomo-
cou metody sendByTransposition odosle spravu do vrcholu v. Pritom
pouziva transpozicie zo stromu Ty;1y, ktory ma priemer s(i) + 1. Po-
tom preposielanie pomocou metody sendByTransposition spotrebuj
najviac s(i) + 1 sprav.

e Dorucenie spravy svojmu $éfovi i-tej irovne. Predpokladajme, Ze vrchol
u je §éf I-tej irovne. Potom cesta k [+ 1 $éfovi ma dizku najviac O(n? +
n+...+nf, .y +(s(i+1)+1)%). Potom pocet sprav pri preposielani
séfovi i-tej urovne bude

SN—
-
—_
N—
[N}
S~—

Zle(n%+n§+...+nf(]H) +(s(j+1
<im0 O +na 4.+ nt(ﬁl) 1+ (s(j +
= O((m +no+ ...+ M(j4+1)— (S j 1)

e Spétné dorucenie spravy. Sprava sa dorucuje po skratenej linke, ktorej
dl7ka podla vety 21 je O(n§ +n3 + ... +nj,, ) + (s(i +1) +1)%).

Celkovy pocet sprav mozeme ohranicit vyrazom O((ni+na+. . .+nyip1y—1+
(s(i+ 1) +1))?). Pomocou vety 22 a schopnosti O pohlcovat kongtanty upra-
vime na konecny tvar O((ny + na + ... + nypy—1 + 5(2))?). [

Veta 24. Algoritmus volby $éfa na grafe Bs pouZije O(N) sprav, kde N je
pocet vrcholov grafu Bs.
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Doékaz Séf na trovni i kontaktuje s(i) + 2 susednych séfov. Kedze s(i) <
s(i) +1+ Z;(:Z)l_l n;, $éf i-tej irovne vygeneruje priamo ¢i nepriamo najviac
O((n1 + ng + ... 4+ nyi—1 + s(@))*) sprav. Graf g obsahuje

k
Hj:lnj! . 1
TR EGESY

séfov i-tej urovne. Algoritmus postupne voli $éfov vysSej a vysSej trovne az
sa zvoli $éf celého grafu (g. Celkovy pocet sprav bude

Tt Oty )
— H -1, n;! (s(i) +1)!

Vyraz H§:1 n;! nezavisi od premennej ¢ a mézme ho vynat pred sumu. Dalej
rozdelme sumu na sacet sim podla hodnoty ¢(7).

k n . n . n .
H i: 4)+i O((n1 + 2)4)+ Zk O((n +mna+ ...+ np_1+ 1)4))
j=1 i=1 i=1 nl‘Z' o =1 n1!n2! Ce lefl‘Z‘

Vieme, ze n; > 2, pretoze izolované vrcholy v transpozi¢nom lese nemozu
existovat. Dosadenim do vyrazu dostaneme

k k N4
H Z J—1 +O((22]])))

J=1

vypiSme par s¢itancou:

01y 0@y 0@BYH  0uY  0GY
20+21+21+22+22

vidime, Ze tuto postupnost vieme zhora ohranic¢it radom:

upravime ho na tvar:
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Celkovy pocet sprav odhadneme vyrazom

k n  O®i*
Hj:l O #)

2271

A
=
2%
*
Q i3
3&

2.3.10 Casova zloZitost

Podobne ako v kapitole 2.2.10, budeme predpokladat, 7e vSetky uzly(vrcholy)
spustia algoritmus nezavisle a posledny uzol zac¢ne v ¢ase t,.

Veta 25.
ny+ng + o g1+ s(1) < 20
Doékaz. Porovnajme hodnoty pre i a 7 + 1
n 4 ng 4 A Ny + 804+ 1) = (ng +no 4 F nye)— + 5(0))

e Ak t(i) = t(i+1), potom sa rozdiel z redukuje na s(i+ 1) — s(7), ked ze
transpozicie st obe zo stromu T} tak s(i + 1) — s(i) = 1.

o Ak t(7) + 1 = t(i + 1), potom sa rozdiel zredukuje na ;111 + s(i +
1) — (7). Kedze transpozicia f(7) je posledna zo stromu Ty, tak s(i) =
nyy — 1. Transpozicia f(i41) je prva na strome Tj;41) tak s(i+1) =1
Po dosadeni dostaneme ny;) + 1 — (nt( ) — 1)=2.

O

Veta 26. Algoritmus zvoli $éfa v grafe Bs gemerovanom transpozic¢nym lesom

v ¢ase O(nt), kde
k
i=1

Dokaz. Predpokladajme, 7e Séfovia i-tej irovne su zvoleny v Case t;. Kontak-
tovanie susednych $éfov prebieha paralelne, sta¢i nam spocitat kolko ¢asu
trva matchmaking s jednym susedom.

e Dorucenie spravy do susedného podgrafu trva O(s(i) + 1) krokov. Po-
uzitim nerovnosti s(i) < ¢, odhadneme pocet krokov na najviac O(7).



KAPITOLA 2. VOLBA SEFA A TRANSPOZICNE GRAFY 41

e Dorucenie spravy svojmu $éfovi trva O((nq +na + ... +nyp—1 + s(i))?)
krokov. Pomocou vety 25 zjednodusime odhad na O(z?).

e Spitné dorucenie spravy trva O(i?) krokov.

Celkovy cas bude:



Kapitola 3

Zaver

V tejto praci sme skumali problém volby $éfa na cayleho grafoch. Na zaciatku
sme presne zadefinovali problém. Zaoberali sme pripadom, ked cayleho graf
je generovany mnozinou transpozicii. Skiimali sme §truktiru cayleho grafov
generovanych transpozi¢nym stromom a lesom. Podarilo sa vyuzit ich al-
gebraickt Struktdru na ich dekompoziciu. Ich rekurzivna Strukttra sa stala
zakladom algoritmov na volbu $éfa.

Navrhli sme algoritmy na volbu §éfa pomocou turnajovej schémy. Obidva
algoritmy pouzivaji najviac linedrny pocet sprav. Podarilo sa ndm zjednotit
algoritmy na volbu §éfa okrem inych pre hyperkocky, star grafy a bubble sort
grafy. Nasli sme netrividlnu podtriedu cayleho grafov, na ktorych sa da zvolit
séf s lineArnym poctom sprav.

Zaujimavé rozSirenie by bolo nasadit navrhnuty algoritmus na cayleho
grafy generované transpozi¢nymi grafmi pripadne involiciami. Inym rozsire-
nim by bolo zruSenie identifikdtorov a pracovat s anonymnou sietou. Dokazali
by sme navrhnit efektivny matchmaking? Dalsia moznost by bola, snazit sa
zlepsit ¢asovu zlozitost algoritmov.

Oblast distribuovanych vypoc¢tov je dnes velmi Ziva. S rasticou dostup-
nostou hardvéru, schopného zabezpecit distribuované vypocty, bude pocet
zaujimavych problémov rast.
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