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Abstrakt

Autor: Frantisek Grega

Ndazov prace: Malé cyklové pokrytia v grafoch
Univerzita komenského v Bratislave

Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Katedra informatiky

Vedici: prof. RNDr. Martin Skoviera, PhD.
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Tato praca sa zaoberd hypotézou o malych dvojitych cyklovych pokrytiach na
kartezianskych, respektive zovseobecnenych kartezianskych stucinoch grafov.

Klucové slova: SCDC, PPDC, EPPDC, cyklus, pokrytie cyklami, grafové
nakrytie, sikmy sicin, volny sucin
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Predhovor

Problematika cyklovych pokryti v grafoch je relativne znamou v oblasti teérie
grafov. Riesi otazku, ako je mozné pokryt graf suborom cyklov tak, aby
boli splnené nejaké podmienky. Postupom casu sa tedria obohatila o nové
poznatky, smery, ktorymi sa v sucastnosti vyskum v tejto oblasti ubera.
Otazka cyklovych pokryti zasahuje do oblasti, ako toky v grafoch, farbenie
grafov a pod.

Cyklové pokrytia grafov, ako oblast skiimania tedrie grafov som si vybral,
pretoze ma tento predmet zaujal a chcel som obohatif svoje vedomosti o
vyskum v podobe diplomovej prace. Okrem toho je tato préaca ciastocne
pokracovanim mdjho vyskumu z bakalarskej prace.
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Uvod

0.1 VsSeobecné

Hypotéza o dvojitom cyklovom pokryti na grafoch je v teorii grafov jed-
nou z najviac skimanych problémov spolu s hypotézou o nikde nulovom 5-
toku a Berge-Fulkersonovou hypotézou. Podla hypotézy o dvojitom cyklovom
pokryti ma kazdy dvojsuvisly graf sibor cyklov taky, ze kazda hrana grafu sa
v nom nachadza prave dva krat. Hypotéza o nikde nulovom 5-toku sa zaobera
nikde nulovym 5-tokom na Tubovolnom dvojstvislom grafe. Podla Berge-
Fulkersonovej hypotézy existuje v kazdom dvojstvislom kubickom grafe Sest
1-faktorov s vlastnosfou, ze kazda hrana daného grafu sa nachadza v prave
dvoch 1-faktoroch z tychto. Ako dalej spomina Gazdik vo svojej diplomovej
praci [Gazl0], zaujimavé je a tiez jednym z dovodov, preco tieto hypotézy
spominame, ze vsetky problémy sa daji redukovat na triedu snarkov, ¢o st
dvojsivislé kubické grafy s chromatickym indexom Styri.

V tejto praci sa budeme zaoberat najmé hypotézou o dvojitom cyklovom
pokryti na grafoch a to konkrétne odvodenou hypotézou o malych dvo-
jitych cyklovych pokrytiach, ktord je zosilnenim pévodnej hypotézy a budeme
ju skumat na kartezianskom sucine grafov. Poukazeme na stvislosti medzi
suc¢inmi grafov a inymi triedami grafov. Dokazeme platnost hypotézy na
niektorych grafoch, ktoré si kartezianskymi sic¢inmi grafov. Zovseobecnime
pojem kartezianskeho stucinu a dokazeme platnost hypotézy na niektorych
objektoch zovseobecnenych kartezidnskych sicinov grafov.
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0.2 Motivacia

Motivaciou skimania hypotézy CDC, resp. SCDC v informatike je vo vSeobec-
nosti skutocnost, ze poznatky o struktire grafov vedu ku konstrukcii rychle-
jsich algoritmov na rieSenie roznych problémov (napriklad kombinatorickych)
na grafoch. Nakolko hypotéza CDC zohrava vyznamnu tlohu v prepojeni
roznych poznatkov o strukture grafov, tak jej rieSenie moze mat zasadny
prinos. Oblast teérie grafov sa dotyka réznych informatickych disciplin, z
ktorych snad najzaujimavejsou v suvislosti s tedriou grafov je tedria poci-
tacovych sieti. Motivacia skimania kartezianskych stc¢inov podobne spociva
v tom, zZe tento objekt je spomedzi stuc¢inov na grafoch jednym z najatrak-
tivnejsich. A to napriklad svojou aplikdciou v teodrii kodovania, tedrii sieti,
alebo teoretickej chémie.[IKRO§]



Kapitola 1

Hypotézy

1.1 Ciel prace

Dokézat platnost hypotézy SCDC na kartezidanskych sic¢inoch grafov, respek-
tive zovseobecnenych kartezidnskych stucinoch grafov.

1.2 Teobria

1.2.1 Zakladné definicie

Definicia 1.2.1. (jednoduchy graf) Jednoduchym grafom rozumieme neo-
hodnoteny graf, ktory obsahuje iba neorientované hrany a neobsahuje na-
sobné hrany a slucky:.

Definicia 1.2.2. (neorientovany graf) Neorientovanym grafom rozumieme
graf, ktory obsahuje iba neorientované hrany.

Pozndmka 1.2.1. Mnozina hran grafu G sa oznacuje, ako E(G). Niekedy
budeme v grafe nahradzat neorientované hrany dvojicou opacne oriento-
vanych $ipov, teda pre vsetky hrany e € E(G) existuje d,d~! € D(G), kde
d,d™! st opac¢ne orientované §ipy. Sip je len iné pomenovanie pre orientovant
hranu, kde d; oznacuje pociatocny vrchol Sipu d a d; koncovy.
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Definicia 1.2.3. (komponent stvislosti) Komponentom suvislosti grafu G
nazyvame maximalny suvisly podgraf grafu G.

Pozndmka 1.2.2. Kazdy konecny graf sa sklada z niekolkych komponentov
suvislosti a suvisly graf sa sklada z jedného komponentu stvislosti, ktorym
je on sam.

Definicia 1.2.4. (stupen vrchola) Stupnom vrchola je ¢islo, ktoré oznacuje
pocet hran incidentnych s danym vrcholom.

Definicia 1.2.5. (cyklus) Graf nazyvame cyklus, ak je suvisly a vsetky jeho
vrcholy maju stupen 2.

Pozndmka 1.2.3. V anglickej literattre sa pod pojmom cyklus zvykne uvadzat
graf, ktorého kazdy vrchol mé parny stupen. V tomto je nasa definicia strik-
tna, lebo vyzadujeme, aby bol graf stuvisly a aby stupen kazdého vrchola bol
prave 2.

Definicia 1.2.6. (parny graf) Parnym grafom nazyvame graf, ktory ma
vsetky vrcholy parneho stupna.

Grafom stupna n nazyvame graf, ktory ma vsSetky vrcholy stupna n.

Pozndmka 1.2.4. Parnemu grafu sa zvykne hovorit aj eulerovsky graf, pretoze
v kazdom komponente sivislosti tohoto grafu existuje eulerovsky tah, teda
uzavrety fah, ktory obsahuje vsekty hrany daného komponentu suvislosti.

1.2.2 Dvojité cyklové pokrytia grafov

Definicia 1.2.7. Dwojité cyklové pokrytie grafu je subor cyklov C taky, ze
kazda hrana patriaca danému grafu sa nachadza v prave dvoch cykloch z C.
(CDC)

Priklad dvojitého cyklového pokrytia uvadzame na obrézku[I.1] kde st farebne
odlisené cykly patriace CDC daného grafu.

Hypotéza 1.2.1. KaZdy dvojsivisly graf md dvojité cyklové pokrytie. (hy-
potéza CDC)

Pozndmka 1.2.5. Ak sa uvadza, ze graf je dvojsuvisly, mysli sa tym hranova
dvojsuvislost.
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Obr. 1.1: Hustracia CDC na grafe P3P,

Této hypotéza je pripisovana viacerym autorom. [Cha09] Konkrétne ju vyslovili
pani Szekeres a Seymour v 70-tich rokoch minulého storocia. Motivaciu jej
skiimania pontkol uz Euler tvrdenim, ze pre kazdy parny graf existuje jeho
dekompozicia na mnozinu cyklov. Hypotéza CDC je znama, ako dosledok
hypotézy o silnom vnoreni. Hypotéza o silnom vnoreni hovori, ze kazdy dvo-
jstvisly graf mé silné vnorenie na nejakom povrchu.[Jae85] Existuju dalsie
odvodené problémy spojené s tymto. Napriklad takzvana hypotéza o silnom
vnoreni na orientovanych povrchoch. Iné sa tykaju zase k-zafarbitelnosti stien
grafu v nejakom vnoreni. K samotnej hypotéze o dvojitych cyklovych pokry-
tiach na grafoch existuju taktiez odvodené problémy, z ktorych jeden budeme
skiamat v tejto praci. Su to napriklad tieto:

Hypotéza 1.2.2. KazZdy dvojsuvisly graf md orientované dvojité cyklové
pokrytie.

Pozndmka 1.2.6. Ak by sme vsetky hrany neorientovaného grafu nahradili
dvojicou opacne orientovanych hran, tak potom orientované dvojité cyklové
pokrytie je taky siubor cyklov C taky, ze kazdy cyklus v tomto sibore je
orientovany a plati, ze kazda orientovand hrana je v prave jednom cykle
daného suboru. Zjavne je tu podobnost s hypotézou tykajicou sa hypotézy
o silnom vnoreni na orientovanych povrchoch.

Hypotéza 1.2.3. KaZdy dvojsivisly graf md stenovo-5-zafarbitelné vnorenie
na nejakom orientovanom povrchu.

Kazdy dvojsiuvisly graf md dvojité 5-cyklové pokrytie.
Ak skombinujeme predchadzajtice hypotézy, dostavame nasledovné:
Hypotéza 1.2.4. KazZdy dvojsuvisly graf md silné, stenovo-5-zafarbitelné

vnorenie do nejakého orientovaného povrchu.

Tento dohad implikuje platnost hypotézy CDC, ako aj hypotézy o nikde
nulovom 5-toku na dvojsavislych grafoch:
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Tvrdenie 1.2.1. Nech graf G ma silné, stenovo-5-zafarbitelné orientované
vnorenie. Potom G md nikde nulovy 5-tok.

Podla [Jae85] navyse existuje redukcia hypotézy CDC na snarky, t.j. ak plati,
ze kazdy snark ma CDC, tak aj kazdy dvojsuvisly graf ma CDC. Velmi dobréa
ilustracia vztahov réznych hypotéze je v praci [Bon88| na strane 18.

1.2.3 Malé dvojité cyklové pokrytia grafov

Definicia 1.2.8. Malé dvojité cyklové pokrytie grafu je sibor cyklov C taky,
ze kazda hrana patriaca danému grafu sa nachadza v prave dvoch cykloch
z C a plati, Ze pocet cyklov v C je mensi, ako pocet vrcholov daného grafu.

(SCDC)

Hypotéza 1.2.5. Kazdy jednoduchy dvojsuvisly graf mad malé dvojité cyklové
pokrytie. (hypotéza SCDC) [Bon8§|]

Poznamka 1.2.7. Uvedomme si, ze jednoduchost grafu nam zabezpeci, aby
graf nemal ,prilis” vela hran v porovnani s poc¢tom vrcholov grafu, ¢o by
sposobilo, ze pocet cyklov musi byt vacsi, ako pocéet vrcholov grafu. Jednodu-
chost grafu je teda nutnou podmienkou. V tejto praci, ak nebude uvedené
ina¢, pod pojmom graf myslime jednoduchy neorientovany graf.

Poznamenajme, Ze toto ohranic¢enie je svojim spdsobom prirodzené, nakolko
lubovolné CDC na nejakom kompletnom grafe K,, ma miniméalne n—1 cyklov,
¢o sa da Tahko ukazat, nakolko kazdy cyklus v danom grafe ma maximalnu
dizku n a pocet hrén v grafe je n* (n — 1)/2.

Z pozorovania, na ktorych triedach grafov bola hypotéza dokazana sa da vi-
diet, Ze bola skiimana na takych objektoch, ktoré sa daji nejakym spdsobom
,dobre” uchopit, da sa lahko udrziavat pocet cyklov v CDC v pozadovanej
miere.

Podla [Bon88| plati, ze K, s n > 3, resp. K,, pre p,q > 2 ma SCDC.
Price [FKS02, [Sey93] pojednavaji hypotézu SCDC na triede 4-suvislych
planarnych grafov, ako aj na triede hranovych grafov kompletnych multipar-
titnych grafov. Hypotéza bola taktiez overena na jednoduchych triangulaci-
ach na orientovnych povrchoch.[FKS02]

Veta 1.2.1. |[FKS02]
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1. Ak G je kompletny graf, kompletny bipartitny graf okrem Ko, alebo
plandrny graf bez artikuldcie stupna 2, tak hranovy graf grafu G md

SCDC.

2. Ak G je kompletny multipartitny graf iny, ako Ko, tak hranovy graf
grafu G md SCDC.

3. Ak G je dvojsuvisly plandrny graf, tak hranovy graf grafu G mda SCDC.

4. Ak G memd vrcholy stupria 2, tak hranovy graf grafu G md SCDC.

Motivaciou skimania hypotézy na triede plandrnych grafov je zjavne vyuzi-
tie planarnych grafov v teérii pocitacovych sieti. V pripade triedy hranovych
grafov je zase motivaciou jednoducho popisatelna struktira. Zaujimavou
triedou grafov sii aj rozne siciny na grafoch. V dalsej kapitole sa preto venu-
jeme prave kartezianskym stcinom grafov.



Kapitola 2

Karteziansky sucin

2.1 Perfektné dvojité pokrytie cestami

Definicia 2.1.1. (Perfektné dvojité pokrytie cestami - PPDC) Hovorime,
ze graf G ma PPDC prave vtedy, ked ma subor ciest P(G) taky, ze kazda
hrana z G lezi v prave dvoch cestach z P(G) a kazdy vrchol z G je koncovym
vrcholom prave dvoch ciest z P(G).

Pozndmka 2.1.1. Uvedomme si, ze podmienka, ze kazdy vrchol je koncovym
vrcholom préave dvoch ciest z P(G) ndm zarucuje, ze pocet ciest v PPDC je
rovny poctu vrcholov grafu.

Bondy vo svojej praci [Bon88| uvddza definiciu PPDC a zdroven poukazuje
na suvis s hypotézou SCDC. Poukazuje na niektoré triedy grafov, na ktorych
su tieto hypotézy ekvivalentné. Ako je dalej vidiet aj v pracach o hranovych
grafoch [Sey01], resp. kartezianskych suc¢inoch, ktoré pojednavaju ttto prob-
lematiku, PPDC je tizko previazana s hypotézou SCDC.

V praci [NSO8|] je uvedené, ze ak jednoduchy bezmosty suvisly graf G o n
vrcholoch mé vrchol v stupna n — 1, tak G ma SCDC, ak G — {v} méd
PPDC, ¢o plati, takze inymi slovami ak mame graf, ktory obsahuje vrchol,
ktory je spojeny so vsetkymi ostatnymi vrcholmi hranou, tak tento graf ma
SCDC. Predchadzajuca veta vsak znovu potvrdzuje prepojenie medzi tymito
hypotézami.

Veta 2.1.1. Kazdy jednoduchy graf ma PPDC. [Li90]

8
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Dolezitou vlastnostou PPDC, ktord vyuzijeme pri konstruovani malych dvo-
jitych cyklovych pokryti je, ze graf bez izolovanych vrcholov ma také PPDC,
ktoré neobsahuje cestu dlzky nula.

Definicia 2.1.2. Nech G je graf, ktory ma PPDC P. Graf A(P) je multigraf,
ktory ma rovnaki mnozinu vrcholov, ako G. Pre vsetky P € P, A(P) ma
hranu medzi dvoma koncovymi vrcholmi P. Potom A(P) je asociovany graf
grafu G.

Definicia 2.1.3. (Eulerovské perfektné dvojité pokrytie cestami - EPPDC)
Hovorime, ze graf G ma EPPDC prave vtedy, ked ma PPDC P a plati, ze
A(P) je cyklus.

Pozndmka 2.1.2. Uvedomme si, ze ak P je PPDC, tak A(P) je graf stupna
2 bez poziadavky jeho stvislosti.

Hypotéza 2.1.1. KaZdy jednoduchy graf ma EPPDC. [Bon90]
Veta 2.1.2. KazZdy strom mda EPPDC.

Dokaz 2.1.1. Uvedieme konstrukény dokaz. Zoberme Iubovolny strom. Budeme
ho traversovat prehladévanim do hibky. Zvolme si teda koreii stromu, ak nie
je urc¢eny a usporiadanie synov kazdého otca v strome. Algoritmus na vy-
robenie EPPDC na danom strome bude nasledovny pre graf G:

1. Zoberme koren stromu v. Nastavme zaciatok cesty p := v. Zoberme
najlavejsieho syna w. v := w. Pocet navstiveni vrchola vynulujme.

2. Opakujme nasledovné pre vrchol v, zaciatok cesty p:

3. Ak v je navstiveny prvy krat, tak cestu p, ..., v pridajme do P(G) a ak
v navyse nie je korenom stromu, tak v nom zacnime novu cestu, t.j.
p :=v. Ak je korenom stromu, ukonc¢ime algoritmus.

4. Ak v nie je list stromu, tak zoberme najlavejSieho syna, ktory este
nebol prehladany, v opacnom pripade, alebo ak neprehladany syn v
neexistuje, zoberme otca. Nech tento vrchol je w.

5. vi=w.
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Obr. 2.1: Tustracia vytvarania EPPDC na strome.

Chceme ukézat, ze na konci behu algoritmu bude P(G) EPPDC grafu G.
P(G), dalej len P, je pokrytie grafu G cestami, lebo vsetky objekty, ktoré za
behu algoritmu vzniknt, st cestami. To, ze kazda hrana je v danom pokryti
prave dva krat vyplyva z vlastnosti prehladévania do hibky. Algoritmus tak-
tiez ruci za to, ze kazdy vrchol je koncovym vrcholom prave dvoch ciest.
Poradie, v akom st prehladané vrcholy pri prehladavani do hibky je zaroven
poradim vrcholov v A(G) podla P, ¢o je tiez zjavné z algoritmu. To ale, zna-
mena, ze dané PPDC je zaroven eulerovské, ¢o sme checeli dokazat. Obrazok
ukazuje vytviranie EPPDC na strome prehladdvanim do hibky. Kazd4
sipka v grafe oznacuje cestu z P a zaroven ukazuje, akym sposobom algorit-
mus prechédza jednotlivymi vrcholmi stromu.

Veta 2.1.3. KazZdy cyklus s aspon 3 vrcholmi ma EPPDC.

Dokaz 2.1.2. Uvedieme konétr}lkény dokaz. Rozdelime ho na dva pripady.
Zoberme cyklus C),, kde n je dlzka cyklu.

Ocislujme vrcholy cyklu nasledovne: (co, c1,¢a, ..., ch1,Co).

1. n=2k+1: PPDC P zostrojime tak, aby platilo, ze vrchol ¢; bude kon-
covym vrcholom ciest {¢;_oc;—1, ¢;i—1¢} a {¢icit1, Civ1¢i42} (mod 2k+41).
Lahko nahliadneme, ze kazdy vrchol cyklu je prave dva krat koncovym
vrcholom nejakej cesty v P. Rovnako kazda hrana c;c;11 je v prave
dvoch cestach a to {Ci—lci7cici+1} a {CiCi+1,Ci+1Ci+2} (mod 2k + 1)
Vdaka neparnemu poc¢tu vrcholov v cykle je dané PPDC eulerovskym.

2. n = 2k: Ak by sme postupovali, ako v predchadzajicom pripade,
tak by sme dostali dva disjunktné cykly. Najmensi cyklus splnajuci
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vsetky podmienky je C4. Aby sme dosiahli EPPDC, vytvorime v cykle
dve cesty neparnej dlzky a to nasledovne: zoberieme dva susedné vr-
choly, napriklad ¢; a ¢;;1. Priddme do PPDC P, ktoré vytvorime, ako
v predchadzajicom priklade, cesty {c;cii1}, {cio1¢i, cicivq, civ1cina} a
odoberieme cesty {c;_1¢;, ciciv1} a {ciciv1, Civ1¢iro}. Zjavne sme charak-
teristiku PPDC neporusili. Ostava ukazat, ze dané PPDC je eulerovské.
To vyplyva z faktu, ze pridané cesty st nepéarnej dlzky, odobrané cesty
st parnej dlzky a obe pridané cesty sa prekryvaju tak, ze pri traverso-
vani cyklu oboma smermi je koniec jednej z ciest vzdialeny zaciatku
druhej cesty neparny pocet hran.

Hypotéza 2.1.2. KaZdy parny graf s aspon 3 vrcholmi mda EPPDC.

Veta 2.1.4. [SW05, [Bon90]

1.

s

NS o e e

Majme graf G, ktory ma EPPDC. Potom ak pridame do grafu G vrchol
v a spojime ho minimdlne s jednym a maximalne s tromi vrcholmi grafu
G hranou, tak graf G +v md EPPDC.

Lubovolny graf s mazximdlnym stupriom najviac 3 ma EPPDC.
Ak graf G je k-strom, k =1,2,3, tak G md EPPDC.

Kazdda hyperkocka mda EPPDC.

K, ma EPPDC.

Pre vsetky m,n > 1, K,,,, ma EPPDC.

Ak G a H maji EPPDC a pocet vrcholov oboch grafov si navzdjom
nesudelitelné cisla, tak kartezidnsky sucin grafov G a H ma EPPDC.

Ak G md EPPDC, tak kartezidnsky sucin grafov G a P, mda EPPDC.
Ak G ma EPPDC, tak lexikograficky sucin grafov Py a G ma EPPDC.

2.2 Karteziansky sicin grafov

Definicia 2.2.1. Kartezidnsky sucin GUH grafov G a H je graf s mnozinou
vrcholov V(G) x V(H) a mnozinou hran definovanou tak, ze dva vrcholy
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Obr. 2.2: Tlustracia kartezianskeho stcinu dvojice grafov P;

(u,v) a (z,y) st susedné prave vtedy, ked bud u =z € V(G) a vy € E(H),
alebo uz € E(G) av=y e V(H).

Pre ilustraciu uvadzame obrazok 2.2

Pozndmka 2.2.1. Niekedy budeme pouzivat nasledovné oznacenie pre vrcholy
kartezidnskeho sucinu: (u,v) = z,,, pripadne ak budd vrcholy identifikovné
vo svojom grafe pomocou prirodzeného ¢isla, tak budeme pouzivat oznacenie:
(UZ’, Uj) = Z@j.

Ak ocislujeme vrcholy grafu G, ako go,¢1,...,9m_1 a vrcholy grafu H, ako

ho, h1, ..., hn_1, vrcholy grafu G JH oznac¢ime pismenom z, tak kopiou grafu
G grafu GUOH nazyvame graf G*, pre ktory plati, Ze mnozina jeho vrcholov
je V(G") = {xo4, %14y Tm—1,:} & pre mnozinu hran daného grafu plati,

ze E(G") = {zpiziilgrgr € E(G)}. Obdobne pre képiu grafu H plati, ze
V(HZ) = {513'1'70,331'71,...,.%@%,1} a E(Hz) = {LCZ‘,]CQ?@[ hkhl € E(H)} Zjed—
notenie vsetkych koépii grafu G budeme volat lavy graf grafu GUH, alebo

len I[(GOH). Rovnako zjednotenie vSetkych képii grafu H nazveme pravim
grafom grafu GUOH (r(GOH)).

\Y sa venujeme ilustrativnym porovnaniam s dal$imi stuc¢inmi grafov.
Ako sme uz spomenuli v kapitole [I}, hypotézu SCDC sa snazime skiimat na
triedach grafov, ktoré majui nejakym sposobom dobri struktiru, ¢o zabezpedi,
ze sme schopni tento problém na nich riesit. Jednou z tychto tried je trieda
hranovych grafov. V tejto kapitole sa pozrieme na triedu kartezianskych sici-
nov grafov. Tato trieda je zaujimava svojou struktirou. Vdaka pravidelnosti
opakovania urcitych vzoriek grafov v kartezianskych suc¢inoch grafov dosté-
vame celkom dobré informéacie na pocitanie objektov, ktoré na nich hladame.
Nasledujuca veta nam nacrtava istii podobnost s triedou hranovych grafov a
svojim sposobom odobruje volu skiimat hypotézu na tejto triede grafov.
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Veta 2.2.1. L(K,.,)) ~ K, OK,. [Gre09)]

Dékaz 2.2.1. Nech V(K,,,) = (A, B). Potom A = {aj,as,...,an}, B =
{b1,ba,...,b,}. Graf L(K,,,) je hranovy graf grafu K,,,, a teda vSetky hrany
grafu K, ,, si vrcholmi grafu L(K,,,), z coho dostavame:

V(L(Km,n)) - {(ala b1)7 (ala b2)7 LR} (a17 bn)a <a2; b1)7 "'(am7 bn)}
Dalej zjednodusime zapis tak, ze (a;,b;) = v; ;. Takze

V(L(Km,n)) - {'Ul,lv Ul,Qa s 7vl,n7 UZ,I; o 7vm,n}'

Ak dve hrany su incidentné s tym istym vrcholom, tak v hranovom grafe

st dva vrcholy reprezentujice tieto hrany spojené hranou, z ¢oho vyplyva,

ze mnozina hran je tvorend dvojicami v; ;v ,, ak @ = k, alebo j = [ okrem pri-
padu, ked v; ; = viy. (v j, vk; € V(L(Kpp))) Zoberme V(K,,) = {c1,¢2, ..., cm},
V(K,) ={di,ds,...,d,}. Po zjednoduseni dostavame zapis

V(Km DKn) - {w1,17 W1,2y -, Wi, W21, - -- >wm,n}-

Lahko nahliadneme, Ze mnozZina hran je tvorend dvojicami w; jwy, ak i = k,
. 7’ >
alebo j = [ okrem pripadu, ked w; ; = wy.

Zjavne existuje bijektivne zobrazenie ¢(v; ;) = w;; pre vietky 1 < i < m,
1 < 5 < n. Kedze bijektivne zobrazenie z mnoziny vrcholov na mnozinu
vrcholov nie je nic¢ iné, ako tzv. ,premenovanie” vrcholov, tak plati, ze grafy
L(Kp,,) a K, 0K, st izomorfné a teda L(K,,,) ~ K,, OK,.

Veta 2.2.2.

1. Nech G je graf o n wvrcholoch bez izolovangch vrcholov. Potom G UP,
ma SCDC' s n cyklami. Navyse, ak G ma SCDC, tak GUP., k > 3 mad
SCDC' s najviac nk —n — k + 2 cyklams.

2. Nech G je graf o n wvrcholoch bez izolovanych vrcholov a nech G mda
SCDC. Potom pre lubovolny strom T', GUT ma SCDC.

3. Nech G je graf o n wrcholoch bez izolovangch vrcholov. Potom pre
lubovolné k > 2, GUOCy, ma SCDC s 2n cyklami. Navyse ak G md
SCDC, tak GOCo%,_1 mda SCDC s najviac 3n — 1 cyklami. [NSOS]
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Veta 2.2.3. GUH md SCDC, ak G a H maji SCDC a ak plati, Ze aspon je-
den z grafov G, H mad v nejakom svojom SCDC hamiltonovski kruznicu. [Gre0d]

Veta 2.2.4. K,,0K,, md SCDC pre m,n > 1 okrem pripadu, ked {m,n} =
{1,2}.[Gre09], [NSOS]

Préce [NS08] a [NS09] navyse pojednavaji hypotézu SCDC na dalsich stc¢inoch
grafov, ako s konkrétne lexikografické, kategorické, respektive silné stuciny
grafov.

2.3 EPPDC a karteziansky sucin

Veta 2.3.1. Ak G a H su grafy s pdrnym pocet vrcholov a maji EPPDC,
tak GOOH ma SCDC.

Dokaz 2.3.1. Nech G, H su grafy s parnym poc¢tom vrcholov a nech majia EP-
PDC P(G) a P(H). Potom existuju grafy A(G) podla P(G) a A(H) podla
P(H). Tieto grafy su cykly s parnym poctom vrcholov také, ze A(G) =
(9o, G1s- -5 92m-1,90) & A(H) = (ho, h1, ..., han_1, ho) a plati, pre vsetky vr-
choly (gi,hj) z A(G)OA(H) (dalej v;;), ze ich susedné vrcholy st: v;_ ;,
Vit1jy Vij—1, Vij+1 (mod (2m,2n)). Skonstruujme teraz sibor cyklov C’ taky,
ze obsahuje cyklus

(U2k,217 V2k+1,215 V2k+1,21+15 V2k,21+1, Uzml)

('U2k71,2l71> Vok,21—1, V2k 215 V2k—1,21, U2k71,2l71)

(mod (2m,2n)) pre Iubovolné k,l. Tato konstrukcia ndm zabezpecuje, zZe
vSetky hrany grafu A(G)OA(H) si prave v jednom cykle z C'. Pre lepsiu
predstavu uvddzame ilustraciu (2.3) na ktorej si ¢iernou farbou vyfarbené
jednotilvé cykly z C'.

Premietnime teraz jeden z tychto cyklov do grafu G JH. Nakolko sa tento
premietnuty graf sklada zo Styroch ciest z grafu, ktoré st spojené cez ich kon-
cové vrcholy do cyklu, tak aj tento graf je cyklus. Ak premietneme rovnakym
sposobom vsetky cykly z C’, dostdvame stibor cyklov C. Chceme ukazat, ze
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Obr. 2.3: Ilustracia pokrytia grafu A(G)OA(H) cyklami.

tento stibor je SCDC grafu GOH. Nakolko vsetky hrany z A(G)OA(H)
si pokryté prave raz, tak aj vsetky hrany grafu GUH s pokryté prave
dva kréat, pretoze PPDC grafu pokryva vsetky hrany prave dva krat. Pocet
cyklov dostavame, ako |V (G)|-|V (H)|/2 a zjavne plati, ze |V (G)|- |V (H)|/2 <
V(G| IV (H)| - 1.



Kapitola 3

Zovseobecneny sucin

LS e

3.1 Sikmy s6éin grafov

3.1.1 Grafové nakrytia a siic¢in grafov, motivacia

Definicia 3.1.1. (okolie vrchola) Okolie vrchola v v grafe G je mnozina
vrcholov grafu G, ktora obsahuje vSetky vrcholy susedné s v.

Definicia 3.1.2. (grafové nakrytie) Nech G, H su grafy a nech ¢ : V(G) —
V' (H) je surjekcia. Potom ¢ je nakrgvajice zobrazenie z G do H, ak pre vsetky
vrcholy v € V(G), zizenie ¢ na okolie v je bijekcia na okolie p(v) € V(H).
Graf G je v takom pripade nakryvajici graf grafu H, alebo graf H volame
kvocient grafu G.

Pre jednoduchsiu ilustraciu uvadzame obrazok [3.1 nakryvajiceho zobrazenia.
Vsimnime si, ze farebne odliSené susedné vrcholy fubovolného vrchola grafu
H st rovnako farebne odlisené v netrividlnom nakryvajicom grafe, G.

Veta 3.1.1. Uvazujme graf G. Majme k € NT. Majme zobrazenie o : D(G) —
¢, kde ¢ je bijekcia na mnozine K = {0,1,...,k — 1} takd, Ze a(d) = ¢4 a
navyse plati pre lubovolny §ip d € D(G), Ze a(d™') = (a(d)) ™. Skonstruujme
graf (G, «) tak, Ze pre mnoZinu vrcholov plati, ze V((G,«a)) = V(G) x K a
pre mnozinu hran plati, Ze E((G, ) = {w,w), |Jww’ € E(G)An = ¢y (m)}.
Potom (G, «) je nakrjvajici graf grafu G a ¢ : V((G,a)) = V(G), také, Ze
w(v;) = v pre lubovolny vrchol v € V(G) a i € K, je nakrgvajice zobrazenie
2 (G,a) do G.

16
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H G

Obr. 3.1: Tustracia grafového nakrytia.

Obr. 3.2: Ilustracia grafu (H, «).

Dokaz 3.1.1. ¢ je zjavne surjektivne zobrazenie. Zoberme Iubovolny vrchol
v; € V((G,«)). Podla predchadzajiceho dostdvame, ze ¢(v;) = v. Chceme
ukazat, ze zuzenie ¢ na okolie v; je bijekcia na okolie v. Nech okolie vrchola
v je Nea(v) a okolie vrchola v; je N(g,a)(vi). Ak teda v € Nig,q)(vi), tak musi
platit o(v}) = v" € Ng(v). To je zabezpecené v definicii E((G, )), nakolko je
generovand prave z E(G). Rovnako ak v' € Ng(v), tak nakolko ¢ je bijekcia,
musi existovat také j, pre ktoré plati, ze v € N(ga)(vi). Na obrazku je
plnymi ¢iarami znéazorneny graf GG, ako nakryvajuci graf grafu H z ilustracie
.1} Z pohladu predchddzajtcej konstrukcie je to dvojica grafov (H,a) = G
a H.

Lemma 3.1.1. Ak graf H je strom a ¢ : G — H je nakryvajice zobrazenie,
tak G = H, alebo G je les, ktory sa skladd zo stromov izomorfnych s H.

Dékaz 3.1.2. Zoberme lubovolny vrchol v, pre ktory plati, Ze ¢(v) = v’ pre
nejaké v' € V(H). Prehladavanim do sirky, tak ze hladame este nenavstivené
hrany, konstruujme z tohto vrchola cely nakryvajuci graf podla okoli v grafe
H. Nakolko H je strom, prehladavanie sa po prehladani konec¢ného poctu
vrcholov zastavi a vrati skonstruovany strom, ktory je izomorfny so stromom
H. Jedine, ak by v grafe H existoval cyklus, by sa mohol tento algoritmus
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dostat do stavu, kedy by mal prehladat uz prehladany vrchol, ¢o by spo-
sobilo bud vytvorenie nového vrchola, alebo spojenie s existujicim. Z toho
evidentne vyplyva, ze netrividlne nakrytie mozno dosiahnit iba s grafom,
ktory obsahuje cyklus.

Lemma 3.1.2. Ak G a H su grafy a ¢ : G — H je nakrjvajice zobrazenie,
H je suvisly, tak existuje k € N také, ze |V(G)| =k - |V (H)|. Naviac plati
pre lubovolny vrchol v € V(H), Ze pocet vrcholov vo ¢~ (v) je rouny k.

Dokaz 3.1.3. Budeme postupovat od konca. To znamend, Ze najskor dokazeme,
7e existuje také k € N1, Ze pre lubovolny vrchol v € V(H) plati, Ze [~ (v)| =
k. Uvazujme sporom, zZe existuju dva vrcholy grafu H, pre ktoré plati, ze
pocet vrcholov, ktoré sa zobrazuji na jeden z nich je rozdielny od poctu
vrcholov, ktoré sa zobrazujui na ten druhy. Nakolko graf H je suvisly, tak
existuju dva vrcholy v,v" € V(H), ktoré spiﬁajﬁ predchédzajicu podmienku
a pre ktoré plati, ze tvoria hranu v H. Bez ujmy na vseobecnosti moézeme
pocet vrcholov zobrazujtcich sa na v'. Z vlastnosti nakryvajticeho zobrazenia
vsak vieme, Ze pre kazdy vrchol w € ¢~ (v) existuje vrchol w’ € =1 (v'), pre
ktory plati, Ze ww" tvori hranu v G. Nakolko oba grafy su jednoduché, tak
neexistuji dva vrcholy patriace ¢~'(v) také, Ze by boli spojené s jednym
vrcholom z ¢~ 1(v'). To znamend, ze |0 ! (v)| = | 1(v')], ¢o je spor s pred-
pokladom. Ostéava ukézat, ze |V (G)| =k - |V (H)|. Toto je zjavné pretoze ku
kazdému vrcholu existuje rovnaky pocet vrcholov, ktoré sa zobrazia na neho.
Zjavne teda také k existuje.

Veta 3.1.2. Nech G a H su grafy a ¢ : G — H je nakrjvajice zobrazenie,
H je suvisly, tak ak H md SCDC, tak aj G ma SCDC.

Dokaz 3.1.4. Chceme ukézaf, ze existuje sibor cyklov v grafe G taky, ze
kazda hrana grafu G je v danom stbore prave v dvoch cykloch a pocet
cyklov v stibore je maximélne |V (G)|—1. Nech H ma SCDC C. Potrebujeme
dokdzat, 7e pre lubovolny cyklus C' € C plati, Ze ¢~ (C) je graf stuptia 2.
Zoberme nejaky vrchol v € V(C'). Nakolko C' mé aspon 3 vrcholy, tak v mé
prave dvoch susedov v C. Nech su to vrcholy v" a v”. Potom v'v € E(C)
a v € E(C). Vdaka vlastnosti nakryvajiceho zobrazenia dostavame, ze
pre vSetky w patriace p~!(v) existuji prave dva vrcholy a to: w' € p=(v')
a w” € ¢ 1 (v") s vlastnostou, ze w'w,ww” € E(G). Indukciou cez vietky
susedné vrcholy v cykle C' dostaneme graf stupna 2 v G. Subor cyklov, ktory
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je vytvoreny, ako ¢~1(C') pre vietky cykly C' € C nazveme C~'. Nakolko
kazda hrana grafu H je v prave dvoch cykloch siboru C, tak podobnym
sposobom, vieme ukazat, ze vSetky hrany grafu G budu prave v dvoch cykloch
stiboru C~!. Dokézali sme teda, ze C™! je CDC grafu G. Ostdva ukdzat, Ze
dany stibor spliia podmienku na to, aby mohol byt SCDC grafu G. Zoberme
opéit Tubovolny vrchol v a pozrime sa na mnozinu ¢~*(v). Pocet vrcholov
tejto mnoZiny je maximdlnym poc¢tom cyklov, ktoré vzniknu, ako p=(C). Z
lemy [3.1.2] vieme, ze pocet vrcholov grafu G, pre ktoré plati, Ze zobrazenie
© ich premietne na ten isty vrchol v’ grafu H je rovnaky pre vSetky vrcholy
v € V(H). Nech teda pocet vrcholov grafu G je k- |V (H)| pre nejaké k € NT.
To znamend, ze pocet cyklov je maximalne k- |C|, ¢o je menej, ako k- |V (H)|.

Lemma 3.1.3. Nech G a H siu grafy a ¢ : G — H je nakrjvajice zobraze-
nie, potom ak H sa skladd z n komponentov suvislosti Hy, H, ..., H,_1, tak
pre lubovolné dva grafy z mnoZiny o~ *(Hy), o *(Hy), ..., '(H,_1) plati, Ze
medzi nimi neexistuje hrana, ktord by patrila grafu G.

Dokaz 3.1.5. Sporom. Ak by taka hrana existovala, musela by z vlastnosti
nakryvajiceho zobrazenia existovaf aj medzi danymi komponentmi v grafe
H, ¢o je spor s predpokladom, Ze st to komponenty suvislosti.

Veta 3.1.3. Nech G a H su grafy a ¢ : G — H je nakrjvajice zobrazenie,
tak ok H ma SCDC, tak aj G ma SCDC.

Dokaz 3.1.6. Vsimnime si, ze nevyzadujeme, aby H bol suvisly. Z vlastnosti
vety a lemy [3.1.3|vyplyva, ze ak ndjdeme SCDC pre vSetky komponenty
suvislosti grafu H v grafe G, tak zjednotenie tychto stuborov cyklov bude
tiez stibor cyklov s vlastnostou pokrytia vsSetkych hran prave dva krat a s
vlastnostou, ze pocet cyklov je mensi, ako pocet vrcholov grafu G.

Definicia 3.1.3. (Sikmy suc¢in) Graf GO*H nazyvame Sikmy suéin grafov
G a H, ak plati, ze V(GO*H) = V(G) x V(H) a o : D(G) — Aut(H),
tak, ze a,-1 = (a,)7!, pricom plati, ze E(GO*H) = {(v,v')(w,w’)|v =
w a zaroven v'w’ € E(H), alebo vw € E(G) a zéroven w' = u,,v'}.

Pozndmka 3.1.1. Pripomenme, ze D(G) je mnozina Sipov grafu G. VSimn-
ime si poznamku pri definicii kartezidnskeho sucinu. Pravy graf grafu
G U*H ostava rovnaky, ako v pripade kartezidnskeho stuéinu. Lavy graf sa
zmeni tak, ze plati E(I(GOYH)) = {(v,v")(w,w’) |vw € E(G) a zaroven w' =
Q' }
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Obr. 3.3: Tlustracia rozdielov medzi Sikmym stuc¢inom a kartezidnskym suci-
nom.

Na obrazku ilustrujeme rozdiel medzi Sikmym a kartezidnskym sti¢inom
grafov dvojice grafov P;. Vsimnime si, ze jediny automorfizmus grafu P
rozdielny od identity je vymena dvoch koncovych vrcholov.

Vsimnime si, ze ak zvolime pre vsetky vw € E, a,, = ID, tak dostavame
kartezidansky sucin grafov.

Pozndmka 3.1.2. VSimnime si podobnost sikmych sicinov s grafovymi nakry-
tiami. Zoberme graf G O0“H. Z konstrukcie[3.1.1]vyplyva, ze dvojica [(GO*H), G
je grafové nakrytie, kde nakryvajice zobrazenie ¢ : V(G) x V(H) — V(G)

je definované, ako p(v,v") = v.

Motivacia skimania hypotézy SCDC na sikmych sii¢inoch je v tom, ze sikmé
stuciny, ako si neskor ukazeme, zachovavaju niektoré pekné vlastnosti kartez-
ianskych stuc¢inov a pritom rozsirujua triedu grafov, na ktorych SCDC hypotézu
skiimame. Okrem toho sikmé stuciny grafov sa vyskytuju v prirode bezne, as-
pon vyrazne CastejSie, ako kartezidnsky sucin grafov.[PV82]

3.1.2 Vysledky

Veta 3.1.4. TO°H =~ TOH.[PV8Y)

Veta 3.1.5. Nech H nemd izolované vrcholy a nech mda SCDC. Potom ak T
je strom, tak T'LJ*H md SCDC.

Dokaz 3.1.7. Vyplyva priamo z viet a3

Veta 3.1.6. Ak G je graf o n vrcholoch bez izolovanych vrcholov, tak G [Py
ma SCDC on cykloch. Navyse ak G ma SCDC, tak GUOYPy, k > 3, ma SCDC
s najviac nk —n — k + 2 cyklami.
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Obr. 3.4: Ilustracia PPDC na katezidnskom a Sikmom stcine

Dékaz 3.1.8. Vyuzijeme konstrukciu dokazu (3)). Majme graf G. Podla vety
2.1.1| vieme, zZe existuje PPDC grafu G, Q(G), dalej Q. Nech pre vsetky
Q € Q plati, ze Q ma koncové vrcholy p a ¢q. V grafe GUP, mame teda
dve képie cesty @ a to Q, resp. Q' s koncovymi vrcholmi p, ¢°, resp. pt, ¢*.
Zjavne Cg = QUpp'UQ'Uq'¢° je cyklus cesty Q. UkaZzeme, Ze stibor cyklov
C = Ugeq Cq je SCDC grafu G OF,. Ako sme uz spomenuli, PPDC grafu
mé taku vlastnost, Ze pocet ciest tohto stiboru ciest je rovny poc¢tu vrcholov
daného grafu. Priamociaro teda dostavame pocet cyklov v C rovny poctu
vrcholov grafu G. Ostéva ukazat, ze kazda hrana grafu G P, sa nachadza v
prave dvoch cykloch z C. Nakolko kazd4 hrana grafu G sa nachidza v prave
dvoch cestach z Q, tak vsetky hrany z kopii grafu G st obsiahnuté v C prave
dva krat. Podobne ak si uvedomime, ze pre vSetky vrcholy p € V(G) plati,
Ze su prave dva krat koncovymi vrcholmi nejakej cesty z Q, tak dostavame,
ze kopia cesty P, pre vsetky p € V(G) je obsiahnutd v C prave dva krét a to
konkrétne v Cg, a Cq, ak plati, ze p je koncovym vrcholom @Q; a @);. Teraz
ostava ukazaf, podobnu konstrukciu na grafe G [0*P,. Pozrime sa na nejakt
cestu () € Q. Tato ma koncové vrcholy, ako v pripade kartezidnskeho sicinu,
p a q. Potom Q° a Q! st képie cesty @) v grafe G %P5 a plati, ze p°, ¢° € Q°,
alebo p°, ¢! € Q°. Ktora moznost z predchddzajicich nastane vyplyva z toho,
pre kolko hran uv patriacich ceste @ je a(uv) rovné (1,0), teda p(u’) = v*
a p(u') = vY. Parny pocet znamena, Ze nastane prvd moznost a neparny, Ze
nastane druhd. Ak pt € Q!, tak je jasné ze Q° a Q' nemaju spoloény vrchol.
Pre Tubovolnt cestu @ mame teda cyklus Co = Q°Up°p' UQ' Uq'q° tak, ako
v pripade kartezianskeho sicinu, odkial sa to uz rovna predchadzajicemu
rieseniu.

Nech G méa SCDC. V(Py) = {po,p1,--.,Pk—1}. Z vlastnosti, ze ¢ je auto-
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Obr. 3.5: Iustracia PPDC na sikmom stéine

morfizmus na P, vieme, ze pre lubovolny $ip d € D(G) plati, ze a(d) =
(PosD1,---,Pk—1), alebo a(d) = (pr—1,Pk—2,---,P0). To znamena, ze graf
[(GOYPy) sa da rozdelit na komponenty suvislosti nasledovne: G° U GF~1,
G'UGF? GPUGF3, ... Zoberme pravy graf grafu GOH (r(GO*H)).
Tento je definovany, ako v kapitole o kartezianskom sucine grafov. Ak cestu
Py, zmrstime do hrany popr_1 vo vSetkych képiach grafu P, v r(GO*Py),
dostaneme tak novy graf, nazvime ho R. Potom RUGyUGy_1 je izomorfny s
grafom G O*P,. Z toho vieme, ze graf X = r(GO*P,) UGyUGE_1; ma SCDC
o n cykloch. Zoberme teraz graf X’ = U¥-? G;. Nakolko k > 3, tak vieme,
ze tento graf je neprazdny. Tiez vieme, Ze X’ neméd spolo¢nu hranu s X a ze
X UX'=GOYPy. Z pripomienky o grafovych nakrytiach vieme, ze X’
je nakryvajici graf grafu G (podla grafu P, — py — px—1). Podla vety
o malych dvojitych cyklovych pokrytiach na grafovych nakrytiach vieme, ze
graf X’ ma SCDC. (Vyuzili sme, ze G ma SCDC.) To znamend, ze graf G
ma SCDC o najviac n + (n — 1)(k — 2) = nk —n — k + 2 cykloch.

Hypotéza 3.1.1.

1. Nech G je suvisly graf s n vrcholmi a nech G mda SCDC. Potom pre
lubovolny strom T plati, Ze GUO*T ma SCDC.

2. Nech G je suvisly graf s n vrcholmi. Potom pre vsetky k > 2, GO*Cy
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Obr. 3.6: Ilustracia rozdielov medzi Sikmym stuc¢inom a kartezidnskym suci-
nom.

ma SCDC' s 2n cyklami. Naviac, ak G ma SCDC, tak GU*Co,_1 mad
SCDC' s najviac 3n — 1 cyklams.

3.2 Volny sucin grafov

3.2.1 Sucin grafov, volnost, motivacia

Definicia 3.2.1. (volny stcin) Graf G *CJH nazyvame volny stucin grafov G
a H, ak plati, ze V(G*OH) = V(G) x V(H) a a : D(G) — ¢(H) tak, ze
a.-1 = (a;)~!, pricom plati, ze E(G*0OH) = {(v,v")(w,w) |v =w Av'w' €
E(H)Vvw € E(G) ANw' = apv'}. (9 V(H) — V(H))

Vsimnime si, ze oproti definicii Sikmého stc¢inu sme upustili od automorfizmu
na H a zvolili sme si lubovolné zobrazenie. Ako uvidime, rozsiri sa tym trieda
skimanych grafov.

Na obrazku ilustrujeme rozdiel medzi Sikmym a kartezidnskym sic¢inom
grafov dvojice grafov Ps.

Oznacenie pravého, respektive Tavého grafu volného stucinu bude obdobné,
ako pripomenke k definicii sikmého stcinu. Podobne, ako v aj pre
volny stcin plati, ze dvojica (G *0H), G je grafové nakrytie, kde nakryvajice
zobrazenie ¢ : V(G) x V(H) — V(G) je definované, ako ¢(v,v") = v.

\Y sme ukazovali podobnost grafovych nakryti a Sikmych stacinov, ale
zmienili sme sa, ze tato podobnost bude aj medzi grafovymi nakrytiami a
volnymi sucinmi. V tejto kapitole tuto skutocnost vyuzijeme v dokazoch
viet.
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3.2.2 Vysledky

Veta 3.2.1. P,,*0P, md SCDC, (m,n > 2), ak pre lubovolni hranu e € P,
plati a(e) = [0+ k, 1+ k,...,n—1+k], (mod n) pre lubovolné k.

Dékaz 3.2.1. Nech P je PPDC grafu P, = (po, p1,- .., pn_1) také, ze P je zjed-
notenim ciest {p;p; 11}, prei € {0, 1,...,n—2} a cesty {pop1, p1P2; - - - » Pn—2Pn—1}-
Ukdzeme, Ze P, *0P, ma SCDC. Zoberme Iubovolni cestu z P na grafe PP.
Nech je to cesta {p;p;+1} pre nejaké i. Zjavne pre Tubovolné k plati, ze v P
existuje cesta, ktord ma koncové vrcholy p;ix a pir14x (mod n), pretoze plati,
ze tieto vrcholy st susedné okrem pripadu, ked i + 1 + &k (mod n) je rovné
0. Zjavne v oboch pripadoch taka cesta existuje. Naviac, ak sa pozrieme na
stubor ciest, ktory dostaneme rovnakym spésobom zo vsetkych ciest v P na
grafe PV, tak zistime, 7e tento sibor ciest je P na grafe P!. SCDC grafu
P, 0P, bude mat n cyklov, z ktorych kazdy bude tvoreny cestou z P na
grafe P? a na grafe P! a dvoma hranami, ktoré spijaju koncové vrcholy
tychto ciest.

Zoberme teraz graf P, “LJP,. Ak zostrojime stibor cyklov tak, ze vyuzijeme
predchadzajicu konstrukciu na vsetky susedné kopie grafov P,, t.j. také, ze
existuje j, pre ktoré P, P! si susedné, tak vsetky hrany patriace grafom
Pl i€ {1,2,...,m — 2} budi obsiahnuté v préave Styroch cykloch daného
stiboru cyklov. Dvojité pokrytie hran grafu P! mame totiz zabezpecené pred-
chadzajicou konstrukciou z grafov P~ a Pitl. Teraz vyuZijeme fakt, Ze
vsetky cykly v tomto sibore cyklov sa skladaji dvoch ciest na nejakych
képiach grafu P, a dvoch ciest na nejakych képiach grafu P,. Tieto styri
cesty budeme volat stvrtiny cyklu. Pod operaciou spojenia dvoch susednych
cyklov C,C’, teda takych, ktoré st v susednych kopidch grafu P, a majui
spolo¢nu stvrtinu cyklu, v grafe P,, “L]P, budeme rozumiet nasledovné: Ak
P € P patri grafu P! a plati, Ze P je $tvrtina cyklov C' a C’, tak zjednotenie
C' s C'" bez P budeme nazyvat spojenie cyklov C, C".

Zjednotme teda vsetky také susedné cykly, ktorych spoloénd stvrtina je cesta
{pipis1} pre vSetky i € {0,1,...,n — 2}. Zjavne sme dostali malé dvojité
cyklové pokrytie, v ktorom je nanajvys n(m — 1) cyklov. Ilustracia zjedno-
covania cyklov je na obrazku kde bodkované ciary rozlisuju jednotlivé
cykly grafu a prerusované Ciary oznacuju ich stvrtiny patriace képiam grafu
P,.

Veta 3.2.2. Nech T je strom s aspon dvoma vrcholmi. T “01P, md SCDC,



KAPITOLA 3. ZOVSEOBECNENY SUCIN 25

Obr. 3.7: Ilustracia zjednocovania cyklov

ak pre lubovolni hranu e € T plati a(e) = [0+ k, 1+ k,...,n— 1+ k], (mod
n) pre lubovolné k.

Dokaz 3.2.2. Rozlozime strom T’ na systém ciest. Pre kazdy vrchol v stromu
T, pre ktoré plati, ze ich stupen je vacsi, ako 2:

1. stupen v je neparny: aspon jedna cesta v nom zacina. Cykly ostatnych
ciest zjednotime po dvoch tak, ako v pripade P, “LJP,, navyse vsak
zjednotime cykly, ktorych spoloénd stvrtina je cesta {pop1, p1p2; - - - » Pn—2Pn—1}
v danej kopii cesty P,.

2. stupen v je parny: okrem dvoch ciest, ktoré v danom vrchole nezjed-
notime, vsetky ostatné v tomto vrchole zjednotime.

Veta 3.2.3. Ak G je graf o n vrcholoch bez izolovanych vrcholov, tak G *0 P
ma SCDC o n cykloch.

Doékaz 3.2.3. Uvedomme si, ze volny sucin je v tomto pripade Sikmym suci-
nom. Vsetky mozné zobrazenia na P, st totiz automorfizmom na tomto grafe.

Vid dokaz vety [3.1.6]

Permutédciu mnoziny {0,1,...,k — 1} nazyvame jednoduchd, ak plati, Ze je
tvaru [0, a1, as, . . ., ax_2, k—1],alebo [k—1,ay, as, . .., ar—2,0],kde (a1, as, . . ., ax_2]
je lubovolna permutécia mnoziny {1,2,...,k — 2}.
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Obr. 3.8: Iustracia PPDC na volnom stcine.

Veta 3.2.4. Ak G je graf o n vrcholoch bez izolovangch vrcholov. Nech G md
SCDC. Ak pre lubovolny Sip d grafu G plati, Ze a(d) je jednoduchd permutdcia
vrcholov Py, tak G*“UP, k > 3 ma SCDC' s najviac nk —n — k + 2 cyklami.

Dokaz 3.2.4. Uvedomme si podobnost s vetou Této veta je Sirsia, lebo
pojednava grafy, kde [ay, as, ..., ar_s] je lubovolnd permutacia na rozdiel od
pripadu, kde sme riesili automorfizmy na grafe P, — py — px_1, €0 mozné
permutacie obmedzilo na dve a to [1,2,...,k —2] a [k — 2,k — 3,...,1].
Nakolko vsak prva ¢ast dékazu zostéva rovnaka, ako vo vete[3.1.6] lebo prvy a
posledny ¢len permutécie ostava zachovany, resp. navzajom vymeneny, ostava
ukazat, ze X' = Uf;f G; ma SCDC s najviac nk — 2n — k + 2. To je vsak
zachované, lebo G ma SCDC a graf X’ je nakryvajicim grafom grafu G a
teda pocet cyklov v CDC grafu X’ je najviac (n — 1)(k — 2).

Hypotéza 3.2.1. G*UT md SCDC s nejakymi podmienkami.
G*UC ma SCDC' s nejakymi podmienkams.



Zaver

V tejto praci sme dokazali, ze vSetky kartezianske stuciny grafov s parnym
poctom vrcholov a s vlastnostou, ze maju eulerovské perfektné dvojité pokry-
tie cestami, maju malé dvojité cyklové pokrytie. Ukazali sme, ze ak graf
nakrytia grafu G ma SCDC, tak G ma SCDC. Taktiez, ze Sikmy stcin
lubovolného grafu s grafom Ps, resp. P, s nejakymi podmienkami ma SCDC.
Dalej sme ukézali, Ze §ikmy siéin stromu s lubovolnygrafom s nejakymi pod-
mienkami ma SCDC. Pozreli sme sa na volné siciny a ukazali sme, ze volny
sucéin Tubovolného grafu s grafom P, s nejakymi podmienkami ma SCDC.
Dokazali sme vety [2.1.2] [2.1.3] [2.3.1], [3.1.1] [3.1.2] s vetami, ktoré si od nej

odvodené, lemy vety zo sekcil al3.2.2

Zaujimavym pokracovanim by mohlo byt rozsirenie poznatkov o existencii
SCDC na triede zovseobecnenych kartezianskych stucinov grafov. Intuitivne
by sa dalo uvazovat o zovseobecneni niektorych dalSich typov stcinov. Pre
porovnanie uvadzame definiciu priameho sic¢inu grafov.

Definicia 3.2.2. (priamy stcin grafov)

Priamy sucin G x H grafov G, H je graf s

V(G x H) = {vivg|v; € V(G), v € V(H)}

E(G x H) = {(uw, zy)|(u, x) € E(G) a (v,y) € E(H)}

Inymi sic¢inmi skimanymi napriklad v [NSO§| su lexikografické stciny. Prob-
lémom zovseobecennych lexikografickych sicinov by vSak bola existencia na-
sobnych hran. Dalsimi moznymi si¢inmi s silné stdiny, ktoré s kombinaciou
priamych stucinov s kartezianskymi.

27
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Obr. 3.9: Porovnanie priameho a kartezianskeho sic¢inu.

Obr. 3.10: lexikograficky sucin, lexikograficky sikmy sucin, silny stacéin
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