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Abstrakt

Autor: Be. Jakub Husar

Nézov prace: Niektoré metrické vlastnosti ¢iastocnych ndhodnych booleovskych
funkcif
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V nasej préci sa zaoberame stidiom niektorych merickych vlastnosti ¢iasto¢nych
nahodnych booleovskych funkcii. Prezentujeme v nej a dokazujeme tvrdenia
o asymptotickych odhadoch poc¢tu jadrovych hran a regularnych vrcholov
obsiahnutych v grafoch, ktoré su geometrickou reprezentaciou tychto funkcii.
Na zdklade tychto vypoctov odhadujeme zlozitost Quinovej DNF a DNF
typu > T. Tieto vysledky porovndvame so zndmymi zisteniami o zlozitosti
skratenej DNF.

Klicové slova: ciastocnd ndhodnd boolovskd funkcia, jadrové hrany, re-
guldrne vrcholy, Quinova DNF, DNF typu > T
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In this work we deal with the study of some properties of partially defined
random boolean functions. We are presenting and proving the theorems that
asymptotically estimate the number of kernel subcubes and regular vertices
contained in hypercubes equivalent to this functions. Based on these results,
we estimate the complexity of Quine DNF and > T DNF. Finally we are
comparing these results with the known findings about the complexity of
shortened DNF
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Kapitola 1
Uvod

Na zaciatku tejto kapitoly uvadzame fakty tykajice sa problematiky bo-
oleovskych funkcii s hlavnym zameranim na ¢iastocné nahodné booleovské
funkcie, ako aj ich mozné vyuzitie v praxi. Ndsledne na to stanovujeme ciel

vyskumu a popisujeme zakladné ¢lenenie nasej prace.

1.1 O problematike

Ked'Ze za¢iatok vyskumu problematiky booleovskych funkcif sa datuje este do
zaciatku 2. polovice minulého storoéia, této oblast je pomerne dobre zmapo-
vand a existuje v rdmeci nej mnozstvo studii. Nakolko sa v nasej diplomovej
praci venujeme ndhodnym funkcidm a im zodpovedajicim ndhodnym gra-
fom, su pre néas zaujimavé tie prace, ktoré pojednavaju o nejakej vlastnosti
alebo charakteristike danych funkcii.

Medzi prvé préace tohto druhu patri jednak praca Webera a Yablonskeho,
ktorych predmetom zaujmu bolo stidium minimalizacie DNF a taktiez praca
Glagoleva a Saphozenka, ktori skimali vlastnosti ndhodnych boolovskych
funkcii s explicitne danou pravdepodobnostou.

Problematikou jadrovych hran a regularnych vrcholov, o ktorych pojednavame
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v nasej praci sa zaoberali Toman a Stanek v préci [9], odkial pochadzaji
aj niektoré pre nasu zaujimavé vysledky ohladom $tidia vlastnost{ tiplnych
nahodnych booleovskych funkcii.

Menej prebadanti oblast tvori oblast venujica sa §pecidlnemu typu bo-
oleovskych funkcif, ktoré nemusia byt definované na celom vstupe, jednd sa
o tzv. ¢iastocné booleovské funkcie.

Vyskumu v tejto oblasti sa venovala aj L. Haviarova v praci [5], ktord
preskimavala pocCty hran a maximalnych hran v nahodnom grafe repre-
zentujucom ciastoéni nahodni booleovsku funkciu a z toho vyplyvajuce
zlozitosti uplnej a skratenej DNF. Na vysledky tejto prace nadvizujeme v

nasom vyskume.

1.2 Vyuzitie

Okrem samotného matematického hladiska majui vysledky zo skiimanej prob-
lematiky uplatnenie aj v roznych oblastiach informatiky. Vieme ich vyuzit ¢i
uz pri navrhu a vytvéarani logickych obvodov, kde kazdy fyzicky elektricky ob-
vod zodpovedd DNF funkeii a teda jej minimalizovanie mé vplyv na zloZitost
tychto obvodov. Taktiez v kryptologii, kde koncept ¢iastoénych nahodnych
booleovskych funkcii moze byt vyuZity na vytvaranie kryptograficky silnych
booleovskych funkcii, ktoré maju vyuzitie napriklad pri vytvarani efektivnych
Sifrovacich algoritmov alebo hasovacich funkcii. Rovnako tak vieme vysledky
zuzitkovat aj pri snahe o rozpoznavanie obrazcov, vytvarani testov a taktiez
sa dajui poznatky vyuzit aj pri §tudiu problematiky oddelitelnosti mnozin.

O problematike oddelitelnosti mnozin a tedrii testov je blizsie uvddzané v

nasledujucej kapitole.
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1.3 Ciel

Na zaciatku skiimania danej problematiky bolo potrebné stanovit si niekolko
cielov, ktoré by udévali smerovanie celej nasej prace. Jedna sa konkrétne o

tieto ciele:

1. asymptoticky odhadntt a ohranicit pocet jadrovych hran éiastoénych

booleovskych funkcii

2. asymptoticky odhadnit a urcit dolni a hornt hranicu pre pocet re-

gularnych vrcholov ¢iastoénych booleovskych funkcii

3. vyjadrit zlozitosti Quinovej DNF a DNF typu > T a porovnat ich so

zlozitostou skratenej DNF z prace [5]

1.4 Clenenie prace

Tuto pracu sme rozclenili do jednotlivych kapitol.

Definicie zakladnych pojmov a oznaceni, ktoré v praci pouzivame: ¢iastotna
booleovska funkcia, rozne druhy DNF, geometricky pristup k problematike,
vSeobecny pravdepodobnostny model a pouzité metédy tvoria druhd kapi-
tolu. Okrem toho na tomto mieste, uvadzame znenie problémov, na ktoré
vieme aplikovat nas vyskum.

V tretej kapitole predstavujeme vlastné vysledky. Uréujeme stredni hodnotu
a ohranic¢enia poctu jadrovych hran, ako aj strednt hodnotu a horni hra-
nicu poctu regularnych vrcholov. Vsetky tvrdenia, ktoré uvadzame zaroven
nélezitym sposobom dokazujeme. Na zaklade tychto tvrdeni urcujeme zlozitosti
Quinovej DNF a DNF typu > T.

V zavere prace sumarizujeme a hodnotime vsetky dosiahnuté vysledky a

zamyslame sa nad moznostami d'algieho vyskumu.



Kapitola 2
Zakladné definicie a pojmy

V tejto kapitole uvedieme zakladné pojmy, definicie a oznacenia, ktoré bu-
deme v d'alsom texte pouzivat.

Najskor zadefinujeme, ¢o rozumieme pod pojmom ¢iastocna booleovska fun-
kcia (CBF), d'alej uvedieme definiciu disjunktivnej norméalnej formy a to, ako
pomocou nej vieme realizovat ¢iastoéni booleovskid funkciu. Aby sme mohli
pracoval s CBF, zadefinujeme pojmy tykajice sa pravdepodobnosti. Tak-
tiez uvedieme metddy, ktoré budeme vyuzivat na vyéislovanie jednotlivych
vlastnost{ a napokon uddme oznacenia, s ktorymi budeme v dalsom texte

)
pracovat.

2.1 Ciastoéna booleovska funkcia

Pod pojmom ¢iastocna booleovska funkcia rozumieme také zobrazenie, ktoré
pre mnozinu By, ktord je podmnozinou mnoziny {0, 1}", priradi hodnotu z
mnoziny B = {0, 1}, pricom pre kazdi n-ticu z B" \ Bpgr plati, ze funkcia
na tomto vstupe nie je definovana.

Tato funkcia preto na definovanych vstupoch nadobida tvar

Bdef — B

4
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Inymi slovami, je to taka funkcia, ktora vybranym n-ticiam premennych
x1,To, ..., T, priradi hodnotu z B a pre zvysné n-tice nie je tato funkcia de-

finovana.

Nakolko mame 2" roznych n-tic vstupov a tie vieme rozdelit do 3 réznych
mnozin podla toho, ¢ funkcia na danom vstupe nadobtda hodnotu 0, 1,
alebo nie je definovani, dostavame, Ze existuje prave 32" roznych ¢iastoénych

booleovskych funkcii.

Priklad 2.1.1 Priklad ¢iastocnej booleovskej funkcie

T1 X2 T3 T4 f($1,$27333,374)
0O 0 0 O 0
0O 0 1 0 1
0o 1 0 O 1
0O 1 0 1 0
o 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
11 1 0 0
1 1 1 1 1

Tabulka 2.1: Ciastoénd booleovskd funkcia dand pravdivostnou tabulkou

Funkcia f je funkciou o styroch premennych, kde defini¢ny obor tvori mnozina

{0000, 0010, 0100, 0101, 0111, 1001, 1010, 1101, 1110, 1111} a funkeia nie je de-

finovana na zvysnych vstupoch, teda vstupoch z mnoziny {0001, 0011, 0110, 1000, 1011, 1100}.
Obor hodnét tejto funkcie je dany mnozinou B = {0, 1}.
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Oznacenie 2.1.1 Nech f je n-drna ¢iastoénd booleovskd funkcia. MnoZinou

Ny oznacime takid mnozinu n-tic (aq, as, ..., a,) € B", pre ktoré plati, Ze
(ar,az,...,a,) € Ny

vtedy a prdve vtedy, ked
flai,az,...;a,) =1

Obdobne budeme oznacovat mnoZinou Ny tie n-tice, pre ktoré f(ay, as, ..., a,) =

0 a mnozina Ny bude reprezentovat tie, pre ktoré nie je funkcia f definovand.

2.1.1 Realizacia disjunktivnou normalnou formou

Najprv zavedieme niekol’ko uzitoénych pojmov, ktoré budeme pri popise a

disjunktivnych normélnych foriem pouzivat’.
Oznacenie 2.1.2
2’ =xo Vo, kde o € {0,1}

Potom plati

z ako=1

" {E ak o =0
€T ey

¢o sa dd vyjadrit ako
" 1 adkz=0
Tr =
0 akzx#o

Vyraz x" ktory predstavuje premennti z; alebo jej negéciu z; budeme

nazyvat’ literalom.

Definicia 2.1.1 (Elementarna konjunkcia) Nech x1, ..., x, si premenné

nejakej n-drnej booleovskej funkcie a nech x7*,..., 2%, kde 0 < r < n, su
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lubovol™né literdly tijchto premenngch. Potom vyraz K = x{* A... Az bu-
deme nazyvat’ elementdrnou konjunkciou. Hodnotu r nazyvame radom kon-
Junkcie K a oznacovat ju budeme r(K), pricom konjunckiu K s r(K) = 0

nazyvame prazdnou konjunkciou a jej hodnota je konstantne rovnd 1.

Definicia 2.1.2 (Disjunktivna normadlna forma) Nech K,..., K, su
navzdjom rozne elementdrne konjunkcie. Potom vyraz D = K1V ...V K,,
nazgvame disjunktivnou normdlnou formou (DNF). Hodnota m sa nazjva
dlzkou DNF, pricom ak m = 0, tak hovorime, Ze DNF D je prdzdna a ma
hodnotu 0.

Definicia 2.1.3 (DNF realizujica funkciu f) Hovorime, Ze DNF D re-
alizuje cCiastoéni booleovski funkciu f prdve vtedy, ked plati, Ze pre vietky
vstupy (aq,...,a,), a; € {0,1} na ktorych je funkcia f definovand, je hod-
nota D(ay,...,a,) totoind s hodnotou f(ay,...,a,). (Mimo oblasti definicie
funkcie f, méze DNF D nadobidat lubovolné hodnoty).

Inyma slovami, ak Np je mnoZina vsetkych n-tic, pre ktoré je D splnend,

potom DNF D realizuje funkciu f prdave vtedy ked plati
(Ny € Np) A(Nyn Np =10)

Kazd ¢iastoéni booleovski funkciu vieme realizovat pomocou disjunktivnej
normalnej formy (DNF). Jednej ¢iastocne booleovskej funkcii moze ale zo-

spovedat niekolko roznych DNF, vid nasledujici priklad.

Priklad 2.1.2 Uvazujme terarnu ¢iastoéni booleovsku funkciu f(zy, x2, x3)
zadanu nasledujicou pravdivostnou tabulkou

Funkcia f je realizovand disjunktivnou normalnou formou D,

D1 = Zfll’gl'g, V Ilfg V .Tgfg
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Ty Ty w3 || f(71, 70, 73)
0 0 1 0
0 1 0 1
0O 1 1 1
10 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabulka 2.2: Funkcia f ako priklad nejednoznacnosti DNF

avsak, taktiez moze byt realizovand aj pomocou DNF D,
D2 — T2X3 V T3

Prave pre tito nejednoznacnost potebujeme uviest, ktoré DNF reali-
zujice funkciu f nés budi v nasledujiicom texte zaujimat.
Existuje viacero kritérif, pomocou ktorych mozeme posudzovat tieto DNF.

Aby sme ich urcili zadefinujeme si nasledujice pojmy.

Definicia 2.1.4 (Implikant) FElementdrna konjunkcia K sa nazgva impli-
kantom funkcie f, ak existuje n-tica (aq, ..., a,) € Ny pre ktori K(ay, . .., a,) =

1 a zdroven plati, Ze pre kaZdi n-ticu (by,...,b,) € N§, K(by,...,b,) = 0.

Definicia 2.1.5 (Prosty implikant) Prostym implikantom funkcie f nazgvame
implikant K taky, Ze lubovolnd konjunkcia ktori ziskame z K vynechanim nie-

ktorého cinitela x;°%, nie je uz implikantom funkcie f.

Teraz si uvedieme niekolko typov DNF, ktoré budeme v nasledujicom

texte vyuzivat.

Definicia 2.1.6 (Skratend DNF) Skrdtenou DNF funkcie f budeme nazjvat
taki DNF D, ktord je disjunkciou vsetkych prostych implikantov funkcie f a

oznacovat ju budeme Ds(f).
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Poznamka 2.1.1 Ku kazdej ¢iastoénej booleovskej funkcii f existuje prave
1 skratena DNF.

Definicia 2.1.7 (Iredundantnd DNF) Nech D je DNF realizujica funkciu
fa D sa skladd iba zo samgch prostych implikantov funkcie f. Potom, ak z D
vynechanim lubovolného prostého implikantu K;, D’ uz nerealizuje funkciu f,

nazyvame tuto DNF' iredundantnou.

Aby sme mohli zadefinovat d'alsie typy DNF, je potrebné uviest, ¢o musia
spiﬁat’ parametre charakterizujuice zlozitosti tychto DNF, na zédklade ktorych
budeme tieto DNF porovnavat. Preto teraz definujeme pojem index jedno-

duchosti L(D), ktory musf spiiaf niekolko axiém.

Definicia 2.1.8 (Index jednoduchosti)
Indexom jednoduchosti DNF D nazgvame taky parameter L(D), ktory spl/ﬁa

vsetky nasledujice axiomy.
1. Azidma nezdpornosti. Pre lubovolni DNF L(D) > 0.

2. Axiéma monotdénnosti (vzhladom na ndsobenie). Nech D = D'V x;” K],
Potom L(D) > L(D'V KY).

3. Aziéma vypuklosti (vzhladom na sumdciu). Nech D = Dy V Dy. Ak
D1 N D2 == O, tak platz’L(D) Z L(Dl) + L(DQ)

4. Azidma invariantnosti (vzhladom na izomorfizmus). Nech DNF D’ bola

ziskand z DNF D premenovanim premenniyjch (bez toho aby boli stotoznené).
Potom L(D) = L(D").

Teraz uvedieme 2 typy DNF, ktoré sa urcuju na zaklade ich zlozitosti a

ktorych zlozitost spfﬁa pomienky indexu jednoduchosti.
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Definicia 2.1.9 (Minimdlna DNF) Iredundantnd DNF s minimdlnou zloZitostou
(minimdlnym poctom cinitelov) sa nazgva minimdlna DNF. Tento pocet ¢initelov

budeme v d'alsom texte oznacovat ako L(D).

Definicia 2.1.10 (Najkratsia DNF) Iredundantnd DNF s minimalnou
dizkou (minimdlnym poctom implikantov) sa nazgva nagkratsia DNF' a tito

dizku budeme oznacovat ako I(D).

V povodnom uvazovani procesu minimalizacie sa iredundantné DNF od-
vodzovali priamo zo skratenej DNF. Nakolko ale tidto ¢ast’ tohto procesu,
kde sa proces vetvi a vytvaraju sa iredundantné DNF je najnéarocnejsia,
pokisame sa ho zjednodusit’ tym, Ze sa vynasnazime vopred vylucit’ cast’
¢lenov skratenej DNF, ktoré sa neziicastnuju pri zostrojovani iredundantnych
DNF, a tym skratit’ celkové prezeranie. Realizujeme to pritom tak, aby
zvysna cast’ ¢lenov umoznila zostrojit” aspon jednu minimalnu DNF. Dostavame
tak novy proces minimalizacie, ktory je uvedeny na obrazku 2.1.

Najvhodnejsie je, aby tento krok bol realizovany jednoznacne.

Preto zavedieme Quinovu DNF a DNF typu ) T, ktoré ndm tieto kroky

budi realizovat.

Definicia 2.1.11 (Quinova DNF) Majme mnozinu tjch prostych impli-
kantov, ktoré su obsiahnuté v kazZdej iredundantne; DNF. Tieto implikanty
nazvyme jadrové implikanty. Potom DNF D, ktori dostaneme zo skratenej
DNF Dg(f) vynechanim vsetkych tych prostych implikantov, ktorijch mnozina
pripustniych hodnot je pokrytd jadrovymi implikantmii, nazijvame Quinova

DNF funkcie f a oznacovat ju budeme Ng.

Definicia 2.1.12 (DNF typu XT) DNF D, ktord obsahuje vietky tie prosté
implikanty, ktoré su obsiahnuté v krajnom pripade v aspon jednej iredun-
dantnej DNF funkcie f nazgjvame DNF typu X T tejto funkcie a oznacovat ju

budeme Nxp
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Uplng DINF

¥
Skratena DMNF

Y
Quinova DMNF

Y
DMF typu ZT

Iredundantna DMF

Iredundantna DMF

"""""""""""""""""""""""""""" Minimaine DNF |

Iredundantna DMF Iredundantna DMF

e e e e e e e e e e e e e e e . e e . e e e e e e e . e e e, e e e e e e

Obr. 2.1: Proces minimalizacie DNF

2.1.2 Geometricka reprezentacia

Ciastoénti booleovski funkciu f vieme reprezentovat aj pomocou geometric-
kej formy, a totiz grafu.

Na mnozinu vsetkych moznych binarnych n-tic B™ mozme tiez poze-
rat ako na mnozinu vsetkych vrcholov n-rozmernej jednotkovej kocky(tiez
nazyvanej ako hyperkocka), kde n-tice (ai,as,...,a,) reprezentuji vrcholy
tejto kocky a 2 vrcholy st spojené hranou prave vtedy, ked sa ligia vo svojom
oznaceni v prave 1 suradnici.

Aby sme sa vyhli komplikaciam s izomorfizmom, kazdému vrcholu takejto
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kocky priradime jedine¢né oznacenie v podobe prislusného binarneho vektora.

Priklad 2.1.3 Jednotkové kocky rozmeru 1, 2 a 3

(1,0) (1,1

0 O—O 0

(0,0) 0,1)
(a)

Obr. 2.2: Priklad jednotkovych kociek, kde (a) reprezentuje unérnu, (b)

bindrnu a (c) ternarnu booleovsku funkciu

Definicia 2.1.13 (Hrana) Nech 0;,,0i,,...,0;, je nejakd pevne zvolend k-
tica ¢isel z mnozZiny {0,1}, pre ktoré plati, zZe 1 < iy < iy < ... < i, < n.
Mnozinu vietkych vrcholov (aq, as, ..., a,) kocky B™ takych, Ze a;, = o,,a;, =
Tiyy eey Qi = Oy MAZYVAMeE (n-k)-rozmernd hrana.

k k

Definicia 2.1.14 (Interval) Nech K(x1,22,...,%n) = ;' A2y 2 Ao A a;:’“
je elementdarna konjunkcia dl/zvk;y k. MnoZinu vrcholov grafu B™ takyjch, ktoré
maji na poziciach j € {1,2,...,k} hodnoty 1 v pripade Ze o;; je rovné 1 a
hodnoty 0 ked’ o;; = 0, nazyvame interval k-tého rddu a oznacovat ho budeme
Nk.
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Interval k-tého rddu Ni zodpovedd (n — k)-rozmernej hrane kocky B”".

Definicia 2.1.15 (Maximadlny interval) Interval Ni odpovedajici kon-
gunkcit K nazgvame mazimdlnym, ak neezistuje Ziaden interval Nj., taky,

ze
1. N C N}( - (NfUN];)

2. Rad intervalu Ny, je mensi ako rdd intervalu Ny

Poznamka 2.1.2 Interval Nx budeme v d'alsom texte v sivislosti s kockou
B" oznacovat aj pojmom hrana a maximdlny interval tiez ako mazimdina

hrana.

Priklad 2.1.4 Na nasledujucich obrazkoch uvadzame priklad hyperkocky
reprezentujucej ¢iastocnu booleovsku funkciu, ako aj priklad intervalu a ma-
ximélneho intervalu v tejto hyperkocke. Ciastoénd booleovské funkcia, ktori
realizujeme je prebratd z prikladu 2.1.1.

Pocntic tymto miestom dalej budeme vrcholy s hodnotou 1 znacit bielou
farbou, vrcholy s hodnotou 0 ¢iernou farbou a nedefinované vrcholy budu
oznacované ¢ervenou farbou. Vrcholy v intervaloch a ich prepojenia budeme

oznacovat zelenou farbou.
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O hodnota 1
. hodnota 0

. nedefinovana hodnota

(1,1,0,0)

(1,1 (1.1,1,1)

(1,0,0,0)

O @ 0041

(0,0,0,0) (0,0,0,1)

Obr. 2.3: 4-rozmernd jednotkova kocka reprezentujica ciastocni booleovski

funkciu z prikladu 2.1.1

(1,1,0,0)

(1!0!0!0)

Ot o (0,0,1,1)

(0,0,0,1)

(0,0,0,0)

Obr. 2.4: Interval N 3-tieho rddu zodpovedajici konjunkcii K = x Axd Ax?,
kde Nx = {(1,1,0,0),(1,1,0,1)}. Tento interval vSak nie je maximélny,
pretoze existuje interval N, ktory obsahuje vSetky vrcholy z Ng a ktorého

rad je zaroven mensi ako rad intervalu Ny
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(1,1,1,1)

(1,1,0,0)

. (0,1,1,1)
(1,0,0,0)
.......... o (0,0,1,1)

(0,0,0,1)

(0,0,0,0)

Obr. 2.5: Maximalny interval Ny radu 2, ktory zodpovedd konjunkcii K’ =
xi Axd a ktorému prislichaji vrcholy {(1,0,0,0), (1,0,0,1), (1,1,0,0), (1,1,0,1)}

2.2 Pravdepodobnost

2.2.1 Definicia pravdepodobnostného priestoru

Uvazujme o nejakom nahodnom jave. Uskutoc¢nenie tohto nahodného javu
budeme nazyvat ndhodnd udalost a budeme to znacit w. Mnozinu vsetkych
elementarnych ndhodnych udalosti budeme nazyvat priestor elementdrnych
udalosti a znacit ju budeme €.

Prvky mnoZiny  budeme nazyvat elementirne vysledky.

Definicia 2.2.1 (Pole udalosti) Neprdzdny systém S podmnoZin pries-
toru elementdrnych udalosti S, ktory obsahuje ako prvok 2 a je uzavrety
vzhladom na komplement a spocitatelné zjednotenie, sa nazjva pole udalosti
nad vyberovym priestorom ). Proky takéhoto pola S budeme nazjvat uda-
losts.

To znamend, Ze S je pole udalosti, ak spl/ﬁa nasledujice podmienky:
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1. Qe S
2.VA;AeS=A=Q—-AeS
3. VA;i=1,2,.. mAeS=>_, A esS

Definicia 2.2.2 ({2-algebra) Nech S je pole ndhodnijch udalosti a ) je
priestor elementdrnych udalosti, z ktorého vyberame. Usporiadani dvojicu

(Q,.5) potom nazgvame Q-algebra udalosti.

Definicia 2.2.3 (Pravdepodobnostna miera) Zobrazenie P : S — R
nazjvame pravdepodobnostnd miera na Q-algebre udalosti, prdve vtedy, ked

spl/ﬁa nasledovné podmienky:
1. VA€ S plati0 < P(A) <1
2. P0)=0aP(Q)=1

3. VA;i=1,2,..,n;A; €S, také zZe ;N A; =0 pre i # j plati

n

P A =>_ P4y

=1

Definicia 2.2.4 (Pravdepodobnostny priestor) Nech (0, S) je Q-algebra
udalosti a P nech je pravdepodobnostnd miera na tejto 2-algebre udalosti.
Potom wusporiadani trojicu (€2, S, P) nazgyvame pravdepodobnostny priestor

ndahodnych udalosti.

Definicia 2.2.5 (Ndhodnd premennd) Nech (2,5, P) je nejaky pravde-
podobnosntny priestor. Funkciu na redlnych cislach X : Q@ — R budeme

nazjvat ndhodnd premennd, ak plati:

Vee R:{w; X(w) <z} €S
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Definicia 2.2.6 (Diskrétna ndhodna premennd) Ndhodnd premennd X
sa nazyva diskrétna, ak existuje postupnost redlnych cisel {x;} a postupnost

nezapornych redlnych cisel {p;}, takijch Ze
P(X = ;) = p

a zdroven,

Zpizl

iel
Definicia 2.2.7 (Stredna hodnota diskrétnej ndhodnej premennej)
Nech X je diskrétna ndhodnd premennd a nech {z;} je postupnost redlnych
¢isel, ktorej hodnoty méze s nenulovou pravdepodobnostou nadobidat. Potom
hovorime, Ze ndhodnd premennd X md konecéni stredni hodnotu E(X) a ju
vycislujeme ako:
E(X)=) xP(X =)
iel
Definicia 2.2.8 (Vlastnost ndhodnej funkcie) Nech A je nejakd vlas-

nost a f nech je nejakd ndhodnd booleovskd funkcia. Ak

lim P[f md viastnost Al =1,

n—oo

tak hovorime, Ze ndhodnd booleovskd funkcia f md vlastnost A resp. f spliia

vlastnost A takmer s urcitostou.

Poznamka 2.2.1 V takomto pripade hovorime tiez, ze takmer vSetky nahodné

booleovské funkcie maji vlastnost A.

2.2.2 Pravdepodobnostné metody

V dalSom texte budeme vo viacerych pripadoch vyuzivat na vycislovanie
hodnét Markovovu pravdepodobnostnii metédu (a jej priamy dosledok), ktora
poskytuje zdkladné prostriedky pre konstrukciu odhadov ndhodnych pre-

mennych.
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Definicia 2.2.9 (Markovova nerovnost) Nech X je ndhodnd premennd

nadobudajica nezaporné hodnoty. Nech t > 0 je redlne cislo. Potom plati:

plx 242 B0

Poznamka 2.2.2 Ako dosledok Markovovej nerovnosti dostavame vztah

PIX > t.E(X)] < %

2.3 Asymptotické ohranicenia a d’alsie ohranicenia

Na tomto mieste uvadzame niektoré sposoby asymptotickych ohraniceni fun-

kcif, ktoré budeme v dalsom texte pouzivat.

Definicia 2.3.1 (o-notécia) Symbolom o(a,) oznacujeme taky viraz, ktory
ked je deleny a, ide k 0.

Definicia 2.3.2 (O-notéacia) Symbolom O(a,) oznacujeme takyj viraz, ktory

ked je deleny a, ostdva ohraniceny nejakou pevnou konstantou ¢ > 0.

Definicia 2.3.3 (asymptotickd ekvivalencia) Hovorime, Ze postupnosti
(an) a (by) su asymptoticky ekvivalentné, ak lim,, i = 1. Tuto skutocnost

oznacujeme tieZ zdpisom a, ~ b,.

Symbolom lgn budeme oznacovat logaritmus ¢isla n pri zaklade 2. Na-

kolko budeme ¢asto pouzivat logaritmus pri zéklade m%pg, pre zjednodusenie
1

p1+p3

oznacenia polozime b = a namiesto 1og ., 4,,) 7 budeme pisat log, n.

Napokon, oznacenim |x| budeme rozumiet dolnt celii ¢ast &isla z a [x]

jeho hornt celd ¢ast.
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2.4 Aplikacie

2.4.1 Oddelitenost mnozin

Nech B™ je jednotkova hyperkocka. Uvazujme nie vSade definovani boole-

ovski funkciu (¢iastoéni booleovski funkciu) dani predpisom

0 ak(ﬂfl,...,ﬂin)EMg
f(.]}l,...,l’n): 1 ak(xl,...,$n>€M1
nie je definovand  ak (zq,...,2,) € B"\(My U M;)

kde MlmM() = @, MO g Bn, M1 Q B"™.

Nech P,(n) je mnozina v8ade definovanych booleovskych funkcii o n-
premennych.
Nech P(f) je ¢iselnd funkcia na Py(n). Tito funkciu budeme nazyvat fun-

kciou zlozitosti charakterizujicou funkciu f € Py(n).

Funkciu f' € Py(n) nazyvame pripustnou vzhladom na f, ak pre vsetky
a € My: f'(a) =0 a pre vsetky g € M;: f'(B) = 1.

Uloha je v tomto pripade definovana nasledovne:
N4jst spomedzi vSetkych pripustnych funkcii f' € Py(n) taku f*, pre ktori
funkcia zlozitosti P(f*) nadobtida minimélnu hodnotu.

(iloha sa d4 interpretovat vzhladom na rozne typy zlozitosti funkcif)



KAPITOLA 2. ZAKLADNE DEFINICIE A POJMY 20

2.4.2 Tedria testov

Nech f(z1,...,x,) je booleovskd funkcia o n premennych. T,(f) nech je

mnozina skladajica sa z n-rozmernych booleovskych vektorov. Tato mnozina

sanazyva preverujici test pre f(xy,. .., x,), ak pre lubovolnu funkciu ¢(z1, . .., x,),
ktori dostaneme z f(z1, ..., x,) zamenenim niektorej premennej za konstantu

0 alebo 1 tak aby existoval vektor u = (uq, ..., u,), u € T, (f), ze f(x1,...,2,) #
(1, .., Tp).

Pocet vektorov v teste sa nazyva zlozitost testu a oznacuje sa L(T,(f)).
Test pre funkciu f(xq,...,z,), ktory ma najmensiu zlozitost sa nazyva mi-
nimalnym a zlozitost tohto minimélneho testu oznacujeme L(f).

Zavedieme oznacenie:

Lg(n) = max  L(f)

f(l'l,...,.’ﬂn)EK

kde K je niektora mnozina booleovskych funkcii.

Alternativna verzia:

Nech P} je mnozina vSetkych funkcif algebry logiky o n premennych, ()5 nech
je mnozina ¢iastocne definovanych funkcii algebry logiky o n premennych, R™
nech je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom redlnych éfsel R a B™ nech
je podmnozina R"™ zlozena z binarnych vektorov dfzky n.

Nech f € Q4. Mnozinou E; budeme oznacovat taki mnozinu o = (g, ..., @) €
B™ takych, ze f(a) =1 a mnozinou N; mnozinu vrcholov 8 = (f4,...,08,) €
B" takych, ze f(5) = 0. Vektor 7 = (7y,...,7,) € B™ sa nazyva testom pre
[ € Q3 ak pre lubovolné o € Ey a € Ny plati vatah (r.04, ..., 7p.00) #
(T1-81, -+« s Tn-Pn)-

Test 7 = (11,...,T,) € B™ sa nazyva iredundantnym testom pre f € Q%, ak

pre lubovolné o € B", kde o < 7 plati, Ze « nie je test pre f.



Kapitola 3

Odhady niektorych metrickych
vlastnosti ciastocnych

booleovskych funkcii

Na zaciatku tejto kapitoly popiseme pravdepodobnosnty priestor, ktory tvo-
ria ¢iastocné nahodné booleovské funkcie, s ktorymi budeme v tejto praci
pracovat. Nédsledne budeme skimat pocetnost jadrovych hran a reguldrnych
vrcholov, obsiahnutych v grafe B™, ktory zodpovedd danej funkcii. Z toho
napokon asymptopticky odhadneme dizku Quinovej DNF resp. DNF typu
3.

3.1 Pravdepodobnostny priestor

Tak ako sme si v kapitole s definiciami zadefinovali vSseobecny pravdepodob-
nostny priesor, tak aj ¢iastocné nahodné booleovské funkcie tvoria takyto
diskrétny pravdepodobnostny priestor. Budeme ho oznacovat prislusnou troj-
icou (P, 27", P), pricom P™ oznacuje mnozinu vietkych n-drnych ¢iastoénych

nédhodnych booleovskych funkeif, 27" reprezentuje vietky mozné vybery, ktoré

21
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sa mozu uskutocnit a P predstavuje pravdepodobnost, s ktorou pracujeme
pri tychto funkciach.

Néhodny vyber funkcie f € P" si moZeme predstavit ako ndhodné roz-
delenie jej vstupov do troch mnozin: mnozinu tych vstupov, na ktorych ma
funkcia hodnotu 1; tych, na ktorych dosahuje funkcia vystup 0; a napokon
tych, pre ktoré funkcia nie je definovana. Tieto mnoziny si v pripade ek-
vivalentného grafu B" mozme reprezentovat aj ako Ny, N 7 Nj. Teraz si
potrebujeme zadefinovat, s akymi pravdepodobnostami sa n-tica o« € B"

vyskytne v akej mnozine.

e p; - pravdepodobnost, ze pripadne mnozine Ny, a teda bude sa zobra-

zovat na hodnotu 1

e Py - pravdepodobnost, Ze pripadne mnozine N 7, a teda bude sa zobra-

zovat na hodnotu 0

e p3 - pravdepodobnost, Ze pripadne mnoZine N7, a teda na danom vstupe

nebude funkcia f definovana

Tieto pravdepodobnosti st nezdvislé od akychkolvek predchidzajicich
vyberov a popritom st zadefinované tak, Ze plati vztah p; + ps + p3 = 1.

Pravdepodobnost vyberu funkcie f € P" je teda dand vztahom

PI{f}] = p™No! - poNil - pgINF

Z toho dostdvame, Ze pre Iubovolni podmnozinu A ¢iastoénych ndhodnych

booleovskych funkcii P" plati

PlA] =) PI{f}]

feA

Nakolko lubovolné funkcie f;, fo si jednoznaéne uréené na kazdom zo

vstupov, nemdze sa stat, Ze by 2 lubovolné n-drne funkcie, ktoré by boli
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rozne, nastali v ten isty c¢as. Hovorime teda, ze udalosti vyberu tychto funkcii
st vzajomne exkluzivne, alebo inymi slovami disjunktné. Ak 2 udalosti su
disjunktné, potom pravdepodobnost, Ze nastane ktordkolvek z nich, je dand
nasledujicim pravidlom P(AV B) = P(A) + P(B) Preto

P[A}:P(fl\/fQ\/"'vfk):ZP[{fi}]

fi€A
3.2 Jadrové hrany

Snaha zjednodusit zlozitost DNF a tym proces minimalizdcie tak, aby toto
zjednodusenie sa realizovalo jednoznaCym sposobom nas privadza k pojmu

jadrovych hran.

3.2.1 Zadefinovanie pojmov

Jadrové hrany st také hrany v ramci grafu G, ktoré musia byt stcastou
Iubovolného vrcholového pokrytia grafu G, pricom toto pokrytie je realizo-

vané pomocou maximalnych hran.

Definicia 3.2.1 Mazimdlnu hranu Nk obsiahnuti v grafe G nazgvame jad-
rovou hranou, ak existuje vrchol v € Ny taky, Ze tento nie je obsiahnuty v
zZiadnej inej maximdlnej hrane, ktord sa vyskytuje v ramci grafu G. MnoZinu

vsetkych jadrovych hrdn v G nazyvame jadro grafu G.

Priklad 3.2.1 Majme ¢iastocnti booleovski funkciu, ktord je reprezento-
vand hyperkockou zndzornenou na nizsie uvedenych obrazkoch a) a b). Ako
vidno z obrazku a) tédto obsahuje prave 3 maximélne hrany el, e2, e3 a
prislicha jej skratend DNF D = @523 A 2109 A z123. Vrchol (0,0,0) je pritom
obsiahnuty iba v hrane el a vrchol (1,1,1) prezmenu iba v hrane e3. Preto
tieto 2 hrany si jadrové a tvoria tak jadro u danej funkcie. Nakolko hrana e2

je kompletne pokryta hranami tvoriacimi jadro, moézme tito hranu z pokrytia
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vynechat (ako je zndzornené na obrazku b) ) a z DNF mozme tiez vynechat
implikant, ktory jej prindlezal. Dostavame tak Quinovu DNF, ktora bude

mat tvar D = T23 A £123.

(1,1,1) A, ® .11

0,1,1) 01,1

(a) maximélne hrany (b) jadrové hrany

Obr. 3.1: Priklad jadrovych hran CNBF

Pocet hran, ktoré tvoria jadro grafu G, budeme oznacovat premennou cg

a E(cg) bude oznacovat stredni hodnotu tejto premenne;j.

3.2.2 Stredna hodnota poctu jadrovych hran

Lema 3.2.1 Nech py,p2,ps € (0,1) a p1 + p2 + ps = 1 potom

E(cemin) = Z (Z) 2”_k((p1 —{—pS)Q’v _ p%k)(l —(1- pg—k)Q’“) < E(cq)

<> (Z) 2 F(pr4ps)® =13 ) (A= (1= (p2tps)" ™) ) (1=ps(pr+ps)” )" = E(Comaa)

Dokaz 3.2.1 Pocet vSetkych k-rozmernych hran v ramci n-rozmernej kocky
B" je rovny (Z) 2% Kedze chceme, aby tdto hrana bola pripustnd, potre-
bujeme, aby tato hrana obsahovala iba vrcholy z mnozin Ny a N7, pricom
ale, aspon jeden z toho musi byt s hodnotou 1. Preto pravdepodobnost, Ze

hrana bude splnaf tiito vlastnost je rovna ((py + ps)? — p2').

(3.1)



KAPITOLA 3. NIEKTORE METRICKE VLASTNOSTI CNBF 25

Nech P, je pravdepodobnost, ze hrana rozmeru k je jadrovou hranou,

potom stredni hodnotu poctu jadrovych hran vieme vyjadrit ako

E(ce) =) (Z) 2" F((pr +ps)* = P} ) P

Nakolko P, mé rovnaki hodnotu pre vsetky hrany rddu k, staci tito
pravdepodobnost urcit prave pre jednu z nich.

Nech M je nejakd fixovand hrana rddu k. Potom pravdepodobnost, Ze
tato hrana je jadrovou hranou, je z definicie rovna pravdepodobnosti, ze v
tejto hrane existuje vrchol nevyskytujici sa v ziadnej inej maximalnej hrane.

Analyza pripadov ndm dava nasledujuce 2 zakladné pripady:

(a) pripad, kedy sa vrchol s ur¢itostou nevyskytuje v ziadnej inej hrane, a

teda hrana je jadrova,

(b) pripad, kedy je vrchol ur¢ite obsiahnuty aspon jednou maximélnou hra-

nou roznou od M, a teda jeho hrana jadrovou nie je.
Teraz sa blizsie pozrieme na to, kedy nastavaju jednotlivé pripady.

(a) Vrchol v z hrany M sa s uréitostou nevyskytuje v ziadnej inej maximélnej
hrane vtedy, ked vsetci jeho susedia mimo tito hranu M nadobudaji
hodnotu 0. To z dévodu, Ze Ziadna hrana nemdze prechadzat cez tieto

nulové vrcholy, a tak pokryvat nds vrchol v. (Ilustrované na obrdzku
3.2(a))

(b) Vrchol v je s urcitostou sticastou nejakej inej maximdlnej hrany vtedy,
ked aspoti 1 jeho sused mimo hrany M nadobtida hodnotu 1. Ak sa tak
deje, znamend to, Ze musi existovat hrana minimédlne o dimenzii 1 (po-
zostavajica iba z tychto 2 vrcholov), ktora tieto 2 vrcholy pokryva.

To, nakolko sa d4 tato hrana potencidlne rozsirit a akd dimenziu v

skutoc¢nosti m4, je pre nas dalsi vyskum nepodstatné.
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Nastéva vSak otdzka, ¢o vieme povedat o zvySnom pripade (3.2(c)), ked

aspon jeden sused vrchola v je nedefinovany a zaroven ziaden z nich nie je

rovny 17
u u
v v
v5 v5
vi v4 vi v4
v2 v3 v2 v3
(a) vsetci susedia s rovni 0 (b) existuje nejaky 1-vy sused

(¢) neexistuje ziaden 1-vy sused,

ale existuje aspon 1 nedefinovany

Obr. 3.2: Moznosti rozlozenia hodnot susedov mimo hrany M

V takomto pripade, aby sme vedeli s ur¢itostou povedat, ¢ dany vrchol
nie je obsiahnuty ziadnou inou hranou (a tak sposobuje jadrovost hrany M),
moze vznikat potreba skiimat rozlozenie typov susednych vrcholov, a to po-

tencidlne az do vzdialenosti n. Vzhladom na tiito skutoénost sme sa rozhodlii,
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ze vyhodnocovanie tychto pripadov obmedzime na skiimanie najblizsich mi-
mohranovych susedov trovne 1. To sposobi, ze vyjadrovany pocet jadrovych
hran nebude stanoveny presnou hodnotou, ale iba jej dolnou a hornou hra-

nicou.

Nadvizujuc na spominané pripady, stanovime postacujicu podmienku
(1.) a nutnd podmienku (2.) toho, aby hrana bola jadrovou. Tieto podmienky

zaroven ur¢ia dolni a horni hranicu poctu jadrovych hran.

Podmienky su nasledovné:

1. "Hrana M obsahuje vrchol v, ktorého vsetci susedia mimo tejto hrany

st rovni 07.

2. "Hrana M obsahuje vrchol v, pre ktory plati, ze kazdy jeho sused mimo

tejto hrany je bud rovny 0, alebo je nedefinovany”.

Teraz tieto podmienky preformulujeme do ekvivalentnych zneni, ktoré

budeme lahsie vediet prepisat do matematickej formy.

1. "Neplati, ze pre vSetky vrcholy v ramci hrany M existuje aspon 1 su-
sedny vrchol mimo hrany M, taky ze tento vrchol je rovny 1 alebo nie

je definovany”.

2. "Neplati, ze pre vSetky vrcholy v ramci hrany M existuje aspon 1 su-

sedny vrchol mimo hrany M, taky ze tento vrchol je rovny 17.

Samotnym prepisanim tychto podmienok, kde P1,, j, prislicha podmienke
(1.) a P2, podmienke (2.), dostavame:

k

Plog=1—(1—=1—=p —p3)" M) =1 (1—ppF)?
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P2or=1-(1-(1=p)" ¥ =1—(1 = (p2+p3)" "

Navyse, kedze v pripade jadrovych hrdn mé zmysel uvazovat iba tie, ktoré
st maximdlne, musime vylucit tie pripady, kedy sused vrchola v je nedefino-
vany a zaroven by sa dala zvicsit dimenzia hrany. To nastéva s pravdepo-
dobnostou ps(p; + p3)2k*1.

Aby to platilo pre vsetkych susedov vrchola v, dostdvame pravdepodobnost
(1 — ps(p1 +ps)? 1" *. Preto P2, , uréujiica hornt hranicu pravdepodob-

nosti, ze hrana bude jadrova ma tvar

i\ 2k k_{\p—
P2 =1—(1—(pa+p3)" ™) (1 —p3(pr +p3)> )" F

Kedze P1, < P, < P2, ), dostdvame z toho, ze

E(cGmin) = ) (Z> 2 (pr+ps)” —p3 )1 — (1 =py™)*) < Elce) <

<>, (Z) 2" K ((prps)? =3 ) (A= (1= (p2+p3)" ) ) (1=ps(pr4p3)* )" " = E(cGmas)

¢im sme dokézali znenie lemy. [J
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3.2.3 Odhad poctu jadrovych hran

V tejto casti za pomoci strednej hodnoty poctu jadrovych hran, kombinato-
rickych metéd a pravdepodobnostnych nerovnosti asymptoticky ohrani¢ime
pocet jadrovych hran obsiahnutych v grafe B™.

Nasledujicou lemou ur¢ime hodnotu horného ohrani¢enia parametra E(cg).

Lema 3.2.2 Nech {a"}nZO je postupnost &isel takd, Ze lim,_,o a, = 0. Po-
tom plati
lim P[E(cg) < nttan)islog,n(g,yn) — 1

n—oo

Dokaz 3.2.2 Aby sme dospeli k hodnote tohto ohranic¢enia, budeme rozo-
berat sumu E(cgmaez) 7z vety 3.2.1, ktoréd je strednou hodnotou parametra
vyjadrujiceho maximéalny pocet jadrovych hran v grafe. Z préace [5] vieme,
7e B™ s pravdepodobnostou idicou k 1, pre n — oo, neobsahuje Ziadnu hranu
rozmeru vicsieho ako p = |lgn —1glgb| + 1. Preto si E(cgmaz) rozdelime na
2 sumy a to také, kde prva z nich S; bude sumou pre klgn + [ a Sy bude
sumou pre k > lgn + (.

Najprv sa pozrieme na sumu S,. Ukazeme, ze pre vhodne zvoleny parameter
[ a pre dostatoéne velké n, bude S, nadobuidat hodnotu 0, a to z dévodu,
ze ak B™ neobsahuje ziadnu hranu rozmeru k > |lgn — lglgb| + 1, nemdze
obsahovat ani hrany rozmeru k, ktoré by boli jadrové.

Konkrétne kedze 0 < ((pr4p3)® —p2) < 1,0 < (1—(1—(pa4p3)" ")) <1
a 0 < (1=ps(pr+ps)* )" <1, tak aj (pr +ps)* —p3 )1 — (1= (p2+
P3)" )2 (1 = ps(p1 +p3)2 )™ * nadobida hodnotu v intervale (0, 1), preto

%= k>§+l (Z> 2" R ((p14p3)? —p2 ) (1—(1—(partps)" )2 ) (1—pa(p1ps)® )"

< > (Z) 2" < ()Y (Z) gnh

k>1gn+l k>0
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= (p1 +p3)"?'3" = (3(p1 +ps)?)"

Preto ak zvolime [ tak, aby platilo, ze (p; —|—p3)2l < 1/3, tak lim,,_, Sy = 0.

Druhd cast, suma S;, ktord je sumou pre zvy$né hodnoty, a teda pre

k <lgn + 1, teraz uréi hladany horny odhad E(cg).

i 2 @2”_k<<P1+P3>2k—pik><1—<1—<p2+p3>”-’f>2’“><1—p3<p1+p3>2’“—1>“—k

k<lgn+l

Kedze 0 < (1 — ps(p1 + ps)? )" * < 1, méme, 7e

k<1g n+l

Nech a = —(py+p3)" % am = 2*. Vyuzijeme teraz Bernoulliho nerovnost
a totiz, ze pre lubovolné a > —1 a m > 0 plati{ (1 —ma) < (1 —a)™.

Jej pouzitim toho dostavame

Si < Z (Z) 2" ;1 +P3)2k(1 — (1 =2"(pa +p3)" "))

k<lgn+l
"\ on—k 2k ok n—k
= Z (k:)2 (p1+ps)” 2%(p2 + ps)
k<lgn+l
n k _
=2" Z (k:) (p1+ps)” (P2 +ps)" "

k<lg n+1
Aby sme vedeli tento vyraz zhora ohranicit, oznatme teraz toto nase
k
vinidtro sumy ako by, teda b, = (Z) (1 —1—103)2 (p2 + p3)"*. Potom podiel

tychto clenov
k
b1 _ (n — k)(p1 + ps)?
i (k +1)(p2 + ps)
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je mensi ako 1 pre k > Iglogy /,, 1, 1 & vicsi ako 1 pre k < lglog )1

(p1+p3)
Preto dostdvame, Ze maximdlna hodnota vyrazu b, je dosahovand bud pre

k = A, alebo pre k = XA+ 1, kde
A= 181081 /((py-+ps)) ™ (3:2)

Preto vieme sumu S; ohrani¢it nasledovne

S <2"lgn+1+1) kglaxﬂ by
<lgn

<2"lgn+1+ 1)( )(p1 4—]93)2A (ps + p3)n—(k+1)

n
A+1

n
N <>\ + 1) (pr +p3)? (g n + 1+ 1)2%(py + pg)"~ O+

n

Vyuzitim nerovnosti ( Al

) < nM1 dostédvame

Sl < n)\—i-l(pl +p3)2x(lgn—|—l+ 1)2”(}72 +p3)n—(>\+1)

= 0 (py + ps)? (g + 1+ 1)(pa + ps)~ MV (2(pa + ps)"

Zo vztahu (3.2) vyplyva, ze (py + p3)> < 1 a preto z toho dostdvame

1
S; < nHlﬁ(lgn +1+1)(p2 + p3)7(/\+1)(2(p2 + p3))"

< n(lgn + 1) (pa + p3) "MV (2(py + p3))"
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lg(lgntey) (A1) lg(pa+p3)
— n)‘n lgn n lgn (2p2)n

_ n(1+51(n)) 181081 /((p; +p3)) ”(2(}92 + pS))n

lg(lgn+c1)—(lglog n+1) lg(p2+ps)
kde £1 (n) — 1/((p1+p3)) =0
lgnlglogy/((p)+p3)) ™

Toto ohranic¢enie uz udava znenie lemy, a tym sme ju dokazali. [J

V nasledujicej leme vyjadrime dolny odhad parametra E(cg).

Lema 3.2.3 Nech {“n}nzo je postupnost &isel takd, Ze lim,_,o a, = 0. Po-
tom plati
lim P[E(cq) > n(l_“")lgbgb"@pg)"] =1

n—o0

kde b=1/(p1 + ps3).

Dokaz 3.2.3 Budeme postupovat podobnym sposobom ako pri dokazovani
lemy 3.2.2 a sumu udavajiucu stredni hodnotu dolného ohranicenia jadrovych
hran E(cemas) = Y (1)2"*((p1 +p3)? = p2) (1 — (1 —pp™)?") si rozdelime
na 2 ¢asti. Uz vieme, ze B™ pre n — oo s pravdepodobnostou idtcou k 1
neobsahuje ziadnu hranu rozmeru vécsieho ako p = [lgn—Ilglgb| +1, a preto
nemoze obsahovat ani ziadnu jadrovi hranu tohto rozmeru. Ak si preto roz-
delime sumu na 2 ¢asti, kde prva z nich S5 bude sumou pre k > Ign+1 a S,
bude sumou pre k < lgn + [, sta¢i preto zvolif vhodne parameter [ spfﬁajﬁci

nerovnost (p; —i—pg)"Ql < 1/3 alim, , Sy = 0.
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Sumou S pre hodnoty k < lgn + [ teraz ur¢ime dolny odhad E(cq).
Aby sme vedeli tento vyraz zdola ohranicit, vypocitame si, pre aké k na-
dobtida vnutro sumy S; maximalne hodnoty.

Po vyuziti Bernoulliho nerovnosti dostavame

Si< ), (Z) 2" M (p1 + pe)® (1 — (1 —2p5 "))

k<lgn+l

n k p_
Si=2 Z <k)(p1+p3)2 py

k<lg ntl

a teda

_(n 2k n—k c 1 -
Nech by, = (k) (p1 +p3)” py ", potom podiel ¢lenov

by (n— k) (pa +pg)?
b (k+1)py

je mensi ako 1 pre k£ > lglog; n a vacst ako 1 pre k < 1g10g; /((p, 4pg)) -

p1+p3)
Preto maximalna hodnota vyrazu by, je dosahovand bud pre k = ), alebo pre
E=X+1, kde

A= 181081 /((py 450 7] (3:3)

Kedze A = [1g10g) /((p,4ps)) 7 < 1gn+1suma Sy obsahuje vniitro s k = A,
a preto vieme sumu S; ohranicit nasledovne

512 ()20 0 (0 (- )

Stanovme a = py % a m = 2*. Vyuzijeme teraz nerovnost (1 — ma) <
(1 —a)™ < (1 —ma+ m?a?), ktord plati pre 0 < a <1 a0 <m.

Jej pouzitim dostavame

> ()24 (- 0= 2 )

N (7;\) 27Ny 4+ p3)? (1 — (1 — 2°p5 A1 — 22p57)))
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n — n— n—
_ ()\)T A(pl—i-pg)zAQ)‘pQ ,\<1 _2)\p2 ,\)

n _ n—
= <A> (p1+p3)? 27PN (1 — 2p5 ™)

7

Ked'ze lim,,_yoo 1 — 2)‘p2_’\ = 1, pre dostatocne velké n dostédvame

n
Sp > (A) (p1 +P3)2A2np7217/\

Pouzitfm nerovnosti (}) > (%)* a substittciou A dostdvame
L3P 22 on, n—\
S12 () (p1 +p3)” 2"

N A _
> ntA /\(pl + pa)* 2 ply A

Vyuzitim vztahu (3.3) a substiticiou A dostédvame
S; > n)‘)\_’\n_%Q”pg_”\
= n’\n_%)\_)‘pg’\(Zpg)”

1 _AlogA _ Alogpg
— n)\n*§n logn n, logn (2p2)n

— p(1=e2(n)) 181081 /() 4pg)) "(2p2)"

1
kde 52(n) — 2 lgn+1glogy /((p +psg)) 18181081 /(11 1p3)) PH181081 )/ ((pg 4pg)) 718 P2
lgnlglogy/((py+ps)) ™

Toto ohranic¢enie nam uz urcuje znenie lemy. [J

—0
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Na zaklade ohraniceni z predchadzajicich liem a pouzitim Markovovej ne-
. A~ Yl . v . . 7’ .o . ~
rovnosti, mézme sformulovat vetu sumarizujicu jednotlivé ohranicenia poc¢tu

jadrovych hran.

Veta 3.2.4 Pocet jadrovych hrdn cg obsiahnutych v grafe zodpovedajicom
crastocnej nahodnej booleovskej funkcii je

(1+0(1))1glo n (140(1))1glo n
n & g<p1J1rp3) (2p2)" <cg<n & g(P1Jlrp3) (2(p2 —|—p3))n

3.2.4 Zlozitost Quinovej DNF

Na zdklade uréeného poctu jadrovych hrdn sa mozeme teraz pokisit vyjad-
rit aki zlozitost nadobida DNF v Quinovom tvare (oznacovat ju budeme
I(Dg(f))). Ako uz vieme z definicie Quinovej DNF, je to DNF, ktortd do-
staneme zo skratenej DNF vynechanim vSetkych tych konjunkcii, ktoré su
pokryté jadrom. Tento pocet budeme oznacovat c.

Aby sme vedeli urcit pocet takychto konjunkcii (hrdn im ekvivalentnym) z
poctu jadrovych hran, ktory sme ziskali vypoctom, vyuzijeme niektoré po-
znatky a uvahy na odhadnutie tohto poctu.

Z préace [5] vieme, ze rozmer kazdej z hran funkcie f je nanajvys rovny ne-
jakému m. Preto u kazdej funkcie f pocet bodov prislichajicich jadrovym
hrandm nie je vicsi ako pocet jadrovych hran(d’alej uz len cg) x2™ a zdroven
dostdvame, ze cez kazdy vrchol prechddza nanajvys > /", (Z) hran.

Aby sme ohodnotili pocet hran, ktoré su pokryté jadrovymi hranami, vyuzijeme
poznatok, Ze tento pocet nie je vacsi od poctu hran obsahujtcich aspon jeden
vrchol prindlezajici jadrovej hrane. A preto cg < cg2™ > 1%, (})-

Ked'ze v pripade jadrovych hran mame parameter cg dany hornym a spodnym
ohrani¢enim, pri urcovani zlozitosti tejto DNF vyuzijeme iba jeho hornu hra-
nicu a teda pocet hran pokrytych jadrom bude dany vyrazom

lgn+l
(1+0(1)) 1glo, n
CQ <n g g(m«l#p:;) (2(p2 +p3))n21gn+l Z (Z)
k=0
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Aby sme uréili zlozitost Quinovej DNF uvedieme si zlozitost skratenej DNF,
ktord bola vyjadrend v praci [5] a ktord je dand vztahom

2nn(1—52(n))lglogl/(pl+p3> n S l(Ds(f)) S 2nn(1+63(n))lglogl/(p1+p3>n

kde €3(n) = e3(n) = O(———)

181081 /(py +pg) 7

Kedze
U(Dq(f)) = UDs(f)) — cq

mame

(1+o(1)) lglog__1__n ekl
I(Dg(f)) = 2"n(Fot)18108s o Fr(2(patps))"2E > (k:)
k=0

lgn+l
= (o 108 ) 9 (1 — (py 4 )28 Y @)
k=0

Kedze pre n — oo vyraz (py 4 pg)"28nt S g (1) nadobtida minimélne

hodnotytoho dostdvame, Ze na zdklade nasich tvah zloZitost Quinovej DNF
~ zlozitost skratenej DNF a teda, Ze uskuto¢nenie transformécie na Quinovu

DNF prinesie iba mali isporu v dalSom hladan{ minimalnej DNF.

3.3 Regularne vrcholy
Reguldrnimi vrcholmi nazyvame také vrcholy, ktoré musia byt pokryté v

Tubovolnom vrcholovom pokryti grafu G.

3.3.1 Zadefinovanie pojmov

Definicia 3.3.1 Nech graf G je geometrickou reprezentdciou niektorej ¢iastocnej

booleovskej funkcie. Vrchol uw € V(G) nazjvame reguldrny, ak existuje taky
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vrchol v, v # w, Ze pre kaZdu maximdlnu hranu K obsiahnuti v G plati

ve K = ue& K. Hovorime, Ze takiyto vrchol v indukuje vrchol u.

Priklad 3.3.1 Majme ¢iastocnti booleovsku funkciu, ktord je reprezento-
vand hyperkockou s 3 maximalnymi hranami el, €2, e3 (obrazkok (a)). V
ramci tohto grafu je vrchol u = (1,0,0) obsiahnuty mnozinou hrén M, =
{el, e2}, zatial ¢o vrchol v = (0,0,0) iba hranami M, = {el}. Kedze M, C
M,, tak vrchol v indukuje vrchol u, ktory je tym padom regularnym vrcho-
lom. Obdobnym sposobom sa dé ukézat reguldrnost vrchola so stiradnicami
(1,0,1) (obrazkok (b)).

Nakolko skiimanej funkcii prislicha skratend DNF D = @503 A 2102 A 2123 a
hrana e2 je regularna (sklada sa ¢isto z regularnych vrcholov), m6zme tito
hranu vynechat z pokrytia grafu a zo skratenej DNF moézme tiez vynechat
implikant, ktory jej prindlezal. Dostdvame tak DNF typu > 7', ktord ma tvar

D= ToTy N\ X1X3.

1,1.1)

(0,1,1)

(a) maximéalne hrany (b) reguldrne vrcholy

Obr. 3.3: Priklad reguldrnych vrcholov CNBF

Pocet vrcholov, ktoré v grafe G spfﬁajﬁ podmienku regularnosti budeme

oznacovat premennou r¢ a jej stredni hodnotu budeme vyjadrovat ako E(rg).

3.3.2 Stredna hodnota poctu regularnych vrcholov

Lema 3.3.1 Nech py,p2,ps € (0,1) a p1 + p2 + ps = 1 potom
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n “ n k k k_1\n—

Blre) <2 Y (1) (0% = )+ ) 4 i+ )
k=1

Dékaz 3.3.1 P,(u) nech je pravdepodobnost, ze vrchol u je reguldrny vr-

chol.

Kedze takito pravdepodobnost, Ze vrchol je regularny sa vyjadruje rovnako

pre kazdy z vrcholov B", dostavame
E(rg) =2"P,(u)

Oznacenim P, ,(u) budeme uddvat pravdepodobnost, ze vrchol u je reguldrny
vrchol a je indukovany vrcholom v. Této pravdepodobnost je vo vieobecnosti
nemenna pre vsetky tie vrcholy vy, vo, - -+ v, ktoré maju od vrchola u rov-
naki vzdialenost.

Nech P, ; znacf ti pravdepodobnost, ze vrchol v indukuje vrchol u a jeho

vzdialenost je rovnd k. Potom plati

Pu(u) < Z (1) Pste

Nerovnost dostédvame prave preto, Ze jeden vrchol moze byt indukovany

naraz viacerymi roznymi vrcholmi.

UvaZzujme preto teraz vrcholy u a v vzdialené od seba vzdialenostou k. Za-
definujme najmensiu mozni hranu, ktord bude oba z nich obsahovat. (Kedze
vrchol v indukuje vrchol u, musi existovat asponl 1 taks hrana, ktord obsa-
huje oba vrcholy. Budeme uvazovat najmensiu z nich.) Kedze nase vrcholy
su vo vzdialenosti k, znamena to, ze n — k suradnic maju spolo¢nych. Této
hrana bude mat teda dimenziu tiez k. Budeme ju oznacovat M.

Nech w je taky vrchol z B", Ze w je susedom s u, ale zaroven tento vrchol nie

je sucastou hrany M. Tento vrchol w sa z definicie o susedstve v grafe 1isi od
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vrchola u prave v jednej siuradnici. Nech je to suradnica i. Zadefinujeme teraz
taky vrchol w’, ktory je susedom vrchola v a ligi sa od neho prave v tejto
i-tej siradnici. Inak povedané, oba z vrcholov w, w’ st susedmi v jednom a

tom istom smere.

Nakolko pracujeme aj s pripadmi, ked vrcholy w a w’ mozu byt nede-
finované, nevieme povedat, ¢i vrchol u tvori s w resp. v s w’ nejakd hranu.
Preto, aby sme sa vyhli komplikovanému skiimaniu vrcholov do vécsej hibky,
budeme pri vy¢islovani pravdepodobnosti P, x(u) pracovat iba s hornou hra-
nicou tohto poctu(dolnti hranicu nemd vyznam skimat, kedze jeden vr-
chol moze byt indukovany naraz viacerymi inymi a to ndm sposobuje, Ze

Po(u) < 3750 () Pai(u).

Analyza pripadov nam hovori, ze vrchol v indukuje vrchol u prave vtedy,

ked sa udeje jedna z nasledovnych moZnosti:

e vrchol w' je rovny 0; vrchol w méze v takom pripade nadobtidat Tubovolni
hodnotu: toto sa ndm vyskytuje s pravdepodobnostou py(p; + p2 + ps3)
(obrazok 3.4(a))

e vrchol w' nie je definovany; vtedy, ak hladdme horné ohrani¢enie poctu
reguldrnych vrcholov, predpokladdame, ze w’ nevytvara s v hranu (¢o
by nds v pocte obmedzilo), a teda opét, w moze nadobtidat Tubovolni
hodnotu: to dostdvame s pravdepodobnostou ps(p; + ps + p3) (obrazok
3.4(b))

e vrchol w' je rovny 1; je zrejmé, ze w’ spolu s v s obsiahnuté v jednej
a tej istej hrane. Tym padom na to, aby v indukoval u, je nevyhnutné,
aby aj u bol sticastou tejto hrany. To nastdva iba vtedy, ak w’ s w

tvoria hranu o rozmere k, ktora tak rozsiruje hranu M s dimenziou k
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na hranu M’ s dimenziou k + 1: tdto moZnost nastava s pravdepodob-

nostou py(p1 + p3)? ! (obrazok 3.4(c))

(a) w’ je rovné 0 a tak w moze (b) w’ je nedefinované a tak w

nadobidat Tubovolné hodnoty moze byt s lubovolnou hodnotou

(c) w’ je rovné 1 a tak w musi s
w’ tvorif hranu o dimenzii k, ¢fim
vieme hranu M rozsirit na M’ s

dimenziou k + 1

Obr. 3.4: Moznosti indukovania vrchola « vrcholom v

Preto

k k E_ n—=k
P, k(u) < ((;m +p3) —p2 ) (p2(p1 + P2+ ps) + ps(p1 + 2+ p3) +pr(pr +p3)® )

k k k_q1.n—k
< ((p1 +p3)° —p3 )(p2+p3) +pi(pr +p3)* )
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7 toho dostavame

Po(u) <) (Z) ((p1+29) = D2 ) (D2 +p3) + pr(pr +p)* )"

a z toho mame

n

E(ra) <27y (0 +ps)® = 02) (02 + ps) + pr(p1 +p3)> )

n—=k

¢Iim mame lemu dokazanu. [

3.3.3 Odhad poctu regularnych vrcholov

V tejto ¢asti za pomoci strednej hodnoty poctu reguldrnych vrcholov, kom-
binatorickych metéd a pravdepodobnostnych nerovnosti odhadneme pocet

regularnych vrcholov obsiahnutych v grafe B".

Veta 3.3.2 Pocet reqularnych vrcholov rg v grafe G zodpovedagjiicom ¢iastocnej

ndhodnej booleovskej funkcii je
rag < p”

pricom p je konstanta zdvisld od pravdepodobnosti p; a ps s hodnotaou v

intervale 1.57 < p < 2.

Doékaz 3.3.2 Strednd hodnota E(rg) uréend predchédzajicou vetou moze

byt ohranicend nasledujtico:

kL. .n—k

E(re) <2 (Z) (1 +13)" = 2) (D2 +s) + (01 +p3)?)
k=1
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k. .n—k

<23 (1) 420" (0 )+ ()

n—k

) P14 )% (2((0s + s) + (01 + p3)™)
k=

3

k.. n—k

(
(k> (p1+ p3)* (2((p2 + p3) + (1 +13)*))

IN
3

k=

,_n

3

n—k

= (Z) pl —|—p3 )k(Q((pz +p3) + (p1 +p3)2k))

n

< @l (0ot 20) + 24D (1) @02 )+ (4 02)")

n—k

n

< @l )+ p2) + G+ 94 () 2001 ) 2 ) + 4 )

n—=k

= (2n(p1 + p3)*)((p2 + ps) + (p1 + p3)2)n_1+(2((p2+p3)+(p1+P3)2+(P1+p3))4)n

<cp”

kde ¢; je konstantou a p je konstanta, ktorej hodnoty zavisia od urc¢enych
pravdepodobnosti p1, pa, p3. Nech f je funkcia o 2 premennych zadefinovana
nasledovne, f(p1,p3) = 2((1 — p1) + (p1 + p3)* + (p1 + p3))*). Tato funkcia
na intervale, kde p; € [0, 1] a p3 € [0, 1] nadobiida minimum dané hodnotou
1.5704. Pouzitim Markovovej nerovnosti dostavame, ze rg < p", ¢im sme

dokézali vetu. O
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3.3.4 Regularne hrany

Aby sme sa mohli zaoberat zlozitostou DNF typu Y. T je pre néds dolezité
vyjadrit pocet reguldrnych hran v grafe G.

3.3.5 Zlozitost DNF typu >. T

Na zéklade uréeného poctu reguldrnych vrcholov mézme teraz pristipit k
vyjadreniu zlozitosti, ktori nadobiida DNF typu > T (oznacovat ju budeme
U(Dsr(f))).

Z publikécie [6] je ndm zndme tvrdenie o nutnej a postacujicej podmienke
tykajucej sa DNF typu Y T: nutné a postacujiica podmienka na to, aby kon-
junkcia K zo skratenej DNF Dy(f) nepatrila do DNF typu > T je, aby kazdy
vrchol zodpovedajicej hrany bol regularny vzhladom na graf zodpovedajici
funkcii f.

Aby sme uréili pocet reguldrnych hrén, vyuzijeme fakt, ze z préce [5] vieme,
ze rozmer kazdej z hréan funkcie f je nanajvys rovny nejakému m a ze tento
pocet nie je vacsi od poc¢tu maximalnych hran obsahujicich aspon jeden re-

guldrny vrchol. Tych je ra Y it (7).
Zlozitost DNF typu > T je preto dand vztahom

UDs () = 1(DA(f) — 76 S (Z)
k=0

Kedze zlozitost skrdtenej DNF, ktord bola vyjadrend v praci [5] je dand

vztahom 2nn(t=e2(M) 181081/ 4™ < I(Ds(f)) < onpFeamDlsloey pmyn ke

e2(n) = e3(n) = O(fmm————)

11081 /(py 4pg) 7
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dostavame

lgn+l
_ on, (1+€3(n)) 12108 (1, 4pg) 7 _ n n
(Dir(f) = 2t s 1575 (k)

Z toho vyplyva, ze I( Dy 1(f)) ~ 1(Du(f)) ateda aj I( Dy 1(f)) ~ UDq())-



Kapitola 4
Zaver

Cielom tejto diplomovej prace bolo asymptoticky odhadnit a ohranicit pocet
jadrovych hran a reguldrnych vrcholov u ¢iastoénych booleovskych funkeii a
vyjadrit a porovnat zlozitosti Quinovej DNF a DNF typu Y T so zlozitostou
skratenej DNF.

Povodna predstava, ze skimané vlastnosti (pocet jadrovych hrén, pocet re-
guldrnych vrcholov) budu presne vyéislené sa narusila tym, ze definicia pripustne;j
hrany bola vymedzena tak, Ze asponi 1 z jej vrcholov musi byt rovny 1. To
sposobilo, Ze pri uréovani jadrovosti hrany sme boli niiten{ skiimat rozloZenie
hodnot susednych vrcholov potencialne az do vzdialenosti n. Preto sme sa
rozhodli od uréenia presného vyjadrenia poc¢tu upustif a pokusili sme sa
vyjadrit hornt resp. dolni hranicu po¢tu na zdklade susedov hrany so vzdia-
lenostou 1. Vychédzajic zo spomenutého sme dospeli k zaveru, Ze pocet

jadrovych hran je pre n — oo dany rozmedzim

(1+0(1)) 1glog n (140(1)) 1glog n
n (PI‘IFPS) (2p2)n < ca <n (Phleg) (2(p2 —|—p3))n

Pri vyjadrovani poctu regularnych vrcholov bolo urcujice, ze jeden vrchol
moze byt naraz indukovany viacerymi inymi vrcholmi. Z toho dévodu sme

mohli uréit iba horni hranicu tohto poctu, ktord je dand vztahom rg < p”,

45
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kde p je konstanta zavisla od hodnot p; a ps a jej hodnota je v rozmedzi
1.57<p<2.

Tieto vyjadrenia poctov sme néasledne aplikovali na stanovenie zlozitosti pred-
metnych DNF. Quinova DNF po tvahach, kolko hran je pokrytych jadrom
bola urcena hornou hranicou a asymptoticky bola rovna zlozitosti skratenej
DNF.

Na vyjadrenie zlozitosti DNF typu >, T sme potrebovali ur¢it pocet re-
gularnych hran z poctu regularnych vrcholov. Tento pocet bol ivahami ohrani¢eny
a aplikovany na zlozitost DNF, ktora sa opif ukdzala asymptoticky rovna
[(Ds(f))-

Ukazali sme teda, ze pomer medzi skratenou a Quinovou DNF, ako aj po-
mer medzi skratenou DNF a DNF typu > T je asymptoticky rovny a teda

zlepSenie pri procese minimalizacie je pri n — oo zanedbatelne malé.

Uvedomujeme si, ze v problematike ¢iastocnych ndhodnych booleovskych
funkcii riesenej v nasej diplomovej praci existujui este miesta, ktoré maju svoje
nedostatky (napr. presnejsie vyjadrenie zlozitosti Quinovej DNF a zlozitosti

DNF typu >_ T), preto ich pre d als{ vyskum odporic¢ame podrobnejsie preskimat.
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