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Abstrakt

Kone¢éné automaty s pomocnou informéciou st podobné klasickym koneénym auto-
matom s tym, Ze okrem vstupu disponuji navySe dalsim retazcom, tzv. pomocnou
informéaciou. V nasej praci tdto pomocna informéacia bude zavisiet iba od dlzky vstupu,
t.j. pre vietky vstupy rovnakej dlzky bude pomocné informécia rovnaka. Budeme ski-
mat predovietkym vplyv spésobu dodania pomocnej informacie, jej dizky vzhladom
na dlzku vstupu a napokon aj determinizmu, resp. nedeterminizmu na vypoctovi silu

modelu.

KrUCoVE SLOVA: konecny automat, pomocna informéacia, vypocCty s pomocnou
informaciou, pomocné informacia zretazena so vstupom, pomocné informéacia na do-

datocnej stope, pomocna informéacia na dodato¢nej paske



Abstract

Finite automata with advice are similar to standard finite automata, however apart
from the input, they have access to an additional string, called an advice. In our work,
this advice will only depend on the length of the input, i.e. for all the inputs of the same
length the advice will be the same string. We will examine mainly the influence of the
way of supplying the advice, it’s length relative to the length of the input and finally

the influence of the determinism and non-determinism on the power of the model

KEY WORDS: finite automata, advice string, advised computation, advice prefix,

advice track, advice tape
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Uvod

Predpokladame, Ze ¢itatelovi je v oblasti formalnych jazykov a automatov znamy Stan-
dardny model deterministickych a nedeterministickych koneénych automatov (skratene
DKAa NKA).

Konec¢né automaty s pomocnou informaciou st podobné klasickym konecénym au-
tomatom, no okrem vstupu disponuju navySe dalsim retazcom, tzv. pomocnou infor-
maciou. V nasej praci tato pomocné informacia bude zavisiet od dizky vstupu, t.j. pre
vietky vstupy rovnakej dizky bude pomocné informécia rovnaka. Budeme sktimat pre-
dovsetkym vplyv spésobu dodania pomocnej informéacie, jej dlzky vzhladom na dlzku
vstupu a napokon aj determinizmu, resp. nedeterminizmu na vypoc¢tovi silu modelu.

V minulosti boli skimané predovsetkym modely kone¢nych automatov s pomocnou
informaciou zlava zretazenou so vstupom (napr. [DH95]), pomocnou informéaciou na
dodato¢nej stope (napr. [TYLO3|) a napokon pomocnou informéciou na dodato¢ne;
paske (napr. [KSY13]). V nasej praci st okrem iného zhrnuté vysledky z tychto ¢lankov
v kapitolach 2, 3 a 4.

Hlavnym nametom pre nas vyskum bol ¢lanok [KSY13|, v ktorom sa autori venovali
roznym obmenéam deterministickych konecénych automatov s pomocnou informéaciou na
dodatocnej paske. Vysledky z tohto ¢lanku sa ndm podarilo rozsirit napr. najdenim hie-
rarchie jazykov s mensou ako linedirnou pomocnou informéciou (veta 4.3.6) a najdenim
hornej hranice pre dlzku pomocnej informacie, o ktorej ma este zmysel uvazovat (veta
4.1.17), ¢o pokladdme za jeden z najvacsich prinosov nasej prace.

Dalsim prinosom tejto préce je vyskum nedeterministikych automatov s pomocnou
informéciou na dodatoc¢nej paske, ktorému sa dosial, podla naSich informécii, nikto
nevenoval. Viacero vysledkov bolo rovnakych s deterministickymi automatmi, ale naslo
sa takisto viacero rozdielov, napr. (ne)uzavretost vzhladom na komplement (dosledok

4.2.6) a dalsie, ktoré rozoberieme v nasledujucich kapitoléach.



Kapitola 1
Definicie zakladnych pojmov

Najskor uvedieme zékladné definicie a pojmy, na ktorych budeme stavat v neskorsich

kapitolach. V praci sa budeme drzat notacie predovsetkym z [HMUO1| a [KSY13].

1.1 Deterministicky kone¢ny automat

Definicia 1.1.1. Deterministicky koneény automat (skrdatene DKA) A je pdtica
(K,%,0,q0, F), kde K je koneénd mnoZina stavov, ¥ je konecnd vstupnd abeceda, qo € K
je pociatocny stav, F C K je mnozina (konecnijch) akceptacnych stavov a § : K x 3 —
K je prechodovd funkcia (§-funkcia).

Definicia 1.1.2. Konfigurdcia deterministického konecného automatu je prvok

(q,w) € K x X%, kde q je stav automatu a w je nespracovand cast vstupného slova.

Definicia 1.1.3. Krok vypoctu deterministického konecného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) a4 (p,v) <= p = d(q, a).

Definicia 1.1.4. Jazyk akceptovanyj deterministickym konecnym automatom A je

mnozina L(A) = {w | w € ¥*,3qr € F, (qo,w) F* (qr,€)}

1.2 Nedeterministicky kone¢ny automat

Definicia 1.2.1. Nedeterministicky konecény automat A je pitica (K, 3,9, qo, F),
kde K je konecnd mnoZina stavov, 33 je konecnd vstupnd abeceda, gy € K je pociatocny
stav, F C K je mnoZina akceptacnijch (koncovijch) stavov a 6 : K x (XU {e}) — 2K je

prechodovd funkcia

Definicia 1.2.2. Krok vypoctu nedeterministického koneéného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) a4 (p,v) <= p € d(q,a).



Konfiguracia a jazyk akceptovany NKA su definované rovnako ako pre DKA. Na-
rozdiel od DKA, minimalny NKA nemusi byt jednoznacny, teda moze existovat viacero

moznych minimélnych ekvivaletnych NKA, ktoré nie sii navzajom izomorfné.

1.3 Pomocna informacia

Pojem pomocnej informécie sa dé definovat roznymi sposobmi. V nasej praci a v ¢lan-
koch, na ktorych staviame naSe tvahy sa pomocnd informdcia chape ako vystup
Tubovolnej funkcie h : N — T'*, pricom ako argument uvazujeme dlzku vstupu pre
konecny automat a jej hodnota je Tubovolny retazec nad abecedou I.

Pomocnt informaciu (p.i.) moézeme koneénému automatu dodat réznymi spésobmi:
1. p.. zretazime so vstupom (podrobnejsie v kapitole 2).
2. p.i. dodame na samostatnej stope vstupnej pasky (podrobnejsie v kapitole 3).

3. p.i. bude zapisané na samostatnej paske (podrobnejsie v kapitole 4).

1.3.1 Rozdelenie jazykov podla velkosti potrebnej pomocnej
informacie

Znacné Cast prace sa zaoberd zistenim vplyvu velkosti pomocnej informécie na vy-
poctovu silu zvolenych modelov. Teraz zavedieme notéciu, ktort budeme pouzivat na
rozliSenie tried jazykov podla velkosti pouzitej pomocnej informacie pri ich akcepto-
vani.

Rozsirime notaciu z [KSY13]. Bude mat v§eobecny tvar MODEL/ f(n) nasledované
pripadne d'al$imi upresneniami v zatvorke (definované v prislusnych kapitolach). Za
MODEL dosadime prislusny model kone¢nych automatov - definované v prislusnych
kapitolach. Dalej f(n) vyjadruje, Ze dlzka pomocnej informacie je O(f(n)), kde n je
dlzka vstupu, pripadne exp je skratka pre pomocnt informéaciu exponencialnej dlzky
(O(n2™), ak sa inak nepovie, t.j pomocna informécia zodpovedajuca zoznamu vsetkych
binarnych retazcov dizky n), poly pre pomocnii informéaciu polynomiélnej dlzky, t.j.

O(n°), kde ¢ je konstanta a k, resp. const - pomocnéa informécia konstantne; dlzky.



Kapitola 2

Pomocna informacia pripojena pred

vstup

V ¢élanku [DH95]| autori uvazovali taky model deterministickych kone¢nych automatov s
pomocnou informéaciou, Zze pomocna informécia sa ,,pripoji” pred samotny vstup. Teraz
uvedieme niektoré vysledky z tohto clanku.

Na zaciatok ozna¢me ako REG/ f(n) triedu jazykov akceptovanych deterministic-
kymi koneénymi automatmi, ktoré maji k dispozicii pomocnt informaciu dlzky f(n)

pripojent pred vstup, kde n vyjadruje dlzku samotného vstupu.
Veta 2.0.1 (|[DH95]). REG/k = REG/poly

Doékaz. Nech jazyk L je akceptovany nejakym automatom A s pomocnou informaciou
polynomialnej dlzky o = (o) (t.j. postupnost refazcov zo ¥*, ktorych dizka zévisi
polynomiélne od dlzky vstupu n). Inymi slovami, automat A akceptuje slovo w, prave
vtedy, ked sa po precitani retazca oy, bude nachadzat v stave ¢, v ktorom ked zacne
¢itat samotny vstup w, tak skonéi v akceptacnom stave.

To znamena, ze dany automat a pomocna informacia sa daji nahradit automatom
A’ a pomocnou informaciou 3 takymi, ze f3j,,) bude binarne kédovat pociatoény stav au-
tomatu A na slove w a zaroven A’ bude mat oproti A upravena ,,stromoviu‘ prechodovi
funkciu pomocou ktorej ekvivalentne spracuje pomocni informéciu . Zjavne pre dany
jazyk stadi, aby pomocna informécia bola fixnej dizky, konkrétne horna hranica bude

binarny logaritmus z poc¢tu stavov automatu A’, kde pocet stavov je konstanta. O

7 toho vyplyva, zZe neméa zmysel zaoberat sa dlhSou ako konstantnou pomocnou in-
formaciou. Zaroven dalsim postrehom je, Ze uz jednobitova pomocné informacia staci
na to, aby vypoc¢tova sila takychto konecénych automatov nebola porovnatelna s kla-
sickymi automatmi bez pomocnej informécie, ¢i uz koneénymi, zasobnikovymi, atd.,

nakol'ko pre Tubovolny unarny jazyk si pomocou jedného bitu modZeme zaznadit, ¢



slovo do jazyka patri alebo nie. Formalne REG/0 C REG/1. Ukazuje sa, Ze rozna
velkost konStantnej pomocnej informécie ma vplyv na vypoctovi silu modelu.
V |[DH95] na dokazanie tejto skuto¢nosti zaviedli pojem charakterizacie po ¢astiach

(piecewise characterization).

Veta 2.0.2 ([DH95]). (Veta o charakterizdcii po castiach) Nech L C 3*, potom nasle-

dugice tvrdenia su ekvivalentné:

1. L € REG/k,

2. Ezistuje zobrazenie c: N — {0, ..., 28—1} a existujii requldrne jazyky Ao, . . ., Agr_; €
¥ take, Ze platiVn € N: A,y NE" = LN X"

Doékaz. 1 — 2:
Preformulujme definiciu prislusnosti jazyka do REG/k. Mame L € REG/k préave
vtedy, ked existuje regularny jazyk A, zobrazenie ¢ : N — {0,...,2%F — 1} a slova
wo, ..., wok_q € {0,1}F také, Ze Vn € N: LNY" = wc_(}l)A NY" kde w'A = {u €
Y*lwu € A}. KedZe pre Tubovolny refazec w je jazyk w™'A regularny, ked aj A je
regularny, z toho priamo vyplyva tvrdenie 2.
2 = 1

2k—1
Nech A je zjednotenie jazykov Ag, ..., Aox_; v tvare napr. A = |J bin(i)A;, kde bin(7)
je oznacenie pre binarne zakoédované ¢islo ¢. Zrejme toto zjednozt:elnie je tiez regularne.
Uvazujme teraz pomocni informéaciu konstantnej dlzky a,, = bin(i), prave vtedy, ked
c(n) = 1. Zjavne jazyk L s pridanou pomocnou informaciou « zodpovedé regularnemu

jazyku A a teda L patri do REG/k. ]

Dalej sa v élanku [DH95| autorom podarilo ustanovit hierarchiu jazykov vzhladom

na rasttiicu konstantni velkost pomocnej informacie.
Veta 2.0.3 (|[DH95|). Yk > 1: REG/(k — 1) C REG/k.

Dékaz. Indukciou. Dokdzeme najprv REG/(1) C REG/2. Nech w = wow; ... je na-

hodné nekonecna postupnost nul a jednotiek a nech

L = {bin(1)0" i|wany = 1,0 < 1 < 2,n > 0}.
Inymi slovami, jazyk L obsahuje slova, v ktorych je zakédované, aky bit sa nachadza
na (2n + [)-tej pozicii. Uvazujme regularne jazyky:
LOO == {07 1}0*0, LOl = OO*O U 10*1, L10 == 00*1 @) 01*0, Lll == {0, 1}0*1

Zrejme existuje zobrazenie ¢ : N — {00, 01, 10, 11} také, Ze pomocou neho a jazykov

Loo, Lo1, L1g & Lq1 po ¢astiach poskladame jazyk L, z ¢oho vyplyva, ze L € REG/2.
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Teraz ukazeme, ze keby L patril do REG/1, tak na reprezentaciu nahodného retazca
w, resp. jeho prvych 2n bitov, by nam stacilo vyrazne menej bitov ako je jeho dlzka, ¢o
je spor s nahodnostou w. Predpokladajme teda, Ze jazyk L by patril do REG/1. Nech
A je deterministicky koneény automat, ktory by akceptoval jazyk {oq,w | w € L},
kde a = (a,) je 1-bitova pomocné informacia. Ukazeme, Ze takto moézeme zostrojit
nasledovny program P, ktory vypocita prvych 2n bitov retazca w, pricom pozname n
aai,...,q,. Pseudokod:

read n;

for + = 2 to n+1 do

‘ read «;;
end
for + = 2ton+1 do
if A akceptuje ;070 then wy;_s) = 0 else wy;_o) = 1;
if A akceptuje ;020 then wy; o)1 =0 else w241 = 1;

end

Program P moézZzeme implementovat na Turingovom stroji. Ako vstup dostane
n#ao, ..., a,11. Na zaciatku overi, ¢i je vstup pozadovaného tvaru, ak nie, zacykli sa,
ak ano, spusti na nom program P, pricom bude simulovat kone¢ny automat A. Na
platnych vstupoch takto vypocitame prvych 2n bitov retazca w, pricom nam stacilo
na jeho reprezetaciu O(log(n)) + n bitov (binarne zakoédované n a ay...a,41). To je
v spore s ndhodnostou w, nakol’ko pre nahodny retazec dizky 2n treba asponi 2n — ¢
bitov.

Tato myslienku moézeme zovSeobecnit pre vicsie k nasledovne:

L = {bin(1)0" "i|wkp+; =@ pre 0 <1 < k,n > 0},

kde m = |log(k)|. Tym dostavame hierarchiu jazykov, na ktoré treba stéle vicsiu
a vacsiu pomocnt informéciu, t.j. L patri do REG/k, ale nepatri do REG/(k — 1).
O

2.0.2 Jazyk {a"b" | n € N}

Teraz sa pozrime na to, ¢i koneéné automaty s pomocnou informaciou zretazenou so
vstupom dokazu akceptovat jazyk {a"b™ | n € N}. V [DH95| autori ukézali, ze aj v
pripade kone¢nych automatov s pomocnou informéciou zretazenou so vstupom sa da

aplikovat pumpovacia lema pre regularne jazyky.

Veta 2.0.4 ([HMUO1|). (Pumpovacia lema pre reguldrne jazyky) Ku kaZdému reguldr-

nemu jazyku L existuje ¢islo q také, Ze pre kazdé slovo w € L také, Ze \w| > q, existuji



u, v, x také, Ze plati:
1. w=uvx
2. |luv|] < ¢q
3. v >1
4. ¥1>0:w'iz € L

Autori v dokaze takisto vyuzili van der Waerdenovu vetu (2.0.5), ktora hovori, Ze
nech akokol'vek ofarbime v8etky prirodzené ¢isla koneénym poctom farieb, tak v tejto
ofarbenej postupnosti existuje jednofarebna aritmeticka postupnost I'ubovolnej dlzky.

Formalne znenie tejto vety je nasledovné.

Veta 2.0.5 ([RG74]). (van der Waerdenova veta) Pre lubovolné, r,k € N r k > 0
existuje ¢islon také, Ze ak ofarbime c¢isla {1,2,...,n} r réznymi farbami, potom existuje

asponi k cisel tej istej farby takych, Ze tvoria aritmetickid postupnost.
Dékaz. Dokaz mozno najst v clanku [RGT74]. O
Priamym dosledkom vety 2.0.5 je lema 2.0.6, ktortu pouzijeme pri dokaze vety 2.0.7.

Lema 2.0.6 (|[DH95|). Nech N>, = {n | n > q} pre lubovolné ¢ € N a S, = {an +
b | n € N} pre lubovolné a,b € N. Nech ¢ je r-farbenie mnoZiny prirodzenyjch éisel, t.j.
c:N—{0,1,...,r =1} a nech l je lubovolnd konstanta. Potom existuje jednofarebnd

aritmetickd postupnost v N>, N Sqy dlzky 1.
Veta 2.0.7 (|[DH95|). {a™" | n € N} ¢ REG/const.

Dékaz. Predpokladajme, ze by platilo L = {a"b" | n € N} € REG/k pre nejaké k € N.
Potom na zéklade vety 2.0.2 existuje zobrazenie ¢ : N — {0,...,2% — 1} a regularne
jazyky Ao, ..., Agk_y také, Ze pre vietky n € N plati LN X" = Ag,y N X"

Nech ¢ = maz{q; | 0 < i < 2 — 1}, kde ¢; je konstanta z pumpovacej lemy pre
regularne jazyky (2.0.4) pre jazyk A;. Zobrazenie ¢ zodpoveda 2F-farbeniu prirodzenych
¢isel. S pouzitim lemy 2.0.6, ak zvolime [ = ¢+ 1 a mnozinu Sy dostavame, ze existuje

jednofarebna aritmeticka postupnost tvaru:

Pl:{271,27’L+d,...,2n+(l—1)'d}gNZquSZ[).

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze ¢isla z postupnosti P, maja
farbenim ¢ priradenu farbu 0. V tom pripade slovo a™b™ patri do jazyka Aj.
Kedze n > ¢, mozeme slovo a™b™ rozdelit podla pumpovacej lemy pre regularne

jazyky na tseky u, v, x také, ze:



L. |Juv| < g,
2. Jv] #0,

3. Vi € N:wviz € A,.

Dlzky slov tvaru uv'z tvoria aritmetickd postupnost

Py ={2n,2n+ |v|,2n 4 2|v|, ...} C N>g,.

Mézeme si vSimnut, Ze 2n + |v| - d patri do P, a zarovei do Py, z ¢oho vyplyva,

dt+ 4+l nemoze mat rovnaky

ze uwv?x patri do Ay a teda aj do L. Zarovei ale slovo uv
pocet znakov a a b, kedze slovo uv je dlzky ¢ < n a teda tvaru a*. Teda uvv® 'z ¢ L,
¢o je spor, z ¢oho vyplyva, ze jazyk {a"b"|n € N} ¢ REG/const.

]



Kapitola 3

Pomocna informacia zapisani na

dodatocnej stope

V ¢lanku [TYLO3| sa autori zamerali na model deterministickych kone¢nych automatov
s pomocnou informaciou zapisanou na dodato¢nej stope vstupnej pasky, ¢o umoziuje
hlave ¢itat sticasne pomocni informaciu a vstup. Triedu jazykov akceptovanych taky-

mito automatmi budeme oznacovat REG /n (advice track). Formélna definicia:

Definicia 3.0.8. Jazyk L C ¥* € REG/n (advice track), ak existuje deterministicky
koneény automat A a funkcia pomocnej informdcie h : N — ¥* takd, Ze |h(n)| = n,
pricomVr € ¥* 1w € L <= [az] € L(A), kde [ndz))] vyjadruje, Ze na vstupnej paske
automatu A je na vrchnej stope zapisany retazec x a na spodnej, teda pomocnej stope

vstupnej pasky, je zapisany retazec h(|z|).

Lahko sa d4 nahliadnut, Ze s takymto druhom pomocnej informécie je mozné akcep-
tovat napriklad bezkontextovy jazyk {a"0"|n € N}, o ktorom bolo ukézané v [DH95|, ze
sa neda akceptovat na kone¢nych automatoch, ktoré maju pomocni informéaciu zreta-
zenenu so vstupom (veta 2.0.7). Ale ako teraz ukdzeme, bezkontextové jazyky (znac¢ime

CFL) nie st podmnozinou triedy jazykov REG/n (advice track).

3.1 Porovnanie s triedou bezkontextovych jazykov

Veta 3.1.1 (|[TYLO03]). Magme jazyk EQU ALy, = {x € {0,1}*|#0(x) = #1(x)}. Plati
EQUALy; ¢ REG/n (advice track), teda CFL € REG/n (advice track).

Dékaz. Nech ¥ = {0, 1}. Predpokladajme, ze by platilo EQU ALy, € REG/n (advice track).
Potom existuje deterministicky kone¢ny automat A = (Q, %, qo, F') a funkcia pomocne;j
informacie h take, ze Vo € ¥*, x € EQUALy1 <= [ndz)) € L(A).



Nech n oznacuje pocet stavov automatu A, t.j. n = |Q|. Pre kazdé celé ¢islo k €
{0,...,n} bude y; vyjadrovat ubovolny retazec dizky n nad abecedou {0,1} taky, Ze
sa v om znak 0 nachadza prave k-krat, t.j. #o(yx) = k.

Z Dirichletovho principu (n+1 > |Q|) vyplyva, Ze existuje dvojica réznych indexov

k,l €{0,...,n} aretazce zx, z; € X také, ze platia suc¢asne nasledujice podmienky:
L. yrzr, iz € EQU AL,

2. automat A sa po precitani retazca [J5] nachddza v tom istom stave ako po pre-

¢itani [4], kde w, je prvych n znakov h(2n).

7 toho vyplyva, ze A akceptuje aj retazec [hg";:él)}, pricom by malo platit, Ze

#Ho(ypz1) = #1(yrz1), a teda #o(2) = n — k. To by ale znamenalo, ze #(y;) = k, kedZe
#o(yiz1) = #1(yiz). To je ale spor s definiciou y;, z ¢oho vyplyva, ze FQU ALy, ¢
REG/n, ateda CFL € REG/n (advice track). O

3.2 Porovnanie s Turingovymi strojmi

Je zname, Ze trieda regularnych jazykov (REG) zodpoveda triede jazykov akceptova-
nych na jednopaskovych deterministickych Turingovych strojoch fungujicich v o(n log(n))
¢ase, kde n je dlzka vstupu, pri¢om toto ohranicenie je optiméalne, lebo v ¢ase O(n log(n))
sa na Turingovom stroji d4 akceptovat napriklad jazyk {a"b"|n € N}, ktory nie je re-
gularny ([TYLO03]).

Nech 1-DLIN/lin oznacuje triedu vsetkych jazykov L takych, Ze existuje jednopéas-
kovy deterministicky Turingov stroj poé¢itajuci v ¢ase O(|wl|) (kde w je vstup, a teda

|w]| jeho dlzka), funkcia pomocnej informacie h a konstanta ¢ > 1 také, Ze:
1. Vn e N:|h(n)| <cn+ec,
2. Vo:x €L <= [

O triede REG/n (advice track) sa autorom v ¢lanku [TYLO3] podarilo dokazat

nasledujtucu vetu:
Veta 3.2.1 (|[TYLO03]). REG/n (advice tape) = 1-DLIN/lin

Skor ako dokdzeme samotnu vetu 3.2.1, definujme konstrukciu Turingovho stroja
,ohybajuceho“ pasku tak, aby mala vyhovujicu dizku, pricom ¢as vypoétu na takto
upravenej paske sa nezmeni. Ttto konstrukciu potom vyuzijeme v samotnom ddkaze.

Hlavna myslienka konstrukcie je, Ze pridame na vstupna péasku dostatocény (ale

stale konstantny) pocet prazdnych stop (simulujucich blanky na pévodnej paske) tak,
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,ohnutd* paska

povodna paska -4 $
-3

blok -1 blok 0 blok 1 ¢
-2 $

T102 ... ... On-1| On -1 ¢
¢islo bunky -1 0 1 n-1 n stopa 0| 0102 ... ... C,o1l|8
1|¢ On
2 $

3¢

éislo bunky -1 0 1 n-1 n

Obr. 3.1: Priklad dpravy pasky na stroji N pre k = 2. Pévodna paska M je rozdelend
na 4k blokov velkosti n — 1 a kazdy blok je na N simulovany na samostatnej stope.
Napriklad blok 0 je simulovany stopou s indexom 0, blok 1 je zasa simulovany stopou

s indexom 1, ale v opa¢nom smere.

aby Turingov stroj pri vypocte nemusel opustit oblast pasky, kde je zapisany vstupny
retazec.

Konstrukcia ohybajticeho Turingovho stroja (|[TYLO03]).
Nech M = (Q,%,T',0, 4, Gace, Gre;) je Tubovolny jednopéskovy Turingov stroj, ktory
zastane v linedrnom case.

Ohgbajuci Turingov stroj N zostrojime z M nasledovne.

Vyberme najmensie kladné celé ¢islo k také, ze k|x| zhora ohranicuje dlzku vypoctu
pre vSetky retazce x dlhé aspon 3, t.j. formélne Vo € Xx, |z| > 3 : Timey (z) < k|z|.

V&imnime si, ze hlava M sa moze pohybovat po paske v oboch smeroch, teda moze
vyuzit priestor nalavo aj napravo od vstupného slova, ale tento priestor je vzhladom na
hornt hranicu ¢asu vypoctu ohraniceny. Ak prvy znak vstupného slova x mé index 0,
moZzeme pohyb hlavy na paske ohranicit zlava indexom —2k(|z| — 1) a sprava 2k(|x| +
1) — 1.

Dalej do automatu N pridajme Styri stavy qo, q1, 42,93 ¢ @ a stavy tvaru [fl] pre
vietky ¢ € {—2k, —2k+1,...2k—1} a vSetky stavy ¢ € Q. Nech x je Tubovolny retazec

zapisany na vstupnej péaske stroja M. Vypocet stroja N bude prebiehat nasledovne.

1. Stroj N zacne v stave qg. Ak je vstup prazdny, tak N hned vstupi do konco-
vého stavu M, bez toho, aby hybal hlavou. Predpokladajme dalej, Ze vstup je

neprazdny retazec x = 0105 ...0,, kde o; st znaky abecedy .

2. Nésledne stroj N predspracuje vstup tak, ako vidno na obrazku 3.1. Policka na
paske s indexmi —2k(|z| — 1) az 2k(|z| + 1) — 1 rozdelime na 4k blokov dlzky

|z| — 1. Bloky indexujeme zl'ava doprava —2k a7z 2k — 1. Pracovnu pasku stroja N
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potom rozdelime na 4k stop. Intuitivne, chceme simulovat na i-tej stope ohnutej

pasky stroja N blok s indexom ¢ na pracovnej paske stroja M.

Stroj N na zaciatku umiestni na vSetky stopy s neparnym indexom na policku
s indexom 0 znak ¢(oznacenie Tavého konca). Néasledne stroj prejde do stavu ¢y
a hlava sa bude hybat doprava, dokym neuvidi prvy blank. Ak |z| > 3, tak N
vstupi do stavu ¢o a hlava urobi krok spét, inak N vstupi do koncového stavu
stroja M.

Dalej N umiestni na danom policku na vSetky péarne stopy znak $ (oznacenie
pravého konca) a posunie znak o, zo stopy 0 na stopu 1, vstipi do stavu ¢z a

hlava sa vrati na poc¢iatocné policko pasky.

3. Stroj N bude simulovat na takto upravenej paske pohyb stroja M po pdvodnej
pracovnej paske. Ked sa M bude nachadzat v bloku i v stave ¢, tak N sa bude

2

q] . Ak je 7 parne, tak N bude hybat hlavu v tom istom smere

nachadzat v stave [

ako M, inak pojde v opacnom smere.

Este treba vyriesit pripad, ked hlava M prejde z jedného bloku do druhého.

Ak ma blok parny index, nech je to 2j, tak v pripade, ze M tento blok opusta

2j+1
q

sprava a prejde do stavu g, tak n prejde do stavu [ } a hlava sa posunie na

paske dolava, ak zlava, tak analogicky prejde do stavu [*;!] a hlava sa posunie
doprava. Ak M pred posunom zapisal nejaky znak na pasku, nech je to o, tak
N ho zapiSe na prislusné miesto na 2j-tej stope. V pripade opustenia neparneho
bloku je to analogické. Zrejme N pocas simulacie stroja M nikdy neopusti oblast

pasky, kde bol vstup a vypocet N ma rovnako vela krokov ako vypocet M.

Dékaz vety 3.2.1. Inkluzia REG/n (advice track) C 1-DLIN/lin je zrejmé. Teraz
ukazeme opacnu inklaziu, teda, ze 1-DLIN/lin C REG/n (advice track).

Nech L je Tubovolny jazyk nad abecedou ¥ patriaci do triedy 1-DLIN/lin. Bez
ujmy na vSeobecnosti, vezmime jednopéskovy deterministicky Turingov stroj M a fun-

kciu pomocnej informécie h, pre ktoru plati:
1. Vn e N:n < |h(n)| < cn,
2. Ve:x €L < [ni) € L(M).

Pre jednoduchost uvazujme, ze abeceda pomocnej informacie je odlisna od X.

Nech z je Tubovolny vstup dizky n. Na za¢iatku sa na paske Turingovho stroja M
nachadza retazec [x#l;bl((Z;‘_n]. Tento vstup moézeme prerobit na vstup linearnej dlzky
tak, ze obsah pasky ,poskladame® na dlzku n podobne ako v konstrukcii ohybajiceho

Turingovho stroja s tym rozdielom, Ze stopy nebudd obsahovat falosné blanky, ale
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mriezky, resp. zodpovedajtcu ¢ast h(n). Tuto operaciu nevykonavame na stroji, ide len
o to vyjadrit inym spdésobom pomocnu informéciu, takze na ¢asovi zlozitost samotného
vypoctu toto ,poskladanie” nema vplyv. Ozna¢me takto upraveny vstup cont(x, h(n)).
Teraz spustime na cont(z, h(n)) ohybajtci Turingov stroj N, ktorého konstruk-
ciu sme vyssie opisali. Z cont(z, h(n)) moézeme vymazat vstup z, ¢iZze tam ostane len
poskladana pomocné informacia a padding v podobe mriezok. Tento retazec modzeme
pouzit ako novii pomocnu informéaciu, nazvime ju A'(n). V8imnime si, ze |h/(n)| = n.
Definujme teraz novy jednopéaskovy Turingov stroj M’ taky, Ze na vstupe dostane
retazec [%;!]. Tento vstup v linedrnom case prerobf na cont(x, h(n)) (sta¢i mu len na
spravne miesto ,,vsunat“ vstup x) a na takto upravenom vstupe odsimuluje stroj N.
Zrejme pre kazdy vstup z plati, ze x € L <= M’ akceptuje [/ ((z)], pricom M’ bezi
v linedrnom ¢ase pohybujic sa hlavou po paske len vramci vstupného retazca. Takyto
stroj mozeme na zaklade skutoc¢nosti, ze jednopaskové Turingove stroje pracujice v
o(log(n)) ¢ase akceptuju préave regularne jazyky (|[Kob85]), previest na ekvivalentny
kone¢ny automat. Z toho vyplyva, ze L € REG /n(advice track).
]

3.3 Zamienacia lema a jazyk palindrémov

V tejto Casti sa pozrieme na jazyk PAL = {ww®w € {0,1}*}. V ¢lanku [Yam08| autor
ukazal, Ze tento jazyk sa neda akceptovat na deterministickych kone¢nych automatoch
s pomocnou informaciou na dodatoc¢nej stope. Pri dokaze vyuzil tzv. zamienaciu lemu
(anglicky Swapping lemma) pre regularne jazyky, ktora teraz uvedieme a dokazeme.
Pred dokazom este poznamenavame, Ze na oznacenie prefixu, resp. sufixu slova w po,

resp. od i-teho znaku budeme pouzivat znacenie pref;(w), resp. suf;(w).

Lema 3.3.1 (|YamO08|). (Zamieriacia lema pre requldrne jazyky) Nech L je lubovolny
nekoneény requldrny jazyk nad abecedou X, |3| > 2. Potom existuje kladné celé ¢islo
m (tzv. konStanta zamieriacej lemy) také, Ze pre lubovolné celé cislo n > 1 a lubovolni
podmnoZinu S mnoZiny LOYX™ s aspori m prvkami plati, Ze pre lubovolné i € {0,...,n}
existuji retazce x = 1o, Yy = Y1ys v S také, Ze |xi| = || = 1, |x2| = |yo| a zdroven

plati:

1.z #vy,
2. y1xo € L,

3. T1Y2 € L.
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Dékaz. Nech L je lubovolny regularny jazyk nad abecedou . Nech M = (Q, X, 6, qo, F)
je deterministicky konecny automat akceptujici dany jazyk, kde ) je mnozina stavov
automatu, 0 je jeho prechodova funkcia, ¢y € () pociatocény stav a F' C () mnozina
konec¢nych stavov.

Nech nasa konstanta zamienacej lemy, m = |@|, nech n je aspon 1 a S nech je
Tubovolna podmnozina mnoziny L N X", pricom |S| > m. Zrejme |S| > 2, kedze M
mé aspon jeden stav.

Zvolme si teraz lubovolny index i € {0,...,n}. Pripady ¢ = 0 a i = n su trivialne,
kedZe v tom pripade staci zvolit Tubovolné dva retazce x,y € S.

Nech teda 2 <7 < n—1. Uvazujme mozné vnitorné stavy automatu M pri prec¢itani
i-teho znaku vstupu. Kedze |S| > |Q|, existuju dva odlisné retazce z,y € S, pre ktoré
M bude po precitani i-teho znaku retazca x, resp. y v tom istom stave, oznac¢me ho q.
Ozna¢me prefix retazca = po i-ty znak z, a sufix x,, pre retazec y analogicky. Kedze
M sa nachadza po precitani x; a y; v tom istom stave ¢, teda nevie ich od seba rozlisit
axr = x1Te a] Yy = y1yo patria do jazyka L, tak M musi akceptovat aj retazce xiys,

resp. Y1 . ]
Tito lemu teraz mozeme aplikovat na jazyk palindromov parnej dlzky.
Veta 3.3.2 (|Yam08]). PAL = {ww|w € {0,1}*} ¢ REG/n (advicetrack).

Dékaz. Predpokladajme, ze by jazyk PAL bol v REG/n (advicetrack). Potom existuje
regularny jazyk L nad abecedou X a funkcia pomocnej informéacie h také, ze pre kazdy
retazec x € {0, 1}* plati [n(z)] € L <= = € PAL.

Uvazujme konStantu m zo zamiehacej lemy pre jazyk L. Nech n = 2m a i = 3.
Nech podmnozina S mnoziny L NYX" je S = {[x(n)] ||z] = n}.

V&imnime si, ze |S| > 27 > m. Podla zamiefiacej lemy existuji dva rozne retazce
z,y € {0,1}" take, Ze [n(n)] aj [n(n] patria do S. Nech uy = pref;(z) a us = prefi(y).
Potom moZeme refazce x a y vyjadrit ako x = ujull, y = ugull.

Uvazujme teraz retazce uyug’ = prefn (z)sufz(y) a ugui’ = prefa(y)sufu(z). Tieto
retazce zjavne nepatria do jazyka PAL, lebo nie st tvaru ww?, a teda retazce [”L;Ll(q;ﬂ ,
resp. [ﬁ%ﬂ nepatria do jazyka L, ¢o je v spore s tym, Ze jazyk L je regularny, a
teda nemoze byt akceptovany na ziadnom kone¢nom automate, z ¢oho vyplyva PAL ¢

REG/n (advice track). O
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3.4 Zovseobecnena zamienacia lema a vztah k deter-

ministickym bezkontextovym jazykom

Teraz uvedieme zovSeobecnenu verziu zamienacej lemy. V leme 3.3.1 retazce x a y st
oba rozdelené na dva bloky a jeden z blokov je pouzity pri zdmene. V nasledujtce;j
leme vSak retazce rozdelime na I'ubovolny fixny pocet blokov, pricom jeden z nich je
pouzity pri zédmene. Tato forma zamienacej lemy sa nam zvlast zide pri dokaze, ze
deterministicky bezkontextovy jazyk GT = {w|w € {0, 1}*#o(w) > #1(w)} nepatri do
REG /n(advice track).

Lema 3.4.1 ([Yam08|). (Zovseobecnend zamieniacia lema pre requldrne jazyky) Nech L
je lubovolnyg nekoneény requldrny jazyk nad abecedou 33, pricom || > 2. Potom existuje
celé kladné c¢islo m také, Ze pre kaZdé n > 1, lubovolni mnozinu S C LNYX™ a lubovolni
postupnost (iy,is, ..., i) € {1,...,n}*, kde Zle i; = n, pre niektoré k € {1,...,n}
plati pren nasledujice tvrdenie:

Ak |S| > m, tak existuji dva retazce x = x1x9 ... Ty A Y = Y1Ya - - - Ypr1 U Mnozine
S také, Ze |vpi1| = lypsa| @ |xy| = |yy| = iy pre kaZdy index j' € {1,... k}, taky, Ze
pre kazdy index j € {1,..., k} mdme:

1. x#y,

2. Ty Tj1Yjljq1 .- Tht1 c L,

3. Y- Y5-1T5Yj41 - - - Yk+1 e L.

Doékaz. Vsimnime, si, ze pripad £ = 1 je pokryty Lemou 3.3.1. Uvazujme determinis-
ticky kone¢ny automat M = (Q, %, §, qo, F') akceptujuci jazyk L. Nech pre S C LN X"
plati, ze |S| > m, kde m = |Q|".

Kazdému retazcu s € S priradime k-ticu (qi,...,qy) pozostavajucu z vnitornych
stavov automatu M takych, ze pre kazdé j € {1,...,k} M vstipi do stavu ¢; po
precitani (327, i.)-teho znaku daného retazca. Takychto k-tic je nanajvys |Q|.

Kedze |S| > |Q|*, tak existuju dva rozne retazce x,y € S také, Ze maji priradent
t ist@ postupnost vnatornych stavov, nech je to (q1, s, - - ., qx). Rozpisme si x a y ako
T=T1%2. .. L1 &Y = Y1Y2 . .. Ypt1, Kde |Tpp1| = |ypsa] @ |2y = |yy| = i pre kazdy
index j' € {1,..., k}. VSimnime si, Ze pre kazdy index j € {1,...,k} M vstupi do toho
istého vnitorného stavu g; po precitani bloku z; v retazci z, resp. bloku y; v retazci y.

Zafixujme si lubovolny index j € {1, ..., k}. Na zaklade sposobu, akym sme zvolili
x a y, mozeme zamenit bloky z; a y; v & a y bez toho, aby sme ovplyvnili akceptaciu

vstupu automatom M.
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Z toho vyplyva, Ze upravené retazce i ... T;_1Y;Tj41 - Tht1 AY1 - - - Yj—125Yj41 - - - Yht1

st oba akceptované automatom M, ¢o je to, ¢o sme chceli dokazat. O

Tuto lemu teraz vyuzijeme pri dokaze tvrdenia, ze jazyk GT sa nedé akceptovat

na deterministickych konecénych automatoch s pomocnou informaciou na dodatocnej

stope.
1 2 3 4 5 6 7
w® 0000111 0000111 0111111 0000111 0000111 0000111 0000111
w,® L) w,® w,® wi® wg® w,®

Obr. 3.2: Refazec w') pre j =3 am =17

Veta 3.4.2 (|[Yam08|). GT = {w|w € {0, 1}*#o(w) > #1(w)} ¢ REG/n(advice track).

Dékaz. Predpokladajme, ze by jazyk GT patril do REG /n(advice track). Potom exis-
tuje funkcia pomocnej informacie h a regularny jazyk L nad abecedou ¥ také, Ze pre
kazdy binarny retazec z, x € GT <= [n(dz)) € L. Nakolko L je nekone¢ny regularny
jazyk, mozeme pouzit Lemu 3.4.1.

Nech m je konstanta zovSeobecnenej zamienacej lemy. Bez ujmy na vseobecnosti
mozeme predpokladat, Ze m je neparne a aspoit 3. Nech n = m?. Zamerajme sa na
mnozinu L N X" Nech (iy,19,...,%0,_1) je postupnost ¢isel jednoznacne urcené tym,
ze i; = m pre kazdy index j € {1,...m — 1}. Téato postupnost ¢isel rozdeluje kazdy
n-bitovy retazec na m blokov rovnakej velkosti m.

Pre kazdy index j € {1,...,m — 1}, nech w") oznacuje retazec ng)ng) Cwd
nasledujucimi vlastnostami:

1w = 0171,

2. i#j:w? =0m W kde m/ = | 2.

Na obrazku 3.2 mézeme vidiet, ako vyzera napriklad w') pre j = 3 am = 7. Kedze
#o(wD) = #,(w)) + 1, tak retazec w') patri do jazyka GT. Mnozina S je teda
definovana ako {[}f&ﬂ e [%EZ;} }. Zjavne |S| > m. Podla lemy 3.4.1 existuju dva
odligné retazce w® a w®, pricom k # [, také, ze [}f{fbﬂ , [,’;”((7?)] €Sa [%’3] , [,?(%} €L,
kde w® a w" dostaneme z w®, resp. w") tym, Ze zamenime navzajom ich [-té bloky.

Vsimnime si, ze plati:
Vi € {0, 1}« (@) = #i(w®) — #i(w”) + #iw)).
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Z toho, ze #O(wl(k)) = #l(wl(k)) + 1, #o(wl(l)) =1a #1(wl(l)) = m — 1 priamo
vyplyva, ze #1(w0®) = #o(w®) + m — 2, ¢o je vidsie ako #o(w™®), kedZe m je podla
predpokladov aspoit 3. Z toho vyplyva, ze w*¥) ¢ GT, ¢o je v spore s lemou 3.4.1, takze
jazyk GT nemoze patrit do REG /n(advice track). O
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Kapitola 4

Konec¢né automaty s pomocnou

paskou

V tejto kapitole sa zameriame na kone¢né automaty s pomocnou informaciou na doda-
tofnej paske. V ¢lanku [KSY13| autori skiimali predovSetkym deterministické koneéné
automaty s pomocnou paskou (skratene DF AT). V naSej praci k vysledkom z ¢lanku
[KSY13| pridavame dalsie vysledky a analyzujeme nedeterministicki verziu tychto au-
tomatov (skratene NFAT).

4.1 Deterministické konecné automaty s pomocnou

paskou

4.1.1 Definicie

V tejto casti budeme definovat deterministicky kone¢ny automat s pomocnou péaskou
(skratene DF AT'). Nakolko budeme uvazovat viacero variantov a budeme v niektorych
pripadoch pripastat pohyb hlavy, resp. hlav réznymi smermi, budeme niektoré veci de-
finovat vSeobecnejsie, ako keby sme vychadzali priamo z definicie deterministickych
koneénych automatov. Na DF AT sa moZzeme pozerat ako na jednosmerny (pripadne
viacsmerny) Turingov stroj s dvomi, pripadne viacerymi paskami bez moznosti zapi-
sovat, pricom na prvej péaske je zapisany vstup a na druhej, resp. ostatnych péskach
je zapfsand pomocnda informacia. Pomocné informécia je urcena funkciou, ktoré ako
vstup dostane celé &islo, konkrétne dizku vstupu a jej vystup je refazec znakov pracov-
nej abecedy. Nasledne automat ¢ita obsahy tychto pasok a akceptuje, resp. neakceptuje

vstup podobne ako standardny konecny automat.

Definicia 4.1.1. Deterministicky konecény automat s pomocnou pdskou (ozna-
¢ujeme DFAT ) A je sedmica (K,%,T,0,qo, F,h), kde K je koneénd mnoZina stavov,
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Y. je konecnd vstupnd abeceda, I' je konecnd abeceda pomocnej informdcie, qo € K je
pociatoény stav, F' C K je mnoZina akceptacnijch stavov, 6 : K x (XU {¢,$}) x (I'U
{¢,8}) = K x{0,1} x{0,1} je prechodovd funkcia (0-funkcia) a h : N — T'* je funkcia,

ktorej vystup, t.j. h(|w|), kde w je vstupny retazec, je zapisany na pomocnej pdske.

Rovnost 6(q, a,b) = (¢, dy, d2) znamena, Ze ak je A v stave ¢, jeho hlava na vstupnej,
resp. pomocnej paske ¢ita symbol a, resp. b, potom v jednom kroku prejde do stavu ¢

a hlava na vstupnej, resp. pomocnej paske sa posunie o dy, resp. ds pozicii vpravo.

Definicia 4.1.2. Konfigurdcia DF AT je trojica (q, ¢wit,ws$, cuitaqg,ve$), pricom
¢, $ oznacuji zaciatok, resp. koniec pasok, wiws € ¥ je obsah vstupnej pdsky, vivy €
I'*, kde vive = h(|wiws]|) je obsah pomocnej pdsky, ¢ € K je aktudlny stav automatu
a4 Uip, TESP. Uadgy SU Specidlne znaky pre zaznacenie pozicie hlavy na vstupnej, resp.

pomocnej paske.

V doékazoch sa ale budeme skor stretavat s tzv. ,slabou® konfiguraciou, kde uvazu-
jeme iba aktualny stav automatu, poziciu hlav na vstupnej, resp. pomocnej paske (t.j.

indexy poli¢ok) a znaky, ktoré tieto hlavy v danej chvili vidia.

Definicia 4.1.3. Slabd konfigurdcia DF AT je trojica (q, Ninput, badvices > Y), Pricom
Ninput, T€SP. Nadvice 02NACUJU poziciu hlavy na vstupnej, resp. pomocnej pdske a x,y su

znaky, na ktorych sa nachddza hlava na vstupnej, resp. pomocnej pdske.

Krok vypoctu (F4) a tranzitivny uzaver (%) st pri DF AT definované podobne ako
pri deterministickych Turingovych strojoch s dvomi, resp. viacerymi paskami, pricom

neuvazujeme blanky a nie je dovoleny ani zapis na pasky.

Definicia 4.1.4. Jazyk akceptovany DFAT A = (K,%,T,0,qo, F,h) je mnoZina
L(A) = {w | w e 2*7 EIQF € F: (q07¢uinw$7¢uadvh(|w|)$) |_ik4 <QF7¢w$um7¢h(|w‘)$uadv)}

Ak nebude uvedené inak, predpokladame, ze DF AT bude mat jednu vstupni pasku
a jednu pasku pre pomocnii informéaciu a budeme uvazovat binarnu abecedu pre vstup
aj pre pomocnu informéciu.

Triedu jazykov akceptovanych automatmi DF AT budeme oznacovat DSPACE(1)/x,
pricom za lomkou bude obvykle namiesto symbolu * nasledovat obmedzenie pre velkost
pomocnej informacie, resp. dalsie upresnenia, ktoré teraz uvedieme.

Pre sposoby, akymi obmedzime pohyb hlav automatu po paskach, budeme pouzivat

nasledujtice oznacenia:

e rt-input - ¢itanie vstupu v redlnom case, t.j. hlava na vstupnej paske sa v kazdom

kroku vypoc¢tu musi posunit vpravo.
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e rt-advice - ¢itanie pomocnej informacie v readlnom case, t.j. hlava na pomocnej

paske sa musi posunit vpravo v kazdom kroku vypoctu.

e 1w/2w-input - 1/2-smerny vstup, t.j. ¢i sa hlava méze hybat po vstupe len

jednym alebo obomi smermi.

Ak nebude uvedené inak, uvazujeme DF AT s jednosmernou vstupnou aj pomocnou
paskou a v kazdom kroku vypoc¢tu sa moze pohnut Tubovolné z hlav DF AT, pripadne

obe.

4.1.2 Vysledky

V tejto Casti uvedieme aj s dokazmi niektoré vysledky z ¢lanku [KSY13] doplnené o

dalgie naSe postrehy.

Veta 4.1.5 ([KSY13]). Lubovolny jazyk L sa dd akceptovat pomocou DF AT s jedno-

smernou vstupnou paskou a dvomi jednosmernymi pomocnymi pdskami.

Dokaz. Nech L je Tubovolny jazyk nad abecedou X. Zostrojime automat A, ktory
rozpoznava L vyuzijic jednu jednosmerni vstupnd pasku a dve jednosmerné pomocné
pasky.

Nech I' = ¥ U {c4, ¢} je abeceda pomocnej informécie, kde ¥ N {c,, ¢} = 0.
Myslienka konstrukcie spociva v tom, Ze na prvi pomocnu pasku vypiSeme vSetky
slova dizky n nad abecedou ¥ a podla toho, & dané slovo patri do L alebo nie,
bude za nim nasledovat $pecialny znak c,, resp. ¢,. Forméalny zépis vyzera nasledovne:
W1C1W2Cy . . . Wi nClg|n, Pricom wy, ..., ws» st lexikograficky usporiadané vsetky slova
dizky n a ¢; € {cq,c} pre i € {1,...,]|%|"} Druhti pomocnt pasku pouZijeme ako
pocitadlo, aby sme sa vedeli na zozname slov posuntt o n+ 1 a jej obsah bude vyzerat

. T n 14
nasledovne: ,c,cl...cqClc,

so |X|™ opakovaniami podslova c,cl.

Vypocet bude prebiehat tak, Ze automat bude zo vstupu po jednom c¢itat znaky.
Pri kazdom prec¢itanom znaku zo vstupu bude posiivat hlavu na prvej pomocnej péaske
o n+ 1 znakov doprava (t.j. iterovat po slovach lexikograficky usporiadanych na prvej
pomocnej paske), dokym neuvidi zhodny znak s tym na vstupe. Druhtt pomocnt pasku
automat bude vyuzivat na presun o n + 1 znakov na prvej pomocnej paske. Toto sa
bude opakovat, dokym automat nedocita cely vstup. Napokon nédm staci zistit, ¢i na
prvej pomocnej paske nasledoval znak ¢, alebo ¢, a podla toho automat akceptuje,

resp. zamietne vstup. ]
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4.1.3 Vztah modelu s pomocnou stopou a DFAT

V nasledujtiicej vete porovname triedu jazykov akceptovanych deterministickymi konec-
nymi automatmi s pomocou informéciou na dodato¢nej stope (REG /n(advice track))
s jazykmi akceptovanymi DF AT s jednosmernym vstupom, pri¢om hlava na péaske s po-
mocnou informéciou sa nemusi pohnut v kazdom kroku vypoc¢tu (DSPACE(1) /n(rt-

input)).
Veta 4.1.6 (|[KSY13]). REG/n(advice track) C DSPACE(1)/n(rt-input).

Doékaz. 7 definicie tychto tried trividlne vyplyva:

REG /n(advice track) = DSPACE(1)/(rt-input, rt-advice)
C DSPACE(1)/n(rt-input).

Nech |w|, oznacuje pocet vyskytov znaku o v slove w. Uvazujme jazyk EQU ALy, =
{w | w e {0,1}* A #o(w) = #1(w)}. O tomto jazyku je z vety 3.1.1 zname, Ze sa
nenachédza v triede REG /n(advice track).

Zostrojime DFAT A taky, 7e vstupy neparnej dizky zamietne a pre vstupy péarnej
dlzky budeme mat pomocnt informéaciu f(n) = a2, pricom hlava automatu bude po-
stupne prechadzat po vstupnej paske a vzdy, ked najde znak a, posunie sa na pomocnej
paske o jeden krok doprava a akceptuje, ak na vstupe narata presne 3 vyskytov znaku

a, ¢o znamena, ze na vstupe bol rovnaky pocet znakov a a b. O
Veta 4.1.7 ([KSY13|). REG/n(advice track) C DSPACE(1)/n(lw-input, rt-advice).

Doékaz. 7 definicie tychto tried priamo vyplyva:

REG /n(advice track) = DSPACE(1)/(rt-input, rt-advice)
C DSPACE(1)/n(rt-input).

Uvazujme jazyk FQUAL = {w | w € {a,b,c}* N\ #,(w) = #(w)}. Pre velmi po-
dobny jazyk vieme z vety 3.1.1, Ze nepatri do triedy REG /n(advice track) a nie je tazké
nahliadnut, Ze analogickymi tvahami sa da dokazat, ze EQU AL ¢ REG /n(advice track).

Teraz opiSeme konstrukciu DF AT A akceptujtuceho jazyk EQU AL.

Ako pomocnii informaciu pouZijeme f(n) = a*". VyuZijeme skutocnost, Ze 2n =
|wl, + 3|w|y + 2(n — |w|, — |w|p) prave vtedy, ked |w|, = |w|. To znamen4, ze ak na
vstupe hlava precita znak a, na pomocnej paske sa hlava posunie o jeden krok doprava.
Pokial hlava na vstupe precita b, na pomocnej paske sa hlava posunie o tri kroky
doprava a v pripade ¢ o dva kroky doprava. Pokial po do¢itani vstupu budu obe hlavy

na koncoch péasok (znak §), automat akceptuje. O
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Nasledujuca veta hovori o celej triede jazykov, ktoré sa daju akceptovat pomocou
DFAT s jednosmernym vstupom s pomocnou informéaciou viac ako konstantnej dizky,

ale nie pomocou kone¢nych automatov s pomocnou stopou.

Veta 4.1.8 ([KSY13]). Pre kazdi funkciu f : N — N taki, Ze f(n) = w(1) N O(y/n),
plati:
REG /n(advice track) C DSPACE(1)/f*(n)(1w — input).

Dékaz. Uvazujme jazyk L; = {a*b™c*|k < f(n),n = k+m+k}, pre lubovolni funkciu
f splhajtcu predpoklady vety.

O tomto jazyku sa da pomocou Vety 2 v [Yam10] ukéazat, Ze nepatri do
REG /n(advice track).

Teraz zostrojime DF AT, ktory bude rozpoznévat L. Funkcia pomocnej informacie
bude h(n) = #a#taa# ... #a’™# a dizka pomocnej informacie bude teda radovo
O(f*(n)). Ak v akomkolvek momente zistime, Ze vstup porusuje tvar a*b*c*, tak ho
zamietneme.

Pomocnu informéciu vyuzijeme ako pocitadlo. Ak hlava precita na vstupe znak a,
hlava na pomocnej paske sa posunie na nasledujicu mriezku. Pri prec¢itani kazdého
znaku b hlava na pomocnej paske stoji a napokon po kazdom precéitani znaku ¢ sa
hlava na pomocnej paske pohne o jeden znak doprava.

Na vstupe tvaru a*b*c* teda plati, Ze v momente, ked doc¢itame v8etky znaky a, nech
je ich x, tak hlava na pomocnej paske sa bude nachédzat na tseku tvaru ...#a"#. ..,
znaky c¢ ignorujeme a potom uz len overime pomocou simultanneho ¢itania pomocne;j

informacie a vstupu, ¢i je na vstupe retazec b*. O]

4.1.4 Vztah modelu s pomocnou informaciou zretazenou so vstu-
pom a DFAT

Dalsia veta hovori o vztahu automatov s pomocnou péaskou a pomocnou stopou pre
konstantna dlzku pomocnej informacie. Ukazeme, ze konstantnd pomocna informécia
zretazend so vstupom je ekvivalentna s pomocnou informéciou na dodatoc¢nej péske,

pricom mozeme vstup ¢itat obomi smermi.
Veta 4.1.9 (|KSY13]).
Vk € NJREG/k = DSPACE(1)/k(lw-input)
= DSPACE(1)/k(2w-input).

Dékaz. Inkluzia REG/k C DSPACE(1)/k(1w-input) C DSPACE(1)/k(2w-input)
je zjavna - z automatu pouzivajiceho pomocni stopu mozno priamodiaro vyrobit auto-

mat vyuZivajuci pomocna pasku bez zmeny narokov na velkost pomocnej informécie.
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Bez ujmy na vsSeobecnosti uvazujme bindrnu vstupnu abecedu. Opacna inklazia
vyplyva z toho, ze DF AT s obojsmernym vstupom vyuzivajuci k bitov pomocnej
informacie zodpoveda pre kazdt z moznych pomocnych informacii 2¥ dvojsmernym
klasickym DK A (znac¢ime 2DK A), pricom kazdy z nich sa da dostat tak, Ze napevno
yzadrotujeme pomocnu informaciu do d-funkcie. Zaroven je zname, ze 2D K A sa daja
previest na ekvivalentné DK A ([RS59]). Lahko nahliadneme, 7Ze takyto DK A nie je
problém prisposobit, aby vyuzival k bitov pomocnej informécie zapisanej na dodato¢ne;j

stope. O

4.1.5 Jazyk palindrémov

Teraz sa pozrime na vlastnosti jazyka palindrémov parnej dizky nad abecedou {a, b}
(skratene PAL).

Definicia 4.1.10. PAL = {ww® | w € {a.b}*}.

Pri analyze, ¢i sa dé jazyk palindromov akceptovat na DF AT, vyuZijeme vlastnosti
relacie ekvivalencie =, na mnozine X*, ktori teraz definujeme a dokdZeme o nej
lemu 4.1.12.

Definicia 4.1.11 (|[KSY13]). Pre lubovolni abecedu 3, lubovolny jazyk L C ¥* je

reldcia ekvivalencie =,  na mnozine ¥* definovand nasledovne:

Vo,ye X o= vy V22X Fazel < yzc L)

Lema 4.1.12 ([KSY13]). Nech f je lubovolnd funkcia dizky pomocnej informdcie a
nech jazyk L € DSPACE(1)/f(n)(lw-input). Potom Vn,k € Nk < n, plati, Ze

=rnk md O(f(n)) tried ekvivalencie.

Dokaz. Nech A je DFAT akceptujuci jazyk L vyuzivajici pomocnt informéaciu dizky
O(f(n)). Ak zafixujeme poziciu hlavy na vstupnej paske, existuje len O(f(n)) moznych
kombinacii pozicie hlavy na pomocnej paske a stavu. Predpokladajme, Ze by relécia
=1k mala o(f(n)) tried ekvivalencie.

Potom by pre dost vel'ké n existovali refazce z a y dlzky k v dvoch roznych triedach
ekvivalencie také, ze automat by sa po ich prec¢itani nachadzal v rovnakom stave.

Z toho ale vyplyva, Ze pre lubovolny retazec z € ¥*, ktory pripojime k x, resp.
y, ¢im dostaneme slova zz, resp. yz, bude DF AT A odpovedat rovnako, ¢o znamena,
ze by muselo platit * =, vy, €o je spor s tym, Ze x a y si v réznych triedach

ekvivalencie. O
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Nasledujtca veta hovori o tom, Ze na akceptaciu jazyka PAL na DF AT ndm ne-

postacuje pomocna informéacia polynomialnej dizky.
Veta 4.1.13 ([KSY13|). PAL ¢ DSPACE(1)/poly(lw-input).

Doékaz. Uvazujme mnozinu S vietkych retazcov dlzky k = n/2 pre parne n nad
abecedou {a,b}. Pre ziadne dva rozne retazce x,y neplati, Ze © =parnr Yy, pricom
mnozina S méa 2% prvkov, z &oho na zaklade lemy 4.1.12 dostavame, ze PAL ¢
DSPACE(1)/poly. O

Automaty so vstupom typu real time nemdzu vyuzit z pomocnej informécie viac

ako n znakov, kde n je dlzka vstupu, z ¢oho dostavame nasledujuci dosledok:

Désledok 4.1.14. Pre lubovolni funkciu f : N — N, PAL ¢ DSPACE(1)/f(n)(rt-
input)

Veta 4.1.15 (|[KSY13|). DSPACE(1)/exp(2w-input, rt-advice) = ALL, t.j. ak umoz-
nime hlave na vstupnej paske obojsmernij pohyb a vyuzijeme pomocni informdciu expo-

nencidlnej dizky, tak mozeme akceptovat lubovolny jazyk.

Dokaz. Pomocna informécia pre vstup dlzky n bude pozostavat zo zrefazenia vietkych
slov dizky n akceptovaného jazyka, kazdé z nich oddelené n + 2 blankmi. Automat
bude ¢itat vstup a porovnéavat ho zaradom so slovami zapisanymi na pomocnej paske
a vzdy, ked zisti, Ze slovo na vstupe sa nezhoduje s aktualne ¢itanym slovom na paske,
tak vrati hlavu na vstupnej paske na zaciatok a na pomocnej péaske prejde za ten cas
po blankoch, az na zaciatok nasledujiceho slova. Automat akceptuje, ked najde medzi

slovami na pomocnej paske to isté slovo, ¢o je na vstupe, inak zamietne. O
Veta 4.1.16 (|[KSY13|). DSPACE(1)/poly(lw-input) C DSPACE(1)/poly(2w-input).

Dokaz. Vo vete 4.1.13 sme ukézali, Ze na akceptaciu jazyka PAL na DF AT ndm nestaci
polynomialna pomocné informacia v pripade, ze mame jednosmernt hlavu na vstupne;j
paske. V pripade, ak je hlava obojsmerna, tak jazyk PAL je mozné akceptovat vyuzijic
kvadratickd pomocnii informaciu nasledujacim spésobom:

Ak je n neparne, tak vstup zamietneme. Ak je n parne, tak ako pomocnu informéciu
pouzijeme zoznam bitovych masiek vSetkych dvojic pozicii vo vstupnom slove, ktoré
treba porovnat, teda Vi € {l.n} : (i,n — i + 1). Jednotlivé masky buda oddelené
znakom mriezky.

Napriklad pre slova dlzky 6 bude vyzerat zoznam masiek kodujicich porovnavané

dvojice znakov takto:

h(6) = #100001#010010#0011004.
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Hlava sa bude naraz pohybovat po vstupnej aj po pomocnej péaske a ked natrafi
na pomocnej paske na znak 1, tak si do stavu ulozi aktualne porovnavany znak a
porovné ho, ked na pomocnej paske uvidi dalgiu jednotku. Ked pride na pomocne;
paske na mriezku, tak hlava na vstupnej paske prejde spat na zaciatok a tento proces
sa postupne opakuje pre vSetkych n/2 porovnavanych dvojic. Ak nikde porovnéavanie
nezlyh4, automat akceptuje. Vyuzili sme obojsmernost hlavy na vstupe a dlzka vyuzitej

pomocnej informécie je "72 + O(n), ¢ize je kvadraticka. O

V ¢lanku [KSY13] ostalo otvorenym problémom, ¢ sa da na DF AT akceptovat
jazyk PAL s exponencidlnou pomocnou informéaciou ([KSY13|, strana 7), resp. ¢i
DSPACE(1)/(lw-input) obsahuje v sebe vSetky jazyky. My sme sa pozreli na v istom
zmysle suvisiaci problém a to, aki najdlhsiu pomocnu informéciu mé zmysel uvazovat
pri DFAT.

Veta 4.1.17. Nech L je lubovolny jazyk = DSPACE(1)/+ nad bindrnou abecedou a
s je pocet stavov DFAT A, ktory ho akceptuje. Potom plati, Ze L € DSPACE(1)/1 -
(n-2"+1), kde | = s* + 1.

Doékaz. Ak A vyuziva pomocnt informaciu dizky najviac [ - (n - 2" 4 1) pre vstupy
dlzky n, potom veta plati. Predpokladajme teda, ze pre nejaké n, A vyuziva pomocnt
informaciu dlzky viac ako [-(n-2"+1). UkdZzeme, 7e tito pomocnt informéciu je mozné
skratit na dlzku najviac [ - (n - 2" + 1).

Pre vstup dlzky n méame 2" moznosti ako moze vstupné slovo vyzerat. Rozdelme
obsah pomocnej pasky na bloky dlzky .

Pozrime sa teraz na kazdé z 2" moznych vstupnych slov, konkrétne sledujme, ako
sa hybu hlavy na vstupe, resp. pomocnej paske.

Intuitivne - bloky, kde sa pohne hlava na vstupnej aj pomocnej paske, st pre vypocet
relevantnejsie ako bloky, kde sa hlava bude hybat iba na pomocnej paske, a na vstupne;j
sa nepohne.

Oznacme si kazdy blok, pre ktory existuje nejaké vstupné slovo také, ze ked cez
tento blok prechadzala hlava na pomocnej paske, tak aj hlava na tomto vstupnom
slove sa aspon raz pohla. Oznacené bloky zodpovedaji tym intuitivne ,relevantnym?”.
Zrejme takychto blokov méze byt maximéalne n-2" t.j. na kazdy pohyb hlavy na danom
vstupnom slove méze pripadat iba jeden oznaceny blok.

Nas predpoklad je, Ze na paske je viac ako n - 2" blokov, mame teda istotu, ze
existuje aspon jeden neoznaceny blok.

Vyberme teda I'ubovolny z neoznacenych blokov, ozna¢me ho B a zamerajme sa
teraz na to, ako tento blok mézeme skratit. V tomto bode zohra délezitu ulohu, Ze

dlzka bloku je prave [ = s%* + 1.
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Vizualizujme si postupnosti stavov automatu na bloku B, pritom v prvom stlpci
méame zapisané vSetky mozné dvojice (znak, stav) tvorené znakom, ktory vidi hlava
na nejakom vstupe dizky n v momente, ked hlava na pomocnej paske vstipi do bloku
B a stavom, v ktorom sa nachddza automat v tomto momente. Nasledne v (i + 1)-
vom stlpci je zaznafeny stav automatu pri vstupe na i-te policko bloku B, pri¢om
postupnost takychto stavov v danom riadku zodpoveda dvojici (znak, stav), ktoré je

na zaciatku tohto riadku.

v v
(a, go) | 943 | D q1
(a, qi) | Q0 qz q2
(ba qO) qi qo qo
(b, q1) | a7 | a5 as

Obr. 4.1: Priklad - vypisané vSetky mozné prechodové postupnosti na danom bloku
pomocnej informéacie podla toho, aky znak ¢ita hlava na vstupnej péaske a v akom
stave je automat v momente, ked hlava na pomocnej paske vstipi do bloku B (prvy
stfpec). Dalsie stipce zodpovedaju postupnosti stavov dosahovanych na jednotlivych

politkach bloku B. Sipkou je oznatena dvojica rovnakych stlpcov.

Tato tabulka (obrazok 4.1) méa 2s riadkov, kde 2 je velkost abecedy a s je pocet
stavov automatu. Nasim cielom je skratit blok B pomocou tzv. ,,cut and paste* metody,
ktor si teraz podrobnejsie opiSeme.

Kedze dlzka bloku je [ = 5% 4 1, &o je zaroven poéet stlpcov (okrem prvého) nasej
tabulky a na druhe strane, pocet vietkych moznosti, ako stlpec v tabulke (okrem pr-
vého) moze vyzerat, je s**, z Dirichletovho principu dostavame, Ze v tabulke z obrazku
4.1 musi existovat dvojica rovnakych stipcov zodpovedajtica dvom réznym poziciam
hlavy vramci bloku B. Nech st to stipce s indexmi i a j.

Zoberme I'ubovolné vstupné slovo w dlzky n. Bez ujmy na vieobecnosti predpokla-
dajme, ze pri kazdom vypocte, hlava na pomocnej paske DF AT A prejde celit pomocnt
informéciu, a teda niekedy vstipi na blok B. Inak by sme mohli upravit automat A
tak, aby bezprostredne pred akceptovanim /zamietnutim vstupu presunul hlavu na po-
mocnej paske celkom vpravo, ak tam uz nebola.

Nech teda DF AT A pri vypocte na slove w vstupi v niektorom okamihu na blok
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B, pricom A je vtedy v stave ¢ a hlava na vstupe vtedy ¢ita symbol d. Na zéklade
sposobu, akym sme blok B zvolili vieme, Ze hlava na vstupe sa nepohne, kym hlava na
pomocnej paske sa bude nachédzat v bloku B. Nech pri ¢itani bloku B prejde DF AT
A postupnostou stavov qi,...,Gi,...,qj,...qs2s11. Tato postupnost je zrejme v tom
riadku tabul'ky pre blok B, ktory sa zac¢ina dvojicou (d, ¢), pricom vieme, Ze i-ty a j-ty
stav st rovnaké, nakol'ko zodpovedaja dvojici rovnakych stlpcov v tabulke pre blok B.

Podobne, i-ty a j-ty stav bude rovnaky v postupnosti stavov pre Tubovolné slovo
dlzky n, a teda sme pre vietky slova dlzky n nasli rovnaky usek vypoétu, ktory tvori
slucku. O tito slucku mozeme kazdy z vypoctov skratit, bez toho, aby sme zmenili jeho
vysledok, a teda mozeme blok B skratit o j—i > 0 poli¢ok, ¢im sme ukazali, Ze pomocnu
informéaciu dlzky prevysujicej [ - (n-2" +1) je mozné skratit. Tento proces skracovania

mozno opakovat, az kym dlzka pomocnej informacie je najviac [ - (n - 2" + 1). O]

Podobnym sposobom mozeme dokazat zovSeobecnenie vety 4.1.17 pre k-arne abe-

cedy.

Veta 4.1.18. Nech L je lubovolny jazyk z DSPACE(1) nad k-drnou abecedou a s je
pocet stavov DFAT A, ktory ho akceptuje. Potom plati, ¢ L € DSPACE(1)/l- (n -
k" +1), kde | = s** + 1.

4.2 Nedeterministické konec¢né automaty s pomocnou
paskou

V ¢lanku [KSY13] sa autori venovali predovsetkym deterministickym a pravdepodob-
nostnym koneénym automatom s pomocnou paskou. V tejto casti skonfrontujeme
zname vysledky o deterministikych automatoch s nasimi vysledkami o nedeterminis-

tickych automatoch.

4.2.1 Definicie

Najprv definujme, ¢o znamena nedeterminizmus pri kone¢nych automatoch s pomocnou

paskou.

Definicia 4.2.1. Nedeterministicky konec¢ny automat s pomocnou pdskou (skrd-
tene NFAT) A je sedmica (K,%,T,0,q0, F,h), kde K je koneénd mnoZina stavov, ¥
je konecnd vstupnd abeceda, I' je konecnd abeceda pomocnej informdcie, qo € K je
pociatoény stav, FF C K je mnoZina (konecnijch) akceptaéngch stavov, § : K x (¥ U
{e,¢,8}) x (TU{e, ¢, 8)) — 280400} e prechodovd funkcia (8-funkcia) a h : N — X*
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je funkcia, ktorej vystup, t.j. h(|wl|), kde w je vstupny retazec, je zapisany na pomocnej

paske.

Ak nebude uvedené inak, predpokladame, ze N F'AT bude mat jednu vstupni pasku
a jednu pasku pre pomocnu informéaciu a budeme uvazovat bindrnu abecedu pre vstup
aj pre pomocni informaciu.

Krok vypoctu funguje pri N F' AT podobne ako pri nedeterministickych Turingovych
strojoch s dvomi resp. viacerymi paskami, pricom neuvazujeme blanky a nie je dovoleny
ani zapis na pasky.

Konfiguracia, resp. ,slaba” konfiguracia a jazyk akceptovany NF AT st definované
podobne ako pre DF AT.

Triedu jazykov, pre ktoré existuje NF AT, ktory ich akceptuje, budeme oznacovat
NSPACE(1)/x*, pricom za lomkou bude obvykle namiesto symbolu * nasledovat ob-
medzenie pre velkost pomocnej informacie, resp. dalsie obmedzenia, podobne ako v

deterministickom pripade.

4.2.2 Vysledky

V tejto casti uvedieme naSe vysledky ohladom nedeterministickych konecnych auto-
matov s pomocnou paskou (NFAT). Definicia NFAT je podobné definicii DF AT,
jediny rozdiel je v prechodovej funkcii, ktora umoznuje automatu vybrat si z viace-
rych moznosti a v definicii akceptac¢ného vypoctu, podobne ako je tomu pri klasickych
DKA a NKA. Modely NFAT a DFAT budeme vziajomne porovnéavat vzhladom na
obmedzent dlzku pomocnej informécie, obvykle polynomialnu a vi¢sinou budeme uva-
zovat v oboch pripadoch model hlavy, ktora sa moze hybat sice len jednym smerom,
ale roznymi rychlostami po vstupnej a pomocnej paske. Zacneme niekolkymi, zvacsa

trividlnymi, postrehmi.

Veta 4.2.2. Na akceptovanie lubovolného jazyka L nad abecedou ¥ na NFAT staci

pomocnd informdcia velkosti najviac (n + 1) - |2|", kde n je diZka vstupu.

Doékaz. Majme Tubovolny jazyk L. Zostrojime k nemu N F AT A taky, Ze ho akceptuje.
Za pomocni informéciu zvolime zoznam vietkych slov dizky n, ktorych je najviac |2|".
Zoznam slov bude zapisany v tvare #w,#wo# . . . #wy, pricom wy, ..., w, € L, vSetky
st dlzky n a navzajom rozne a k je pocet slov dlzky n v L. Hlava na pomocnej péaske
bude najprv robit kroky doprava, az zastane na niektorej z mriezok - na ktorej, to
si zvoli nedeterministicky, a potom A overi rovnost refazca na pomocnej paske medzi
dvomi mriezkami a retazca na vstupe.

Lahko nahliadneme, Ze dlzka pomocnej informacie je najviac (n + 1) - |S|™. O
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4.2.3 NFAT a konstantnd pomocnéa informéacia

Veta 4.2.3. Vk € N: NSPACE(1)/k = REG/k = DSPACE(1)/k

Dékaz. Rovnost REG/k = DSPACE(1)/k bola dokazané vo vete 4.1.9.
Inkluzia NSPACE(1)/k O REG/k je zjavna, ostava teda ukazat opacént inklaziu,
t.j. NSPACE(1)/k C REG/k. Nech A je lubovolny NF AT pracujuici s konstantnou
pomocnou informaciou. Vsimnime si, ze A mozeme previest na ekvivalentny NFAT
A, taky, Ze najprv si pre¢ita pomocnu informéciu, ulozi si ju do paméte, resp. do stavu
a od tohto bodu dalej simuluje A. Takyto N F AT mozeme potom priamociaro previest
na klasicky NK A, ktory dostane pomocnu informéciu zretazeni so vstupom. Tento
NK A mozeme potom previest standardnou konstrukciou (uvedené napr. v [HMUO1],
veta 2.1) na ekvivalentny DK A, ¢im sa nam podarilo néjst sposob, ako pomocou de-
terministického automatu s pomocnou informéciou zretazenou so vstupom odsimulovat
NFAT.

O

4.2.4 Jazyk palindromov a uzavretost vzhl'adom na komple-

ment

Veta 4.2.4. Neexistuje NFAT s jednosmernou hlavou na vstupnej a pomocnej pdske

s polynomidlnou pomocnou informdciou akceptujici jazyk palindromov PAL.

Doékaz. Predpokladajme, ze by existoval taky NFAT A pre jazyk PAL.

Palindromov dizky n nad binarnou abecedou je 22, ¢iZe exponencialne vela. Po
preéitani prvej polovice vstupu dlzky n moze byt automat len v polynomialne vela
roznych konfiguraciach, nakolko dlzka pomocnej informacie je polynomialna, pri¢om
za konfiguraciu pre ucely tohto dékazu povazujeme slabii konfiguréciu.

Pre kazdy retazec ww® dlzky n z jazyka PAL vyberme Iubovolny akceptacny
vypocet a nech ¢, je konfiguracia, v ktorej sa nachadza A po precitani prvej polovice

R

vstupu ww™ vo vybranom akceptacnom vypocte.

7 Dirichletovho principu teda vyplyva, Ze pre dostato¢ne velké n existuju dva rozne
refazce dlzky n, nech st to wyw! a wowl, pricom c,, = cu,. Ak vezmeme retazec
wiw, tento zjavne nebude palindréom, pricom nds NFAT A pre PAL by toto slovo

akceptoval, nakolko ¢, = ¢,,, ¢o je spor. n

Veta 4.2.5. Jazyk coPAL = {a,b}* — PAL sa dd akceptovat pomocou NFAT s jed-
nosmernou hlavou na vstupnej a pomocnej pdske vyuzZivajiceho pomocni informdciu
dlky ",
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Dokaz. Nag§ NFAT A akceptuje coPAL nasledovne.

Ak je vstup neparnej dizky, tak moézeme predpokladat, ze NFAT A si ttuto skutod-
nost nedeterministicky tipne, overi, ze vstup je neparnej dlzky a akceptuje.

V pripade parnej dlzky vstupu pomocna informacia pre vstupy dlzky n bude vyzeraf
rovnako ako v dokaze vety 4.1.16, ¢ize budu tam zretazené pomocou mriezok vsetky
palindromy dizky n nad abecedou {0,1} obsahujice prave dve jednotky - tych je 7 a

(n+1)

dlzka pomocnej informacie bude preto dokopy 2 5— - Tieto jednotky budt oznacovat

pozicie, ktoré budeme porovnavat.
Hlava automatu na pomocnej paske si nedeterministicky vyberie, podla ktorého
z tychto slov zretazenych mriezkami bude hlava na vstupe porovnéavat a ak zisti, Ze

dvojica porovnavanych znakov na vstupe sa nezhoduje, tak akceptuje. O]
Z vety 4.2.4 a 4.2.5 vyplyva tento dosledok:

Dosledok 4.2.6. Trieda jazykov akceptovangch NF AT s pomocnou informdciou po-

lynomidlnej dizky a jednosmernou hlavou nie je uzavretd vzhladom na komplement.

4.3 Hierarchia jazykov akceptovanych na DFAT a NFAT

V tejto Casti sa pozrieme na rozne hierarchie nad jazykmi akceptovanymi N F AT, resp.

DF AT vzhladom na dizku pomocnej informécie.

4.3.1 Polynomialna hierarchia pre jazyky akceptované na DF AT

V ¢élanku [KSY13| autori na¢rtli polynomialnu hierarchiu pre jednosmerné DFAT.

Nasli triedu jazykov, o ktorej dokazali nasledujtce tvrdenie:

Veta 4.3.1 ([KSY13|). Vk € ZT, DSPACE(1)/n*(1w-input) C DSPACE(1)/n**!(1w-
input).

Aby sme dokézali tuto vetu, najprv definujeme triedu jazykov Lj pre k € Z*
a nasledne ukazeme, Ze na ich akceptéaciu je nutna a zaroven postacujica pomocna
informacia dlzky O(n?) pre lubovolné L.
Definicia 4.3.2. Vk € ZT, Ly, = {c}*c,* " ... et .o et | mg > 0An; >0

pre j € {1,...,k}} na k+ 1 znakovej abecede {co,c1,...,cx}.
Lema 4.3.3 (|[KSY13]). Vi € Z*,L; ¢ DSPACE(1)/n"~'(1w-input).

Doékaz. Nech n je uvazovana dlzka slov z L;. Bez ujmy na v8eobecnosti, nech n je parne.

Uvazujme mnozinu S » retazcov tvaru ¢jcj_y ... cicg a dlzky n/2. Kazdy z tychto

retazcov predstavuje mozni prvia polovicu slova z jazyka L;. Zaroven pre ziadne dva
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rozne retazce v S neplati © =g, , » y, lebo plati rz® € L;, resp. yy® € L;, a zaroveii
vy ¢ L, ya ¢ L.

Pocet retazcov v mnozine S; /> sa da zdola ohranicit ako (3+)" = ©(n’).

Myslienka tohto odhadu je, Ze kazdému zo znakov cy, . . ., ¢; v slove tvaru ¢jc;_; ... cj
umoznime, aby sa zopakoval maximalne ﬁ-krét, ¢im dostaneme slovo tvaru cic} ... cj,
ktoré nebude dlhsie ako . Zjavne slovo, ktoré takto dostaneme, moézeme potom doplnit
na dlzku n/2 tak, Ze pripojime k slovu potrebny podet znakov cy. Tymto sme opisali
postup, ako vyrobime (£ )’ roznych slov z mnoziny S, /2, ¢o je hladany dolny odhad.

Dostévame teda, Ze =, ,,» ma O(n') tried ekvivalencie, a teda z lemy 4.1.12 do-

stavame, ze L; ¢ DSPACE(1) /n~(1w-input). O

V nasledujticej leme ukdZeme, Ze pomocnd informécia velkosti O(n*) je zaroven
postacujuca pre jazyk L, aby ho bolo mozné akceptovat na DF AT s jednosmernou

vstupnou aj pomocnou péskou.
Lema 4.3.4 ([KSY13]). Pre vsetkty i € Z*, L; € DSPACE(1)/n'(1w-input).

Dokaz. Pomocnu informéaciu budeme konstruovat induktivne. Pozrime sa najprv na
pripad pre L.

Dokéazeme, ze L1 € DSPACE(1)/n(lw-input) najdenim vhodnej funkcie pre po-
mocni informaciu a zostrojenim DF AT A;, ktory tito pomocnd informaciu vyuzije
na akceptovanie L;.

Indukény predpoklad (i = 1):

Uvazujme funkciu pre pomocnt informéciu hq(n) = 1". Automat overi, ze vstup je
tvaru ¢ic)ck i,k > 0,7 > 0, ak nie, tak zamietne.

Zaroven bude automat pohybovat hlavou po pomocnej paske nasledovnym sposo-
bom:

pre vSetky c; pred ¢y na vstupe hlava na pomocnej paske stoji, za kazdé ¢y urobi
jeden krok doprava a za kazdé c¢; po ¢y zasa dva kroky doprava. Automat akceptuje,
ak po docitani vstupu hlava na oboch paskach bude na konci. Na vstupnej paske urobi
hlava n = 7 + 7 + k krokov, na pomocnej paske urobi zasa j + 2k = n krokov. Z toho
vyplyva, ze ak automat akceptoval, muselo platit ¢ = k. Z toho mame, ze DFAT A,
akceptuje jazyk L;.

Teraz dokazeme, Ze tato konstrukcia sa da zovSeobecnit pre Tubovolné L;, a to tak,
ze dokdzeme implikiciu

L; € DSPACE(1)/n(lw-input) = L, € SPACE(1)/n"™ (1w-input).

Indukény krok:

Predpokladajme, 7ze L; € DSPACE(1)/n(1lw-input), z ¢oho vyplyva, Ze existuje
DFAT A; akceptujici L; vyuzivajici pomocni informéciu hy(n) dizky O(n?). Tito
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skuto¢nost vyuzijeme, aby sme zostrojili DF AT A;., akceptujici L;;; s pomocnou
funkciou h;y1(n), vyzerajicou nasledovne:

hiyi(n) = hi(n)#ipihi(n — 2)cipi#iv - #Fiprhi(n — QL”/QDC}Z{% H#it1

pricom #;,1 je novy symbol dodany do abecedy pomocnej informacie. Z konstrukcie
vidno, Ze ak dizka h;(n) je O(n?), tak h;y1(n) bude mat dizku O(ni*1).

DFAT A;., bude fungovat tak, ze paralelne bude overovat, ¢i je vstup tvaru
GG .. Clegct ... cick,, a zaroven pre kazdé c;41 na vstupe nachadzajuce sa pred ¢
sa pohne hlava na pomocnej paske na nasledujucu #;,,. Ked hlava na vstupnej paske
uvidi prvy symbol rézny od ¢;11, tak zac¢ne simulovat A; pre L; s prislusnou pomocnou
informéciou, ktory bude bezat bud dokym hlava na vstupnej paske neprecita opét ¢; 4
alebo zisti, Ze je na konci vstupu. Nasledne v pripade, ze simulovany A; akceptoval, tak
A; 1 porovna pocet zvysnych ¢; 1 symbolov na vstupnej a na pomocnej péaske a ak sa

rovnaju, tak A;,; akceptuje, inak zamietne. ]

4.3.2 Hustejsie hierarchie pre jazyky akceptované na DF AT a
NFAT

Podobny druh hierarchie, dokonca hustejsej ako vo vete 4.3.4, sa nam podarilo najst
aj pre jazyky rozpoznavané jednosmernymi NF AT. Zakladom budu tvahy podobné

tym, ktoré boli pouzité v dokaze vety 4.1.13.

Veta 4.3.5. Pre funkcie f,g: N — N také, Ze f(n)-log(f(n)) = o(g(n)) a g(n) < n2z,
plati: NSPACE(1)/f(n) C NSPACE(1)/g(n).
Dékaz. Uvazujme jazyk PALy) = {wwv | w € {a,b}™, m je maximalne nezdporné
celé ¢islo take, ze: 2™ - (2m + 1) < g(n),v = b""?™}. KedZe plati (2m +1)2™ < g(n) a
podla predpokladu tiez g(n) < n22%, musi tiez platit 2m < n. To znamené, Ze podslova
v =b""?" slov z jazyka PALy, st korektne definované.

Dokéazeme najprv, ze PALgy,) ¢ NSPACE(1)/ f(n)(lw-input).

Predpokladajme, Ze by existoval N F AT A s pomocnou informéciou velkosti najviac
cf(n) (pre nejaké c > 1) akceptujici jazyk PALgq). Nech ¢ je pocet stavov automatu
A. Nech n je Tubovolné prirodzené ¢islo a nech m,, je maximélne nezaporné celé ¢islo

také, ze

2™ (2m, +1) < g(n), (4.1)

t.j. pre ¢islo m,, + 1 plati

g(n) < 2™t(2(m, +1) +1). (4.2)
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Nech

d- mam{;, 8log(qc) — %} (4.3)

Pre skoro vsetky (t.j. pre vSetky, okrem kone¢ného po¢tu) prirodzené ¢isla n plati

m, > d, (4.4)

lebo podla 4.2 pre vSetky n plati

2™t (2(2my, + 1) + 1) > g(n)

a pre skoro vsetky n plati

g(n) >2742(d + 1)+ 1),

lebo g(n) je zhora neohranic¢ené a neklesajuca.
Dokazeme teraz sporom, ze pre skoro vsetky prirodzené ¢isla n plati gcf(n) < 2™n.

Nech by teda pre nekonecne vela n platilo

gef(n) > 2™ (4.5)

Preto log(f(n)) > m, — log(qc), a teda

f(n)log(f(n)) = f(n)(m., — log(qc))
2"mm,  2"log(qc)

> dla (4.5
2 s (podla (45))
_ 2™ Am,  2™log(ge)
- 8qc qc
matl(9(m, + 1) + 1 2mn ]
> 2 2m, +1) +1) 09(4c) (podla (4.4) pre §)
8qc qc 2
gn) 2 log(qd ’
_ dla (4.2
> o ” (podla (4.2))
_ g(n) N g(n)  2™log(qc)
16¢c 16gc qc
1
> i(;qli (podla (4.1) a (4.4) pre 8log(qc) — 5)
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To by ale znamenalo, ze f(n)log(f(n)) > %Zi pre nekone¢ne vela n, ¢o je spor s
predpokladom, ze f(n)log(f(n)) = o(g(n)). Preto pre skoro vSetky n plati gcf(n) <
2,

Nech n je Tubovolné prirodzené &islo, pre ktoré gef(n) < 2™, Pocet slov dlzky n v
jazyku PALy, je 2™, lebo kazdé z nich je jednoznacne urcené jeho prefixom dlzky m,,
a pocet takychto roznych prefixov je 2™». Na druhej strane, pocet slabych konfiguracii,
do ktorych sa A moze dostat na takychto slovach dlzky n, ked hlava na vstupe preéita
prefix dlzky m,, je gcf(n) < 2m».

Preto moZno dokazat (podobne ako v dokaze vety 4.2.4), ze v PALyy,) existuji
dve rozne slova wiwfb" ™ a wywib? =™ dizky n, kde wy,wy € {a,b}™, a k nim
prislusné dva akceptacné vypocty také, ze A je v oboch tychto vypoctoch v rovnake;j
konfiguracif, ked hlava na vstupe preéita prefix dizky m,,. Preto bude A akceptovat aj
slovo wywib" ™ ktoré ale nepatri do PALy(, a teda PALy,y ¢ NSPACE(1)/f(n).

Zérovenn PALy,) € NSPACE(1)/g(n), kedze nam stac¢i na pomocnej péaske vypi-
sat si vietky palindromy nad abecedou {a, b} dlzky 2m,, oddelené napriklad mriezkou,

¢o je retazec dlzky 2™ (2m,, + 1) < g(n). Nasli sme teda hladant hierarchiu. O

4.3.3 Hierarchia pre jazyky akceptované NFAT a DFAT so sub-

lineArnou pomocnou informaciou

Pre jazyky, na ktoré staci na NFAT, resp. DF AT pomocna informéacia dlzky najviac

n, sme nasli eSte hustejSiu hierarchiu, o ktorej hovori nasledujica veta.

Veta 4.3.6. Nech f,g : N — N je dvojica funkcii, pre ktoré plati ¥n € N : f(n) <
n,g(n) = o(f(n)). Potom existuje jazyk Ly, € {0,1}* taky, Ze Ly, € DSPACE(1)/f(n)
a zdrovenn L ¢ NSPACE(1)/g(n).

Doékaz. Definujme postupnost S = Ay, Ay, Az, ... automatov NFAT takd, ze st v nej
zoradené vSetky mozné N F'AT', ale bez toho, aby sme brali do avahy funkciu pomocne;j
informécie. Takato postupnost ma spocitatelne vela ¢lenov, kedZe kodov NFAT bez
uvazovania pomocnej informacie je spocitatelne vela, lebo prechodova funkcia, pocia-
to¢ny stav a mmnozina kone¢nych stavov sa daju jednoznacne zakoédovat ako binarny
retazec a tomu mdzeme priamociaro priradit prirodzené ¢islo.

Zostrojme jazyk Ly, tak, aby pre kazdé n obsahoval prave jedno slovo dlzky n tvaru
20"/ kde x € {0,1}/™. Teda L;, € DSPACE(1)/f(n), ked7e automat dokaze
s pomocnou informaciou x dlzky f(n) rozpoznat vstup x0"~/(™ dlzky n. Nech n je
Tubovolné prirodzené ¢islo. Uvazujme dva pripady.

V prvom pripade pre n neexistuje prirodzené &islo d také, ze (d + d?)g(n) < f(n).
V tomto pripade dame do Ly, slovo 1fmgn=rf(),
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V druhom pripade, nech d je maximalne prirodzené ¢islo také, ze pre n plati (d +
d*)g(n) < f(n). V tomto pripade dame do L;, slovo w, dlzky n, ktoré¢ nijdeme
nasledovne.

Nech A je l'ubovolny NFAT, ktory sa nachadza medzi prvymi 2% automatmi v
postupnosti S, nech A ma k-arnu abecedu pre pomocnu pasku, kde logs(k 4+ 1) < d a
nech v je Tubovolné slovo nad touto k-arnou abecedou dlzky najviac dg(n), ktortt moze
A pouzit ako pomocnu informéciu.

Budeme hovorit, Ze dvojica (A, v) je jednoslovna pre vstupy dlzky n, ak A akceptuje
s pomocnou informaciou v prave jedno slovo dlzky n a toto je tvaru z0"~/™ kde
z € {0,1}7( . Pre kazdy automat A, ktory sa nachadza medzi prvymi 299" automatmi
postupnosti 9, existuje najviac 2¢°9(") potencislnych slov v takych, ze dvojica (A, v)
je jednoslovna pre vstupy dlzky n, lebo pocet slov dlzky najviac dg(n) nad k-arnou
abecedou, kde logy(k+1) < d, je najviac (k4 1)) = (2leg2(k+1))dg(n) < 9d°9(7) Kedze
takychto automatov A je najviac 2% celkovy pocet jednoslovnych dvojic pre vstupy
dlzky n je najviac 2490 . 9#9(n) — 9(d+d*)g(n) < 9/(") Jebo (d + d?)g(n) < f(n).

Ale pocet slov dlzky n tvaru 20"~/ kde x € {0, 1}/ je 27" 7 &oho dostaneme,
7e medzi slovami dizky n uvedeného tvaru musi byt slovo (oznaéme ho w,), pre ktoré
neexistuje ziadna jednoslovna dvojica (A’,v') pre vstupy dizky n taka, ze A’ akceptuje
w, s pomocou slova v’. Slovo w,, ddme do jazyka Ly .

Dokazeme teraz sporom, ze Ly, ¢ NSPACE(1)/g(n). Predpokladajme, Ze by exis-
toval NFAT A, ktory by akceptoval jazyk Ly, s pomocnou informaciou dizky najviac
cg(n), pre nejaké ¢ > 1. Nech sa A vyskytuje na j-tom mieste v postupnosti S a nech A
mé k-arnu abecedu na pomocnej paske pre nejaké k > 1. Kedze g(n) = o(f(n)), existuje
dostatocne velké 7 také, ze (m+m?)g(n) < f(n), kde m = max{logs(7),logs(k+1),c}.
Nech d je maximalne také prirodzené éislo, pre ktoré (d+d?)g(n) < f(n). Zrejme d > m.

Nech @ je slovo dizky najviac cg(n) nad touto k-arnou abecedou, pomocou ktorého
A akceptuje vsetky slova z Ly, dlzky 7. Kedze Ly, obsahuje jediné slovo dlzky n,
oznatme ho w, musi A akceptovat pomocou ¥ jedine toto slovo w spomedzi slov dlzky
n. Aby sme teraz dokézali, Ze dvojica (A,?) je jednoslovna pre vstupy dlzky 7, staéi
este dokézaf, ze A sa nachadza medzi prvymi 299" automatmi v postupnosti S, ze A
mé k-arnu abecedu na pomocnej paske, kde loga(k+1) < d a e v je slovo dlzky najviac
dg(n), kde d je maximalne prirodzené &islo, pre ktoré (d+d?)g(n) < f(n). Vietky tieto
vlastnosti ale vyplyvajt z toho, Ze maz{logs(j),logs(k + 1), c} < d (pozri vyssie).

Teda dvojica (A,v) je jednoslovna pre vstupy dlzky 7, pricom ale A akceptuje slovo
w € Ly, dlzky i s pomocou slova ©.

To je ale v spore s tym, ako boli volené slova do jazyka Ly, (pozri ¢ast ,druhy

pripad® vyssie), lebo v takom pripade slovo dlzky n, ktoré bolo vybrané do jazyka
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Ly ,, nemoze byt akceptované ziadnym automatom A’ s pomocnou informaciou v/, kde
(A’;v") je jednoslovna dvojica pre vstupy dlzky n. Preto Ly, ¢ NSPACE/g(n). O

Dosledok 4.3.7. Nech f,g : N — N je dvojica funkcii, pre ktoré plati, Ze Vn € N: 1 <
f(n) <n,g(n) =o(f(n)). Potom DSPACE(1)/g(n) C DSPACE(1)/f(n).

Dosledok 4.3.8. Nech f,g : N — N je dvojica funkcii, pre ktoré plati, Ze Vn € N: 1 <
f(n) <n,g(n) =o(f(n)). Potom NSPACE(1)/g(n) C NSPACE(1)/f(n).

4.4 Ohranicené jazyky

V tejto casti sa podrobnejsie pozrieme na ohranicené jazyky a na to, ako st ich schopné
akceptovat deterministické a nedeterministiké konecné automaty s pomocnou péskou.

Zatneme definiciou ohrani¢eného jazyka.

Definicia 4.4.1. Nech wy,...,wg, k > 1 je konecnd postupnost neprdizdnych slov nad

abecedou . Ohraniceny jazyk L je potom lubovolnd podmnoZina jazyka wy ... w;.

Veta 4.4.2. Na akceptovanie lubovolného ohraniceného jazyka L C wy ... w; pomocou

NFAT postacuje polynomidlna pomocnd informdcia.

Dokaz. To, Ze ohrani¢eny jazyk obsahuje maximalne (n 4 1)* = O(n¥) slov dlzky n
vzhladom na pocet ,zloziek” wy, ..., wy nie je zlozité ukazat. Horné hranica pre pocet
vyskytov kazdej zo zloziek wy, ..., wy je n+ 1 (kedZe uvazujeme aj moznost, ze wy sa
v retazci vobec nevyskytne), inak by vysledné slovo bolo dlhsie. Ked toto ohranicenie
aplikujeme na kazdi zo zloziek, dostavame (n + 1)* roznych slov jazyka L, pricom je
zarutené, ze v tychto slovach su obsiahnuté vietky slova dlzky presne n (a mozno aj
vela inych, to nam ale neprekaza, lebo hladdme horné ohranicenie).

To znamené, Ze tieto slova mdZzeme vypisat na pomocnu pasku a nas NF AT si uz

len nedeterministicky tipne, pre ktoré zo slov ma overit rovnost so vstupom. O

Veta 4.4.3. Nech ¥ = {aq, ..., ax} je lubovolnd abeceda. Na akceptovanie ohraniceného
jazyka L C aj...a} nad 3 pomocou DF AT, pricom V1 <i <k :|a;| =1, staci pomocnd

informdcia velkosti O(n*+1).

Dokaz. V dokaze vety 4.4.2 sme odargumentovali, Ze ohranicené jazyky maji maxi-
malne (n + 1)F = O(n*) slov dlzky n, kde k je pocet ,zloziek” w, . . ., wy.

V pomocnej informacii pre vstupy dlzky n budeme v §pecidlnom forméte enumero-
vat slova jazyka L dlzky n. Okrem symbolov ay, . . ., a;, budeme pouzivat d'alie symboly

ai,...,as. Nech L™ oznauje mnozinu slov dlzky n patriacich do L.
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Pre kazdé slovo z € ajaj...a}, kde 0 < |z| < n — 1, definujme rekurzivne slovo
L(z). Nech 1 < |z| < n—1 a nech najpravejsi symbol slova z je a; pre nejaké 1 < j < k.
Slovo L(z) bude definované nasledovne:

a;, ak za; e L"

1. Ak |z[ =n —1, potom L(2) = ajaj_, ...a}, kde VI : a) =
a;, inak.

2. Ak |z| <n —2, potom L(2) = apL(zag)ar—1L(zag_1)...a;L(za;).
3. Ak |z| =0, t.j. z =¢, potom L(¢) = apL(ag)ar—1L(ak—1) ...a1L(ay).

Lema 4.4.4. Nech z je lubovolné slovo z at ...a% dizky m, kde 1 <m <n —1 a nech
najpravejsi symbol slova z je a; pre nejaké 1 < j < k. Potom slovo L(z) neobsahuje

Ziadny symbol a; ani a; pre i < j.

Doékaz. Indukciou. Lema 4.4.4 zrejme plati pre slova dlzky n — 1, lebo v takom pripade
L(z) = ajaj,_, ... a}. Predpokladajme teraz, Ze Lema 4.4.4 plati pre vetky slova dlzky
aspofi [ pre nejaké [ < n — 1. Potom Lema 4.4.4 plati aj pre slova dlzky [ — 1, lebo
L(z) = axL(zag)ag—1L(zag_1) .. .a;L(za;) pre |z] =1 —1 <n — 2 a podla indukéného
predpokladu sa a; ani a; nemdze vyskytniat v ziadnom slove L(za,,) pre m > j a

symboly a;, resp. a; st rozne od symbolov a, ar_1,...,a;. O

Budeme hovorit, Ze znak a; je mensi nez znak a;, ak ¢« < j. Nech w = w;...2,
je Tubovolné slovo dlzky n, kde w; € {ay,...,ax} pre vietky . Je lahké vidiet, Ze w
nepatri do aj ...a; a teda ani do L C aj...a}, ak symbol w;y; je mensi, nez w; pre
nejakeé [.

Nech A je DF AT, ktory bude vyuzivat uvedenu vlastnost a ktory bude nasledovne
rozpoznavat slova dlzky n patriace do L s pomocnou informaciou L(€). Nech hlava na
vstupnej paske ¢ita znak = € {aq,...,ar}. Automat najprv skontroluje, ¢i znak z je
mensi, neZ znak na vstupe bezprostredne vliavo od x. Ak ano, potom A vstup zamietne.
Ak nie, tak hlava automatu na pomocnej paske pojde doprava, kym nenajde znak x
(pripadne z). Ked ho najde, presunie sa o jeden znak doprava na vstupnej paske, nech
je tam znak y € {ai,...,ax}, a tiez sa posunie o jeden znak doprava na pomocne;
péaske.

Potom A opat skontroluje, ¢i znak y je mensi nez znak x. Ak ano, potom vstup
zamietne. Ak nie, potom A hlada znak y (pripadne y) na pomocnej paske. Takto
automat postupne pride az na posledny znak vstupného slova a pozrie sa na pomocne;j
paske, ¢i ndjdeny znak je s pruhom. Ak ano, tak sa na vstupe nachadza slovo z L a
teda A ho akceptuje, inak ho A zamietne.

Vsimnime si, Ze pri vypoc¢te automatu A na vstupe dizky n plati nasledujuci inva-

riant.
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Lema 4.4.5. Nech za,, je lubovolny prefix lubovolného vstupu w dizky n, kde z €
aj ...a;. Potom existuje krok vyjpoctu A na w, v ktorom hlava na vstupnej pdske vstipi

na prvy symbol slova L(z).

Doékaz. Indukciou. Najprv dokdZzeme tvrdenie pre zakladny pripad, t.j. z = €. V ta-
komto pripade lema plati, lebo na zaciatku vypoctu hlava na vstupe ¢ita prvy symbol
vstupu, t.j. ¢ita a,, a hlava na pomocnej paske ¢ita prvy symbol slova L(e).

Predpokladajme teraz, Zze lema plati pre prefix za,, dlzky i vstupu w. Dokazme,
7e lema plati aj pre prefix za,,a,, dizky i + 1, kde za,, € a*...a}. Podla indukéného
predpokladu existuje krok vypoc¢tu A na w, v ktorom hlava na vstupnej paske cita
najpravejsi symbol prefixu za,, a v ktorom hlava na pomocnej paske ¢ita prvy symbol
slova L(z) = axL(zay) . . .a;L(za;), kde a; je najpravejsi symbol slova z.

Podla algoritmu pre A (pozri vysSie), automat v dalsich krokoch porovnéa symboly
an, a a;j a zisti, Ze m > j, lebo podla indukéného predpokladu plati za,, € af...aq;.
Preto A pokracuje vo vypocte, pricom hlavu na pomocnej paske presuva vpravo a
hlada najlavejsi vyskyt symbolu a,, (pripadne a,,) v slove L(z). Podla lemy 4.4.4
je to vyskyt symbolu a,, bezprostredne vlavo od podslova L(za,,). Po najdeni tohto
vyskytu symbolu a,, sa obe hlavy posuni o jeden znak vpravo, ¢ize hlava na vstupej
paske bude ¢iat najpravejsi symbol prefixu za,,a,, a hlava na pomocnej paske bude

¢itat prvy symbol slova L(za,,). O

Dokéazme teraz, 7ze A korektne rozpoznava slova dlzky n z jazyka L pomocou infor-
mécie L(e). Uvazujme dva pripady.

V prvom pripade je na vstupe slovo w = va,, kde |w| =n aw € af ...a}. Z lemy
4.4.5 priamo vyplyva, zZe ked hlava automatu na vstupnej paske vstupi na posledny
znak a,, vstupu w, vstipi hlava na pomocnej paske na prvy symbol slova L(v). Potom
A porovné symboly a,, a a;, kde a; je najpravejsi symbol slova v a A zisti, Ze m > j,
lebo podla predpokladu w € a7 ...a;. Kedze L(z) = a},...a; a m > j, automat A
posunom hlavy na pomocnej paske najde symbol a!  a podla toho, ¢ a), = a,, alebo

A
m =

a am, A akceptuje alebo zamietne w.

V druhom pripade je na vstupe slovo w dizky n, kde w € a* ... a;, a teda w € L.
Nech z je prefix slova w maximalnej dlzky, ktory patri do a¥...a}. Nech zq; je prefix
slova w dlzky |z| + 1. Z lemy 4.4.5 vyplyva, Ze ked hlava automatu na vstupnej paske
vstipi na najpravejsi znak prefixu za;, hlava na pomocnej péaske vstipi na prvy symbol
slova L(z). Potom A porovna symboly a; a a;, kde a; je najpravejsi symbol slova z a A
zisti, 7e | < 14, lebo prefix za; nepatri do a*...a}, kedZe z je prefix maximalnej dlzky
patriaci do aj ...a;. V takomto pripade A zamietne w.

Na zéver odhadnime zhora dlzku pomocnej informacie L(¢) pre vstupy dlzky n.
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Zo struktuary slov L(z) vyplyva, Ze st dve moznosti, kde sa mozu jednotlivé symboly
nachadzat v slove L(e) vzhladom na Struktiru slov L(z).

Prva moZnost je, Ze sa symbol nachadza bezprostredne vlavo od slova L(z) pre
nejaké slovo z € aj ... af, kde 1 < |z| < n—1. Takto umiestnené symboly sa nachadzaju
v nanajvys n*1 poziciach slova L(e), lebo takychto slov z je najviac (n—1)-nF < nk+1,
kedZe slov u € aj...aj dlzky n — 1 je najviac n* a kazdeé slovo z € ai...ay dlzky 1,
1 <1< n-—1,je prefix dlzky [ niektorého z tychto slov w.

Druha moznost je, Ze sa symbol nachadza niekde v slove L(z) = aj, ... a; pre nejaké
z€aj...ap, kde |z| =n — 1 a kde a; je najpravejsi symbol slova z. takto umiestnené
symboly sa nachadzaju v najviac k- n! pozicidch slova L(e), lebo |L(z)| < k pre takéto
slova z a pocet takychto slov z dlzky n — 1 je najviac n*.

7 oboch moznosti vyplyva, ze dlzka pomocnej informécie L(e) je najviac n*+' + & -
nk = O(nk+1).

]

4.5 Dalsie problémy

V tejto Casti sa pozrieme na viacero zaujimavych problémov suvisiacich s kone¢nymi
automatmi s pomocnou informéciou a ich riesenia, ¢im ukaZzeme niektoré techniky na
rozhodnutie o tom, ¢i nedeterministické, pripadne aj deterministické kone¢né automaty

s pomocnou informéciou dokdzu dany jazyk akceptovat alebo nie.

4.5.1 Jazyky ostrej a neostrej nerovnost binarnych retazcov

Prvy takyto problém je rozpoznéavanie jazyka NUM< = {z#y | z,y € {0,1}"*,n > 0,
bindrne cislo y nie je mengie neZ bindrne cislo x}.

Chceme o nom rozhodnut, ¢i sa d& akceptovat na jednosmernych nedeterministic-
kych konecnych automatoch s polynomialnou pomocnou informéciou. Tento jazyk nie

je bezkontextovy, ¢o sa da ukizat pomocou pumpovacej lemy pre bezkontextové jazyky.

Jazyk NUMc

Veta 4.5.1 (|[HMUO1]). (pumpovacia lema pre bezkontextové jazyky) K lubovolnému
bezkontextovému jazyku L ezistuji ¢isla p,q také, Ze pre kazZdé w € L také, Ze lw| > p

existuji u, v, x, y, z také, Ze
1. w = uvxyz

2. |lvxy| < q
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3. vyl > 1
4. Vi >0:uvizy'z € L

Aby sme dokazali, ze jazyk NUDM< nie je bezkontextovy, aplikujeme vetu 4.5.1
na slovo w = 0PT241294£(0%1PT24 Ak sa pokisime slovo w rozdelit na vxy, zistime,
ze pripustné rozdelenia st len také, kde slovo x obsahuje mriezku a slova v a y st
rovnako dlhé (inak by pri ,pumpovani’ jedna ¢ast bola dlhsia ako druhd), pricom v
nemdze obsahovat 0 a y nemdze obsahovat 1. Po dostatoénom pocte ,,pumpovani
teda dostaneme na lavej strane ¢islo vacsie ako ¢islo na pravej strane a takéto slovo do
jazyka NU M< uz nepatri.

Zaroven je zrejmé, ze tento jazyk sa da rozpoznat na linedrne ohrani¢enych auto-
matoch.

O tomto jazyku teraz sporom ukadZzeme, Ze sa neda akceptovat pomocou NF AT s

polynomialnou pomocnou informaciou.
Veta 4.5.2. NUM< ¢ NSPACE(1)/poly

Dokaz. Nech by existoval NFAT A s polynomialnou pomocnou informaciou akcep-
tujici jazyk NUM<. Uvazujme dvojicu rovnako dlhych slov a#a, b#0b patriacich do
NUMc<, kde a, b st dva rozne bindrne retazce, kde A bude po precitani mriezky v
niektorom akcepta¢nom vypocte na slove a#a v tej istej slabej konfiguracii, v akej
bude A po precitani mriezky v niektorom akceptacnom vypocte na slove b#b. Z Di-
richletovho principu dostavame (podobne ako v dokaze vety 4.2.4), ze takato dvojica
slov musi existovat, lebo binarnych retazcov danej dizky je exponencialne vela, kym A
ma len polynomiélne vela moznych slabych konfiguracii na tychto slovach. Bez ujmy
na vSeobecnosti, nech a < b. Uvazujme slovo b#a.

Toto slovo bude A akceptovat, kedZe staci napojit na seba vhodné ¢asti z akcep-
ta¢nych vypoc¢tov na a#a resp. b#b. Zaroven z volby a, b a z toho, Ze b < a, vyplyva,

ze slovo b#a nemoze patrit do NUM<, ¢o je spor. O

Jazyk NUM._

Uvazujme teraz namiesto neostrej nerovnosti ostri. O tomto jazyku sa da podobne
ukazat, Ze nie je bezkontextovy, ale akceptuji ho linearne ohranic¢ené automaty. Uka-
zeme, ze ani tento jazyk sa nedéd akceptovat na NFAT s polynomidlnou pomocnou

informéaciou.

Veta 4.5.3. NUM_. ¢ NSPACE(1)/poly
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Dékaz. +1 budeme chapat ako aritmetickii operaciu - pripoc¢itanie 1. Uvazujme dvojicu
slov z jazyka NUM_ tvaru a#a + 1, b#b + 1, kde a,b st dva rozne binarne retazce
také, ze A sa v niektorom akceptacnom vypocte na slove a#a + 1 po prec¢itani mriezky
bude nachadzat v rovnakej slabej konfiguracii, v akej sa bude nachadzat v niektorom
akceptacnom vypocte na slove b#b + 1 po precitani mriezky. Takato dvojica retazcov
musi existovat, lebo pocet takychto slov danej dizky je exponencialny, kym automat A
mé polynomialny pocet moznych slabych konfigurécii. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech
b < a. Uvazujme slovo a#b + 1. Vidno, ze mdézeme napojit akceptacny vypocet nasho
automatu A na slove a#a + 1 po mriezku na akceptacny vypocet automatu A na slove
b#b + 1 od mriezky az po koniec, ¢im dostaneme akceptaény vypocet automatu A na

slove a#b + 1, ktoré ale do jazyka NUM_ zjavne nepatri, lebo b < a, ¢o je spor. [
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Z.aver

V praci sme poskytli zhrnutie znamych vysledkov tykajicich sa vypoc¢tov koneénych
automatov s pomocnou informéciou. Takisto sme priniesli nové vysledky pre kone¢né
automaty s pomocnou informaciou na dodato¢nej paske. Ukéazali sme, Ze pre jedno-
smerné DF AT mé zmysel uvazovat pomocni informaciu dizky nanajvys O(n2"), ¢o
moze poskytnut lepsi nahlad pri rieSeni otvoreného problému, ¢i exponencialna po-
mocné informacia stac¢i na akceptovanie Tubovolného jazyka na jednosmernych DF AT
a s tym stvisiaci problém, ¢ vobec PAL (jazyk palindromov) sa da akceptovat na
jednosmernych DF AT s exponencialnou pomocnou informaciou.

Dalsim prinosom bolo, Ze sme porovnali silu deterministickych a nedeterministic-
kych konec¢nych automatov s pomocnou informéciou na dodatocnej stope, napr. na
jazyku PAL, o ktorom sa ukazalo, ze na DF AT nestac¢i polynomiilna pomocné in-
formécia a na NFAT sice tieZ nestaci, ale na komplement ano (vety 4.2.4 a 4.2.5).
Podarilo sa nam takisto néajst hierarchiu jazykov akceptovanych DF AT s pomocnou
informéaciou sublinearnej dlzky (veta 4.3.6), ¢im sme rozsirili vysledok o polynomial-
nej hierarchii znamy z [KSY13](veta 6) a ustanovili sme relativne ,hustd” hierarchiu
jazykov akceptovanych NF AT.

Sice sa nam nepodarilo najst odpoved na otvoreny problém nastoleny v [KSY13],
ale verime, Ze vysledky dosiahnuté v tejto praci poskytuja hlbsi nadhl'ad do problematiky
a vidime potencial v dalsom vyskume nedeterminizmu v oblasti kone¢nych automatov

s pomocnou informéciou.

42



Literattra

[DHY5]

[HMUO1]

[Kob85]

[KSY13]

[RG74]

[RS59]

[TYLO3)

Carsten Damm and Markus Holzer. Automata that take advice. In Mat-
hematical Foundations of Computer Science 1995, 20th International Sym-
posium, MFCS’95, Prague, Czech Republic, August 28 - September 1, 1995,
Proceedings, pages 149-158, 1995. URL: http://dx.doi.org/10.1007/3-540-
60246-1,21.

John E. Hopcroft, Rajeev Motwani, and Jeffrey D. Ullman. Introduction to
Automata Theory, Languages, and Computation. Addison-Wesley Longman
Publishing, second edition, 2001.

Kojiro Kobayashi. Eleventh international colloquium on automata, langu-
ages and programming on the structure of one-tape nondeterministic turing
machine time hierarchy. Theoretical Computer Science, 40:175 — 193, 1985.
URL: http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0304397585901653.

Ugur Kiiciik, A. C. Cem Say, and Abuzer Yakaryilmaz. Finite automata
with advice tapes. CoRR, abs/1312.2268, 2013. URL: http://dblp.uni-
trier.de/db/journals/corr/corr1312.htmlKucukSY13.

B.L. Rothschild R.L. Graham. A short proof of van der waerden’s theorem
on arithmetic progressions. Proc. Amer. Math. Soc., 42:385-386, 1974.

M. O. Rabin and D. Scott. Finite automata and their decision
problems. IBM J. Res. Dev., 3(2):114-125, April 1959. URL:
http://dx.doi.org/10.1147/rd.32.0114, http://dx.doi.org/10.1147 /rd.32.0114
d0i:10.1147/rd.32.0114.

Kohtaro Tadaki, Tomoyuki Yamakami, and Jack C. H. Lin. Theory of
one tape linear time turing machines. CoRR, ¢s.CC/0310046, 2003. URL:
http://arxiv.org/abs/cs.CC/0310046.

43



[Yam08] Tomoyuki Yamakami. Swapping lemmas for regular and context-
free languages with advice. CoRR, abs/0808.4122, 2008. URL:
http://arxiv.org/abs/0808.4122.

[Yam10| Tomoyuki Yamakami. The roles of advice to one-tape linear-time tu-
ring machines and finite automata. CoRR, abs/1007.3021, 2010. URL:
http://arxiv.org/abs/1007.3021.

44



