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Abstrakt

Berge-Fulkersonova hypotéza hovori, ze v kazdom bezmostovom kubickom gra-
fe G existuje Sest 1-faktorov takych, ze kazda hrana grafu G sa nachédza v
prave dvoch z tychto 1-faktorov. KedZe tato podmienka je trividlne splne-
néa pre hranovo 3-zafarbitelné grafy, zaujimavé je v tejto suvislosti Studovat
bezmostové kubické grafy s chromatickym indexom Styri, takzvané snarky.

V tejto praci zhrnieme niektoré neddvno publikované poznatky o tejto hy-
potéze, a ukazeme pomocou tychto poznatkov platnost hypotézy pre triedy
grafov, pre ktoré hypotéza nebola doteraz overena. Ukazeme, Ze hypotéza pla-
ti pre obe triedy zovSeobecnenych BlanuSovych snarkov a triedu zovseobecne-
nych Szekeresovych snarkov, ako aj pre niektoré triedy snarkov skonstruované
pomocou sucinu kubickych grafov.

KTlacové slova: snark, Berge-Fulkersonova hypotéza, siuc¢in kubickych gra-
fov
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Kapitola 1

Uvod

Z mnozstva otvorenych problémov v teorii grafov pritahuji najvacsiu pozornost
tri z nich: hypotéza o 5-toku, hypotéza o dvojitom cyklovom pokryti, a Berge-
Fulkersonova hypotéza.

Hypotéza o 5-toku, ktora vyslovil Tutte v roku 1954 [21], tvrdi, Ze kaz-
dy bezmostovy graf ma nikde nulovy 5-tok. Hypotéza o dvojitom cyklovom
pokryti, ktora nezavisle publikovali Seymour [I8] a Szekeres [20], hovori, Ze v
kazdom bezmostovom grafe G existuje mnozina kruznic takych, ze kazdé hra-
na grafu G sa nachadza v prave dvoch z tychto kruznic. Berge-Fulkersonova
hypotéza hovori, ze v kazdom bezmostovom kubickom grafe G existuje Sest
1-faktorov takych, ze kazda hrana grafu GG sa nachédza v préve dvoch z tych-
to 1-faktorov. Zaujimavé je, Ze pre dokézanie ktorejkolvek z tychto hypotéz,
staCi ukazat jej platnost na snarkoch, teda bezmostovych kubickych grafoch s
chromatickym indexom Styri.

Aj ked sa zatial nepodarilo dokazat ¢ vyvratit Ziadnu z tychto troch hypo-
téz, pokial ide o prvé dve, existuju v suvislosti s nimi aspon ¢iasto¢né vysledky.
Seymour dokézal v [19], Ze kaZzdy bezmostovy graf mé nikde nulovy 6-tok, a
z Jaegerovej vety o 4-toku [13]| vyplyva, Ze kazdy hranovo 4-suvisly graf ma
dvojité cyklové pokrytie. Pokial ide o Berge-Fulkersonovu hypotézu, nie sa v
jej suvislosti zname ziadne “vyznamnejsie” vysledky.

V tejto praci sa budeme zaoberat prave Berge-Fulkersonovou hypotézou.
Uvedieme vysledok charakterizujtci platnost tejto hypotézy pre dany graf [10],
a budeme sa zaoberat otézkou, ako tato hypotéza suvisi s Fan-Raspaudovou
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hypotézou, podla ktorej existuje v kazdom bezmostovom kubickom grafe troj-
ica 1-faktorov s prazdnym prienikom [7]. V tejto stvislosti uvedieme na prava
mieru niektoré vysledky publikované Fouquetom a Vanherpom [§], konkrétne
zmenime jednu definiciu, mierne upravime znenia niektorych tvrdeni, a adek-
vatne tymto zmenam upravime dokazy. f)alej pouzijeme vysledky publikované
v [10] na dokazanie platnosti Berge-Fulkersonovej hypotézy pre triedy zovse-
obecnenych Blanusovych snarkov a zovSeobecnenych Szekeresovych snarkov.
Nakoniec sa budeme zaoberat operaciou nasobenia kubickych grafov, kde uka-
zeme platnost hypotézy pre Specidlne triedy grafov, ktoré st pomocou tejto
operacie skonstruované. Speciélne ukéZzeme, Ze sucin grafu splhajaceho hypo-
tézu a silne bikritického snarku je opét graf, ktory splita hypotézu.



Kapitola 2

Hypotézy

2.1 Berge-Fulkersonova hypotéza

Berge-Fulkersonova hypotéza patri medzi najznamejsie otvorené problémy v
teorii grafov a prvykrat bola sformulovana v [9].

Hypotéza 2.1.1 (Berge, Fulkerson). KaZdy kubicky graf bez mostov md
Sest' 1-faktorov s vlastnostou, Ze kaZdd hrana grafu je obsiahnutd v presne dvoch
1-faktoroch.

Ak si uvedomime, Ze komplement 1-faktoru v kubickom grafe je 2-faktor,
mozeme hypotézu ekvivalentne vyjadrit tak, Zze kazdy kubicky bezmostovy
graf obsahuje Sest cyklov s vlastnostou, Ze kazda hrana grafu je obsiahnuta v
presne Styroch cykloch. Bermond, Jackson a Jaeger dokazali v [I], Zze kazdy
bezmostovy kubicky graf ma sedem cyklov, takych, ze kazda hrana je pokryté
prave Styrmi cyklami. Okrem toho v [6] Fan dokazal, ze kazdy bezmostovy
kubicky graf méa desat cyklov, takych, Ze kazda hrana je pokryté prave Siestimi
cyklami.

Dalsf sposob, ako vyjadrit tuto hypotézu je, ze ak v kubickom bezmostovom
grafe zdvojime hrany, je mozné takto vzniknuty graf hranovo ofarbit Siestimi
farbami (teda tak, aby bol kazdy vrchol incidentny s hranami vetkych Siestich
farieb).
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2.2 Stuvisiace hypotézy

Definicia 2.2.1. Nech r je prirodzené ¢islo a nech G je graf s parnym poctom
vrcholov. G nazveme r-graf, ak kaZdy hranovy rez v G, ktory rozdeluje vrcholy
grafu G do dvoch mnoZzin s nepdrnym poctom vrcholov, md velkost aspoti r.

Poznamenajme, ze kubicky graf je 3-graf prave vtedy, ked neobsahuje most.
Vsimnime si, Ze ak G je r-regularny graf, ktory je hranovo r-zafarbitelny,
potom pre dané farbenie tvori mnozina hran ofarbena jednou farbou 1-faktor.
Teda graf G musi mat parny rad, a kazdy hranovy rez, rozdelujuci vrcholy
do dvoch mnozin s neparnym poc¢tom vrcholov, musi obsahovat hranu kazdej
farby. 7 toho vyplyva, Ze kazdy r-regularny hranovo r-zafarbitelny graf je
r-graf. Dalo by sa povedat, ze r-graf je r-regularny graf, ktory splia zakladné
nutné podmienky na to, aby bol r-zafarbitelny. Seymour v [17] definoval r-graf
a vyslovil nasledujticu hypotézu:

Hypotéza 2.2.2 (ZovSeobecneni Berge-Fulkersonova hypotéza (Sey-
mour)). Nech G je r-graf. Potom v G existuje 2r 1-faktorov s vlastnostou, Ze
kazZdd hrana grafu G je obsiahnutd v presne dvoch 1-faktoroch.

V&imnime si, ze ak pre graf G plati Berge-Fulkersonova hypotéza, potom ak
zo Siestich 1-faktorov, ktoré ho dvakrat pokryvaju, jeden odoberieme, dostéva-
me pét 1-faktorov, ktorych zjednotenie pokryva graf GG. Nasledujtca hypotéza,
ktori vyslovil Berge, a ktora predstavuje “zjednodusenie” Berge-Fulkersonovej
hypotézy, ostava tiez stale otvorené.

Hypotéza 2.2.3 (Berge). Kazdy kubicky graf bez mostov sa dd pokryt piatimi
1-faktorma.

Poznamenajme, Ze hodnotu pét v hypotéze nie je mozné znizit, kedze
Petersenov graf sa neda pokryt menej ako piatimi 1-faktormi. Zaujimavé je,
7e aj keby sme ¢islo péat zo znenia tejto hypotézy nahradili akymkol'vek va¢Sim
prirodzenym, nie je zndmy ziadny vysledok o platnosti takéhoto tvrdenia.

2.3 Snarky

Lahko vidiet, Ze Berge-Fulkersonova hypotéza plati pre vietky kubické grafy,
ktoré si hranovo 3-zafarbitelné. Zaujimavé je teda zaoberat sa kubickymi graf-
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mi s chromatickym indexom 4, ktoré sa nazyvaju snarky. Pri blizSom pohlade
vSak zistime, Ze niektoré snarky sa daju skonstruovat trivialnym sposobom z
inych snarkov, preto sa budeme zaoberat len “zakladnymi” snarkami.

Zoberme si napriklad kubicky graf G, ktory obsahuje kruznicu dlzky tri.
Nech G’ je graf, ktory dostaneme z G nahradenim tejto kruznice jedinym
vrcholom. Je zrejmé, Ze oba grafy maja rovnaky chromaticky index. Zaroven
plati, Ze ak pre graf G’ plati Berge-Fulkersonova hypotéza, musi nutne platit aj
pre graf G. Rovnaké uvahy platia pre pripad dvojice vrcholov s dvomi hranami
medzi sebou, a ich nahradenie jedinou hranou. V pripade, Ze snark obsahuje
kruznicu dlzky &tyri, mozeme ju nahradit dvojicou hran a vysledny graf bude
znova snark. Budeme sa teda zaoberat vyhradne grafmi, ktorych obvod je
aspon pat.

e A =L

Obrazok 2.1: Nahradenie kruznice dlzky 2 a 3

Obrazok 2.2: Nahradenie kruznice dlzky 4

Dalsia vlastnost grafu, ktora nés pri stadiu chromatického indexu kubic-
kych grafov zaujima, je cyklickd hranova suvislost. Okamzite vyluc¢ime grafy,
ktoré obsahuji most. Obvykle sa tieto grafy pri tvahach o snarkoch vyne-
chavaju z toho dévodu, ze sa da jednoducho ukézat, Ze Ziadne z nich nie su
hranovo 3-zafarbitelné. V pripade Berge-Fulkersonovej hypotézy vsak samot-
né znenie hovori o bezmostovych grafoch, kedze ak graf obsahuje most, musi
sa tento most nachédzat v kazdom z jeho 1-faktorov, teda pre ziadny takyto
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graf hypotéza neplati. Nebudeme sa vsak ani zaoberat grafmi, ktorych cyklicka
hranova suvislost je dva alebo tri. D4 sa totiz jednoducho ukézat, ze ak mame
graf z tejto kategorie, pre ktory hypotéza neplati, potom z neho vieme dostat
mensi graf, pre ktory hypotéza tiez neplati. Budeme teda pouzivat Standardnu
definiciu netrividlnych snarkov ako kubickych grafov s chromatickym indexom
4, ktoré su cyklicky hranovo 4-stvislé a maji obvod aspon pét.

2.4 Lema o Berge-Fulkersonovej hypotéze

Definicia 2.4.1. Nech G je graf. Potom 2G je graf, ktory dostaneme z grafu
G tak, Ze kaZdi hranu povodného grafu zdvojime, cim medzi kaZdymi dvomi
vrcholmi grafu 2G dostaneme dvakrdt tolko hrdn, ako to bolo v grafe G.

Definicia 2.4.2. BF-zafarbenie kubického grafu G je zobrazenie:
c: EQ2G) — {ay,b1,c1,0a9,b9, 00}

ktoré kaZdej Sestici hran z 2G incidentnyjch s tym istym vrcholom priradi rézne
farby. Hovorime, Ze kubicky graf G je BF-zafarbitelny, ak md nejaké BF-
zafarbenie.

Definicia 2.4.3. Nech G je graf. Potom G je graf, ktory dostaneme z G
vyhladenim vsetkijch vrcholov stupna dva.

Poznamka Ak G je graf, ktory obsahuje 2-reguldrne komponenty, potom v
grafe G dostédvame takzvané bezvrcholové slucky. My budeme operaciu vyhla-
denia pouzivat vyhradne na grafy, ktorych vrcholy maji stupne dva alebo tri,
a teda G bude v nasom pripade vzdy kubicky graf, ktory ale méze obsahovat
niekolko bezvrcholovych sluciek. Tieto v8ak nemusime brat do uvahy, kedZze
sa budeme zaoberat problémom zafarbenia takéhoto grafu tromi farbami, teda
otazkou, ¢i vSetky hrany incidentné s danym vrcholom maji réznu farbu.

Nasledujiice tvrdenie bolo spolu s dokazom publikované v ¢lanku [10].

Lema 2.4.4. Nech G je kubicky graf. Potom G je BF-zafarbitelny vtedy a len
vtedy, ked v grafe G ezistujii dve hranovo disjunktné pdrenia My a My také,

Ze My U My tvori cyklus v G a zdroven G\ M; je hranovo 3-zafarbitelny pre
ie{l1,2}.
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Doékaz. “=": Nech G je BF-zafarbitelny. Ak G je zaroven hranovo 3-zafarbitelny,
potom polozme M; = M, = (.

Nech G nie je hranovo 3-zafarbitelny a nech ¢ : E(2G) — {aq,b1,¢1,a9,ba, 2}
je jeho BF-zafarbenie. Pre i € {1,2} ozna¢me F; = {a;,b;,c¢;} a nech G; je
podgraf grafu 2G indukovany hranami, ktoré st ofarbené farbou z F;. Je zrej-
mé, ze (G; méa nasobné hrany, lebo inak by bol izomorfny s grafom G, ktory by
tym padom musel byt hranovo 3-zafarbitelny.

Nech M; je mnozina tych hran z G, ktorych obe im zodpovedajtice hrany
v 2G maju farbu z F;. V8imnime si, zZe ak je vrchol v € GG incidentny s hranou
z mnoziny M;, potom musi byt incidentny aj s hranou z mnoziny M;, kde
{i,j} = {1,2}. Zaroven plati, ze ziadne dve hrany patriace do M; nie si
incidentné s tym istym vrcholom. Z toho vyplyva, ze M; aj M, st parenia v
grafe G a zaroven M; U M tvori cyklus v grafe G.

Zostava ukazat, ze G\ M; je hranovo 3-zafarbitelny. Staci ukéazat, Ze graf
G \ M; vieme zafarbit tak, ze pri kazdom vrchole stupna tri su vSetky farby
rozne a pri kazdom vrchole stupfia dva st obe farby rovnaké. Nech {i,j} =
{1,2}. Treba si uvedomit, ze G'\ M; vieme dostat z grafu G, tak, ze dvojice
paralelnych hran v G; nahradime jednou hranou. Ak tato dvojica hran mala v
G, farby z;, y;, dame zodpovedajuicej hrane v G\ M; farbu z;, kde {z;,y;, 2;} =
{a;,b;,c;}. Takto dostaneme hladané zafarbenie grafu G\ M; tromi farbami.

“«<" Nech teraz v grafe G existuju parenia M;, M, s pozadovanymi vlast-
nostami. Nech G\ M; je ofarbeny farbami {a;,b;, ¢;} pre i € {1,2}. Z tohto
ofarbenia ziskame zafarbenie grafu G\ M;, ktoré obe hrany incidentné s vrcho-
lom stupna dva zafarbi rovnakou farbou, a hrany pri vrchole stupna tri zafarbi
roznymi farbami.

Zafarbenie grafu 2G Siestimi farbami ziskame nasledovne. Nech e, ey st
paralelné hrany medzi vrcholmi v a v v grafe 2G.

Ak existuje hrana medzi vrcholmi u a v v grafe G\ M; a aj v grafe G\ My,
potom e; dostane taku farbu, aki ma hrana uv v grafe G \ M.

Ak hrana medzi vrcholmi u a v existuje iba v jednom z grafov G \ M;, a
jej farba je v tomto grafe x;, potom e; dostane farbu y; a e; dostane farbu z;,
kde {x;, v, z:} = {a;, bi, ¢} O]

Poznamka Autori v ¢lanku [I0] pomocou tohto tvrdenia dokéazali, Ze Gold-
bergove snarky a Isaacsove snarky st BF-zafarbitelné. My v d'alsich kapitolach
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tejto prace pomocou tohto tvrdenia ukdzeme platnost hypotézy pre niektoré
dalsie triedy snarkov.

2.5 Fan-Raspaudova hypotéza

Hypotéza 2.5.1. Euxistuje prirodzené cislo k také, Ze kaZdy bezmostovy kubicky
graf ma k 1-faktorov s prazdnym prienikom.

Pre k = 3 je tato hypotéza znama ako Fan-Raspaudova hypotéza.

Hypotéza 2.5.2 (Fan, Raspaud). KaZdy bezmostovy kubicky graf md 1-
faktory My, My, Ms, pre ktoré plati:

MiNnMyNM;=10

Poznamka Vsimnime si, Zze ak by platila Berge-Fulkersonova hypotéza, po-
tom musi platit aj Fan-Raspaudova hypotéza. Stacilo by ako pozadované tri
1-faktory zobrat Tubovolnt trojicu 1-faktorov zo iestich, ktoré spliaju Berge-
Fulkersonovu hypotézu.

2.6 FR-trojice a ich vztah k Berge-Fulkersonove;j
hypotéze

Nasledujtica sekcia predstavuje zhrnutie druhej ¢asti ¢lanku [8]. Niektoré tvr-
denia a dbdkazy vSak uvadzame v pozmenenej podobe. V pripade, Ze nebude
uvedené inac, jedné sa o prevzatie povodného textu.

Nech G je kubicky graf, ktory ma tri 1-faktory M;, M, a Ms, ktoré splhaju
Fan-Raspaudovu hypotézu. Hovorime, Ze trojica T = {M;, My, M3} je FR-
trojicou. Ozna¢me T; C E (G) pre i € {0,1,2} ako mnozinu hran grafu G,
ktoré si FR-trojicou T" pokryté prave i-krat.

Lema 2.6.1. Nech T je FR-trojica v kubickom grafe G. Potom Ty a Ty su
disjunktné pdrenia a Ty U Ty tvori kruznice pdarnej dizky.
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Doékaz. Nech v je vrchol incidentny s hranou z Ty. Kedze T tvoria tri 1-faktory,
musi jedna zo zvySnych dvoch hran pri tomto vrchole patrit do 7, a druhé do
Ti. Podobne, ak by sme uvazovali vrchol incidentny s hranou z T5, vieme, Ze
zvysné dve hrany patria jedna do Ty a druha do 77. Teda hrany z Tj, resp. 15
tvoria péarenia, kedze kazdy vrchol je incidentny len s jednou hranou z danej
mnoziny. A kedZe ak ma vrchol hranu z jednej z tychto mnozin, musi mat
aj hranu z druhej z mnozin, tvori zjednotenie tychto dvoch mnozin kruznice
parnej dlzky. [

Nasledujtuce dve tvrdenia, a teda aj ich dokazy, boli oproti povodnému
¢lanku zmenené.

Lema 2.6.2. Ak v bezmostovom kubickom grafe G existuje FR-trojica T, po-
tom G\ Ty je hranovo 3-zafarbitelny.

Dékaz. Uvazujme, podobne ako pri predoslych dékazoch, graf G \ Tj a hla-
dajme také jeho ofarbenie tromi farbami, ze vSetky hrany incidentné s danym
vrcholom stupiia tri maju rozne farby a obe hrany incidentné s vrcholom stup-
na dva maju rovnaké farby.

Definujme farbenie ¢ : E(G\Ty) — {1,2,3} nasledovne: c(e) = i, za
predpokladu, Ze e € 17 a zaroven e € M;, alebo e € T5 a zaroven e € M; N My,
kde {i,7,k} = {1,2,3}. Situaciu popisuje nasledujici obrazok:

Ty

My Ms

Obrazok 2.3: Farbenie grafu G \ Tj
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Je zrejmé, Ze toto zobrazenie, je definované korektne, kedze kazdy vrchol
grafu G \ Ty patri bud do T}, alebo T5. Ak vrchol v ma v tomto grafe stupen
tri, potom kazda z hrédn s nim incidentna patri do 77, a teda kazda do inej
z mnozin My, Ms, M;z, a preto dostane kazda inu farbu. Ak ma vrchol v v
tomto grafe stupen dva, tak jedna z jeho hran musi patrit do 77, ozna¢me ju
e, a druhé do T5. Nech e patri do M;, potom obe hrany incidentné s vrcholom
v dostanu farbu . n

Lema 2.6.3. Nech A, Ay su pdrenia v kubickom grafe G také, Ze A; U As
tvori zjednotenie kruznic parnej dizky a graf G\ A je hranovo 3-zafarbitelns).
Potom G md FR-trojicu T taki, Ze Ty = Ay a Ty = As.

Doékaz. Myslienka dokazu spoc¢iva v tom, ze mame tri rézne 1-faktory grafu
G\ A; (kedze je tento graf hranovo 3-zafarbitelny), a pre kazdy z tychto 1-
faktorov vieme néjst zodpovedajuci 1-faktor grafu G \ A;, ktory je zéaroven
1-faktor grafu GG. Pozrime sa blizsie prave na graf G\ A;.

Kedze A; je parenie v grafe GG, mé graf G\ A; vrcholy stupna dva alebo
tri. A kedze G\ A; je hranovo 3-zafarbitelny, da sa graf G\ A; ofarbit tak, ze
pri vrcholoch stupna tri majua v8etky hrany réznu farbu a pri vrcholoch stupna
dva obe hrany rovnakua farbu. Nech ¢ : E (G \ A1) — {1,2,3} je niektoré¢ z
farbeni s touto vlastnostou.

Dalej je dolezité si uvedomit, ze vrcholy v tomto grafe, ktoré si incidentné
s hranou z mnoziny A, st prave vrcholy, ktoré maji stupen 2.

Tri 1-faktory grafu G\ A; vyberieme nasledovne. Ak e je hrana patriaca do
Ay, potom ak c(e) = 4, tak hranu e dame do pareni M; a My, kde {i,j,k} =
{1,2,3}. Ak hrana e nepatri do Ay, potom ak c(e) = 4, tak hranu e dame do
M;. (Ide o obratenie postupu zobrazeného na obrazku [2.3])

Ukazme najprv, ze kazda z mnozin M; pre ¢ € {1,2,3} je 1-faktor. Ak v
je vrchol stupna tri, znamené to, Ze ziadna z hran s nim incidentna nepatri do
As. KedZe kazda z hran pri tomto vrchole dostane vo farbeni ¢ ina farbu, patri
kazda z hran pri tomto vrchole do inej z mnozin My, My, Ms, a teda je tento
vrchol kazdou mnozinou pokryty. Nech vrchol v ma stupen dva, a nech hrany
s nim incidentné su e; a ey, pricom nech bez ujmy na vseobecnosti e; € As.
Nech dalej c(e1) = c(e2) = i. Potom e; € M; a zaroven e; € My, a ex € M;,
kde {i,j,k} = {1,2,3}. Teda opéat vidime, Ze vrchol v je pokryty kazdou z
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mnozin My, My, Ms. V oboch pripadoch je evidentné, ze ziadny vrchol nemoéze
byt pokryty viac ako raz, teda kazda z troch definovanych mnozin tvori v grafe
G\ A; 1-faktor.

Rovnako tak je zrejmé, Ze ziadna z hrén z A; sa nenachadza v ziadnom
1-faktore, a 7ze kazda z hran z A, sa nachadza v dvoch réznych 1-faktoroch,
¢im je dokaz ukonceny. [

Dosledok 2.6.4. Ak G je bezmostovy kubicky graf, potom G md FR-trojicu
prave vtedy, ked v G existuji dve pdrenia Ay, As, také, Ze ich zjednotenie tvori
kruznice pdarnej dizky, a zdroveri G\ Ay alebo G\ Ay je hranovo 3-zafarbitelns.

Doékaz. Ak G ma FR-trojicu, potom existencia dvoch pareni s pozadovanymi
vlastnostami vyplyva z tvrdenia 2.6.1] a tvrdenia [2.6.2] Opacne, ak G ma dve
parenia s pozadovanymi vlastnostami, potom existencia FR-trojice vyplyva z
tvrdenia ]

Definicia 2.6.5. FR-trojice T a T" nazgvame kompatibilné, ak Ty = T5 a
T2 == Té

Nasledujtice dve tvrdenia st uvedené s inym dodkazom nez v povodnom
¢lanku. Autori v povodnom ¢lanku totiz volili také poradie tvrdeni, ktoré
vedie k dokézaniu tvrdenia 2.4.4, My v8ak uvadzame tieto tvrdenia, aby sme
ukézali stvislosti medzi dvoma otvorenymi hypotézami.

Lema 2.6.6. V kubickom grafe G existuji dve kompatibilné FR-trojice prdve
vtedy, ked v G existuji dva 1-faktory My a My také, Ze My U My tvori v G
kruznice pdrnej dizky a zdrover G \ M; je hranovo 3-zafarbitelng prei € {1,2}.

Dékaz. “=" Nech v G existuji dve kompatibilné FR-trojice, ktoré oznac¢ime
T a T'. Potom podla tvrdenia st grafy G\ Ty a G\ T, oba hranovo
3-zafarbitelné. A kedze st tieto dve trojice kompatibilné, T = T5. Z tvrde-

nia [2.6.1|zasa vyplyva, ze Ty a T, st parenia, ktorych zjednotenie tvori kruznice
parnej dlzky. Teda ak polozime M, = Ty a My = Ty (= T}), dostavame hladané
perfektné parenia.

“«<" Nech v G existuju parenia M; a My s danymi vlastnostami. Potom
z tvrdenia [2.6.3] vyplyva, Ze v G existuje FR-trojica T taka, 7e To = M a
To = My, a zaroven existuje FR-trojica T taka, ze Ty = My a T = Mo. Ze st
obe tieto trojice kompatibilné vyplyva priamo z definicie. ]
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Lema 2.6.7. Kubicky graf G md Fulkersonovo pokrytie prave vtedy, ked G md
dve kompatibilné FR-trojice.

Doékaz. Dokaz vyplyva priamo z predchadzajiceho tvrdenia a tvrdenia [2.4.4]
O]



Kapitola 3

Goldbergove a Isaacsove snarky

V tejto kapitole zhrnieme vysledky z ¢lanku [10] tykajuce sa BF-zafarbitelnosti
Goldbergovych a Isaacsovych snarkov.

3.1 Goldbergove snarky

Pre neparne k£ > 3 skonstruujeme Goldbergov snark Gy tak, Ze zoberieme k
zékladnych blokov, ktoré pospajame ako na obrazku |3.1|

1 1 2 2 4 5
i U3 G Y3 Ui v2

1 1 2 2 ;

v v W v v v
: A v | 8 vg |7
....... : - - 9 I
U3 Uy U3 U1 ' va
1)1 ’U? Ué

Obrazok 3.1: Goldbergov snark Gy,

3.1.1 Dokaz o BF-zafarbitel'nosti
Lema 3.1.1. Trieda Goldbergovych snarkov je BF-zafarbitelnd.

15
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Doékaz. Nech Gy, je Goldbergov snark, ktory vznikol spojenim k blokov. Aby
sme ukazali, Ze graf Gy, je BF-zafarbitelny, stac¢i podla tvrdenia[2.4.4] aby sme
v nom nasli dve parenia M; a My, ktorych zjednotenie tvori kruznice péarnej

dlzky, pricom grafy Gi\M; a G\ M, st hranovo 3-zafarbitelné.
Pérenia M, a Ms vyberieme ako nasledujice mnoziny hréan:

2.2 2 3
= {vv?, v3vf, .. v5or, } U {ugug, v3ug, vgus, vivs, .., vgug, vpy )
2 9 kok okok o ko1
My = {vjvd, vlo2, .. oFoh Y U {vivd v2e vl okl ukok vkl

Zdoéraznime, ze hrany z bloku B; vyberame odlisnym sposobom ako hrany
z ostatnych blokov.

/ 7

Obrézok 3.2: M; U M,

Na zaver dokazu ukazeme, ze kubické grafy G\ M; a G\ M, st oba hamil-
tonovské, teda hranovo 3-zafarbitelné. Uvazujme najprv graf Gp\M;, ktory
vznikne vyhladenim vrcholov stupia dva v grafe zobrazenom na obréazku [3.3]
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=S X

Obrazok 3.3: G\ M,

Hamiltonovska kruznica grafu G\ M; je uréené nasledujicou postupnostou
vrcholov:

1,1,1.1 2 3 k
UsUgUg U7 U5 Vs - . . Us

Pozrime sa teraz na graf G\ My, ktory vznikne vyhladenim vrcholov stupna
dva v grafe zobrazenom na obrazku

——

/ |

Obrazok 3.4: G\ M,

Tento graf pozostava z (k—1)/(2) bezvrcholovych sluciek a jedného kompo-
nentu, ktorého hamiltonovska kruznicu tvori nasledujica postupnost vrcholov:

1,1.1.1,2, 3 k
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3.2 Isaacsove snarky

Pre neparne k£ > 3 skonstruujeme Isaacsov snark [ pospajanim k blokov ako
na obrazku 3.5l

Obréazok 3.5: Isaacsov snark I,

3.2.1 Dokaz o BF-zafarbitel'nosti

Lema 3.2.1. Trieda Isaacsovych snarkov je BF-zafarbitelnd.

Dékaz. Na dokaz znovu pouzijeme lemu [2.4.4 Zoberme si Isaacsov snark Iy,
ktory vznikol spojenim % blokov. Ukazeme, ze v grafe I existuji dve parenia
M, a M, ktorych zjednotenie tvori kruznicu parnej dlzky, pricom grafy I;,\ M,
a I\ M> st oba hamiltonovské, a teda hranovo 3-zafarbitelné.

Pérenie M, (Ms) vyberieme ako kazdu parnu (neparnu) hranu nasledujicej

kruZnice:

1,23 k)12 3 k
C = {uyusus . . . usuzuzus . .. ug}
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Obrazok 3.6: Kruznica v grafe I}

Grafy I\ M, a I\ M, vyzeraji nasledovne:

a b

Obrazok 3.7: (a) I\ My; (b) I\ M-

Z obrazku vidime, ze oba grafy I\ M; aj I\ Ms st izomorfné s grafom na
obréazku [3.8] ktory je evidentne hamiltonovsky.
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Obrazok 3.8: I\ M;

20



Kapitola 4

Ziovseobecnené BlanuSove snarky

Blanusa v [2] popisal dva snarky, oba na 18-tich vrcholoch. Boli to dva z pr-
vych znamych snarkov a nazyvaju sa BlanuSove snarky. Isaacs ukazal v [12],
7e sa tieto snarky daji zostrojit pomocou sucinu kubickych grafov z dvoch
Petersenovych grafov. V [22] ukdzal Watkins ako mozno zostrojit dve neko-
necné triedy snarkov radu 10 + 8n, ktoré obsahuji Blanusove snarky. V tejto
kapitole popiSeme obe triedy zovSeobecnenych BlanuSovych snarkov a pomo-
cou tvrdenia ukazeme platnost Berge-Fulkersonovej hypotézy pre tieto
snarky:.

4.1 Popis

4.1.1 Bloky

Existuju dva typy zovSeobecnenych BlanuSovych snarkov, oba st vsak konstru-
ované podobnym sposobom. Skladaji sa z konkrétnej konfiguracie a retaze,
ktora vznikne pospajanim n rovnakych blokov za seba (vid obr. [4.1)).

21
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Obrazok 4.1: A-blok

Pre tento blok, budeme ho nazyvat A-blok, plati, Ze ak by sme ho chceli
hranovo zafarbit tromi farbami, museli by sme pre dvojicu hrén a a ¢ (a teda
aj pre dvojicu hran b a d) pouzit tu istu farbu. ModZzeme sa o tom Tahko
presvedcit sporom. Skisme ofarbit tento blok farbami z mnoziny 1,2, 3 tak,
aby hrana a dostala farbu 1 a hrana ¢ farbu 2. Bez ujmy na vSeobecnosti
mozeme predpokladat, Ze hrana C'W ma farbu 1 a teda hrana C'Z ma farbu 3.

Obrazok 4.2: Farbenie A-bloku

Pozrime sa teraz na vrchol X. Niektora z hran s nim incidentna musi mat
farbu 1, ale nemo6ze to byt ani AX ani WX, musi to byt teda XS. Toto
pozorovanie nam ur¢i farby dalsich hran, az dostavame:

Obrazok 4.3: Farbenie A-bloku

Vsimnime si kruznicu A,Y, B, W, X. Ked7e je to kruznica neparnej dlzky,
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musi byt kazda z troch farieb pouzitd aspon na jednu z jej hran. Ale ako
vidime, Ziadna z hran nemoze dostat farbu 1, kedZe uz Styri z vrcholov na
tejto kruznici st incidentné s hranou farby 1. Teda sa ndm tento blok takymto
sposobom ofarbit nepodari.

4.1.2 ZovSeobecnené BlanuSove snarky typu 1 a 2

Zovseobecnené Blanusove snarky prvého typu dostaneme tak, Ze zoberieme
dva vrcholy spojené hranou. Oznac¢me tieto vrcholy u a v. K tymto vrcho-
lom pripojime retaz tvorena z n A-blokov, pospéjanych ako na obrazku [4.4]
Vidime, ze vysledny graf musi byt snark, pretoze ak by sme chceli retaz A-
blokov hranovo ofarbit tromi farbami, dostali by sme rovnaké farby pre hrany
z vrchola u, ktoré veda k vrcholom tejto retaze (rovnako plati aj pre vrchol v).

THWRCOEHC

Obrazok 4.4: Zovseobecnené Blanusove snarky prvého typu

Zovseobecnené BlanuSove snarky druhého typu dostaneme podobnym spo-
sobom, ale s tym rozdielom, Ze dvojicu vrcholov u a v nahradime nasledujtiicou
konfiguraciou:

Uy U2

U1 (%)

Obrazok 4.5:
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Aj v tomto pripade dostavame snark, pretoze tato konfiguracia ma rovnaku
vlastnost ako dva vrcholy spojené hranou, a sice, ze ak ju chceme zafarbit tromi
farbami, musime pre hrany z vrcholov uy a us pouzit rozne farby (rovnako plati
pre vrcholy v a vy). Tento fakt je mozné I'ahko nahliadnut, ak si uvedomime,
7e spojenim polhran incidentnych s vrcholmi u; a us, a spojenim polhran
incidentnych s v; a vy, dostaneme Petersenov graf. Ak by teda existovalo
farbenie, ktoré zodpovedajicim polhranam priradi rovnaku farbu, existovalo
by aj farbenie Petersenovho grafu.

Poznamenajme, Ze miesto pévodnej dvojice vrcholov by sme mohli zobrat
Tubovolnu konfiguraciu, ktorta dostaneme z nejakého snarku rozdelenim dvoch
hrdn. Ak by sme ju pripojili podobnym sposobom ako v predchadzajicom
pripade, mali by sme z rovnakych dévodov zarucené, ze vysledny graf nie je
hranovo 3-zafarbitelny. Tato operacia (nahradenie dvojice susednych vrcholov
konfiguraciou ziskanou z nejakého grafu rozdelenim dvoch hran) sa nazyva si-
¢in kubickych grafov a v d'alSej ¢asti prace je jej venovana samostatna kapitola.

4.2 Dokaz o BF-zafarbitel'nosti

Tvrdenie 4.2.1. Ak G je zovSeobecneny BlanuSov snark (prvého, alebo dru-
hého typu), potom G je BF-zafarbitelny.

Dékaz. Na dokaz samozrejme vyuzijeme tvrdenie [2.4.4 Nech G je zovseobec-
neny BlanuSov snark rddu n. Ukazeme, Ze v tomto grafe existuje kruznica
dlzky n — 4 s vlastnostou, ze ak odstranime z grafu kazda druht hranu tejto
kruznice (jednym ¢i druhym spdsobom) a nésledne aplikujeme operaciu vyhla-
denia, dostaneme graf K, ktory je evidentne hranovo 3-zafarbitelny.

Nech G je graf prvého typu, a nech obsahuje k& A-blokov. Hladant kruznicu
ziskame zjednotenim nasledujtcich ciest (obrazok :

e 7z prvého A-bloku vyberieme cestu: (vg, vi, vi, vi, vi, vs v),

e z posledného (k-teho) A-bloku vyberieme cestu: (vf, v§, v§ vk vF vk vF),

e prei € {2,...,k—1} vyberieme z i-teho A-bloku dve cesty: (v}, v}, vt vi)
a (v, V7, V3, v3),
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e prei € {1,....k — 1} spojime dva bloky hranami (v, v5™") a (vg, vi™).

U1 vy v v3 vy (5 3

1 b 2
Ui T " Ui T "

Obrazok 4.6: Kruznica parnej dlzky predstavujica M; U M,

Samozrejme na to, aby sme vybrali takito kruznicu, musi graf obsahovat
aspon dva bloky. V pripade, Ze obsahuje iba jeden, ide o Petersenov graf, o
ktorom je zndme, Ze je BF-zafarbitelny, preto tento $pecidlny pripad dokazovat
nebudeme.

Po odstraneni kazdej druhej hrany z tejto kruznice mézu nastat dva pripa-
dy, podla toho, ktoré parovanie zvolime:

Obrézok 4.7: Odstranenie M;

Obrézok 4.8: Odstranenie M,

V oboch pripadoch je zrejmé, Ze po vyhladeni hran dostavame graf K.
Pre pripad zovseobecnenych Blanusovych snarkov druhého typu vyberieme
kruznicu podobne. Pokial ide o postupnost A-blokov, rozdiel je len pri vybere
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hran v prvom bloku, z ktorého kruznica prechadza na cast grafu, ktora vznikla
nahradenim dvojice vrcholov u a v. Situiciu popisuje nasledujtci obrazok:

Obrazok 4.9: Kruznica parnej dlzky predstavujica M; U My

Odstranenim niektorého z parovani dostavame tieto grafy:

Obrézok 4.10: Odstranenie M,

Obréazok 4.11: Odstranenie M,

Znova je zrejmé, ze po vyhladeni hran dostavame K. ]



Kapitola 5

Zovseobecnené Szekeresove snarky

Szekeresov snark bol objaveny v roku 1973 [20]. Ma 50 vrcholov a bol to
piaty znamy snark vobec. Watkins popisal v [22] nekoneénu triedu snarkov
s radmi 50 + 40n, ktora obsahuje Szekeresov snark. V tejto kapitole popiSe-
me triedu zovSeobecnenych Szekeresovych snarkov a ukdzeme pre nu platnost
Berge-Fulkersonovej hypotézy.

5.1 Popis

5.1.1 Szekeresov snark

Podobne ako pri zovseobecnenych Blanusovych snarkoch, budeme pre popis
triedy snarkov vyuzivat konfiguracie s istymi vlastnostami. Zakladnymi budua
nasledujuce bloky:

Obrézok 5.1: Petersenov blok

O tejto konfiguracii plati, ze ak chceme jej hrany ofarbit tromi farbami,

27
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polhrany a a b musia mat réznu farbu a zaroven polhrany ¢ a d musia byt ofar-
bené rozne. Ide v tomto pripade o rovnakid konfiguraciu, aki sme vyuzili pri
Blanusovych snarkoch druhého typu, teda taki, ktora vznikla z Petersenovho
grafu rozdelenim dvoch hran. Dalej budeme tito konfiguriciu oznacovat ako
Petersenov blok.

U1
(%1 V2
Uy
Us A V2
Uy ¢ b U2 ~ ".(
AN A

Uus *—0—0 Us

V4 v

3

Obréazok 5.2: Petersenov graf

Samotny Szekeresov snark vyzerd nasledovne:

Obrazok 5.3: Szekeresov snark

Ukézme teraz, ze tento graf je naozaj snark. Vyuzijeme uz spominany fakt,
ze ak v nejakom snarku nahradime dvojicu spojenych vrcholov konfiguraciou,
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ktort dostaneme z nejakého snarku rozdelenim dvoch hran, bude vysledny graf
znovu snark. V naSom pripade si za povodny graf zoberieme Petersenov graf
a urobime v nom takito vymenu péatkrat:

U1

(%) Us

112

Obréazok 5.4: Petersenov graf

7, obrazku je zrejmé, ze ak v tomto grafe nahradime Petersenovym
blokom kazdu z dvojic vrcholov (u;, v;), pre i € {1, ...,5}, dostaneme Szekeresov
snark.

5.1.2 ZovSeobecnené Szekeresove snarky

Struktara Szekeresovho snarku vyzera nasledovne:

A

Obréazok 5.5: Strukttra Szekeresovho snarku

Stvorec so Styrmi polhranami na obrazku reprezentuje Petersenov blok.
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Blok oznaceny pismenom A budeme nazyvat hlavny blok, vSetky ostatné blo-
ky budeme nazyvat vedlajsie. Nekonecnu triedu snarkov dostaneme tak, Ze
pridéavame $tvorice vedl'ajsich blokov, kazdu tvorent 40-timi vrcholmi, pri¢om
tieto Stvorice spajame nasledujicim sposobom:

o sz

Obréazok 5.6: ZovSeobecneny Szekeresov snark na 130 vrcholoch

Ze v takomto pripade ide o snark ukazeme podobnym spdsobom ako v pred-
chadzajicom pripade. Tentokrat si za zékladny graf zoberieme zovSeobecneny
Blanusov snark prvého typu a v iom nahradime dvojice susednych vrcholov
Petersenovymi blokmi:

Obrazok 5.7: Zovseobecneny Blanusov snark na 26 vrcholoch

5.2 Dokaz o zafarbitel'nosti

Tvrdenie 5.2.1. Ak G je zovseobecneny Szekeresov snark, potom G je BF-
zafarbitelny.
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Dokaz. Najprv ukdzeme, Ze vieme najst vhodnt kruznicu parnej dizky, z kto-
rej vieme odvodit BF-zafarbenie pre Szekeresov snark, potom ukazeme, ako
mozno tuto kruznicu zostrojit podobnym spésobom pre I'ubovolny graf z trie-
dy zov8eobecnenych Szekeresovych snarkov. Kruznicu pre Szekeresov snark
vyberieme nasledujtcim spésobom:

Obrazok 5.8: Kruznica parnej dlzky predstavujiuca M; U M,

Po odstréaneni kazdej druhej hrany z kruznice, jednym a druhym spoésobom,
dostavame tieto dva grafy:

Obrézok 5.9: Odstranenie M;
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Obrézok 5.10: Odstranenie M,

Na zaklade obrazkov je zrejmé, zZe v oboch pripadoch po vyhladeni hran
dostaneme graf K4, ktory je hranovo 3-zafarbitelny, a teda podl'a tvrdenia[2.4.4]
je Szekeresov snark BF-zafarbitelny.

Pozrime sa teraz na vSeobecny pripad grafu z triedy zovseobecnenych Sze-
keresovych snarkov. V pripade Szekeresovho snarku sme nasli jednu kruznicu,
ktora v hlavnom bloku pokryla vsetky vrcholy okrem Styroch, a v ostatnych
blokoch pokryla vsetky vrcholy. Ukazeme, ze aj vo vSeobecnom pripade vieme
najst kruznicu s tymito vlastnostami.

Vedlajsie bloky budeme prechédzat rovnakym spoésobom, ako v pripade
Szekeresovho snarku, teda v kazdom bloku prejdeme dve cesty, jednu z a do b
a druht z ¢ do d:

Obrazok 5.11: Cesty vo vedlajsich blokoch

Balej potrebujeme ukazat, ze vieme prechéddzat medzi jednotlivymi blokmi
tak, aby sme presli cez kazdy z nich dvakrat, raz po kazdej zo spominanych
ciest:
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Obrazok 5.12: Vyber kruznice pre zovSeobecnené Szekeresove snarky

Pozrime sa teraz na to, ako v pripade Szekeresovho snarku vyzerali hrany
kruznice, ktoré prechadzali cez hlavny blok. V podstate bola kruznica tvorené
dvomi cestami, ktoré vedi po hranach mimo hlavného bloku, jedna z a do b
a druhé z ¢ do d, a dvomi cestami v ramci hlavného bloku, jedna z a do ¢ a
druhé z b do d.

Uk&zme teraz, Ze obe cesty mimo hlavného bloku st neparnej dizky. Kazda
z ciest sa skladé z hran, ktoré st v ramci niektorého z vedl'ajsich blokov a z hran
ktoré st medzi dvomi susednymi blokmi. KedZe tychto blokov je parny pocet,
je parny aj pocet hrén cesty, ktoré sa nachadzaju v ramci tychto blokov. Hrany
medzi hlavnym blokom a vedl'aj$imi blokmi st dve, a hran medzi vedlajsimi
blokmi je neparny pocet. To znamené, Ze celkovy pocet hran je neparny.

Tato skuto¢nost nam zarucuje, ze po odstraneni kazdej druhej hrany kruz-
nice nastane vzdy situacia ako v pripade grafu s 50 vrcholmi, a sice, Ze pokial
ide o hrany medzi hlavnym blokom a vedlajsimi blokmi, v grafe ostant bud obe
hrany vedtice z vrcholov a, b, alebo obe hrany z vrcholov ¢, d. Tym ukizeme,
7e po odstraneni kazdej druhej hrany kruznice z grafu a néslednom vyhladeni
hran, dostavame opét rovnaky graf (K,) ako v pripade Szekeresovho snarku.
Vyplyva to z toho, Ze kazdy vrchol mimo hlavny blok lezi na kruznici, teda po
odstraneni hran bude mat stupen dva, a teda po vyhladeni ostant len vrcholy
v hlavnom bloku. Mohlo by sa mozno stat, ze nam po vyhladeni ostanii nejaké
bezvrcholové slucky, ale ako vyplyva z dokazu tvrdenia [2.4.4] tieto nam nijako
neprekazaju. ]



Kapitola 6
Stucin kubickych grafov

V tejto kapitole sa pozrieme bliZsie na techniku hl'adania BF-zafarbenia pomo-
cou pareni s vhodnymi vlastnostami, a ziskané poznatky pouzijeme na ukazanie
platnosti Berge-Fulkersonovej hypotézy pre Specidlne pripady grafov zostroje-
nych pomocou suc¢inu kubickych grafov.

6.1 KruZnice parnej dizky

Vratme sa spit k dokazu tvrdenia 2.4.4] Konkrétne k implikacii, ze ak je
kubicky graf G BF-zafarbitelny, potom v fiom existuju dve pérenia s istymi
vlastnostami, §pecialne také, ktoré v grafe G tvoria kruznice parnej dizky. V
dokaze sme postupovali tak, ze sme predpokladali existenciu BF-zafarbenia,
zvolili sme si rozdelenie Siestich farieb do dvoch skupin po troch, a nasledne
sme na zaklade konkrétneho farbenia a konkrétneho rozdelenia vybrali kruznice
parnej dlzky. Je teda zrejmé, Ze ak by aj existovalo len jediné BF-zafarbenie
grafu G (aZ na izomorfizmus), existuje viacero spdsobov, ako vybrat kruznice
parnej dlzky. Ak si totiz zoberieme iné rozdelenie farieb do dvoch skupin,
dostaneme iné kruznice v grafe.

Pre tucely nasledujucej ¢asti prace zavedme tieto konvencie. Ak budeme
kubicky graf farbit tromi farbami, tieto farby buda prvky mnoziny {1,2,3}.
Ak budeme graf 2G farbit Siestimi farbami, budu tieto farby prvky mnoziny

34
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{1,2,3,1',2',3'}, pri¢om naSe rozdelenie farieb do dvoch skupin bude:
C=1{1,2,3}
c'={12,3}
Navyse, ak budeme predpokladat, Ze x je nejaka farba z mnoziny C, potom
2’ je prislusnéa farba z mnoziny C’. Ak e je hrana grafu G, potom dvojicu
paralelnych hran v grafe 2G, ktoré zodpovedaji hrane e, budeme oznacovat
€1, €.

Pozrime sa teraz na to, aké kruznice parnej dlzky vieme v grafe najst, na
zéklade toho, aké ofarbenie (resp. rozdelenie do skupin), si zvolime. Pripo-
menme, %e hrana grafu G patri do niektorej kruznice préave vtedy, ked dve
jej zodpovedajuce hrany v grafe 2G su ofarbené farbou z tej istej skupiny (C

alebo C”). Dve zakladné tvrdenia st oc¢ividné, zavedme v8ak najprv pomocni
definiciu:

Definicia 6.1.1. Nech G je kubicky bezmostovy graf, ktory je BF-zafarbitelny).
Potom cyklus pozostdvajici z kruznic pdrnej dizky, s vhodngmi vlastnostami,
ktorého existencia vyplyva z tvrdenia nazveme riesenie problému BF-
zafarbenia pre graf G.

Tvrdenie 6.1.2. Nech G je kubicky BF-zafarbitelny graf a nech e je hrana
grafu G. Potom pre graf G existuju dve rozne riesenia problému BF-zafarbenia
Ky, Ky C E(G), pricome € Ky, e ¢ Ks.

Doékaz. V pripade K; zoberieme také farbenie, ktoré hranam v grafe 2G, zod-
povedajicim hrane e, da farby 1 a 2, v pripade K3 to budua farby 1 a1’. [

Tvrdenie 6.1.3. Nech G je kubicky BF-zafarbitelni graf a nech v je vrchol
grafu G. Nech v je incidentny s hranami e, f, g. Potom pre graf G existuji
dve rozne rieSenia problému BF-zafarbenia Ky, Ko C E(G), pricom e, f € K,
e, f,9 ¢ Ks.

Doékaz. V pripade K zoberieme také farbenie ¢ grafu 2G, pre ktoré plati:

C(el> =1, 0(62) =2, C(fl) - 1/7 C(f2) - 2,7 c(.gl) =3, 0(92) =3
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V pripade K, zoberieme farbenie c:

cler) = 1,c(ez) = 1/,C(f1) =2,c(f2) = 2/70(91) =3,¢(g2) = 3
O

Vsimnime si, ze v oboch pripadoch moéze ist o to isté zafarbenie, rozdiel
je len v rozdeleni do skupin C', C’. Pri podrobnejSsom skiimani v8ak moZno o
existujucich rieSeniach povedat eSte viac.

Definicia 6.1.4. Nech G je graf, C nech je mnoZina farieb a p nech je permu-
tacia mnoziny C. Nech c je farbenie grafu G farbami z mnoZiny C. Farbenie
c(p) je farbenie grafu G farbami z mnoZiny C, pre ktoré plati:

c(p)(e) = p(c(e)), kdee € {E(G)}

Tvrdenie 6.1.5. Nech G je kubicky BF-zafarbitelny graf a nech e, f si lubo-
volné hrany grafu G. Potom pre graf G ezistuji dve rozne riesenia problému
BF-zafarbenia K1, Ky C E(G), pricome, f € Ky, e, f ¢ Ks.

Doékaz. Zoberme si také farbenie c grafu 2G, pre ktoré hrana e lezi na niektorej
z kruznic parnej dlzky. Ak aj hrana f lezi na nejakej kruznici, niet ¢o doka-
zovat. Predpokladajme teda, ze hrana f na kruznici nelezi. Nech bez ujmy
na vieobecnosti c(e1) = 1,c¢(ex) = 2. Dalej nech ¢(f1) = z,¢(fs) = ¥/, pre
x € C,y € C'. Nastane jedna z tychto dvoch moznosti:

Ak z € {1,2}, potom zoberme farbenie ¢ = ¢(y/,3). Pri farbeni ¢ buda
farby pre ej, es rovnaké ako pri farbeni ¢, a dostaneme ¢'(f;) = z,(f2) = 3,
teda pri farbeni ¢ maju vSetky Styri uvazované hrany farbu z mnoziny C a
teda e aj f lezia na niektorej z kruznic.

Ak x = 3, potom zoberme farbenie ¢ = ¢(2/,3), kde 2’ € C’, pricom 2" # y/.
Farby pre e, e ostéavaju opat rovnaké, ale obe farby pre hrany f;, fs st teraz
z mnoziny C’; teda e aj f lezia na kruznici.

V pripade, Ze chceme, aby ani jedna z hran e, f nelezala na kruznici,
postupujeme podobne. O

Tvrdenie 6.1.6. Nech G je kubicky BF-zafarbitelny graf a nechu, v si susedné
vrcholy grafu G. Potom existuje rieSenie problému BF-zafarbenia grafu G také,
Ze Ziadna z hrdn tohto rieSenia nie je incidentnd ani s w, ani s v.
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Dékaz. Nech e = uv. Nech vrchol v je okrem e incidentny s hranami f, g a
nech u je okrem e incidentny s hranami s, t. Zoberme si farbenie ¢ grafu 2G,
pre ktoré plati:

cler) = 1,c(eg) = 1/,C(f1) =2,c(f2) = 2/70(91) =3,c(g2) = 3

Teda mame zarucené, Ze ziadna z hran e, f, g nelezi na kruznici. Nasta-
va teraz jedna z dvoch moznosti, bud ani jedna z hran s, ¢ nelezi na Ziadnej
kruznici, alebo na niektorej lezia obe tieto hrany. V prvom pripade niet ¢o do-
kazovat, pozrime sa teda na druhtt moznost. Aby obe hrany lezali na kruznici,
musi byt jedna dvojica paralelnych hran v 2G ofarbena farbami 2,3 a druhé
farbami 2/, 3'.

Nech teda bez ujmy na vSeobecnosti ¢(s1) = 2, ¢(sq9) = 3, ¢c(t1) = 2/, ¢(t2) =
3. Zoberme si farbenie ¢ = ¢(1,2,2’). Dostavame (obr. [6.1)):

Cl(el) = 27 c,(€2) = 1/7 C/(fl) = 2/7 Cl(fZ) = 17 C/(gl) - 3) Cl(gZ) = 3/
d(s1) =2, (s2) =3,c(t1) =1,d(t2) =3

Obrazok 6.1: Farbenia ¢ a ¢

Vidime teda, ze pri farbeni ¢ nelezi ziadna z hran z mnoziny {e, f, g, s,t}
na ziadnej kruznici. ]
6.2 Sucin kubickych grafov

Sucin kubickych grafov je operacia, ktora z dvoch kubickych grafov vyrobi treti
kubicky graf. Tato operdcia ma tu vlastnost, ze ak GGy aj G5 su snarky, potom
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aj G je snark. Jej autorom je [saacs, a je to vobec prva znama operacia tohto
druhu [12].

6.2.1 Definicia

Nech GG; a G4 st kubické grafy. Nech e; = ab a e; = cd st dve nesusedné
hrany grafu GG;. Nech x a y st susedné vrcholy v grafe G5 a nech x ma okrem
y susedov r, s a y mé susedov ¢, u. Graf G = ;.G dostaneme tak, ze v grafe
(G odstranime hrany eq, e, v grafe Gy odstranime vrcholy z, y, a tieto dva
grafy spojime novymi hranami: ar, bs, ct, du.

r

Obréazok 6.2: Sucin kubickych grafov

Aby sme ukazali, Ze su¢inom dvoch snarkov je opét snark, pouZijeme tvrde-
nie zname ako paritna lema, ktorej dokaz je mozné najst napriklad v |5l 12} [14].

Lema 6.2.1. Nech G je kubicky hranovo 3-zafarbitelny graf. Nech A je rez v
grafe G, pozostavaguci z n hrdn. UvaZuyme zafarbenie hrdn grafu G farbami
(1,2,3) a prei € {1,2,3} oznacme n; ako pocet hrdan rezu A, ktoré si ofarbené
farbou i. Potom

niy = ny = ng = n(mod 2)

Uvazujme graf G = (G1.G5, pricom G a G5 su snarky. Ak by existovalo
hranové zafarbenie tohto grafu tromi farbami, museli by sme pre Styri novop-
ridané hrany pouzit bud $tyrikrat ta ista farbu, alebo dve rozne farby, kazda
dvakrat. Keby sme hrany z vrcholov a a b zafarbili rovnako (a teda aj hrany
z vrcholov ¢ a d by boli zafarbené rovnako), vedeli by sme z tohto farbenia
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odvodit farbenie grafu GG;. Ak by sme ale hrany z vrcholov a a b ofarbili roz-
ne, museli by aj hrany z vrcholov ¢ a d byt ofarbené rozne, a navyse pre obe
dvojice hran by sme museli pouzit ta istt dvojicu farieb. Z toho vyplyva, ze
by sme vedeli odvodit hranové farbenie grafu G5 pomocou troch farieb. Teda
ak ani jeden z grafov GG; nebol hranovo 3-zafarbitelny, nebude zafarbitelny ani
graf G.

Nie je takisto tazké vidiet, ze ak st dva grafy hranovo cyklicky 4-sivislé a
maji obvod aspon pét, bude mat tieto dve vlastnosti aj graf, ktory vznikne z
tychto dvoch grafov pomocou stcinu kubickych grafov.

6.2.2 Vztah BF-zafarbitel'nosti a si¢inu kubickych grafov

Pozrime sa teraz na vztah medzi BF-zafarbitelnostou a stuc¢inom kubickych
grafov. Zaujima nas, ¢i vieme povedat nie¢o o BF-zafarbiteInosti grafu, ktory
dostaneme pomocou tejto operécie, ak vieme nieco o grafoch, na ktoré sme
operaciu aplikovali.

Budeme sa zaoberat Specialnym pripadom sucinu kubickych grafov, a sice,
7e konfiguracia so styrmi polhranami, ktorti dostaneme z jedného zo snarkov,
je hranovo 3-zafarbitelna. Pozrime sa najprv na pripad, kedy takato situécia
nastane pre snark, z ktoré¢ho odstranime dva vrcholy.

Nech teda G je snark, a nech u, v st susedné vrcholy v grafe G. Nech
e = uv. Nech vrchol u je okrem hrany e incidentny s hranami f a ¢ a nech
vrchol v je okrem hrany e incidentny s hranami s a ¢. Nech konfiguracia
G \ {u,v} je hranovo 3-zafarbitelna a nech c¢ je farbenie tejto konfiguracie
tromi farbami. Je zrejmé, ze musi platit: ¢(f) = ¢(g) a ¢(s) = ¢(t). Mozu teda
nastat dve situacie, bud su vSetky $tyri polhrany ofarbené tou istou farbou,
alebo maju po dvoch rovnaké farby. Treba si vSak uvedomit, Zze ak nastane
jedna z moznosti, potom vieme najst aj také farbenie, kedy nastane druha z
moznosti.

Nech napriklad ¢(f) = c(g) = 1 a ¢(s) = c(t) = 2. Zoberme si cestu
zacinajicu polhranou s, ktora vedie striedavo hranami s farbou 1 a 2. Této
cesta musi nutne kon¢it polhranou ¢, lebo ak by koncila polhranou f alebo g,
dostali by sme vymenou farieb 1 a 2 na tejto ceste také farbenie, ktoré sa da
rozsirit na farbenie péovodného grafu GG. Ak teraz prehodime farby na ceste z
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s do t, dostavame farbenie, ktoré vSetkym Styrom polhrandm priradi farbu 1.
Opac¢ny pripad sa dé ukazat rovnakym sposobom.

Definicia 6.2.2. Nech G je snark. Hranu uv grafu G nazijvame nepotlacitel-
nou, ak graf G\ {uv} je hranovo 3-zafarbitelny.

Vsimnime si, Ze hrana uv snarku G je nepotlacitelna prave vtedy, ked
konfiguracia G \ {u,v} je hranovo 3-zafarbitelna.

Tvrdenie 6.2.3. Nech Gy je kubicky BF-zafarbitelny graf, a nech Gy je snark,
pricom uv je nepotlacitelnd hrana grafu G,o. Nech G = G1.Gg, pricom sme
pri sucine grafov z grafu Go odstranili vrcholy uw a v. Potom graf G je BF-
zafarbitelny.

Dékaz. Nech e a f st hrany grafu Gy, ktoré sme pri konstrukcii G rozdelili
na polhrany. Kedze G bol BF-zafarbitelny, existuji kruznice parnej dlzky v
tomto grafe, ktoré predstavuju riesenie tohto problému. Podla tvrdenia [6.1.5
existuje také rieSenie, Ze ani jedna z hran e a f nelezi na Zziadnej z kruznic.
Oznacme parenia, ktoré tvoria toto rieSenie, ako M; a Ms. 7 toho, ¢o vie-
me o grafe G a o pareniach M; a M, vyplyva, ze graf G; \ M; je hranovo
3-zafarbitelny a obsahuje hrany e a f (respektive hrany, ktoré vznikli vyhla-
denim vrcholov incidentnych s tymito hranami, ktoré v takom pripade pre
jednoduchost tiez oznacme ako e a f).

Budeme sa teraz snazit ukazat, ze pre i € {1, 2} je graf G; \ M;.G hranovo
3-zafarbitelny, za predpokladu, Ze hrany, ktoré pri tejto konstrukeii rozdelime,
st e a f a vrcholy, ktoré sme odstranili z Gy, st v a v. Pozrime sa na graf
G1\ M;. Vieme, Ze konfiguracia, ktoru z tohto grafu dostaneme rozdelenim
hréan e a f je hranovo 3-zafarbitelna. Takisto vieme, Ze existuje také jej ofar-
benie, v ktorom polhrany, ktoré vznikli z tej istej hrany, budi mat rovnaku
farbu.

Ak sa teraz pozrieme na konfiguraciu Gy \ {u, v}, vieme podla predoslého
pozorovania, ze sme schopni tuto konfiguraciu zafarbit tak, aby polhrany, ktoré
vznikli z toho istého vrchola, mali rovnaka farbu, ¢ uz aby boli po dvoch
rovnaké, alebo aby boli vSetky styri rovnaké.

Je teda zrejmé, ze ak by sme v grafe G vybrali kruznice zodpovedajice
M U My, vedeli by sme graf G\ M; zafarbit tromi farbami, teda je graf G
BF-zafarbitelny. O
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Definicia 6.2.4. Snark G nazgvame kriticky, ak kaZdd hrana v grafe G je
nepotlacitelnd.

Dosledok 6.2.5. Ak Gy je kubicky BF-zafarbitelny graf a Gy je kriticky snark,
potom graf G1.Gs je BF-zafarbitelnyj.

Dékaz. Vyplyva priamo z predchadzajuceho tvrdenia. O

Doésledok 6.2.6. Ak G je kubicky BF-zafarbitelny graf a P je Petersenov graf,
potom graf G.P je BF-zafarbitelny.

Doékaz. Vyplyva z predchadzajuceho tvrdenia a faktu, Ze Petersenov graf je
kriticky. To sa Tahko overi, kedZe Petersenov graf je hranovo tranzitivny, a
teda existuje az na izomorfizmus jedina konfiguracia, ktora moze odstranenim
dvoch susednych vrcholov z tohto grafu vzniknut. ]

Pozrime sa teraz na druhi z moznosti, kedy konfiguracia, ktora vznikla
zo snarku rozdelenim dvoch nesusednych hran na polhrany, je hranovo 3-
zafarbitelna. Ozna¢me hrany, ktoré sme rozdelili na polhrany, ako e a f.
Oznacme dalej polhrany pochadzajice z e ako e; a e, a polhrany pochadza-
juce z f ako f1 a fo. Je zrejmé, ze akékolvek ofarbenie hran tromi farbami
musi dat polhranam pochadzajicim z tej istej hrany rozne farby. Navyse ide v
oboch pripadoch o t1 istd dvojicu farieb. Nech si to bez ujmy na vSeobecnosti
farby 1 a 2.

Vsimnime si, Ze ak si v tomto grafe zoberieme cestu, ktoré zac¢ina polhranou
e1 a pokracuje striedavo hranami s farbami 1 a 2, musi tato cesta nutne koncit
polhranou e;. Ak by totiz koncila niektorou z polhran f;, dostali by sme
zémenou farieb na tejto ceste také ofarbenie, ktoré polhranam pochédzajicim
z tej istej hrany priradi rovnaku farbu, teda by poévodny graf nemohol byt
snark. Z tohto pozorovania vyplyva, Ze vieme najst farbenia ¢ a ¢, pre ktoré
plati:

c(er) = c(fi) = 1, c(ex) = c(f2) =2

c(er) = c(fa) = 1, ¢(e2) = c(f1) =2
Definicia 6.2.7. Nech G je snark. Dwvojicu hrdn {e, f} grafu G nazgvame
neodstranitelnou dvojicou hrdn, ak graf G \ {e, f} je hranovo 3-zafarbitelny
(teda ak konfigurdcia, ktord vznikla rozdelenim hran e a f na dve polhrany, je
hranovo 3-zafarbitelnd).
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Tvrdenie 6.2.8. Nech Gy je kubicky BF-zafarbitelny graf, a nech Gy je snark,
pricom e a [ tvoria neodstranitelni dvojicu hrdan grafu Gi. Nech G = G1.Go,
pricom sme pri aplikdcii operdcie sucinu kubickiyjch grafov v grafe Gy rozdelili
hrany e a f. Potom G je BF-zafarbitelnyj.

Doékaz. Nech u a v st susedné vrcholy grafu Go, ktoré sme pri konstrukcii grafu
G 7 Gy odstranili. Z predpokladu, Ze Gy je BF-zafarbiteIny a z tvrdenia[6.1.6
vyplyva, ze v tomto grafe existuje rieSenie problému BF-zafarbenia, pricom
ziadna z hréan incidentnych s u alebo s v nelezi na ziadnej z kruznic. Nech
toto riesenie je tvorené pareniami M; a M,. 7 toho, Ze ani w ani v nelezia
na ziadnej z kruznic vyplyva, ze G1.G5 \ {M;} je hranovo 3-zafarbitelny a
obsahuje vrcholy u aj v.

Ukazme teraz, ze prei € {1,2} je graf G;.Gy \ {M;} hranovo 3-zafarbitelny,
za predpokladu, ze pri konstrukeii rozdelime hrany e a f a odstranime vrcholy
u a v. Pozrieme sa na konfiguraciu, ktora vznikla z Gy \ {M;} odstranenim
vrcholov u a v. Vieme, Ze existuje také zafarbenie tejto konfiguracie tromi
farbami, ktoré polhrandm prislichajicim k tomu istému vrcholu, priradi réznu
farbu. Podla predpokladu vieme, Ze konfiguracia, ktoré vznikne z grafu G
rozdelenim hran e a f, je hranovo 3-zafarbitelna. Navyse z predchadzajiaceho
pozorovania vyplyva, ze vieme najst farbenie pre obe moznosti, kedy polhrany
patriace k tej istej hrane maji réznu farbu.

Je teda zrejmé, ze farbenie grafu Go \ {M;} vieme rozsirit na farbenie grafu
G1.Go \ {M;}, a teda M; U M, predstavuje rieSenie problému BF-zafarbenia
grafu G. O]

Nasledujice definicie st prevzaté z ¢lanku [14].

Definicia 6.2.9. Dvojicu vrcholov {u,v} snarku G nazgvame neodstrdnitel-
nou, ak graf G\ {u,v} je hranovo 3-zafarbitelny.
Nasledujtca definicia kritického snarku je ekvivalentna s uz zavedenou de-

finiciou, uvadzame ju vSak ako kontext pre definicie, ktoré po nej nasleduju.

Definicia 6.2.10. Snark G nazyvame kriticky, ak kaZdd dvojica susednijch
vrcholov grafu G tvori neodstrdanitelni dvojicu.

Definicia 6.2.11. Snark G nazgvame kokriticky, ak kaZdd dvojica nesusedngch
vrcholov grafu G tvori neodstranitelni dvojicu.
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Definicia 6.2.12. Snark G nazgvame bikriticky, ak je kriticky a zdroven ko-
kriticky.

Definicia 6.2.13. Snark G nazgvame silne bikriticky, ak kaZdd dvojica nesu-
sednijch hrdn grafu G tvori neodstrdanitelni dvojicu hrdn.

Dovod pre nazyvanie takéhoto grafu silne bikritickym spociva v tom, ze
takyto graf musi nutne byt bikriticky. Ak totiz z kubického grafu odstranime
Tubovolné dva vrcholy, potom urcite musime odstranit aj nejaké dve nesu-
sedné hrany (a eSte nejaké dalsie). Ak teda odstranenim Tubovolnych dvoch
nesusednych hran zo snarku G dostavame hranovo 3-zafarbitelny graf, musi
aj graf, ktory vznikne zo snarku G odstranenim I'ubovolnej dvojice vrcholov,
byt hranovo 3-zafarbitelny.

Tvrdenie 6.2.14. Ak G5 je kubicky BF-zafarbitelny graf a Gy je silne bikri-
ticky snark, potom graf G1.Go je BF-zafarbitelny.

Dékaz. Vyplyva priamo z tvrdenia [6.2.8] O

Désledok 6.2.15. Ak G je kubicky BF-zafarbitelny graf a P je Petersenov
graf, potom graf P.G je BF-zafarbitelny.

Doékaz. Vyplyva z predchadzajiceho tvrdenia a faktu, ze Petersenov graf je sil-
ne bikriticky. Lahko vidiet, Ze aZ na izomorfizmus existuju iba dve konfiguréa-
cie, ktoré mozno dostat z Petersenovho grafu odstranenim dvoch nesusednych
hran, podla toho, & dve vybrané hrany lezia na spolo¢nej kruznici dizky pét,
alebo nie. [

Definicia 6.2.16. Nech M je mnozZina kubickych grafov. Multiplikativny uzd-
ver mnoziny M je mnoZina kubickych grafov [M] spliajica nasledugiice pod-
maenky:

1. M C [M].
2. AkG e M a H € [M], tak oj G.H € [M], aj H.G € [M].

3. Pre kazdi mnozinu X, ktord spliia 1. a 2. nahradenim za [M], plati
[M] C X.
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Tvrdenie 6.2.17. Nech M je lubovolnd mnoZina silne bikritickych BF-zafarbitelngjch
snarkov. Potom kazdy snark z [M] je BF-zafarbitelny.

Dékaz. Vyplyva z tvrdeni a a faktu, ze kazdy silne bikriticky snark
je kriticky. ]
Nasledujicu definiciu zaviedol Isaacs v [12].

Definicia 6.2.18. Nech P je Petersenov graf. Triedu snarkov [P] nazgvame
BDS-triedou.

Dosledok 6.2.19. KazZdy snark z BDS-triedy je BF-zafarbitelny.

Dékaz. Vyplyva z tvrdenia a faktu, ze Petersenov graf je BF-zafarbitelny
a silne bikriticky. ]

Dosledok 6.2.20. Obe triedy zovseobecnenyjch BlanuSovych snarkov a trieda
zovSeobecnenyjch Szekeresovych snarkov si BF-zafarbitelné.

Doékaz. 1de o Specidlny pripad désledku [6.2.19] Ako sme totiz uviedli v kapi-
tolach venovanych tymto triedam snarkov, Tubovolny graf z niektorej z tychto
tried vieme dostat pomocou operécie suc¢inu kubickych grafov sposobom:

(P.(P.(...(P(P.P))...)))
Teda obe triedy snarkov tvoria podmnozinu BDS-triedy. [

Poznamka Akronym BDS je odvodeny z mien Blanusa, Descartes a Szekeres,
kedze tato trieda obsahuje oba BlanuSove snarky, Descartesov snark aj Szeke-
resov snark, ktoré boli zaciatkom sedemdesiatych rokov dvadsiateho storocia
spolu s Petersenovym grafom jediné zname snarky.

Uvazujme teraz nasledujucu triedu snarkov Z = {I,;n > 5 neparne} U{ P},
kde I, je Isaacsov snark a P je Petersenov graf. Je to teda mierne modifiko-
vané trieda Isaacsovych snarkov, kde miesto I3 zoberieme Petersenov graf (/3
dostaneme z Petersenovho grafu nahradenim jedného vrchola kruznicou dlzky
tri). Nasledujuce tvrdenie je dokdzané v ¢lanku [IT].

Tvrdenie 6.2.21. KaZdy graf z mnozZiny L je silne bikriticky).
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Nasledujtuce tvrdenie je priamym doésledkom predchadzajiceho tvrdenia,

tvrdenia[6.2.17| a lemy (o BF-zafarbitelnosti Isaacsovych snarkov).
Tvrdenie 6.2.22. Kazdy snark z mnoZiny [Z] je BF-zafarbitelny.

Uvedme pre zaujimavost, ze pokial ide o snarky radu najviac 30, je medzi
nimi okrem troch grafov z mnoziny [Z] iba jeden silne bikriticky snark. Je to
takzvany “double-star snark”, ktory mé prave 30 vrcholov. Této jeho vlastnost
je uvedena napriklad v [II], informéacia, ze ziadne iné snarky do 30 vrcholov
nie su silne bikritické, vyplyva z pocitacovych vypoctov, ktoré urobila RNDr.

Edita Mécajova, PhD.
P
¢‘ ‘
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Obrazok 6.3: Double-star snark



Kapitola 7

Zaver

7.1 Prehl'ad dosiahnutych vysledkov

Berge-Fulkersonova hypotéza hovori o existencii skupiny Siestich 1-faktorov s
akousi vlastnostou, ktora by mala existovat v kazdom bezmostovom kubickom
grafe. Ako sme v8ak poznamenali, z tohto hladiska je zaujimava prave oblast
snarkov. Vzhladom na zloZitost tejto hypotézy sme si za ciel zobrali pozriet
sa na $pecialne pripady snarkov, a pre ne skumat platnost tejto hypotézy.

Zacali sme skumanim dvoch znamych tried grafov, konkrétne zovseobecne-
nych BlanuSovych snarkov a zovSeobecnenych Szekeresovych snarkov, ktorych
struktira je presne definovana. Aj ked sme ukazali, Ze pre obe tieto triedy
snarkov hypotéza plati, iSlo skér o demonstraciu elegancie pouzitej techniky
dokazovania, nez nejaky vyznamny prinos pri objasneni samotnej hypotézy.
KedZe snarky z oboch tried maju velmi pravidelnu Strukttru, ktorej znalost
sme navyse pri dokazoch vyuzivali, nedaju sa z tychto vysledkov odvodzovat
nejaké vseobecnejsie zavery ohladom platnosti Berge-Fulkersonovej hypotézy.
Pozreli sme sa teda na vSeobecnejsi sposob konstrukcie snarkov, a to pomocou
stucinu kubickych grafov.

Ak by sa ukézalo, Ze sucin dvoch kubickych grafov G a H je BF-zafarbitelny,
za predpokladu, Ze grafy G aj H st BF-zafarbitelné, znamenalo by to, Ze naj-
mensi mozny kontrapriklad pre tuto hypotézu by musel byt hranovo cyklicky
5-suvisly. Tato otazka je vSak stale prilis zlozita, preto sme skiimali Specialne
pripady grafov, na ktoré operaciu aplikujeme.

46
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Pozreli sme sa v tejto stvislosti na operaciu su¢inu kubickych grafov z
dvoch uhlov pohladu, kedZe tato operécia nie je symetrickd. Bud sme v BF-
zafarbitelnom grafe rozdelili dve hrany, alebo sme z BF-zafarbitelného grafu
odstranili dva vrcholy. V oboch pripadoch sme nagli triedu grafov, ktoré su z
prislusnej strany neutralne v tom zmysle, Ze pri nasobeni s BF-zafarbitel nym
grafom davaju opat BF-zafarbitelny graf. Boli to konkrétne triedy kritickych,
respektive silne bikritickych snarkov. KedZe kazdy silne bikriticky snark je
nutne kriticky, nasli sme dokonca triedu, ktora je v uvedenom zmysle neutralna
z oboch stran.

7.2 Dalsie moznosti stidia

V suvislosti s takouto neutralitou nejakej triedy grafov sa vynara otézka, ¢i
vieme néjst (ak existuje) triedu snarkov, ktora je BF-zafarbitelna, a ktora je
uzavretd vzhladom na operaciu stucinu kubickych grafov.

Ako sme uviedli, Petersenov graf je BF-zafarbitelny, a je v spominanom
zmysle neutrélny pri ndsobeni z obidvoch stran. Da sa vSak ukazat, Ze ani jeden
z Blanusovych snarkov, ktoré oba vznikaju stuc¢inom dvoch kopii Petersenovho
grafu, nie je silne bikriticky. Vidime teda, Ze pokial ide o najmensiu triedu
snarkov, ktora obsahuje Petersenov graf a je uzavreta na sicin kubickych gra-
fov, nevieme zatial dokazat, ze kazdy graf z tejto triedy je BF-zafarbitelny.
Rovnako v8ak vidime, ktorym smerom sa je mozné dalej uberat.

Druhou prirodzenou moznostou, ako nadviazat na vysledky popisané v
tejto praci, je zaoberat sa inymi konstrukciami snarkov. Existuje napriklad
postup, podobny suc¢inu kubickych grafov, ktory pri aplikicii na dva snarky
dava znovu snark. Tento postup sa nazyva 5-stc¢in a vyzeréd nasledovne:

Nech Gy a Gy st snarky, a nech C; je kruznica dlzky pit v grafe G; pre
i € {1,2}. Nech {uyg,...,us} je mnozina vrcholov incidentnych s vrcholmi
kruznice C; a nech {vy,...,vs} je mnozina vrcholov incidentnych s vrcholmi
kruznice Cs, pricom ziaden z vrcholov z tychto dvoch mnozin nelezi na ziadnej
z kruznic. Graf G skonstruujeme tak, ze v grafe G; odstranime kruznicu Cf,
v grafe G odstranime kruznicu Cs, a pre kazdé i € {0, ...,4} priddme hranu
medzi vrcholmi u; a v2; mod 5-
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Obréazok 7.1: Konstrukcia grafu G

Otézka je, ¢i graf, ktory dostaneme ako 5-sucinu dvoch BF-zafarbitelnych
grafov, je tiez BF-zafarbiteIny. My sme sa v préci touto otazkou nezaobe-
rali vobec, ale je zrejmé, ze pouzitim vysledkov o kruzniciach parnej dlzky z
predchadzajicej kapitoly je asponi mozné znizit pocet pripadov, ktoré mozu
pri spajani piatich polhran nastat.
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