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Abstrakt

V préci sa zaoberame moznostou vytvorenia ratingového systému na zé-
klade Item Response Theory. Konkrétne, ukazali sme konstrukciu boostrapo-
vych a bayesovskych asymetrickych intervalovych odhadov presnosti schop-
nosti pridelenych sttaziacim, priamo z modelu bez predpokladov rozdelenia
chyby. Pre bayesovsky odhad sme ukézali monoténnost hodnotenia tlohovo
porovnatelnych sttaziacich, za platnosti uréitych podmienok. Dalej sme uro-
bili prehlad dostupnosti programov potrebnych na hodnotenie pomocou IRT,
kde sme kvoli nedostatku implementacie JML algoritmov na odhad naprog-
ramovali vlastny nastroj podporujici JML ako aj L-BFGS-B algoritmus a
spominané odhady chyby. Na zaver sme pomocou Item Response Theory na
priklade jedného predmetu preukazali, ze Studenti poznaju testy z minulych
skusok.

KrUCoVE SLOVA: Item Response Theory, rating, sitaz, odhad chyby,

intervalovy odhad, asymetricky odhad, monoténnost



Abstract

We study the possibility of an Item Response Theory based rating sys-
tem. In particular, we show the construction of two types of asymmetric
interval error bounds of ability assessments directly from the model, without
assuming prior error distribution. For one of them, constructed via Bayesian
inference, we show a restricted form of monotonicity on task-comparable con-
testants. On the topic of IRT fitting software, we assess the availability of
free implementations and provide our own implementation using JML and
L-BFGS-B algorithms. Finally, correlating median ratings with task reuse we
show student knowledge of prior tests.

KEY wWORDS: Item Response Theory, rating, contest, reliability, interval

bound, asymmetric bound, monotonicity
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Predhovor

Sutaze v rieSeni uloh st popularne v réznych oblastiach. Klasicky spo-
sob hodnotenia je podla poc¢tu tloh, pripadne zohladiiujtuc ¢as a pridelujtc
rozny pocet bodov podla narocnosti tlohy. Tento systém je jednoduchy a
efektivny, na zmysluplnost porovnania ucastnikov vSak vyzaduje, aby vSetci
rieSili rovnaké tulohy. Vznikli a vznikaji mnohé riesenia, ktoré tieto ohrani-
¢enia odstranuji, kazdé so svojimi $pecifickymi vlastnostami.

V styridsiatych a pitdesiatych rokoch minulého storocia, psycholégovia sa
zamy$lali nad problémom merania vnitornych charakteristik osob a dospeli
k teorii, kde test uz nemeral skore, ale hodnotu meranej charakteristiky. Tato
jemna, ale podstatna zmena, bola jedena z prvych krokov k formovaniu toho,
¢o dnes nazyvame Item Response Theory. Zmena abstrakcie vSak mala svoju
cenu v podobe vypoctovej narocnosti, ktora bola na ti dobu prilis vysoka.

S rozvojom pocitacov sa pomaly rozvijalo aj vyuzitie tedrie, najmi v
oblasti psychometrie, ked uz bolo mozné tymto pristupom zhodnotit testy
rozumnej velkosti. Dodnes je vSak iba malym pridom v ocedne, kde panuje
zauzivana tedria testov. Ako hovori Streiner: ,Veda sa meni jeden pohreb za
druhym.”

Psychometria a stitaze maju velky prekryv v spoloénom predmete mera-
nia, podstatne sa vsak lisia vo svojom cieli. Kde psycholégov zaujima najmé
vSeobecny stav a na jednotlivcoch v merani nezélezi, v sutaziach je préave
na nich déraz. Vyuzitie tedrie z psychometrie v stitaziach nie je priamociara
zalezitost, nosi vSak so sebou silné teoretické poznatky a skisenosti.

Pre uplatnenie v sttaziach, tedria musi preukézat spolahlivost a prinos
vodi zauzivanej tradicii. NagSa praca je dalsim krokom v snahe spristupnit

vyhody tejto tedrie pre vyuzitie v stitaziach a vSeobecne skuskach schopnosti.
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Uvod

Item Response Theory ako tedéra testovania pochadzajica z psychometrie,
prind$a mnohé vyhody, najmé ohybnostou v tvorbe testov a viicSou vypo-
vednostou.

Nasa préca je dalsim krokom v snahe spristupnit vyhody tejto tedrie pre
vyuzitie v oblasti ratingu stufazi a vSeobecne skusok, ktoré maji mierne iné
poziadavky a zaujmy nez v psychologii.

Konkrétne rozdiely vidime v potrebe presne a jednoznac¢ne urcit poradie
jednotlivcov, na ¢o sa zaoberame odhadmi chyby, teda presnosti namerania
jednotlivcov a poukazujeme na vplyv apriérnych predpokladov v zauzivanom
algoritme hodnotenia.

Kapitola 1 ma4 za ciel ¢itatelovi poskytnut znalosti, ktoré nie st naSim vy-
skumom, ale poskytna potrebny kontext pre jadro nasej prace. Zacina
urc¢enim modelu skGiSok na ktory sa naSa praca vztahuje a uvedenim
pojmu ratingu. Dalej porovnava klasicktl tedriu testov s novou Item
Response Theory, ktorej sa venuje do konca v podrobnejSom rozbore.

Kapitola 2 je zamerana na teoreticky rozbor. Po kratkom uvedeni modelu
ratingového algoritmu, prezentuje nas prinos v oblasti odhadovania
presnosti hodnotenia stfaziacich. Podava stihrn existujucich algorit-
mov, a rozbor vlastnosti, kde poukazuje na ich nedostatky, na ktoré
nasledne navrhuje dve rieSenia zalozené na Item Response Theory.

Kapitola 3 je implementac¢nou a vyskumnou ¢astou prace. Zacina prehla-
dom existujicich implementécii. Dalej prezentuje niektoré $pecifika na-
Sej vlastnej implementéacie a porovnéava dostupné algoritmy z hladiska
vhodnosti na stfaze. Na zaver prezentuje vysledky jednoduchého vy-
skumu $pecifického pre Item Response Theory.

1X



Kapitola 1
Rating a teoria testov

V tejto kapitole najprv vyhranime oblast v ktorej sa budeme pohybovat.
Dalej budeme prezentovat prehlad problematiky a zname vysledky v danej
oblasti.

V ramci prehladu prezentujeme aj ivodné definicie pojmov, ktoré budua
v dalsich kapitolach pouzivané. Mnohé pojmy sa tykaji spoloc¢enskej oblasti,
teda st velmi zlozité a tematikami dlhych filozofickych traktatov. Verime, ze
¢itatelovi nebude prekazat, ked pojmy spresnime iba v miere potrebnej na
dostatocne presné vyjadrenie myslienok a odpustime si filozofické traktaty o

dalsich stvislostiach.

1.1 Model skusok

Na jednej strane by sme chceli pracovat so sitazami ¢o vSeobecnejsie, a na
druhej sme niteni pouzivat model stitaze, ktory skliesiiuje a skresluje samotné
stutaze, aby sme mohli nie¢o ucelene a vSeobecne tvrdif. Definujme si teda
zakladny model sttaze, kde budeme predpokladat ¢o najmenej, ale budeme

s nim moct dostatocne pohodlne pracovat.

Poznamka. SutaZe, testy a vseobecne skusky pre nase ucely mozno svojou
formou povazovat za zhodné, preto v dalsom texte nebudeme rozliSovat medzi

tymito pogmami.



KAPITOLA 1. RATING A TEORIA TESTOV 2

V tejto praci sa hlavne zameriame na skusky, kde st sktiSané osoby pra-
cujuce samostatne, teda nie v skupine, na viacerych jednotlivych tlohach,
ktoré s samostatne hodnotené a z tychto ciastkovych vysledkov je urcené
hodnotenie sutaziaceho.

Na zaciatok si definujeme niekolko zakladnych pojmov, s ktorymi budeme

dalej pracovat.

Definicia 1.1. Mnozinu subjektov, ktory sa zGcastnili skusky, ktort rozo-
berame budeme nazyvat mnozina skuSanych subjektov. Cielom ratingovy
algoritmu bude hodnotif tychto subjektov.

Pre dalsie potreby budeme tto mozinu oznacovat S.

Definicia 1.2. Mnozina tloh, ktoré sa vyskytovali na skuske a skiSany sub-
jekti ich mali riesit, budeme nazyvat mnozina tloh.

Pre dalsie potreby budeme tito mnozZinu oznacovat U.

Definicia 1.3. Hodnotenie stfaziaceho na jednej tilohe budeme nazyvat cias-
tkovy vysledok. Ratingovy algoritmus bude ¢iastkové vysledky sumarizovat
v hodnotenia.

Pokial nebude povedané inac¢, budeme predpokladat, Ze st ciastkové vysledky
z mnoziny {0, 1}.

Doménu ¢iastkovych vysledkov budeme oznacovat ().

V nasej préaci budeme sktugky skiimat ucitym spdsobom, s vyuzitim mo-
delov Item Response Theory. Na tie t¢ely budeme potrebovat vhodny tvar

sktsky. Dalej budeme predpokladaf, Ze sktska spliia nasledovné kritéria.

samostatni praca sutaziacich
Sutaziaci pracuji jednotlivo, pokial mozno s ¢o najmensim vplyvom
ostatnych na ich pracu.
Chceme merat schopnosti jednotlivych stutaziacich, kde praca v timoch

a vzajomné ovplyviiovanie by skreslovalo vysledky a nutilo k zlozitym,

pripadne pochybnym, spdésobom odstranovania danych vplyvov.
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rozdelenie skusky na tlohy
Skuska sa sklada z mensich jednotlivych celkov, tiloh, pricom tieto Cias-
tkové vysledky na tilohéch s jedingm podstatnym ¢initelom ich hod-

notenia.

N&s prinos je v sposobe spracovania c¢iastkovych vysledkov na jednotli-
vych tlohéach, z ktorych sa sktska sklada. S ohladom, Ze v zédkladnom
modeli pracujeme s binarne hodnotenymi tlohami, je vhodné, aby tloh

bolo aspon zopér, aby rozdiely medzi stifaziacimi boli meratelné.

konstantnost iloh
Ulohy st stale a nemenné. Pre kazda tlohu plati, Ze je jedna a ta isté

pre kazdého, kto ju podstipi riesit.

Budeme charakterizovat vlastnosti jednotlivych tloh a preto je dole-
7ité, aby ich vlastnosti boli nemenné. Stalost iloh nam umozni merat
vnatorna schopnost sttaziacich na stéalej skdle. Na rozdiel od mnohych
postupov vSak nepredpokladame, ze st sutaziaci skisani na rovnakej

sade tloh. Potrebujeme vSak vyrazny prekryv tloh medzi sufaziacimi.

nezavislost tiloh
Ciastkové vysledky st navzajom nezavislé cez vSetky tlohy a stfazia-

cich, mimo previazanosti cez meranu veli¢inu.

Predpoklad, Ze tspechy sutaziacich na tlohach st navzajom nezavislé
je mierne nadsadeny, no je nutnym predpokladom Statistického spra-
covania pomocou Item Response Teory. Malé vzajomné zavislosti by

nemali vyznamne ovplyviiovat vysledky, musia v8ak naozaj byt malé.

Sice v Ziadnej netrividlnej stfazi nebuda splnené vsetky predpoklady,
mnohé skusky sa dostatocne priblizuju tejto idealizacii, aby sa odchylky za-
vazne neprejavovali na vysledku.

Prikladom sktgok, ktoré spliiajt tieto podmienky mézu byt sttaze z prog-

ramovania, matematiky, biolégie alebo skolské testy. Konkrétne Forisek vo
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svojej praci [ | skiimal informatickt sttaz TopCoder a krajské kolo slo-
venskej olympiady v informatike a v nasej praci analyzujeme testy z principov

pocitacov (1-INF-130).

1.2 Rating

V sttaziach, testoch a vSeobecne sktgkach okrem iného byva ciefom urcit
vytaza, pripadne nejaké porovnanie tcastnikov. Jeden z problémov na ceste
k tomuto cielu je ohodnotenie tcastnikov. Tento prechod z faktickej skutoc-
nosti, ako icastnici konali a ¢o urobili, na hodnotenie, porovnanie tcastnikov
bude pre nase potreby rating. Sice riesenia ¢asto byvaju jednoduché, vobec
to neznamena, ze samotny problém hodnotenia je jednoduchy.

Z pohladu uskutoc¢nenia, hlavnym ciefom hodnotenia byva urcit vzajomné
zoradenie alebo hodnost resp. skére t¢astnikov. Inymi cielami, ako je napri-
klad cvicenie, alebo ucenie deti sutazivosti (vid | ]) sa v tejto praci
nebudeme zaoberat.

Ako oficidlny vysledok moze stacit urcenie vytaza - toho najlepsieho, pri-
aj ¢iastocné alebo tiplné usporiadanie ticastnikov. Usporiadanie je jednoduch-
Sie preto, Ze je iba relativne, nepotrebuje skidlu a nemeria velkost rozdielov
medzi ucastnikmi.

Obsiaznejsiu informéciu o i¢astnikoch dava pridelovanie hodnosti, ¢o zod-
povedd meraniu, nie iba porovnavaniu schopnosti. Cielom je, aby hodnotenie
jednoducho vyjadrovalo tspechy ucastnikov. ViacSinou sa ako hodnost po-
uziva jednoduché realne ¢islo ako napr. pre Sach, pripadne aj s odhadom
presnosti merania ako napr. TopCoder a TrueSkill.

Hodnost mé prednost najméi v tom, Ze vyjadruje schopnosti na istej Skéle,
ktora je viac alebo menej stala. Umoziuje to SirSie porovnavanie schopnosti v
roznych casoch a medzi Gcastnikmi, ktori neboli priamo hodnoteny. Skok do
dialky dizky 7m méa 7m teraz a mal aj pred desiatimi rokmi v Afganistane,

ale vyhra v prvej lige ladového hokeju na Slovensku sa vobec nepodobé tej v
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Afganistane, ani terajsej ani tej desat ro¢nej, ¢i uz slovenskej alebo afganske;j.

Skala tiez do uréitej miery vyjadruje velkosti rozdielov medzi i¢astnikmi.
Ak vysledky skoku do dialky st: 710, 700, 410 a 400 centimetrov, hovori
nam to viacej ako poradie: prvy, druhy, treti a stvrty. Na druhej strane,
nie je decimeter ako decimeter. Pojmy schopnosti a tspechu sa relativne a
velmi zlozité. Ako zhfnia Streiner v | |, urobit perfektne linedrnu skalu
na meranie schopnosti je znamy a dosial nevyrieSeny problém.

Pridelovanie hodnosti, ak sa dobre zvoli, ma prednost vicsej vypoved-
nosti o zicastnenych. Problémom je, Ze viicsia zlozitost ratingového systému,

vzbudzuje aj vicsie pochybnosti o nom.

ratingovy systém je celkovy spdsob hodnotenia sktsanych osob.

Je to sposob prechodu z faktickej skutoc¢nosti, ako ucastnici konali a
¢o urobili, na hodnotenie, porovnanie tcastnikov. V pripade skisok
splhajtcich naSe kritéria, jeho neodbytnou stcastou je aj ratingovy

algoritmus.

ratingovy algoritmus je sposob vypoc¢tu hodnotenia stutaziacich z ¢iastko-

vych vysledkov.

Ratingovy algoritmus je cast ratingového systému, ktory bude stredo-
bodom pozornosti nasej prace. Algoritmus zhina vysledky z jednotli-

vych tloh a pretvéra ich v jednotné hodnotenie sttaziaceho.

Pre dalsiu préaci si formalne definujeme zékladny ratingovy algoritmus. Iba
zékladny, ktory bude dalej rozSirovany preto, ze konkrétne algoritmy mozu,
za prvé, pouzivat aj rézne iné informécie okrem zakladnych vysledkov na
tlohach. Za druhé, mozu podéavat okrem samotného hodnotenia stutaziacich
aj iné uzito¢né informaécie, ktoré ak sa vztahuju iba na dany algoritmus a st

s nim hlboko prepojené, nemalo by zmysel oddelovat.

Definicia 1.4. Doména hodnoteni je mnozina, ktorej prvky ratingovy algo-
ritmus priraduje subjektom na vyjadrenie hodnotenia.

Tato mnozinu budeme dalej oznacovat H.
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Definicia 1.5. Zakladny ratingovy algoritmus je funkcia z postupnosti tro-
jic z mnozin sutaziacich, tloh a vysledkov do ¢iasto¢nej funkcie z mnoZiny

sutaziacich do mnoziny hodnoteni.
(SxUxQ)"—(S— H) (1.1)

V zakladnom algoritme nerozliSujeme, ¢i boli tlohy rozdelené na kola,
pripadne testy alebo nie. Vystup sme definovali ako ¢iasto¢nt funkciu, aby
sme zohladnili fakt, Ze nie vSetci stutaziaci musia byt dostatone namerany.
Napriklad pre prazdny vstup méze byt vystupom nikde nedefinovand funkcia.

Teraz docCasne odlozime Specifika ratingu a nahliadneme na spominané
pojmy v ramci vSeobecnejsej tedrie testov.

Napisem aj ¢o vsetko méZzeme od ratingu chciet?

1.3 Teoria testov

Psychometria je oblast vedy, ktord sa zaobera teériami a technikami merania
dusevnych vlastnosti Iudi. Tedria testov je formaliziciou merania pomocou
testov, pricom sa test chape ako suibor tloh alebo otazok, na ktoré testo-
vani subjekti odpovedaju. Formalizacia pojmu testu poskytuje zaklad na
teoretické a Statistické spracovanie samotnych testov, ako aj ich vysledkov a
vztahov medzi nimi a meranymi veli¢inami.

V psychometrii sa prevazne pouzivaju dva typy teorii testovania a to
Classical Test Theory (klasickd tedria testov, dalej len CTT) a Item Res-
ponse Theory (tedria zodpovedania otézok, dalej len IRT). Obe z nich st
vlastne stitborom mnozstva konkrétnych teorii, ale si medzi nimi zasadné
rozdiely. Konecny ciel maja rovnaky, lisia sa vSak troviiou zakladnych poj-
mov a rozsahom tedrii na nich zalozenych.

CTT sktma vysledky na celom teste, nebertic do ohladu Specifiké jednot-
livych tloh. Pri skiimani vztahu medzi meranou vlastnostou a vysledkami
je meranou veli¢inou teoreticky ocakavané ohodnotenie subjektu na teste,

ktoré sa odhaduje z toho prakticky dosiahnutého, pomocou chybovosti testu
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na subjektoch.

IRT sktma vysledky na samotnych tlohéach, nezavisle od zlozenia kon-
krétnych testov. Predpoklada existenciu vnutornej vlastnosti (latent trait),
ktor ilohy meraju. Vlastnosti illoh modeluje pravdepodobnostou odpovedi
na ulohy vzhladom na merant vlastnost funkciou zvanou charakteristicka
krivka tlohy (Item Characteristic Curve). V tomto modeli potom IRT od-
haduje charakteristiky tloh a vnutorné vlastnosti, ktoré sedia na sktimané
udaje.

Vacsina ratingovych systémov je zaloZzena na CTT, niektoré na bayesovskych
odhadoch ako Sachovsky Elo, informaticky TopCoder alebo TrueSkill na XBox-
och. Blizsi popis tychto systémov a dalSie odkazy sa nachddzaji vo Foriskovej
praci [ /.

Rozhodli sme sa skiimat mozZnosti ratingu zalozeného na Item Response

Theory preto, ze voci Classical Test Theory prinasa nasledovné vyhody:

priamejsie koncepty
Merané schopnosti nie st zbyto¢ne definované cez testy, ale priamo na
ulohéach, ktoré boli riesené. Vyskum sa nezameriava na vlastnosti testu,

ale priamejsie na osoby a ulohy, prinasajic menej skreslenia.

jednotna stupnica
Vysledok merania je definovany ako hodnota meranej vlastnosti, nie
ako skore na teste. Tato hodnota je stabilnd a prenositelnd na vsetky
testy merajuce rovnaku vlastnost, az na linedrny posun a Skélovanie a
chybu merania. Skére je definované ako pocet bodov, ktory je vyrazne

zavislejsi na zlozeni testu.

kombinovanie uloh
Meranie je definované na jednotnej stupnici a priamo sa tyka subjek-
tov a tloh, ¢o umoziuje subjektov testovat na skoro lubovolnom vybere
uloh a predsa dostat porovnatelné vysledky. Nie st potrebné standar-
dizované testy, kedZe potrebnd Standardizicia sa dosiahne na trovni

uloh pri ich spolo¢nom pouziti ako prirodzena sucast IRT.



KAPITOLA 1. RATING A TEORIA TESTOV 8

vytané rozli¢nosti iloh
Charakteristiky tloh st modelované a zohladnené rozdiely medzi nimi.
CTT neskiima jednotlivé tlohy a preto pozaduje, aby boli istym spo-

sobom podobné alebo ich rozlozenie vhodne strukttrované.

rozsiahlejsi model
Priamym skiimanim odpovedi na jednotlivych tlohach, miesto ich su-
maru, sa vyuZiva viacej informacii, ¢o umoziuje ziskat porovnatelnt
presnost z menej tloh. Rozsiahlejsi model priamo modeluje dalsie cha-

rakteristiky tloh a subjektov ako sucast jednotného celku.

Item Response Theory mé aj svoje nevyhody a teda nie je vzdy lepsim

vyberom. Najzavaznejsie nedostatky si:

velkost vzorky
Modely IRT maja vela parametrov, na ktorych st velmi zévislé. Na
ich dobry odhad je potrebné dostatocne velkd vzorka, ktora nie je vzdy
dostupna. CTT nem4 toto ohranic¢enie. V nasej praci preskiimame tieto

hranice, kde IRT zacina mat zmysluplné vysledky.

nezavislot tloh
IRT vo svojich zakladnych modeloch predpokladé, ze vysledky na tlo-
héach nekoreluji mimo spétosti cez merant veli¢inu. Znamena to, ze by
sa v teste nemali vyskytovat podobné tilohy. Takéto tlohy sa casto vy-
skytuju testoch robenych pre CTT, kedze je v nej pocet tloh hlavnym
prostriedkom zniZenia chyby merania. Predsa, st spdsoby ako pojat
tieto spatosti v IRT a c¢asto mozno aj tieto tlohy v IRT proste vyne-

chat bez vyrazného zniZenia kvality testu.

zloZitost
Sposob hodnotenia v IRT modeloch je vyrazne zlozitejsi, vyzadujic
pri tom $pecidlny softvér. Vypocitat hodnotenia ru¢ne by bolo velmi

problematické, az nemozné. Stivis medzi hodnotenim a vysledkami je
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zloZity a tazky na vysvetlenie. Pre laikov preto moze byt tento systém

divny, nepochopitelny, az podozrivy.

1.3.1 Classical Test Theory

Klasicky pristup CTT sme vSetci zazili. Najprv sa zostroji test, ktory po-
zostava z mnozstva tuloh a kazda tloha ma stanovené rozpétie bodového
ohodnotenia. Skisand osoba ho vyplni, tlohy st obodované v ramci medzi
a pocet bodov je sc¢itany. Sice kazdy inu, ala predsa len podobnua Struktaru
v ramci CTT maju testy, pisomky, stufaze ako aj dotazniky. Priblizime si
spolo¢né ¢rty CTT, pre porovnanie s IRT.

Teraz uz formalne. Budeme pouzivaf minulé definicie subjektov S (1.1),
tiloh U (1.2), ¢iastkovych vysledkov @ (1.3) a hodnotenia H (1.4). Specidlne
pre CTT budeme potrebovat definiciu testu ako zékladného pojmu, nad kto-

rym je teoria definovana.

Definicia 1.6. Test je usporiadany zoznam tuloh, pouzivany na skusSanie
subjektov. V ramci CTT je potrebné jednoznacne urcit test pre potreby jeho
dalsej charakterizacie.

MnoZinu testov budeme oznacovat 7.

Definicia 1.7. Funkcia u je funkcia z mnoziny testov, do mnoziny kone¢nych

postupnosti tloh. Tato funkcia urcuje z akej postupnosti tiloh je test zloZeny.
u:T — Ugon (1.2)

Kedze subjekti mozu byt viackrat testovany rovnakou tlohou, vysledky

vyjadrime na zéklade testu a cisla tlohy.

Definicia 1.8. Funkcia v je funkcia z mnoziny testovanych subjektov, mno-
Ziny testov a mnoziny prirodzenych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel. Tato
funkcia urcuje pocet bodov ziskanych subjektom v danom teste na n-tej
ulohe.

v:SXTxN=Q (1.3)
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Definicia 1.9. Funkcia h je funkcia z mnoziny testovanych subjektov a mno-
ziny testov do mmnoziny realnych c¢isel. Tato funkcia urcuje bodovy zisk sub-
jekta v danom teste. Bodovy zisk na teste sa rovna suctu bodovych ziskov v

jednotlivych tlohéch.

h:SxT—R (1.4)
h(s,t) =Y (s, t,i) (1.5)

i

CTT je stbor tedrii testovania, ktoré s vybudované na spolo¢nom mo-
deli meranych veli¢in a vlastnosti testov. Zaklad tedrie je predpoklad, Ze
namerany uspech pri konkrétnom testovani sa sklada z pravej zlozky, ktora
je teoreticky ocakavany stredny tispech subjekta v nekonec¢no testovani a z
nahodnej chyby merania. Namerané hodnoty rozklada na tieto dve zlozky

podla rovnice (1.6).[ ]

h(s,t) =r(s,t) +e(s,t) (1.6)

Definicia 1.10. Funkcia r je funkcia z mnoZin testovanych subjektov a testov
do mnoziny realnych ¢isel, udavajica pravi hodnotu testovanej veli¢iny.
Prava hodnota je hodnota, ktoré by bola namerana za nepritomnosti chyb

merania.

r:SxT—R (1.7)

Definicia 1.11. Funkcia e je funkcia z mnozin testovanych subjektov a testov
do mnoziny realnych c¢isel, oznacujuca chybu merania pri testovani subjektu

testom.
e:SxT—=R (1.9)

Definicia 1.12. Funkcie H, R a E st funkcie z mnozin testovanych subjektov
a testov do mnoziny ndhodnych premennych modelujicich hodnoty funkcii

h, r ae.
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CTT spractva namerané hodnoty h ako realizacie ndhodnych premen-
nych. Pri ich Statistickom spracovani CT'T méa urcité predpoklady o nédhod-
nych premennych modelujtcich pravé a dosiahnuté tspechy ako aj chyby

merania.

nahodné chyby

Chyba je ndhodné s normalnym rozdelenim okolo nuly.
(Vs,t)(Jo) E(s,t) ~ N(0,0?)

Délezité je, aby chyba mala rozumné rozdelenie okolo 0, aby vysledok
testu bol aproximéaciou pravej hodnoty. VSeobecne je akceptované, ze
chyby v (dobre urobenych) testoch maju charakter normalneho rozde-

lenia, ¢o dalej umoziiuje odhadovat chybu merania.

navzajom nezavislé chyby
Statistika na ktorej sa zaklada CTT vyzaduje, aby chyby boli ndhodné

a nezavislé. V tom pripade ich je mozné rozliSovat od meranych veli¢in.
(Vs,t,8,t")((s,t) # (s',1)) = E(s,t) a E(s,t') st nezavislé.
Zanedbatelnost systematickej chyby je nie vzdy dosiahnutelné. Pre

zname systematické chyby st tedrie, ktoré sa ich snazia eliminovaft roz-

nymi sposobmi.

chyby nezavislé od meranej hodnoty
Na rozumny odhad chyby merania, chyba merania nesmie zévisiet od
pravej hodnoty meranej veli¢iny.
(Vs,t,s',t") E(s,t) a R(s', ") st nezavislé
Neprijemny dosledok tohto predpokladu je, aj to, ze disperzia chyb by

mala byt rovnaka pre vSetky merania, ¢o nemusi byt pravda, ale za

niektorych okolnosti to moze byt akceptované.

Nie vSetky testy a vyskumy st rovnaké. Podla poziadavok a realizacie

testovania st potrebné rozdielne modely CTT.
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Samotna CTT nemodeluje vzajomné suvislosti rozdielov medzi llohami
a rozdielov v dosiahnutych tispech pri testovani, ¢o je hlavny prinos Rasch a
IRT modelov. Detailnejsie skiimanie ponechava na externé metody, ktoré nie
st integralnou ¢astou CTT tedrii, ale st podstatnou sucastou CTT pristupu
k testovaniu.

Namerany tspech h a teda aj pravy tspech r je sumou nameranych hod-
not v (rovnica 1.5), pripadne linedrnou funkciou ak st pridané koeficienty.
Vicsina CTT tedrii na odhad pravej hodnoty (r) nerobi ni¢ zlozitejsie ako
zpriemerovanie nameranych hodnot (v), ak ich je viacej pre prislusné osoby
resp. testy, podla toho ¢o je cielom vyskumu.

CTT hlavne sktima reliabilitu, variabilitu, velkost chyby a odhaduje, s
akou pravdepodobnostou namerané vysledky nie¢o hovoria, alebo nie. Zod-
poveda to jednoduchsej predstave testovania, kde za zostavi test, nameraju
sa vysledky, pricom vysledky st dostupné priamo (napr. suma bodov) a Sta-

tisticky sa zhodnocuje, ¢i je vdobec nieCo namerané.

1.3.2 Item Response Theory

Sposob hodnotenia v IRT je zlozitejsi nez v CTT. Namiesto jednoduchej
sumy, hodnotenie je definované cez pravdepodobnostny model, modelujuci
pravdepodobnosti odpovedi subjektov vzhladom na ich schopnosti a vlast-
nosti uloh. Subjektom st nasledne pridelené ako hodnotenia modelované
vlastnosti, ktoré maximalizuji pravdepodobnost vyskytu nameranych od-
povedi.

Vo vseobecnosti, IRT sa zaoberd meranim nepriamo meratelnych vlast-
nosti, ktoré nie st iba schopnosti, ale aj citové nalady, presvedcenia alebo
¢initele ovplyvnujuce zlozité chemické a biologické reakcie. Sice prezentovana
tedria je plana vSeobecnejsie, ohrani¢ime sa na oblast hodnotenia, pouzivajic
prislusna terminolégiu.

Uvedieme a forméalne zadefinujeme teériu IRT a konkrétne modely, ktoré
budeme pouzivat. Z ¢asti model sktiSok budeme pouzivat definicie mnozin
subjektov S (1.1), tloh U (1.2) a domény ciastkovych vysledkov @ (1.3), a
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z ratingového algoritmu doménu hodnoteni H (1.4). KedZe definicie v CTT
boli zamerané na testy, ¢o nie je pripad v IRT, zavedieme si nové definicie
vysledkov, ktoré sa priamo tykaju tloh.

Budeme pracovat so zédkladnymi IRT modelmi, kde je tloha bud vyrie-

Sena, alebo nie. Ciastkové vysledky preto definujeme ako boolovské.

Q@ =1{0,1} (1.10)

Definicia 1.13. Funkcia v je funkcia z mnoziny testovanych subjektov S a
mnoziny tloh U do domény c¢iastkovych vysledkov ), podéavajica ¢iastkovy

vysledok subjekta na danej tlohe.
v:SxU—=Q (1.11)

Modely IRT popisuju subjektov pridelenim vnutornych charakteristik,
ktoré st predmetom sktimania. V naSom modeli to bude hodnost v tvare

redlneho ¢isla, predstavujiceho schopnost riesit tlohy, akymi testujeme.
H=R (1.12)

Definicia 1.14. Funkcia 6 je funkcia, ktoré kazdému subjektu priradi jeho
hodnost.
0:S—H (1.13)

Nasleduje zakladny pojem IRT. Funkcia nazyvané charakteristickou kriv-
kou tlohy (Item Characteristic Curve), ktora modeluje pravdepodobnost vy-

rieSenia tlohy vzhladom na hodnost.

Definicia 1.15. Funkcia p je funkcia, ktora kazdej tlohe prideli pravdepo-
dobnostnt funkciu oznacujicu s akou pravdepodobnostou bude tloha vyrie-

send pre dani hodnotu vnutornej charakteristiky.

p:Ux H—(0,1) (1.14)
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Funkcie p a 6 tvoria zaklad IRT modelov. IRT mé za ciel odhadnit tieto
dve funkcie tak, aby ¢o najlepsie sedeli na namerané hodnoty. Az potom je
mozné konat Statistick(i analyzu.

Funkcie p musi spliat uréité poziadavky. Ako pravdepodobnostna funkcia
musi byt monoténna, mat hodnoty v rozmedzi 0 az 1 a musi mat Specidlny
tvar, urceny konkrétnym IRT modelom.

Distribu¢né funkcie normalneho rozdelenia boli pouzivané do konca 50.
rokov, kedy boli nahradené logistickou funkciou (1.15) hlavne zo Statistickych

a praktickych dovodov.| ]

1

p(u, f) = T o ouliten (1.15)

Nasddzanie IRT modelu na déta nie je zrovna trividlna zaleZitost.

St dva rozne pohlady na tvorbu IRT modelov. Jeden nézor je, Ze modely
by sa mali prisposobovat datam, ¢o vedie k zloZitym modelom, kde uz zac¢ina
byt otazne, ¢i je dand interpretacia zrovna té prava. Druhy nézor, vyzdviho-
vany najméi v Rasch modeloch je ten, Ze by mali byt dostatoéne jednoduché,
s prijemnymi Statistickymi vlastnostami ako obojstrannd monoténnost a ak
model nesedi pre dany test, tak test bol zle zostaveny.

Obojstrannd monoténnost je vlastnost, Zze vSetci subjekti generuji rov-
naké usporiadanie fazkosti tloh a zaroven vsetky tlohy generuju rovnaké
usporiadanie schopnosti subjektov. Znamena to, ze by vyber tloh nemal
vplyvat na usporiadanie subjektov a vyber subjektov by nemal ovplyviio-
vat usporiadanie tloh (Obr. 1.1). V priklade je ukdzka 1PL modelu, ktory
mé konstantni zakrivenost, t.j. diskriminaciu a tlohy sa lisia iba svojou zlo-
zitostou. Tento model je v podstate zhodny s povodnym Rasch modelom.

Okrem usporiadania tloh a subjektov, IRT modely umoziiuja aj zmyslu-
plne navzajom porovnavat zlozitost iloh a vlastnosti subjektov na spolo¢nej
skale. Zaujimavy parameter tloh, konkrétne odhadnutej p funkcie je hodnota
vnutornej vlastnosti, pri ktorej mé subjekt 0.5 pravdepodobnost ju vyriesit.
Vtedy sa subjekt a tloha povazuju za rovnako hodnych. CTT podobné po-

rovnavanie neumoznuje.
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(a) model s dvojitou monoténnostou (b) model bez dvojitej monoténnosti

Obr. 1.1: Ukéazka dvojitej monoténnosti

Kedze v stfaziach nie je testovand iba jedna hypotéza, ale chceme ziskat
informécie o kazdom stfaziacom a zaroven tvrdit, o kazdom odhade vlast-
nosti subjektu, Ze je s uréitou pravdepodobnostou spravny, potrebujeme do-
statoénu prevahu nameranych tdajov nad stupriami volnosti, ktoré zavedie
pouzity IRT model.

Budu pre nas teda zaujimavé najmé jednoduché IRT modely, kde bude iba
jedna vnutorna vlastnost subjektov, pravepodobnostnd funkcia p tloh bude
jednoduché, definovana pomocou ¢o najmenej parametrov, ale nie menej ako
je potrebné a tlohy budi podla moZnosti hodnotené dichotomicky, teda bud
ich subjekt vyriesi, alebo nie. Na takéto cely sa zda byt najvhodnejsia trieda
1PL, 2PL a 3PL modelov.

1PL, 2PL a 3PL modely

Tieto modely st zakladné logistické modely s jednym az troma parametrami.
Presny tvar pravepodobnostnych funkcii tloh je logistickd funkcia (1.16) s
tromi parametrami, pripadne dvomi, ked je ¢, konStantne 0 alebo jednym

ked b, je 1.
1—0c,

T (1.16)

p(u, f) =c, +

Model s jednym parametrom - 1PL pévodne vytvoril Rasch v 50-tych

rokoch hlavne pre niektoré Specialne vlastnosti, ktoré iné modely nemaja.
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Modely 2PL a 3PL vytvoril Birnbaum koncom 50-tych rokov, ale znamymi
sa stali az koncom 70-tych. Jeho praca bola zalozena na Lordovych modeloch
pouzivajicich normélne rozdelenie. | ]

Najzakladnejsi parameter, ktory sa vyskytuje vo vsetkych troch modeloch
je a. On udéva tazkost danej ulohy, konkrétne je hodnota meranej vlastnosti
subjektov, pri ktorej je 0.5 pravdepodobnost tspesného vyrieSenia. V 1PL
modeli sa teda mozu vyskytovat rozne fazké tlohy, ale aby model dobre
sedel, musi schopnost vyrieSenia mat podobny tvar zavislosti od testovanej
vlastnosti. Prikladom je obréazok (1.2a).

Druhy parameter je b, ktory oznacuje smer alebo zakrivenost krivky (Obr.
1.2b). Tento parameter sa zvykne nazyvat diskrimindcia tlohy s moznou in-
terpretaciou ako miera rozdielu tspesnosti riesenia vzhladom na odchylku
vlastnosti subjektu od tazkosti tlohy - a. Mo6ze byt vhodné pouZivat model
aj s tymto parametrom napriklad, ak sa tlohy rézneho charakteru alebo me-
raji vonatornu vlastnost réznymi sposobmi a zaroven je dostatoéné mnozstvo
nameranych tudajov.

Treti parameter je uZitony v pripade, Ze je néchylnost k ndhodnému
rieSeniu tlohy, napriklad v pripade otazok s viacerimi moznostami. Pripadne
hocikde inde, kde je uréitd pravdepodobnost, Ze tloha bude splnend bez
ohladu na merant vlastnost (Obr. 1.2¢). Tento paramater sa podla potreby
moze uréit pred analyzou dat, pripadne sa moze odhadovat spolu s ostatnymi,
ak sa neberie ako predpoklad ur¢itd nachylnost rieSenia bez znalosti (teda

meranej vlastnosti).

-
4 08

0.6 1 06—

04 4 04

0.0+1.0/(1+€%) ——
02 f 1 02k 0.2+0.8/(1+€%)

0.8+0.2/(1+¢¥)
)

0 — L L L 0 L L L 0

L
2 a

IS
ok
o

-4 2 0 2 a -4 2 0 2 4

(a) (—2,-1,0,1,2) (b) (=0.2,0.4,1,1.6,2.2) (c) (0,0.2,0.4,0.6,0.8)

Obr. 1.2: Parametre PL modelov
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2PL model

Néas bude prevazne zaujimat 2PL model, teda model s parametrami a a b

funkcie odozvy 1.17.

1

p(u, f) = T e hUian (1.17)

Definicia 1.16. Funkcia a je funkcia z mnoziny tloh do redlnych ¢isel, ktora
odhaduje pri akej hodnote testovaného vnutorného faktoru bude subjekt mat

polovi¢na pravdepodobnost spravne riesit ilohu. Urcuje teda stred krivky p.
a:U >R (1.18)
V zlozitych matematickych vyrazoch budeme pisat a, miesto a(u).
ay = a(u) (1.19)

Definicia 1.17. Funkcia b je funkcia z mnoziny tloh do realnych ¢isel, ktora

urcuje sklon funkcie odozvy p.

b:U—=R (1.20)
V zlozitych matematickych vyrazoch budeme pisat b, miesto b(u).

by = b(u) (1.21)

Na analyzu dat 2PL modelom, potrebujeme model nasadif na tie data.
Konkrétne potrebujeme najst funkcie a a b (parametre tloh) a funkciu 6
(vlastnosti subjektov), ktoré vhodne popisujii namerané data.

Vhodné mozu byt rozne odhady tychto funkcii. Hodnoty funkcie 6 je
mozné skalovat, postvat a zmenif im znamienko, s prislusnymi zmenami na
parametroch a a b bez zmien v ich vypovednosti. Pri odhadovani hodnot si

teda zvolime Iubovolni konkrétnu skalu. Navyse by sme chceeli, aby vlastnost

.....
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parametrov b bola kladna. Ak pre nejakt tlohu u parameter b nie je kladny,
faktorom maja tendenciu ju horsie riesit.

Budeme hladaf funkcie a, b a 6, ktoré si, az na horeuvedené ekvivalencie,
odhadom s najvic¢sou pravdepodobnostou. Na to si najprv definujeme pojem
Fisherovej informaécie.

Sir Ronald Aylmer Fisher roku 1925 definoval statisticky pojem informa-
cie, ktory sa dnes vola Fisherova informécia. Intiutivne ju mozno chapat ako
prevratent hodnotu presnosti, s akou je mozné parameter odhadnit.

Formaélne, nech X je ndhodné premenné, 6 je merany parameter a P(X, 0) =
P(X]6) je pravedpodobnostna funkcia premennej X vzhladom na 6. Pre kon-
krétne namerané X sa mozeme na P pozerat ako na funkciu vierohodnoti a.

Definujeme skére ako derivaciu logaritmu tejto funkcie (1.22).

V(X,0) = % In P(X,0) (1.22)

Fisherovu informécia Z je definované ako rozptyl skére. Kedze o¢akévana
hodnota skore je 0, Fisherova informacia bude Stvorec ocakévaného skdre.
Pre vSeobecny 3PL model plati (1.24).

E(V(X,0) =) % [P(2,0)In P(x,0)] = 0 (1.23)
a 2
(%mp(x, 9)) ]
— P(0,0) <% In P(0, 9)) + P(1,6) (% In P(1, e)>

_ ﬁ <%P(0,9))2 + ﬁ (%P(l,@))Q (1.24)

Funkcia Fisherovej informéacie ndm hovori, kolko informécie bude ziskané

Z(a) = D(V(X,a)) =E

o odhadovanom parametri a pri jednom merani, ak ma parameter dand prava

hodnotu. KedZe rozptyl nezavislych merani je sc¢itatelny, aj Fisherova infor-
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maécia je s¢itatelna a Fisherova informéacia mnoziny nezavislych tloh je suma
informacii jednotlivych tloh.

Konkrétne pre 2PL model plati

I(f) = az - p(u, f) - (1 = p(u, f)) (1.25)

1.0
I

0.6 0.8
I

| - fisherova informacia
0.4

0.2

0.0
I

8 -schopnost'

Obr. 1.3: Ukazka Fisherovej informacie pre 2PL model

1.4 Nasadzanie IRT modelu

Model IRT pre konkrétne tdaje je definovany parametrami tloh a subjek-
tov, ktoré dosahuji maximalnu vierohodnost. Sice boli niektoré IRT modely
zname uz v 50-tych rokoch, pouzivat sa zacali omnoho neskorsie, kedZe najst
parametre dosahujice maximéalnu vierohodnost je naroc¢né.

Zname s hlavne dva algoritmy cielené na nasadzanie modelov, ktoré
pouzivame. Joint Maximum Likelihood (JML) je jednoduchsi algoritmus,
ktory spociva v stredavom optimalizovani parametrov subjektov a paramet-
rov uloh. Vyhodou je, Ze je jednoduchsi a neméa apriori predpoklady rozloze-
nia parametrov.

Marginal Maximum Likelihood (MML) je ¢astejsie pouzivany algoritmus.
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Jedna zo zésadnych ¢rt je, ze odhaduje rozlozenie schopnosti subjektov jeho
apriornym predpokladom. Ma vyhodu zarucenej konvergencie, kvoli ¢comu
moze byt vhodnejsi v pripade mensich siborov dat. Pokial je mozné, o sita-

ziacich nechceme predpokladaf rozlozenie a preto sme implementovali JML.

1.4.1 Joint Maximum Likelihood algoritmus

Budeme predpokladat, ze R : (S, U, V)* obsahuje namerané udaje. Parametre
a, b, ¢ a 6 modelu budeme zapisovat ako vektory realnych ¢sel a, b, ¢ a 6,
indexované prislichajticimi tlohami a sttaziacimi.

Na maximalizéciu vierohodnosti potrebujeme najst vektory, kde funkcia
(1.26) nadobuda maximum. Algoritmus Joint Maximum Likelihood tento
problém optimalizécie funkcie s |S| + 3|U| premennych rozbija na striedavi
optimalizaciu |S| funkecii s jednou premennou a |U| funkecii s tromi premen-

nymi.

L(,a,b,c)= [ P(v.0s au b, c) (1.26)

(s,u,v)ER
Ak do funkcii L dosadime konstanty ako vSetky argumenty az na tie
prislichajice konkrétnej tilohe resp. stfaziacemu a zanedbdme Cinitele si-
¢inu, ktoré sa tymto stant konstantami, dostaneme sady funkcii L, resp. L.
Kazda tloha a kazdy sufaziaci bude maf svoju funkciu vierohodnosti jeho

parametrov.

(Vu € u) Ly(a,b,c) = H P(v,0,,a,b,c) (1.27)

(s,u’,v)ER
u'=u

(Vs€S) Ly(0)= [ P60, a,b.,c) (1.28)

(s’ u,w)ER
s'=s

Ak st dosadenymi konstantami parametre, kde funkcia L nadobtuda ma-

ximum, zo spdsobu odvodenia funkcii L, a L je zrejmé, ze aj ony budu
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nadobtdat maximum v rovnakom bode. Podobne aj opacne, ak v nejakom
bode vsetky funkcie L, a L, nadobidaji maximum, je to maximum aj fun-
kcie L.

Tieto funkcie maji vyhodu, Ze sa im lahsie hfad4d maximum, problém st
vSak nezname kon$tanty, ktoré do nich potrebujeme dosadit. V§imnime si,
ze funkcie tloh zavisia iba na konstantach sutaziacich a opacne. Problém vy-
rieSime zac¢inanim v nejakom zaciato¢nom odhade parametrov a striedavym
optimalizovanim parametrov uloh a stutaziacich, vidycky pouzivajuc para-
metre najdené v predchadzajicom kole ako konstanty, pokial sa parametre
neustalia.

Ak algoritmus skoné¢i, ndjde nejaké maximum funkcie L. Nie je tplne
zrejmé, na akych vstupoch algoritmus skonci | ]. V praxi sa vSak uka-
zuje ako funény, ked tdaje dostatoc¢ne jasne urcuju model.

Algoritmus JML nedefinuje sposob volby zaciatoénych parametrov a ma-
ximalizdcie unarnych a trinarnych funkcii. V nasej implementéacii sme vysku-

gali niekolko mozZnosti.

1.4.2 Marginal Maximum Likelihood algoritmus

Povodny algoritmus Marginal Maximum Likelihood (MML) zverejnili Bock
a Lieberman v roku 1970. Popularitu ziskal najm& kvoli neistym vlastnos-
tiam JML algoritmu a stal sa Standardnym algoritmom na odhad 2PL a 3PL
modelov. Mal exponencidlnu zlozitost vzhladom na pocet tloh, ale vylep-
sili ho Bock a Aitkin roku 1981 pridanim Expectation Maximization (EM)
algoritmu. | ]

S ohladom, Ze je dostupné implementacia tohto algoritmu v Hansonovej
kniznici ETIRM, nebudeme sa venovat detailom tohto algoritmu. Pre pod-
robnejsi popis si zdujemci mozu pozriet povodny Bockov a Aitkinov ¢lanok
[ |, pripadne ¢lanok autora kniZnice [ |. Podstatné vsak pre nés
je, ze tento algoritmus pouziva apriori predpoklady o rozloZzeni meranych
vlastnosti subjektov.

Na nasadzanie zlozitejsich modelov je zname aj vylepsenie MML s naz-
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vom Adaptive Quadrature Expectation Maximization (ADQEM) popisany
Schillingom a Bockom a novy algoritmus Li Cai-a zvany Metropolis-Hastings
Robbins-Monro (MH-RM). Algoritmy boli autormi popisané v Psychomet-
rike roku 2005 resp. 2010. Implementéciu oboch algoritmov mozno najst napr.
v programe IRTPro. Ako motivacia zavedenia tychto algoritmov je uvadzana
faktorova analyza, kde sii sicasne modelované viaceré vlastnosti subjektov.
KedZe nepouzivame tieto modely, algoritmy sme zhodnotili ako prilis a zby-

tocne zlozité na nase ucely.



Kapitola 2
Teoria

V tejto kapitole najprv v casti 2.1 definujeme jeden mozny model IRT ratin-
gového algoritmu inspirovany Foriskom | ]. Uvddzame ho vSak najmé
na ilustraciu.

Od podkapitoly 2.2 Odhad presnosti, za¢neme prezentovat vlastny vy-
skum. Rozoberieme zauzivané spésobov pocitania presnosti odhadov schop-
nosti jednotlivych stfaziacih. Rozbor je plod vyskumu autora a prinosom
svojim novym spoésobom pohladu na odhady presnosti a poziadavky na ne.
Sformulujeme tu vlastnosti, ktoré by sme od dobrych odhadov presnosti oca-
kévali, ale v rdmci beznych CTT metdd neboli dosiahnutelné.

Dalsie dve podkapitoly venujeme nasim dvom névrhom na odhadovanie
presnosti merania, kde preskimame ich vlastnosti a ukazeme, Ze st vyraznym
priblizenim k splneniu poziadaviek sformulovanyjch v podkapitole 2.2. Kon-
krétne bayesovsky odhad bude spliiat vetky poziadavky, az na vSeobecnii
monoténnost hodnotenia, ktort zaruc¢ime iba za istych predpokladov, a vy-

povednosti, ktord je najvhodnejsie skimat empiricky.

2.1 Ratingovy algoritmus

Definujeme model ratingového algoritmu. Bude to jednoduchy model, ktory

mé jedno kolo. Tento model je mozné rozsirit na zlozitejsi s viacero kol,

23
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aky pouzival Forisek | ]. N4&s vyskum je vSak platny v oboch a preto
pouzijeme jednoduchsi.

Nech st mnoziny S, U a Q mnoziny sutaziacich, tloh a vysledkov, ako
bolo definované v kapitole 1, potom IRT ratingovy algoritmus je funkcia na
mnozine

(5,0,Q) = ((S = H), (U — (R"))) (2.1)

kde n je 1, 2 resp. 3, pre 1PL, 2PL resp. 3PL IRT model.

2.2 Odhad presnosti

Zacneme uvodom do cielov pouzitia a moznych spdsobov pocitania odhadov
presnosti v oblasti sttazi prehladom rozvoja ich vyuzitia. PoukéZeme tym
na smerovanie vyvoja tejto oblasti a navrhneme poziadavky na dobry odhad
presnosti. Nasledne ukazeme dva mozné odhady réznych vlastnosti, ktoré sa
priblizuja tymto poziadavkam.

V pripade klasickych testov vo forme CTT, sa autor nestretol s vyjadro-
vanim presnosti merania jednotlivych stfaziacich. Standardnou poziadavkou
v §porte je minimélny bodovy rozdiel sutaziacich pre potreby porovnavania,
ako napriklad vo volejbale a tenise, ale vyrazne dalej to nezachadza. Ako
mozny dévod vidime Stadardny predpoklad CTT o norméalnom a rovnakom
rozdeleni chyb merania siutaziacich.

Arpad Elo v algoritme na Sachovy rating pouziva jedno ¢islo na ohod-
notenie Sachistu, javia sa vSak naznaky zohladnovania presnosti merania v
tvare K-faktoru. Tento K-faktor sa prejavuje ako citlivost hodnosti na nové
stutaze, pricom je urcovany na zaklade hodnosti oboch hracov a poctu ich
doterajsich hodnoteni.

Vyznamny krok v modelovani presnosti merania urobil Mark Glickman,
ked na zaklade Elo algoritmu vytvoril najprv Glicko a nasledne Glicko-2
[ | algoritmus. Tieto algoritmy pomocou dodato¢nej jednej resp. dvoch
veli¢in charakterizuju stabilitu a presnost hodnosti hraca.

Elo a Glicko algoritmy st pouzivané nielen v Sachu, ale aj sirSie, hodnotia
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vSak jedine siboje dvoch sutaziacich. Zaujimavym rozsirenim Glickmanovho
algoritmu je algoritmus TrueSkill | |, ktory hodnoti timy hracov. Vy-
vinuli ho v Microsofte, uvadzajic ako motivaciu vyber vhodnych stperov a
tvorenie timov stfaziacich v online hréach.

Spominané algoritmy st stavané na hodnotenie priamych sibojov stta-
Ziacich a teda nie st vhodné pre naSe stutaze. V oblasti stutazi jednotlivcov
proti systému je informatikom znamy predstavitel TopCoder, ktorého hod-
notenie stutaziacich tiez obsahuje dve zlozky. Mierne podobny bayesovskym
vzorcom, TopCoder pocita hodnost (rank) a mieru jej neurcitosti (volatility).
Sice uzito¢ny, TopCoder Statisticky nie je dobre podlozeny. Forisek ukazuje
zavazné nedostatky ako napriklad nemonoténnost v | ].

Dalsi znamy spdsob hodnotenia presnosti odhadu je cez oéakavant mieru
ziskanej informéacie. Forisek tymto pristupom, v ¢lanku o ratingu pomo-
cou Item Response Theory | ], definuje smerodajni odchylku merania
(standard error of measurement) rovnicou (2.2), kde 6 je odhad schopnosti

sutaziaceho a 7 je funkcia udavajica mieru Fisherovej informécie. Tento pri-

stup pouzival Forisek v préci | ] pri porovnani IRT ratingu s TopCoder
algoritmom.
A 1
Z(0)

Teraz uvedieme jeden priklad, kde poukazeme na teoretické nedostatky

odhadu Fisherovou informéciou.

Priklad 2.1. Majme troch sttaziacich S, dve ulohy U a vysledky R.

S - {317 52, 83}
U= {U17U2}
Uy U2
0 0
R=|"
So 0 1
S3 1 1
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Foriskov ratingovy algoritmus pre tieto idaje dava nasledovné vysledky:

A R . 0 SEM

‘ a b ¢
sy | —10 10733.49

Uy 5 —5 0
S 0 7589.72

Ug 5 5 0
S3 10 10733.49

Sttaziaci st rovnomerne rozmiestneny na povolenom intervale, tlohy st v
strede medzi nimi a maji maximéalnu diskrimina¢ni schopnost. Fisherova
informécia tychto tloh je zndzornend na obr. 2.1. MoZno ich chapat ako ostré
mens$iu hodnost ako —5 resp. 5. Podla modelu stutaziaci maji schopnosti
v prislusnych intervaloch (—oo, —5), (=5,5) a (5,00). Sice stfaziaci sy je
uréeny na interval dizky 10, odchylka tohto merania pocitané Fisherovou

informéciou je vyse 7000, asi 100 krat viacej, nez by mala byft.

— SEM
--- Fisher *50

10000
|

6000 8000
| |

4000

2000
|

0
|

Obr. 2.1: Znéazornenie Fisherovej informacie a odhadu chyby pre priklad 2.1

K prikladu 2.1 sa este vratime, ked budeme rozoberat jednotlivé vlastnosti

odhadov presnosti. Najprv ujasnime, ¢o by sme od odhadov presnosti chceli
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a akymi sposobmi to mdézeme dosiahnut. Odhady presnosti maja hlavne dve

vyuzitia, ktoré by sme v nasom rieSeni chceli podchytit:

spolahlivost merania
Poznanie presnosti merania nam umoziiuje zhodnotit ¢ a do akej miery
sme schopnosti stutaziacich namerali. Pouzitie zlozitého Statistického
nastroja bez moznosti zhodnotenia jeho spolahlivosti na nameranych
udajoch je nezodpovedné. Dostupnost odhadov chyby moze pomdct

vyzitiu IRT v stutaziach.

dolné odhady
Odhadovanie presnosti hodnotenia jednotlivych hracov prinasa moz-
nost robit pesimistické, pripadne optimistické odhady ich schopnosti.
Dolny odhad hracov pre potreby zoradenia pouziva TrueSkill. Rating
hraca je sa pocita formulou (2.3), kde p je odhad schopnosti a o je

smerodajna odchylka.
(p,0) =p—30 (2.3)

Tento odhad moze byt férovejsi tym, Ze od hraca pozaduje, aby sa
dokéazal ako naozaj dobry, na ¢o mu nestaci zopar ndhodnjch vyhier.

Pri naivnom pouziti na IRT sa vSak mozZe oplatif aj mensi vykon.

Pouzivané spdsoby odhadu presnosti sa liSia medzi réoznymi systémami.
Zhrnieme ich do troch zasadne odlisnych pristupov, na ktoré sa budeme od-
kazovat pri analyze dostupnych a navrhu vlastného riesenia. Na vysvetlenie
budeme predpokladat, Ze € je merand schopnosf. TGto schopnost budeme
modelovat ako nezndmu nadhodni premenni ©, aposteriérne z pohladu po

hodnoteni, ktorého vystupom bola 0.

smerodajna odchylka
Vacsina spominanych algoritmov vyjadruje chybu jednym ¢islom, ozna-
¢ime ho &, ktoré je mierou neistoty vystupného hodnotenia. V bayesov-
skych systémoch sa od tejto hodnoty ocakava, ze je odhadom smero-

dajnej odchylky © od 6, teda 7e plati (2.4). Ak by chyba mala normalne
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rozdelenie, tak by slusnym odhadom pre © bolo rozdelenie © (2.5).

o = B((X —0)*) = D(X) (2.4)
O~ N(0,6) (2.5)

Systémy, ktoré sa nesnazia odhadovat smerodajni odchylku, ale maja
podobné vlastnosti, ako napr. TopCoder, zaradime do tejto kategorie,

kedZe vlastnosti, ktoré nas zaujimaji méa podobné.

interval spolahlivosti
Presnost odhadu je mozné vyjadrit ako interval spolahlivosti, teda in-
terval v ktorom lezi skuto¢na hodnota meranej vlastnosti € s urcitou
pravdepodobnostou p, za platnosti predpokladov ratingového systému
(2.7). Tento pristup mé prednost najmi v tom, Ze interval nemusi byt
symetricky okolo 6 a moze byt aj poloohraniceny. Castym javom je,
ze je sufaziaci lepSie zmerany z jednej, nez druhej strany. Stava sa to
najméi v pripade sufaziacich, ktori st velmi dobri, pripadne zli. Tychto
sutaziacich mozno z jednej strany dobre ohranicit hranicou spolahli-
vosti skusky, ale druha je pritom neistd. Smerodajnd odchylka toto

nevie dobre vyjadrit.

p=0.95 (2.6)
P(0 € (a,0)|©) > p (2.7)

Sice ratingové systémy Glicko a TrueSkill vyjadruju vysledky ako inter-
val spolahlivosti, resp. jeho dolnd hranicu, poc¢itaji ho zo smerodajnej
odchylky za predpokladu normalneho rozdelenia. Ide teda iba o spdsob

prezentacie.

distribuéna funkcia
Pokial sme schopny odhadnit o rozloZeni © viacej informécie ako podéa-
vaju minulé dve riesenia, napriklad ak vieme odhadnit jej distribucént

funkciu, méze byt vhodnym rieSenim posunut celd tato informéciu na
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spracovanie uzivatelom, napriklad v tvare grafu hustoty pravdepodob-
nosti (2.8).

f(0)= PO =16) (2.9

Nepozname pripady vyjadrenia ratingu ako distribuc¢nej funkcie resp.
jej znazornenia pomocou grafu, nepredpokladame vsak, ze neexistuju.
Spominané ratingové systémy predpokladaji normalne rozdelelenie chyby.
Ich grafické zobrazenie by mohla byt zaujimavé zélezitost, ale vSetka

informacia je uz obsiahnuta v smerodajnej odchylke.

Bdely citatel si mohol v§imnut, Ze vSetky doteraz spominané ratingové
systémy st zaradené do prvej skupiny. Mame dva dévody na uvedenie skupin
s intervalom spolahlivosti a distribu¢nou funkciou. Jeden je, Ze st to zauZzi-
vané postupy v Statistike, ako aj vyhodnocovani niektorych testov a druhy,

ze chceme vytvorit takéto odhady vo vlastnom systéme.

Vratme sa k odhadu presnosti pomocou Fisherovej informécie. Uvedieme
tri vlastnosti odhadu chyby mierou o¢akavanej informéacie v zmysle rovnosti

(2.2), ktoré povazujeme za zdroje nepresnosti a checeli by sme odstranit.

bodovy podla §
Odhad presnosti v zmysle (2.2) sa pocita jedine na zéklade hodnoty in-
formacnej funkcie v bode 0. Takyto odhad predpoklada, ze informac¢na
funkcia vo vyznamnom okoli € je priblizne konstantna (2.9). Na rozdiel
od prikladu 2.1, tento predpoklad byva v beznych testoch splneny na
rozsahu spolahlivosti testu a vyznamnym je prinosom, ak boli sutaziaci

hodnoteny na réznych mnozinach tloh.
SEM(0) ~ SEM(6) (2.9)

Problém vSak moze nastat, ked je schopnost sttaziaceho pri konci inter-

valu spolahlivosti mnoziny tloh, ktoré riesil. V tomto pripade je kvalita
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(a) Odhad smerodajnej odchylky merania (b) Dolny odhad schopnosti vzhladom na
vzhladom na pridelent schopnost povodny odhad schopnosti

Obr. 2.2: Odhad chyby merania Fisherovou informéciou na teste z princi-
pov pocitacov 2012-01-12 modelované 3PL modelom, kde neodpovedanie je
povazované za nespravnu odpoved.

odhadu otézna a zmeny v odhade schopnosti 0 vyrazne ovplyvinuju od-

had presnosti.

nemonotonny dolny odhad
Funkcia Fisherovej informacie v IRT modeli nie je konstantna, pri konci
merného rozsahu testu sa vyrazne znizuje. Nemozno teda priamo pou-
zivat konzervativne odhady ako mé TrueSkill (2.3), lebo aj pri malych
konstantach k& moze byt hodnotenie nemonoténne. Teda moze sa suta-

Ziacemu s; oplatif neurobit tlohu, aby jeho odhad 6, mal lepsi odhad

.....

(Vu) v(s1,u) < v(sg,u)
(Fu) v(sy,u) < v(s2,u)
él < ég
0 — k- SEM(6,) > 0y — k - SEM (0) (2.10)
Téato nerovnost by sa vyskytla v priklade 2.1 pre Tubovolné k& > 0.004.

Pre menej vykonstruovany priklad, uvddzame vysledky testu z princi-

pov pocitacov zobrazené na obrazku 2.2b. Dolny odhad uz pre hodnotu
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k = 3 vymeni poradie najlepsich dvoch studentov. V tomto pripade sice
monoténnost eSte nie je porusend, lebo Studenti st llohovo neporovna-

telny, ale algoritmus Fisherovho odhadu to nevie.

Nemonoténnost povodi z toho, ze bodovy odhad odhaduje chybu sy-
metricky (2.11), aj ked taka nie je. Totiz odhad chyby pocitany z celej

informacnej funkcie by bol monotdénny.

SEM (6 — 6) % SEM(6 + 0) (2.11)

apriérny podla ¢
Fisherova informacia je definovany ako ocakavané mnozstvo ziskanej
informécie na teste, pre sutaziaceho hodnostou 6. Pri tomto vypocte

sa nezohladnuju vysledky na tlohach, az na é, ktorym sa odhaduje 6.

Nech st dvaja stfaziaci s; a s, sktiSany na rovnakych tlohach, pricom
prvy, si, vyriesi lahké a nevyriesi fazké tillohy, ale druhy, s, méa problém s
Tahk{mi, a tazké vyriesi. Ak dostant rovnaky odhad schopnosti 6; = 6s,
tak budd mat aj rovnaky odhad chyby SEM(6,) = SEM(0,). Tento
stav nie je ziaduci, lebo odhad schopnosti 05 druhého stfaziaceho s,
moze byt iba ndhoda, ked vysledok jednej tlohy pre odhad znamend

mnoho.

7 apriérneho pohladu je situécia so sttaziacim s, podla modelu neprav-
depodobna, ¢akame, Ze sutaziaceho so schopnostou fy dobre zmeriame,
ale aposteridrne uz vieme povedaf, Ze nastal ten pripad, ked sme ho

nezmerali.

jedno ¢islo ako vystup
Spominané sposoby odhadu chyby mali za vystup jedno ¢islo. Prednos-
tou je, Ze sa s nim lahSie pracuje, ale tymto zjednoduSenim sa stréca

informacia.

Problémom je nemoznost vyjadrit asymetrickost, a teda ani poloohra-

ni¢ené intervaly spolahlivosti, ktoré sa vyskytuju v pripade subjektov
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mimo merného rozsahu pouzivanych tloh.

Je otazne, ¢i je mozné vytvorit monoténny dolny odhad schopnosti na

zéklade iného ako vylucne jednostranného odhadu chyby.

Spominané klasické ratingové systémy modeluji hodnotenie odhadom
jeho rozdelenia, ktory je vyjadreny dvomi (Glicko, TrueSkill) resp. tromi
(Glicko-2) parametrami. Pri hodnoteni sa z predchddzajiceho odhadu a vy-
sledkov ziska novy odhad. O tychto algoritmoch predpokladdme, ze nemaju
problém s monoténnostou dolného odhadu, kvoli spdsobu modelovania chyby.
Predpokladaju vsak symetrické, norméalne rozdelenie odhadu schopnosti, ktoré
v nasom modeli nepovazujeme za vhodné. Charakterizovat schopnost sita-
ziaceho, ktory vyriesil vSetky tilohy normalnym rozdelenim je zaujimava za-
lezitost.

Pri ratingu sufaziacich na tlohéach, vyhodou IRT je moZnost zohladnit
specifiké jednotlivych tloh. Totiz v CTT st vSetky tlohy povazované za rov-
naké. Prave tuto skutocnost vyuziva odhad chyby na zéklade informacnej
funkcie, ako je Forigkov. Poznanie vlastnosti tloh a vysledkov sufaziaceho
na nich povazujeme za dostatocné na odhad chyby hodnotenia stfaziaceho
a nebudeme dalej odhadovat chyby tloh. Moznosti zohladnenia nepresnosti
odhadu tloh na odhad schopnosti skiimali Tsutakawa a Johnsonova | ]
ked pocitali bayesovské odhady vplyvu neistoty parametrov na hodnotenie
cez bodovy odhad informacnej matice. Ich odhad v8ak bol symetricky a po-
¢ital smerodajnu odchylku.

Nasim cielom je vytvorit odhad schopnosti pre IRT ratingovy systém,
ktory bude umoziiovat zhodnotit spolahlivost merania sutaziacich a robif
dolné odhady schopnosti. Od tychto odhadov budeme pozadovat, aby zvla-
dali asymetrické intervaly spolahlivosti a pokial je to mozné, vhodné bude
aj vyjadrenie odhadu aposteriérnej distribticie hodnotenia pre stutaziacich.
Odhad by teda nemal byt bodovy, aby sme mohli zaruc¢it monoténnost a ro-
bif asymetrické odhady. Navrhovany odhad bude aposteriérny, zohladiujtci

konkrétne vysledky stufaziaceho a mieru ich podivnosti.
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Ukéazeme dva pristupy odhadu chyby. Jeden je zalozeny na bootstrap spo-
sobe odhadovania neznameho rozdelenia a druhy bayesovskym pristupom
zhodnocuje aposteriérne pravdepodobnostné rozdelenie schopnosti sttazia-
ceho. Oba aposteriérne odhaduja rozdelenie schopnosti, nie st vsak ekviva-

lentné.

2.3 Bootstrap odhad presnosti

Bootstrap je zauzivany spdsob odhadu spolahlivosti merania z malého mnoz-
stva udajov, nepredpokladajic pri tom konktrétne rozdelenie. Pouziva sa
najmi na odhad rozptylu a tvorenie intervalov spolahlivosti. My vyuZijeme
tento postup na vytvorenie aposteriorneho odhadu rozptylu a intervalu spo-
Tahlivosti pre hodnosti 6; stutaziacich.

Najprv neforméalne predstavime bootstrap pomocou analégie a potom
formélne zadefinujeme $tyl bootstrapu, ktory budeme pouzivat.

Ak by sme mali vrece orechov a zaujimala by nas priemernd hmotnost
orechu, mohli z nej ndhodne vybrat 30 kusov, spocitat ich priemerni hmot-
nost a odhadnit tym priemernt hmotnost orechov v celom vreci. Tento daj
sa nazyva prvy moment a pocita sa pomerne jednoducho. Zo spominanych 30
orechov vieme nieco usudit aj o presnosti tohto odhadu. Ked st tieto orechy
podobnej hmotnosti, asi bude odhad spolahlivejsi, nez ked st tplne divoké.
Problém vsak je toto pozorovanie sformalizovaf a ¢iselne vyjadrit. Ak by sme
napriklad vedeli, Ze hmotnosti orechov maji normalnu distribticiu, mohli by
sme spocitat rozptyl tychto orechov, z ¢oho by sme spocitali forméalny odhad
rozlozenia orechov vo vreci a nasledne aj ocakavanej spolahlivosti merania.
KedZe nevieme tvar rozloZenia hmotnosti orechov vo vreci, alebo ho nechceme
predpokladat, privolame si na pomoc bootstrap metédu.

Vsimnime si, ze ziskané (empirické) rozlozenie nasich 30-tich orechov sa
do urcitej miery podoba na nam nezname rozlozenie orechov vo vreci. Pres-
nost merania odhadneme spoc¢itanim rozptylu, nebudeme vSak pocitat rozp-

tyl hmotnosti nasich 30-tich orechov, tym by sme ziskali odhad na rozptyl
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hmotnosti orechov vo vreci. Nas zaujima teoreticky rozptyl merania, teda
priemernej hmotnosti ndhodne vybranych 30-tich orechov z vreca. Kto nemé
v hlave, ma v pétach, vyskisame urobit vela merani. KedZe mozeme odhnut
rozloZenie orechov vo vreci rozlozenim nasich dostupnych 30-tich orechov,
nebudeme tahat z vreca, ale z tychto 30-tich. Samozrejme, vo vreci je ore-
chov vela a preto musime tahat s opakovanim. Tymto spdsobom sme schopny
vytvorit mnoho sad orechov, ktoré si sice mierne zdegenerované, ale podo-
baji sa rozlozeniu moznych vyberov 30-tich orechov z vreca. Zbavili sme
sa potreby mysliet a mdéZeme priamo spocitat rozptyl priemernej hmotnosti
na tychto vytvorenych sadach, poc¢itanim na vsetkych moznjch 30%° sad,
pripadne na nejakej dostato¢ne velkej ndhodnej vzorke. Tento rozptyl na si-
mulovanych sadach je potom dobrym odhadom na rozptyl vsetkych moznych
merani na vreci orechov.

Bootstrap metéda ndm Ziadne nové poznatky priniest nemdze, umoziiuje
nam vSak odhadnit ako sa spréava nejaka funkcia, ako napriklad priemer,
na udajoch podobného rozlozenia, ako st dostupné tidaje, bez potreby jeho
formalizacie.

Znédmych je mnoho roznych bootstrapovych metéd. Uvedieme forméalnej-
Siu definiciu neparametrického bootstrapu, ktory je hore popisany a z ktorého
vytvorime odhad presnosti. KedZe na vyjadrenie predpokladov je potrebna
zlozitejsia Statististicka tedria, predpoklady nebudeme dopodrobna Specifiko-
vat, iba ich spomenieme. Pre podrobnejsi popis odkazujeme Citatela na knihu

Casellu a Bergera | ]-

Definicia 2.1. Nech X je ndhodné premenna a vektor T = zq,...,x, je
n nezavislych realizacii tejto premennej. Nech f : X" — R je funkcia na
definicnom obore hodnot tychto premennych. Nech z7,...,z), je m vekto-
rov dlzky n, ktoré vznikli rovnomernym néhodnym vyberom s opakovanim
prvkov vektora .

Pokial funkcia f spliia ur¢ité vlastnosti normality a distribicia X je v
istom zmysle slusné, potom plati (2.12) a (2.13), pricom Var je rozptyl na-

meranych hodnot a @, je kvantilova funkcia ur¢ujica najmensiu hodnotu
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vacsiu nez nadobudne z-ta ciastka pripadov.

(V=) Q7)) ~ Q-(f(2) (2.12)
Q:(f @) =min{y | il f@) <y} < z-m]
Var*(f(z*)) = Var(f(z)) (2.13)
Var (7a) = ——= 3 (1) - 7))
@) = > (@)

Specialne plati, ze odhad maximéalnej vierohodnosti spliia podmienky kla-

dené na funkciu f, ako aj median a rézne iné Statistiky:.

Navrhujeme teda pouzivat bootstrap metédu na odhadovanie presnosti
vypoditanych schopnosti stfaziacich, pricom presnost odhadu kazdého st-
taziaceho budeme pocitat zvlast. Pre jednoduchost budeme dalej rozoberat
jedného sutaziaceho s.

V zmysle definicie 2.1, obor hodnét nahodnej premenej X je mnozina
usporiadanych dvojic tloh a Gspechov stfaziaceho na nich. Zndmou realizé-
ciou 7 tejto ndhodnej premennej st vsetky zname vysledky o stfaziaceho .
Odhadovanou funkciou f je odhad maximalnej vierohodnosti, ktorym bezne
pocitame schopnosti sttaziacich. Treba poznamenat, Ze opakované vyskyty
vysledku na rovnakej tlohe budeme povazovaf za osobitné merania pre po-
treby pocitania pravdepodobnosti. V opacnom pripade by zanikli a vypocet

by sa podobal zndhodneniu jackknife metdody.

=

f(5) = MLE(6]7)

Tymto spliiame predpoklady bootstrap metédy (2.1) a mdzeme ju pouzivat

na odhadovanie rozptylu a kvantilov odhadu schopnosti 0.
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Teraz uz moézeme definovat odhad chyby, smerodajni odchylku o, ako
odmocninu rozptylu (2.14). Tento odhad vSak budeme pouzivat najmi na

porovnanie s inymi algoritmami.

7 - 1)
o = Var*(0*) (2.14)

Definicia 2.2. Bootstrap odhad presnosti sutaziaceho s miery pravdepo-
dobnosti p je interval (ds, hs), ktory obsahuje strednt p-tu ¢iastku bootstra-
povanych odhadov.

dy = Qup)2(0;) (2.15)
hs = Quip)2(07) (2.16)

Standardné volba miery p je napriklad 0.95.
p=0.95

Dal$ou moznostou je prenésobenie bootstrapovanych vyskytov 8 vhodne
uzkym normalnym rozdelenim a ich scitanie, ¢im sa ziska uhladeny graf
vhodny na zobrazenie. Zameriame sa vSak na intervalovy odhad.

Zmienime sa o volnych parametroch v ndSom algoritme na intervalové od-
hady. Parameter m zodpoveda poc¢tu kél Monte Carlo simulécii. V zavislosti
od pozadovanej presnosti, pre bootstrap je odporucané vyse 5000 kol. V pri-
pade vyuzitia na iné ako vyskumné tucely, pre stabilné vysledky odporucame
desiatky alebo az stovky tisic kol. Nasa implementacia na testoch z principov
pocitacov urobila 100 000 bootstrapov priblizne za minttu, dala by sa vsak
podstatne zrychlit.

Parameter p uréuje pozadovant ocakdvani pravdepodobnost, Ze sa me-
rand schopnost sutaziaceho nachadza vo vyslednom intervale. Velkost p mé
vplyv na potrebny pocet kol na zarucenie rovnakej stability odhadu. Z tohto

dovodu, ako aj z predpokladanych zvacsujucich sa odchylok pri konci bo-
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otstrapového rozlozenia schopnosti, od ozajstného rozlozenia schopnosti, ne-
odportcame tento parameter nastavovat prili§ velky. Vhodny hodnota vsak
zavisi od konkrétnej situacie.

Nasa bootstrapova metdéda odhaduje ocakavané rozlozenie schopnosti si-
taziaceho, s predpokladom, Ze tilohy na meranie schopnosti maja vlastnosti
a rozdelenie podobné vypocitanému odhadu tloh a sttaziaci na tlohy odpo-
vedd v sklade s nameranymi tidajmi. Teda nepredpoklada, ze st tlohy spravne
namerané, predpoklada vsak, ze existuju iba také tlohy, ako boli namerané,
v podobnom rozloZeni ako ich riesil siutaziaci, pricom tspech sttaziaceho je
neoddelitelne spojeny s tilohou ktort riesil.

Bootstrapovd metdda teda nie je bodova a umozinuje robit asymetrické
intervalové odhady, teda aj dolné odhady a vyuziva aposteriérne poznanie
vysledkov sutaziaceho na jednotlivych tlohdch. Monoténnost, vo vSeobec-
nosti zial nevieme zarucit, iba za istych predpokladov. Z teoretickej stranky,
o spolahlivosti mozeme povedat jedine, Ze sa spolichame na tedriu boots-
trapu, pricom predpoklady a merané veli¢iny sa zdaji byt rozumné.

Monotdonny méZe byt, ked riesili rovnakeé tilohy a budeme rovnakym spésobom

vyberat nové podmnoZiny.

2.4 Bayesovsky aposteriorny odhad presnosti

Vytvorime odhad presnosti bayesovskym usudzovanim priamo z IRT modelu.
Vyhodou tohto pristupu je, Ze budeme priamo vyuzivat tdaje existujiceho
modelu, ktory sa snazi modelovat vSetky podstatné tidaje a nepotrebujeme
na to dodato¢né predpoklady o rozdeleni chyby.

Zéakladné tdaje poskytované IRT modelom st parametre tloh a stfazia-
cich. Tieto parametre st bodom maximalnej vierohodnosti v mnohorozmer-
nom priestore pravdepodobnosti IRT modelu. Skiimanim tvaru tohto pries-
toru sme vSak schopny ziskat viacej informécii, presnejsie, ktoré parametre
su ako vyhranené.

Ked sa pozerame na jedného sufaziaceho s, IRT model nam déava apri-
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6rnu pravdepodobnost, Ze vyriesi jednotlivé tlohy, ako funkciu jeho schop-
nosti. Aposteriérne, po stitazi, sice aj dalej nevieme jeho schopnost 6, vieme
jeho vysledky na jednotlivych tlohach, z ktorych ziskame odhad maximalnej
vierohodnosti ;. Tato funkcia vierohodnosti nemusi davat celkovia pravdepo-
dobnost jedna, ak ju vSak normalizujeme, dostaneme funkciu aposteriérne;
pravdepodobnosti schopnosti sutaziaceho, za predpokladu platnosti modelu
a dobrého odhadu tloh.

Odvodime tento fakt matematicky. Budeme predpokladat Ze schopnost 6
sttaziaceho s lezi v intervale < —10, 10>, ako sme si model definovali. Dalej
budeme predpokladat znalost funkcie P,, ktorti sme odhadli pri nasadzani
modelu, udévajicu pravdepodobnost vyriesit ilohu vzhladom na schopnost.

Funkcia P ; uréuje pravdepodobnost vyskytu vysledkov © na ulohach 4.
Pas(8) = [[ Pu(0) (1= P (8)) ™ (2.17)

Nahodné premennd © modeluje schopnost sttaziaceho a ndhodné premennd
V' modeluje vektor vysledkov. Aby sme sa vyhli miesaniu spojitych a diskrét-
nych premennych, schopnost modelujeme diskrétne s M rovnomerne rozde-

lenych hodn6t na intervale < —10,10 >.

20k
(Vk,0 < k < M) o= — —10

)
(k0<k<M) PO=m)=

Dosadenim do bayesovho vzorca dostavame

Horeuvedend rovnost je diskrétna, teda iba priblizne zodpoved4 modelu. Jej

transforméaciou a limitnym vypoctom, ktory verime, ze nie je potrebné zo-
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brazovat sa uz dostaneme k presnej, spojitej formulécii.

ZT< Pa,ﬁ(ﬂﬁ
PO <0 =
B fio P 5(z)dx
PO <) = NI (2.18)

Z distribuc¢nej funkcie (2.18) vyjadrime funkciu hustoty.

P 5(0)

s(0) = 10
fs(0) f—lO Py s(z)dz

(2.19)

Funkcia hustoty f, vyjadruje aposteriérnu pravdepodobnost schopnosti
sutaziaceho v nasom modeli, za predpokladu spravneho odhadu uloh. Jej
tvar presne zodpoveda nasej slovnej tivahe.

Potrebovali sme ohranic¢it stfaziaceho na konecny interval, aby sme za-
rucili koneéna hodnotu integralu [ Py ;(x)dz a teda aj koneént hustotu fs.
Tento predpoklad nemusi byt nutny, pokial je schopnost stutaziaceho dobre
ohranic¢end tlohami, ako byva pripad vicSiny sutaziacich v 1PL a 2PL mo-
deloch, no neplati vSeobecne.

Kvantily funkcie hustoty mozeme pocitat nasledovne

S0 fs(x) dz < z}

Q- (fs) = min {y m

Definicia 2.3. Bayesovsky odhad presnosti stitaziaceho s miery pravdepo-
dobnosti p je interval (ds, hs), ktory obsahuje strednt p-tu ¢iastku hustoty
aposteriérnej pravdepodobnosti f; (2.19).

ds = Qu—p)/2(fs) (2.20)
he = Q(1+p)/2(fs) (2-21)
(2.22)

Standardné volba p je napriklad 0.95, ako aj v bootstrapovych odhadoch,
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zavisi vsak od poctu tuloh.
O tomto odhade ukézeme, Ze je monoténny. Na to si najprv dokazeme

lemu.

Lema 1. (O postvani masy) Nech f a g su kladné funkcie na intervale (a, c)

a maju definované konecné integrdaly na kaZdom jeho podintervale.

1. Ak g je rastica, potom pre vsetky b v intervale (a,c) plati

[ f@)g(@)de  [7 f(x)de

e < =L 2.23)
[ @a@ds = I f)da (
2. Ak g je klesagica, potom pre vsetky b v intervale (a,c) plati

J, f@)g(a)de [} f(x)da (224

[ F@)g(x)de [ f(z)de

Dokaz. Najprv dokdzeme bod 1. KedZze je funkcia g rastica, a funkcia f je
kladna, moZeme na lavej ¢asti intervalu v integrale funkciu g zhora ohanicit

jej hodnotou v bode b a vysunit z integralu.

(Vz € (a,b)) f(x) >0
(Vx € (a,b)) g(x) < g(b)
(Ve € (a,0)) f(z)g(z) (0)

< f(z)g
b b
/ﬂmmM</ﬂm@m

[ e <o) [ )0
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Podobne, na pravej Casti mozeme integral ohranicit zdola.

(‘v’x € (b, c)) f(z) >
(Vz € (b, C)) g9(b) < ( )
(V€ (be (x)g(b) <

/f g(b)dx < /f
b/bfxd:c</bfxgxdx

Vyuzitim predpokladu, Ze st funkcie kladné, mozeme prenésobif tieto dve

nerovnosti a zbavit sa g(b).

/f dx/f )g(z)dz < g(b /f dx/f
f(z) fb
ff:cd:c ff

Nerovnosti upravime do pozadovaného tvaru.

Dokaz bodu 2 vyplyva z dékazu bodu 1 pre funkcie f~(z) = f(—z) a
h~(z) = h(—=) na intervale (—c, —a). O

Definicia 2.4. Uloha u je kladne hodnoten4, ak je v modeli pravdepodobnost

jej vyrieSenia P, rasticou funkciou schopnosti sufaziaceho 6.

Definicia 2.5. Uloha u je zaporne hodnotena, ak je v modeli pravdepodob-

nost jej vyrieSenia P, klesajicou funkciou schopnosti sttaziaceho 6.

Lema 2. Nech sutaZiaci s, sy a s3 riesili ulohy uq, s a g s vysledkami vy,
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Uy a v3. Nech u je kladne hodnotend uloha a plati

Uy = Us||u
U1 = 2|0
Uz = Us||u
U3 = 1|1

Potom plati

Proof. 7 lemy 1, definicie kvantilu a kladného hodnotenia tlohy u vyplyva

pozadované tvrdenie. O

Na zéklade predchadzajicej lemy je bayesov odhad chyby dvoch tlohovo
porovnatelnych sttaziacich monoténny na kladne hodnotenych tlohéch.

V porovnani dvoch mozZnych vysledkov sutaze, mozno si méZe sutaZiaci po-
lepsit neriesenim alebo zlym vyrieSenim vzhladom na inych, dlohovo neporovna-
telnych sttaZiacich.

Zaujimavé je, Ze tento dolny odhad méze byt vacsi ako odhad maximalnej
vierohodnosti. Usporiada aj tych, ¢o ni¢ nevyriesili, podla toho, ako zly sa stihli

ukazat.
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]

Obr. 2.3: Bayesovsky odhad schopnosti pre priklad 2.1



Kapitola 3
Implementacia a vysledky

Téato kapitola zacina prehladom existujtcich programov na nasadzanie IRT
modelov, kde poukazujeme na nedostatok volne $iritelnych implementacii.

Zacinajuc podkapitolou 3.2 prezentujeme vlastny prinos, kde najprv uka-
zeme nase optimalizacie rychlosti a presnosti vypoctu zakladnych IRT kri-
viek, ktoré s casovo najnarocnejSou operaciou programu.

Nésledne rozoberieme algoritmy na nasaddzanie modelov, konkrétne JML,
MML a vlastnt ideu priameho pouzitia vSseobecného algoritmu optimalizacie
L-BFGS-B. Porovname ich ¢as behu a ukazeme vplyv apriérnych predpokla-
dov distribiacie v MML algoritme na poradie.

Na zaver urobime ukazku pouzitia IRT na tvorenie tsudkov, ktoré by
v klasickej tedrii bolo tazké poukazat. Konkrétne, pomerne jednoduchym
ratingom a tisudkom o zloZeni testov ukadzeme, Ze Studenti poznaji minulé

testy z principov pocitacov na zaklade vysledkov testov.

3.1 Existujice implementacie

Streiner vo svojej praci [ | piSe ako v $tatistike dominuje Classical Test
Theory, pokial sa iba zriedkavo pouZiva Item Response Theory. Pritom jeden
z dovodov je aj to, ze vSetky bezne pouzivané statistické nastroje umoznujua

pouzivat CTT bez premyslania, a IRT vyzaduje pouzitie $pecializovanych a

44
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casto drahych pocitacovych programov.

Nasli sme niekolko Statistickych nastrojov na analyzu pomocou IRT, z
¢oho bolo zopar velkych komerénych néstrojov, za ktoré sa domnievame, Ze
by vSetky mali podporovat nami potrebni funkénost a mnoho malych bez-
platnych nastrojov zameranych na jednotlivé ¢innosti, ktoré podporujua iba
jeden, pripadne niekolko podobnych IRT modelov. Viésina z tychto malych
programov si pre nas nezaujimavé, lebo si zamerané na iné ¢innosti ako
napriklad faktorovii analjzu a pracuju s inymi modelami.

V nasom prieskume sme nasli nasledovné programy, ktoré poskytuji moz-
nost odhadu parametrov IRT modelov s ktorymi pracujeme, konkrétne 2PL
a 3PL.

1. IRTPro je v terajsich ¢asoch najznamejsim IRT programom. Ako vlaj-
kové lod spolo¢nosti Scientific Software International je nastupcom ich
predchadzajicich znamych IRT programov Bilog-MG a Parscale. Cena
akademickej licencie pre jedného pouzivatela je 500$.

http://www.ssicentral.com/irt/index.html

2. Mplus je tiez zndmy IRT program. Vyraba ho spolo¢nost Muthén &
Muthén a akademické licencia pre jedného pouzivatela je 600$.

http://www.statmodel.com/programs.shtml

3. Xcalibre je vyrobkom spolo¢nosti Assessment Systems Corporation. Jedna
akademicka licencia tiez stoji okolo 5008.

http://www.assess.com/xcart/product.php?productid=415

4. ETIRM je opensource kniznica volne dostupné pod BSD licenciou. Na-
pisal a odrziaval ju Brad Hanson v rokoch 2000 - 2002. Dalgiu adrzbu
na nej robil Werner Wothke v roku 2008, odkedy je dostupna na jeho
stranke. Kniznica podporuje MML odhad parametrov tloh pre 1PL,
2PL, 3PL, PCM (partial credit) a GPCM (generalized partial credit)
modely a odhad schopnosti EAP (expected a posteriori) a MLE (maxi-

mum likelihood estimate). Brad Hanson na nej zalozil aj svoj program
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ICL, ktorého vyvoj skonéil v roku 2002.
http://www.smallwaters.com/software/cpp/etirm.html
http://www.b-a-h.com/software/irt/icl

5. LTA-2 je volne dostupny program v tvare EXE stbora od autora J.
S. Uebersax-a. Podporuje odhad parametrov tloh a bayesovsky EAP
(expected a posteriori) odhad schopnosti oséb v 1PL a 2PL modeloch.
http://john-uebersax.com/stat/papers.htm

Pre nas boli moznosti 1 az 4 nevhodné tym, Ze boli drahé a teda nedo-
stupné. Moznost 6 (LTA-2) je ohrani¢eny program, ktory nepodporuje 3PL
model a nema dostupny zdrojovy kod.

Ako Mead a spol. pisu v | ], program ICL a teda aj kniznica ETIRM
poskytuje vela moznosti, pre toho, kto ju vie pouzivat. Ovladanie nie je
zrovna trividlne ale ICL mé 90 stranovy manudl, ktory poskytuje navod na
jeho pouzitie. Kniznica bola pre nés uzitocnd, poskytujic moznost MML od-
hadov, ktoré sme pouzivali pri maljch vzorkadch. Domnievame sa, ze a priori
predpoklady o distribicii odhadovanych parametrov, ktoré MML predklada
navySe mu umoznuju davat stabilné odhady aj pri malych vzorkach.

Rozhodli sme sa implementovat vlastny nastroj, aby sme vyskusali JML
odhady, ktoré nemaju dodatocné predpoklady o normalnej distribtucii sku-
sanych osdb, o ktorej Forisek v praci | | ukazuje ze v situaciach ako
st stfaze neplatia. Dalej sme sktimali vylepSenia v algoritmoch a pocitali

statistiky, ktoré dostupné nastroje priamo nepodporuju.

3.2 Numerické vypocty

Zakladom IRT modelov je pravdepodobnostna funkcia odozvy. Pre 3PL mo-
del je to funkcia P (3.1). Nasim cielom je maximalizovat celkovi pravde-
podobnost, ktorad je sic¢inom pravdepodobnosti jednotlivych vysledkov. Pri
tom sa mozu vyskytovat velmi malé ¢isla, ktoré nie st vyjadritelné v pocitaci

ako bezné readlne premenné. Vyhneme sa tomu problému standardnym tri-
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kom pocitania s logaritmom pravdepodobnosti. Logaritmus budeme pocitat

priamo pri vypocte funkcie odozvy, funkciou log P a jej komplementom log().

1-c¢

P(@,a,b, C) =c+ m (31)
1—c

lOgP(@, a,b, C) =In <C + m) (32)

l0gQ(6,a,b,c) =1n (1 L-c 3.3

0gQ(0,a,b,c) =In e ) (3-3)

Pri nasadzani modelu je ¢asovo najnarocnejSou operaciou pocitanie fun-
kcil logP, logQ@ a jej derivacii. Budeme sa preto snazit rychlo pocitat tieto
funkcie, ale pritom zarucit aj ich numericka stabilitu, aby sme sa vyhli ne-
prijemnym prekvapeniam.

Na zjednodusenie funkcie logP a log() vyjadrime ako kompozicie dvoch
funkcii lgp resp. lgq a pos. Funkcie lgp a lgq davaju tvar krivky a pos pocita
polohu na zéklade parametrov tlohy a schopnosti sttaziaceho. V pripade
2PL modelu méZzeme Ipq dostat z [gp zmenenim znamienka funkcie pos resp.
premennej a. Model 3PL vsak nie je symetricky, budeme teda tieto dve

funkcie poditat osobitne.

logP(0,a,b,c) = lgp(pos(0,a,b),c) (3.4)
logQ(6,a,b,c) = lgq(pos(9 a,b),c) (3.5)
pos(0,a,b) = —a(f — (3.6)

1 —c
lgp(x,c) =In | c+ T ef> (3.7)

lgq(z,¢) = In (1 Cem 1_0) (3.9)

1+e”

Funkcia pos straca relativnu presnost v okoli # — b, ale iba do miery v
akej st definované tieto dva parametre. Numerickej stabilite to neprekaza,

pokial sa takto pocita ddsledne.
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Funkcia lgp je numericky problematickd v okoli ¢ — 1 a pre zaporné
hodnoty z. V pripade ¢ — 1 je relativna presnost mala, ale strata absolttnej
presnosti ohrani¢end a pomerne nevyznamna. Pre zaporné hodnoty x ma
stuptiujice sa chyby, az okolo x = —37 zacina byt konstantnou. Vylepsili
sme ju pozmenenim v tvar (3.9), ktory je na pocitaci uz pomerne presny

vdaka podpore pocitania funkcie In(1 + z).

1+ e”
ct+ece®+1—c
n

1+ e”
1+ ce®

1+e”
=In(1+ce®) —In(l+e") (3.9)

1—
lgp(x,c) = In (c + ‘ )

=1

=In

Na druhej strane, tvar (3.9) mé dva logaritmy, ktoré s pomalé operacie.
Experimentalne vysledky ukazuj, Ze sa tento tvar pocita asi 15% pomalsie.
Dalsimi tpravami dostaneme tvar (3.10), ktory uz obsahuje iba jeden loga-
ritmus, zvlada velké rozpétie hodnot x (—709 az 709 namiesto —36 az 709)

a poCita sa esSte rychlejsie ako pévodny nepresny tvar (3.7).

1+ ce”
l =1
gp(z,¢) =In S
1+e"
= —1In
14 ce®
1 T —1—ce*
__1n<1+ e )
1+ ce”

6.’E
=—In{1+(1- 3.10
n(1+ 00 ) (3.10)

Pouceny faktom, ze potrebujeme pouzit funkciu In(1 + x), aby bola za-
chovand presnost ked st vysledné hodnoty v blizkosti nuly, upravime funkciu
lgq. Presnejsie, chceme aby to bol tvar —In(1+ ), ¢im dosiahneme, Ze argu-

ment x nebude v intervale < —1,0>, kde nemozeme presne vyjadrit hodnoty
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v okoli —1, ale v intervale <0, 00), kde mdzeme vyuzif cely rozsah registrov

pocitaca. Takto sa priamo dopracujeme k tvaru (3.11).

1—
lgq(x,c) = In (1—6— C)

1+e”
e’ — ce”
1+e
1+¢€”
et — ce*

~ (1 + (li> (3.11)

1—c)e”

=1In

=—In

Potrebujeme este spocitat parcidlne derivacie funkcii logP a logQ@. Uro-
bime to tak, ze najprv zderivujeme funkcie lgp, lgq a pos a z nich vyskladame
vysledné funkcie. KedZe je to pomerne jednoduchy a monoténny proces, ne-

budeme ho tu rozpisovat. Uvddzame iba vysledky pre budice pouzitie.

0 (c—1)e"

- = 12

Ox lop(w, ) (1+ ce?)(1 + e®) (3.12)

0 er

e lgp(x,c) = [T oo (3.13)

0 e”

B lgq(x,c) = = (3.14)

0 1

5 loa(w,¢) = — (3.15)
9 os(B.a,b) = b—0 (3.16)
aaa pos(0,a,b) = :
? pos(6,a,b) =a (3.17)
20 pos(6,a,b) = —a (3.18)

Hodné povS§imnutia je, Ze po derivacii funkcie lggq podla x sme rovnicu z

povodného tvaru - zmenenim znamienka x dali do tvaru (3.14), aby sme

zachovali presnost.
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3.3 Algoritmus

Implementovali JML algoritmus, popisany v kapitole 1, ktory striedavo opti-
malizuje parametre stufaziacich a tloh. Pri tejto maximalizécii vierohodnosti
je potrebné hladat maximum jednej az troch premennych, na ¢o sme pouzili
dostupné algoritmy z kniznice GNU Scientific Library (GSL) z jednoduchého
dovodu, ze implementacia je v jazyku haskell a pre kniznicu st vytvorené
haskellovské viizby. KniZznica ponika na vyber niekolko algoritmov, z kto-
rych najuzitoc¢nejsie boli VectorBFGS2, ktory je gradientovou metddou a
NMSimplex2, ktory vyuziva iba funkéné hodnoty.

Prekvapivo, na optimalizaciu funcie viacero premennych sa lepsie uka-
zala simplexova metdda, ktord sa nemala obycaj zatulat, na rozdiel od gra-
dientovej BFGS. Na druhej strane, sice BFGS je zlozitym algoritmom na
optimalizovanie parametrickych funkcii, ukazal sa ako vhodnd volba na opti-
malizovanie funkcie jednej premennej. Predpokladame, Zze méa néaskok tym,
ze vyuziva gradient funkcie a pocita z neho a funkcnej hodnoty lokalny od-
had. Chceli by sme vSak poznamenat, Ze tieto vysledky mézu byt aj vecou
implementacie tychto algoritmov, na ktorej kvalitu st urcité poznamky.

V pritomnosti hrani¢nych hodn6t parametrov, ktoré sa vyskytuja pri st-
taziacich a tlohéch s perfektnym alebo nulovym skére, JML algoritmus sa
dostane do stavu, kde robi velmi malé, skoro bezvyznamné zmeny. Predpo-
kladame, Ze je to tym, Ze jedna, alebo velmi malo, hodnot postava celtt masu
ostatnych. Velké problémy to nerobi a zmeny hodnoét st malé, vyzaduje to
vsak od operatora aby stanovil kritérium na zastavenie. Z dévodu, Ze sa pa-
rametre stutaziacich a tloh optimalizuju striedavo, teoreticky sa moze stat, ze
sa parametre budu cyklicky postvat v opa¢nom smere. Implementovali sme
preto moznost nastavit pozadovant presnost a maximalny pocet kol.

Z tohto dovodu sme ako dalsiu moznost vyskusali priamu optimalizaciu
celkovej vierohodnosti modelu, pomocou Limited memory Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno Bounded (L-BFGS-B) algoritmu. Pouzili sme implementé-
ciu vo fortrane autorov Zhu et al. | | pre ktort sme vytvorili haskellov-

ské vizby. Ukézalo sa, Ze tento sposob optimalizacie je niekolkokrat pomalsi
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nez JML. Priama podpora ohranicenia povoleného rozsahu premennych vsak
umoznila dosiahnut predpokladant vlastnost zastavenia.

Neporovnavali sme Cedalovu implementaciu L-BFGS-B s implementaciou
BFGS kniznice GSL.

3.4 Porovnanie algoritmov MML, JML a BFGS

Nasu implementaciu sme porovnali s referené¢nou implementaciou Foriska a
implementaciou algoritmu MML v kniznici ETIRM autora Brad-a Hanson-a.

Ukéazalo sa, ze nasa implementacia JML a priamej optimalizacie pomocou
L-BFGS-B déva zhodné vysledky s referencnou implementéaciou algoritmu
JML pre 2PL model obsiahnutt v praci | | Foriska, do stanovenej pres-
nosti vypoctu, az na skalovanie a posun.

Ocakavajuc rozdiely v algoritmoch MML a JML, kvoli modelom, ktoré sa
odlisujui dodato¢nymi predpokladmi apriérnej distribtcie v algoritme MML,
sme porovnali ich odhady schopnosti, nasadenim 2PL modelu na standardnt
testovaciu sadu mondatx odpovedi 1655 oséb na 36 otazok od M. Kolena a
R. Brenanna (1995), ktora sla s kniznicou ETIRM. Na grafe 3.1 je znazornené
odhadované schopnosti tymito algoritmami. Vidno, ze dodato¢ny predpoklad
apriornej distribticie pozmenil odhad tloh, ¢o sa nasledne prejavilo v odhade
schopnosti, ktoré st uz odhadované zauzivanou metédou maximalnej viero-
hodnosti, bez apriérnych predpokladov. Algoritmom MML bolo ziskané iné
usporiadanie subjektov, ktoré sa prejavilo uz na 9-om z 1655 miest.

Kniznica ETIRM poskytuje v rdmci MML algoritmu moznost priebezného
doladovania distribicie pocas odhadu, na zéklade aktudlne dosiahnutej dis-
tribucie, v zédkladnom nastaveni je vSak vypnuta. Dovodom moze byt dlhsi
beh algoritmu a podobny problém s neistotou konvergencie ako pri JML algo-
ritme. V pripade zapnutia tejto moznosti odhad bol iny ako bez nej a viacej
sa priblizil JML odhadu. Prvy vyskyt zmeny sa posunul na 12-te miesto.
Apriérna distribucia je volitelnd a tvorila by este dalSie moznosti usporia-

dania, nie sme vSak experti na nastavovanie distribicii a preto sme pouzili
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prednastavené hodnoty.

Z tohto vidime, ze apridrne distribticie v MML algoritmoch maja vplyv
na usporiadanie subjektov, ¢im sa JML algoritmus stava lakavejsim, kedZze
ma predpoklady jedine samotného IRT modelu a tvori jednoznac¢né usporia-
danie. Predpokladom vsak je, aby model bol dobre definovany, ¢o vyzaduje
dostatocné mnozstvo tdajov. Vyhodou MML je, ze je jednoznacne defino-
vany a konverguje pre lubovolné mnozstvo tidajov, otazne s vSak nastavenia

apriornych distribucii.

10+

typ MML
o iba apriori

6-MML

o odhad distribucie

2
6-JML

Obr. 3.1: Porovnanie odhadov schopnosti ziskanych algoritmami JML a MML
pre 2PL model. Vysledky MML so zapnutym odhadom distribticie st pre
viditelnost posunuté smerom hore.

3.5 Testy z principov pocitacov

Na jednoduchom rozbore testov z principov pocitacov ukazeme niektoré moz-

nosti poskytované v IRT, ktoré nie st poskytované v CTT.
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Aby sme ujasnili vztah medzi CTT a IRT, skonstatujeme, zZe vsetko ¢o
poskytuje IRT), je principidlne mozné aj v CTT, otazkou vsak je, aké zlozita
analyza by bola na to potrebna a do akej miery by tedria potrebna na to
vlastne bola ekvivalentom IRT.

Budeme rozoberat testy z povinného informatického predmetu principy
pocitacov 1-INF-130. Zadania testov a vysledky nam spristupnil R. Ostertag,
ktory uc¢i predmet a robil testy. Konkrétne sa jedné o pét kriuzkovacich testov
z troch rokov vyucovania, z ktorych kazdy obsahuje dvadsat otazok. Otazky
maju Styri mozné odpovede, z ktorych by mala byt aspon jedna spravna a
jedna nespravna. Otéazka sa povazuje za spravne odpovedani, ked obsahuje
prave vSetky platné odpovede. NavySe, Studenti maji moznost neodpovedat,
davajuc vysledny pocet bodov ziskanych na otdzke z mnoziny {-2, -1, 1}.

Pre splo¢né spracovanie testov sme presli vSetkymi testami a pooznacovali
opakujtice sa tlohy. KedZe niektoré tlohy neboli tiplne rovnaké, ale pritom
boli miernou obmenou starej, urobili sme dve tabulky, kde v jednej sme
prihliadali na tieto rozdiely a v druhej nie. Vysledky st v tabulke 3.1.

Z odpovedi vsetkych studentov v tych piatich testoch sme urobili jeden
subor dat, kde sme rovnakych studentov na réznych testoch povazali za roz-
nych, predpokladajic, Ze sa mozno medzi ¢asom niec¢o naucili. Na moznost
neodpovedat sme neprihliadali a vSetkych sme hodnotili podla toho, ¢i od-
povedali spravne na polozent otazku alebo nie.

Na tieto tdaje sme néasledne nasadili 3PL. model pomocou algoritmu
MML, kniznice ETIRM. Model 3PL sme pouzili preto, Ze sme chceli vidiet,
¢i maju otazky typovaci charakter napriek 14 teoreticky moznych odpovedi.
Algoritmus MML sme zvolili preto, ze model 3PL obsahuje velky pocet vol-
nych parametrov vzhladom na mnozstvo tdajov. Kedze ciefom bolo ziskat
vyskumné tdaje, podobne ako psycholégov, konkrétne usporiadanie studen-
tov ndm nebolo velmi podstatné. V pripade, Ze zalezi na ich hodnoteni, skor
by sme odporucali 1PL model a JML algoritmus, pokial je to mozné.

Celkovo studentov, ktory odpovedali na aspon jednu otazku spravne bolo

119. Studenti, ktori nemali ani jednu spravnu odpoved nam pri tvorbe modelu
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 1.01 2.01 3.01 3.01 5.01 1 1.01 2.01 3.01 3.01 1.01
2 1.02 2.02 3.02 3.02 5.02 2 1.02 1.02 3.02 3.02 5.02
3 1.03 2.03 3.03 3.03 1.03 3 1.03 1.03 3.03 3.03 1.03
4 1.04 2.04 3.04 3.04 1.04 4 1.04 2.04 3.04 3.04 1.04
5 1.056 2.05 3.05 3.05 1.05 5 1.05 1.05 3.05 3.05 1.05
6 1.06 2.06 3.06 4.06 1.06 6 1.06 1.06 3.06 3.06 1.06
7 1.07 2.07 3.07 3.07 1.07 7 1.07 2.07 3.07 3.07 1.07
8 1.08 1.08 3.08 3.08 1.08 8 1.08 1.08 3.08 3.08 1.08
9 1.09 2.09 3.09 4.09 3.05 9 1.09 1.09 3.09 3.09 3.05
10 1.10 2.10 3.10 3.10 1.10 10 1.10 1.10 1.06 1.06 1.10
11 1.11 2.11 3.11 4.11 1.11 11 1.11 2.11 3.11 4.11 1.11
12 1.12 1.12 3.12 3.12 1.12 12 1.12 1.12 3.12 3.12 1.12
13 1.13 1.13 3.13 3.13 1.13 13 1.13 1.13 3.13 3.13 1.13
14 1.14 1.14 3.14 3.14 1.14 14 1.14 1.14 3.14 3.14 1.14
15 1.15 1.15 2.11 2.11 1.15 15 1.15 1.15 2.11 2.11 1.15
16 1.16 2.16 1.12 4.16 5.16 16 1.16 1.16 1.12 1.12 1.16
17 1.17 2.17 1.13 1.13 1.17 17 1.17 2.17 1.13 1.13 1.17
18 1.18 1.18 1.14 4.18 1.18 18 1.18 1.18 1.14 4.18 1.18
19 1.19 219 2.16 4.19 1.19 19 1.19 219 1.16 1.16 1.19
20 1.20 1.20 3.20 3.20 1.20 20 1.20 1.20 3.20 3.20 1.20
nerov- zasadne
nakych | 20 13 15 12 3 novych | 20 6 14 2 1

Tabulka 3.1: Vyskyt tloh na teste
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neprekazali. Tychto 24 Studentov, ktori sa z réznych pric¢in vo vysledkovke
nachadzali z analyzy vynechame.

V klasickej tedrii testov st dva rozne testy neporovnatelné. Pouzitie IRT
déva vysledky, ktoré by nemali byt zavislé na konkrétnom teste. KedZe me-
ranou veli¢inou je schopnost riesit otazky, ktoré sa na testoch vykytuju. Ak
Studenti poznaji minulé testy, da sa ¢akat, Ze ich schopnosti budi vzrastat.
Navyse, ak sa opakujuce otazky vyskytuja hlavne z poslednych testov a tento
proces sa dlhsie opakuje, pri nasadeni IRT modelu by mal vzniknit linearny
posun hodnoteni vzhladom na test. Vzhladom na $truktaru otézok, v tychto
testoch by sa linearny posun nemal prejavit.

Nasim predpokladom teda je, Ze st schopnosti Studentov v tych troch
ro¢nikoch priblizne rovnaké a schopnosti skupiny riesit test by mali korelovat
so znovupouzitim starych otazok. Na overenie tejto hypotézy sme urobili graf
3.3 odhadnutych schopnosti studentov vzhladom na test.

Na grafe vidno posun a to najmé na trefom a Stvrtom teste, kde treti bol
skoro tiplne novy test a Stvrty bol prevazne recyklacia tretieho.

Na zaver uvadzame ukazku intervalovych odhadov pre stvrty test. Nedali

sme ich vSetky spolu, lebo bol graf necitatelny.
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3
test

Obr. 3.2: Porovnanie odhadov schopnosti studentov na testoch.
Ciara je median, studenti st gulocky.
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Obr. 3.3: Intervalové odhady schopnosti pre 4. test



Z.aver

V préaci sme poukazali na nevyhody symetrickych odhadov presnosti pride-
lenych hodnosti, ktoré pouzivaju vSetky nam zname ratingové algoritmy.

Néasledne sme ukézali, ze v modele Item Response Theory je mozné vy-
tvorit asymetricky intervalovy odhad, konstrukciou konstrukciu bootstrapo-
vého a Bayesovského odhadu, na ¢o sme nepouzivali dalsie predpoklady nez
samotny IRT model. Pre Bayesovsky odhad presnosti sme ukazali, Ze za roz-
umnych podmienok je monoténny na tlohovo porovnatelnych stutaziacich.

Urobili sme prehlad dostupnych implementécii programov na nasadzanie
IRT modelov. Kvoli nedostupnosti implementacie pre rating vhodného, ale
inak menej pouzivaného algoritmu JML sme implementovali vlastny nastroj,
ktory podporuje aj vypocet nasich odhadov presnosti.

Na ukéazku sme vyuzitim IRT na rozbor vysledkov testov ukazali, ze Stu-
denti poznaju testy z minulych skusok.

O Bayesovskom odhade sme ukazali zaujimavé teoretické vlastnosti, ktoré
ho presnostou a stabilitou mézu urobit vhodnej$im kandidatom neZ ostatné
systémy, zostava vsak na budici vyskum jeho praktické porovnanie s inymi
systémami.

Bolo by vhodné do budticna blizsie preskimat vhodnost JML a MML al-
goritmov na pouzitie v stutaziach, kvoli otaznej konvergencie jedného a apri-
o6rnym predpokladom druhého algoritmu, ktoré spochybnuji jednoznac¢nost

vysledkov.

Okrem na katedrovej stranke registrovanych pric a stranke autora', nasa

http://people.ksp.sk/~ivan/hirt/
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implementacia je dostupna ako standardny haskell-ovsky balik. Na systéme s
funkénym haskellom, potrebnym na kompilaciu nasho kodu, na jeho instalovanie

by mal stacit prikaz:
cabal install hirt
Pripadne iba na stiahnutie a rozbalenie:

cabal unpack hirt
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