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Abstrakt

Praca sa zaobera EOL systémami, EOL formami a relaciou interpre-
tacie, ich vlastnostami, normalnymi EOL formami, d'alej vztahom EOL
foriem vzhladom na Chomského hierarchiu, vizualizaciou operacii nad
EOL formami.

Klucové slova: EOL systém, EOL forma, dfl-substitacia, vizualizacia
EOL foriem



Abstrakt

The thesis deals with EOL systems, EOL forms and relation of in-
terpretations, their properties, normal forms of EOL. Furthermore with
relationship of EOL forms and Chomsky hierarchy, visualization of EOL
forms and operations on them.

Keywords: EOL system, EOL form, dfl-substitution, visualization of
EOL forms.
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Uvod

L-systémy Prvy zaznam o vytvoreni modelu pre najjednoduchsie L-
systémy sa datuje na rok 1968, kde A. Lindemayer popisal matematicky
model bunkovej interakcie vlaknitych rias.

L-systémy sa zakladaja na paralelnom prepisovani symbolov, ¢im popisovali
spravanie bunkovych organizmov z hladiska ich vyvoja. Neskor sa podarilo
model obohatit o rozsirenia ktoré umoznili modelova zloZitejSie organizmy,
rastliny a fraktaly.

O zna¢nu cast teoretického vyskumu o ktoré sa zasluzil P. Prusinkiewicz, G.
Rozenberg, A.Salomaa ale aj ini.

Podarilo sa pochopit a vysvetlit fungovanie rastu stromov a bylin, na zéklade
ktorych zostrojili formalny model stromovych OL systémov, ¢o bolo neskor
rozsirené na uzatvorkované OL systémy, ktoré sa uz lahsie ¢itali, a boli lepsie
pochopitelné.

V dalsich pasézach sa mozeme docitat o stochastickych OL systémoch,
ktoré mali pri pravidlach uvedeni pravdepodobnost pouzitia, ¢o nezname-
nalo vacsiu rozmanitost vygenerovanych slov-modelov rastlin, ale mohla sa
skimat pravdepodobnost vzniku.

Podobnym spdsobom pokryvaji aj systémy s interakciou, kde to bolo
zloZitejsie, nakolko prirodzene st generované slova linearne, v jednom rade,
bez vetveni, ktoré je umelo vsunuté zatvorkami alebo inym, podobnym spo-
sobom. Zaviedli moznost definicie mnoziny symbolov, ktoré treba vynechat
pri hladani kontextu pri aplikovani pravidiel na prepis.

Inspiracia z klasickej teorie jazykov v spojeni s paralelnym prepisovanim ne-
skor nasla vyuzitie v pocitacovej grafike na vykreslovanie realistickych ob-
jektov, ¢im vzniklo mnoZstvo podnetov pre dalsi vyskum.

Jedno z prvych zasadnych zmien, ktoré zasiahli OL systémy bolo rozsirenie
o terminélnu abecedu, ¢im sa umoznilo vytvorit systém neobsahujici vsetky
slova pre ktoré existuje odvodenie pomocou pravidiel. Slova z jazyka zacali
byt obmedzené faktom, ze museli obsahovat iba terminalne symboly.
Tymto rozsirenim sa dosiahlo pokrytie triedy bezkontextovych jazykov.

Prave kvoli porovnaniu s gramatikami, ktoré mali sekvenény prepis, za-
¢alo byt zaujimavé skiimanie doterajsich tried jazykov v porovnani s roznymi
Specidlnymi tvarmi EOL systémov.



Tento fakt motivoval zavedenie pojmu EOL forma, spolu s definovanim
mechanizmu interpretécie.
EOL forma je ni¢ iné, ako EOL systém. Rozdiel je uhol pohladu, z ktorého
skiimame konstrukcie.
Prave interpretacia EOL systému, ktord sa zaklada na pridavani a vyne-
chavani pravidiel, ktoré sa podobaju povodnym pravidlam v skimanej EOL
forme, ndm dava novy, abstraktnejsi pohlad na problematiku EOL systémov.

Zo zéavere¢nych prac v slovencine, ktoré su na FMFI UK pomerne dobre
dostupné, su z hladiska ozrejmenia fungovania L-systémov sa to nasledovné:

TOL systémy nad dospelymi jazykmi, J. Hudacek, 2004
Lindenmayerove systémy s interakciou, J. Minarik, 2006
Rozsirenia Lindenmayerovych systémov s interakciou, M.Vagko, 2010

Dospelé jazyky k Lindenmayerovym systémom, J. Fekiac¢, 2011

.....

Roz8irenia Lindenmayerovych systémov s interakciou od M. Vagka sa za-
obera najméa tabulkovymi a rozsirenymi L-systémemi s interakciou.

Zaujima sa o zaradenie rozsirenych systémov do Chomského hierarchie,
¢o bolo dobrym podkladom pre skimanie pohladu cez EOL formy v tejto
préaci. Spracuva zéklady o EOL systémoch, ich uzaverové vlastnosti a uvadza
ilustrujtce priklady, ¢im ukézala mozné smerovania vyskumu.

Vysledky sa vyskutuji aj pre ETOL systémy, niektoré z nich mézu byt
pouzitelné aj pre EOL systémy, nakol'ko EOL systém je Specialnym pripadom
ETOL.

Pri nich sa spomina normalny tvar so zamietnutim, synchronizovany ETOL
systém a jeho konstrukcia, vyjadrené je aj zaradenie triedy jazykov generova-
nych EOL a ETOL medzi triedy jazykov generovanych CF a CS gramatikami.

Praca Dospelé jazyky k Lindenmayerovym systémom pokryva zakladné
vedomosti o 0L systémoch, dospelych jazykoch k OL systémom. Obsahuje
dalgie vlastnosti EOL systémov, ktoré st neskor vyuzité pri ozrejmovani do-



teraz nedokazanych o TOL systémoch, ATOL a ETOL systémoch.

Dokézana je rovnost mnozin jazykov generovanych rozgirenymi tabulko-
vymi L systémami a dospelymi jazykmi k tabulkovym L systémom, ¢im sa
vybudovalo prepojenie medzi EOL systémami a bezkontextovymi gramati-
kami.

Tato praca méa 4 kapitoly. V prvej kapitole sa budeme zaoberat zadefino-
vanim EOL systémov, normalnymi tvarmi, zistovanim dolezitych vlastnosti a
ich ilustrovanim na prikladoch,¢im zaruc¢ime podrobné vysvetlenie.

V druhej kapitole sa zaoberame zadefinovanim EOL foriem, ¢o zahfna de-
finovanie dfl-substitucie, definovanie relacie interpretacie,

dalej ukazujeme interpretaciu EOL formy na priklade, popisujeme dolezité
vlastnosti relacie interpretécie, zistujeme charakteristické vlastnosti dfl-substittcie,
charakterizujeme vznik tried jazykov z EOL foriem a definujeme $pecialne
tvary EOL foriem.

Tretia kapitola sa zaobera vztahmi EOL foriem vzhladom na Chomského hie-
rarchiu. Tu ukazujeme priklady EOL foriem ktoré generuju jednotlivé triedy
jazykov z Chomského hierarchie.

Stvrta kapitola sa zaobera vizualizaciou EOL foriem a operacii na nich, ¢im
sa dosahuje TahSie porozumenie a skiimanie mechanizmov.



1 L-systémy s vymedzenim terminalnej abecedy

Tato triedu rozsirenych L-systémov oznacujeme EOQL.

1.1 Zakladné pojmy a tvrdenia

Definicia 1.1.1.

EOL systém je definovany ako Stvorica S=(V,P,x,X%),

kde

V#{}, V je koneéna mnozina symbolov(nazyvame ju kompletnéa abeceda),
obsahuje terminalne aj neterminalne symboly.

> je terminélna abeceda.

P je mnozina pravidiel, P C V' x V*, ktora je tiez kone¢na, zarovein musi byt
tplné (t.j. Va € V3(a, o) € P)

Pozn.: Intuitivnejsi zapis dvojice (a, a)bude a — a.

Pre pravidla s rovnakou l'avou stranou méZzeme pouzit skrateny zapis na za-
klade predlohy v nasledujicom priklade:

a — a,a — [ skratime na a — o | f.

Mnozinu P nazyvame tabulka pravidiel.
x € VT je axibma, pociatoc¢né slovo.

Aj pri EOL systémoch mozeme vyclenit podtriedu deterministickych EDOL
systémov, kde pre kazdy symbol abecedy existuje prave jedno pravidlo, ¢im
je zarucené deterministicky jeho pouzitie v odvodeni, ak je to mozné.

Definicia 1.1.2.
Krok odvodenia v EOL systéme S=(V,P,x,¥) je definovany nasledovne:

Nech
v = ajaqaz...ap € V*,a; e V,i=1.keN weV*
potom
v = w (v systéme S) vtedy a len vtedy,
ak

Jw = aqagas...ag, k € Nya; — a;(1 = 1...k)

. . k
Viac krokov znazornujeme v.=— w pre dany pocet krokov k resp. v =
w pre Tubovolny kladny pocet krokov.



Definicia 1.1.3.
Jazyk generovany systémom S=(V,P,x,X)
je mnozina
LS ={veV |2z = winy

* . ’ ‘Lz 2
kde = je reflexivno-tranzitivny uzaver.

V skratke povedané, do jazyka generovaného EOL systémom patria vsetky
slova, ktoré si odvodené konecnym poctom platnych krokov odvodenia a
zaroven obsahuju vyhradne terminélne symboly.

Priklad 1.1.1. Pre ilustraciu odvodenia terminalneho slova v EOL systéme
uvedieme jednoduchy priklad:

Nech § ={V,p,z, %},
V ={A,B,C,a,b,c}
x = ABC,
P={A— Aa|a
B— Bb|b
C—Cclec
r—r,re€{abc}t}
Y ={a,b,c}

Na tomto systéme mozeme vidiet, Ze mame 3 neterminély, ktoré sa prepisuji
na samého seba + terminélny symbol. Nedeterminizmus vyberu pravidla za-
ruci, ze v istom okamihu sa prvy(a jediny krat, pravidla ale nemusia nutne
byt tohoto tvaru. Pripomenme si, EOL systémy maji pravidla tvaru VazV*,
pricom V obsahuje aj terminélne aj neterminédlne symboly. ) prepiSe neter-
minalny symbol na terminélny. Je zjavné, Ze jazyk generovany tymto EOL
systémom je L = {a*b¥c?|x,y, z > 0}

Definicia 1.1.4. Pocdiato¢ny jazyk z neterminalov v S

Nech § ={V, P, z, X},

Potom jazyk Li,n:(S) je definovany nasledovne:

Linnt(S) = {z € ¥*| existuje odvodenie R slova x také, ze kazdé slovo y
z odvodenia R obsahuje iba neterminélne symboly}

Je jasné, Ze vo vSeobecnosti plati, ze L(S) # Linni(S)



1.2 Synchronizovany tvar EOL systému

Veta 1.
Ku kazdému EOL systému S existuje ekvivalentny synchronizovany
S’y kde v € L(S) sa odvodia synchronizovane

(t.j. v.a = 0 g Tt
ac

Dokaz:

Zavedme nasledovny homomorfizmus:
ha) = {

alaex

alaeV —-3%

—

Y = {a | a € ¥}, tieto symboly sa nevyskytuji vo V
S =V, P.a.%)

VI=VUSU{F},kde FZV

x'=h(x)

P={a—=FlacXU{F}}U

U{a = h(a) |aeV,a— ae PU

U{a —a|aeX}

Pre slova v € L(S) vzdy v & pred vznikom terminélneho slova existuje
neterminalne, ktoré ma symboly s pruhom. Pri nesynchronizovanom odvo-
deni sa terminalny symbol, ktory sa prepisal skor, pri nasledovnom kroku
odvodenia prepiSe na zamietaci symbol, ktory je neterminélny. Tym zaru-
¢ime, Ze nesynchronizovanym odvodenim nevzniknu slova jazyka L(S’).

Désledok 1. L(EOL) = Lint(FOL)

Na zaklade predchadzajicej vety je zjavné, ze kazdy EOL systém S vieme
vyjadrit v synchronizovanom tvare,
teda kazdy jazyk L(S) vieme vyjadrit ako L. (S), kde S je synchronizovany
EOL systém skonStruovany z S podla vety 1.



Na zéklade tohoto prikladu bude jednochsie pochopitelné predosla veta.

Priklad 1.2.1. .
Nech L = {a"b"c" | n > 0}.

Tento jazyk vieme pomerne jednoducho vygenerovat EOL systémom, pokial
zavedieme spravnu axiomu a odvodzovacie pravidla.

Nech § ={V, P, z,%},
pricom V = {A, B,C,a,b,c,a,b,¢ F}
x = ABC,
P={A— Aa|a
B—Bb|b
C—Ccle

a—ala

b—b|b

c—cle

r— F,re{ab,c F}}
Y ={a,b,c}

Tymito pravidlami mame zarucené, Ze pokial symboly A,B,C, ktoré sa
zodpovedné za rast slova, sa premenia na terminalne, tak uz to musia urobit
v8etky naraz, spolu s neterminalnymi symbolmi s pruhom(z ktorych sa stani
terminaly bez pruhu).

V dalsom kroku odvodenia vSetky terminalne znaky sa zmenia na netermi-
nalny zamietaci symbol F. Z definicie EOL do jazyka patria len slova zlozené
z terminalov, teda zarucene sa nadm budu odvodzovat vSetky slova synchro-
nizovane.

Synchronizaciou vieme kontrolovat tvorenie symbolov na viacerych mies-
tach bez toho, aby sme potrebovali vyuzit pravidla interakciou, ktoré su
dostupné az v systémoch iného druhu ako je EOL.

Synchronizovany tvar bude témou, ktorou sa budeme zaoberat rovnako
aj v dalSej kapitole, nakol'ko je jednou zo silnych vlastnosti EOL, bez ktorej
by sme nedokazali generovat jazyky vyznacné pre EOL, ktoré nie st z triedy
bezkontextovych jazykov.

Porovnanie s Chomského hierarchiou bude témou tejto prace az neskor.



2 EOL formy

2.1 Zakladné definicie a tvrdenia

EOL formy stt druhom abstrakcie nad EOL systémami, a daji sa pomocou
nich zaviest triedy podobnych systémov, rovnako ako jazykov generovanych
tymito triedami systémov.

EOL forma sa tvori model alebo hlavny EOL systém, schopny definovat
triedu podobnych EOL systémov pomocou interpreta¢ného mechanizmu.

Stadium EOL foriem je podobné ako studium gramatickych foriem pre
frazové gramatiky. Tymto stadiom bolo mozné pozerat na niektoré aspekty
okolo tedrie EOL systémov z iného uhlu.

Doélezité je zdoraznit, ze teoria o EOL systémoch ako aj o vSeobecnych L
systémch je rozsiahla a rozmanité, preto sa budeme zaoberat len vybranymi
castami, ktoré su pre nas najpodstatnejsie.

V skratke povedané, EOL forma nie je ni¢ vSeobecnejsie ako EOL systém.
Pokial sa pozerame na EOL systém S ako na EOL formu, potom méZzeme
vyuzit mechanizmus pre vyrobu interpretacii S’ vytvorené z S,
symbolicky zapisané S’ < S. Kazdé interpretacia poévodného EOL systému je
tiez EOL systém. Vsetky interpretécie S’ vytvorené z S tvoria triedu oznacent
G(S), a vSetky jazyky generované tymito interpretaciami tvoria triedu L£(S).

Potrebné je teraz ale definovat konstrukciu interpretéacie. Pre zdéraznenie
zékladnej idei zatneme vseobecnejsie.

Definicia 2.1.1. Dfl-substittcia

Substiticia o definovana na abecede ¥ sa nazyva disjunktna konecénopis-
menna substitucia, v skratke nazyvané dfl-substitucia, ak pre kazdé pismeno
a z abecedy ¥ je o(a) konetnad neprazdna mnoZina pismen, a zaroveii pre
Tubovolné dve pismena a,b z abecedy X plati

o(a) No(b) =0 ak a#b.

Pismené v substitticii mozu byt aj z inej abecedy ako je 3.

KedZe uz vieme ¢o je to dfl-substiticia, mézeme si ukizat jej fungovanie
na jednoduchom priklade.



Priklad 2.1.1. Zoberme lubovolny systém S=(%,P;s), kde X je abeceda a
P je kone¢na mnozina pravidiel tvaru x — y, s je axiéma.
S v tomto pripade oznacujeme prepisovacia forma.

Nech p je dfl-substiticia. Definujme ju jednoducho: pre pravidlo x” — y’
existuje v prepisovacej forme pravidlo x — y také, ze ' € u(z),y' € u(y)

Potom prepisovacia forma S'=(3’P’s’) sa vola interpretacia formy S mo-
dulo g , symbolicky S’ < S(u) alebo skratene S’ <.S | pokial

2 C Upla) =pn(X) aP Cu(P).

acy

Teda interpretacia S vznikd priradenim kazdému pismenu z abecedy X
isty pocet interpretacii nasledovnou substitticiou

wla) ={ay,aqs,...,ax}

tak, aby sme zachovali disjunktnost dfl-substiticie, teda ziadne pismeno
nemdze byt interpretaciou dvoch réznych pismen.

Substituovanim vsetkych pismen v pravidlach z P dostaneme novi mno-
zinu pravidiel pu(P). Dolezité je poznamenat, ze mozeme vybrat Tubovolnu
podmnozinu p(P), teda nie nutne vSetky interpretéacie. V opa¢nom pripade
by sme boli prilis obmedzovani.

Volnost vyberu interpretacii méa ale aj nevyhody. Niektoré odvodenia
podla pévodného S sa v T moézu stratit.

Moéze byt zaujimavé pozorovat, ze nase definicie mézu byt priamo pouzité
na pripad, kde S je kone¢ny orientovany graf, ktory oznac¢ime hlavny graf, s
mnozinou vrcholov ¥ a hran P. Nase definicie potom tvoria triedu interpre-
tacii hlavného grafu.

Pokial medzi vrcholmi x a y nebola hrana, potom ani medzi z;, y; nebude
hrana, pokial x; resp. y; je interpretacia x resp. y. Na druhej strane existencia
hrany medzi x a y nezarucuje existenciu hrany medzi z;, y;.

Dokazali by sme rozsirit tie to tvrdenia aj na nekoneéné mnoziny relécii,
ale tymto sa nebudeme zaoberat.

Grafmi sa zaobera kapitola 4: Vizualizécia.



Veta 2. Pokial S, S’ a S” st prepisovacie systémy také, ze plati S'<S a S”<S’,
potom plati aj S” < S. Relécia interpretécie je tranzitivna. Pokial dostaneme
dva prepisovacie systémy S, S’, vieme rozhodnut o ich vztahu vzhladom na
interpretaciu.

Veta 3. Prepisovacie systémy S a S’ st vo vztahu S” <5 iff G(S") C G(S5). Je
rozhodnutelné, ¢ dva dané prepisovacie systémy su striktne formovo ekviva-
lentné alebo nie.

Definicia 2.1.2. EOL forma a relacia interpretacie
Nech EOL forma je EOL systém S=(V, P, x,X), x € V — %

Potom EOL systéem S’=(V*,%’) P’, x’) je interpretaciou S modulo p, sym-
bolicky zapisané S’ < S(u), skratene S’ < S, ak je p dfl substitucia definovana
na X, a su splnené nasledujuce podmienky:

() p(X) 2 ap(V) 2V
(i) 2" € p(x);
(ili) P C p(P) = Upsyzep (@) = p(z)

Zhrnuté, interpretacia zachovava terminalnu abecedu, axiému, a mnozina
pravidiel je podmnozinou vsetkych interpretacii povodnych pravidiel.

Pre jednoduchost budeme mnozine substituovanych pravidiel p(P) hovorit
aj mnozina potencialnych pravidiel.

Tu je dolezité poznamenat, ze pravidlo (iii) je navySe obmedzené fak-
tom, ze interpretacia EOL systému musi byt EOL systém. Toto znamena, ze
pre kazdy symbol musi existovat aspon jedno pravidlo na prepis. Vysledky
predchadzajicich viet 2 a 3 st ale zachované.
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2.2 Triedy generované interpretaciou EOL formy

Definicia 2.2.1. Triedy generované interpretaciou EOL schémy
Triedy EOL systémov a jazykov generovanych S st definované nasledovne:
G(S) = {59 <« S(u) pre nejaké u}

L(S) ={L(5")]S" <« S(u) pre nejaké p}

Definicia 2.2.2. (Striktna) Formova ekvivalencia

Dve EOL formy F a G st formovo ekvivalentné(resp striktne formovo
ckvivalentné), ak

L(F) = L(G) (resp G(F) = G(G))

Priklad 2.2.1. Ukazeme priklad dvoch EOL systémov, kde plati, ze druhy
je interpretaciou prvého.

S=(V.P.r.%)
V ={SA B,C,R,a,b,c}
¥ ={a,b,c}

P={S— ABC,A—a,B—b,C = ¢,C = R,
a— a,b—b,c— c,R— alblc}

Vidno, Ze na 2 kroky odvodenia odvodime jediné terminalne slovo, a to abc.
Kazdy dalsi krok odvodenia nam pridé terminalne slova aba,abb.

Ukézme nejakt interpretaciu tejto EOL formy. Musi platit, Ze mnoziny
substitiicie roznych symbolov musia byt disjunktné a axiéma musi byt za-
chovana.

Ked sa nad tymto zamyslime, z nasej EOL formy vieme spravit len nasle-
dovné:

1. Substitucia S na rézne symboly nam Ziadnu silu neprida, nakolko S pre-
pisujeme len jediny krat.

2. Substitucia lubovolného iného symbolu ndm sposobi viacero moznosti na
odvodenie.

3. Substitucia termindlov moze sposobit, ze vznikni pravidla na prepis termi-
nalov na iné termindaly (dfl-substitticia moze terminél nahradit len terminé-
lom). Tomuto ale m6zeme zabranit spravnym vyberom pravidiel z mnoziny
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potencialnych pravidiel.

Zoberme substituciu p, definovani nasledovne:
p(X) = {X}, X1 ¢ {C,c}
p(C) ={C, D}
p(c) = {c, d}

Mnozina potencidlnych pravidiel bude nasledovna:
Py =PU{S = ABD,C - ¢,C - d,D - ¢,D - d,D - R,R —
albleld, ¢ — d,d — ¢,d — d}

Pretoze mame moznost vyberu pravidiel z pu(P), mdzeme napriklad roz-
hodnut, Ze d sa bude odvodzovat vyhradne na 2 kroky (vynechame pravidlo
R — d), a teda Ze sa bude odvodzovat vyhradne z neterminalneho symbolu
D(vynechame pravidlo D — c).

Cize nasa nova EOL forma T bude na 2 kroky generovat slova abe, abd a
na 3 kroky este navyse slova aba,abb.

Po zavedeni substitiicie p na systém S a vybranim z mnoziny potencialnych
pravidiel vznikne EOL forma nasledovného tvaru:

T=(\V' P,z

V'={S,A,B,C,R,a,b,c,d}

¥ ={a,b,c, d}

P ={S— ABC|ABD,A — a,B — b,C — ¢,C — R,
a—a,b—bc—c,R—alble,D —d,d— d}

Teraz je zaujimavé ukazat, ¢i S a T st formovo alebo striktne formovo
ekvivalentné.

Priklad 2.2.2. Vezmime EOL systémy S a T z predchadzajiceho prikladu a
skisme zistit, ¢i st v relacii <
Postupovat budeme v dvoch krokoch.

Prvy krok, dokazat, ze T < S, je zjavny.Systém T vznikol substiticiou zo
systému S, teda tato relacia plati.

Druhy krok je S <« T.

Jedina zavazna zmena nastala na mnozine pravidiel.
P={S— ABC,A—a,B—b,C = ¢,C = R,
a— a,b—b,c—c, R— alblc}
P ={S— ABC|ABD,A — a,B — b,C — ¢,C — R,
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a—a,b—bc—c,R—alble,D —d,d— d}

Zavedenim substittcie, tvaru mu(x) = z, odstranenim pravidiel obsahu-
jacich symboly D alebo d, upravenim V a > vznikne presne S.
Odstranili sme pravidla S — ABD,D — d,d — d z P’, ¢im vznikla presne
mnozina P.

Tieto dva systémy st preto striktne formovo ekvivalentné, teda aj for-
movo ekvivalentné, nakol’ko rovnaké triedy systémov generuji nutne rovnaké

jazyky.

Priklad 2.2.3. Uvedme priklad, kde plati relacia < iba v jednom smere.
S=(V,P,x,X)

V ={S,A B,C,R,a,b,c}

¥ ={a,b,c}

P={S— ABC,A—a,B—bC = ¢,C = R,

a— a,b—b,c—c,R— alblc}

Interpretéaciou, pri ktorej vynechame pravidlo C' — R, a nedosiahnutelné
pravidlo pre R, sa zjavne straca moznost spatného interpretovania na po-
vodntu formu.

Pre novy systém T' = (V, P/, x, %),

P ={S— ABC,A—a,B—b,C —c,a— a,b—bc—c}

neplati relacia S < T, pretoze dfl-substiticiou nevieme vytvorit interpretéciu
povodného systému, ktorej pravidla by umoznili dlhsie odvodenie obsahu-
juce len neterminalne slova. (v pdévodnom systéme S sa vyskytuje odvodenie
S — ABC — abR — abc, v novom systéme T toto odvodenie neexistuje a
nie je mozné ho vytvorit ani interpretéciou T).

Vieme prehlasit, ze S a T nie su striktne formovo ekvivalentné. Ostéava
nam otazka, ¢i si formovo ekvivalentné.

V tomto pripade je doélezité nezabudnut na disjunktnost dfl-substiticie.
To znamené, Ze odvodenie slova aba v T ani jeho interpretaciach nemoze
existovat, pretoze v povodnej forme T neexistovali 2 pravidla, ktoré sa lisia
len na lavej stranem, pricom na pravej strane je ten isty terminéal.

Teda S a T nie st ani formovo ekvivalentné.
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Na zaver uvedieme priklad, kde dve formy st formovo ekvivalentné, ale
nie s striktne formovo ekvivalentné.

Priklad 2.2.4. Skratenie odvodenia

Nech

S=(V,P,S,%)
V={S,A B,C,R,a,b,c}
Y ={a,b,c}

P={S— ABC,A—a,B—b,C —c,
a— a,b—bc—c}

V druhej forme, oznacenej T, budt neterminaly vzdy mat jednu medzifazu.

T=(V,F,5,%)
V ={S,A,B,C,R,a,b,c}
¥ ={a,b,c}

P={S— ABC,A— A,B— B,C -C,A—a,B—bC—c,
a— a,b—bc—c}

Je zjavné, ze v T budu vzdy odovodenia dizky 3 kroky, na rozdiel od S,
kde odvodenia st dlzky 2 kroky.

Tuato vlastnost zjavne nevieme dfl substiticiou nijak porusit, najméa kvoli
disjunktnosti, a vlastnosti pruhovanych neterminélov, pre ktoré neexistuje
pravidlo, kde sa prepisuju na terminalny symbol.

Kazdej interpretécii v S, kde sa substituuje neterminalny symbol, vieme
najst zodpovedajicu substiticiu v T, na rovnakom neterminélnom symbole.

Substiticiou pruhovanych neterminalov neziskame Ziadnu silu navyse,
pretoze ku kazdému pruhovanému neterminélu zodpovedé jeden nepruho-
vany neterminal. Teda pokial interpretujeme pruhovany neterminél, pravé
strany jeho pravidiel(v tomto pripade zatial jediného) sa vZdy na niektoré
symboly z interpretéicie symbolu jemu zodpovedajicemu nepruhovanému ne-
terminélu.

Ako priklad uvedme nové pravidlo S — A'BC, A’ — A’. Odvodeniu v T
ktoré obsahuje tieto dve pravidla zodpoveda odvodenie podla pravidla, ktoré
bude v S nasledovné: S — A'BC.

Pretoze interpretaciou S alebo T vieme dostat cyklus v pravidlach jedine
na terminélnych symboloch, do ktorych sa dostaneme vzdy v rovnakom kroku
odvodenia (vo forme S v druhom, vo forme T v tretfom).To znamena, ze
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substitiicie termindlnych symbolov a vybery pravidiel m6zeme robit rovnako
ajvSajvT.

Dosledok 2. Operacia skratenia Existuje operécia skratanie odvodenia,
ktorou narusime striktna formovu ekvivalenciu dvoch foriem, pricom ostanu
formovo ekvivalentné, pretoze pre kazdé odvodenie v jednom existuje ekvi-
valentné odvodenie v druhom systéme.

Skrateny EOL systém musi ale zachovat vSetky mozné vetvy odvodenia z po-
vodného systému.

T.j. pre odvodenie zo symbolu x: Ak v systéme S na k krokov odvodime
zo symbolu X slovo «, tak v skratenom systéme T odvodime zo symbolu X
slovo a na k-1 krokov.

Nutné je skratit vSetky d'alsie odvodenia z axiémy, obsahujice symbol X.

Pre prehladnost mozeme pri tprave pouZivat pomocné znacenie pre ur-
Cenie poc¢tu krokov odvodenia v pévodnom systéme.

Nech v systéme S existujia pravidla X — AB, A — Ry, B — R,, potom
mozeme vytvorit systém T obsahujici pravidla, simulujtce 2 kroky odvodenia
naraz (ozna¢me si tito mnozinu Pp) X —9 Ry Rs pre vietky trojice pravidiel
s fixnym symbolom X nasledovného tvaru: X — AB;A — R;,B — R,.
Zaroven bude obsahovat mnozinu pravidiel simujucich jeden krok odvodenia
(nie nutne neprazdnu), ozna¢me ju Pj, kde skracovanie nebolo nutné.

Pretoze v niektorych pripadoch moéze vzniknut terminalne slovo v prie-
behu skrateného odvodenia musime si dat pozor, v ktorych pripadoch mé-
zeme vykonat skratenie.

Postup pre skratenie moézeme vykonat v pripade, Ze vieme zarucit, ze sa
nebudt pouzivat v jednom kroku odvodenia zaroven pravidla z P, aj Ps.
Tato vlastnost sa zachovava v relacii interpretacie, t.j interpretaciou pravidla
z Py vzniké pravidlo z P, interpretaciou pravidla z P; vzniké pravidlo z P,
teda ak sa v kroku odvodenia pouzili pravidla jedného typu, zodpovedajtce
pravidla v interpretacii budu rovnako jedného typu.

Na pravidlach, ktoré menia terminalne slovo menia po svojom odvodeni,
skratenie nie je mozné vykonat, pretoze by sa tym vynechali slova z jazyka.

Tu by bolo vyhodné pracovat vzdy so synchronizovanymi EOL systé-
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mami, pretoze ku kazdému EOL systému existuje synchronizovany EOL sys-
tém, ktory generuje rovnaky jazyk. Pri synchronizovanych EOL systémoch
je terminalne slovo jedinym terminalnym slovom v odvodeni, a neexistuje
odvodenie, ktoré by obsahovalo terminélne slova dve.

Vyvstéva tu otazka, ¢i je EOL systém formovo ekvivalentny so zodpove-
dajicim synchronizovanym EOL systémom.

Lema 2.2.1. Formova neekvivalencia systému a zodpovedajiiceho
synchronizovaného systému podla vety 1
Majme systémy S a T, pricom T je ekvivalentny synchronizovany systém k S.

Kazdému odvodeniu terminélneho slova v S zodpoveda odvodenie v T,
pricom toto pokryva aj odvodenia, kde sa terminélne slova prepisuji na iné
terminélne slova, resp. terminélne slova na neterminélne a naspét na termi-
nalne.

Interpretaciou Tubovolného symbolu v S vzniknt nové pravidla, pricom
je zachovana terminélnost symbolov.
Rovnaki interpretéciu vieme aplikovat na pravidla v T, ktoré neobsahuji
terminaly (pozn.: pravidla obsahujtice terminély st $pecidlne synchronizaéné
pravidla).

Interpretéciou symbolu v T, ktory je terminél zo systému S s pruhom,
mozu vzniknat nové javy.
Kedze pravidla v S pre terminaly mozu prepisovat:

e Terminal na neterminély,

e Terminal na terminéaly.

Uvedieme protipriklad:

Systém S je nesynchronizovany. S = (V, P,z,X)
V ={S, A, B,a,b}
Y ={a,b}
P={S— AB,A — Ala,B — b,b > b,a — a}

Odvodenie S = AB = Ab = ab zjavne je nesynchronizované. V systéme
T podla konstrukcie existuje pravidlo pre b, tvaru b — b a pravidlo b — b.
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Vynechanim pravidla b — b a symbolu b pri interpretacii T nenarusime
uplnost T, ale désledkom toho vynechame vsetky slova z jazyka obsahujice
symbol b.

Taktto operaciu na forme S nevieme vykonat bez naruSenia tplnosti.

Vo vSeobecnosti vieme vynechat pri synchroniza¢nej konstrukceii z vety 1
interpretaciou vsetky slovd obsahujtuce niektory symbol, preto mozeme pre-
hlésit, ze systém T skonStruovany synchronizaciou S nie je formovo ekviva-
lentny s S.

Priklad 2.2.5. Nech

S = (V,Pz,%)
V ={S,A B,C,R,a,b,c}
Y ={a,b,c}

P={S— ABC,A— a,B—b,C = ¢,C = R,
a—a,b—b,c— c, R— alblc}

T=(V,P,z,5)
V={SA B,C,R,a,b,c}
Y ={a,b,c}

P ={S — ABC|ABR,A — a,B — b,C — ¢,
a— a,b—b,c— c,R— alblc}

st skimané EOL formy, ktoré nie st striktne formovo ekvivalentné.

Striktne formovo ekvivalentné nie st, lebo existuje odvodenie v S, (S =
ABC = abR), ktoré obsahuje slovo pozostavajice z terminéalov aj neterminé-
lov. Takéto odvodenie terminalneho slova v T nenajdeme. Nakolko v T méme
odvodenia, ktoré obsahuji neterminaly len po druhy krok odvodenia, nie je
mozné zostrojit taki interpretaciu T, ktora obsahuje odvodenie, ktoré obsa-
huje neterminaly v tretom kroku. (Toto vyplyva z vlastnosti dfl-substitucie:
zachovava terminéalnost symbolu) Obidva systémy generuji jazyk L= {abc,
aba, abb}.

Pretoze nie st ziadnym spésobom synchronizované, t.j. nezalezi na dizke
odvodenia, da sa dokazat, ze pre kazdu interpretaciu S existuje interpretacia
T taka, ze generuju rovnaky jazyk(a naopak).

Dokazom tohoto dokazeme formovi ekvivalenciu S a T.

Dokaz tvrdou silou:

Vsimnime si odvodenia,ktoré neobsahuji neterminal R.
Kvoli dobrému oznaceniu symbolov vidime, Ze tu je mechanizmus odvodenia
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totozny. (v opacnom pripade by sme museli pouzit operaciu premenovania
symbolov tak, aby tato ¢ast EOL formy bola totozna.)

Prejdime k odvodeniam, ktoré obsahuji neterminal R.
Pre formu S: S = ABC = abR = aba, abb, abc
Pre formu T: S = ABR = aba, abb, abc

Pri formovej ekvivalencii sa zapodievame vSetkymi interpretaciami jazykov,
ktorych je nekonecne vela, je jednoduchSie porovnat, ¢o sa moze stat s od-
vodeniami v S a T po interpretéacii.

Vsimnime si, Zze interpretaciou pravidla a — a na pravidlo a — a vo forme S
mozu vzniknit odvodenia, ktoré zo slova abR, odvodia napriklad slovo aba,
ktoré sa odvadza len v tejto vetve odvodenia. v pripade formy T sa odvodilo
synchronizovane. V pripade formy S by sme odvodili slovo aba vobec. Pre-
toze mame v S a T vetvu, ktora je identicka v oboch forméach, bude pravidlo
vyskyt pravidla a — a v S podmienovat jeho vyskyt v T a naopak.

V odvodeniach neobsahujicich neterminal R vieme postupovat pri S aj T
rovnako: ak interpretaciou S priddme pravidlo, vieme rovnako intepretovat
T aby vzniklo totozné pravidlo a naopak.

Pri odvodeniach obsahujucich R je situacia ina.
Odvodenie obsahujtice neterminél R nie je synchronizované.

Pokial interpretujeme symbol A B alebo C, musime si klast zasadni
otazku:

Ak vznikne nové slovo v systéme, ktory interpretaciou S, musi vzniknat
nové slovo v systéme, ktory je interpretaciou v T na rovnaky pocet krokov(a
naopak)?

Pre ucely striktnej formovej ekvivalencie S a T je nutné, aby odvodenie
v poévodnom a novom systéme boli rovnaké, t.j. musime zistit interpretaciu,
ktorou vznikne zo systému S systém T.

Pri formovej ekvivalencii moéze byt odvodenie dlhSie aj kratsie.
Aby sme ukéazali formovii ekvivalenciu, ukidZzeme, Ze je mozné, aby sa pri odvo-
deni aba nepouzilo v S pravidlo a — a, ktoré v interpretacii existovat nebude.

Chceme, aby v odvodeni S = ABC = abR = aba, abb, abc nevystupo-

valo slovo abR ale abR. Mo6zeme interpretovat prepis symbolu A, to nam ale
narusi vetvy ktoré si totozne v S aj v T.
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Jediné ¢o nam ostéva, je interpretovat pravi stranu pravidla o krok
skor v odvodeni, S — ABC na S — ABC. Nasledne pridame pravidla
A = a,,a, — a, pricom a, je novy terminal, ¢im dosiahneme, Ze bude inter-
pretacia korektné, a zaroven sa nebude vyskytovat v Ziadnom terminilnom
slove.

Tym zastava funkciu podobnu neterminalu.

Dosledok postupu je oneskorenie odvodenia terminalneho symbolu o 1 krok.
Podobnym postupom by sme vedeli oneskorit odvodenie o I'ubovolny ko-
necény pocet krokov.

Dolezité je si vSimnut kedy sa odvodi posledny terminalny symbol v slove.

Definicia 2.2.3. Pseudoneterminalny symbol
Pseudoneterminalny symbol v EOL systéme S = (V, P,z,%) je symbol z
mnoziny X, ktory sa nikdy nevyskytuje v terminalnom slove.

Dosledok 3. Zavedenim pseudoneterminalov prostrednictvom relacie inter-
pretacie mozeme oneskorit, alebo urychlit odvodenie niektorych terminélnych
symbolov, ¢im vieme zjednodusit rozhodovanie o formovej ekvivalencii dvoch
systémov prostrednictvom porovnavania odvodent.

Definicia 2.2.4. Operacie vykonané pri interpretacii
Interpretovanim podla substitticie (ozna¢me ju p) vieme v principe spravit
tri podinterpretacie, ktoré reprezentuji nasledovné operacie:

e Premenovanie symbolov tak, aby premenovanie neporusovalo disjunkt-
nost, a zaroven kazdy symbol sa prepiSe na préave jeden

e Pridanie pravidiel a symbolov
e Odobranie pravidiel a/alebo symbolov

Potom kazdu interpretaciu S podla p(X) vieme rozdelit na tri interpretéa-
cie podla troch réznych substiticii, pricom zloZenim tychto troch interpreta-
cii dostaneme povodnu. Pretoze relacia interpretécie je tranzitivna, zlozenim
tychto troch interpretacii dostaneme znovu interpretaciu S.

Nech g je substiticia, kde nemusi nutne platit X € u(X). Nagim zame-
rom je, aby sme v tejto prvej (premenovéavacej) podinterpretacii premenovali
vBetky symboly na koneény stav, aby pre platilo VX € V| X € pus(X)

Preto prva operécia je zaloZena na jednoduchej interpretacii podla puq,
ktora len prementuva symboly, ale nepridava ani neubera pravidla. Zaroven
je ucelom, aby sa tu urc¢il novy symbol axiéomy, ak sme sa pri interpretacii
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podla u rozhodli ju premenovat.

Plati S=(V,Px,%), T—(V,P’x", %),
T« S(:ul)v

VX eV 3X: u(X) = (X'}

|P| = [P]

Druhéa podinterpretacia vyzaduje, aby v abecede existoval znak X z abe-
cedy X', pre ktory ps(X) je mnozina ktora obsahuje aspon dva znaky. Iny
sposob zvySovania poc¢tu pravidiel neexistuje.

Predpokladajme, Ze v tomto pripade plati X € ps(X). (V opa¢nom pripade
vieme zmenit substitucie p; a ug tak, aby vyhovovali).

Plati T=(V,P"x", %), U=(V",P"x",")
U< T(H2)7
[P < |P"]

Tretia podinterpretacia sa riadi substiticiou &, pricom : £(X) = X moze
odobrat pravidla v pripade, Ze sa nenarusi tuplnost EOL systému. T.j. pra-
vidl4 mozeme odoberat, ak pre kazdy symbol ostane aspon jedno pravidlo na
odvodzovanie. Symbol (ozna¢me ho Y) sa ndm podari odobrat, pokial vieme
odobrat vSetky pravidla, ktoré obsahuju symbol Y, bez naruSenia tplnosti
EOL systému.

Plati U = (V', P',',%),5 = (V,P,z,%)
S< U(M{%
[P"| = |P|

Potom S <.S(p).

Dokaz: vyplyva z definicie interpretacie EOL formy.
Zhrnieme si doterajsie zaujimavé vysledky v nasledujtcej vete:

Veta 4. Relacia < pre EOL systémy je rozhodnutelna a tranzitivna.Systémy
S a S’ su v relacii S’ < .S prave vtedy,
ked

g(5) € 6(5")

Relacia S” < S implikuje inkluziu £(S) C L£(S’), ale opa¢nym smerom

to vo v8eobecnosti neplati. Striktna formova ekvivalencia pre EOL formy je
rozhodnutel na.
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Dosledok 4. Na zaklade predoslej vety vieme prehlésit, ze ak st dve formy
S a T striktne formovo ekvivalentné, tak plati

G(S) € G(T)
a tiez

G(T) € 6(95)

To znamena, ze plati aj S<T aT < S.
Na dokaz striktnej formovej ekvivalencie nam staci najst tieto dve inter-
pretacie.

Je zaujimavé si vSimnut Casté zameny pouzitia vyrazov EOL systém a
EOL forma - ide o jednu a tu isti1 vec o ktorej hovoria, ale v druhom pri-
pade prizvukujeme nas amysel brat do uvahy aj interpretéicie. Pouzivame
vyraz formové ekvivalencia na zdorazdnenie rozdielu od oby¢ajnej ekvivalen-
cie dvoch EOL systémov.

Preto formova ekvivalencia pre formy F,G znamena L(F) = L(G) a ek-
vivalencia F,G len L(F) = L(G). Nakolko rodina jazykov L(F') invariantna
vzhladom na premenovanie terminéalnej abecedy F, dve EOL formy mozu byt
formovo ekvivalentné bez toho aby boli ekvivalentné.

Nasledujuci priklad ukéze, ze dve EOL formy mozu byt ekvivalentné aj
ked nie st formovo ekvivalentné.

Priklad 2.2.6. Nech F} a F5 st nasledovné EOL formy:

Fy=({S,a},{S — aS|a,a— a}, S ,{a})

F,=({S,a},{S— SS|S|a,a — a}, S, {a})

Analyzou pravidiel vieme jednoznac¢ne povedat, ze EOL forma F; generuje

jazyk L = {a"|n > 0}, rovnako ako EOL forma F,, teda su ekvivalentné.
Lisia sa ale mechanizmom odvodzovania.

Interpretaciami EOL formy F} vygenerujeme rodinu jazykov generovanych
regularnymi gramatikami, pricom interpretaciami EOL formy F» generujeme

jazyky triedy £L(EOL).

Preto F) a F5 nie su formovo ekvivalentné.
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Vsimneme si, ze [ubovolny reguléarny jazyk v bezepsilonovom tvare a bez
chain rules sa sklada z pravidiel tvaru S — aS’,S — a pre vybrané a z
mnoziny terminalov, pricom terminalne symboly sa v regularnych jazykoch
neprepisuju, ¢o mozeme v EOL systéme zapisat prave pravidlom tvaru a — a
pre nejaké a. Pozorovanim mozeme zistit, Ze ak aplikujeme dfl substiticiu na
takéto pravidla, moze sa prepisat niektory neterminél na terminal. Opacne
to ale nie je mozné.

Moézu vzniknut pravidla, ktoré prepisuji terminaly na terminaly, ale pri-
danim vhodnych pravidiel, ktoré obsahuju na lavej strane neterminal, spo-
medzi ktorych sa bude nedeterministicky vyberat pri odvadzani terminalneho
slova, dostaneme EOL systém, ktory uz pravidla prepisujice terminély neob-
sahuje.

Vo vSeobecnosti teda nie je zlozité si predstavit konstrukciu, ktora by z ta-
kéhoto EOL systému dokézala vyrobit regularnu gramatiku.

Pripomenme si, ze aby sme zachovali relaciu interpretacie na EOL systémoch,
musi pre dfl substiticiu platit, Zze zachovava axiomu a terminélnost symbolov,
nevymazava symboly ani nezvySuje ich pocet.

Veta 5.
Ak F je EOL forma, tak trieda jazykov L(F) je uzavreta vzhladom
na dfl-substiticiu.

Dokaz: Nech
F' = (V' P’ 2',%) je interpretacia F,

7 : Y — Y je Tubovolna dfl substitucia.
Musime ukazat, ze 7(L(F")) je v L(F).
Bez ujmy na v8eobecnosti modzeme predpokladat, ze X7 N (V' — ') = 0.
Rozsirime 7 na V' definovanim 7(A) = A pre kazdé A € V' —¥). Je zjavné,

7e toto bude tiez dfl-substitucia.

Novy EOL systém, ktorym sa budeme zaoberat, vyzera nasledovne:

= (r(V"),7(P"), 5", (X))
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Podla definicie interpretécie je F” interpretaciou F’ modulo 7.
Preto podla vety 2 je F” je interpretaciou F, ¢o znamené, ze L(F”) je z triedy
L(F). Na druhej strane je jednoducho vidno, Ze

L(F") = 7(L(F"))
O

V nasledujicej ¢asti by sme popisali niektoré vysledky o redukcii EOL
foriem nasledovnom vyzname:
Majme EOL formu F. Chceme zostrojit EOL formu F}, ktora je formovo ek-
vivalentna s F, a navySe spliia niektoré Specialne kritéria, napriklad Ze je
propagujuca.

Priklad 2.2.7. Zachovanie vlastnosti synchronizovanosti

Nech S=(V, P, x,%) je synchronizovany EOL systém.
To znamena, ze kazdé odvodenie terminélneho slova je zlozené vyhradne z
neterminalov.
7 toho mozeme priamo dedukovat, Ze existuje zamietacie pravidlo. tvaru
x — F kde x je Iubovolny terminal a F je neterminal z ktorého nevieme
odvodit ziadne terminalne slovo(tzv. zamietaci symbol).

V opacnom pripade by existovalo odvodenie z terminélneho slova do iného
terminélneho slova, ¢o by znamenalo, ze EOL systém nie je synchronizovany.

V synchronizovanom EOL systéme by sme mohli rozdelit pravidld na 3
skupiny.

1. Pravidla typu N — N*, kde N je jeden neterminél a N* je Tubovolny
pocet neterminalov.

2. Pravidla typu N — T, N je neterminal, T" je Tubovolny kladny pocet
terminalov

3. Pravidla typu T' — F', ktoré zamedzia odvodeniu terminalneho slova
zo slova obsahujiceho terminédlny symbol. F je zamietaci symbol.

Vsetky tri skupiny su uzavreté vzhladom na interpretaciu, nakolko dfl sub-
stiticia nemoéze menit terminédlnost symbolov.

Interpretaciou takéhoto systému dostaneme nutne synchronizovany systém,
nakolko jediné odvodenie terminalneho slova moze byt prostrednictvom pra-
vidiel druhej skupiny.
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Inak ako synchronizovane sa terminalne slovo odvodit neméze. Ak by sa od-

vodil niektory terminél skor ako ostatné, v nasledujicom kroku by sa zmenil

na zamietaci symbol F, ¢im by sa uz nemohlo odvodit terminalne slovo.
Preto je odvodenie nutne synchronizované. [

Definicia 2.2.5. Propagujuci OL systém je taky OL systém, ktory pre ziadny
symbol z abecedy neobsahuje pravidlo tvaru a — .

Je zjavné, ze pokial neexistuje pravidlo na mazanie symbolov v odvodeni
slova v povodnej forme, neexistuje dfl substiticia, ktora by z I'ubovolného
pravidla vytvorila pravidlo na mazanie symbolov. Toto vyplyva z definicie
dfl substitucie.

Definicia 2.2.6. Redukovana forma
Rovnako ako pri bezkontextovych gramatikach, aj tu sa ndm zide redukované
forma.

Redukovana forma EOL systému S (oznaéme ju Sg) musi splitat 2 vlast-
nosti:

-Pre kazdy symbol existuje odvodenie z axiémy ( v opa¢nom pripade mo-
zeme zmazat vSetky pravidla, ktoré obsahuji symbol, ktory sa nedé odvodit z
axiomy). Toto kritérium nazyvame aj dostiahnutelnostou. (Pozn.: V§imnime
si, Ze ide najmé o symboly na lavej strane pravidla.)

-Pre kazdy symbol existuje terminélne slovo, ktoré z neho odvodime. Vy-
nimkou je $pecidlny zamietaci symbol.

Vyskyt zamietacich symbolov je v odvodeniach EOL systémov ¢asto k-
covy.

Preto kazdy vyskyt symbolov, z ktorych sa nedé odvodit terminélne slovo,
nahradime jedinym novym neterminalnym symbolom F.

F bude nas zamietaci symbol. Nakol'ko sa v odvodeni terminalneho slova ne-
vyskytuje, postaci ndm na tento tucel jeden.

Pre tento zamietaci symbol je nutné pridat pravidlo F' — F.

Preskiimajme striktna formovt ekvivalenciu:
Takyto systém Sy sice nemusi byt vo vSeobecnosti nutne striktne formovo
ekvivalentny so systémom S.
Vynechané pravidla pre nedosiahnutel né symboly mézu byt unikatneho tvaru.
Ako priklad uvedme nedosiahnutelné pravidlo a -+ RRRRR.
Za predpokladu, Ze v systéme S neexistuje iné pravidlo, ktoré mé pravidlo
s pravou stranou dlzky 5, vynechané pravidlo uz nevieme dostat pomocou
relacie interpretacie.

Formovo ekvivalentny s povodnym systémom S ale bude, pretoze kazdému
odvodeniu terminalneho slova vieme najst ekvivalentné v Sg.
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Tato vlastnost je zjavna, nakolko kazdy symbol, ktory sa neda odvodit z
axiomy v odvodeni nevystupuje,
teda ani pravidla, v ktorych je na lavej strane.

Priklad 2.2.8. Majme EOL formu S=(V, P, x,%)

x=93

V={S,a,b,A.B.R,N}

P={S— AB,R— N,a— N,b—b,B— BbN— N}

Méme tu zastipeny nedostupny symbol R, zamietaci symbol N, a neterminal
B z ktorého nevieme odvodit terminélne slovo.

Symbol R a jeho pravidlo R — N moézeme priamo vymazat, pretoze v
odvodeni z axiomy sa k R nedostaneme.
Symboly B a N, ktoré nefiguruju v odvodeniach terminalneho slova mézeme
nahradit symbolom F. K pravidlam pridame F — F
V pravidlach obsahujucich N na pravej strane, symbol N nahradime symbo-
lom F.
Symbol b sa stal nedosiahnutelnym, teda ho odstranime spomedzi symbolov,
a odstranime zodpovedajtce pravidlo.

Ekvivalentna redukované forma teda bude

S'=(V’, P’, x,3)
X=S
V'={S,a,F}

> = {a}
P ={S— AlF,F — F,a— F,}

Veta 6. o konstrukcii formovo ekvivalentnej binarnej EOL formy
Pre kazdu EOL formu S mo6zeme skonstruovat formovo ekvivalentnu formy
S1 kde kazdé pravidlo z S} je jedného tvaru z nasledovnych:

A—eA—a,A— B A—BCa— A

kde A,B,C st neterminaly, a a je terminal.
Navyse, ak S bol propagujuci, S; je propagujici, a ak S bol synchronizovany,
S1 je synchronizovany.

Dokaz: Ako prvé zredukujeme S na formu S,, kde Tavé strany pravidiel
budt najviac dlzky 2. Ozna¢me si maxr(S) dizku najdlhsej pravej strany
spomedzi vSetkych pravidiel v S. To ziskame opakovanim konstrukcie z na-
sledovnej lemy:
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Lema 2.2.2. Pre kazdd EOL formu S, pre ktort plati mazr(S) = m,m > 3,
existuje formovo ekvivalentna EOL forma S, ktora ma mazr(S) =m — 1.

Dokaz: nech S = (V,P,z,%), S = (V,P,z,%) st EOL formy skonstru-
ované nasledovne:

Nech p je pravidlo z P, potom mnozina P bude definovana nasledovne:

P = {Oz—>[p],[p]—>x|p a — x € P a zaroven |z| < 2}
U{a = [l [p) = B, P 2 ylp:a—zeP
a zérovei |z| > ,w—ﬂy,ﬁeV,yev*}

Je doélezité poznamenat, Ze |p| a [p’| st nové neterminély.
Takymto rozdelenim pravidla sa zachovaji odvodenia, akurat buda o jeden
krok dlhsie.
Pravé strany pravidiel st ale zarucene o 1 znak kratsie.

Pri dokaze ich formovej ekvivalencie vyuzijeme fakt, ze kazdému kroku
odvodenia v S zodpovedaji 2 kroky odvodenia v S.

Pre kazdu interpretéciu S’ ktora vznikla z S vieme indentifikovat, ktoré
pravidla boli interpretované. Pretoze pravidlu z S vieme jednoznacne priradit
dvojicu resp. trojicu pravidiel v S, interpretacii pravidla z S vieme skonstru-
ovat interpretaciu pravidiel v S.

T.j. intepretacia povodného pravidla z S,

a — By na pravidlo v S, o — By

zodpoveda interpretovaniu pravidiel z S

a = [pllp], [p] = B, [P'] = y na pravidla o' — [p][p'], [p] = 8, [P] = v/

Opa¢nym smerom je to jednoduchsie: postaci identifikovat, ktoré neter-
minaly v S’ st interpetaciami [p| a [p’], ndjdeme zodpovedajtce odvodenia
dlzky 2 ktoré nasledne spojime do jedného pravidla z S’.

Kazdé trojice pravidiel v S’, S’ je interpretécia S,

tvaru o — [p|'[p], [p] — B, [P = ¢,
vieme zredukovat na pravidlo tvaru o/ — p'y/, ktoré je z S’.
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Pre pravidla, ktoré len predlzuju odvodenie, pretoze ich prava strana je
dlzky 2 alebo menej, to funguje obdobne. OJ

Opakovanim postupu z tejto lemy ziskame formu Sy = (Va, Py, x, %), pre
ktora mazr(Sy) < 2, ale niektoré pravidla este stale nemusia byt pozadova-
ného tvaru, napr. a = ¢,a - BC,A — B,a€ ¥, A,B,C €V — .

Na odstranenie pravidiel tychto typov pouzijeme nasledovnii konstrukciu:

Zadefinujeme formu S; = (Vi, Py, z, %).
P, je definované nasledovne:

Pr={a = [pl,[pl = W', 0] = B,[p") = vlp: a — B, p je pravidlo
z mnoziny Py, «v, 8,7 st z mnoziny V5} U
Ufa = p.,lp] = L] = z|p : @« — x, p je pravidlo z mnoziny
P, |z < 1}

Nezabtudajme na to, ze [pl,[p’] a [p”] st nové neterminély. (V pripade
kolizie treba zaviest novy symbol).
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3 Zaradenie do Chomského hierarchie

Pretoze vacsina EOL foriem prepisuje symboly paralelne, je zaujimavé skamat
Specialne formy, ktoré sa podobaju na gramatiky v Chomského hierarchii,
alebo generuja presne t1 ista triedu jazykov.

3.1 Jazyky symbolov

Tieto jazyky by sa dali charakterizovat ako jazyky generované EOL systé-
mami, ktoré neobsahuji pravidlo, ktoré mé na pravej strane viac ako jeden
symbol, a zarovei ma jednopismenovu axiéomu.

Veta 7. Nech § = (V, P,z,Y) je EOL forma
V={S,a} P=S = a,a — a
x=S

Potom L(Symb) = L(S)
Kedze L(Symb) obsahuje iba kone¢né, jednopismenové jazyky, staci slova
vymenovat.
To dosiahneme interpretovanim pravidla S — a, pri¢om substituovat budeme
za symbol a vSetky symboly, ktoré chceme, aby boli v jazyku.

Veta 8. Interpretovanim EOL formy z predchadajicej vety S v substitucii
w, 1(S) = S, p(a) = {a, b} moze vzniknut systém

Ss o ktorom mozeme zarucene povedat, ze obsahuje aspon dve terminalne
slova.

Vybranim pravidiel S — a,a — b,b — b méame zarucenu existenciu dvoch
slov.

Navyse kazda interpretéacia tejto formy minimalny pocet roznych slov zacho-
vava, alebo zvysuje .

Podobnym spésobom ako sme uviedli vyssie, mézeme vytvorit mnoziny pravi-
diel, z ktorych odobratim ubovolného narusime tplnost EOL formy. Zaroven
najdlhsie odvodenie,na ktorom sa slova neopakuju moéze mat Tubovolna ko-
ne¢ny dlzku.
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3.2 Konecné jazyky
Vyjadrenie koneénych jazykov ma Specificky tvar EOL formy.

Veta 9. Pre kazdy koneény jazyk je charakteristickd maximélna dlzka slova
v jazyku. Problematické je, ze kazdy jazyk moze mat vo vSeobecnosti tito
maximalnu dizku slova int.

Pre Tubovolnu EOL formu, ktora generuje koneény jazyk, je tato maxi-
malna dizka slova tiez konstanta.

Relacia interpretacie neumoziiuje menit dizku pravej strany pravidla.

Zaver z tychto pozorovani je jednoznacny:
Kazda interpretacia EOL formy S generujucej kone¢ny jazyk, ma najdlhsie
slovo maximélne tak dlhé, ako pévodné forma S.

Popisat ale vieme triedu koneénych jazykov s dizkou slova prave x ako
triedu interpretécii nasledovnej EOL formy:

S=(V,PuzX)

V ={S,a}

P ={S —a"a—a}
pEN

Y ={a}

Analogicky mozeme postupovat pre triedu kone¢nych jazykov s dlzkou
slova najviac x: § = (V, P, z, %)

V ={S,a}
P ={S — a",a — ale}
x=9

Y ={a}

3.3 REG

Pokial pri EOL forme zabezpecime, aby pocet neterminalov nevzrastal, a
zaroven budd pravidla na prepisovanie neterminélu, ktorych prava strana
obsahuje netermindl, tvaru S — aS (Tavo regularne) alebo S — Sa (pravo
regulérne).

Je zname, Ze Tavo regularne gramatiky aj pravo reguldrne gramatiky maju
rovnakil popisnu silu, ktoréd je ekvivalentna sile konec¢nych automatov.
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Priklad 3.3.1. Lavé a pravé regularne jazyky
S =(V, P,z %)

Sy = (V, Py, x,%)

V ={S,a}

P, ={S — alaS|lea — a}

Py ={S — a|Sale a — a}

x=S

¥ ={a}

Je zjavné, Ze kazda z interpretécii S; resp. S7 bude regularna gramatika.
Pri regularnych gramatikach nas zaujimaji nasledovné konstrukcie: Prepis
neterminalu na terminél, prepis neterminalu na iny neterminél, vytvorenie
cyklu z pravidiel generujucich terminalne symboly (t.j. umoZnenie pumpova-
nia slova).

Prepis neterminalu na iny neterminal vznikne interpretaciou pravidla
S — aS v dfl substitucii, kde sa mdzu za symbol S substituovat aspon dva
rozne neterminély. Prepis neterminalu na terminél ndm zarucuju interpreté-
cie pravidla S — a. Vytvorenie cyklu z pravidiel vznikne znovu substitticiou
pre S s aspon dvoma neterminalmi.

Pravidl4, ktoré st prepisuji neterminél na neterminal moézeme zanedbat,
nakolko je mozZné upravit kazdua regularnu gramatiku do bezepsilonového
tvaru s vynimkou prepisu axiémy na prazdny symbol (bez tohoto pravidla
by neexistovalo prazdne slovo v jazyku).

Interpretacia Sy resp Sy na EOL formu, ktora generuje jazyk I'ubovolnu
Tavo resp pravo regularnu gramatiku G=(N,T,P’x’) bude vyzerat nasle-
dovne:

Nech p je dfl-substitucia. Potom postupujme podla nasledovnych krokov:

e identifikujeme ¢i ide o pravo alebo l'avo regularnu gramatiku - bude sa
interpretovat forma S; (Tava) alebo Sy (prava).

e v gramatike identifikujeme terminélne (T) a neterminalne symboly (N)
o u(S)=N,ua)=T,pu(x) =2
e podla pravidiel z mnoziny P’ gramatiky vyberieme pravidla z p(P).

e pre kazdy termindlny symbol bude v interpretacii S; existovat jediné
pravidlo tvaru a —+a Va € T.
KedZe potencialna mnozina pravidiel podla interpretacie p obsahuje vsetky
mozné pravidla, pokryva aj zlozitejSie cykly, ktoré mohli byt zahrnuté v gra-
matike G.
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3.4 CF

Bezkontextové jazyky, ako uz skor bolo spomenuté, sa daju vyjadrit ako EOL
jazyky bez prepisovania terminalnych symbolov.

Pre jednoduchsie porozumenie najblizej vety zopakujeme, ¢o je to dospeléa
abeceda OL systému a ¢o je dospely jazyk k OL systému.

Definicia 3.4.1. Dospely jazyk k OL systému

Nech § = (V,Px) je OL systém. Potom dospelym jazykom k S nazyvame
LA(S) ={veL(S) | ak(v = w)tak(v =w)}

Slovo v € L4(S) nazyvame stabilné slovo.

Definicia 3.4.2. Relacia = je definovana nasledovne:

X=2YY (2 = Yrle = ¢)) =  =y),

Relacia % obdobne.

[Pozn.: Potom La(S) ={w € L(S) | w= w}.

Pre a € V budeme oznacovat dané slovo X, ak plati a = X, = X, |

Definicia 3.4.3. Dospela abeceda
Nech § = (V,Px) je OL systém, potom dospelou abecedou nazyvame mno-
Zinu

Va(S) ={al(a € V) A (Ju € La(S) : #4(v) > 0}

Ozna¢me abc(v) = {a € V | #4(v) > 0)} potom V4(S) = J

Pre a € V Budeme oznacovat X,, ak plati a = X, = X,

abc(v)

vEL A

Nasledovna veta z |7] popiSe, ako vyzera EOL systém, ktora generuje bez-
kontextovy jazyk.

Veta 10. Konstrukcia EOL systému generujiiceho bezkontextovy ja-
zyk

L € L(EOL) je z triedy bezkontextovych jazykov ak k nemu existuje
EOL systém S taky, ze L(S) = L a zaroven pre terminaly a € X
existuji iba pravidla a — a

K EOL jazyku § = (V, P, x, %) jednoznacne existuje 0L " = (V' P, 2’) taky,
ze dospely jazyk k &', a plati V=V'U{F}, x = 2.
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Aby
La(S') = L(S)

musime zarucit, aby
Va(§) =%
To zabezpecime pridanim pravidiel do P’.
P=PU{a—FlacV -3X}UF - FF

pricom F je novy symbol.
Tymito pravidlami zaru¢ime, Ze neterminalne symboly nebudt v dospelej
abecede.

Sporom: Vezmime neterminélny symbol s, ktory je v dospelej abecede L 4.
Teda existuje stabilné slovo ktoré tento symbol obsahuje. Urcite ale existuje
pravidlo pre s, ktoré vedie do symbolu F, ktory sa neobmedzene mnozi. To
znamena, ze zo stabilného slova odvodime nové slovo, pretoze symbol F nie
je v dospelej abecede. Toto je spor.

g

Dokazali sme, ze na zaklade podmienok kladenych na EOL systém S gene-
rujuici jazyk L, vieme z neho zostrojit EOL systém S’; ktorého dospely jazyk
je presne jazyk L. Z dokazanej vety 2 v [7] vyplyva, Ze jazyk L musi byt urcite
bezkontextovy.

Napriek tomu, ze pre Tubovolny bezkontextovy jazyk vieme vytvorit EOL,
ktory ho generuje, nie st triedou EOL jazykov.

Tento fakt bol dosledkom vseobecnejsicho tvrdenia v [8]. Tvrdenie sa za-
klada na fakte, ze ak jazyk
L ={ab'dd|i,j > 1} je v triede generovanej EOL formou S, potom trieda
L(S) zarucenie obsahuje aj nejaky jazyk mimo triedy bezkontextovych jazy-
kov.
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3.5 EOL

V tejto casti vznikla zasadna otazka: ako vyzera EOL forma, ktord generuje
Tubovolny EOL systém.

Definicia 3.5.1. EOL forma S je tuplna, ak £(S) = L(EOL)

Veta 11. EOL forma
S=({S,a},{S—5,8— 55,5 —a,a— S}, S, {a})
je uplné.
Dokaz:
Nech L je Tubovolny jazyk generovany EOL systémom. Na zaklade teorémy
2.1 v [4], je zrejmé, ze kazdy takyto jazyk L sa da generovat propagujicim
EOL systémom T. Transforméciou podla vety 6 dostaneme formovo ekviva-

lentny systém 77, ktorého vSetky pravidla su niektorého z typov
A—a,A— B,A— BC,a— A

Vsimnime si, ze tato transformécia zachovava ekvivalenciu systémov, teda
L=L(T)= L(TY)
Zjavne ale T; je interpretaciou S. Kedze L bol Iubovolny jazyk genero-

vany EOL systémom, forma S je uplna.
O
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4 Vizualizacia

4.1 Graf EOL formy

Pri skamani EQL foriem, ich vlastnosti, a najméa (striktnej) formovej ekviva-
lencie vyvstala otézka, ako to porovnavat efektivne.

Zaviedieme preto grafovi reprezentaciu EOL formy s niekolkymi opera-
ciami ktoré zodpovedaju operaciam ktoré vykonava interpretacia.

Definicia 4.1.1. Graf EOL formy
Nech § = (V, P, z, %) je EOL forma.

Potom zostrojime graf G=(V;, Vo, H,Z), kde V1, V5 st vrcholy grafu, H st
hrany grafu, podla nasledovnych pravidiel
(Poznamka: Cislo za hranou Specifikuje, ¢i ide o hranu z vrcholu z mnoziny
V1 do vrcholu mnoziny V5 (x,y,0) alebo naopak (x,y,1)):

1. Nech x=7 je zékladny vrchol a plati X € V; (bude znazorneny s dvoj-
itym obrysom)

2. Nech kazdy symbol N € V - ¥ je znazorneny kruznicou, oznaceny N a
plati N € V;

3. Nech kazdy symbol T € ¥ je vrchol znazorneny stvorcom

4. Pre kazdé pravidlo p z mnoziny P pridame vrchol reprezentujci jeho
pravi stranu do mnoziny V3, tieto vrcholy znazoriujeme elipsou, pre
rozliSenie od samotnych symbolov v pripade pravidiel, ktorych prava
strana obsahuje len jeden symbol.

5. Nech plati Vp € P, (p: (x — y)) A (x,y,0) € H(pravidlo podmienujuce
vznik hran v grafe reprezentujucich pravidla EOL formy)

6. Nech plati Vy € Voy = ay...a, A (y,a4,1) € H (pravidlo podmienujice
vznik hran z pravej strany pravidla na jednotlivé symboly)

7. Nech kazda hrana (x,y,a) z H je zobrazena ako Sipka z vrcholu x do
vrcholu y.
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Priklad 4.1.1. Ako najlepsi priklad na jednoduchy graf EOL formy nam
poslazi uplna EOL forma

S=({S,a},{S—95,5— 9555 —a,a— S},S {a})

O

K nemu vezmime interpretaciu u, definovani nasledovne:

FL(S) = {Sv R}
M(a) = {bv C}

Nakol'ko sme ukazali, Ze mozeme rozdelit interpretaciu EOL systému na
tri pod, postupujme podla tychto krokov.

1. Premenovanie. Kedze pre vietky symboly plati, ze x € u(x), tato
faza obsahuje identicku substituciu py(S) = {S}, kvoli jednoduchosti,
pre a si musime vybrat: p;(a) = {b} alebo pi(a) = {c} My volime
prva moznost. Rovnako moézeme prehlasit, ze sme S vybrali za axi-
6mu. V opa¢nom pripade by sme museli prave v tejto operacii urcit
nova axiomu prostrednictvom inej substiticie ) kde p)(S) = {R}
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2. Pridanie pravidiel a symbolov. V tejto operécii sa len ujasnuje,
aké pravidla a symboly méze mat konecné interpretacia. V tomto pri-
pade po(S) = u(S), pe(b) = {b,c}, nakolko sme uz pri premenovani
premenovali symbol a na b. V tejto faze vznika vela novych pravidiel
a hran, preto znazornenie vyzera pomerne neprehladne. Prerusované
hrany, elipsy a Stvorce st nové hrany a vrcholy pridané v procese in-
terpretacie.
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3. Vynechavanie pravidiel a symbolov. Tu je dfl substiticia identita,
t.j. ps(xr) = {x} pre vietky symboly. Hlavny krok tejto operécie je
zvolenie pravidiel a symbolov ktoré budu vynechané, ak je to mozné
vzhl'adom na tplnost systému. Uplnost systému dostiahneme tak, Ze z
kazdého Stvorca resp kruhu bude existovat vychédzajica hrana.

Vynechévanie prvkov grafu prebieha nasledovne:

Vynechaniu pravidla 2 — y zodpoveda odstranenie hrany (x,y,0).
Pokial do elipsy y nevstupuje ziadna ind hrana, je potrebné odstranit
vSetky vystupujtce hrany z vy.

[lustrujme tento postup na pravidlach R - RR a S — RR

Odstranili sme hranu (R,RR,0) a hranu (S,RR,0), ¢im zostala elipsa
RR bez vstupujucich hran. Tym nam vznika povinnost odstranit hrany
(RR,R,1). Na obrazku znazornené sedou.

Odstranenie symbolu, bez ujmy na vSeobecnosti to bude ¢, musime od-
stranit Stvorec s popisom c a vSetky suvisiace elementy- hrany ktoré z
neho vystupuji alebo donho vstupuju, a elipsy z ktorych vychadzaju
hrany vstupujtice do c.

Nasledne musime odstranit vSetky hrany ktoré vchadzali do elipsy,
ktora sme odstranili, a skontrolovat, ¢i je EOL forma reprezentované
grafom 1plna, teda z kazdého vrchola reprezentujuceho symbol vychéa-
dza asponi jedna hrana.

Pre c: odstranime Stvorec ¢, hrany (c, S,0),(c,R,0) a hranu (c,c,1), ¢m
vznika nutnost odstranit elipsu c.

Odstranenim elipsy ¢ odstranime hrany (R,c,0) a (S,c,0), ¢im sa dosta-
neme do konzistentného stavu, ¢o znamena, ze kazda elipsa méa vstupna
a vystupnu hranu, a kazdy vrchol reprezentujici symbol mé vystupni
hranu.
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Definicia 4.1.2. Krok odvodenia v EQL systéme ku ktorému prisli-
cha graf G Majme graf G, ktory je v siilade s nasou konstrukciou, potom
jeden krok odvodenia prebieha nasledovne, pomocou kamenov s ¢islami, ktoré
vieme posivat po grafe:

e pred krokom odvodenia sme v slove © = x125...7,

e nijdeme zodpovedajice vrcholy z V; grafu G, do kazdého umiestnime
kamen s ¢islom k, kde k je miesto vyskytu v slove x.

e pre kazdy kamen s ¢islom k zvolime jednu z hran vychadzajicich z
vrchola, v ktorom lezia, presunieme kamen do koncového vrcholu dane;j
hrany. Tu nastava nedeterminizmus.

e teraz, ked kazdy kamen je vo vrchole znédzornenom elipsou, nahradime
kazdy kamen s ¢islom k novymi, ktoré maja dve ¢islelné oznacenia. Prvé
je ¢islo kamena ktory sme nahradili, druhé je poradové ¢islo symbolu v
danom vrchole, ktorému kamen zodpoveda.

T.j. kamen vo vrchole z125 s ¢islom k nahradime kamenmi s oznac¢enim

(k1) a (k,2).
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e Ponahradeni novymi kamenmi presunieme kamene do vrcholov, ktorym
zodpovedaju. Kamen (k,1) putuje do symbolu z, kamen (k,2) putuje
do symbolu zs.

e Po tychto operaciach sa kazdy kamen nachadza vo vrchole, ktory re-
prezentuje symbol, ktory sa odvodil po jednom kroku odvodenia.

Pokial si pre na kamen zapiSeme vrchol, z ktorého sme ho zobrali, usporia-
dame kamene podla lexikografického usporiadania ich oznacenia, a precitame
oznacenia vrcholov na kamenoch v poradi od najmensieho po najvacsi, vieme
presne zistit aké slovo sa odvodilo na 1 krok odvodenia.

Ak sme ochotni mat kamene s m-rozmernym oznacenim, vieme podobne
simulovat m-1 krokov odvodenia.

4.2 Graf odvodenia v EOL forme

Definicia 4.2.1. Graf odvodenia Nech § = (V, P, z, %) je EOL forma,
a W = woprwipa...w,_1ppwyje postupnost mnozin pouzitych pravidiel na

prepis.
Potom zostrojime graf R—(V1,V5,H,Z), kde Vi, V, st vrcholy grafu, H st
orientované hrany grafu, podla nasledovnych pravidiel :

1. Nech x=7 je zékladny vrchol a plati X € V; (bude znazorneny s dvoj-
itym obrysom)

2. Nech kazdy neterminalny symbol N z odvodenia W je znazorneny kruz-
nicou, oznaceny N a plati N € V;

3. Nech kazdy terminalny symbol T z odvodenia W je vrchol znazorneny
Stvorcom

4. Nech pre vsetky pravidla p pouzité v odvodeni W plati: (p : (z —
y)) ANy € V, (vrcholy pre pravé strany pravidiel)

5. Nech pre vSetky pravidla p pouzité v odvodeni W plati:(p : (z —
y)) A (z,9,0) € H(hrany zo symbolov do pravych stréan)

6. Nech Vy € Voy = ay...a, A (y,a;,1) € H(Hrany z pravych stran do
symbolov)
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Priklad 4.2.1. Ukazka grafu odvodenia.

Ukazeme odvodenie, kde nastane cyklus v grafe, ¢o je jeden z klucovych
javov pri generovani nekonec¢nych jazykov.
Nech § = (V, P,z,Y) je EOL forma,
V={S,A,a,B,b,C,C1,C2,c}
P={S — A|abcC, A — aB,B — S|b,c = ¢,b - b,a — a,C — C1,C1 —
cC2,C2 — cC|c}
x=9
Y ={a,b,c}

V tejto EOL forme je zaujimavé si vSimnuat cyklus z pravidiel.

JetoS —-A—B—S.
Ako interpretaciu tejto formy mozeme vytvorit z pravidiel cyklus dvojnésob-
nej dlzky.
Postaci zaviest nové symboly, ktoré si pamétaju, ze eSte musi prebehnit ko-
pia cyklu z poévodnych pravidiel.
S—A—-B—-S—>A—B —S5,
Tento jav ide vytvorit pomocou interpretacie u(x) = {x,z'} pre vSetky ne-
terminaly.
Vyberom vhodnych pravidiel, medzi ktorymi nie je B — b, zaru¢ime inter-
pretaciou beh cyklu v pozaadovanej dvojnasobnej dlzke.
Je zjavné, ze takouto interpretaciou sme stratili isti generativnu silu. Podob-
nym spoésobom by sa dal prinitit beh cyklu opakovat aspon k-nasobne, kde
k je konec¢né c¢islo.
Spétne interpretovat formu, aby cyklus povodnej dizky existoval, vo vie-
obecnosti nevieme, pokial prostrednictvom interpretacie dlhsi cyklus nevy-
nechame, a nasledne nevygenerujeme kratsi z inych pravidiel. Nehovoriac, Ze
odvodenie do prvého neterminélu v cykle moze vygenerovat dalgie symboly,
¢o nam narusi ekvivalenciu.
Toto vyplyva priamo z definicie DFL substittcie: nie je mozné, aby mnoziny
substittucie dvoch réznych symbolov mali neprazdny prienik.
Aby sa graf odvodenia prili§ nepodobal pévodnému grafu EOL formy, pridali
sme druhy cyklus do zdrojového EOL systému.

Zaznam odvodenia prostrednictvom pévodného cyklu:
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Pre nase tucely je odvodenie nezévislé od poradia resp. po¢tu pouzitia cyklov,
nakol'ko pri skimani odvodeni s cyklami sa s neurc¢itym poc¢tom opakovani
cyklov stretavame bezne.
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Zaver

V tedrii jazykov zaoberajucich sa L systémami sa vyskytlo mnoho réznych
variant a rozsireni, ktoré maji mensie alebo vicsie odlisnosti ¢i ciele, ktoré
chcu dosiahnut. Nezavisle od toho sa daji skumat aj spésobom pouzitym v
tejto praci, skimanim foriem a ich interpretacii.

V tejto praci sme sa snazili rozpracovat do podrobnosti skiimanie EOL fo-
riem, ale predpokladame, Ze nas pristup by mohol byt prinosny aj v inych
oblastiach L-systémov.

V skumani formovej ekvivalencie EOL je stale mnoho otvorenych otézok,
napriklad ako efektivne porovnavat dve rozne formy vzhladom na relaciu in-
terpretacie.

Prostrednictvom grafového znazornenia sa ale da pozerat prehladnejsie aj na
zlozité systémy, skoro nezavisle od rozsireni, ale hlavne méze otvarat pristup
tradicnym metédam porovnévania grafov.

Efektivnejsie zobrazovanie takychto grafov v priestore moze byt naro¢nou
prekézkou pri nadrozmernych systémoch pre ¢loveka, ale s pouzitim moder-
nych pocitacovych zobrazovacich technik je praca znac¢ne ulahcena.

Riesenie otézok formovej a striktnej formovej ekvivalencie prostrednic-
tvom grafového zobrazenia moze byt pre c¢loveka tiez znac¢ne jednoduchsie,
aj napriek mnohym moznostiam vyberu pravidiel pri interpretacii.

Rozsirit graf na systémy s interakciou moéze byt zaujimava prekazka ktora
by inSpiruje vznik nového, lepsieho vypoctového modelu, aplikovatelného v
redlnom svete pocitacovych vypoctov.
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