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Abstrakt

Nedeterminizmus do kone¢nych automatov zaviedli Rabin a Scott, ¢im ziskali za-
riadenie s rovnakou vypoctovou silou, ktoré je mozné jednoduchsie zapisat. Neskor sa
nedeterminizmus zacal povazovat za prostriedok, ktory je mozné merat.

V prvej cCasti prace popisujeme viaceré modely konecnych automatov, s réznym
mnozstvom nedeterminizmu a vysvetlujeme, aké st medzi tymito triedami vztahy. V
druhej Casti sa venujeme operaciam, ktoré sa pre modely NFA a DFA skumali a ski-
mame tieto operacie pre ostatné triedy konec¢nych automatov. V poslednej kapitole
prezentujeme nasu novi techniku na oddelovanie tried konecnych automatov. Pomo-
cou tejto techniky dokazujeme tvrdenie SUFA <p FNA, ktoré bolo doteraz otvorené.

Kliéové slova: koneéné automaty, nejednoznacnost, stavova zlozitost, operacie na
jazykoch

Abstract

The concept of nondeterministic machines was first introduced by Rabin and Scott.
Both type of machines have equal computational power. They showed that NFA is a
more succinct representation of regular languages than DFA. Later on nondetermi-
nism has been treated as a measurable resource.

In the first part of this thesis, we describe several models of finite automata with
different amount of nondeterminism. We also show relationships between these mo-
dels. In the second part, we present a survey of operations complexity for NFA and
DFA. We shall study these operation for other models of finite automata. In the last
chapter, we present our new technique which can be used for separating automata
classes. Using this technique we find a solution to an open problem SUFA <p FNA.

Key words: finite automata, ambiguity, state complexity, language operations
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Kapitola 1

Uvod

Nedeterminizmus do kone¢nych automatov zaviedli Rabin a Scott, ¢im ziskali zaria-
denie s rovnakou vypoctovou silou, ktoré je vSak v porovnani s deterministickymi
automatmi menej zlozité na zapis. Dokéazali, ze obe zariadenia (DFA aj NFA) akcep-
tuji rovnaku triedu, t.j. regulérne jazyky. Pouzili na to konstrukciu (subset construc-
tion), ktord ndjde k NFA ekvivalentny DFA. Ukézalo sa [16], Ze tato konstrukcia je
optimélna, napriek tomu, Ze mdZe viest k exponencidlnemu narastu poctu stavov.

Nedeterminizmus sa zacal povazovat za prostriedok, ktory je mozné merat [11].
Studované miery nedeterminizmu popiseme v Kapitole . Tu tiez prinesieme prehlad
pojmov z popisnej zlozitosti konec¢nych automatov a regularnych jazykov.

Taziskom préce je skiimanie vztahu medzi mnozstvom nedeterminizmu v automate
a jeho popisnou zlozitostou. V Kapitole [3] preto popisujeme modely konecnych auto-
matov s roznym mnozstvom nedeterminizmu (meraného pomocou nejednoznacnosti).
Definované modely porovname z hladiska popisnej zloZitosti a ukazujeme existujiicu
hierarchiu. V Kapitole (4] prinaSsame definiciu inych modelov, ktoré st definované po-
mocou istej Strukturalnej vlastnosti. Modely porovnéavame a zaradujeme ich do hie-
rarchie.

V Kapitole [5] sa blizsie venujeme operaciam, ktoré je mozné vykonavat na regu-
larnych jazykoch. Popisujeme zname vysledky o zlozitosti opercaii pre triedy DFA a
NFA. Skiimame tieto operacie aj pre ostatné modely konec¢nych automatov. Prina-
same 43 vlastnych novych vysledkov o zlozitosti operacii pre triedy UFA, FNA, LNA|
PNA, SUFA, GSUFA a MDFA. Skiimame hlavne operacie zjednotenia, prieniku, zre-
tazenia, iteracie, reverzu a komplementu regularnych jazykov.

V poslednej kapitole sa venujeme vysvetleniu nasej novej techniky na oddelova-
nie roznych tried kone¢nych automatov. Sformulovali sme a dokazali sme vseobecné
tvrdenie, ktoré hovori o tom, za akych podmienok je mozné prehlasit dve triedy au-
tomatov za oddelené. Toto tvrdenie sa opiera o zlozitost realizacie operacii. Pomocou
nasej novej techniky sme dokéazali oddelenie tried SUFA a FNA, ¢im sme vyriesili
poslednii otvorenti otazku v hierarchii tried automatov.



Kapitola 2

Definicie zakladnych pojmov

V tejto casti uvedieme zakladné definicie z oblasti kone¢nych automatov. Dalej popi-
seme sposoby pouzivané na meranie nedeterminizmu v kone¢nych automatoch. Tiez
povieme, ako je mozné meraf zlozitost automatu a tiez zlozitost regularneho jazyka.

Nedeterministicky koneény automat je pitica A = (K, %, 4, I, F), kde K je kone¢na
mnozina stavov, Y je konec¢na vstupna abeceda, I C K je mnozina pociato¢nych
stavov, ' C K je mnozina akcepta¢nych stavov a § : K x ¥ — 2K je prechodova
funkcia. Jazyk akceptovany automatom A je mnozina L(A) = {w € ¥* | g € I :
§(q,w) € F}. Dalej uvazujeme len také NFA, ktoré nemdzu pouzivat ¢ prechody.

Dalsie informécie o koneénych automatov mozno najst napriklad v [5].

2.1 Mnozstvo nedeterminizmu

Nedeterminizmus (Amount of nondeterminism) v kone¢nom automate je principidlne
mozné meraf staticky a dynamicky. Statické miery sa vztahuji na automat a si to
funkcie velkosti automatu. Tieto miery sa vSak nepouzivaju. Nedeterminizmus sa
meria dynamicky [0], t.j. je to miera vztahujica sa na vypocet. Budeme uvazovat
nasledujice tri miery (trochu sa odklonime od sposobu definicie v [6]).

Miery nedeterminizmu

Nedeterminizmus budeme merat dynamicky a preto si najprv zadefinujeme vypocet.

Pre NFA A = (K,X,6,1, F) a pre vstupné slovo w si mdZeme predstavit strom
vypoctov automatu A na slove w, ozna¢me ho T4 ,. Tento strom nam pomédze k
intuitivnej predstave o mierach nedeterminizmu, ktoré dalej definujeme. Vypocet A
na w je jedna cesta v strome T4, z korefla do listu. Vypocet budeme oznacovat ako
Ca.w, pripadne ako C,, alebo C. Formalne: vypocet je postupnost pohybov Cy4, =
mims...m, takd, ze m; = (qi—1,w;, q;) € 64 a W = wws...w, pre 1 <i<nagq € 1.
Neméme ziadne dodato¢né poziadavky na vypocet, ako je tomu v [3] a teda uvazujeme
akceptacné aj neakceptacné vypocty.

Pocet hadani a velkost rady Pre kazdy uzol = v strome T4, definujeme velkost
rady ako pocet bitov, ktoré potrebujeme na ulozenie poc¢tu jeho nasledovnikov.
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Téato miera sa nazyva guessing[3,2]. Formalne: Vg € K Va € ¥ : guessinga(q,a) =
log,(|d(q, a)])-

Dalej definujeme guessinga(C) ako velkost rady potrebnej na prejdenie vypoctu
C v strome Ty . guessings(C) = Z(q,a,p)EC guessinga(q, a).

Pre w € ¥* guessinga(w) definujeme ako minimélny pocet bitov, ktoré potre-
bujeme, aby sme akceptovali w. guessings(w) = min{guessing(Cy,) | Cy, je
akceptacny vypocet}. Dalsia pouzivand miera je branching, pricom guessing je
logaritmus tejto miery.

Hromkovi¢ et al. [6] bert do tivahy iba pocet hadani (rad), ktoré st potrebné pri
vypocte a zanedbavaji velkost rady. Tato mieru nazyvaju advice.

Nejednoznaénost Ak pre nejaké w je v strome Ty, viac ako jeden akceptacny list,
potom je automat nejednozna¢ny. ambigs(w) = pocet akceptacnych vypoctov
(listov) v strome T4 ,. Vplyv mnozstva nejednoznac¢nosti na popisni zlozitost
automatu rozoberieme v kapitole

Pocet vypoctov Zovseobecnenim nejednoznacnosti je miera leafa(w), ktord je de-
finovana ako pocet vSetkych vypoctov A na w a teda je to pocet listov v strome
Thw. Zrejme ak Yw € ¥* : leafs(w) = 1 potom A je DFA.

2.2 Popisna zlozitost

Popisna zlozitost (Descriptional compexity) kazdého kone¢ného automatu je konecna.
Pre implementéaciu je vSak nevyhnutné optimalizovat pocet stavov, pripadne precho-
dov.

Popisna zloZitost automatu

Popisna zlozitost automatu sa najcastejsie meria jednym z tychto troch sposobov:

Stavova zlozitost Do tivahy sa berie iba podet stavov automatu. Tito miera sa
pouziva vzdy pre deterministické automaty, kde presne vyjadruje velkost pamiite
potrebnej na ulozenie automatu, kedze pocet prechodov je O(pocet stavov).

Prechodova zlozitost Do tivahy sa berie iba pocet prechodov v automate. Tato
miera je pouzivan len pre nedeterministické automaty, kedze pocet stavov line-
arne neohranicuje pocet prechodov a velkost potrebnej pamiite na uloZenie NFA
zalezi od poctu prechodov.

Kombinovana zloZitost Popisna zloZitost sa pocita ako stiéet prechodov a stavov.
Této miera bola pouzitd napriklad v ¢lanku [10], v ktorom autori uviedli algo-
ritmus pre najdenie malého NFA pre zadany regularny vyraz.

Pokial neuvedieme inak, v dalsom texte mame pod pojmom popisné zlozitost na
mysli stavovi zlozitost. Velkost automatu A definujeme ako pocet jeho stavov a bu-
deme ju oznacovat |A|.
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Popisna zlozZitost regularneho jazyka

Popisnu zlozitost regularneho jazyka L budeme chépat ako stavovi zlozitost minimal-
neho automatu, ktory ho akceptuje. Pre kazdy model automatu tak dostaneme inta
zloZitostnt mieru. Zname [6] a pouzivané miery su:

e s(L) je pocet stavov minimalneho DFA

e ns(L) je pocet stavov minimalneho NFA

Doélezité pojmy a oznacenia

Casto budeme o DFA predpokladat, Ze je 1iping, t.j. z kazdého stavu mé definované
prechody na kazdy znak zo . Toto vieme dosiahnut pridanim jedného stavu. Budeme
hovorit, Ze stav ¢ je dosiahnutelny, ak existuje slovo w € ¥* a podiatoény stav gy € 1
tak, ze 0(qo, w) = q. Stav q je uZitoény, ak je dosiahnutelny a zarovei z neho mozno
dosiahnuf akceptacny stav, t.j. existuje v € X* také, ze 6(q,v) € F.

Predpokladédme, Ze ¢itatelovi je zndma Myhill-Nerodova veta [I7, [18, [5], ako a]
algoritmus na najdenie DFA k NFA (subset construction).

Rozsirenie §(q, a) funkcie automatu mozeme oznacovat ako §*(q, w), w € L* defi-
nované nasledovne.

8" (q,€) = ¢

*(qwa)= | J d(d,a)

q'€6*(q,w)

V texte vSak nebude rozliSovat medzi § a d* a pre obe funkcie budeme pouzivat
spolo¢né oznacenie 9. Dalej mnozinu vypoctov pre slovo w zacinajucich v stave q a
kondiacich v stave p budeme oznacovat ako

5((]7“)7])) :{mlmn|ml: (Qi—lﬂwiaQi) eaaw:wla"'wnal SlgnaQOZCan:p}

Na oznacenie poctu ciest veducich zo stavu g do stavu p na slovo w budeme pou-
zivat symbol [0(q, w, p)|.

Budeme tiez pracovat s triedami funkeii poly(n) a poly(n, m) definovanymi nasle-
dovne

poly(n) = | J O(n*)

k>0

poly(n,m) = U O(n*m')

k,[>0

V nasledujtcich castiach popiSeme viaceré varianty konec¢nych automatov a uké-
zeme tiez, aké st medzi nimi vztahy (z hladiska stavovej zlozitosti). Pre kazdu triedu,
ktorou sa budeme zaoberat vSak plati, Ze je to nadmnozina DFA a podmnoZina NFA.
To nam zarudi, ze kazda trieda bude akceptovat prave vSetky regularne jazyky.



Kapitola 3

Nejednoznacénost

V kapitole [2| sme popisali spésoby na meranie nedeterminizmu. Miery guessing a
branching su definované na akceptac¢nych vypoctoch. Preto je zaujimavé sktimaf
mnozstvo akceptacnych vypoctov v automate. Toto mnozstvo je vyjadrené mierou
ambig, ktorej sa bude venovat v tejto kapitole. Uvedieme tu modely kone¢nych auto-
matov s roznym stupniom nejednoznacnosti a vysvetlime, ako je mozné tieto modely
porovnat. PopiSeme zname vysledky, ktoré viedli k zaradeniu tried do hierarchie.

Definicia 3.0.1. Nejednoznacnost konecného automatu A na slove w je pocet ak-
ceptacnych viypoctov v automate A pre slovo w. Toto ¢islo budeme oznacovat ako
ambiga(w).

Nejednoznacnost konecného automatu A je funkcia ambigs : N — N definovand ako

ambiga(n) = max {ambigs(w) | w € X"}

3.1 Triedy automatov

Nech f je funkcia N — N a A je NFA. Vo vSeobecnosti plati, ze A je f(n) nejed-
noznacny, ak Vn € N : ambiga(n) < f(n). Uréenim funkcie f(n) dostaneme triedu
automatov podla stupiia nejednoznacnosti.

e UFA (Unambiguous finite automata) je trieda automatov, ktorych nejednoz-
nacnost je 1 (f(n) = 1), ¢ize pre kazdé slovo existuje najviac jeden akceptacny
vypocet. Takymto automatom hovorime jednoznacné.

e FNA (Finitely ambiguous nondeterministic automata) je trieda automatov, kto-
rych nejednoznacnost sa da ohrani¢it konstantou (f(n) = k € N). Automat A
je k—nejednoznaény, ak Vn € N : ambiga(n) < k, pre konstantu k (pripo-
miname, Ze k musi byt konstanta vzhladom na dlzku slova a moze zavisiet od
velkosti automatu).

e LNA (Linearly ambiguous nondeterministic automata). V tejto triede je f(n)
linedrna funkcia (f(n) = O(n)). Takéto automaty budeme volat linedrne nejed-
noznacné.

e PNA (Polynomially ambiguous nondeterministic automata). Pre kazdy automat
z tejto triedy existuje polyném p(n) taky, ze Vn € N : ambiga(n) < p(n).

5
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e ENA (Exponentially ambiguous nondeterministic automata). Pre kazdy A €
ENA plati: ¥n € N : ambiga(n) < k", kde k je konstanta. Kedze na vstupe
dlzky n méze v k-stavovom NFA existovaf najviac k" vipoctov, kazdy NFA je
ENA. Automaty z tejto triedy budeme nazyvat exponencidlne nejednoznacné
automaty.

Sktimanie prave tychto tried nejednozna¢nosti ma svoj dévod. [8] uvadzaji, ze ne-
jednoznac¢nost je bud ohrani¢ené konstantou, polynomiélna alebo najmenej exponen-
cidlna. Preto dalej v praci predpokladame, Ze ak automat nedosahuje exponencidlnu
nejednoznacnost, potom je jeho nejednoznacnost najviac polynomidlna. Ak navyse
nedosahuje ani polynomiélnu nejednoznacnost, potom ide o automat z triedy FNA.

Uvedené triedy sa daju dalej rozdelit na podtriedy. Pre Tubovolné k € N existuje
trieda k—FNA obsahujuca vsetky automaty nejednoznacnosti k. Podobne pre kazdé k
existuje trieda k~PNA, obsahujtica automaty s nejednozna¢nostou ambig(n) = O(n*).

K triedam automatov je mozné definovat striktni triedu. Napriklad do triedy
striktnych ENA patria prave také automaty, ktoré si v ENA a nie st v PNA. Dosta-
neme teda triedu striktnych ENA, PNA, FNA.

3.2 Polynomialna transformovatelhost na triedach

Definovanie nasledujicich pojmov ndm umozni bliz§ie skiimat vztahy medzi vysSie
definovanymi triedami. Uvidime, Ze na triedach existuje ista hierarchia.

Nech C; a C5 st dve triedy automatov s roznym stupnom nejednoznacnosti. Ho-
vorime, Ze trieda C; je polynomidlne transformovatelna na triedu Cy, ak existuje
polyndém p taky, ze ku kazdému n—stavovému automatu A; € C existuje ekvivalentny
p(n)-stavovy automat Ay € Cy. Tato skutoénost znac¢ime C; <p Cs.

Ak C; <p Oy a tiez Cy <p C1, potom C; a (5 st polynomialne ekvivalentné,
¢o znacime ako Cy =p Cj.

Ak triedy nie st polynomiélne ekvivalentné, hovorime, Ze st oddelené (v niekto-
rych ¢lankoch sa hovori, Ze takéto triedy st oddelené exponencidlnou medzerou, ¢o
je samozrejme pravda). Oddelené triedy oznacujeme C) #p Cy. Ak plati C) <p Cy a
Cy #p Cy, budeme pouzivat skrateny zapis C; <p Cy. Vtedy tiez hovorime, Ze trieda
Cs je uspornejsia nez trieda C.

3.3 Zname vysledky

KedZe sme triedy definovali podla rovnakého kltca (stupia nejednoznac¢nosti) a mnoz-
stvo nejednoznacnosti sme zvySovali, jasne dostavame UFA C FNA C LNA C
PNA C NFA. Stupen nejednoznacnosti pre modely DFA a UFA je sice rovnaky, ale
vieme, ze DFA C UF A. Trividlne teda dostavame nasledujicu hierarchiu:

DFA<pUFA<p FNA<p LNA<p PNA<p NFA

Vzajomné vztahy medzi tymito triedami boli uz vyrieSené. PrinaSame ich prehlad
v nasledujticej hierarchii.

DFA<BUFA<ZFNABILNAAPNAENFA
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1. Oddelenie tried DFA a UFA bolo uvazované a vyriesené uz v roku 1978 [20]. Na
oddelenie tychto tried treba néjst nekonecne vela takych jednozna¢nych automa-
tov, pre ktoré najmensie DFA potrebuju exponencialne viac stavov. Na obrazku
3.1] je automat Ug[14]. Stav 1 je jeho jeding pociatocny stav a stav 9 je akcep-
tacny. Postupnost automatov, ktord oddeluje DFA od UFA je U, pre n > 3,
pricom 1 je vzdy pociatoény a n akceptacény stav. Reverz automatu U, je DFA,
preto U,, je UFA.

V [14] je dokézané, Ze najmensi DFA k U, potrebuje presne 2" stavov. DFA
k U, je vyrobeny klasickou konstrukciou, t.j. stavy deterministického automatu
st podmnoziny mnoziny stavov daného UFA. Treba ukézat, Ze takto vzniknuty
DFA je minimalny podla Myhill-Nerodovej vety, a teda, Ze vSetky jeho stavy st
dosiahnutelné a rozlisitelné.

Obr. 8.1: UFA Uy

2. Oddelenie FNA od UFA bolo taktiez vyrieSené v [20]. Autor ukazal n—stavovy
FNA, ku ktorému ekvivalentny UFA mé 2%(V?) stavov. Na dokaz dolného odhadu
pre pocet stavov UFA bolo pouzité nasledujiice tvrdenie.

Tvrdenie 3.3.1. [20] Pre dany reguldrny jazyk L a slovd x;,y; pre 1 < i < mn
definujeme maticu M nasledovne. Mx;,y;] = 1 prdave vtedy, ked x;.y; € L, inak
M[z;,y;] = 0. Potom kaZdy UFA pre jazyk L potrebuje aspori rank(M | stavov.

Na obréazku vidime automat Ag. Lubovolny stav je oznaceny za akceptacény
a nesusedné stavy si oznacené ako pociato¢né. Tento model uvazoval Leiss [12].
Pri takomto vybere stavov dostaneme na obrazku UFA, ku ktorému mini-
malny DFA potrebuje 2" stavov. Leung [14] vybral vSetky stavy v tomto modeli
za akceptacné a pociatocné stavy ponechal. Dostal tak FNA. Ukazal, Ze naj-
mensi ekvivalentny UFA potrebuje 2" — 1 stavov, ktoré zodpovedaju vsetkym
neprazdnym podmnozindm stavov péovodného FNA.

3. Problém FNA <p PNA [19](1989) bol dlho otvoreny. Viaceré jazyky boli na-
vrhované na oddelenie tychto tried. Medzi nimi tiez [6]. Ukazalo sa vsak [g], Ze
existuje FNA, ktory nepotrebuje exponencialne viac stavov.

Oddelenie tried sa podarilo iba nedédvno. Homkovi¢ a Schnitger [7] pomocou
komunikac¢nej zlozitosti ukéazali, Ze existuje postupnost jazykov L; taka, Ze pre

Irank(M) je hodnost matice M
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Obr. 3.2: FNA As

L; existuje LNA, ktorého pocet stavov je polynomialny od i, zatial¢o kazdy FNA
pre L; potrebuje exponencidlny pocet stavov vzhladom na i.

Jazyk pouzity na oddelenie tried budeme vyuzivat v dalsich castiach prace, preto
uvadzame jeho popis tak, ako ho uviedli autori [7].

Nech ¥, je abeceda obsahujiica vietky podmnoZiny mnoziny {1, ..., 73}, ktorych
mohutnost je r. Jazyk L, definujeme nasledovne

Ly =A{xy|z,ye X, axny#0}.

Iterovany jazyk (L,)" obsahuje slova tvaru z1y; . .. x4y;, kde kazdé x;y; reprezen-
tuje par prekryvajucich sa mnozin. Pre (L,)" existuje NFA ktory ma poly(r +t)
stavov. Tento automat budeme oznacovat Ny, rovnako ako autori [7]. Podarilo sa
nam najst spdsob, ako akceptovat jazyk (L, )" pomocou automatu s (2t —1)r32+2
stavmi. Preto budeme dalej v texte vzdy predpokladat, Ze | Ny | < (2t —1)r32 + 2.
Tento automat je urcite FNA. Vo vseobecnosti totiz plati, Ze kazdy automat
(ktory mé vsetky stavy uzitotné) akceptujici kone¢ny jazyk je FNA.

Dalej pre Iubovolny jazyk L, obsahujtci slova rovnakej dizky, definujeme jazyk
(L) ={w;y...wy, | m €N aexistuje 1 <i < m také, ze w; € L}.
Podobne mézeme zadefinovat jazyk 3_o(L) nasledovne

Joo(L) ={wy ... w, | m € Naw; € ¥ — L pre vietky i}.

Pre automaty z triedy FNA je zlozité rozlisit jazyky 3_¢(L) a 3;(L). O oddeleni
tried pomocou jazyka 3;(L) hovori nasledujice tvrdenie.

Tvrdenie 3.3.2. Pre lubovolné r € N polozme t = r'/3 a L = (L,)!. KaZdy
FNA pre jazyk 3,(L) md aspori 22 stavov. Aviak pre jazyk 31(L) existuje
LNA, ktory ma poly(r) stavov.

4. Jazyk 31(L), pouzity na oddelenie tried FNA a LNA, je mozné zovSeobecnit.
Autori [7] tak aj urobili. ZobvSeobcnenie tohoto jazyka je zadefinované takto

k(L) ={wy ... wy, | m € Naw; € L pre aspoii k roznych pozicii}.

Tvrdenie 3.3.3. Pre lubovolné r € N polozmet = r'/3 a L = (L,)!. Kazdyj NFA
s nejednoznacnostou o(n¥) pre jazyk 3,(L) md aspori 22K stavon. Avsak
pre jazyk (L) existuje NFA s nejednoznacnostou O(n*), ktory md k.poly(r)
stavov.
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Obr. 8.3: As. 1 je jedinyg pociatoény aj akceptacény stav.

Tvrdenie [3.3.3| vypoveda o hierarchii v ramci triedy PNA. Pre kazdé k € N plati
k—PNA <p (k+ 1)-PNA.

5. NFA A je striktne exponencidlne nejednoznacny, ak A € NFA a A ¢ PNA. Pre
dokaz rozhodnutelnosti problému, ¢i NFA je striktne exponencialne nejednoz-
nacny [9] uviedli charakterizéciu striktnych ENA pomocou nasledujicej vlast-
nosti. Automat M je striktne exponencidlne nejednoznacény prave vtedy, ked
existuje stav q a slovo w také, ze existuje viac ako jedna cesta z ¢ do ¢ na w.

Leung [I3] prezentoval postupnost automatov A,. Prechodova logika automatu
je znézornend na obrazku [3.3] Automat mé jeden pociatoény stav ¢i, ktory je
zaroven jedinym akceptac¢nym stavom.

A, je striktne exponencialne nejednoznac¢ny. Napriklad slovo 0" mozno spracovat
z q1 do ¢; dvoma sposobmi. Tiez nejednoznacnost slova 0™ je najmenej 2™/", pre
kazdé m = k.n.

Leung dalej ukézal, Ze minimalny DFA k A, ma 2" stavov, kazdy ekvivalentny
UFA potrebuje aspon 2™ — 1 stavov a tiez kazdy ekvivalentny PNA potrebuje
2" — 1 stavov.

Iné postupnost automatov na oddelenie NFA od PNA bola prezentovana v [6].



Kapitola 4

Iné modely

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali modelmi, ktoré boli definované podla
stupnia nejednoznac¢nosti. Nevedeli sme toho vSak prili§ vela usiadit o tom, ako vyzera
0 funkcia automatu, ani ako sa automat sprava na slovach, ktoré nie su z jazyka. V
tejto kapitole si ukdazeme modely, ktoré sit definované na zaklade nejakej Strukturalnej
vlastnosti. Tieto modely potom porovname s modelmi z predchadzajtcej kapitoly a
zaradime ich do vyssie spomenutej hierarchie. Na konci casti uvedieme otvoreny
problém, ktorym sa budeme dalej v préci zaoberat, az napokon v kapitole 6] prinesieme
jeho riesenie.

4.1 SUFA

Ak chceme pracovat s modelmi definovanymi v kapitole [3, potrebujeme ich vediet
charakterizovat na zaklade nejakej vlastnosti. Preto uvadzame zname [9] strukturalne
vlastnosti modelov definovanych na zéklade mnozstva nejednoznacnosti. Predpokla-
dame, ze vSetky stavy st uzitocné. Potom:

e ENA — NFA je striktne exponencidlne nejednoznacny prave vtedy, ked existuje
stav ¢ a slovo w také, Ze existuje viac ako jedna cesta z ¢ do ¢ na w.

e PNA — NFA je striktne polynomialne nejednoznacny prave vtedy, ked nie je
striktne exponencialne nejednoznacny a a existuju rozne stavy p,q a slovo w,
lw| > 1 tak, ze existuju cesty na slovo w z p do p, z ¢ do q aj z p do q.

e FNA — NFA je FNA, ak nie je striktne polynomiélne nejednoznacny.

Tieto vlastnosti st definované v zmysle prechodovej logiky automatu a st neza-
vislé od vyberu akceptaénych stavov. Leung [15] skiimal Strukturalne vlastnosti UFA.
Uviedol novy model (SUFA) a ukazal, ze UFA a SUFA st dve rozdielne triedy auto-
matov(Co znamend, Ze nenasiel vlastnost priznaént pre UFA).

Definicia 4.1.1. [15] Strukturdine jednoznacény konecny automat (SUFA — Struc-
turally unambiguous finite automaton) je NFA s jedngym pociatoénym stavom A =
(K,X%,9,q0, F) taky, Ze pre kaZdé slovo w € ¥* a stav q € K ezistuje najviac jedna
cesta z qo do q pre slovo w.

10
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SUFA ¢ UFA — SUFA nemusi byt jednoznacny. Ak méme viac akceptacnych sta-
vov, SUFA dovoluje, aby na jedno slovo w do kazdého stavu viedla jedna cesta. Na
druhej strane vsak SUFA s jedinym akcepta¢nym stavom je UFA.

UFA ¢ SUFA— model UFA nekladie ziadne poziadavky na neakceptacné stavy,
preto do nich méze viest viac ciest, ¢o porusuje vlastnost SUFA. Ak vSak budeme
brat do Gvahy iba automaty, ktoré maji vSetky stavy uzito¢né, situicia sa zmeni.
Vyslovili a dokazali sme nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 4.1.1. Kazdy UFA s jednym pociatocnym stavov, ktory md vsetky stavy
uzitocné, je SUFA.

Doékaz. Nech A = (3, K, qo, F,d) je UFA bez neuZitoénych stavov. Nech A nie je
SUFA. Potom existuje stav ¢ € K a slovo w € ¥* tak, ze z gy vedu do ¢ aspon dve
cesty na w. Stav ¢ je uzitoény a preto existuje slovo u € X* také, ze d(q,u) N F # ().
Slovo w.u je potom mozné v A akceptovat aspor dvoma cestami, o je v spore s tym,

ze A je UFA. m

Toto tvrdenie by sme mohli zapisat ako " UFA nie je tspornejsi ako SUFA” | kedze
k automatom, ktoré maju nejaké neuzitocné stavy, vieme lahko néjst ekivalentné
automaty bez neuzito¢nych stavov. Podmienka na jeden pociato¢ny stav je nutna kvoli
definicii SUFA. Vieme sa s nou vyrovnat jednoducho pridanim nového pociatocného
stavu. V dalsich dokazoch budeme moct vyuzivat fakt, ze kazdy UFA vieme rychlo
prerobit na SUFA.

Pre jazyk some—register—on [14] bolo ikazané, ze UFA <p SUFA. PopiSeme preto
tento jazyk aj SUFA, ktory ho akceptuje.

Majme n registrov, z ktorych kazdy moze obsahovat hodnotu 0 alebo 1(”off” alebo
”on”). Na nich definujeme operéciu kopirovania hodnoty z registra i do registra j,
ktort budeme oznacovat C; ;. Operaciu kopirovania registra do seba nepovolime a tak
je mozné mat n.(n — 1) operécii. Tieto budu tvorit abecedu jazyka some—register—on.
Slova budt pozostavat z tychto instrukcii. Instrukcie sa buda vykonavat v takom
poradi, ako s na vstupe (sekvencne).

Na zaciatku je v prvom registri hodnota 1 a v ostatnych je 0. Pri vykonéavani
instrukeii C) 4Cy2C31C43C 2 bude stav registrov takyto.

register 1121314
na zaciatku {1 [ 0|0 | 0
PO 0174 11001
Po 0472 11101
po 0371 0101
po C4,3 O/1(1(1
PO 0172 0j]01|1

Slovo instrukcii patri do jazyka some-register-on prave vtedy, ked po jeho vykonani
na registroch bude v nejakom registri hodnota 1. Vidime teda, ze slovo C' 4C4 2C51Cy 3C 2
patri do jazyka, kedZe registre 3 a 4 maju na konci hodnotu 1.

SUFA pre tento jazyk sa bude snazit "uhadnut”, v ktorom registri bude na konci
vypoc¢tu hodnota 1. Automat bude mat pre kazdy register jeden stav a vSetky stavy
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buda akceptacné. Bude platif, Zze ak je automat v stave i, potom v registri ¢ je
hodnota 1. Ak sa vtedy do registra i skopiruje nejakd hodnota, automat sa za-
sekne (a teda neakceptuje). Formalnejsie SUFA pre jazyk some-register-on je NFA
A= (K,E,(S,QmF), kde K = {1,...,72,}, Y = {Ci,j ’ 1< i,j,g n,i 7é j}, qo = 1,
F=KaV1<i,j<nji#j:j€d(i,Ci;),V1<i,jk<n,i#j#k:kedk,C;).

Prva ¢ast 0 funkcie (5 € 6(7, C; j)) mozno chépaft takto: V registri ¢ bola hodnota 1
a ta sa prekopirovala do registra j, pricom nedeterministicky tipujeme, ze v registri j
ostane hodnota 1. Druht ¢ast § funkcie (k € 0(k, C;;)) mozno chapat takto: V registri
k bola hodnota 1, ta sa nezmenila pretoze pozadujeme j # k a preto ostavame v tomto
stave. Nedeterministické rozhodnutie nastava, ked k = i. Vtedy médme moznost bud
prejst do registra j, kde bude hodnota 1, alebo ostat v registri k, kde je tiez hodnota
1.

Je ukézané [15], ze A je SUFA a tiez, Ze najmensi UFA pre jazyk some-register-on
s n registrami ma najmenej 2" — 1 stavov. Z toho vyplyva platnost vztahu UFA <p
SUFA. Model SUFA sme teda zaradili do predchadzajicej hierarchie nasledovne:

DFA<p UFA<pSUFA <p FNA

Posledny vztah SUFA < FNA je platny, pretoze v SUFA je mozné slovo w € X*
akceptovat najviac tolkymi cestami, kolko ma automat akceptacnych stavov.

4.2 GSUFA

Dalej uvadzame definiciu modelu, ktory je zovseobecnenim modelu SUFA. Novy mo-
del ndm pomdze porovnat popisnu zlozitost SUFA a modelov s viacerymi pociatoc-
nymi stavmi.

Definicia 4.2.1. [15] Zovseobecneny strukturdlne jednoznacny konecny automat (GSUFA —
generalized SUFA) je NFA A = (K, %,0,1, F) taky, Ze pre kazdé dva stavy p,q € K
a pre kaZdé slovo w € X* existuje najviac jedna cesta z p do q na slovo w.

GSUFA s jednym akceptacnym stavom uz nie je UFA, pretoze moZeme akceptovat
slovo w z dvoch roznych pociatocnych stavov.

Vlastnost, ktort pozadujeme je dost silné. Nepozadujeme jednozna¢nost len na vy-
pocty zacinajice v pocdiatocnych stavoch, ale na vSetky vypocty (narozdiel od SUFA).
Preto je tato definicia nezavisla na vybere pociatocnych stavov. Potrebujeme vsak
ukézaf, Ze kazdy SUFA spliia tito vlastnost a teda, ze SUFA C GSUFA. Postupujme
sporom. Nech A € SUFA ale nech A ¢ GSUFA. Potom existuju také stavy p,q a
slovo w, ze z p do g vedi na w aspon 2 cesty. Ak je vSak stav p dosiahnutelny z
pociatocného stavu ¢g na nejaké slovo u, potom vieme stav ¢ dosiahnuf na ww z g
aspon dvoma cestami, ¢o je v spore s tym, ze A je SUFA.

Na druhej strane, vieme k danému GSUFA najst ekvivalentny SUFA nasledovne.
Nech A = (K,%,6,1,F) je GSUFA a I = {q1, ..., qx}. Vyrobime k nezavislych képii
A tak, ze A, = (K,X,9,s;, F) je SUFA pre 1 < i < k. Priddme novy pociato¢ny stav
qo € K a vyrobime e-prechody z ¢y do ¢;. Tieto nahradime priamymi prechodmi a
dostanem tak SUFA, ktory ma O(]AJ?) stavov. Dostdvame teda

SUFA=p GSUFA



KAPITOLA 4. INE MODELY 13

Vieme tiez, ze SUFA C FNA, kedze kazdé slovo mozeme akceptovat najviac tol-
kokrat, kolko je akceptacnych stavov. Podobne GSUFA C FNA, lebo kazdé slovo
mozeme akceptovat najviac |I|.|F| sposobmi, ¢o je O(]A|?) a to je vzhladom na dlzku
slova konstanta.

UFA<p SUFA=p GSUFA<p FNA

Otézka, ¢i (G)SUFA <p FNA nebola doposial zodpovedana. V kapitole @ ukzau-
jeme, Ze nie je mozné aby SUFA =p FNA.

4.3 MDFA

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zovseobecnenim deterministickych automatov.
Dovolime klasickému deterministickému automatu jedno nedeterministické rozhod-
nutie ale iba na zacdiatku vypoctu. Tuto moznost priddme, ak dovolime automatu
mat viacero pociato¢nych stavov. Celd prechodova logika vSak ostéva deterministické.
Uvedieme zname tvrdenia, ktoré porovnavaju tento model s ostatnymi modelmi a tym
ho zaradime do vzniknutej hierarchie.

Definicia 4.3.1. Deterministicky automat s viacerymi pociatocnymi stavmi (MDFA
— Multiple entry finite automaton) je pitica A = (K,%,0,1,F) , kde K je konecnd
mnozina stavov, > je konecnd vstupnd abeceda, I C K je mnoZina pociatocnych
stavov, ' C K je mnozZina akceptacnych stavov a 6 : K x ¥ — K je prechodovd
funkcia.

Zjavne MDFA C FNA, pretoZe pre kazdé slovo existuje tolko vypoctov, kolko je
podiatoénych stavov. To méze byt sice az n = |A|, ale vzhladom na dizku vstupného
slova, je to konStanta. Z hora teda vieme MDFA zaradit do nasej hierarchie pod FNA.

Kedze SUFA =p GSUFA a MDFA C GSUFA, potom zjavne MDFA <p SUFA.
SUFA st ale pre niektoré jazyky v porovnani s M D F A Gspornejsie. Na dokaz tvrdenia
MDFA <p SUFA [15] bol pouZity jazyk some-register—on, pre ktory MDFA potrebuje
aspon 2" — 1 stavov. Mame teda vztah:

DFA<p MDFA <p SUFA

Na druhej strane, uz pri definovani modelu, ktory zahina iba istt1 podtriedu MDFA
[1], bolo ukazané, ze DFA <p MDFA. Teda existuju regularne jazyky, pre ktoré uz aj
jedno nedeterministické rozhodnutie pomdze uSetrit exponenciélne vela stavov. Spolu
mame teda nasledujice vysledky:

DFA <p UFA <p SUFA

DFA <p MDFA <p SUFA

Pontika sa teda otézka, aky je vztah medzi modelmi UFA a MDFA. Trividlne
nevieme zaradit tieto modely jeden pod druhy. UFA ¢ MDFA, kedze v UFA ne-
mame zarucent deterministicki § funkciu. Podobne MDFA ¢ UFA, kedZze z réznych
pociatoénych stavov mozu pre jedno slovo existovat rozne akceptacné vypocty. V
zostavajucich castiach tejto kapitoly popiSeme jazyky, pomocou ktorych boli triedy

MDFA a UFA oddelené.



KAPITOLA 4. INE MODELY 14

4.3.1 MDPFA duspornejsi nez UFA

Na obrazku vidime prechodovi logiku automatu. Vybranim vsetkych stavov za
podiatoéné a oznacenim lubovolného stavu za akceptacny dostaneme MDFA [21], o
ktorom bolo ukazané, ze ekvivalentny DFA ma 2" — 1 stavov, kde n je pocet stavov

MDFA.

ard by

Obr. 4.1: MDFA Ms

Leung [14] poznemil tento model. Poéiatoéné stavy ponechal a nesusedné stavy
vybral za akceptacné a dostal tak automat M,,. Pouzitim tvrdenia pre dolny odhad
velkosti UFA (tvrdenie [3.3.1] [20]) Leung ukézal, 7ze kazdy UFA pre jazyk L(M,)
potrebuje 2™ — 1 stavov. A teda UFA #p MDFA.

4.3.2 UFA f1uspornejsi nez MDFA

Z predchédzajuicich casti vidime, ze pre jazyk some-register-on UFA aj MDFA po-
trebuji rovnako vela stavov. Ak v8ak tento jazyk trochu upravime, bude uz pre UFA
akceptovatelny s polynomialnym poc¢tom stavov (vzhladom na pocet registrov), zatial
¢o pre MDFA ostane rovnako ”fazky”.

Jazyk some-register—on upravime nasledovne [15]:

Na konci vstupu sa budeme pytat, ¢i je v nejakom konkrétnom registri hod-
nota 1. Ak ano, slovo je z jazyka, inak nie je. Instrukciu otazky (query instruction)
pre register ¢ budeme oznacovat ;. Vstup teda bude vyzerat napriklad nasledovne
C1,4C42C5 10 3C1 2Q3. Toto slovo je z jazyka, kedze register 3 mé po vykonani hod-
notu 1. Takéto slovo C} 4Cy2C51C,3C 2Q1 viak do jazyka nepatri (v registri 1 je
hodnota 0).

Na akceptovanie tohoto jazyka upravime aj automat A pre jazyk some-register—
on. Pridame novy stav f, ktory sa stane jedinym akceptacnym stavom. Do kazdého
stavu ¢ priddme prechod na symbol ); do stavu f, z ktorého uz nebudu viest Ziadne
prechody. Rozsirime aj abecedu a to o mnozinu {@; | 1 < i < n}. Dostaneme tak
(n+ 1)-stavovy SUFA s jednym akcepta¢nym stavom, ¢o znamend, Ze je to tiez UFA.

Z toho, ze MDFA pre jazyk some-register—on potrebuje 2" — 1 stavov, sa da ukazat
[15], ze MDFA potrebuje rovnako vela stavov aj pre modifikaciu tohoto jazyka.
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4.3.3 Zhrnutie

Modely UFA a MDFA nie s hierarchicky usporiadatelné. Musime pre ne vyrobit dve
oddelené hierarchie.

DFA<pUFA<p SUFA=p GSUFA<p FNA<p LNA<p PNA<p NFA
DFA <p MDFA <p SUFAZP GSUFA <p FNA <p LNA <p PNA <p NFA

Tiez je zrejmé, Ze neplati UFA <p MDFA ani MDFA <p UFA a teda plati
UFA+#p MDFA

O tieto vztahy sa budeme opierat v dalSej casti tejto prace. Vytvorenie tejto hie-
rarchie je désledkom znamych vzfahov medzi spomenutymi modelmi.

V hierarchii sme uviedli vztah GSUFA <p FNA. Dovod je ten, Ze otazka ¢i
GSUFA =p FNA nebola doposial vyriesena.



Kapitola 5
Zlozitost operacii

Je zndme, Ze regularne jazyky st uzavreté na zjednotenie, zrefazenie, iteraciu, komple-
ment, prienik, reverz, homomorfizmus aj inverzny homomorfizmus. V praxi sa ¢asto
stretavame s problémom, ktorého riesenie vyzaduje vykonanie nejakej operacie s regu-
larnymi jazykmi. Pod vykonanim (realizdciou) operacie rozumieme néjdenie prislus-
ného jazyka. Napriklad vykonanie zjednotenia jazykov L, a Lo, znamena najdenie
jazyka L = L; U Ly. V tejto praci pouzivame na definovanie regularnych jazykov
konecné automaty. Teda vykonanie zjednotenia znamena najdenie automatu A pre
jazyk L, pricom predpokladame, ze pozname automaty A, Ay pre Ly, Ls.

7 predchadzajucich kapitol uz pozname viacero podtried konec¢nych automatov,
ktorymi reprezentujeme reguldrne jazyky. Budeme sa teraz zaoberat tym, ako efek-
tivne vieme realizovat nejakil operdciu pomocou automatu z konkrétnej triedy.

Aby bolo mozné porovnavat nase vysledky ohladom realizicie operécii, je nutné
zadefinovat, kedy je vykonanie operacie eSte efektivne a ako budeme merat zloZitost
operacii na jednotlivych triedach. Potrebnym definicidm a oznaceniam sa venujeme v
¢asti[5.1] V dalsich castiach sa venujeme analyze jednotlivych operacii na modeloch
uvedenym v predchadzajicich castiach. V casti uvadzame prehladnt tabulku,
ktora obsahuje nase vysledky.

5.1 Definicie

Oznacenie. Nech L je requldrny jazyk a op je operdcia, na ktori su requldrne ja-
zyky uzavreté. Symbolom op(L) budeme oznacovat jazyk, ktory vznikne z jazyka L po
vykonani operdcie op. Pre bindrne operdcie budeme pouZivat oznacenie op(Ly, Ly).

Ked budeme hovorit o konkrétnej operacii, budeme pouzivat Standardné oznacenie.
Napriklad L*, L,.Ls a podobne.
Definicia 5.1.1. Na realizaciu undrnej, resp. bindrnej, operdcie op pri vyuZiti au-
tomatov z triedy C postacuje f(n), resp. f(n,m) stavov, ak pre lubovolny requldrny
jazyk L plati jedna z nasledujicich moznosti:

1. op je undrna operdcia a ku kaZdému A € C pre jazyk L, existuje A" € C pre
jazyk op(L) tak, Ze |A'] < f(|A])

2. op je bindrna operdcia a ku kazdému Ay, Ay € C pre jazyk Ly resp. Lo, existuje

A" € C pre jazyk op(L1, L2) tak, ze |A'| < f(]A1], |A2])

16



KAPITOLA 5. ZLOZITOST OPERACII 17

Standardny spdsob, ako ukézat, Ze na realizovanie nejakej operacie pomocou auto-
matov z vybranej triedy postacuje niekolko stavov je ukézat, ako ndjst automat pre
vysledny jazyk. Tiez je nutné ukazat, akym sposobom zavisi pocet stavov vzniknutého
automatu od vstupnych automatov.

Definicia 5.1.2. Ak pre kaZdé i € N existuji jazyky L(Ay), L(Bn), n,m > i a
A, By, € C tak, Ze na akceptovanie jazyka op(L(A,), L(B,,)) pomocou automatu z
triedy C je potrebnich aspori f(|Ay,|, |Bm|) stavov, potom hovorime, Ze na realiziciu
operdcie op pomocou automatov z triedy C' je nutngch f(n,m) stavov.

V pripade unarnej operacie by stacilo najst pre kazdé i € N jeden jazyk. Jediny
rozdiel oproti definicii je v tom, Ze by sme nepotrebovali dvojice jazykov.

Definicia 5.1.3. ZlozZitost operdcie op pri vyuZiti automatov z triedy C budeme chdpat
ako pocet stavov, ktory je nutny a postacujici na realizdciu operdcie op pri vyuZiti
automatov z triedy C. Tento pocet stavov budeme oznacovat ako STATE(C,op).

Definicia 5.1.4. Trieda automatov C' efektivne realizuje operaciu op, ak STATE(C, op) =
poly(n), resp. STATE(C, op) = poly(n,m).

Pre triedy DFA a NFA bola otazka zlozitosti operacii uz vyriesena [23 22, [12], 4].
Medzi skiimané operacie patria zjednotenie, prienik, komplement, reverz, zretazenie,
iterdcia a kladna iteracia. Ak je mozné operaciu realizovat podla vybranej triedy
(DFA, NFA), potom existuje konstrukcia, ktord je ndvodom na jej realizaciu. Z kon-
strukcie vidime, aky je postacujici pocet stavov na realizaciu operacie pomocou vy-
branej triedy automatov. Pre tieto konstrukcie je ukézané, ze st optimalne, t.j. neexis-
tuje vSeobecna konstrukcia, na ktord postacuje menej stavov. Optimalita sa spravidla
dokazuje tak, Ze sa ndjde nekone¢na postupnost jazykov L,, (v pripade binarnej opera-
cie treba dve postupnosti), ktord splita podmienku: pre L,, existuje A,, z danej triedy,
ktory mé n stavov, ale kazdy automat A, z danej triedy pre op(L,,) potrebuje aspor
tolko stavov, kolko je ich pouzitych v konstrukeii.

Pre operécie, ktoré nie je mozné efektivne realizovat pomocou NFA alebo DFA
st znadme postupnosti jazykov, ktoré dokazuji, Ze na realizaciu operacie na danom
jazyku dana trieda potrebuje exponencialny pocet stavov.

V nasledujicich c¢astiach sa budeme postupne venovat kazdej z vyssie uvedenych
operécii. Pre kazd operaciu popiseme bud konstrukciu pre NFA (niekedy aj pre DFA)
alebo jazyky, ktoré dokazujud, Ze nie je mozné najst polynomialnu konstrukciu. Naga
snaha bude smerovat k tomu, aby sme priniesli podobné vysledky aj pre ostatné triedy
automatov, ktoré sme popisali v predchadzajucich castiach. Pre jednotlivé triedy bu-
deme teda hladat bud polynomiélne konstrukcie pre realizaciu skiimanych operacii,
alebo sa pokusime najst jazyky, ktoré dokazuju, Ze existencia polynomialnej konstruk-
cie je vylucena.

Aby bolo mozné ziskané vysledky porovnat, budeme predpokladat nasledujtce.
Pri realizacii operacii pomocou NFA alebo pomocou tried definovanych na zaklade
mnozstva nejednoznacnosti (UFA, FNA, LNA, PNA) predpokladdme, Ze automaty
pre dané jazyky maju iba jeden pociato¢ny stav. Od vysledného automatu pozadu-
jeme rovnaku vlastnost. Poznamenajme, Ze tento predpoklad je jednoduché splnit.
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Ku kazdému UFA, FNA, LNA, PNA aj NFA existuje ekvivalentny automat s jednym
pociatonym stavom, ktory je z rovnakej triedy. Na zostrojenie takéhoto automatu
postacuje pridanie jedného nového (pociato¢ného) stavu. Pre triedy definované na
zéklade Strukturalnej vlastnosti (GSUFA, MDFA) toto pozadovat nebudeme, pretoze
by to viedlo k splynutiu triedy s inou triedou (SUFA, DFA).

Budeme predpokladat, ze méame automaty A = (K4, X4,04,14,F4)
a B = (Kp,Xp,0p,1p, Fg). V pripade tried UFA, FNA, LNA, PNA a SUFA bu-
deme oznacovat 14 = {qoa} a I = {qop}. Budeme sa snazit najst automat C' tak,
aby L(C) = op(L(A), L(B)). Ak p6jde o unarnu operaciu, C' bude spliiat L(C) =
op(L(A)). Hladany automat C sa bude skladat z tychto kompomentov
C = (K¢,Xc,00, o, Fo). Pre C musi platit, Ze je z rovnakej triedy ako A, B, preto
ak A, B majua jeden pociato¢ny stav, bude Io = {qoc}. Nasa snaha bude smerovat k
tomu, aby stavova zlozitost automatu C' bola ¢o najmensia.

5.2 Zjednotenie

Méame automaty A, B. Chceme najst taky automat C, pre ktory L(C) = L(A)UL(B).

V tejto Casti najprv popisujeme znamu konstrukeiu, ako realizovat zjednotenie po-
mocou NFA a DFA. Pre modely FNA, LNA, PNA, SUFA, GSUFA a MDFA sme
ukazali, ze mozno pouzit rovnaki (alebo podobni) konstrukciu na realizaciu zjedno-
tenia pomocou NFA.

Zjednotenie pomocou NFA a DFA

Téato cast préce sa venuje dvom konstrukciam pre realizaciu zjednotenia. Najprv uve-
dieme konstrukciu pre NFA a nasledne popiSeme, zlozitostne naroc¢nejsiu, konstrukciu
na realizaciu zjednotenia pomocou DFA.

Tvrdenie 5.2.1. [4] STATE(NFA,U) =n+m+ 1.

Dokaz. Nerovnost STATE(NFA,U) < n+ m + 1 vyplyva z konstrukcie automatu
C, ktory akceptuje zjednotenie jazykov L(A) a L(B). Idea fungovania automatu C' je
v tom, Ze sa nedeterministicky rozhodne, ktory z automatov A, B bude na vstupnom
slove simulovat. Zoberieme teda vSetky stavy (aj prechody) automatu A aj automatu
B. Priddme novy podiatoény stav (kvoli podmienke, ze C musi mat iba jeden pocia-
tocny stav) a z neho budeme viest prechody do nasledovnikov g4 a gop na prislusné
znaky. Preto |C| = |A| + |B| + 1.

Nerovnost STATE(NFA,U) > n+ m + 1 plati pre postupnost jazykov L(A,) =
{a"}* a L(B,) = {b™}*. Poznamenajme, ze A, aj B, st DFA, a ze |A,| = n a
|B,| = m. Bolo dokadzané [4], ze kazdy NFA s jednym podciatoénym stavom pre
L(A,) U L(B,,) potrebuje asponi n + m + 1 stavov. O

V pripade realizacie zjednotenia deterministickymi automatmi sa C' nemdze roz-
hodnuf tak, ako sme to videli v konstrukeii pre NFA. Preto na realiziciu zjednotenia
treba viac stavov.

Tvrdenie 5.2.2. [23] STATE(DFA,U) = nm.
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Dokaz. Nerovnost STATE(DFA,U) < nm vyplyva z konstrukcie automatu C. Au-
tomat bude simulovat A aj B naraz, jeho stavy buda teda dvojice. Bude sa nachadzaft
akoby paralelne v dvoch stavoch, v jednom pre A a v druhom pre B. C' vzdy precita
celé slovo, pretoze A aj B st uplné. Na konci vypoctu C' akceptuje prave vtedy, ked
aspon jeden z A, B akceptoval. Stavy automatu C' budu kartézskym stcinom stavov
automatov A a B. Preto |C| = |A|.|B|.

Nerovnost STATE(DFA,U) > nm je dokdzana pre postupnost automatov A,, a
By, takych, ze L(A,) = {w € {a,b}* | #4,(w) =0 mod n} a L(B,,) = {w € {a,b}" |
#p(w) = 0 mod m}. Kazdy DFA pre L(A,)U L(B,,) potrebuje aspon nm stavov. [

Zjednotenie pomocou UFA

Pre triedy UFA sa ndm nepodarilo najst polynomialnu konstrukciu na reazlizaciu
zjednotenia. V tvrdeni dokazujeme, ze UFA nemdzu realizovat zjednotenie tak
efektivne ako NFA. Nepodarilo sa nam vsak dokézat exponencidlnu dolnt hranicu. V

tejto Casti popiSeme, preco nie je mozné realizovat zjednotenie pomocou UFA rovnako
ako pre NFA alebo DFA.

Ak by sme na realizaciu zjednotenia pomocou UFA cheeli pouzit konstrukciu pre
realizaciu pomocou NFA | narazili by sme na nasledujici problém. Ak jazyky L(A) a
L(B) maju neprazdny prienik, potom pre slova z toho prieniku existuji v automate
C dva akceptacné vypocty, jeden v automate A a druhy v automate B. Automat C'
by bol teda 2-FNA. Je stale otvorené ¢i UFA =p 2-FNA a preto nemdzeme zarudit, ze
pre takyto automat vzdy existuje ekvivalentny UFA s polynomidlnym poc¢tom stavov.

Konstrukciu pre DFA nemozeme pouzit pre UFA, pretoZe nou skonstruovany auto-
mat C tiez nemusi byt UFA. Nech A mé jediny akceptacny stav ¢, ktorym akceptuje
slovo w, jednym sposobom. Nech existuju stavy ¢i,¢s € B tak, ze ¢1,¢2 € dp(qop, w).
Staci ak aspon jeden zo stavov ¢, ¢ nie je akceptacny a B je UFA. Potom vsSak C'
moze akceptovat w prechodom do dvoch roznych akceptacnych stavov, do [¢,¢1] a
do (g, ¢2]. Tato konstrukcia funguje, ked mame zarucené, ze pre kazdé slovo z L(A)
existuje v B najviac jeden vypocet a naopak.

Nasledujtce tvrdenie prinasa horné ohranicenie zlozitosti realizacie zjednotenia pri
vyuziti automatov z triedy UFA.

Tvrdenie 5.2.3. STATE(UFA,U) <2mt™,

Doékaz. Pouzijeme konstrukciu pre NFA z [4]. Nou skonstruovany automat C vsak
nemusi byt UFA. Ak L(A) N L(B) # 0, potom existuju slovd s dvoma rdznymi ak-
ceptacnymi vypoctami v C. Automat C je teda 2 — FFN A. K vzniknutému automatu
modzeme najst UFA podmnozinovou konstrukciou. Toto vSak dava exponencidlny néa-
rast poctu stavov. O

Tvrdenie 5.2.4. Neexistuje k € N také, e STATE(UFA,U) = O(n + mF).

Doékaz. Uvazujme jazyk some-register—on [14]. V éastisme popisali automat A pre
tento jazyk. Pripomenme, ze A je SUFA a pre akceptovanie jazyka nad n registrami
ma n stavov. V tomto automate st vsetky stavy akceptacné.
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Oznac¢mne symbolom A; taky automat, ktory ziskame z automatu A tak, ze iba
i —ty stav oznaCime ako akceptaény. Je zrejmé, ze |A;| = n a tiez, Ze A; je UFA. Z
popisu automatu A vidime, ze w € L(A;) prave vtedy, ked po vykonani instrukeii w
ostane v i—tom registri hodnota 1. Automat A; akcpetuje jazyk L(A;) = L; = ith —
register — on.

Teda zjednotenie L; U ... U L, = L obsahuje prave vsetky slova z jazyka some-—
register—on. Bolo ukazané [14], Ze kazdy UFA pre tento jazyk potrebuje 2" — 1 stavov.
Ak by existovala takd konstanta k € N, Ze na realizaciu zjednotenia pomocou UFA
postacuje O(n +m*) stavov, potom by pre jazyk L existoval UFA s O(n+ (n —1).n*)
stavmi. A to je spor. O

Zjednotenie pomocou MDFA, GSUFA a SUFA
V nasledujucich dvoch tvrdeniach ukazeme, ze triedy MDFA, GSUFA a SUFA efek-

tivne realizuju zjednotenie.

Tvrdenie 5.2.5. STATE(MDFA,U) = STATE(GSUFA,U) =n+m.

Dokaz. Zjednotenie pomocou MDFA alebo GSUFA budeme realizovat podobne ako
pomocou NFA. Automat C' bude obsahovat vSetky stavy aj prechody automatov A, B.
Pociato¢né stavy automatu C bude tvorit zjednotenie pociatoénych stavov automatov
A, B. Ak su A, B GSUFA, potom aj C' je GSUFA, pretoze prechodova logika ostala
nezmenena. Rovnako ak A, B st MDFA, potom aj C' je MDFA.

KedZe nepozadujeme od MDFA ani GSUFA aby mali jeden pocdiatoény stav, ne-
museli sme pridévat novy pociatocny stav. Na realizaciu zjednotenia preto postacuje
|A| + | B| stavov, t.j. STATE(MDFA,U), STATE(GSUFA,U) <n+ m.

Hranicu m + n stavov dosahuje zjednotenie jazykov L(A4,) = {a"}* a L(B,,) =
{v™}*. Kazdy automat C € NFA, L(C) = L(A) U L(B), potrebuje najmenej n — 1
neakceptacénych stavov, aby mohol zamietnuf vstupy a’, 1 < i < n — 1 a akceptovat
slovo a™. Podobne C potrebuje najmenej m—1 stavov, aby mohol zamietnut vstupy 0°,
1 <i <m—1. Vsetky tieto stavy musia byt uzitocné. Priddme este jeden akceptacny
stav pre slova tvaru ™ a dalsi pre slova b™™.

Stavy dosiahnutelné slovami a’ musia byt rozne od stavov dosiahnutelnych slovami
b', inak by C akceptoval slova tvaru a'l’ alebo b'a’. C' musi mat preto n + m roznych
uzitoénych stavov a teda STATE(MDFA,U),STATE(GSUFA,U) >n+m. O

V pripade realizacie pomocou SUFA novy pociatoény stav neusSetrime, ale kon-
Strukciu pre NFA mozeme pouzif bez zmeny.

Tvrdenie 5.2.6. STATE(SUFA,U) =n+m+ 1.

Dokaz. Na dokaz hornej hranice pouzijeme konstrukciu pre NFA. Musime vsak doka-
zat, ze automat C' vznikunty touto konstrukciou je SUFA ak A, B su SUFA. Postu-
pujeme sporom. Nech C' nie je SUFA. Existuje teda stav ¢ € K¢ a slovo w tak, ze z
qoc vedu do stavu ¢q dve cesty na slovo w. Do stavu goc nevchadzaja ziadne prechody,
preto ¢ # qoc. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze ¢ patri do K 4. Potom
podla konstrukcie vedd dve cesty z gou do ¢ na slovo w, ¢o je spor s predpokladom,
ze A je SUFA. Tym sme dokézali, ze STATE(SUFA,U) <n+m+ 1.



KAPITOLA 5. ZLOZITOST OPERACII 21

SUFA dosahujt tato hranicu pre rovnaké jazyky ako NFA. Pre jazyky L(A4,) a
L(B,,) z dokazu tvrdenia existuje n — stavovy, resp. m — stavovy DFA a teda aj
SUFA. [4] dokazuju, ze kazdy NFA (s jednym pociato¢nym stavom) pre L(A,)UL(B,,)
potrebuje n+m + 1 stavov a teda aj kazdy SUFA potrebuje tolko stavov. Preto plati
STATE(SUFA,U) >n+m+ 1. O

Zjednotenie pomocou FNA, LNA a PNA

Zjednotenie je mozné efektivne realizovat aj pomocou tried s kone¢nou a polynomiél-
nou nejednoznac¢nostou. Hovori o tom nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 5.2.7. STATE(FNA, U) = STATE(LNA, U) = STATE(PNA, U) =
n+m+1.

Dokaz. Na dokaz hornej hranice ukazeme, Ze zjednotenie pomocou FNA, LNA alebo
PNA je mozné realizovat rovnako ako pomocou NFA. Pre C bude platit ambig(C) <
ambig(A)+ambig(B). Rovnost nastava, ak existuje slovo z L(A)NL(B) s maximalnou
nejednoznacnostou v oboch automatoch.

Ak A, B € FNA potom ambig(A) aj ambig(B) st konstanty a teda aj ambig(C)
je konstanta.

Ak A, B € LNA potom ambig(A) aj ambig(B) st linedrne vzhladom na dlzku
slova a teda aj ambig(C) je linedrna vzhladom na dizku slova.

Ak A,B € PNA potom ambig(A) aj ambig(B) s polynomialne vzhladom na
dlzku slova a teda aj ambig(C) je polynomilna vzhladom na dizku slova.

Dolné hranica, STATE(FNA,U),STATE(LNA,U),STATE(PNA,U) > n +
m + 1, je dosiahnuté pre jazyky L(A,) a L(B,,) z dokazu tvrdenia pre NFA. Pre
L(A,), L(B,,) existuje n — stavovy, resp. m — stavovy DFA a teda aj FNA, LNA a
PNA. [4] dokazuju, ze kazdy NFA (s jednym pociatoénym stavom) pre L(A,)UL(B,,)
potrebuje n + m + 1 stavov a teda aj kazdy FNA, LNA alebo PNA potrebuje tolko
stavov. [

5.3 Prienik

Méame automaty A, B. Chceme néjst taky automat C', pre ktory L(C) = L(A)NL(B).

V tejto Casti najprv popisujeme znamu konstrukciu, ako realizovat prienik pomo-
cou NFA a DFA. Pre modely UFA, FNA, PNA, SUFA, GSUFA a MDFA sme ukézali,
Ze mozno pouzit rovnaki konstrukciu na realizaciu prieniku pomocou NFA.

Prienik pomocou NFA a DFA

Realizacia prieniku pomocou deterministickych a nedeterministickych automatov uz
bola vyrieSené [4, 22]. V tejto Casti popiSeme optimalnu konstrukciu na realiziciu
zjednotenia pomocou tychto modelov a ukdzeme ako mnozstvo nedeterminizmu vy-
sledného automatu zavisi od mnozstva nedeterminizmmu pévodnych automatov.

Tvrdenie 5.3.1. [4] STATE(NFA,N) =nm.
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Dokaz. Hlavné myslienky dokazu tohoto tvrdenia v [4] st nasledujtce.

Pre dokaz hornej hranice sa pouzije nasledujtica konstrukcia. Automat C' bude si-
mulovat automaty A, B. Vstupné slovo akceptuje prave vtedy, ked A aj B akceptovali.
C bude teda obsahovat kartézsky stcin stavov automatov A, B. Preto |C| = |A].|B|
a teda STATE(NFA,N) < nm.

K dokazu dolnej hranice boli pouzité postupnosti jazykov L(A,) = {w € {a,b}* |
#ao(w) =0 (mod n)} a L(B,,) ={w € {a,b}* | #s(w) = 0 (mod m)}. Poznamenajme,
ze A, aj By, si DFA | a 7e |A,| = n a |B,| = m. Je ukdzané, ze kazdy NFA s
jednym pociatoénym stavom pre L(A,) N L(B,,) potrebuje asponi nm stavov, t.j.
STATE(NFA,N) > nm. O

Z tvrdenia vidime, Ze existuje konstrukcia pre prienik jazykov, ktora vyzaduje
maximéalne polynomidlny narast stavov. Mohutnost vysledného automatu je stié¢inom
mohutnosti vstupnych automatov.

Dokézali sme nasledujice tvrdenie, pomocou ktorého je mozné dokézat, Ze nejed-
noznacnost vysledného automatu je st¢inom nejednoznacnosti vstupnych automatov.

Tvrdenie 5.3.2. Nech automat C vznikne z automatov A, B konstrukciou z turdenia
5.3.1. Potom Yw € (34U Xp)*,Vqa,qy € A,Vqp, ¢z € B :

‘50([%47 QB]a w, [q;h qlB])‘ = ’(SA(qA? w, q;})HéB(q37 w, qlB>’
Dékaz. Budeme postupovat indukciou od dlzky slova w.

1. Kedze uvazuje automaty bez ¢ — prechodov, najmensie w mé jeden znak. Z kon-
strukcie vyplyva, ze ak [04(qa,w,qy)],|08(q,w,q5)] = 1 tak potom aj
|6C([QA7 QB]7 w, [Qfm qlB]>| =1

2. Nech pre vietky slova u, |u| < n, plati tvrdenie. Uvazujeme slovo w dlzky n + 1.
Symbolom u ozna¢me prefix slova w dlzky n. Symbolom a oznaéme také pismeno
70 XA U Xpg, 7Ze ua = w.

UvaZujme mnoZinu stavov v automate A, ktoré st dosiahnutelné zo stavu ¢y
na slovo u a vedie z nich prechod do stavu ¢, na znak a. Tato mnozinu ozna-
¢ime Py = 6(qa,u) N 67(¢4,a). Nadjdeme analogickii mnozinu aj v automate
B, Pg = 6(qg,u) N6 (¢}, a). Takdto mnoZina existuje aj v automate C, Po =
6([qa, g8, w) N6 ([¢4, ¢l a). Z konstrukcie vyplyva, ze P4 X Pg = Pc, inak (ak
st vSetky stavy uzito¢né) by nemohlo platit L(A) N L(B) = L(C).

Pomocou mnoziny Pe vyjadrime |dc([qa, ¢B), w, [¢4, ¢55])| nasledovne

‘50([QA7QB]7U}7 [QjébqlB])‘ = Z |5C<[QA7QBLU7 [pAypB])‘
[pa.pBlEPC
LN 16alga,u,pa))l65(as, u, ps))|
[papBl€EPC
= Y 168(gs w,ps])| Y 10a(qa, w,pal)l = |0a(qa, w, d4)].165(a5, w, gj)|
pBEPB pAEPA

Pri poslednom kroku odvodenia sme pouzili rovnakt myslienku ako pri prvom
kroku. Spocitali sme vSetky cesty pre slovo u, ktoré st predizitelné o 1 krok na
pismeno a tym sme dostali pocet ciest pre slovo ua = w.
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Tvrdenie 5.3.3. [22] STATE(DFA,N) = nm.

Konstrukcia pouzitd na dokaz tvrdenia [5.3.3] je zhodné s konstrukciou pre NFA.
Na dokaz dolnej hranice je tiez mozné pouzit jazyky z dokazu pre NFA.

Prienik pomocou UFA, FNA a PNA

Dokézali sme, ze triedy UFA, FNA a PNA efektivne realizuju prienik. Hovori o tom
nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 5.3.4. STATE(UFA,N) = STATE(FNA,N) = STATE(PNA,N) =

nm.

Dokaz. Dokézeme, ze konsStrukciu pre NFA je mozné pouzit pre vSetky spomenuté
triedy. Pre kazdu triedu T' z tvrdenia ukazeme, ze ak A, B € T', potom C' € T, pricom
C vznikol pomocou konstrukcie pre NFA.

Ak budeme v tvrdeni uvazovat iba ¢y € Fa, ¢ € Fp a g4 = Qoa, 4B = QoB
dostaneme ako doésledok nasledujiicu rovnost.

ambige(n) = ambiga(n).ambigg(n)

Ak A, B € UF A potom ambiga(n),ambigs(n) =1 a teda aj ambigc(n) = 1.

Ak A, B € FN A potom ambigs(n) aj ambigg(n) st konstanty a teda aj ambigc(n)
je konstanta.

Ak A, B € PNA potom ambigs(n) aj ambigg(n) st polynomidlne vzhladom na
dizku slova a teda aj ambigo(n) je polynomialna vzhladom na dizku slova.

Mézeme teda tvrdit, ze STATE(UFA,N),STATE(FNA,N),STATE(PNA,N) <
nm

Dolné hranica, STATE(UFA,N),STATE(FNA,N),STATE(PNA,N) > nm, je
dosiahnuté pre jazyky L(A,) a L(B,,) z dokazu tvrdenia pre NFA. Pre L(A,),
L(B,,) existuje n — stavovy, resp. m — stavovy DFA a teda aj UFA, FNA a PNA. [4]
dokazuju, ze kazdy NFA s jednym pociatoénym stavom pre L(A,) N L(B,,) potrebuje
nm stavov a teda aj kazdy UFA, FNA alebo PNA potrebuje tolko stavov. O

Prienik pomocou LNA

Ako vidime z tvrdenia priamociare pouzitie konstrukcie pre NFA nevedie k
dokazu, ze LNA efektivne realizuje prienik. Automat C' by bol 2 - PNA. Je dokazané
[, ze LNA <p2— PNA.

Na dokaz toho, ze LNA nemozu efektivne realizovat prienik navrhujeme pouzif
nasledujtce jazyky.

L(A) = {wy,...,w,, | 3 parne : w; € L}

L(B) = {ws, ..., w,, | 3i neparne : w; € L}

kde L = (L,)" z ¢ati[3.3]
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Pre tieto jazyky viem néjst LNA A a B, |A| = 8t + Ny, |B| = 6t + Ny. Polozme
L(C) = L(A)N L(B). Je zrejmé, ze L(C) obsahuje iba také slova, ktoré obsahuji dve
rozne podslova z jazyka L. Neplati, ze L(C) = 32(L), ale Fo(L) = L(C)UL'UL", kde

L' ={wy, ..., wy, | Ji # j parne : w;,w; € L}

L" = {ws, ..., wy, | 3i # j nepéarne : w;,w; € L}

Myslime si, ze jazyky L(C), L', L" a 35(L) st vSetky rovnako fazké pre LNA. Na
dokaz toho, ze pre jazyk 35(L) neexistuje LNA, ktory ma poly(r) stavov boli pouzité
vysledky z komunikacnej zloZitosti. Preto dokaz toho, Ze ani pre jazyk L(C') neexistuje
LNA s poly(r) stavmi je nad rdmec tejto prace.

Prienik pomocou SUFA
Tvrdenie 5.3.5. STATE(SUFA,N) = nm.

Dokaz. Dokéazeme, Ze prienik pomocou SUFA je mozné realizovat rovnako ako pomocu
NFA. Na to je nutné ukézat, ze ak A,B € SUFA, potom C € SUFA, pricom C
vznikol pomocou konstrukcie pre NFA.

Nech A,B € SUFA a nech C ¢ SUFA. Teda existuje slovo w € L(C) a stav
[d4, q5] € C tak, ze z [qoa, qop| vedu aspon dve cesty do stavu [¢)y, ] na slovo w.
Podla tvrdenia by museli v automate A alebo B viest aspon dve cesty z goa
do ¢4, resp. z qop do ¢j, ¢o je spor s tym, ze A aj B st SUFA. Tym sme dokazali
STATE(SUFA,N) < nm.

SUFA dosahuji hranicu mn stavov pre rovnaké jazyky ako NFA. Pre jazyky L(A,)
a L(B,,) z dokazu tvrdenia existuje n — stavovy, resp. m — stavovy DFA a teda
aj SUFA. [4] dokazuju, ze kazdy NFA s jednym pociatoénym stavom pre L(A,) N
L(B,,) potrebuje nm stavov a teda aj kazdy SUFA potrebuje tolko stavov. Preto
plati STATE(SUFA,N) > nm. O

Prienik pomocou MDFA a GSUFA
Tvrdenie 5.3.6. STATE(MDFA,N) = STATE(GSUFA,N) = nm.
Dokaz. Na dokaz nerovnosti STATE(MDFA,N),STATE(GSUFA,N) < nm pou-

zijeme konstrukciu pre NFA. Mala zmena bude v tom, Ze pociato¢né stavy automatu
C budu kartézskym su¢inom pociato¢nych stavov automatov A a B. Pre oba modely
ukézeme, ze konstrukcia zachovava prislusnost do triedy automatov.

Nech A, B € GSUFA anech C ¢ GSUFA. Teda existuje slovo w € L(C') a stav
[d4, ) € C tak, ze z nejakého g4, gp] € C vedt aspoi dve cesty do stavu [¢4, ¢j5] na
slovo w. Podla tvrdenia by museli v automate A alebo B viest aspon dve cesty
z qa do ¢y, resp. z qp do ¢, Co je spor s tym, ze A aj B st GSUFA.

Nech A,B € MDFA anech C ¢ MDFA. Teda existuje stav [ga,qp] € C a pis-
meno a € X¢ tak, ze pre nejaké dva stavy ¢y, ¢, [¢4, a5] € C plati: [¢y, 5], [¢4, 4] €
dc([qa, qB], a). Podla konstrukcie potom musi tiez platit ¢y, ¢’y € da(qa,a). A to je
spor s tym, ze A je MDFA.
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Na dokaz dolnej hranice pouzijeme jazyky L(A,) = {w € {a,b}* | #.(w) =0
(mod n)} a L(B,,) = {w € {a,b}* | #y(w) = 0 (mod m)}. Nech mé automat C
pre L(A,) N L(B,,) menej ako nm stavov. Ozna¢me M = {(i,7) | 0 < i < n —
1,0 < j < m —1}. V M existuja dva prvky (z 7), (1,5 také, ze {¢ € K¢ | q €
5C(IC,a b7) Adc(q, a® b 9) N Fe} Noc(Io, a’' b je neprazdna mnozina. Potom Je
slovo a” b/ a7 akceptované automatom C. Plati viak, ze i # i’ alebo j # j' a
preto i +n + i # 0 mod n alebo j' +m + j # 0 mod m a to je spor s tym, ze C
akceptuje jazyk L(A,) N L(By,).

[

5.4 Zretazenie

Najprv popiseme znadmu konstrukciu na realizaciu zretazenia pomocou NFA, o ktorej
neskor ukazeme, Ze je korektna aj pre model PNA. Tuto konstrukciu pozmenime, aby
sme ziskali konstrukciu na reazlizaciu zrefazenia pomocou SUFA a GSUFA. UkéZeme
tak, Ze je mozné efektivne realizovat zrefazenie pomocou SUFA a GSUFA. Pre modely
FNA a LNA naopak dokazujeme, Ze pomocou nich nie je mozné efektivne realizovaft
zrefazenie.

Ukézalo sa, ze zretazenie je operacia, s ktorou maji viaceré modely problémy. Tieto
problémy spoc¢ivaju v tom, ze automat, ktory akceptuje zrefazenie dvoch jazykov sa
pokusa uhadnut, z akych dvoch podslov je vstupné slovo zlozené.

Ukézeme, ako sa zmeni zlozitost vykondvania zretazenia, ked budeme mat k dispo-
zicii informéciu o tom, ako vstupné slovo rozdelit na dve podslova. Za tymto t¢elom
sa budeme v tejto ¢asti zaoberat dvoma operaciami. Zretazenim, ktoré spociva v naj-
deni automatu C, pre ktory L(C) = L(A).L(B), a znackovanym zrefazenim, ktoré
spo¢iva v najdeni automatu C, pre ktory L(C) = L(A)#L(B), kde # ¢ ¥4 U Xp.

Zretazenie pomocou NFA a DFA

V tejto casti uvadzame dve zname tvrdenia. To prvé hovori o tom, ako efektivne
realizovaf zrefazenie pomocou NFA a druhé, Ze nie je vo vSeobecnosti mozné efektivne
realizovat zrefazenie pomocou DFA.

Tvrdenie 5.4.1. [4] STATE(NFA,.) =n+ m.

Dokaz. Hlavné myslienky doékazu tohoto tvrdenia v [4] st nasledujuce.

Pre dokaz hornej hranice sa pouzije nasledujuca konstrukcia. Automat C' akcep-
tujuci L(A).L(B) spracuje vstupné slovo zo stavu goa v automate A. Po dosiahnuti
niektorého akceptacného stavu automatu A sa nedeterministicky rozhodne, ze bude
vo vypocte pokracovat v automate B. Overi zvySok slova v automate B. Ak B akcep-
tuje, akceptuje aj C'. Automat C' bude teda obsahovat vSetky stavy automatov A a
B. Akceptacné stavy automatu A budi spojené so stavmi dosiahnutelnymi zo stavu
gop na jeden znak. Preto |C| = |A| + | B].

K dokazu dolnej hranice boli pouzité postupnosti jazykov L(A,,) = {a"}* a L(B,,) =
{b"}*. Poznamenajme, ze A, aj B, st DFA, a ze |A,| =n a |B,,| = m. Je ukdzané,
ze kazdy NFA s jednym pociatoénym stavom pre L(A,).L(B,,) potrebuje aspoi n+m
stavov. O
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Tvrdenie 5.4.2. [23] STATE(DFA,.) = (2m —1).2"%.

KedZe konstrukcia vedie k exponencidlnemu narastu stavov, nebudeme sa 1ou za-
oberat. Dolnéd hranica bola ukdzana pomocou Myhill - Nerodovej vety pre jazyky
uvedené v [23].

Znackovanie

Je zrejmé, ze znacka vo vstupnom slove modelu NFA nepoméze. Pre jazyk L(C) =
L(A,).L(Bn), L(A,) = {a"}* a L(B,,) = {b™}", je totiz rozdelenie vstupného slova
jednoznacné aj bez znacky.

Vo vSeobecnosti nie je mozné efektivne realizovat zrefazenie pomocou automatov
z triedy DFA. Ked v8ak pridame znacku, potom moZeme toto zrefazenie vykondvaft
rovnako efektivne ako s automatmi z triedy NFA.

Tvrdenie 5.4.3. STATE(DFA,#) =n+ m.

Dokaz. Konstrukcia, ktort pouzijeme, bude velmi podobnd konstrukcii pre zrefazenie
pre NFA. Stavy aj prechody automatov A, B ostani bez zmeny. Pridame prechody
z akceptacénych stavov automatu A do pociato¢ného stavu automatu B na symbol
#. Takto vzniknuty automat C' akceptuje jazyk L(C) = L(A)#L(B). Kedze sme
nepridali ziadne nové stavy, |C| = n + m.

Automat C je DFA prave vtedy, ked automaty A, B st DFA. Do § funkcie sme
nepridali zZiadne nedeterministické prechody, lebo # & ¥4 U Xp. O]

Zretazenie pomocou SUFA a GSUFA

Pre triedy SUFA a GSUFA sa ndm podarilo ukézat, Ze efektivne realizuji zretazenie.
Pre obe triedy popiSeme, aké problémy vznikli pri aplikovani konstrukcie pre NFA a
ich rieSenia.

Nech A, B € SUFA a nech automat C vznikne konstrukciou pre zretazenie pre
NFA. Nech mnozina akcepta¢nych stavov automatu A obsahuje k akcepta¢nych sta-
vov, Fy = {q,...,q}. Slovo w € L(C) je mozné zapisat ako u.v, kde u € L(A) a
v € L(B). Nech p € §5(qop,v). Ak pre slovo w existuju v automate A dva rézne ak-
ceptacné vypocty konciace v stavoch ¢; a g;, potom pre slovo w v automate C existuji
dve rozne akceptacné cesty, konciace v jednom akceptacnom stave p automatu B.

RieSenim tohoto problému je vyrobit k képii automatu B, jednu pre kazdy akcep-
tacény stav automatu A. Budeme mat teda automaty By, ..., By. Zo stavu ¢; budeme
viest prechody do nasledovnikov poc¢iatoéného stavu v automate B;.

Tvrdenie 5.4.4. STATE(SUFA,.) <n+nm.

Dokaz. Formalne popiSseme konstrukciu uvedent vyssie. Pripomenme, Ze mame auto-
maty A= (KA, EA, 5A, qoA, FA) aB= (KB, EB; 537 qoB, FB), ktoré st SUFA. Zadefi-
nujme automat C' = (K¢, X¢, d¢, qoc, Fo) nasledovne.

Polozme Fa4 = {q1,...,qx}. Potom Ko C K4 U Kp x N, t.j. stavy automatu C
budu dvojice.
Yo=2XUXp
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Ke={lg,1][ g€ Kay U{lg,i] | g € Kp, g € Fa}

QOC:[QOAal]
E :{{[Q>i]’q€F37QiEFA} QQBQ/FB
¢ {l;i] | ¢ € F,qs € Fa}U{[g,1] | ¢ € Fa} qop € Fp
{[p. 1] | p € dalg,a)} qEKs—Fq,i=1
60([q7i]7a) = {[p,’l] ’p € 5A<Q7a)} U {[paj] ‘ q= qjap € 5B(q037a)} q € FA7i =1
{[p72]|q€53(Q7a>} quBuQZGFA

Nech automat C, ktory vznikne popisanou konstrukciou nie je SUFA. Potom exis-
tuje stav [q, i] a slovo w tak, Ze vedi dve cesty z goc do [g,i] na w. Ak by ¢ € A potom
by A nemohol byt SUFA. Nech teda ¢ € B. Slovo w rozdelime na dve ¢asti, w = u.v
tak, ze [¢;, 1] € 0&(qoc, 1) a g € 05([g5, 1], v). Zo stavu goc do stavu [g;, 1] na slovo u
existuje iba jedna cesta, inak by A nebol SUFA. Musia teda existovat dve rozne vesty
zo stavu [g;, 1] do stavu [g, ] na slovo v. Potom ale v automate B existuju dve cesty
z qop do g na v, ¢o je v spore s tym, ze B je SUFA.

Automat A pouZijeme bez zmeny a navySe budeme pouZivat maximalne |A| képii
automatu B. Spolu na realizaciu postacuje n + nm stavov. O

Kedze SUFA =p GSUF A, je mozné kazdy GSUFA previest na SUFA, aplikovat
vysSie popisant konstrukciu a tym dostat SUFA, ktory je zaroven aj GSUFA. Takato
konstrukcia je samozrejme spravna a vedie k ohrani¢eniu STATE(GSUFA,.) < n?+
n%.m?. Konstrukcia pre SUFA bola o nie¢o tspornejsia, preto sme sa pokusili ttto
hranicu vylepsit. Konstrukcia pre SUFA vytvara képie automatu B, kazda pre jeden
akceptacny stav automatu A. Pre GSUFA toto nestaci. Z dvoch pociatocénych stavov
automatu B mozu viest do jedného stavu dve rézne cesty pre slovo v. Preto treba
jednoznac¢ne urcit, ktorym pociatoénym stavom automatu B bude spracovand druhé
Cast slova. Pre kazdy akceptacny stav automatu A vyrobime tolko kdépii automatu
B, kolko ma B podciato¢nych stavov. Automat A bude teda bez zmeny a navyse
vytvorime najviac mn képii automatu B.

Tvrdenie 5.4.5. STATE(GSUFA,.) < n+ nm?.

Dokaz. Formalne popiseme konstrukciu uvedent vyssie. Pripomenme, Zze mame auto-
maty A= (KA, EA, 5,4, [A, FA) aB= (KB, EB; 53, IB) FB); ktoré st GSUFA. Zadefi-
nujme automat C' = (K¢, X¢, d¢, Io, Fe) nasledovne.

Polozme Fy = {q1,...,qx} a Ip = {p1,...,m}. Potom Ko C K4 U Kp x N x N; t.j.
stavy automatu C budu trojice.

Yo=2X42UXB
Ko ={lg,1] | g € Ka}U{[q,1] | ¢ € Kp,q; € Fa}

IOC = {[Qa 17 1] | q € IA}

F = {[qaivj]|q€FB7QiEFAapj€]B} IBQFB:(Z)
CT\ {lai5) | ¢ € Fpoq € Faypj € 15} U{[q,1,1] | ¢ € Fa} IpNFp#0
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{[p7171}|p€514(q’a’)} quA_FA,i7j:1
ey L,1] | p€dalg,a)}U
oclle.t:dh @) =3 117 711 ¢ = g, py € 5(I5, a)

{[pvzaj] ’qe(SB(q,a)} qEKBanGFAapjejB

) q € Fa,i,j=1

Nech automat C', ktory vznikne popisanou konstrukciou nie je GSUFA. Potom
existuju stavy [p, 1, j] a [¢,7', j'] a slovo w tak, Ze existuje viac ciest zo stavu [p, , j| na
slovo w do stavu [q,7, j']. Je zrejmé, Ze [p, i, j] musi byt z automatu A a [q, 7, j'] musi
byt stav v niektorej képii automatu B (inak by A, alebo B nemohli byt GSUFA).
Slovo w modzeme rozdelit na dve Casti, w = u.v tak, Ze slovo u sa spracuje v automate
A a slovo v v automate B.

Predpokladajme, Ze slovo u moZno v automate A spracovat zo stavu ¢ iba jednou
cestou do nejakého akceptacného stavu. Potom pre slovo v museli v automate B
existovat dve rozne cesty z pociatoénych stavov do stavu ¢. B je vSak GSUFA, preto
tieto cesty museli zac¢inat z dvoch roznych pociato¢nych stavov, nech st to p; a py. Z
automatu A vedu do jednej képie automatu B prechody iba cez nasledovnikov jedného
pociatocného stavu automatu B. Preto nie je mozné slovo v spracovat v automate C'
cez stavy p; a py do toho istého stavu.

Predpokladajme, Ze slovo u mozno v automate A spracovat zo stavu p viacerymi
cestami. Tieto cesty koncia v rdoznych akceptacnych stavoch automatu A, lebo A je
GSUFA. Oznacme tieto stavy ¢; a ¢o. Stavy automatu B dosiahnutelné v automate
C' zo stavu [q1,1,1] st disjunktné so stavmi automatu B dosiahnutelnymi zo stavu
[q2,1,1] v automate C. Preto pre slovo w nemdzu v automate C' existovat dve cesty
medzi danymi stavmi. O

Znackovanie

Podobni konstrukciu ako sme pouzili pre zretazenie je mozné pouzit aj pre znackované
zrefazenie. Nepodarilo sa nam ukéazat, ¢i je mozné realizovat znackované zretazenie
efektivnejsie ako zrefazenie ako také.

Zretazenie pomocou UFA a MDFA

Pre triedy UFA a MDFA sa nam nepodarilo ukézat, ze efektivne realizuji zrefazenie.
Pre tieto triedy ostava tato otazka otvorena. V tejto casti popiseme problémy, ktoré
st toho pricinou.

Pri aplikovani konstrukcie pouzitej na realizaciu zretfaznie pomocou NFA nastava
pre model UFA tento problém. Nech A aj B st SUFA a nech C vznikne konstrukciou
pre NFA z tvrdenia . Pre slovo w € L(C) moZe existovat viacero akceptacnych
vypoctov. Tento jav nastava vtedy, ak sa da slovo w rozdelit viacerymi sposobmi na
w=u.v, u € L(A),v € L(B).

Vo vSeobecnosti je mozné kazdé slovo w rozdlief na zretazenie dvoch podslov az
|w| + 1 spdsobmi. To by znamenalo, ze ak A, B € UF A, tak C' nemusi byt ani FNA
(ale urcite je LNA). Vieme vSak, Ze kazdy UFA, ktory ma iba uzitoéné stavy je
zaroven aj SUFA a z tvrdenia vieme, ze SUFA efektivne realizuju zrefazenie. To
sved¢i o tom, Ze zretazenim jazykov L(A), L(B) vzdy dostaneme jazyk, ku ktorému



KAPITOLA 5. ZLOZITOST OPERACII 29

existuje SUFA s polynomidlnym poc¢tom stavov vzhladom na |A| a |B|. SUFA su ale
vo vSeobecnosti tspornejsie ako UFA. Konstrukcia pouzita pre model SUFA sa neda
aplikovat na model UFA.

Pre model MDFA vzniké pri realizacii zrefazenia zésadny problém. Automat na
rezlizéciu zretaznia moze urobit jediné nedeterministiké rozhodnutie na zaciatku vy-
poc¢tu. Ak by sme sa chceli drzat myslienky, Ze automat uhadne rozdelenie slova w,
museli by sme to vediet urobit hned na zaciatku vypoctu. Automat mé vtedy na
vyber jednu z kone¢ného mnozstva moznosti. Nadrozdiel od MDFA méze automat
z triedy SUFA prejst pri vypocte na slove jednym stavom az linedrne vela krat. A
pri kazdom prechode mdézZe urobit iné nedeterministické rozhodnutie. Priklaname sa
k hypotéze, ze vo vSeobecnosti nie je mozné efektivne realizovat zretazenie pomocou
automatov z triedy MDFA.

Znackovanie

Po pridani znacky do vstupného slova sa situacia pre oba modely vyrazne zlepsuje.
Znackované zrefazenie vieme realizovat pomocou UFA rovnako efektivne ako pomocou
NFA. Pre triedu MDFA sme tiez nasli sposob, ako efektivne vykonéavat tito operaciu.

Tvrdenie 5.4.6. STATE(UFA,#) =n+m.

Dokaz. Na dokaz hornej hranice pouzijeme rovnakt konstrukciu ako v tvrdeni [5.4.3]
Je nutné ukéazaf, Ze automat zostrojeny touto konstrukciou je UFA, ak A a B st UFA.

Nech A, B st UFA a nech w = u#v € L(C). Slovo u je mozné v automate A
akceptovat jednou cestou, ktord skon¢i v jednom akceptacnom stave automatu A. Z
neho je mozné pokracovat na # do pociatocného stavu automatu B a odtial existuje
iba jedna akceptacna cesta preslovo v. Preto pre slovo w existuje v C' iba jedna
akceptacna cesta a teda C' € UF' A.

Pre jazyk L(C) = L(A,).L(Bn), L(A,) = {a"}* a L(B,,) = {b™}*, kazdy NFA
potrebuje n + m stavov a teda aj kazdy UFA potrebuje tolko stavov. Slovo z jazyka
L(C) je mozné jednoznacne rozdelif na prvii a druht ¢ast, pretoze X 4NYXp = 0. Preto
znacka medzi jazykmi nepridd Ziadnu nova informéciu a teda neméze ani pomoct
zlepsit zlozitost realizovania znackovaného zrefazenia pomocou automatov z triedy

UFA. ]

Pre model MDFA je konsStrukcia pre znackované zrefazenie o niec¢o komplikova-
nejsia. Ak by sme cheeli pouzit konStrukciu z dokazu tvrdenia dospeli by sme
k nasledujicemu problému. Z akceptac¢nych stavov automatu A by sme viedli pre-
chody do pociato¢nych stavov automatu B. B ma vsak viacero pociatocnych stavov
a preto by tieto nové prechody na # boli nedeterministickym rozhodnutim. Vysledny
automat mé vSak byt MDFA a preto nemdze obsahovat nedeterministické rozhodnu-
tia inde ako na zaciatku, t.j. volbou pociatoéného stavu. O tom, ako tento problém
vyriesit hovori nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 5.4.7. STATE(MDFA,#) <mn+m
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Dokaz. Kedze automat C' nesmie obsahovat nedeterministické rozhodnutia pri spra-
covéavani vstupu, rozhodnutie o tom, v ktorom pociato¢nom stave automatu B zacaf
overovat druhu cast vstupného slova, treba urobif uz na zaciatku vypoctu. Automat
C teda uhadne, v ktorom stave automatu A zacat overovat prva ¢ast slova a v kto-
rom pocdiatoénom stave automatu B zacat overovat druhu cast slova. Néasledne overi
prvu Cast slova v nejakej képii automatu A, z ktorej vedi prechody na # iba do toho
pociato¢ného stavu automatu B, ktory bol zvoleny na zaciatku.

Automat C' bude maf pre kazdy pociatocny stav automatu B jednu kdépiu auto-
matu A. Nech mnozina pocdiatoénych stavov automatu B obsahuje k stavov Ig =
{q1,...,qx}, potom C bude obsahovat k nezavislych automatov A, ..., A;. Podia-
tocné stavy automatu C' bude tvorit zjednotenie pociatoénych stavov automatov A;
az Ay. 7 kazdého stavu v automate A;, ktory bol v automate A akceptacény, bude
viest prechod na symbol # do stavu ¢; v automate B. Akceptacné stavy automatu B
budia akceptaénymi stavmi automatu C'.

Jediné prechody, ktoré sme do automatu pridali, s prechody na #. Z kazdého
stavu vedie najviac jeden takyto prechod. Preto je C MDFA. V konstrukcii vyuziijeme
vzdy najviac |B| képil automatu A, ¢o dava n.m stavov. TieZ potrebujeme vsetky
stavu automatu B. Spolu nam staci mn + m stavov. O

Zretazenie pomocou FNA

V tejto Casti ukdzeme, Ze vo vSeobecnosti nie je mozné efektivne realizovat zrefazenie
dvoch jazykov pomocou automatov z triedy FNA. VyuZzijeme na to jazyk 3;(L) [7],
ktory oddeluje triedy FNA a LNA.

Tvrdenie 5.4.8. STATE(FNA,.) = 22"/ +m)
Dokaz. Nech L, je jazyk zadefinovany v [7], L, = (L,)!, t = r'/3. Polozme L(A,) =

{wy..cwn, | Wy, € Li|wy| = 2t} a L(B,) = {wy...wy, | |w;| = 2t}.

Je zrejmé, ze L(A,).L(B,) = 3,(L,). Kazdé slovo z 3;(L,) mozno rozdelit na dve
slova, prvé pred vyskytom slova z L. a druhé po vyskyte tohoto slova. Na druhej
strane je garantované, ze kazdé slovo z L(A,) obsahuje nejaké slovo z L., preto aj
zretazenie jazykov L(A,) a L(B,) musi obsahovat asponl jedno slovo.

Zostava eSte ukazat, ze A, a B, st FNA a ich velkost je polynomiélna vzhladom
na 7.

A, sa bude skladat z dvoch ¢asti. Bude mat cyklus, ktory bude kontrolovat dlzku
slov w;. Potom sa nedeterministicky rozhodne, ze slovo w;, ktoré prichadza je z jazyka
L; a potom toto slovo overi v automate Ny. V automate A, neexistuju stavy p a q a
slovo w tak, ze vedie cesta z p do p na w, a ¢ do ¢ na w a tiez z p do ¢ na w. Preto
podla trukturédlnej vlastnosti automatov z triedy FNA (popisanej v ¢asti plati,
7e A, € FNA. |A,| = 2t + |Np| < 2r1/3 4 2732/3 — 932 1 9,

B, bude obsahovat iba cyklus na overenie dizky slova, rovnako ako automat A,.
B, je teda deterministicky a |B,| = 2t = 2r'/3,

Je dokézané [7], Ze kazdy FNA potrebuje na akceptovanie jazyka 3;(L.) aspoii
22" stavov. Plati, ze Q(|A,Y/% + |B,|) = r!/3, preto je na realiziciu zretazenia

(n1/96 +m)

pomocou FNA potrebnyjch aspon 29 stavov.

]
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Znackovanie

Po pridani znacky do vstupného slova vieme realizovat (znackované) zretazenie po-

mocou automatov z triedy FNA rovnako efektivne ako pomocou automatov z triedy
NFA.

Tvrdenie 5.4.9. STATE(FNA,#) =n+m.

Dokaz. Nech A, B st FNA a nech w = u#v € L(C). Slovo u je mozné v automate
A akceptovat najviac ks cestami. Niektoré z tjchto ciest je mozné predizif najviac
kp sposobmi v automate B pri spracovani slova v. Nejednoznacnost automatu C je
mozné ohrani¢it konstantou k4.kp, a preto C € FNA.

Doln4 hranica je dosiahnuté pre jazyky z dokazu tvrdenia [5.4.1] O

Zretazenie pomocou LNA

V predchadzajucich castiach sme pri ddkaze polynomialnych hornych hranic vzdy
vychadzali z konstrukcie zrefazenia pomocou NFA. Ked A aj B st LNA potom slova
u a v je mozné akceptovat az linedrne vela sposobmi. Ak |v| = |u|] = %, potom
pre w v automate C mdze existovat aZ |w|? roznych akceptacnych ciest. Podozdrenie,
ze pomocou LNA nie je vzdy mozné efektivne realizovat zretazenie potvrdzujeme v

nasledujicom tvrdeni.

Tvrdenie 5.4.10. STATE(LNA, ) > 22n!/%+m!/%)
Dékaz. Nech L(A) = L(B) = 31(L) [7]. Potom ak L(C') = L(A).L(B), tak L(C) =
Jo(L).

Pre kazdé r € N teda mame automat A, = B, € LNA taky, ze |A,| = 2.(2t) +
INp| = 4.3 421323 — 32 1 9 Je dokéazané [T], Ze kazdy LNA C, pre L(A,).L(B,)
potrebuje aspoti Q((r/4)'/3).

Plati, ze Q(|A,|}/% +|B,|}/*®) = (r/4)'/3 a preto je na realiziciu zretazenia pomo-

(n1/96 11 1/96)

cou LNA potrebnych aspoii 2 stavov. O

Znackovanie

Nepodarilo sa nam najst efektivnu konstrukciu na realizaciu znackovaného zrefazenia
pomocou LNA.

Zretazenie pomocou PNA

Polynomialna nejednoznac¢nost postacuje automatu na to, aby sa vedel jednoducho
(t.j. bez velkého narastu stavov) vysporiadaf so vSetkymi problémami opisanymi v
predchéadzajacich castiach.

Tvrdenie 5.4.11. STATE(PNA,.) =n+m.

Dokaz. Pouzijeme konstrukciu pre NFA. Korektnost konstrukcie overime sporom.
Nech A;B € PNA anech C ¢ PNA. Potom C € sENA a teda existuje stav
q € C a slovo w tak, ze vedu aspon dve cesty z ¢ do ¢ na w. Nové prechody, ktoré
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sme pridali medzi automaty A a B nemdzu byt stcastou ziadneho cyklu v C, pretoZe
z automatu B nevedu ziadne prechody do automatu A. Preto tie isté cesty z ¢ do ¢
na w museli existovat aj v automate A, resp. B. A to je spor s tym, ze A, B st PNA.

K dokazu dolnej hranice je mozné pouzit jazyky L(A,) = {a"}* a L(B,,) = {b"}*
z dokazu pre NFA. n

Znackovanie

Je zrejmé, ze znacka vo vstupnom slove modelu PNA nepomoéze. Pre jazyk L(C) =
L(A,).L(B,,), L(A,) = {a"}* a L(B,,) = {b™}*, je totiz rozdelenie vstupného slova
jednoznacné aj bez znacky.

5.5 Iteracia a kladna iteracia

Popisujeme, ako je mozné efektivne realizovaft iteraciu (a kladnt iteraciu) pomocou
NFA. Medzi znamymi vysledkami sme nenasli nutny pocet stavov na realizaciu kladnej
iteracie pomocou DFA. Dokézali sme, Ze tato hranica je urcite asponi 3.2" 3. V tejto
Casti dalej dokazujeme, Ze nie je mozné efektivne realizovat iteraciu ani kladn iteraciu
ziadnym nami spomenutym modelom okrem NFA.

Maéame automat A. Pre realizéciu iteracie chceme néjst taky automat C', pre ktory
L(C) = L(A)*. V pripade realizicie kladnej iteracie budeme hladat automat C” taky,
ze L(C") = L(A)".

Iteracia pomocou NFA a DFA
V tejto Casti uvedieme zname vysledky o zlozitosti iteracie pre triedy NFA a DFA.
Tvrdenie 5.5.1. [4] STATE(NFA)=n+1.

Dokaz. Najprv opiSseme konstrukciu, pre realizaciu iteracie. Mame automat A pre
jazyk L(A). Budeme viest prechody z akceptacnych stavov automatu A do nasledov-
nikov pociato¢ného stavu automatu A. Tym ziskame automat C’ taky, ze L(C') =
L(A)*. Ak ¢ € L(A), potom L(A)* = L(A)*. Inak (ak ¢ ¢ L(A)) je nutné pridat
novy pociatocny stav, ktory bude zaroven aj akceptacnym stavom. Prechody z no-
vého stavu budu viest do nasledovnikov pociatocéného stavu automatu A. Vzdy teda
postacuje n + 1 na realizaciu iteracie.

Bolo dokézané, Ze pre postupnost jazykov L, = {w € {a,b}* | #.(w) = n —
1 (mod n)} je dokdzand hranica n + 1 stavov dosiahnuta. O

7 dokazu tvrdenia je zrejmé Ze je mozné realizovat kladni iteraciu pomo-
cou automatov z triedy NFA s pouzitim najviac n stavov. Bolo ukdzané [4], ze

STATE(NFA*) =n.
Tvrdenie 5.5.2. 23] STATE(DFA*) > 3.2"2.

Jazyky, ktoré dosahuju hranicu z tvrdenia [5.5.2] je mozné najst v [23]. Autori tu
tiez ukazju, Ze postacujici stav na reazlizaciu iteracie pomocou DFA je tiez 3.2" 2.
Vynimkou je jazyk L = (), pre ktory existuje DFA s jednym stavom, ale pre jazyk
L* = {e} potrebuje kazdy DFA dva stavy, pretoze DFA musi byt uplny.
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Kladné iteracia pre triedu DFA nebola doposial presne vycislena. Je vSak zrejmé,
Ze nie je mozné, aby DFA vo vSeobecnosti efektivne realizovali kladna iteraciu. Plati
totiz L* = Lt U {e}, takze by sme vedeli efektivne realizovat aj iteraciu pomocou
DFA.

Tvrdenie 5.5.3. STATE(DFA,*) > 3.2"73.

Dokaz. Existuje takd postupnost DFA A, [23], A, = |n|, Ze kazdy DFA pre jazyk
L(A,)* potrebuje aspoti 3.2"~2 stavov.

Potom pre kazdy DFA C,, pre jazyk L(A, )" musi platit 3.2"72 < 2.|C,,|. Dovod je
ten, ze pomocou DFA vieme realizovat zjednotenie na n.m stavov. Zjednotenie jazykov
L(A,)"U{e} dava jazyk L(A,)*. Preto kazdy DFA pre jazyk L(A,)" potrebuje aspon
3.2"73 stavov. Tolko stavov je teda potrebnych na realizaciu kladnej iteracie pomocou

DFA. [l

Iteracia pomocou PNA

Vsetky operacie, s ktorymi sme sa doteraz stretli, mali jednu spolo¢nu ¢rtu. Dokazy
pre dolné, resp. horné, hranice pre model NFA sa dali priamo aplikovat na model
PNA. V pripade iteracie to vsak nie je mozné.

Pokusili sme sa najst sposob, ako efektivne realizovaf iteraciu pomocou PNA.
Dospeli sme vSak k zisteniu, Ze to nie je vo vSeobecnosti mozné. Jazyk, ktory oddeluje
triedy NFA a PNA ndm pomoéze ”dosvedcit” fakt, Ze vo vSeobecnosti nie je mozné
efektivne realizovat iteraciu pomocou automatov z triedy PNA.

Tvrdenie 5.5.4. STATE(PNA*)>2""1—1.

Dékaz. Polozme L,, = 0+ (01*)"710. Pre L,, existuje UFA A,, s n+ 1 stavmi. Je doké-
zané [13], Ze kazdy PNA s Tubovolnym poc¢tom podciatoénych stavov pre L% potrebuje
aspon 2" — 1 stavov. Do tejto triedy spada aj model PNA pouzivany v tejto praci,
ktory moze mat iba jeden pociatoény stav. Na realizéciu iteracie jazyka L, pomocou
PNA je teda nutnych 2"~ ! — 1 stavov. O

Obr. 5.1: UFA Ay pre jazyk L7 = 0+ (01%)%0

Kladna iteracia

Vsimnime si, aky je vztah medzi kladnou iteraciu a iteraciou. Pre kazdy regularny
jazyk L plati L* = LT U {e}. Zjednotenie je mozné efektivne realizovat pomocou
PNA a pre jazyk {¢} existuje PNA, ktory méa iba jeden stav. Ak by sme teda vedeli
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efektivne realizovat kladnu iteraciu, vedeli by sme pomocou PNA efektivne realizovaft
aj iteraciu ako taku.

Pre kazd postupnost jazykov L,, plati nasledujice. Nech pre L existuje automat
A, € PNA. Potom pre L existuje automat A, € PNA tak, ze |A, | < |A,|+ 1. Toto
docielime jednoduchym prianim nového pociato¢ného stavu, ktory bude zaroven aj
akceptacnym stavom a budi z neho viest prechody do nasledovnikov podciato¢ného
stavu automatu A,,.

Tvrdenie 5.5.5. STATE(PNAT) > 2""1 -2,

Dokaz. Polozme L,, = 0+ (01*)"710. Pre L,, existuje UFA s n+ 1 stavmi. Je dokdzané
[13], ze kazdy PNA pre L} potrebuje aspoii 2" — 1 stavov. Potom pre kazdy PNA C,
pre jazyk L} musi platit 2" — 1 < |C,| + 1. Teda kazdy PNA pre jazyk L} potrebuje
aspon 2" — 2 stavov. Na realizaciu kladnej iteracie jazyka L, pomocou PNA je teda
nutnych 2"~ — 2 stavov. O

Iteracia pomocou UFA, FNA, LNA, SUFA a GSUFA

Tvrdenie 5.5.6. Pre kazdi triedu C € {UFA,FNA,LNA,SUFA,GSUF A} plati
STATE(C,") > 271 — 1.

Dékaz. Polozme L, = 0+ (01*)"~'0. Pre L, existuje UFA (a teda aj FNA, LNA,
SUFA a GSUFA) s n + 1 stavmi. Je dokdzané [13], Ze kazdy PNA s Iubovolnym
poc¢tom podciato¢nych stavov (a teda aj UFA, FNA, LNA, SUFA a GSUFA) pre L}

potrebuje aspon 2" — 1 stavov. Na realizaciu iteracie jazyka L, pomocou UFA, FNA/
LNA, SUFA alebo GSUFA je teda nutnych 2"~! — 1 stavov. n

Pre dolnt hranicu kladnej iterécie pre tieto modely sa da pouzif dokaz tvrdenia
. Kazdy PNA s Iubovolnym poc¢tom pociatoénych stavov pre jazyk L} potrebuje
aspon 2" — 2 stavov. Preto aj kazdy UFA, FNA, LNA, SUFA a GSUFA potrebuje
tolko stavov.

Désledok 5.5.1. Pre kazdi triedu C € {UFA,FNA,LNA,SUFA,GSUF A} plati
STATE(C,*) > 271 — 2.

Iteracia pomocou MDFA

Ani pomocou MDFA nie je mozné vo v8eobecnosti realizovat iteraciu a kladnt iteraciu.
Pre jazyk L, = 0+ (01*)"10 totiz existuje MDFA A/ s n + 2 stavmi. Dolna hranica
na realizaciu iteracie pomocou MDFA bude o nieco nizsia ako pre ostatné modely.

Tvrdenie 5.5.7. STATE(MDFA*)>2""2—1.

Situécia sa prilis nemeni ani pri kladnej iteracii. Kazdy PNA s lubovolnym poc¢tom
pociatoénych stavov pre jazyk LI potrebuje aspon 2" — 2 stavov. Tym je dokézana
doln4 hranica 2"~2 — 2 stavov.

Tvrdenie 5.5.8. STATE(MDFA, ) >2""2%—2.
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Obr. 5.2: MDFA A’ pre jazyk L7 = 0 + (01%)%0

5.6 Reverz

Aj tuto cast zacneme znadmym tvrdenim, ktoré ukéaze ako efektivne realizovat reverz
pomocou NFA. Ukazujeme, Ze rovankt konstrukciu je mozné pouzif aj pre UFA,
FNA, LNA a PNA. Pre triedu GSUFA uvadzame o nieco efektivnejsiu konstrukciu.
pre triedu SUFA sme dokézali, Ze zlozitost reverzu je nanajvys kvadraticka.

Méme automat A. Chceme ndjst taky automat C, pre ktory L(C) = L(A)%.

Reverz pomocou NFA a DFA
V tejto casti uvedieme zname vysledky o zlozitosti reverzu pre triedy NFA a DFA.
Tvrdenie 5.6.1. [4] STATE(NFAR)=n+1.

Dokaz. Konstrukcia pouzita na dokaz hornej hranice sa opiera o prevratenie pre-
chodovej logiky povodného automatu a zamenu akceptacnych stavov s pociatocnymi
stavmi. Pre automaty, ktoré maju viac akceptacnych stavov ale iba jeden pociatocény
stav potrebujeme navyse pridat novy podciatocny stav. Spolu teda pouZzijeme maxi-
malne n + 1 stavov.

Hranica ukdzana pomocou tejto konstrukcie je dosiahnuté pre postupnost L, =
a™{a" "} ({b}*U{c}*). Pre L, existuje DFA A, ktory ma n+3 stavov. Kazdy automat
pre jazyk LT potrebuje dva rozne stavy g, a q., aby skontroloval, %e zadiatok slova
mé tvar {b}* U {c}*. Ziaden z tychto stavov nemdze byt podiatoény, inak by automat
akceptoval slova tvaru b*c* alebo ¢*b*. Dalsich n + 1 stavov je potrebnych na overenie
suffixu slova, ktory ma mat tvar {a"™'}*a". Stavy ¢, ani ¢. nemdzu patrif medzi
stavy overujice suffix, inak by sme akceptovali slova tvaru c*a*b*a”* (alebo podobné).
Z rovnakych dovodov musime mat pociatoény stav, ktory nebude sucastou cyklu.
Preto potrebujeme mat novy pociatocény stav a teda nam nestaci n + 3 stavov.  [J

Tvrdenie 5.6.2. [12] STATE(DFAR) = 2",

Dokaz. Horné hranica je trividlna. V automate A prevratime vSetky prechody a vy-
menime pociatocné a akceptacné stavy. Na vzniknuty automat aplikujeme podmno-
zinova konstrukciu.

V [12] tiez mozno néjst jazyky, pre ktoré realizicia reverzu pomocou DFA dosahuje
hranicu z tvrdenia. [
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Obr. 5.3: DFA Az pre jazyk L7 = a” {a®}*({b}* U {c}™*)

Reverz pomocou UFA, FNA, LNA a PNA

Triedy definované na zaklade mmnozstva nejednoznacnosti realizujui reverz rovnako
efektivne ako trieda NFA.

Tvrdenie 5.6.3. STATE(UFAR) = STATE(FNAR) = STATE(LNAR) =
STATE(PNAR) =n+1.

Dokaz. Na dokaz hornej hranice pre tieto modely pouzijeme konstrukciu, ktora bola
pouzita pre NFA. T.j. oto¢ime prechody a zamenime pociatocné a akceptacné stavy.
Automat, ktory vznikne touto konstrukciou ozna¢me Af. Z konstrukcie vyplyva, Ze
pre kazdé slovo w € % plati ambiga(w) = ambigr(w?). Preto ma vzniknuty auto-
mat rovnaku nejednoznacnost, ako povodny automat.

Hranica ukdzana pomocou tejto konstrukcie je dosiahnuté pre postupnost L, =
a™{a" ™ }*({b}* U {c}*). Pre L, existuje n + 3 stavovy DFA (a teda aj UFA, FNA,
LNA a PNA), ale pre jazyk L potrebuje kazdy NFA (a teda aj UFA, FNA, LNA a
PNA) aspon n + 4 (tvrdenie [5.6.1)). O

Reverz pomocou MDFA

Bolo ukdzané, ze MDFA nemoze vo vSeobecnosti efektivne realizovat reverz. Na dokaz
bol pouzity jazyk some — register — on definovany v casti

Tvrdenie 5.6.4. [I5] STATE(MDFA/®) > 2" —1.

Dokaz. Ako sme uz spominali v ¢asti , kazdy MDFA pre jazyk some-register—on s n
registrami potrebuje aspon 2" — 1 stavov, avSak pre tento jazyk existuje SUFA M s
n stavmi. Ked prevratime prechodovii logiku automatu A a zamenime pociato¢né a
akceptacné stavy dostaneme automat M, ktory je MDFA (pretoze prechodova logika
automatu MP? je deterministickd).

Polozme A = M%. Automat A je MDFA a m4 n stavov. Aviak je dokdzané [15],
7e kazdy MDFA pre jazyk L(A)® (some — register — on) potrebuje 2" — 1 stavov. []

Reverz pomocou SUFA a GSUFA

Triedy SUFA a GSUFA efektivne realizuju reverz. Kedze ide o triedy definované
pomocou strukturalnej vlastnosti, dokazeme tvrdenie o ich zlozitosti tejto realizacie
zvIast.



KAPITOLA 5. ZLOZITOST OPERACII 37

Tvrdenie 5.6.5. STATE(GSUFA®) =n.

Dokaz. Nech A je GSUFA. Ked v automate A otocime vsetky prechody a vyme-
nime akceptacné stavy s pociatoénymi dostaneme automat A ktory akceptuje ja-
zyk L(A)E. Takyto automat je viak GSUFA, pretoZe pre kazdé p,q € A a pre kazdé
w € % plati [54(q, w, p)| = |47 (p, wE, q)|.

V tvrdeni sme popisali jazyk L,, ku ktorému existuje n + 3 stavovy DFA.
Zdovodnili sme, preco kazdy automat s jednym pociatoénym stavom potrebuje pre
jazyk LT aspoil n + 4 stavov. Vsetky argumenty okrem potreby pridania nového
pociatoéného stavu platia aj pre GSUFA. Teda kazdy GSUFA pre L potrebuje aspori
n + 3 stavov.

O

Automaty z triedy SUFA maju iba jeden pociato¢ny stav. Preto sa pri realizacii
reverzu pomocou automatov z tejto triedy moze stat, ze potrebujeme pridat novy
podiato¢ny stav (ak ma automat viac akceptacnych stavov). Po pridani nového stavu
ale vysledny automat nemusi byt SUFA. Ak je moZzné v automate A akceptovat
slovo w dvoma réznymi cestami (t.j. do dvoch rdéznych akceptaénych stavov, lebo
A je SUFA), potom pre w? existujii dve cesty z nové pociatocného stavu q(') do qo.
Riesenie tejto situacie prinasa dokaz nasledujticeho tvrdenia.

Tvrdenie 5.6.6. STATE(SUFAR) <n?+1.

Dokaz. Nech A je SUFA. Otocenim prechodovej logiky a zdmenou pociato¢nych a
akceptacénych stavov dostaneme automat pre L(A)®, ktory je GSUFA a m4 | A| stavov.
K tomuto automatu néjdeme ekvivalentny SUFA. Ten m4 maximalne |A[>+1 stavov.

[

5.7 Komplement

Pomocou znamych vysledkov sme dokéazali, Ze nie je mozné efektivne realizovat kom-
plement pomocou PNA.
Mame automat A. Chceme najst taky automat C, pre ktory L(C') = L(A)°.

Komplement pomocou NFA a DFA

V tejto casti uvedieme zname vysledky o zlozitosti komplementu pre triedy NFA a
DFA.

Tvrdenie 5.7.1. [4] STATE(NFAS) > 2"2,

Dokaz. Definujeme postupnost jazykov L,, = {a,b}*a{a,b}"b{a,b}*. Pe jazyk L, exis-
tuje n + 3—stavovy NFA A,,. Ten funguje tak, ze uhadne miesto, kde zacina stredna
Cast slova, a{a,b}™b (na to staci jeden stav). Potom v nasledujtcich n + 1 stavoch
overi strednt ¢ast slova. V poslednom stave spracuje poslednu cast slova, {a,b}*.
Ak chce automat C' akceptovat komplement jazyka L(A), musi overit, Ze vstupné
slovo neobsahuje podslovo v tvare a{a, b}"b. Automat C' si musi po prec¢itani znaku
a zapamiitat dalsich n znakov. Je dokdzané [4], Ze za tymto t¢elom potrebuje aspoii
272 stavov. O
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Komplement pomocou DFA vieme realizovat velmi efektivne a jednoducho.
Tvrdenie 5.7.2. STATE(DFAS) =n.

Dokaz. Automat C' bude rovnaky ako automat A, ale jeho akceptacné stavy budua
neakceptacné stavy automatu A. C' teda akceptuje vSetky slova, ktoré nie s z L(A).
C' je DFA, pretoze A je DFA (a od DFA vyzadujeme, aby bol uplny).

Uvazujme Tubovolny regularny jazyk L a k nemu najmensi DFA A, ktory ho akcep-
tuje. Pre L existuje automat C'. Pripustme, aby mal C' menej ako |A| stavov. Potom
ale vieme urobif komplement jazyka L°¢ konstrukciou popisanou vyssie a tym ziskame
DFA pre jazyk L, ktory ma menej ako |A| stavov. To je vSak spor s tym, ze A bol
minimalny pre L. Preto na realiziciu komplementu potrebujeme aspon n stavov. [J

Komplement pomocou UFA, MDFA, SUFA, GSUFA, FNA a LNA

Pre tieto triedy sa ndm nepodarilo ukdzat, ¢i mozu efektivne realizovat komplement.
Priklaniame sa skor k ndzoru, Ze to nie je mozné. V tejto casti vedieme vztahy medzi
otvorenymi otazkami o zlozitosti kompelmentu a inych operacii (alebo jazykov).

Pre triedu UFA nie je stale vyrieSena realizicia zjednotenia. Ak sa ukaze, ze nie
je mozné efektivne realizovat zjednotenie pomocou UFA, bude to znamenat, Ze nie je
mozné efektivne realizovat ani komplement pomocou tejto triedy.

Pre triedu LNA nie je stale vyriesena realizacia prieniku. Ak sa ukaze, Ze nie je
mozné efektivne realizovat prienik pomocou LNA, bude to znamenat, Ze nie je mozné
efektivne realizovat ani komplement pomocou tejto triedy.

Komplement pomocou PNA

Bolo ukézané, Ze vo vSeobecnosti nie je mozné efektivne realizovat komplement po-
mocou NFA. Na dokaz toho, Ze ani PNA nemoze vo vSeobecnosti efektivne realizovaft
kompelement pouzijeme rovnaky jazyk, ako v tvrdeni [5.7.1]

Tvrdenie 5.7.3. STATE(PNAS) > 22,

Dokaz. Pre jazyk L, = {a,b}*a{a,b}"b{a,b}* existuje n + 3-stavovy NFA A,. Je
dokézané [4], ze kazdy NFA (a teda aj PNA) pre L¢ potrebuje aspoii 2”72 stavov.
Zostéva ukézat, ze A, je PNA.

Podla strukturalnej vlastnosti automatov PNA z Casti vieme, ze A, je PNA
ak v 1iom neexistuje stav ¢, z ktorého sa mozno dostat na slovo w opit do ¢ viac ako
jednou cestou. A, obsahuje iba dva cykly, jeden na pociato¢nom stave a druhy na
akceptac¢nom. Ide o cykly dlzky 1, ktoré st vidy jednoznacné. Automat A, je teda
PNA. Preto PNA potrebuje na realizaciu komplementu aspon 272 stavov. O

5.8 Zhrnutie vysledkov zo zloZitosti operacii

V kapitolach [3] a [4 sme popisali 7 modelov automatov. Menovite UFA, FNA, LNA,
PNA, SUFA, GSUFA a MDFA. V kapitole [5| sme uviedli 7 skiimanych operacii na

modeloch DFA a NFA. Menovite zjednotenie, prienik, komplement, reverz, zretazenie,
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.....

operacii sme vyriesili ich zloZitost na mnohych modeloch.

Toto viedlo k mnozstvu vysledkov, ktorych prehlad prindSame v tejto Casti v ta-
bulke [5.1] ktortt mozno povazovat za rozsirenie tabulky uvedenej v [4].

Tabulka obsahuje sktimané modely uvedené v stipcoch a operacie v riadkoch. Jedna
bunka tabulky vyjadruje zloZitost operacie v riadku na modeli uvedenom v stipci. V
kazdom stipci predpokladdme, Ze mame n — stavovy automat A pre jazyk L(A) a m
— stavovy automat B pre jazyk L(B). Pritom A aj B patria do triedy automatov v
prislusnom stlpci. V niektorych bunkéch uvadzame iba nutny, resp. postacujtci, pocet
stavov na realizaciu danej operacie. Polynom vzdy vyjadruje, ze sme nasli konstruc-
kiu, pomocou ktorej je mozné realizovat dani operaciu a teda ide o hornt hranicu.
Exponencialna funkcia v bunke tabulky vzdy vyjadruje dolny odhad. To ¢i je uvedeny
odhad tesny, je mozné najst v predchadzajucich ¢astiach.
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Kapitola 6

Oddelenie tried SUFA a FNA

V kapitole [3|sme uviedli viacero sposobov, ako je mozné oddelit dve triedy automatov.
V tejto kapitole popiSeme nasu novu techniku na oddelovanie tried a pouZzijeme ju na
dokaz tvrdenia SUFA <p FNA.

Techniky uvedené v tejto praci maja jednu spolo¢nu ¢rtu. Vzdy sa zameriavaju
na jednu triedu automatov. Ide o techniky ako ukézat, Ze nejaky model potrebuje
na akceptovanie daného jazyka isty pocet stavov. NajznamejSou takouto technikou
je Myhill - Nerodova veta, ktord dokaze presne urcit pocet stavov najmensiecho DFA
pre jazyk L. Pre model UFA existuje tvrdenie [20] (tvrdenie na dolny odhad
stavov potrebnych pre UFA na akceptovanie daného jazyka. Na oddelenie tried FNA
a LNA (resp. LNA a PNA) boli pouzité poznatky z komunikacnej zlozitosti [7]. Nami
navrhnuté technika nie je zviazana so ziadnou konkrétnou triedou automatov.

V kapitole [5] sme na dokaz toho, Ze nie je mozné efektivne realizovat nejak ope-
raciu pomocou vybranej triedy, vyuzili fakt, ze vybrana trieda je menej tisporna ako
nejaka ind trieda. Prikladom takéhoto postupu st tvrdenial5.4.8] [5.4.10} [5.5.4] a dalsie.
Nemenej zaujimavé je pozriet sa na vztah medzi zloZitostou operacii a hierarchickym
usporiadanim tried z druhej strany. Fakt, Ze nie je mozné efektivne realizovat dant
operaciu pomocou automatov z vybranej triedy je mozné pouzit na oddelenie tejto
triedy od inej triedy.

Vyslovili a dokéazali sme nasledujtce tvrdenie.

Tvrdenie 6.0.1 (Veta o oddeleni). Nech Cy a Cy st dve lubovolné triedy konecnych
automatov a op je operdacia. Potom

STATE(Cy,o0p) = poly(n) N STATE(Cy, 0p) # poly(n) = Cy #p Cy

Dokaz. Postupujme sporom. Predpokladajme, 7zZe existuje operacie op taka,
ze STATE(CY,op) = poly(n) a STATE(Cy,0p) # poly(n). Dalej predpokladajme,
ze Cl =p 02.

Vezmime lTubovolny automat A € Cy. Kedze C, =p (5, potom existuje A" € 4
taky, ze L(A") = L(A) a navySe |A’| = poly(]A|). Ndjdeme automat C' € Cy, pre
ktory L(C") = op(L(A’)). Vieme, ze existuje taky C’, ze |C'| = poly(]A’|), pretoze
STATE(Cy,op) = poly(n). K automatu C’ potom néjdeme ekvivalentny automat C'
z triedy Cs. Kedze C; =p Oy, existuje taky C, ktory ma polynomiélny pocet stavov
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vzhladom na pocet stavov automatu C’. Celkovo teda dostdvame automat C' taky,
ze L(C) = L(C") = op(L(A')) = op(L(A)) a tiez |C| = poly(|C'|) = poly(|A|) =
poly(]A]). Pre kazdy automat A z triedy Cy sme nasli C z triedy C; taky, ze L(C) =
op(L(A)) a |C| = poly(]A|). To je ale v spore s tym, ze ST AT E(Cs, 0p) # poly(n). O

Veta od oddeleni plati pre unarne aj binarne operacie. Dokaz vety pre binarne
operacie je analogicky uvedenému dokazu pre unarne operacie.

6.1 SUFA <p FNA

Autor modelu SUFA (Leung [I5]) nepopisal presne vztah medzi triedami SUFA a
FNA. Je zrejmé, ze SUFA <p FNA. Je ale mozné, aby SUFA =p FFNA? Préave
pomocou skiimania zloZitosti operécii na tychto modeloch sme schopni dokazat, Ze
nie je mozné, aby triedy SUFA a FNA boli polynomialne ekvivalentné.

Sformulovali sme a dokézali sme vSeobecné tvrdenie (vetu o oddeleni [6.0.1)), kto-
rého doésledkom je oddelenie tried SUFA a FNA. Vyuzijeme zistenie, ze trieda SUFA
efektivne realizuje zretazenie (tvrdenie narozdiel od triedy FNA (tvrdenie
. Ak by boli tieto triedy polynomialne ekvivalentné, vedeli by sme efektivne
realizovaf zrefazenie aj pomocou automatov z triedy FNA.

Ak zvolime Cy = SUFA a Cy = FNA, potom operéacia zretazenia ”dosvedcéuje”
oddelenie tried SUFA a FNA.

Tvrdenie 6.1.1. Trieda FNA je uspornejsia ako trieda SUFA. T.j. SUFA <p FNA.

Dokaz. Je zrejmé, ze SUFA <p FNA, pretozZe slovo v automate SUFA mozno akcep-
tovat najviac tolkymi sposobmi, kolko méa automat akceptacnych stavov.

Vieme, ze STATE(SUFA,.) = poly(n,m) (tvrdenie[5.4.4) ale STATE(FNA,.) #
poly(n, m) (tvrdenie . Potom podTla vety o oddele musi platif SUFA
#p FNA. Preto SUFA <p FNA. O

Doposial pouzivané techniky na oddelenie tried vzdy prezentovali jazyk, ktory dané
dve triedy oddeluje. My sme tiez nasli takyto jazyk. Dokazujeme to v nasledujiicom
tvrdeni.

Tvrdenie 6.1.2. Nech L = Lt [7]. Pre jazyk L existuje FNA, ktory md poly(r) stavov,
ale neexistuje SUFA pre L, ktory md polynomidlne vela stavov vzhladom na r.

Dékaz. Nech existuje SUFA pre jazyk L = L! ktory ma poly(r) stavov. Polozme
L(A,) = {wy..wp, | wy € L, |w;| =2t} a L(B,) = {w;...w,, | |w;| = 2t}. Automat B,
je DFA, ktory ma 2t stavov. Je zrejmé, ze L(A,) = L(B,).L. Kedze SUFA efektivne
realizuju zrefazenie, tak potom pre L(A,) existuje SUFA, ktory mé poly(r) stavov.
Potom ale z rovnakého dovodu aj pre jazyk L(A,).L(B,) existuje SUFA, ktory ma
poly(r) stavov. To je vSak v spore s tym, ze L(A,).L(B,) = 31(L). O
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Z.aver

V préaci sme priniesli zhrnutie pojmov z oblasti popisnej zlozitosti konec¢nych automa-
tov a merania nedeterminizmu. Ukéazali sme modely s roznym stupiiom nejednoznac-
nosti (nedeterminizmu) a popisali sme spdsob, akym modely zaradovat do hierarchie.
Na konkrétnych jazykoch a automatoch sme ukéazali zndme vzfahy medzi triedami
automatov. Po zhrnuti zndmych vysledkov sme sa dopracovali k tymto hierarchiam a
vztahom.

DFA <p UFA <p SUFAZP GSUFA SPFNA <PLNA <PPNA <PNFA
DFA <pMDFA<p SUFAZP GSUFA SPFNA <PLNA <PPNA <PNFA

UFA+#p MDFA

Dalej sme sa venovali zlozitosti operacii na réznych modeloch koneénjch auto-
matov. Rozsirili sme zname vysledky zo zlozitosti operacii pre DFA a NFA o nové
vysledky pre dalsie triedy. Takmer pre vSetky nami spomenuté triedy sme vyriesili
zlozitost zjendotenia a prieniku. Pre vSetky triedy sme vyrie§ili otdzku reverzu a tiez
sme ukdzali, ze ziadna trieda okrem NFA nemoze efektivne realizovaf iteraciu ani
kladn iterdciu. Nasli sme sposob ako efektivne realizovat zrefazenie pomocou SUFA
a GSUFA a ukdzali sme, Ze nie je mozné efektivne realizovat zrefazenie pomocou
tried FNA a LNA. Venovali sme sa aj realizacii znackovaného zretazenia. Vsetky
nase vysledky sme zhrnuli v tabulke

V kapitole @ sme prezentovali nasu nova techniku na oddelovanie tried kone¢nych
automatov. V préci sme spomenuli Schmidtovu vetu [20](tvrdenie [3.3.1]), ktora déva
dolny odhad pre velkost UFA. Iné dolné odhady boli dokdzané pomocou komunikac-
nej zlozitosti [6, [§]. Nasa technika vSak nie je zavisla na ziadnej konkrétnej triede
automatov. Pri oddelovani tried pomocou tejto techniky sa opierame o poznatky zo
zlozitosti operacii.

V kapitole [6] tieZ prindSame rieSenie tohoto otvoreného problému. Je zrejmé, ze
SUFA <p FNA. Autor modelu SUFA [15] pise, Ze triedy SUFA, FNA, PNA a ENA
tvoria hierarchiu, kedze kazdy model je vSeobecnejsi a moze byt exponencidlne viac
usporny. Pripomina, Ze stale nie je vyriesené, ¢i FNA <p PNA (v ¢ase vzniku ¢lanku
tento problém este nebol vyriesny), ale nezaobera sa otazkou, ¢i SUFA <p FNA. My
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sme pomocou nasSej techniky na oddelovanie tried automatov ukazali, Ze
SUFA <p FNA. Ukézali sme tiez, ze existuje konecny jazyk L, pre ktory je trieda
FNA dspornejsia ako trieda SUFA.

Priestor na dalsi vyskum vidime v uréeni vzfahu medzi k nejednozna¢nymi a k + 1
nejednoznaénymi automatmi. [§] navrhuji studovat struktiru triedy FNA a ukazat,
aka hierarchia existuje vramci tejto triedy.
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