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Abstrakt

V nasej préci sme sa sustredili na hranové H-farbenia 4-regularnych grafov pre H grafy
na troch vrcholoch, ktoré uviedli K. Ozeki a A. A. Malnegro v praci H-colorings for
4-reqular graphs [1]. Venovali sme sa konkrétne A-farbeniam a X -farbeniam hranovych
grafov kubickych grafov a analyzovali sme grafy, ktoré maju jedno z tychto farbeni,
ale nie druhé. Na skimanie existencie H-farbeni v grafoch sme vyuzili SAT-solver a
optimalizované formuly. Ozeki a Malnegro vyslovili hypotézu, ze kazdy hranovy graf
kubického bezmostového grafu ma zaroven A- aj X-farbenie [1]. Tato hypotéza bola
vyvratena v praci A note on X-coloring and A\—colormg 4-reqular graphs [10], kde
autor nasiel kone¢nt mnozinu kontraprikladov. My sme na zéklade nasich pozorovani
skonstruovali nekonec¢ni triedu bezmostovych kubickych grafov, o ktorej sme dokéazali,
ze su taktiez protiprikladmi proti tejto hypotéze. V zavere sme sa zamerali na nové
mozné H grafy na Styroch a piatich vrcholoch pre 4-regularne grafy. Preskiimali sme
ich vzajomné vztahy v kontexte H-farbeni a nagli sme grafy v jednotlivych prienikoch

tychto farbeni.

Krlucové slova: hranové farbenie, kubicky graf, hranovy graf
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Abstract

In our paper, we focused on edge H-colorings for graphs H with three vertices, as
introduced by K. Ozeki and A. A. Malnegro in the paper H-colorings for 4-reqular
graphs [1]. Specifically, we studied ﬁ—colorings and X-colorings of line graphs of cubic
graphs and analyzed graphs that possess one of these colorings but not the other.
To explore the existence of H-colorings, we employed a SAT solver and optimized
formulas. Ozeki and Malnegro proposed a conjecture stating that every edge graph of
a bridgeless cubic graph has both an ﬁ-coloring and an X-coloring [1]. This conjecture
was later disproved in A note on X -coloring and E-colom’ng 4-reqular graphs [10], where
the author identified a finite set of counterexamples. Based on our observations, we
constructed an infinite class of bridgeless cubic graphs that also disprove this conjecture.
In the final part of the work, we focused on new possible H-graphs with four and five
vertices for 4-regular graphs. We examined their interrelations in the context of H-

colorings and identified graphs that lie at the intersections of these colorings.

Keywords: edge coloring, cubic graph, linegraph
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Zakladné pojmy a oznacenia

G(V, E)

hrana ab
incidentny vrchol

koncovy vrchol

susedné vrcholy
susedné hrany
N (v)

d(v)

reguldrny graf

podgraf

komponent

graf G je dany kone¢nou neprazdnou mnozinou vrcholov
V' a mnozinou hran F, kde F je mnozina 2-prvkovych

podmnozin mnoziny V'
hranu {a, b} budeme skratene oznacovat ab
vrchol v je incidentny s hranou e, ak v € e

dva vrcholy, ktoré su incidentné s hranou e, nazyvame

koncové vrcholy hrany e

dva koncové vrcholy tej istej hrany, nazyvame susedné
dve hrany, ktoré zdielaju vrchol nazyvame susedné
mnozina susednych vrcholov vrchola v

stupen vrchola, po¢et hran incidentnych s vrcholom v

graf nazveme requldrny, ak vSetky jeho vrcholy maja
rovnaky stupen. Ak je tento spolo¢ny stupen k, hovo-

rime, ze graf je k-requldrny

graf G'(V', E') je podgrafom gratu G(V, E) ak plati V' C
VaE CE

komponent je maximalny suvisly podgraf grafu G vzhla-

dom na inklaziu



sled

tah
cesta

kruznica

vrcholové farbenie

f(v)

hranové farbenie

f(e)

snark

Zakladné pojmy a oznacenia

postupnost wviejvs...v,, kde wv; je vrchol pre ¢ €
{1,2,...,n}, e; je hrana pre j € {1,2,..,n — 1} a

€k = VgUk+1
tah je sled, kde sa neopakuju hrany
cesta je tah, kde sa neopakuju vrcholy

kruznica je cesta, ktord zac¢ina a koné¢i v rovnakom vr-

chole

vrcholové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ :

V' — S, prvkom mnoziny S hovorime aj farby
oznacuje farbu vrchola v z mnoziny S

hranové farbenie grafu G = (V| E) je zobrazenie ¢ : E —

P, prvkom mnoziny P hovorime aj farby
oznacuje farbu hrany e z mnoziny P

je neorientovany bezmostovy kubicky graf G, pre ktory
plati x(G) =4



Uvod

Kubické grafy a ich hranové farbenia st podstatné pre viaceré zname hypotézy v teorii
grafov. S tymto tzko sivisi otazka hranového farbenia hranovych grafov kubickych

grafov.

V nasej praci sa zameriame na mnozinu hranovych H-farbeni pre grafy H na
troch vrcholoch, ktoré v praci H-colorings for 4-regular graphs |1] uviedli K. Ozeki
a A. A. Malnegro. Ti v préaci vyslovili niekol'ko hypotéz a zarovenn dokézali tvrdenia,
ktoré ukazuju, ze jednotlivé H-farbenia tzko suvisia aj s dalsimi vlastnostami grafov.
V oblasti H-farbeni postupne pribudaju dalsie prace a poznatky. Viac sa tejto téme

budeme venovat v kapitole Vichodiskd nasej prdce.

Zameriame sa hlavne na A-farbenia a X-farbenia hranovych grafov kubickych gra-
fov, kde A a X st 3-vrcholové 4-regularne grafy. Zaujima nas, ¢o plati pre mnozinu
grafov, ktoré maja jedno z tychto farbeni, ale nemaji to druhé. Je zname [11], Ze
ak mé kubicky graf G 3-regularne hranové farbenie, tak ma jeho hranovy graf L(G)
4-regularne hranové farbenie, a teda aj A-farbenia aj X-farbenie. Z tohto dévodu bu-
deme sktimat A-zafarbitelnost a X-zafarbitelnost hranovych grafov kubickych grafov
bez hranového 3-regularneho farbenia. Existenciu H-farbenia v grafe budeme hladat
pomocou SAT-solvera a nasich formil popisanych v kapitole Reprezentdcia H-farbenia
pomocou SAT formal. Na formuly budeme aplikovat rozne optimalizéicie, ktoré nam
pomoézu zrychlit vypocty pomocou SAT-solvera. Tieto optimalizacie budid podrobne

rozobrané taktiez v kapitole Reprezentdcia H -farbenia pomocou SAT formail.

Ozeki a Malnegro vyslovili hypotézu o tom, Ze pre vSetky hranové grafy kubickych
bezmostovych grafov plati, ze maji ako A\—, tak aj X-farbenie [1]. Tato hypotéza bola
vyvratend v praci A note on X-coloring and A-coloring 4-regular graphs [10], ndjdenim

konec¢nej mnoziny kontraprikladov.

My v na8ej praci na zaklade pozorovani najdenych grafov, ktoré majua zzl\—farbenie,
ale nemaju X-farbenie, skonstruujeme nekone¢nt triedu bezmostovych kubickych gra-
fov, o ktorej dokdzeme, Ze vyvracia vysSie spominand hypotézu Ozekiho a Malnegra
z prace [1]. VSeobecne popiseme konstrukciu nekonecnej triedy grafov a tvrdenie do-
kézeme pre grafy, ktoré vzniknt popisanou konstrukciou z Tietzeho grafu. Opis pozo-

rovani, ako aj vyslovené tvrdenia blizSie popiSeme v kapitole Vyslovenie a dokdzanie



4 Uvod

turdent.

V ¢asti Hladanie novych H grafov sa budeme venovat novym kandidatom na grafy
H so $tyrmi a piatimi vrcholmi v kontexte 4-regularnych grafov. Budeme sktimat vza-
jomné vztahy medzi jednotlivymi H-farbeniami pre novo identifikované grafy H a za-

roven sa pokusime najst grafy, ktoré sa nachédzaju v prienikoch tychto H-farbeni.



Kapitola 1
Vychodiska nasSej prace

V nasej préci sa budeme venovat H-farbeniam hranovych grafov kubickych grafov. Ako

prvé uvedieme potrebné definicie.

Definicia 1. Hranovyj graf L(G) pre graf G je graf, pre ktory plati, Ze mnoZina vrcholov
grafu L(G) je rovnd mnozine hran grafu G' a dva vrcholy grafu L(G) s susedné préave

vtedy, ked st susedné aj pévodné zodpovedajice hrany v grafe G.

Definicia 2. Nech H je graf s ndsobnymi hranami bez sluciek. Pre vrchol a v grafe
H budeme oznaovat mnozinu incidentnych hran ako dy(a). H-farbenie grafu G je
zobrazenie f : E(G) — E(H) také, ze pre kazdy vrchol u v grafe G existuje vrchol
a v grafe H a plati f(0g(u)) = du(a).

O hranovom grafe Tubovolného kubického grafu vieme, Ze je 4-regularny. Je vSe-
obecne zname, ze mnohé vlastnosti grafu L(G), kde G je lubovolny kubicky graf, azko
suvisia s vlastnostami grafu G. V tejto kapitole popiSeme sthrn aktualnych poznatkov

v problematike H-farbeni ako pre 4-regularne grafy, tak aj pre kubické grafy.

Moézeme nahliadnut, ze pokial mé k-regularny graf G K j-farbenie pre k > 2, po-
tom plati, Ze pre vSetky vrcholy grafu G musi v grafe K, existovat nejaky vrchol
stupfia k. Ak pomenujeme jednotlivé hrany grafu K j postupne ako 1,2,...k (prikla-
dom je lavy graf na Obr. 1.2), potom pre vietky hrany e € F(G) plati f(e) € {1,2,...k},
pricom dve susedné hrany nezdielaji rovnaka farbu. Vidime teda, ze K, j-farbenie
k-regularneho grafu nie je ni¢ iné ako k-reguldrne hranové farbenie. Zjavne, H-zafarbitel nost

regularneho grafu je len rozsirenim reguldrneho farbenia hran.

Existuje mnoho doposial nedokézanych hypotéz pre kubické grafy, avSak nasledu-
juca Hypotéza 1, znama aj ako Petersen coloring conjecture z prace Nowhere-zero flow
problems |9] patri k tym zaujimavejsim, nakolko by jej platnost implikovala niekolko
dalsich hypotéz ako su Cycle Double Cover conjecture, the Berge-Fulkerson conjecture

a the 5-flow conjecture.



6 KAPITOLA 1. VYCHODISKA NASE.J PRACE

Hypotéza 1. (Petersen Coloring Conjecture, [9]) Vsetky 2-suvislé kubické grafy

maju P-farbenie, kde P oznacuje Petersonov graf.

Viac sa o P-farbeni piSe v pracach A remark on the Petersen coloring conjecture of
Jaeger [14] a New approach to Petersen coloring [16]. Okrem P-farbenia, bolo pre ku-
bické grafy skiimané iné H-farbenie a to konkrétne v pracach Sio and Pis-colorings of
cubic graphs|6], An equivalent formulation of the Fan—Raspaud Con- jecture and rela-
ted problems|12|, A remark on the Petersen coloring conjecture of Jaeger|14] a pokial
rozsirime hladant mnoZinu grafov H na hypergrafy, viacero variacii tohto problému
bolo skumanych v pracach [13], [7], [4], [3], [15].

Mkrtchyan v roku 2012 dokéazal, ze ak Petersonov graf P obsahuje G-farbenie, kde
G je neprazdny kubicky graf, potom musi platit G = P. Pokial by bola Hypotéza 1
pravdivé, spolu s dokdzanym tvrdenim Mkrtchyana by to znamenalo, Ze graf P je jediny

graf, pre ktory plati, Ze Tubovolny bezmostovy kubicky graf ma P-farbenie.

Mazzuoccolo, Tabarelli a Zerafa v praci On the existence of graphs which can colour
every reqular graph [5] rozsirili pracu Mkrtchyana a ukazali, ze ak odstranime vsetky
podmienky na stupne vrcholov grafu H, kazdy mostovy kubicky graf G mozno tplne
zafarbit len jedinym grafom: subkubicky multigraf Sy na Styroch vrcholoch zobrazeny
na Obr. 1.1. Niekolko podobnych vysledkov popisali aj pri slabsich predpokladoch o
grafe G.

Obr. 1.1: Multigraf Sy z prace [5] (str. 3)

Autori Mazzuoccolo, Tabarelli a Zerafa vo svojej praci dokazali, Ze pre kazdé celé
¢islo r > 3 neexistuje graf H, ktory by umozioval H-farbenie vSetkych r-regularnych
grafov. Rovnako pre kazdé celé ¢islo [ > 1 neexistuje graf H, ktory by umozhoval
H-farbenie vSetkych jednoduchych grafov, ktoré si 2l-regularne. Z tychto vysledkov
vyplyva, ze neexistuje graf H, ktory by umoznoval H-farbenie vSetkych 4-regularnych

grafov.

Na H-zafarbiteInost 4-regularnych grafov sa zamerali Malnegro a Ozeki v préaci H -
colorings for 4-reqular graphs [1], v ktorej popisali 4 grafy H. Pre kazdy z popisanych H

grafov nahliadli, Ze existencia H-farbenia v 4-regularnom grafe G, moze tizko stuvisiet



1.1. ODPOVED 1: ZMYSLUPLNE GRAFY H PRE H-ZAFARBITELNOST 7

s urc¢itymi vlastnostami grafu G. Vo svojej praci uvadzali odpovede na nasledujtce

otazky:
1. Pre aky graf H, mé vyznam skumat H-zafarbitelnost 4-reguldrnych grafov?
2. Aké vlastnosti 4-regularnych grafov stuvisia s danymi H-farbeniami?

3. Ktoré 4-regularne grafy obsahuji dané H-farbenia?

1.1 Odpoved 1: Zmysluplné grafy H pre H-zafarbitelnost

Nie je narocné nahliadnut, Ze vieme pomerne jednoducho najst taka dvojicu grafov H
a H', pre ktoré plati, ze H-zafarbitelnst grafu G implikuje aj jeho H’-zafarbitelnost.
Ak vsak, pre grafy H a H’' plati aj opacna implikicia, tieto grafy zafarbia rovnaku
mnozinu grafov, a teda je zbytocné mat dvoch reprezentantov pre jednu mnozinu far-
beni. Pre jednotlivé H grafy na Obr. 1.2 vieme nahliadnut, ze zohravaja rovnaku tlohu

vzhladom na H-farbenie 4-regularnych grafov.

Obr. 1.2: Priklady grafov z préace [1] (str. 3)

Zavedieme relaciu popisujuicu tento vztah pri H grafoch. Relécia ekvivalencie ~ na
mnozine potencialnych grafov H je zadefinovana tak, aby ak H ~ H' potom plati, Ze 4-
regularny graf obsahuje H-farbenie prave vtedy, ked obsahuje aj H’'-farbenie. Existuje
nekonecne vel'a ekvivalentnych tried pre ~ a preto je naro¢ne jednoznacne urcit vsetky.
Malnegro a Ozeki sa preto v praci [1] zameriavali na ekvivalentné triedy, ktoré obsahujt

malé grafy a popisali grafy reprezentujiice kazdua z tychto tried.

Pri odpovedi na prva otézku teda staci rozmyslat nad ekvivalentnymi triedami
pre relaciu ~, pricom existuje nekonecne vela tried ekvivalencii pre relaciu ~. Malnegro

a Ozeki vo svojej praci vyslovili nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 1. (Theorem 4 [1]) Ezistuji iba Styri triedy ekvivalencie pre reldciu ~,
ktoré obsahuji graf s najviac tromi vrcholmi stupna Styri. Na Obr. 1.8 su zobrazené

reprezentujice grafy pre kazZdu z tijchto tried.
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b ) b c
K 2C3 A X

Obr. 1.3: Graty K 4, 2C5, Aand X z prace [1]. Mena grafov A a X st odvodené z ich

tvarov.

Malnegro a Ozeki predpokladali, Ze existuje prave jedna trieda ekvivalencie vztahu ~,
ktora zahfna grafy s viac ako tromi vrcholmi stupna styri a lisi sa od tried reprezen-
tovanych grafmi zobrazenymi na Obr. 1.3. Reprezentantom tejto triedy je graf %,
znézorneny na Obr. 1.4. Dokaz tohto predpokladu v préaci H-colorings for 4-reqular

graphs neuviedli.

Obr. 1.4: Graf X 7 prace [1] (str. 5)

1.2 Odpoved 2: H-zafarbitelnost a suvisiace vlast-

nosti grafov

Malnegro a Ozeki sa zameriavali iba na reprezentujtce grafy pre kazdu z tried ekviva-
lencie operacie ~. Rozoberali K 4-zafarbitelnost, 2Cs-zafarbitelnost, A-zafarbitelnost
a X-zafarbitelnost a ukazovali ich stvislosti s niektorymi vlastnostami 4-regularnych
grafov. Pripomenieme, ze K; 4-zafarbitelnost 4-regularneho grafu nie je ni¢ iné ako jeho
regularne hranové farbenie. V préci bola dokédzana lema, z ktorej vyplyva, Ze existencia

K, 4-farbenia v grafe implikuje 2Cs-, ﬁ—, a X-farbenie.

Nakol'ko sa budeme v naSej praci zameriavat hlavne na A-farbenie a X-farbenie,

popiSeme zistenia prave pre tieto dve farbenia.
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1.2.1 A-zafarbitelnost a X-zafarbitelnost

Definicia 3. Fuktor grafu G je podgraf, ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G a

k-faktor budeme oznacovat k-regularny faktor.

Kazdy komponent 2-faktoru grafu G je cyklus. Hovorime, ze 2-faktor je parny, ak
kazdy komponent 2-faktoru je parny cyklus.

Graf G, ktory je 4-regularny, ma K, 4-farbenie (alebo aj 4-regularne hranové far-
benie) prave vtedy, ked ma parny rozklad na cykly velkosti dva. V takomto parnom
rozklade na cykly je zjednotenie cyklov kazdej z farieb parny 2-faktor. Vidime, Ze
4-regularny graf G méa K 4-farbenie prave vtedy, ked obsahuje edge-disjoint even 2-
factors [2|. Malnegro a Ozeki sa preto zamyslali, ¢i dany 4-regularny graf bez 4-regularneho

hranového farbenia mé péarny 2-faktor alebo nie.

Tvrdenie 2. (Theorem 12 [1]) Ak ma 4-reguldrny graf G fAl-farbem'e alebo X -farbenie,
potom md graf G aj pdrny 2-faktor.

Tvrdenie 2 bolo v praci [1] dokdzané. Rovnako boli dokdzané tvrdenia, Ze opacna
implikicia neplati ani pre jedno z farbeni. A teda, ak méa graf G parny 2-faktor, nemusi
mat A-farbenie alebo X -farbenie. Kontrapriklad pre obe opa¢né implikacie je zobrazeny
na Obr. 1.5

Obr. 1.5: Graf s parnym 2-faktorom bez A-farbenia a X-farbenia z préace [1]

1.2.2 Vlastnosti 4-regularnych grafov

Na Obr. 1.6 st zobrazené vztahy medzi jednotlivymi triedami zafarbitelnosti. Vo vse-
obecnosti vSak neplati ziadna z opac¢nych implikacii ku zobrazenym jednostrannym

implikaciam:
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K 4-coloring 7> 4-edge-coloring < even cycle decomposition of size 2

Z—coloring X-coloring 5

| ==

@203—coloring< > even cycle decomposition of size 3

even 2-factor

Obr. 1.6: Vzajomné vztahy medzi triedami grafov z préace [1]

Existuju 4-regularne grafy bez 4-regularneho hranového zafarbenia s A-farbenfm.
Prikladom st niektoré snarky, ktoré maja A-farbenie. V praci [8] Jaeger ukazal,
ze hranové grafy vSetkych snarkov nie st zafarbitelné Styrmi farbami, a teda

prienik grafov z oboch mnozin je mnozinou kontraprikladov.

Graf na Obr. 1.7 je 4-regularny graf bez 4-reguldrneho hranového zafarbenia,

ktory ale méa X-farbenie

Nepravdivost opac¢nej implikécie z Tvrdenia 2 hovori o tom, Ze existuji 4-regulérne

grafy, ktoré maju parny 2-faktor, ale nemaju ani A-farbenie ani X-farbenie

Nech G je kubicky graf s 3-regularnym hranovym farbenim a neparnym poctom
hran. Potom hranovy graf L(G) obsahuje 2Cs-farbenie. Nakolko je vSak L(G)

neparny, neobsahuje parny 2-faktor, a teda ani A-farbenie alebo X-farbenie

Obr. 1.7: Graf bez 4-regularneho hranového zafarbenia s X-farbenim [1]
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AN —_—

1.3 Odpoved 3: Postacujiace podmienky pre A a X-

zafarbitel'nost

Hranovy graf kubického grafu

Hranovy graf L(G) pre graf G je graf, pre ktory plati, Ze mnozina vrcholov grafu L(G)
je rovna mnozine hran grafu G a dva vrcholy grafu L(G) st susedné prave, vtedy,
ked su susedné aj povodné zodpovedajice hrany v grafe G. Hranovy graf lubovolného
kubického grafu je 4-regularny.

V préaci H-colorings for j-regular graphs [1] boli vyslovené dve hypotézy o A- a
X-farbeniach pre hranové grafy kubickych grafov. Prva hypotéza znie:

Hypotéza 2. (Conjecture 16 [1]) Ak G je bezmostovy kubicky graf bez ndsobnijch

hrdn s pdrnym poctom hrdn, potom hranovy graf L(G) grafu G md g—farbeme.

Hypotézu 2 v praci [1] dokazali pre tri triedy grafov - Goldberg snarky, Flower
snarky a pre Zamfirescu snarky. Dalsia vyslovena hypotéza v praci [1] pre X-farbenie

znie obdobne:

Hypotéza 3. (Conjecture 21 [1]) Ak G je bezmostovy kubicky graf bez ndsobnijch

hrdn s pdrnym poctom hrdn, potom hranovy graf L(G) grafu G md X -farbenie.

Tuto hypotézu vsak vyvratil J. Jooken v praci A note on X-coloring and A-coloring
4-reqular graphs [10], kde popisanym algoritmom nasiel koneéniit mnozinu hranovych
grafov kubickych bezmostovych grafov, ktoré neboli X-zafarbiteIné. Prikladom takeé-
hoto grafu je hranovy graf Tietzeho graf zobrazeny na Obr. 1.8.

Obr. 1.8: Tietzeho graf T' nalavo, hranovy graf L(T') napravo [10]

My sa v naSej praci zameriame prave na hladane A- a X-farbeni na hranovych
grafoch kubickych grafov, pricom budeme pracovat s mnozinou kubickych grafov, ktora
nemé hranové 3-regularne farbenie. G. Mazzuoccolo v préci [11| dokazal, ze pokial je

kubicky graf G hranovo 3-zafarbitelny, potom je graf L(G) hranovo 4-zafarbitelny.
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Vysgie sme v8ak uz nahliadli, Ze 4-regularne hranové farbenie grafu priamo implikuje
existenciu l'ubovolného H-farbenia, kde H je neprazdny graf s aspon jednym vrcholom
stupna 4. Takymto vyberom kubickych grafov sa dostaneme ku mnozine grafov, ktora
bude obsahovat jedine mostové grafy a snarky (z definicii v ¢asti Zdkladné pojmy a

oznacenia).



Kapitola 2

Reprezentacia H-farbenia pomocou
SAT formiil

V tejto kapitole popiSseme hladanie hranovych H-farbeni na 4-regularnych grafoch.
Konkrétne nas budu zaujimat hranové grafy kubickych grafov z mnoziny M, kde M
je mnozina obsahujuca vSetky kubické grafy na n vrcholoch, pre n mod 4 = 0, bez
3-regularneho hranového farbenia. Z mnoziny M sme vynechali mnozinu kubickych
grafov na n vrcholoch, kde n mod 4 = 2, pricom dévod vyberu grafov do mnoziny M

je blizsie vysvetleny v kapitole Pozorovania na ndjdengjch A-aX- farbeniach. Ak mé
3
2
nr. Aj ked sa rozhodneme skumat hranovy graf L(G) kubického

graf G € M n vrcholov, potom jeho hranovy graf L(G) mé ny, = 2n vrcholov a pocet

4
2

grafu G' s mensim po¢tom vrcholov, vysledny graf L(G) bude stéle relativne rozsiahly,

jeho hran je my =
na prehladavanie preberanim vsetkych moznosti.

Celkova zlozitost hladania korektného hranového farbenia siedmimi farbami na grafe
L(G), ktory dané farbenie neobsahuje, by bola pri prehladavani vSetkych moznosti
O((my)7). Cas prehladavania by sme vedeli skratit roznymi orezévaniami prehlada-
vanych vetiev na zaklade vlastnosti, ktoré ma dané hladané hranové farbenie. Vidime
vsak, ze pri kubickom grafe s uz 10 vrcholmi dostavame po dosadeni m; = 10*%*% =30
do ocakavanej zlozitosti O((myz)") najhorsi pripad prehladavania O(307).

Pri hl'adani existencie jednotlivych H-farbeni v grafoch sme sa preto rozhodli vyuzit
SAT solver, aby sme neboli pri dalsej praci obmedzeni na grafy s malym poc¢tom vrcho-
lov. SAT solvery riesia NP-uplny problém SAT v takmer expresnom c¢ase. VyuZijeme
teda transforméciu problému zafarbovania hran grafov na problém SAT. Rychlost vy-
hodnocovania programu v SAT moéze zavisiet aj od zvolenych formil a spésobu, akym

problém naformulujeme.

13
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2.1 Zostavenie formul pre SAT

Skor nez za¢neme rozoberat jednotlivé predikity a formuly, zavedieme si pojmy, ktoré
nam dalej ulahc¢ia vyjadrovanie. Mnozinu, obsahujtcu vSetky mozné farby hran, bu-
deme oznacovat ako F'. Mnozinou farieb vrchola v budeme oznacovat mnozinu obsahu-

jacu farby vsetkych hran incidentnych s vrcholom v, pre ktorti zavedieme znacenie F;,.

Zadefinujeme tri predikéty:

1. FH(v1, vo, f) (farba hrany), kde atributy v; a v st incidentné vrcholy hrany a
atribit f je farba hrany. Pracujeme na grafoch bez nasobnych hrén, a teda inci-
dentné vrcholy hrany jednoznac¢ne urcuji, o ktord hranu ide. Nakolko pracujeme
s neorientovanymi grafmi a predikat FH(u,v, f) je ekvivalentny s predikatom
FH(v,u, f), zavedieme konvenciu zapisovania vrcholov do predikatu v lexikogra-

fickom poradi.

2. VMHF (v, f) (vrchol md hranu farby), kde atribut v je vrchol a atribut f je

farba hrany, pre ktoru je vrchol v koncovy

3. FV(v, f) (farba vrchola), kde atribut v je vrchol a atribit f predstavuje farbu
vrchola. To ako zadefinujeme farbu vrchola popiSeme blizsie v ¢asti Priradenie

mnozin farieb vrcholom

Pomocou vyssie definovanych predikatov potrebujeme zostavit formuly, ktoré vy-
jadria vztahy medzi farbami priradenymi jednotlivym hranam tak, aby boli splnené

podmienky korektného hranové farbenia.

2.1.1 Hranové farbenie z definicie

Pozadujeme, aby kazda hrana mala priradent préve jednu farbu a rovnako pozadujeme,
aby bolo farbenie regularne, ¢o popiseme blizsie v ¢asti Requldrnost hranového farbenia.

Ako prvé sa zameriame na korektnost hranového farbenia podla definicie:

Definicia 4. Hranové k-farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie ¢ : E — {1,2,...,k}

Tvrdenie, Ze kazda hrana mé prave jednu farbu, je ekvivalentné s konjunkciou dvoch

tvrdeni:
1. Hrana mé aspon jednu farbu

2. Hrana ma najviac jednu farbu
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Prvy bod vieme zapisat pomocou disjunkcie pre vSetky v;v; € E pre vetky f; € F:

FH(Uivvj7fl) \ FH(Uiavjan) VoV FH(Uiavjafn)

Druhy bod vieme zapisat pomocou implikicie ak hrana v;v; obsahuje farbu f;, po-
tom nemoze obsahovat farbu f,. Tuto implikidciu napiSeme pre vSetky hrany vv; € E
a ku konkrétnej hrane pre vsetky f; € F, fx € F, fi. # f;, pricom pri rovnakych la-
vych stranach v implikdciach mézeme spojit ich pravé strany pomocou konjunkcie.
Nasledovné formuly si priklad pre hranu vyvs:

FH(vi,vs, f1) = —~FH(vi,v2, f2) A =FH(vy, 02, f3) A -+ A =FH(vy, v, fo)

FH(/UlaUQva) — _'FH(UlaU27fl) A ﬁFH<U17027JC3) ANEEEA _'FH(UlaU27fn)

FH(v1,v2, fn) = —FH(vi,v2, fi) A =FH(vi,vo, f2) A - A =FH(vy, v, foo1)

2.1.2 Regularnost hranového farbenia

Od néajdeného hranového farbenia vyzadujeme regularnost, ktorit moézeme vyjadrit po-
mocou implikacii a predikatu F'H. Pomocou implikacie vyjadrujeme, ze ak ma hrana
v1v9 priradent farbu f, potom Zziadna ind hrana incidentna s vrcholom v; alebo v,
nesmie mat rovnaki farbu. Takto sformulované implikacie vytvorime pre kazda hranu
viv; € E a kazda farbu f; € F. Nasledovné formuly st prikladom pre hranu v,v;
na Obr. 2.1 a farbu f;.

FH(vy,v9, f1) = —FH(vi,vs, fi) A =FH(vi, vy, f1) A =FH(vi,vs, f1) A

—FH(vo,v6, f1) N —FH(vg,v7, fi) A =FH(vy,vs, f1)

Obr. 2.1: Priklad grafu pre formuly
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2.1.3 Priradenie mnozin farieb vrcholom

Pri pravdivostnom ohodnocovani jednotlivych predikiatov je potrebné zabezpecit kon-
zistenciu predikatov FH (farba hrany) a VMHF (vrchol mé hranu farby), nakolko
predikdt VMHF budeme vyuzivat pri nutnych podmienkach pre farbenie jednotlivych

vrcholov.

Pokial by sme podmienky zabezpecujuce konzistenciu tychto dvoch predikatov
do logickej formuly nepridali, SAT solver by mohol ohodnotit predikat FH(vq, v, f)
pravdivo a predikit VMHF(vq, f) nepravdivo. Nakolko je vrchol v; koncovy vrchol
hrany v,ve zafarbenej farbou f, nemoze platit tvrdenie, Zze vrchol v; nemé incidentntu
hranu farby f. Je zjavné, Ze bez pridania dopliiujicich formil, by sme dostali nekon-

zistentny stav hranového farbenia.

Ohodnotenie formuly VMHF (vy, f) pravdivo zaroven s ohodnotenim formuly FH(vy, vo, f)
nepravdivo, je narozdiel od predchadzajicej situacie jeden z korektnych stavov. Vrchol
v; moze byt totizto incidentny s hranou e farby f, pre ktoru plati e # vy vs.

Chceme preto vynitit, aby bol predikit VMHF (v, f) ohodnoteny kladne, len v pri-
pade, Ze vrchol v je incidentny s aspon jednou hranou, ktoré je zafarbena farbou f.

Toto vynutime nasledovnou ekvivalenciou:

VMHF(Ul,f) < FH(’Ul,’UQ,f) vV FH(Ul,’Ug,f) V

FH(vi, vy, f) V FH(vy,vs, f)

b 1
b
4 b c
1 4 I
Q c Q C 4 5
5 6 17 a
6 R 6 7
205 A X

Obr. 2.2: Zafarbené H grafy z prace [1]

Budeme hladat H-farbenia pre grafy H na Obr. 2.2. Z obrazka je zrejmé, ze pre lu-
bovolny vrchol v Tubovolného z grafov H plati, Ze existuje jedine¢na mnoZzina farieb
vrchola F),, vzhladom na dany graf H. Pri hladani lTubovolného H-farbenia na grafe G,
budeme pri kazdom z vrcholov w mnoziny V' (G) pozadovat, aby jeho mnozina farieb
vrchola bola totozna s mnozinou farieb vrchola niektorého z vrcholov grafu H. Inak

povedané, pozadujeme, aby platil vztah:

Vw e V(G), veV(H), F,=F,
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Jednotlivé mnoziny farieb vrchola v grafe H teda vieme povazovat za jednozna¢né farby

pre vrcholy grafu G, pricom pre kazdy z grafov H existuju tri takéto farby.

Predikat FV (v, Fy) bude drzat informaciu o tom, ktora farba Fj, sa z troch moznych
vrcholovych farieb grafu H, nachadza pri danom vrchole v. V tomto pripade chceme
logicky zjednotit ohodnotenie predikdtov VMHF (vrchol ma hranu farby) s predikatom
FV (farba vrchola). Farby vrcholov, ako sme si ich vyssie zaviedli, predstavuji mnoziny
a ohodnotenie predikatu F'V (v, Fy) mé byt pravdivé prave vtedy, ked plati F,, O F.
Pre kazdy z vrcholov mnoziny V (G), pre kazdua vrcholova farbu Fj, grafu H a pre kazdu

hranovu farbu k; z mnoziny Fj zapiSeme nasledovné ekvivalencie.

FV(v, F,) <= VMHF(v, k)
FV(v, F) <= VMHF(v, k)
FV(v,F) <= VMHF (v, ks)

FV(v, Fy) <= VMHF(v, k,)

Pri rovnakych Iavych stranach v implikaciach moZzeme spojit ich pravé strany pomo-

cou konjunkcie. Nizsie je napisany priklad formul pre vrchol v a A-farbenie z Obr. 2.2.

FV(v,F,) <= VMHF(v,1) A VMHF(v,2) A VMHF(v,5) A VMHF(v,6)
FV(v,F) <= VMHF(v,1) A VMHF(v,2) A VMHF(v,3) A VMHF(v,4)
FV(v,F,) <= VMHF(v,3) A VMHF(v,4) A VMHF(v,6) A VMHF(v,7)

Pozndmka 1. Mozeme nahliadnut, Ze sme v danej formule nezabezpecili, aby vrchol
v nemohol byt incidentny s hranami inej farby, ako obsahuje jeho vrcholova farba
Fy.. Toto nam vsak garantuji predchadzajuce podmienky na farbenie hrany jednou
farbou. Uvedieme dbkaz sporom, ze takito situacia nemodze nastat. Majme priklad,
kde je predikiat FV(v, F}) ohodnoteny pravdivo, a teda F, obsahuje vsetky farby z
mnoziny Fj. Nech je vrchol v incidentny s hranou farby f, kde f ¢ Fj. Pre F, potom
plati, ze F,, = F, U{f}. Pre Iubovolny vrchol k£ l'ubovolného z grafov H (na Obr. 2.2)
plati, Ze mnozina farieb vrchola Fj, je Stvorprvkova a je to mnozina bez opakovania. Z

toho vidime, ze plati nasledovné:
| By | =] FeU{f} |=44+1=5

KedZe pracujeme na 4-regularnych grafoch a vrchol v mé Styri hrany, z Dirichletovho
principu vyplyva, Ze minimélne jedna hrana musi mat aspon dve farby. Toto je v8ak
v rozpore s predchédzajicou formulou, ktora zabezpecovala, ze kazda hrana bude mat

prave jednu farbu. Takyto pripad teda nemoze nastat.
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Obdobne ako pri farbeni hran, aj pri jednotlivych vrcholoch chceme zabezpedit,
aby bola kazdému vrcholu priradena prave jedna vrcholova farba. Vyuzijeme zlozenie

dvoch tvrdeni:
1. Vrchol v musi mat priradent aspon jednu farbu Fj,
2. Vrchol v musi mat priradent najviac jednu farbu Fj,

Priradenie aspon jednej vrcholovej farby Fj, vrcholu v vieme zapisat pomocou jednodu-
chej konjunkcie predikatov F'V pre vrchol v a v8etky mnoziny farby vrchola F;, i € V(H).

Priklad formuly pre aspon jednu priradenii farbu vrcholu v a A-farbenie z Obr. 2.2:
FV(v,F,) Vv FV(v, Fy) vV FV(v, F.)

Vieme jednoducho nahliadnut, Ze pre [ubovolné dva vrcholy k1, k2 € V(H) plati, ze
ak k1 # k2 potom Fyy # Fye. Z Poznamky 1 preto vidime, Ze na 4-regularnych grafoch,
s ktorymi pracujeme, pri farbeni vrchola v nemézu byt naraz platné dva predikaty
FV(v, Fr1) a FV(v, Fy2), kde Fy; # Fye. Formula o najviac jednej priradenej mnozine

vrcholu teda nie je nutné a vyplyva z predoslych forml.

2.2 Optimalizacie

SAT solvery pracuji pri ohodnocovani jednotlivych predikatov s heuristikou. Niekedy
im vieme dodatoénymi pravidlami a va¢Sim ohranic¢enim pomoct, niekedy im tym len
pridavame pravidla, ktoré musia zohladnit a ich celkovy ¢as rieSenia to len spomali.
Sucastou nasej prace a hladania jednotlivych H-farbeni boli aj optimalizécie formil,

nakol'ko sme cheeli dosiahnut najvacésiu moznu efektivitu.

Odstranovanie existujtcich formil Na zaciatku sme zavadzali podmienky vynu-
cujuce korektnu regularnost hranového farbenia. Formuly zabezpecili, Ze bez ohladu na
charakter hranového farbenia, ktoré hladame, vysledné najdené farbenie bude splhat
regularnost. V Poznamke 1 sme doplnili predpoklad, ze pracujeme na 4-regularnych
grafoch. V skutoc¢nosti nas program nebudeme spustat na grafoch, pre ktoré plati
A(G) > 4 a podmienka vynucujtca regularnost je sice vieobecnejsia, ale pre nase hla-
dané farbenia redundantnéa. Formuly, ktoré ju zabezpecuju, teda vieme odstranit bez
zmeny vysledného najdeného farbenia. ZlepSenie ¢asu vidime v Tabulke 2.1 v stlpci

bez reguldrnosti.

Ko6dovanie SAT solver ohodnocuje vSetky premenné bez ohladu na to, ktoré su
vo formulach pouzité, a ktoré nie. Pokial zakoédujeme nejaky predikat na ¢islo 5 a

iny na ¢islo 8, pricom premenné 6 a 7 nekoéduju ziadny platny predikat, SAT solver
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ohodnoti nie len 5 a 8, ale aj 6 a 7. KedZe sme s ohodnotenymi premennymi potrebovali
dalej pracovat, predikaty sme kodovali tak, aby ich nebolo nutné dekdédovat pomocou
ulozenych namapovanych hodnot, ale aby bolo mozné pévodny predikat ziskat priamo
pomocou algebraického vypoctu. Vyuzivali sme sturadnicovi sistavu s ohladom na
pocet vrcholov kodovaného grafu. Tymto spésobom v8ak vznikalo vela ,prazdnych®

premennych, ktoré nereprezentovali ziadny platny predikat.

Jednou z optimalizacii bolo pridat formuly, ktoré SAT solveru priamo povedali, Ze
vSetky prazdne premenné maji byt ohodnotené nepravdivo. Tato optimalizacia vSak
bola viac nez netspesna a v pripade, Ze o¢akavana odpoved bola UNSAT, to SAT solver

znacne spomalilo. Toto zhorSenie ¢asu vidime v Tabulke 2.1 v stlpci s premennymi na

false.

Dalsou z optimalizécii bolo priamo odstranit predikat, ktory vytvaral velké medzery
medzi premennymi. Ako sme uz pisali vyssie, naSe premenné sme nekoédovali sekvenéne,
ale na zéklade dopredu uré¢eného vypoctu. Vyuzivali sme suradnicova sustavu s ohla-
dom na pocet vrcholov kddovaného grafu. Pri kddovani sme posunuli predikat FV do
vysSieho radu, aby sa jeho mozné zakédované ¢iselné hodnoty nekrizili s moznymi zako-
dovanymi ¢iselnymi hodnotami predikdtu FH a predikatu VMHF. Takyto pristup, ale
vytvéaral vela prazdnych premennych a v nasledujicej formule vidime, Ze pravdivostna

hodnota konjunkcie predikatov VMHF je ekvivalentna s ohodnotenim predikatu F'V.

FV(v,a) <= VMHF(v,1) A VMHF(v,2) A VMHF(v,5) A VMHF(v, 6)

Z toho vidime, ze vSetky vyskyty predikatov FV vieme nahradit prislusnou kon-
junkciou, bez zmeny logického vyznamu formuly. Tymto krokom odstranime vsetky
premenné, ktoré vznikaju kédovanim predikatu VMHEFE. Rovnako, sa tak ale zbavime
aj vSetkych prazdnych premennych, ktoré vznikaji ako vyplih medzi dvomi mnozinami

pre nas vyznamnych validnych premennych.

Takymto nahradenim pre poévodnia formulu
FV(v,a) VFV(v,b) VEV(v,c)
dostavame novi formulu
(VMHF(v,1) A VMHF(v,2) A VMHF(v,5) A VMHF(v,6)) V
(VMHF(v,1) A VMHF(v,2) A VMHF(v,3) A VMHF(v,4)) V
(VMHF(v,3) A VMHF(v,4) A VMHF(v,6) A VMHF(v, 7))

Prepisana formula je v DNF, avSsak SAT solvery bertu formuly v CNF. Vyslednu

formulu by sme museli najskor upravit rozndsobenim, ¢im dostavame v nasom pripade
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konjunkciu s az 64 klauzulami na jednu povodni konjunkciu s tromi klauzulami. Touto
tupravou sme ziskali formuly s mensim poctom premennych, avSak za cenu zlozitej-
sieho zéapisu. Takyto kompromis nemusi byt z pohladu vykonnosti SAT solvera vzdy

optimélny.

Cas behu programu to skratilo, av8ak nie o tol'ko ako odstranenie regularnosti. éasy

vidime v Tabulke 2.1 v stipci bez predikdtu VF.

bez optimalizacii | bez regularnosti | s premennymi na false | bez predikatu VF

186 035 112 173 73 768 712 154 070
218 133 127 272 68 191 601 135 565
164 853 103 675 68 142 520 154 657

Tabulka 2.1: Tabulka ¢asov pre jednotlivé optimalizacie pri hladani X-farbenia, na-
kolko hladanie X-farbenia vychadzalo priemerovo pomalsie ako priemerné &asy pri
hladani A-farbenia. éasy st udavané v milisekundach a vstupy boli hranové grafy pre

tri 30-vrcholové kubické snarky, ktoré neobsahovali farbenie X



Kapitola 3
Vyslovenie a dokazanie tvrdeni

V nag8ej diplomovej praci sa budeme venovat H-farbeniam hranovych grafov kubickych

grafov.

Definicia 5. Hranovy graf grafu G, ktory budeme dalej oznacovat ako L(G), je graf,
pre ktory plati:

e kazdy vrchol v € V(L(G)) zodpoveda hrane e € E(G) a

e dva vrcholy v grafe L(G) st susedné prave vtedy, ked st ich zodpovedajuce hrany

v grafe G susedné

Vlastnosti grafu L(G), kde G je kubicky graf, je mozné predpovedat na zéklade

vlastnosti grafu G a naopak.

V predchédzajicej kapitole Vychodiskd nasej prace st na Obr. 1.6 zobrazené jed-
notlivé zavislosti medzi H-farbeniami. Citatel jednoducho nahliadne, Ze pre Tubovolny
neprazdny graf H implikuje K 4-farbenie existenciu H-farbenia. Totizto, pokial ma
graf G regularne hranové 4-zafarbenie, da sa zafarbit hranami okolo Iubovolného vr-
chola grafu H. Nas vSak najviac zaujimali grafy, ktoré nie st H-zafarbitelné Tubovol-

nym z H-grafov.

Kubické grafy bez 3-regularneho hranového farbenia sa nazyvaju snarky a téato
mnozina kubickych grafov je vo vSeobecnosti velmi zaujimava pre mnohé tvrdenia a
hypotézy. Pre vacsinu tvrdeni totizto plati, Ze pokial sa tvrdenie dokaZe pre snarky,
potom tvrdenie plati pre Tubovolny kubicky graf. My sme v naSej definicii snarku
v Casti Zdkladné pojmy a oznacenia doplnili aj podmienku na bezmostovost, pretoze
sme chceli jednozna¢ne oddelit mnoZinu hranovo 4-zafarbitelnych grafov s mostom od

mnoziny hranovo 4-zafarbitelnych grafov, ktoré st aspon 2-suvislé.

V praci Perfect one-factorisations in line-graphs and planar graphs bolo pre Tubo-

volny kubicky graf G dokézané, 7ze pokial je kubicky graf G hranovo 3-zafarbitelny,

21



22 KAPITOLA 3. VYSLOVENIE A DOKAZANIE TVRDENI

jeho hranovy graf L(G) je hranovo 4-zafarbitelny [11]. Zamerali sme sa preto na hla-
danie A-farbeni a X-farbeni pre grafy L(G), kde G je snark alebo mostovy hranovo
4-zafarbitelny. Konkrétne nas zaujimali mnoziny grafov, ktoré obsahuju A-farbenie a

neobsahuji X-farbenie, alebo naopak.

3.1 Pozorovania na najdenych A- a X- farbeniach

Nech M je mnozina obsahujica vSetky kubické hranovo 3-nezafarbitelné grafy na n vr-
choloch, pren mod 4 = 0 pre 8 < n < 20. Pre hranovy graf lTubovolného n-vrcholového
kubického grafu G, kde n mod 4 = 2, bolo v praci [1] dokézané, Ze graf L(G) nemé ani
A- ani X-farbenie. Preto sme 7 mnoziny M vynechali mnozinu kubickych grafov na n
vrcholoch, kde n mod 4 = 2. S pouzitim programu SAT solver a SAT formuli popisa-
nych v kapitole Reprezentdcia H-farbenia pomocou SAT formiil sme hladali A-farbenia

a X-farbenia na hranovych grafoch pre grafy z mnoziny M.

Program, ktory hladal A- a X-farbenia nagiel mnoziny grafov M5 a M3, kde

M+ ={G | G € M; L(G) ma X-farbenie; L(G) nema X-farbenie} (5.1)
3.1

M;={G| G e M; L(G) ma A-farbenie; L(G) neméa A-farbenie}

Vieme, Ze pre mnoziny M ; a M~ plati vztah Mz C M a M C M, z ¢oho vidime,
ze mnozina M bude obsahovat jediné kubické grafy, ktoré maji most alebo sii snark
(z definicie v kapitole Zdkladné pojmy a oznacenia).

Po preskumani grafov patriacich do najdenej mnoziny M~ sme zistili, ze vSetky
tieto grafy maja most. Pri naSom prehladavani sme teda nenagli Ziadny bezmostovy
graf, ktory by mal X-farbenie a nemal A-farbenie. Priklad takychto grafov z mnoziny
M+ st na Obr. 3.1.

Mnozina M ; na rozdiel od grafov mnoZziny M5 obsahovala nielen mostové kubické
grafy, ale aj bezmostové. Pre hranové grafy bezmostovych kubickych grafov bola v

praci [1] vyslovena hypotéza:

Hypotéza 4. (Conjecture 21 [1]) Ak je kubicky graf G s pdrnym poctom hrdn 2-
suvisly, potom md jeho hranovy graf L(G) X -farbenie.

Tato hypotéza bola vyvratena v praci A note on X-coloring and A\—colom'ng 4-
reqular graphs, ndjdenim kone¢nej mnoziny kontraprikladov [10]. My sme v8ak na naj-
denych grafoch z mnoziny M ; odpozorovali mnoZinu grafov, ktora vznikla podobnou
konstrukciou, a na zéklade tohto pozorovania skonstruujeme nekoneénu triedu bez-
mostovych kubickych grafov, o ktorej dokézeme, ze grafy z tejto mnoziny vyvracaja

Hypotézu 4.
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Obr. 3.1: Kubické grafy, ktorych hranovy graf ma X-farbenie a nemé A-farbenie

Medzi 12-vrcholovymi kubickymi grafmi existuje prave jeden graf GG, ktorého hra-
novy graf L(G) obsahuje A-farbenie a neobsahuje X -farbenie. Graf G je Tietzeho graf,

dalej budeme oznacovat T, znamy aj ako Petersenov graf s roztiahnutym trojuholnikom

(zobrazeny na Obr. 3.2).

Obr. 3.2: Tietzeho graf

Na Sestnastich vrcholoch sme nasli viacero grafov, ktorych hranové grafy obsahovali
A-farbenie a neobsahovali X -farbenie a v tejto mnozine kubickych grafov sme odpozo-
rovali niekol’ko grafov s rovnakou §trukturou. Ide o konstrukciu z grafu 1" roztiahnutim
Tubovolného vrcholu v na podgraf H,, kde podgraf H,; vznikne roztiahnutim vrchola
v dvakrat na trojuholnik. Konstrukcia je zobrazena na Obr. 3.3 a hranovy graf L(H,;)

podgrafu H,; je zobrazeny na Obr. 3.4.
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Obr. 3.3: Konstrukcia podgrafu H,, (vysledny H,; zvyrazneny modrou farbou)

Obr. 3.4: Prerusovanymi ¢iarami vidime zobrazeny povodny podgraf H,; grafu GG. Pod-

graf L(H,) grafu L(G) je vyznaceny modrou farbou.

Pred formuléciou hypotéz a tvrdeni v podkapitole Hranové grafy obsahujice A-
farbenie a podkapitole Hranové grafy bez X -farbenia, zavedieme niekolko novych zna-

¢eni:

Definicia 6. Nech v je vrchol grafu G. Potom znacenie vy bude predstavovat troju-
holnik v grafe L(G), ktory vznikne spojenim vrcholov zodpovedajicich incidentnym

hrandm s vrcholom v v grafe G. Priklad je na Obr. 3.5.
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Obr. 3.5: Hrany vyznacené prerusovane su povodné hrany grafu GG. Podgraf v, grafu

L(G) je vyznaceny modrou farbou.

Definicia 7. Nech L(G) je graf, ktory obsahuje podgraf L(H,;) zobrazeny na Obr. 3.6
napravo. Majme hranové farbenie f. Dalej nech H, je mnozina ku vrcholu v pre far-
benie f, obsahujuca farby vSetkych hran incidentnych s vrcholom v, pre ktoré plati
w' € E(L(Q)),v" ¢ V(L(Hga)) anech st mnoziny H,,, H, pre vrcholy w, u zadefinované
rovnako ako mnozina H,. Potom znacenie S(L(H,:))s bude predstavovat usporiadant
trojicu (H,, H,, H,) pre farbenie f. Znac¢enie S(L(Hg))s budeme dalej oznacovat slo-
vom paleta. Jednotlivé mnoziny buda usporiadané podl'a pozicie vrcholov (u, v, w), vid
Obr. 3.6 (horny vrchol, Tavy dolny vrchol, pravy dolny vrchol). Obdobne zadefinujeme
paletu S(vy)s pre podgraf v;, zobrazeny na Obr. 3.6 nalavo.

v w

'UL L(Hat)
Obr. 3.6: Grafy vy, a L(Hy)

Definicia 8. Nech L(G) je graf, ktory obsahuje podgraf L(H,;) zobrazeny na Obr. 3.6

napravo a nech F' je mnozina hranovych farbeni. Potom znacenie S(L(H,:))r predsta-



26 KAPITOLA 3. VYSLOVENIE A DOKAZANIE TVRDENI

vuje mnozinu paliet také, ze plati S(L(Ha))r = { S(L(Hu))s | f € F }. Obdobne

zadefinujeme mnozinu paliet S(vy)r pre podgraf vy,.

7 definicie H-farbenia plati, ze pre graf G, ktory ma H-farbenie musi existovat
zobrazenie f : E(G) — E(H) také, ze pre kazdy vrchol u v G existuje vrchol ¢ v H
a plati f(0z(u)) = Ou(c). Pre jednoduchost budeme pre toto zobrazenie dalej hovorit,
ze vrchol u mé farbu c. Pre lepsiu ¢itatelnost budeme jednotlivé vrcholy grafov H

oznacovat velkymi pismenami.

balej budeme v celej kapitole pre grafy AaX pouzivat oznacenie vrcholov ako je

zobrazene na Obr. 3.7

Obr. 3.7: Grafy A a X so znadenim vrcholov, na ktoré sa budeme d'alej odvolavat

3.2 Hranové grafy bez X-farbenia

Vychédzajic z pocitacom najdenych farbeni pomocou SAT solvera, spolu s pracou A
note on X-coloring and fAl-colom'ng 4-reqular graphs [10], vieme, Ze plati nasledovné

tvrdenie:
Tvrdenie 3. Nech T je Tietzeho graf. Potom hranovyj graf L(T) nemd X -farbenie.

Nasledujice tvrdenie vyslovujeme na zéklade pozorovania, ako struktira grafov
popisanych v casti Pozorovania na ndajdenych A-aX- farbeniach ovplyviuje existen-
ciu X-farbenia na danych grafoch, spolu s dalsimi tvahami na grafoch s podobnou

strukturou. Nez vyslovime tvrdenie zavedieme novy pojem:

Definicia 9. Vnitornyg vrchol v podgrafe H,; budeme nazyvat vrchol ¢, pre ktory plati
q € V(Hy) a zéroven fs,qs € E(Hy),s ¢ V(Hy).

Ukézeme, ze existuje nekone¢na mnozina kubickych grafov, ktorych hranové grafy

neobsahuji X -farbenie:
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Tvrdenie 4. Nech G je graf, ktory vznikne z Tietzeho grafu nahradenim lubovolného
vrchola grafom H, a ndsledngm iterovanim postupu nahradzovania lubovolného vni-
torného vrchola v novovzniknutom podgrafe Hy,y na graf Hyy. Potom hranovy graf L(QG)

nemd X -farbenie.

Doékaz: V celom dokaze sa budeme odvolavat na znacenie vrcholov podgrafu L(Hg),

ako st zobrazené na Obr. 3.8.

S5 S6

59 S4

S1 w

Obr. 3.8: Podgraf L(H,) s pomenovanymi vrcholmi v, w, u, na ktoré sa budeme dalej

v texte odvolavat

Rovnako budeme namiesto konkrétnych farieb pri X-farbeni vyuzivat premenné,
ktoré pomenujeme tak, aby popisovali vlastnosti danych farieb. Napriklad farbu hrany
medzi vrcholmi A a B oznac¢ime ab. Pokial je takychto farieb viac a st navzajom rozne,

priddme ku oznaceniu index ab;. Priklad oznacenia hran je zobrazeny na Obr. 3.9.

Obr. 3.9: Priklad pomenovania hranovych farieb na grafe X

V nasledujtcej leme preskiimame vietky mozné X-farbenia podgrafu L(H,). Za-
meriame sa najma na palety farieb, ktoré moéze mat novy (nahradeny) podgraf L(H,),

ktoré ale nemohol mat pévodny podgraf vy.
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Lema 5. Nech graf X je zadefinovany ako na Obr. 3.7 a nech S(L(H))x predstavuje
mnoZinu paliet pre mnoZinu vsetkjch moZngjch X -farbeni podgrafu L(H,). Rovnako
nech S(vy,)x predstavuje mnoZinu paliet pre mnoZinu vietkyjch moznyich X -farbeni pod-

grafu L(vr). Potom plati:

S(L(Ha))x € S(ur)x U
{({er, 2}, {f1s Lo}, {f1s f2}) | f1 € {aby, abs, abs, ac, be}, f2 € {aby, aby, abs}, fi # fa}
{{ A, fad Aen, b, {fi, f31) | fi € {aby, aby, abs}; fo € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac,be}; fi1 # fo, f1 # f3} U
({1 ol A1, S} e, e2}) | fr € {aby, aby, abs}; fo € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac,be} fi1 # fo, fr # f3}

C

Dokaz: Ako dalej nahliadneme, farbenie vrchola farbou C' mé najvacsi vplyv na far-
benie susednych vrcholov. Hlavne v pripade, pokial st vrcholy sic¢astou niekolkych

trojuholnikov, ako je to v podgrafe L(H,;). DokdZeme pomocny Fakt 6.
Fakt 6. Nech N je podmnozina vrcholov grafu L(G) a plati
N ={v,Yu:uv € E(L(G)) =u e V(L(Huy))}.

Inak povedané, nech N je mnoZina vnitorngch vrcholov podgrafu L(Hg) v grafe L(G).
Potom, ak md jeden z vrcholov mnoZiny N farbu C', tak maju farbu C' aj vsetky vrcholy
mnoziny V(L(Hat)).

Doékaz: Ukazeme pripad len pre jeden vrchol, ostatné st obdobné. Ako prvé nahliad-
neme, aké zavislosti vyplyvaju pre farby jednotlivych vrcholov. Vieme, Ze vrchol farby
C mé s vrcholom farby A prave jednu spolo¢nu farbu, a obdobné plat pre vrchol farby
B. 7 toho vidime:

1. vrchol farby C' méa aspon dvoch susedov farby C
2. vrchol susedny s dvomi vrcholmi farby C' musi mat farbu C

3. pokial mame v trojuholniku dva vrcholy zafarbené farbou C', treti ma vynutenua
farbu C'

4. ak mame kruznicu K neparnej dlzky obsahujtcu jedine vrcholy farby C, musia
existovat aspon dva susedné vrcholy kruznice K, ktoré maja farbu C' a nezdielaju

susedny vrchol na kruznici
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Doékaz bodov 1. -4.: Body 1. a 2. vychddzaji zo struktiry grafu X . Vidime, Ze bod 3.
je dosledkom bodu 2. Nahliadneme, Ze plati aj bod 4. Vrchol farby C' md dve incidentné
hrany farieb cq,co, ktoré su incidentné jedine s vrcholmi farby C. Pokial by sme mali
kruznicu K nepdrnej diZky, pri nepdrnom pocte hrdn kruinice K nevieme striedavo
farbit hrany farbami ci, co. Musi teda existovat hrana op, op € K, ktord md farbu ini ako
c1 alebo co. Potom ale pre vrcholy o,p € K plati, Ze nakolko si z predpokladu zafarbené
farbou C', oba musia mat incidentni hranu farby ¢y a incidentni hranu farby co. Vieme,
Ze plati f(op) ¢ {c1,ca}, z doho vidime pre vrchol o, Ze jedna z jeho incidentngch hrdn
farby ¢y alebo co nemoze lezat na kruznici. A teda musi existovat vrchol q taky, Ze
go € E(L(G)),q ¢ K a plati f(qo) € {c1,¢c2}. Nakolko si hrany zafarbené farbami
1, ¢o incidentné jedine s vrcholmi farby C, dostdvame, Ze plati aj f(q) = C. Obdobnd

twvaha sa dd spravit aj pre vrchol p. Tymto sme ukdzali, Ze bod 4. plati.

Majme vrchol s, pre ktory plati s € N a vzhladom na nas graf na Obr. 3.8 nech
s = s4. PopiSeme postup farbenia jednotlivych vrcholov podgrafu L(H,) na zaklade
predpokladu, Zze vrchol s zafarbime farbou C. Na zéklade bodu 1. musi mat vrchol s4

aspon dvoch susedov farby C'. Rozoberieme vSetky mozné kombinécie:

Nech su to vrcholy s; a w. Dostavame trojuholnik, ktorého vrcholy st zafarbené
farbou C' a mohlo by sa javit, ze takymto farbenim sme splnili vSetky prvé tri vyme-
nované body. Nakolko méame kruznicu dlzky tri, obsahujicu jediné vrcholy farby C,
na zéklade bodu 4. plati, Ze pre tento trojuholnik musia existovat aspon dva susedné
vrcholy farby C. Zaroven z bodu 4. vieme, Ze tieto dva vrcholy nemo6zu na kruznici
susedit len s vrcholom w. Z toho vidime, Ze aspon jeden z vrcholov s; a s, musi susedit

s dalsim vrcholom farby C|, ktory lezi v podgrafe L(H,;).

Nech je to pre vrchol s; vrchol v. Potom z bodu 3. vyplyva, ze aj vrchol s, musi
mat farbu C. Pokial by sme sa rozhodli namiesto vrchola v pre vrchol sy, opat cez bod
3. a zafarbeny vrchol s; dostaneme farbu C' pre vrchol v a dalsi postup farbenia je

totoZny.

Dalej dostavame farbu C pre vrchol s3 na zaklade bodu 2. a zafarbenych vrcholov s,
a s4. Opéat vd'aka bodu 2. z vrcholov s, a s3 vyplyva farba C' pre vrchol s; a z vrcholov s3
a s4 vyplyva farba C' pre vrchol sg. Vrcholy ss, sg spolu s vrcholom u tvoria trojuholnik,

¢im sme ziskali farbenie farbou C' aj pre posledny vrchol z mnoziny V(L(Hy)).

Nech st to vrcholy s; a s3. Vdaka bodu 3. a farbe vrcholov sy, s4 ziskavame farbu
C pre vrchol w, a vdaka bodu 3. a farbe vrcholov ss, s4 ziskavame farbu C' pre vrchol
sg. Dostavame farbu C' pre vrchol s5 z vrcholov sz, sg a bodu 3. a na zaklade farby

vrcholov s5 a s¢ dostavame farbu C' pre vrchol w. Vrchol sy je sticastou trojuholnika
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s uz zafarbenymi vrcholmi ss, s5, a vdaka jeho farbe C spolu s vrcholom s; dostavame

farbu C' aj pre posledny vrchol v.

Nech st to vrcholy s3 a sq. Takymto farbenim vrcholov dostaneme neparnu kruz-
nicu dlzky tri a vedeli by sme vyuzit aj bod 4. Vrcholy ss3, s st viak stcastou troju-
holnika s vrcholom s;. Vyuzijeme preto bod 3., nakolko z neho dostaneme jednoznacne
farbu pre vrchol ss5, bez potreby nasho vyberu vrchola na rozdiel od pouzitia bodu 4.
Vrchol u je v trojuholniku s uz zafarbenymi vrcholmi ss, sg, a teda vyuzijeme bod 3.
Rovnako plati pre vrchol sy a trojuholnik sss3s;. V tomto momente vrchol s; susedi
s dvoma vrcholmi farby C', konkrétne vrcholmi sq, s4, a vyuzijeme preto bod 2. Zo-
stali nam dva trojuholniky sysv a sys,w, ¢im vdaka bodu 3. dostavame farbu C' aj

pre vrcholy v a w.

Nech sa to vrcholy sg a w. Vdaka farbeniu vrcholov sg a w farbou C' dostavame
dva trojuholniky obsahujtce dva vrcholy farby C', a to trojuholnik s3s4s¢ a trojuholnik
s1s4w, vdaka ktorym spolu s bodom 3. dostavame farbu C' aj pre vrcholy s; a s3.
Vrchol s, teraz susedi s dvomi vrcholmi farby C', konkrétne vrcholmi s; a sz, a spolu
s bodom 2. vynitime aj jeho farbu C. Dostavame, ze vrchol v je stcastou trojuholnika
$152v s dvomi vrcholmi farby C| ¢ize sa odvolame na bod 3. a rovnaké plati pre vrchol
s5 a trojuholnik s9s3s5. Poslednym nezafarbenym vrcholom je vrchol u, ktory ale susedi
s uz zafarbenymi vrcholmi ss, sg, a tym sme na zaklade bodu 2. zafarbili aj posledny

vrchol podgrafu.

Nech st to vrcholy s; a w. Vrchol s; je susedny s obomi vrcholmi sz, w farby C' a
vdaka bodu 2. dostavame aj jeho farbu C. Teraz je vrchol s, taktiez susedny s dvomi
vrcholmi farby C', konkrétne vrcholmi sy, s3, a opat vdaka bodu 2. dostavame aj jeho
farbu C. Vidime, Ze vrchol v sa stal sucastou trojuholnika s dvomi zafarbenymi vr-
cholmi a na zaklade bodu 3. farbime aj vrchol v farbou C. Nakolko mame v tomto
momente zafarbené vrcholy ss, s3, 54 farbou C', dostavame dva trojuholniky sss3s5 a
838486, pricom v oboch plati, Ze obsahuju iba jeden nezafarbeny vrchol. Pre trojuholnik
S98385 je to vrchol ss, pre ktory vdaka bodu 3. dostavame farbu C' a obdobne pre tro-
juholnik s3s4s6 a vrchol sg. Poslednym nezafarbenym vrcholom je vrchol u, ktory je
susedny ako s vrcholom sy, tak s vrcholom sg, a na zaklade bodu 2. farbime aj posledny

vrchol.

Nech st to vrcholy s; a sq.  Vrchol w je stcastou trojuholnika s dvomi vrcholmi
farby C, z ¢oho vdaka bodu 3. dostavame jeho farbu C. Rovnaké plati pre vrchol s; a
vrcholy sy4, sg, ¢im dostéavame farbu C aj pre vrchol s3. Stucastou trojuholnika s dvomi

zafarbenymi vrcholmi je aj vrchol ss, ktory zafarbime farbou C' na zaklade bodu 3. a
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vdaka jeho farbe C' a bodu 3. dostavame farbu C' aj pre vrchol u. Vidime, Ze rovnako
mame v grafe trojuholnik sy$355 s doposial nezafarbenym vrcholom ss, ktory mozeme,
opierajuc sa o bod 3., zafarbit farbou C, a jeho zafarbenim ziskava vrchol v dva susedné

vrcholy farby C', ¢im na zaklade bodu 2. zafarbime aj posledny vrchol.

Obdobne mézeme odvodit farbenie jednotlivych vrcholov, nech by sme zacali Tubo-

voIlnym vrcholom z mnoziny N. B

Na dokazany Fakt 6 sa budeme d'alej odvolavat pri analyzovani konkrétnych X-farbeni
podgrafu L(H,;). Rozoberieme jednotlivé X-farbenia podgrafu L(H,,) vzhladom na far-
benie vrcholov u, v a w farbou C. Nakolko je podgraf L(H,;) symetricky, dostavame 6

moznosti farbenia tychto troch vrcholov:

i) vrcholy v, w,u su zafarbené farbou C
ii) farbou C su zafarbené vrcholy v a w a vrchol u je farby A alebo B

iii) farbou C su zafarbené vrcholy u a w (symetricky vrchol v) a vrchol v(w) je farby
A alebo B

iv) farbou C je zafarbeny vrchol u a vrcholy v, w maja farby A alebo B (nepozadu-

jeme, aby sa farby vrcholov v, w rovnali)

v) farbou C' je zafarbeny vrchol w (symetricky vrchol v) a vrcholy v(w), u maju farby

A alebo B (nepozadujeme, aby sa farby vrcholov v(w), u rovnali)

vi) ani jeden z vrcholov v, w, u nie je zafarbeny farbou C'

Nahliadneme, ¢o znamenaju jednotlivé moznosti pre farbenie celého podgrafu L(Hy;).
Mnozinu vSetkych moznych paliet pre jednotlivé moznosti budeme oznacovat M;, kde

I € {i, i, iii, iv, v, vi}.

Moznost i) Vidime, Ze vrchol s; je susedny s dvomi vrcholmi v a w, obomi farby C,
¢o vynucuje aj jeho farbu C. Rovnako mozeme nahliadnut, Ze vrchol s; spliia definiciu
pre mnozinu N z uz dokazaného Faktu 6, a teda plati s; € N. Nakolko je vrchol s,
z mnoziny N zafarbeny farbou C, odvolame sa na dokazané Fakt 6, ¢im dostdvame
farbenie pre vsetky vrcholy podgrafu L(H,;) farbou C.

Namapovanie vSetkych vrcholov podgrafu L(H,) na vrchol C implikuje, Ze hrany
si zafarbené 4-regularnym hranovym farbenim. Vsetky mozné 4-regularne hranové

farbenia st zobrazené na Obr. 3.14 (porozdelované do mnozin farbeni).

Moézeme nahliadnut, ze pre jednotlivé mnoziny 4-regularnych hranovych farbeni
Fui,i € {1,2,3,4,5,6} podgrafu L(H,) z Obr. 3.14 existuji mnoziny 4-regularnych
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hranovych farbeni F;,i € {1,2,3,4,5,6} podgrafu vy, zobrazené na Obr. 3.15, pre ktoré
plati vzajomny vztah S(L(Hat))ry, = S(vL)r, prei € {1,2,3,4,5,6}.

Mnozinu obsahujicu vSetky mozné 4-regularne hranové farbenia podgrafu L(Hy,)

budeme oznacovat Fy; a zadefinujeme ju ako zjednotenie mnozin farbeni:
Fyi=Fm U Fga U Fpyg U Fyg U Fys U Fye

Mnozinu obsahujicu vSetky mozné 4-regularne hranové farbenia podgrafu v; bu-

deme oznacovat F,, a zadefinujeme ju ako zjednotenie mnozin farbent:
F]/\/[i:Fvl U Fv? U Fv3 U Fv4 U Fv5 U Fvﬁ

Uz vieme, Ze pre kazdu dvojicu mnozin farbeni Fy;, F,; pre i € {1,2,3,4,5,6} plati
vztah S(L(Hut))r,, = S(vL)r,,. Potom, ale pre mnoziny paliet pre mnoziny farbeni
Fyi a Fyy, plati

S(L(Hat)) pry = S(vi)py,

Pre vietky mozné X-farbenia podgrafu L(H,), ktoré spadaji do moznosti i), ozna-
¢ujeme mnozinu paliet ako M;. Zaroveii vieme, Ze mnozina X-farbeni F},; podgrafu
vy, je ur¢ite podmnozinou vietkych moznych X-farbeni podgrafu v;,. Po dosadeni do-
stavame:

M; = S(L(Hat)) Fyyy = S<UL>F1/W C S(vr)x

Mi Q S(UL)Y-

Moznost ii) Mozeme urobit rovnakia avahu cez vrchol s; ako v odseku Moznost i).
Na zaklade uz dokdzaného Faktu 6 dostavame farbu C' aj pre vrchol u, ¢o je v spore
s predpokladom, 7e farbu C' maju iba vrcholy v a w. Vidime, 7e takéto X-farbenie

podgrafu L(H,;) neexistuje a pre tito mnozinu paliet podgrafu L(H,;) plati:

Moznost iii) Pri farbeni vrcholov s;,¢ € {1,...,6} budeme zvazovat len farby A a
B. Pokial by sme ich farbili farbou C, opét sa mozeme odvolat na uz dokazany Fakt 6
a dojst k sporu s predpokladom o farbe vrchola v.

UkéZzeme jediné mozné X-farbenia podgrafu L(H,,) spliiajice predpoklad pre moz-
nost iii) o farbe vrcholov u, v, w. Vrcholy v a w maja z predpokladu farbu C. Mézeme
nahliadnut, Ze pre vrchol u plati, Ze jeho hrany incidentné s vnutornymi vrcholmi ss a
s¢ musia mat farbu ac alebo bc. V opa¢nom pripade by vrcholy ss, s¢ mali vynuteni
farbu C, ¢im by sme na zaklade dokdzaného Faktu 6 dostali spor s farbenim vrcholu

v z predpokladu. Obdobné plati pre hrany s w, s;w. Bez ujmy na vSeobecnosti nech
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Obr. 3.10: Priklad farbenia spadajiceho do moznosti iii)

pre hrany vrchola u plati f(uss) = ac a f(usg) = be a nech pre hrany vrchola w plati

f(siw) = ac a f(sqw) = be. Farbenie hréan je zobrazené na Obr. 3.10.

Ako sme uz nahliadli, vSetky vnutorné vrcholy chceme farbit jedine farbami A alebo
B, a preto hrana s;s4 moze mat jedine Tubovolnu z farieb aby, abs, abs. Bez ujmy na vse-
obecnosti, nech je to v nasom pripade ab,. V tomto momente X-farbenia chybajt vrcho-

lom s a sy rovnakeé farby hran a vidime, ze musi platit { f(s1v), f(s152)} = {f(s354), f(sa56)}-

Bez ujmy na vSeobecnosti nech je hrana s;v farby abs a nech je hrana s; s, farby ab.
Vidime, Ze vrcholu s3 zatial chyba incidentné hrana farby ac (alebo bc). Nahliadneme,
ze jedina hrana vrchola s3, ktora moze mat tito farbu, je hrana ssss. Dalsie moznosti
hran incidentnych s vrcholom ss3, ktoré zatial nemaja farbu, st hrany s3s4, S3s5 a $36.
Hrana s3s; vSak moZze mat iba niektoru z farieb aby, abs. Pre vrcholy ss, sg plati, Ze
jeden z nich méa incidentnti hranu farby ac a druhy ma incidentnd hranu farby be.
Pokial by sme farbou ac zafarbili hranu ssss, porusime regularnost X-farbenia. Pokial
by sme farbou ac zafarbili hranu s3sg, vnutorny vrchol s mé hrany farieb ac aj bc,
¢o mu vynuti farbu C', a na zaklade Faktu 6 ddjdeme k sporu s farbenim vrchola v.
Vidime, Ze hrany s3s5 a s3sg musia mat farbu réznu od ac a farbou ac musime zafarbit
hranu s,s3.

Vyssie sme nahliadli, ze plati vztah { f(s1v), f(s152)} = {f(s354), f(s4S6)} a bez ujmy
na vSeobecnosti sme povedali, nech plati f(s;v) = abs, f(s152) = ab;. Podla toho, ako
zvolime farby pre hrany sssy, s486, Co uz vieme, ze musia byt farby ab; a abs, bude
vrcholu sg chybat incidentna hrana farby ab; alebo hrana farby abs. Nech mé teda
hrana sys¢ farbu abs a hrana sgs, farbu ab;. Ak by sme zvolili farby f(s4s6) = ab; a

f(s3s4) = abs, postupovat mozeme obdobne s vymenenymi farbami ab; a abs.

Vrcholu sg chyba incidentna hrana farby ab; a jeho nezafarbené hrany ostavaju

jedine s3sg a s5zsg. Vrchol s3 je uz avSak incidentny s hranou szsy farby aby, z ¢oho
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dostavame farbu ab; pre hranu sssg.

Dostavame farbu aby, pre hranu sssg, nakolko je hrana sssg poslednd nezafarbené
hrana incidentna s vrcholom sg. Tym dostavame poslednt nezafarbeni hranu ssss
pre vrchol s3 a tato hrana musi mat farbu abs. Opét dostaneme poslednt nezafarbent

hranu vrchola ss, hranu s,ss5, a t4 musi mat farbu ab,.

V tomto momente dostéavame spor, nakolko posledné nezafarbena hrana vs, pre vr-
chol s, musi mat farbu abs, avsak vrchol v uz ma incidentnd hranu farby abs, ¢im je

porusenéd podmienka regularnosti farbenia.

Nahliadli sme, ze X-farbenie, ktoré by splhalo predpoklad pre moznost iii) o farbe

vrcholov u, v, w neexistuje a pre tito mnozinu X-farbeni plati:

MozZnost iv) Pri farbeni vrcholov s;,i € {1,...6} budeme, rovnako ako v odseku
Moznost iii), zvazovat len farby A a B. V opacnom pripade sa mozeme odvolat na Fakt 6
a vSetky vrcholy podgrafu L(H,;) zafarbit jedine farbou C', ¢im opit dojdeme k sporu

s predpokladom farieb vrcholov v a w.

C1

abg ’ ’ abg

Obr. 3.11: Priklad farbenia spadajiceho do moznosti iv)

Nahliadneme, Ze pre l'ubovolné X-farbenie f z moznosti iv) plati, ze paleta S(L(Hy)) ¢

obsahuje:

e na prvom mieste v usporiadanej trojici dvojprvkovi mnozinu, obsahujicu farby

C1 a Cy

e na druhom a trefom mieste dve dvojprvkové mnoziny, ktoré sa rovnaju
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Kedze je vrchol u z predpokladu X-farbenia farby C, hrany ssu a sgu musia maf
farby ac, bc. V opacnom pripade by sme farbou ¢; alebo ¢y vynitili farbu C' jednému
z vnutornych vrcholov ss, s a na zdklade Faktu 6 by sme dosli k sporu s farbenim
vrcholov v a w. Bez ujmy na vSeobecnosti nech méa hrana ssu farbu be a nech méa hrana

sgu farbu ac.

Hranu s5sg mozeme zafarbit Tubovolnou z farieb aby, abs, abs a bez ujmy na vse-
obecnosti nech je to farba ab,. Vidime, Ze vrcholom s5 a s¢ chybaji rovnaké farby ich
incidentnych hran, konkrétne farby ab, a abs. V tomto momente X-farbenia maé, vrchol
s5 stéle nezafarbené hrany ssss, s3s5 a vrchol sg ma stéle nezafarbené hrany sysg, s3s6.

Ked7ze hrany ssss a sssg zdielaju rovnaky incidentny vrchol ss, z regularnosti X-
farbenia musi v tomto pripade pre farby hrén platit f(s3ss) # f(s386), z ¢oho dostéa-
vame vztah f(ses5) = f(s356) a f(s3s5) = f(s456). Bez ujmy na vSeobecnosti nech

plati f(s285) = f(s356) = abs a dalej nech plati f(s3s5) = f(s486) = abs.

Vrchol s3 je incidentny s dvomi nezafarbenymi hranami s,ss, s3sq a chybaji mu
farby ac(bc) a aby. V tomto pripade neméame pre farby hran ac(bc) a ab; ziadne
obmedzenia vyplyvajice z uZz zafarbenych hran, a preto moézeme Tubovolnu z hran
S983, 354 zafarbit farbou aby a druhu farbou ac(be). Bez ujmy na vSeobecnosti, nech

plati f(s283) = ac, z ¢oho vyplyva, Ze plati aj f(s3s4) = ab;.

Mozeme nahliadnut, Ze v tomto bode X-farbenia vrcholy s, a s, nezdielaja ani
jednu farbu incidentnych hran. Vsetky mozné X-farbenia podgrafu na vrcholoch sy,
Sa, S4, v, w v podgrafe L(H,), vychadzajice z uz zafarbenych hran podgrafu L(H,,),

ukézeme pomocou 4-regularneho hranového farbenia, zobrazeného na Obr. 3.12.

S9 / 54

. °
v $1 w

Obr. 3.12: Podgraf na vrcholoch sy, s9, s4,v,w v podgrafe L(H,;)

Opét sa mozeme na dané 4-regularne hranové sfarbenie pozerat ako na X-farbenie,

kde tri farby predstavuju farby ab;, abs, abs a Stvrta farba predstavuje farbu ac(bc).

7 popisania vietkych moznych X-farbeni pre moznost iv) dostavame vztah:

M, = {({01’02}7 {flan}a {flan}) | J1€ {ablaab%ab?nacv bc};
f2 € {ab1, aby, abs}, f1 # fo}
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MozZnost v) Pre vrcholy s;,i € {1,...,6} budeme opat zvazovat len farby A a B,

inak by sme dostali spor s farbenim vrcholov u a v na zaklade uz dokdzaného Faktu 6.

Nahliadneme, Ze pre kazdé X-farbenie f podgrafu L(H,,) splhajticeho predpoklad

z moznosti v) pre farbenie vrchola w farbou C plati, ze paleta S(L(Hg;)); obsahuje:

e na prvom a druhom mieste dve dvojprvkové mnoziny, ktoré zdielaju aspon jednu

farbu

e na tretom mieste (druhom, ak méa farbu C' vrchol v) v usporiadanej trojici dvoj-

prvkovit mnozinu obsahujicu farby ¢; a ¢y

Kedze je vrchol w z predpokladu X-farbenia farby C, podobne ako v odseku Moz-
nost ), farby ac, bc musia mat hrany medzi vrcholom w a jeho susednymi vnutornymi
vrcholmi sy, s4. V opatnom pripade by sme farbou ¢; alebo ¢y vynitili farbu C' nie-
ktorému (pripadne obom) z vnutornych vrcholov s; a s4. Takéto X-farbenie by viak

na zaklade Faktu 6 skoncilo sporom s predpokladom o farbeni vrcholov u a v.

Bez ujmy na vSeobecnosti nech ma hrana s w farbu ac a nech mé hrana s;w farbu be.
Hrana s;s; moZze byt zafarben& lTubovolnou z farieb aby, aby, abs. My ju bez ujmy
na vSeobecnosti zafarbime farbou ab;. Vieme, Ze nakolko mé hrana s;s, farbu ab,
jedna z hran s;s,, s;v musi mat farbu abs; a druhd musi mat farbu abs. Opét bez ujmy
na vSeobecnosti nech plati f(s152) = abs a f(s1v) = abs. To isté plati pre hrany pri
vrchole sy, a teda jedna z hran s3sy, s4S¢ musi mat farbu aby a druha musi mat farbu

abg.

Pozrieme sa blizsie na trojuholnik na vrcholoch sy, so, v. V tomto momente farbenia
chyba vrcholu v incidentna hrana farby aby, hrana farby ab, a hrana farby ac(bc). Je
zrejmé, Ze hranu spv nemdZzeme zafarbit farbou aby, nakolko je uz vrchol sy incidentny
s hranou s;sq, pre ktoru plati f(s;s2) = aby, a takymto zafarbenim hrany by sme
porusili regularnost farbenia. Vidime, Ze farbu abs musi mat jedna z visiacich hran
z podgrafu L(H,;) pri vrchole v. Nahliadli sme, Ze farba hrany s;s, je totozna s farbou

jednej visiacej hrany pri vrchole v.

Na Obr. 3.13 je zobrazeny podgraf grafu L(H,;) na vrcholoch ss, s3, s5, s6, u. Ako
sme nahliadli v predchadzajucom odseku, hrana s;s, ma totoznu farbu ako jedna z vi-
siacich hran pri vrchole v, a preto si mézeme dovolit pri dalSom farbeni doposial
nezafarbenych hran nepozerat sa na ,spodna* ¢ast podgrafu L(H,). Hrana s;ss nam
totizto dodéava postacujucu informaciu o farbe f(s1$2), v nasom pripade farbe abs.
Rovnako sme uz nahliadli, Ze jedna z hran sssy, s4S¢ musi mat farbu abs a druhé hrana
musi mat farbu abs. Farbu aby budeme na Obr. 3.13 znazornovat ¢ervenou farbou a
farbu abs budeme znazornovat zelenou. Na su zobrazené obe moznosti farbenia hran

5354, 5356-
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5456 5456

Obr. 3.13: Podgraf grafu L(H,;) na vrcholoch sa, s3, s5, Sg, u

Rozoberieme jednotlivé pripady:

o f(s3s4) = abs, f(s456) = abs (nalavo Obr. 3.13) - Pozrieme sa na vSetky mozné
hrany, ktoré moézu byt zafarbené farbou abs. Vidime, Ze incidentna hrana farby ab,
chyba vrcholom ss, sg a u. Hrany s,s5, s355, $35¢ nemdzu mat farbu aby, nakol'ko

st uz susedné s hranami farby ab,.

Pokial by sme zafarbili farbou abs hranu ssu, dostaneme sa do situacie, kedy
nemdzeme zafarbit ziadnu z incidentnych hran vrchola sg tak, aby sme neporusili
regularnost farbenia a zaroven tak, aby aj vrchol sg obsahoval incidentnt hranu
farby aby (nakolko ma vrchol sg farbu A alebo B). Farbou aby teda musime

zafarbit hranu sssg.

V tomto momente vSak chyba incidentna hrana farby ab, vrcholu u, o ktorom
z predpokladu v moznosti v) vieme, ze mé farbu A alebo B. Vidime, Ze jedna

z visiacich hran vrchola v musi byt nutne zafarbena farbou ab,.

V tomto farbeni teda plati, ze vrcholy u a v zdielaju aspon jednu farbu ich

incidentnych visiacich hran z podgrafu L(H,), konkrétne ide o farbu ab,.

o f(s3s4) = abs, f(s356) = aby (napravo Obr. 3.13) - Opét sa pozrieme na vsetky
mozné hrany, ktoré mozu byt zafarbené farbou ab,. Vidime, Ze v tomto pripade
chyba incidentné hrana farby abs vrcholom ss, s5 a u. Hrany s9s3, $955, S386, S556

nemozu mat farbu aby, nakolko st uz susedné s hranami farby ab,.

Pre vrchol s; nam ostévaju na farbenie jedine hrany s3ss a ssu. Ak by sme vSak
farbou ab, zafarbili hranu ssu, dostavame sa k obdobnej situacii ako v predcha-
dzajucom pripade, kde nemdzeme zafarbit Ziadnu dalsiu hranu incidentnu s vr-

cholom s3 farbou ab, tak, aby sme neporusili regularnost farbenia. Farbou ab,
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teda musime zafarbit hranu s3s5. Vrcholu u v tomto momente farbenia chyba in-
cidentné hrana farby ab,, a teda jedna z jeho visiacich hréan bude nutne zafarbena

farbou ab,.

Opéat sme nahliadli, Ze aj v tomto farbeni plati, Ze vrcholy u a v zdielaju aspon
jednu farbu ich incidentnych visiacich hran z podgrafu L(H,;), a v naSom priklade

ide o farbu ab,.

Zvolili sme farbu abs, avsak pri naSom znaceni farieb je mozné za farbu ab, dosadit
Tubovolnt z farieb aby,aby alebo abs. Mnozinu vietkych moznych X-farbeni podgrafu
L(H,t), kde z vrcholov u, v, w zafarbime farbou C' iba vrchol w ozna¢ime F}},. Potom

pre vietky palety podgrafu S(L(Hy))rw = plati:

S(L(Hat))F;@U ={({f1, fo}: {f1, f3}, {er ea}) | f1 € {aby, aby, abs}; fo € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac,be}; fi # fo, fr # f3}

Nakolko je graf L(H,;) symetricky, obdobne mézeme nahliadnut, Ze rovnaké vlast-
nosti mé paleta Tubovolného X-farbenia, v ktorom méa vrchol v farbu C a vrcholy
u, w nemaju farbu C. Zavedieme mnozinu FY,,, ktord bude obsahovat vsetky mozné
X-farbenia podgrafu L(H,,), kde z vrcholov u, v, w zafarbime farbou C iba vrchol v.

Potom pre vietky palety podgrafu S(L(Hy))rw —plati:

S(L(Hat))ry, = {{f1; ot {er, 2}, {f1, f3}) | f1 € {abr, abz, abs}; f2 € {ab, abs, abs, ac, be}
fs € {aby, aby, abs, ac,bet; fi # fo, fr # f3}

Mnozinu, ktora obsahuje v8etky mozné X-farbenia spadajice do moznosti v) ozna-
¢ime Fyy, a vidime, Ze plati Fiy, = Fyy, U F}y,- Z prechadzajicich rovnosti dostavame,

ze pre vSetky palety podgrafu L(H,;) v mnozine M, plati:

M, = S(L(Hat))ry, U S(L(Hat)) pie

M, ={({f1, fo}: {c1, ca}, {f1; f3}) | f1 € {aby, aby, abs}; fo € {aby, aby, abs, ac, be};
fs € {aby, aby,abs,ac,be}; fi # fo, fr # f3} U
{{ s fohs A frs S e, e2}) | fi € {aby, aby, abs}; fa € {aby, aba, abs, ac, be};
fs € {aby, aby, abs, ac,bet; fi # fo, fr # f3}

Moznost vi) Vrcholy v podgrafe L(H,;) budeme farbit iba farbami A a B. Vrcholy A

a B v grafe X zdielaju tri farby hran, pricom farbu jednotlivych vrcholov jednoznacéne
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urcuje $tvrta nezdielana farba prislusného vrchola. Touto farbou méze byt bud farba

ac alebo be. Zdielané farby vrcholov budeme oznacovat ako aby, abs, abs.

Vsetky mozné X -farbenia takéhoto podgrafu mézeme znazornit pomocou 4-regularneho
hranového farbenia podgrafu L(H,;). Toto je mozné, pretoZe tri spolo¢né farby nenest
ziadnu informéciu o nutnej farbe daného vrchola (pri rozhodovani medzi A a B). Farba
ac (be) vynucuje farbu A (B) len pre vrcholy, ktoré su incidentné s hranou farby ac
(be). Nech sa pri jednotlivych hranach rozhodneme pre l'ubovolnu z farieb ac, be, nema
to vplyv na zafarbenie vrcholov, ktoré nie si s danou hranou incidentné. Inymi slo-
vami, zafarbenie hrany farbou ac (bc) neovplyvni vyber farieb vrcholov pri ostatnych

nezafarbenych vrcholoch podgrafu.

Na jednotlivé farbenia z Tubovolnej z mnozin Fy;,i € {1,2,3,4,5,6} 4-regularnych
hranovych farbeni podgrafu L(H,;) z Obr. 3.14 sa teda moézeme pozerat tak, Ze tri farby
predstavuju farby aby, aby, abs a Stvrta farba predstavuje farbu ac alebo be. Rovnakt
tvahu mozeme aplikovat aj na jednotlivé mnoziny F;, ¢ € {1,2,3,4,5,6} 4-regularnych
hranovych farbeni podgrafu vy na Obr. 3.5 a ako mézeme nahliadnut, pre jednotlivé
mnoziny paliet plati vztah S(L(Hy))r,, = S(vp)pE,, prei € {1,2,3,4,5,6}.

Rovnako ako v odseku Moznost i) pri mnozine F)y;, aj tu zadefinujeme mnozinu

Fyrvi ako zjednotenie:
Fypi = Fgi U Fya U Fyz U Fyy U Fys U Fyg
A mnozinu Fy,,, ako zjednotenie:
Froi=Fn U Fp U Fig U Fyy U Fis U Fig

Potom vidime, ze pre mnozinu paliet M,; podgrafu L(H,) plati:
My = S(L(Hat)) Fape = S(L(vr))Fy,, C S(vr)x

Zjednotenie vietkych mozZnosti Rozobrali sme vietky mozné X-farbenia pre pod-
graf L(H,;) a po zjednoteni mnozin X-farbeni pre jednotlivé moznosti dostavame:
S(L(Hu)) € M; U My U My U My, U My, U My,
Po dosadeni konkrétnych mnozin ziskavame:
S(L(Ha))x S S(vr)x U

{{er, e}, {f1, fo1 {Lf1, 23) | 1 € {aby, aba, abs, ac, b}, fo € {aby, abs, abs}, f1 # fo} U
{{fi. o} {er, 2}, {1, f3}) | fr € {aby, abz, abs}; f2 € {aby, abs, abs, ac, be};

fs € {aby, aby, abs, ac,bc}; f1 # fo, f1 # f3} U
{{A o A1 3 {ens e2}) | fi € {aby, abs, abs}; fo € {abi, aby, abs, ac, be};

fs € {aby, aby, abs, ac,bet fr # fo, f1 # f3}
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Obr. 3.14: Vsetky mozné 4-regularne hranové farbenia podgrafu L(H,;)

¢im sme dokazali lemu.

Nech T! je graf, ktory vznikol z grafu T nahradenim vrchola v na podgraf H,,.
Teraz rozoberieme, ako mozné farbenia podgrafu L(H,) ovplyvnia farbenie vrcholov

vo zvysku grafu L(T*") vzhladom na predchadzajicu dokdzant Lemu 5.



3.2. HRANOVE GRAFY BEZ X-FARBENIA 41

4 3 4 3 1 4
1 2 2 1 3 2
2 1 3 3 4 3
\. 3 4 .\ /. 1
4 Fl" 1 4 1 Fl,’2 2 2 E3 4
1 4 1 3 1 3
2 3 2 4 4 2
1 1 4 2 2 4
te i e !
3 F, 2 1 F5 1 3 F 3

Obr. 3.15: Prisltuchajuce 4-regularne hranové farbenia podgrafu v, ku farbeniam pod-
grafu L(H,) na Obr. 3.14

Désledok X-farbenia f podgrafu L(H,) pre S(L(H.);) € S(vr)x V odsekoch
Moznost i) a MoZnost vi) sme nahliadli, Ze pre Tubovolné X-farbenie f podgrafu L(Hy,),
kde f € Fur; U Fyp (teda X-farbenia spadajice do moznosti i) alebo do moznosti vi))
existuje X-farbenie f’ podgrafu vy, také, ze plati S(L(Hy))s = S(vz) . Potom pre celt

mnozinu X-farbeni Fy;; U Fi.; uréite plati

S(L(Hat))F]inUFJ\/IUi C S<UL)Y-

7 toho mézeme nahliadnut, ze pre l'ubovolné X-farbenie f podgrafu L(H,,), ktoré
patri do moZnosti i) alebo vi), plati, ze takéto X-farbenie f neprinasa do celkového
X-farbenia grafu L(G) ziadne nové moznosti X-farben{ oproti existujicim X-farbeniam
v grafe L(T).

Désledok X-farbenia f podgrafu L(H,:) pre S(L(Hu);) = 0 Pre vietky moz-
nosti rozobraté v odsekoch Moznost ii) a Moznost iii) sme nahliadli, ze takéto X-farbenia

podgrafu L(H,) neexistuju.

Désledok X-farbenia f podgrafu L(H,) pre {ci,co} € S(L(Hu)); Do tohto
dosledku spadajt vietky X-farbenia podgrafu L(Hgy) z mnoziny Fui, U Fio.

Pre vietky X-farbenia z mnoziny farbeni Fy;, popisanej v ¢asti Moznost iv) plati:

S(L(Hat>>FMiu = {({01,02}7 {f17f2}7 {flan}) ‘ i€ {ablaab2>ab37aca bC};
f2 € {aby, aby, abs}, f1 # fo}
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Pre vietky X-farbenia z mnoziny farbeni Fy;, popisanej v ¢asti Moznost v) plati:

S(L(Hat))pyp, = {1 ot {er, 2} LA fsh) |y € {aby, abs, abs};
f2 € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac, be};
fi# i # fsb U
{({fr. o} {1, f3h {er, e2}) | fr € {aby, aby, abs};
f2 € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac, be};

h# [ h # f3}

Teraz zanedbame pozicie jednotlivych dvojprvkovych mnozin v paletdch. Mézeme
nahliadnut, ze pre paletu S(L(H,)), kde je f Tubovolné X-farbenie podgrafu L(H,;)

z mnoziny farbeni Fy;,, U Fyy,, plati:

e paleta S(L(H,))s obsahuje dvojprvkovi mnozinu farieb ¢, ¢

e paleta S(L(H,))s obsahuje dve dvojprvkové mnoziny, pricom kazda obsahuje

niektoru z farieb aby, abs, abs

Z prvého bodu vyplyva, Ze jeden z vrcholov v, w, u podgrafu L(H,;) musi byt zafar-
beny farbou C, pretoze iba vrchol farby C' ma incidentné hrany farby c;, co. Z druhého
bodu vyplyva, Ze zvysné dva koncové vrcholy nemdzu byt zafarbené farbou C, kedze
vrchol farby C' nema incidentné hrany zafarbené ani jednou z farieb aby, aby, abs. Vy-
uzijeme tato spolo¢nu vlastnost farbeni z mnoziny Fly;, a farbeni z mnoziny Fyy,, a

pozrieme sa na X-farbenie zvygnych vrcholov a hran v grafe L(G).

Nakolko je graf T' 12-vrcholovy, nebudeme rozoberat nahradzanie kazdého z jeho
vrcholov na podgraf H,;, ale rozdelime vrcholy do skupin. KedZe je Tietzeho graf sy-
metricky, vrcholy mnoziny V' (7T') mozeme rozdelit do troch skupin podla toho, v akej
vzdialenosti sa nachadzaju od trojuholnika. Lahko vidiet, Ze pre vrcholy v jednej sku-
pine existuje izomorfizmus medzi [ubovolnymi dvomi vrcholmi. Namiesto toho, aby
sme analyzovali nahradenie kazdého vrchola grafu T' grafom H,, staci sa nam preto

pozriet na reprezentanta jednotlivych skupin. Skupiny st zvyraznené na Obr. 3.16.

Postupne sme nahradzovali lubovolného reprezentanta z kazdej skupiny na podgraf
L(H,) a po prejdeni vietkych moznych X-farbeni v hranovom grafe L(7T) novovzni-
kutého grafu 7" sme pri kazdom X-farbeni skonéili na spore. V praci viak nebudeme
rozoberat kazdy mozny pripad X-farbenia, nakolko sa myslienky pri postupnom far-

beni jednotlivych X-farbeni opakuju.
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Obr. 3.16: Mnoziny vrcholov Tietzeho grafu T’
Rozoberieme preto jednu moznost, ako by sme postupovali pri X-farbeni grafu

L(TY), kde graf T* je graf, ktory vznikol z grafu T nahradenim vrchola ¢ na podgraf
Hy. Graf T? je zobrazeny na Obr. 3.17.

A
| |

<}

Obr. 3.17: Graf T, v ktorom je pozicia podgrafu H,; zvyraznena vyplnenym trojuhol-

nikom (zanedbavame ako je zrotovany nahradeny podgraf)

Priklad X-farbenia grafu L(T") je zobrazeny na Obr. 3.18. Z predpokladu vieme, Ze
pre nahradeny podgraf L(H,;) existuje X-farbenie f. V tomto pripade nés nezaujima,
ako presne vyzerd X-farbenie f podgrafu L(H,,), pretoze sa budeme odvolavat len

na vlastnosti farbenia f, ktoré platia z predpokladu a to:
e jeden z vrcholov v, w, u podgrafu L(H,;), musi byt zafarbeny farbou C' a

e zvys$né dva koncové vrcholy nemézu byt zafarbené farbou C'

Nech u je vrchol podgrafu L(H,), ktory je zafarbeny farbou C' a mé incidentné

hrany farby c; a cy. Dalej vieme, Ze vrcholy incidentné s hranami farby ¢; a ¢y musia
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c C

C

Obr. 3.18: Postup X-farbenia grafu L(T"), v ktorom je pozicia podgrafu L(H,) zvy-

raznend vyplnenym trojuholnikom

mat farbu C' a Zze vrchol farby C' musi byt incidentny aj s hranou farby ¢, aj s hranou
farby co. Hrany farieb ¢; a ¢ budt preto v grafe tvorit parnu kruznicu, ktorej vrcholy
budt zafarbené jedine farbou C. V nasom priklade konkrétneho X-farbenia sme sa
rozhodli kruznicu zvolit tak, ako je zobrazené na Obr. 3.18, pricom tato kruznica je

zvyraznend zelenou farbou.

Vidime, Ze dostavame vrchol s (oznac¢eny na Obr. 3.18), ktory je sucastou trojuhol-
nika obsahujiceho dva vrcholy farby C, ¢o vynuti farbu C' aj pre vrchol s. Nakolko je
vrchol s farby ', musi mat jednu incidentnd hranu farby ¢; a jednu incidentnii hranu
farby co. Jediné dve hrany incidentné s vrcholom s, ktoré mozeme takto zafarbit, su

na Obr. 3.18 zvyraznené oranzovou farbou.

Dostéavame dva vrcholy farby C, pricom obom tymto vrcholom zatial chyba inci-
dentna hrana farby ¢; alebo cs. f)alej budeme rozoberat opét jeden konkrétny priklad,
avsak nie je narocné nahliadnut, Ze va¢sina pripadov postupného striedavého farbenia
hran farbami ¢y, ¢y, by skoncila tym, Ze by sme sa dostali ku niektorému z vrcholov
na zelenej kruznici. Pre vSetky vrcholy na zelenej kruznici plati, Ze st incidentné ako
s hranou farby c¢;, tak s hranou farby ¢y a pokial, by sme niektoru z ich d'alSich in-

cidentnych hran zafarbili niektorou z farieb ¢y, co, dospeli by sme ku nekorektnému
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stavu.

Rovnako tak vieme cestou tvorenou striedavo hranami farieb cq, co dojst az ku nie-
ktorému z vrcholov v, w a vynutit im tak farbu C, ¢o je ale spor, nakolko vieme, Ze

oba vrcholy maju z predpokladu farbu réznu od C'.

V konkrétnom priklade, ktory sme si zvolili, sme zafarbili jednotlivé hrany farbami
1, ¢o tak, aby vytvorili dalsiu kruznicu, zvyraznent na Obr. 3.18 ¢ervenou farbou. Vi-
dime, Ze takouto volbou farbenia hran sa vrchol v dostava do trojuholnika s dvomi
vrcholmi farby C, ¢o vynucuje aj jeho farbu C. Z predpokladu pre X-farbenie f pod-

grafu L(H,) je farba vrcholu v ind ako C a teda dostavame spor.

Obdobnym postupom mozeme dojst k sporu, pri kazdom z moznych X-farbeni

pre zvysok grafu.

Zaver analyzy moznosti Ako sme ukézali v ¢asti Désledok X -farbenia f podgrafu
L(Hg) pre {c1,c2} € S(L(Hat))y, pokial by sme podgraf L(H,:) zafarbili Tubovolnym
X-farbenim f, v ktorom plati

e jeden z vrcholov u, v, w je zafarbeny farbou C

e dva z vrcholov u, v, w maju farbu int ako C'

nevedeli by sme korektne zafarbit zvy$né hrany grafu L(G).

Nech mnoZina X (1) obsahuje vietky mozné X-farbenia grafu L(T"), kde T je
graf, ktory vznikne z grafu T nahradenim Iubovolného vrchola grafom H,. Potom
vidime, Ze pre vSetky mozné palety X-farbeni podgrafu L(H,) v grafe L(T") musi
platit:

{({01,02}, {f17f2}7 {flan}) ‘ fl S {abl,abQ,abg,aC, bc};
fQ c {abl,ab27ab3};
h# 12 } ¢ S(L(Hat))x,

(1)
{{ S, Lo b {1y S {er, ea}) | i € {aby, aby, abs};
fo € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac, be};
fi# fas i # 13 }¢ S(L(Hat»YL(Tl)

{<{f17f2}7{f17f3}7{01762}) ‘ fl € {ablvab27a’b3};
fo € {aby, aby, abs, ac, be};
f3 € {aby, aby, abs, ac, be};

h# M h# } §Z S(L(Hat))*

XL(Tl)
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Nakol'ko je mnozina YL(T1) podmnozinou mnoziny vietkych moznych X-farbeni,

spolu s dokédzanou Lemou 5 dostavame vztah:

S(L(Hat))x, 0, © S(or)x

Tym sme ukazali, Ze podgraf L(H,) je mozné zafarbit jedine tak, aby sa vo zvysku
grafu spraval rovnako ako podgraf vy. Cize nahradenim Tubovolného vrchola jeden-

krat podgrafom H,; neziskame v hranovom grafe novovytvoreného grafu Zziadne nové
X-farbenie.

Niekol'konasobné nahradenie vrchola Doteraz sme rozoberali X -farbenia pri pr-
vom nahradeni Iubovolného vrcholu grafu T podgrafom H,,, ¢im vznikol graf 7. Dalej
pomocou matematickej indukcie dokézeme, ze hranovy graf L(T™), kde graf T™ vznikne
z grafu T" po (n—1) iterdciach nahradenia l'ubovolného vniitorného vrchola novonahra-
deného podgrafu Hy,, grafom H,,, taktieZ nie je X-zafarbitelny. Matematickt indukciu
budeme robit vzhladom na pocet vnoreni pri postupnom nahradzovani vrcholov pod-

grafom H,. Ako prvé dokdzeme béazu indukcie.

Baza Ako bazu si zvolime X-farbenie pre graf L(T*), kde T je graf, ktory vznikne
z grafu T nahradenim Tubovolného vrchola podgrafom H,;. Tento pripad sme rozo-
brali v predchadzajicej casti dokazu a vidime, Ze nech zvolime v povodnom grafe T’

Tubovolny vrchol, graf L(T") nebude mat X-farbenie.

Indukény krok Majme graf 71 o ktorého hranovom grafe L(7T" V) z induke-
ného predpokladu vieme, Ze nema X-farbenie. Dalej nech 7™ je graf, ktory vznikne

z grafu 71 nahradenim jedného vrchola podgrafom H,,, pri¢om:
e posledny nahradeny podgraf H,, v grafe T""~Y budeme oznacovat ako H ™~

e v grafe T("~Y nahradime I'ubovolny vnitorny vrchol ¢, kde ¢ € V(H" V) a
Bs,qs € E(H™ V), s ¢ V(H"™ ). Novonahradeny podgraf H,; budeme v no-

vovytvorenom grafe oznacovat ako H™.

Nech v, u, a w, st vrcholy, pre ktoré plati, Ze maju aspon jeden susedny vrchol
mimo podgrafu L(H™) (zna¢enie vrcholov je rovnaké ako na Obr. 3.8 len priddme index

podla grafu, ktorému patria). Zaroven vieme, ze plati {v,,, tn, w, } C V(L(H™V)).

Zvazujeme rovnaké moznosti farbenia podgrafu L(H™), ako sme rozobrali v Leme 5.
Aviak, ako sme uz nahliadli v Désledok X -farbenia f podgrafu L(Hu) pre S(L(Huy)s) C

Tubovolné X-farbenie f z mnoziny farbeni Fy;; U Fy je pre zvysné vrcholy podgrafu
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H’VL

Obr. 3.20: Hranovy graf L(H™ ) s vyznaéenym podgrafom L(H™)

L(H™=Y) svojou paletou S(L(H™)); ekvivalentné s existujicou paletou S(gz)s pod-
grafu ¢qr. Vidime, ze nahradenim vrchola ¢ podgrafom H™ nedostavame pri takychto

X-farbeniach podgrafu L(H™) v podgrafe L(H™~Y) Ziadne nové moznosti X-farbenia.
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Pri farbeni podgrafu L(H™) sa preto zameriame na I'ubovolné X-farbenie f,, z mno-
ziny Fagiw U Fagp. Ako uz vieme z predchadzajicej ¢asti, pre vietky X-farbenia z tejto
mnoziny plati, Zze jeden z vrcholov u,,v,,w, mé farbu C. f)alej nés v dokaze nebude
zaujimat, ako vyzera X-farbenie f, v celom podgrafe L(H"), ale iba jeho vlastnosti
palety. Nie je preto dolezité, ako bude podgraf L(H") v povodnom grafe L(H ") zro-
tovany, nakolko spolo¢na vlastnost vsetkych paliet pre farbenia z mnoziny Fyz, U Fiz,

pretrvava.

Vieme, Ze pre vSetky vrcholy wu,, v,,w, plati u,,v,,w, € V(L(H(”*l))) a zaroven
pre Ziadny z tychto vrcholov neexistuje susedny vrchol s, pre ktory plati s ¢ V(L(H®™1)).
Pokial by sme v X-farbeni f,, podgrafu L(H") zafarbili [ubovolny z vrcholov u,,, v,, w,
farbou C', obdobnym postupom ako pri dokaze Faktu 6, by sme dostali farbu C
pre vietky vrcholy z mnoziny V(L(H™V)), a teda aj pre vietky vrcholy tu,, v,, w,.
Pri postupnom farbeni vrcholov z mnoziny V (L(H ™)) farbou C vieme vyuzit rov-
naké rovnaké body, ako v dokaze Faktu 6, nakolko su vrcholy u,,v,,w, v podgrafe
L(H®™Y) stcastou navzajom pospéajanych trojuholnikov. Farba C' vrcholov w,,, v,, wy

je spor s predpokladom, ze dva z vrcholov u,, v,, w, maja farbu réznu od C'.

Moézeme nahliadnut, Ze nech by sme zvolili Tubovolné X-farbenie f,, € Fiip U Faro &
roztiahli Tubovolny vrchol g s pozadovanymi vlastnostami, vzdy dostéavame spor. Jediné
mozné X-farbenia podgrafu L(H") st X-farbenia z mnoziny Fy; U Fg,, pre ktoré
vieme, ze plati S(L(H™)) gy, 0. C S(q1) %

Vidime, Ze nahradeny podgraf L(H") sa v pre zvysok podgrafu L(H™ 1) javi ako
vrchol. Pokial by mal teda vysledny graf L(T™) X-farbenie, musel by ho mat aj graf

L(T™Y), &o z indukéného predpokladu vieme, Ze neplati.

Zaver dokazu Nech G je graf, ktory vznikne z Tietzeho grafu nahradenim Iubovol-
ného vrchola v grafom H,; a naslednym iterovanim nahradenia l'ubovol ného vnutorného
vrchola posledného nahradeného podgrafu H,; grafom H,;. Ukazali sme, Ze po takejto
konstrukeii grafu G neziskame Ziadne nové moznosti X-farbenia pre graf L(G) a pokial
by graf L(G) obsahoval X-farbenie, musel by ho obsahovat aj povodny L(T). Spolu

s Tvrdenim 3 dostavame spor. [

3.2.1 Hypotéza vSeobecne

Pri dokazovani tvrdenia o X-farbeniach pre hranové grafy kubickych grafov, ktoré
vznikli z Tietzeho grafu, sme odpozorovali isté spravanie X-farbenia na hranovych gra-
foch. Toto sprévanie stviselo so strukttrou hranovych grafov na kubickych grafoch,

rovnako ako so strukttrou grafu X. Konkrétne islo o farbenie vrcholov farbou C, ktora
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sa na trojuholnikoch ukéizala ako velmi obmedzujuca a vynucujtca farbu C' aj na oko-

litych vrcholoch.

Vybrali sme nahodne tri 20-vrcholové snarky, ktoré nemali X-farbenie. Pri kazdom
z tychto grafov sme 5-krat vybrali lubovolny vrchol a nahradili ho grafom H,;, po ¢om
sme nasledne novovytvoreny graf otestovali na X-zafarbitelnost pomocou SAT solvera.
Vo vietkych pripadoch nam vysla odpoved, Ze ani novovytvoreny graf X-farbenie nema.

Toto spravanie sa ndm nepodarilo vSeobecne dokazat, avsak vyslovujeme hypotézu:

Hypotéza 5. Nech S je snark a nech S* je graf, ktory venikne z grafu S nahradenim
lubovolného vrchola grafom Hgy; a ndslednym iterovanim tohoto postupu v novovzniknu-
tom grafe. Potom plati, Ze ak hranovy graf L(S) neobsahuje X -farbenie, tak ani L(S%)

neobsahuje X -farbenie.

3.3 Hranové grafy obsahujice A-farbenie

Tvrdenie 7. Nech G je graf, pre ktory plati, Ze L(G) md g—farbeme. Potom ak G*
je graf, ktory vznikne z grafu G nahradenim [ubovolného poctu vrcholov grafom Hy, a

ndslednym iterovanim tohoto postupu v novovzniknutiych podgrafoch H,; tak plati, Ze aj
L(G®) md A-farbenie.

Dokaz: Namiesto konkrétnych farieb budeme pri farbeni podgrafov vy, a L(H)
vyuzivat premenné, ktoré pomenujeme tak, aby popisovali vlastnosti danych farieb.
Napriklad farbu hrany medzi vrcholmi A a B oznac¢ime ab. Pokial je takychto farieb

viac a su navzajom rozne, pridame k oznaceniu index ab;.

Obr. 3.21: Priklad pomenovania hranovych farieb na grafe A

Nakolko je graf A symetricky a jeho vrchol B, rovnako ako jeho vrchol C, zdiela
s vrcholom A prave dve farby hréan, ich spravanie pri jednotlivych farbeniach bude
totozné a bez ujmy na vSeobecnosti budeme rozoberat len farbenia pre vrcholy farby

B. Pozrieme sa na vSetky mozné A-farbenia podgrafu vy, v grafe L(G):
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e vrcholy jednej farby - Tieto farbenia st ekvivalentné s hranovym 4-reguldrnym
farbenim. Farbenie je zobrazené na Obr. 3.22, pricom za farby na mézeme dosadit

[ubovolné hranové farby pri jednom vrchole grafu A

Obr. 3.22: A-farbenie podgrafu vy, a A-farbenie podgrafu L(H,) s ekvivalentnymi pa-

letami

e dva vrcholy rovnakej farby, jeden spodny vrchol inej farby - V tomto pri-
pade rieSime A-farbenia podgrafu v;, dvomi vrcholovymi farbami. Nech zvolime
dve Tubovolné navzajom rozne farby (okrem B a C, ktoré z charakteru grafu A
farbit trojuholnik nemézu), pre obe tieto farby bude platit, ze zdielaja prave dve
spolo¢né farby hran. Tuto jedint vlastnost pozadujeme pri A-farbeni zobrazenom
na Obr. 3.23. V tomto farbeni teda moézeme nahradit farby A, B Tubovolnou kom-

binaciou dvoch farieb s danou vlastnostou a A-farbenie bude rovnako korektné.

acy A abs

aby A & be

Obr. 3.23: A-farbenie podgrafu vy, a A-farbenie podgrafu L(H,) s ekvivalentnymi pa-

letami
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e dva spodné vrcholy rovnakej farby, vrchny vrchol inej farby - Dovod,
preco mozeme jednotlivé farby vrcholov v danom A-farben nahradit, je rovnaky,
ako sme popisali pri moznosti A\—farbenia, v pripade, Ze bol inou farbou zafarbeny

jeden zo spodnych vrcholov. Farbenie je zobrazené na Obr. 3.24.

Obr. 3.24: A-farbenie podgrafu vy, a A-farbenie podgrafu L(Hg) s ekvivalentnymi pa-

letami

e vrcholy troch réznych farieb, jeden spodny vrchol farby A - Nakolko
je graf A symetricky, vrcholy B a C' mozeme zamienat. Farbenie je zobrazené
na Obr. 3.25.

acy 4 acsy

Obr. 3.25: A-farbenie podgrafu vy, a A-farbenie podgrafu L(Hy) s ekvivalentnymi pa-

letami

e vrcholy troch réznych farieb, vrchny vrchol farby A - Obdobne ako pri
moznosti iv), nakolko je graf A symetricky, vrcholy B a C' mdzeme zamienat.

Farbenie je zobrazené na Obr. 3.26.
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aby acy

Obr. 3.26: A-farbenie podgrafu vy, a A-farbenie podgrafu L(H,) s ekvivalentnymi pa-

letami

Po popisani vSetkych moznych A-farbeni podgrafu vy, spolu s A-farbeniami pod-

grafu L(H,) vidime, Ze plati:

S(vr)z € S(L(Hat)) 3

Nech graf L(G) obsahuje A-farbenie a nech G2 je graf, ktory vznikne z grafu G
nahradenim vrchola v grafom H,;. Potom nech vyberieme Iubovolny vrchol v grafu G,
podgraf vy, v grafe L(G) moéze mat iba niektoré z vyssie uvedenych ﬁ-farbeni, z ¢oho
vidime, Ze aj podgraf L(H,) v grafe L(G*) musi mat korektné A-farbenie.

Vrcholy grafu L(G*), ktoré nepatria do novovzniknutého podgrafu L(H,;), mdzeme
zafarbit rovnako ako v p6vodnom grafe L(G). Bez ohl'adu na A-farbenie tychto vrcholov
v grafe L(G*) je mozné nahradeny podgraf L(H,;) korektne zafarbit A-farbenim tak,

aby sme neporusili korektnost A-farbenia v celom grafe L(G2).

Rovnaki tivahu mézeme aplikovat v pripade konstrukcie grafu G opakovanym
nahradzovanim vrcholov podgrafom H, v uz nahradenych podgrafoch H,;. Rovnako
ako pri prvom nahradeni lubovolného vrchola v, aj pri n-tom nahradeni vrchola v™ bude
platit, Ze povodny podgraf v} mohol mat len niektoré z vyssie popisanych E—farbeni,
bez ohladu nato ¢i plati v € Hy alebo v ¢ Hyy. O

Dosledkom Tvrdenia 7 spolu s A-farbenim na Obr. 3.27 pre graf L(T') je nasledovné

tvrdenie:

Dosledok 8. Nech G je graf, ktory vznikne konstrukciou z Tietzeho grafu nahradenim
lubovolného poctu vrcholov grafom H, a ndslednym iterovanim tohto postupu v novo-

vzniknutych podgrafoch H,. Potom hranovy graf L(G) obsahuje A\—farbeme.
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2
3 1
4 2
4 3
) 1 4
2 1
9 3 2 6
3 1 4 6 3
5 1
1 5
4
p) 2
2 3 1

Obr. 3.27: A-farbenie grafu L(T)

93
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Kapitola 4
Hl'adanie novych H grafov

V tejto kapitole budeme hladat d'alsie mozné H grafy na Styroch a piatich vrcholoch.
Pre pripomenutie zopakujeme definiciu H-farbenia, ako sme s nim pracovali doteraz,

pricom néas opat bude zaujimat H-zafarbitelnost hranovych grafov kubickych grafov.

Definicia 10. Mnozinu incidentnych hran vrchola a v grafe H budeme oznacovat ako
On(a). Potom H-farbenie grafu G je zobrazenie f : E(G) — FE(H) také, ze pre kazdy
vrchol u € G existuje vrchol a € H, pre ktory plati f(0g(u)) = On(a).

Majme graf Hy, ktory je hranovo 4-zafarbitelny, a graf G, ktory ma Hy-farbenie.
Nasledne nie je tazké nahliadnut, Ze aj graf G musi byt hranovo 4-zafarbitelny. Potom
ale pre graf G plati, ze ak je graf H T'ubovolny neprézdny 4-regularny graf, tak graf
G ma aj H-farbenie. Zameriame sa preto najméa na H grafy, ktoré nemaji 4-regularne

hranové farbenie. Konkrétne nas budia zaujimat také H grafy, ktoré:

1. Maju potenciél zafarbit vsetky hranové grafy kubickych grafov na n vrcholoch,
kde n mod 4 = 0, alebo

2. Rozdelia grafy do viacerych mnozin prienikov na zéklade H-zafarbitelnosti.

V nasledujicich podkapitolach rozoberieme jednotlivé H grafy styroch a piatich

vrcholoch.

4.1 H grafy na Styroch vrcholoch

Systematicky sme presli vSetky mozné grafy na Styroch vrcholoch a objavili sme dva,
ktoré spliaji podmienku 4-regularnej hranovej nezafarbitelnosti. Postupne sa im bu-

deme venovat blizsie.

Jednym z grafov, ktoré sme nasli, bol graf X, na Obr. 4.1

25
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A D
Obr. 4.1: Graf X5 s pomenovanymi vrcholmi

Pozorovanie 1. Graf G je X -zafarbitelny prave vtedy, ked je aj X o-zafarbitelny. Far-
benie X grafu G priamo implikuje aj jeho Xo-farbenie, nakolko graf G vieme zafarbit
pomocou vrcholov A, B, C grafu X, ktoré si ekvivalentné s vrcholmi A, B, C' grafu X.
Nahliadneme na opacni implikdciv. Graf X, vieme zafarbit pomocou vrcholov grafu X
(Obr. 4.2), z coho vypljva, Ze pokial je graf G X o-zafarbitelnyj, potom graf G obsahuje
aj farbenie X.

Obr. 4.2: Na lavej strane je graf X, a na pravej graf X

Mnozina grafov obsahujica grafy, ktoré st X,-zafarbitelné je ekvivalentna s mno-
zinou grafov obsahujtcou grafy, ktoré st X-zafarbitelné, a teda X ,-farbenie neprinasa

Ziadne nové delenie grafov podla ich H-zafarbitelnosti.

B C

Obr. 4.3: Graf X's pomenovanymi vrcholmi

Druhym grafom, ktory sme skiimali, bol graf X zobrazeny na Obr. 4.3. Tento graf
zobrazili aj Malnegro a Ozeri vo svojej praci [1] a nie je zafarbitelny ani jednym z H

grafov na troch vrcholoch popisanych v kapitole Vijchodiskd nasej prdce.
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Pozorovanie 2. Pokial pre graf G plati, Ze mad g—farbem’e, potom plati, Ze graf G md aj
X -farbenie. Z Obr. 4.4 vidime, Ze A\-farbem'e je ekvivalentné s X -farbenim bez vyuZitia
vrchola D grafu X .

Obr. 4.4: Na lavej strane je graf A ana pravej graf X

Nech M3 je mnozina, kde Mz = {G | G je g—zafarbitel’ny} a Mz je mnozina, kde
Mz = {G | G je X-zafarbiteIny}. KedZe vieme, Ze plati implikacia

A-zafarbitelnost = X -zafarbitel nost,

zaujimalo nas, ¢i pre tieto mnoziny plati vztah M4 = Mf’ alebo M3z C Mﬁ' Pomocou

programu sme hladali taky graf G, ktory nie je /Al—zafarbitel’ny, ale je X-zafarbitelny.

Odpozorovali sme, 7Ze takéto grafy existuju a konkrétne ide o mostové grafy. Za-
farbitelnost novoobjavenych grafov podla X teda deli mnozinu grafov do viacerych

prienikov na zaklade ich H-zafarbiteInosti.

Pri prehl'adavani X-zafarbitelnosti sme viak nasli aj grafy, ktoré neboli X-zafarbitelné.
Pre graf X teda neplati, ze graf L(G), kde G je Iubovolny kubicky graf na n vrcho-
loch, pricom n mod 4 = 0, je vzdy X-zafarbiteIny. Takymto najdenym grafom X sme

splnili len jeden z pozadovanych bodov.

Zaujimali nas grafy v prienikoch X-zafarbitInosti, A-zafarbitInosti a X -zafarbitInosti.
Na Obr. 4.5 je zobrazeny Vennov diagram, ktory popisuje, ¢i sme pocas prehladavania

nasli taky graf, ktory ma nejaké H-farbenia a zaroven nemé iné H-farbenia.
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Obr. 4.5: Existencia grafov v jednotlivych prienikoch H-zafarbitelnosti

4.2 H grafy na piatich vrcholoch

Rovnako ako pri H grafoch na Styroch vrcholoch, aj pri H grafoch na piatich vrcho-
loch sme systematicky presli vSetky mozné grafy na piatich vrcholoch, ktoré neboli
hranovo 4-zafarbitelné. Navyse sme pre dané H grafy kontrolovali aj g—zafarbitel’nost’,
X-zafarbitelnost a %—zafau"bitel’nost’7 nakolko nas zaujimali H grafy, ktoré mali opat

potencial rozdelit mnozinu grafov do viacerych prienikov podla H-zafarbitelnosti.

Systematickym prehladavanim sme objavili §tyri grafy bez hranového 4-zafarbenia,

ktoré st zobrazené na Obr. 4.6.

588 %

Obr. 4.6: Nové H grafy na piatich vrcholoch

Postupne sa pozrieme na kazdy z tychto grafov. Prvym z objavenych grafov je graf

A\, ktory je zobrazeny na Obr. 4.7.
Pozorovanie 3. Pokial pre graf G plati, Ze md fAl-farbem'e, potom plati aj to, Ze graf G
md A\—farbeme. Z Obr. 4.7 vidime, Ze A\—farbeme je ekvivalentné s A\—farbem’m, v ktorom

sa vrcholy zobrazugi len na vrcholy A, B a C grafu AA
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yZaN

Obr. 4.7: Graf A s pomenovanymi vrcholmi

Pri dokazovani opa¢nej implikécie A-zafarbitelnost = E—zafarbitel’nost’, nevieme
vyuzit postup, ako pri implikacii X,-zafarbitelnost = X-zafarbitelnost, nakolko graf
A\ nie je A\-zafarbitel’ny. Popiseme vsak, preco si myslime, Ze na hranovych grafoch

kubickych grafov plati aj tento smer implikacie.

O grafe L(G), kde G je Tubovolny kubicky graf, vieme, Ze sa sklad4 z pospajanych
trojuholnikov, ktoré pomyselne vznikaju okolo kazdého vrchola v pévodnom grafe G.
Ak sa pozrieme na vrcholy D a E grafu AA, ktorymi sa graf A\ lisi od grafu 121\, vidime, Ze
incidentné hrany vrcholov D a E na prvy pohlad neprinasaju vacsiu ,silu pri farbeni

trojuholnikov. Vyslovujeme tvrdenie:

Tvrdenie 9. Nech G je kubicky graf. Potom plati, Ze graf L(G) je E-zafarbz’tel’ny’ prdve
vtedy, ked je graf L(G) A-zafarbitelny.

Doékaz: Zameriame sa na novopridané vrcholy D a E, ktorymi sa graf A\ 1isi od grafu A
Pre A-farbenie hranového grafu L(G) Tubovolného kubického grafu G vieme dokazat,
ze akonéhle zafarbime nejaky vrchol farbou D alebo E, potom vSetky vrcholy musia
mat farbu D alebo E. KedZe je graf A\ symetricky, pri farbeni vylu¢ne vrcholmi D a E
mozeme hranové farby 5 a 7 lubovolne zamienat bez porusSenia korektnosti farbenia.
Bez ujmy na vSeobecnosti zafarbime [ubovolny vrchol v farbou D. Z toho, dostavame
farbu D alebo E pre tri susedné vrcholy sq,ss a s3 vrchola v, ktoré st incidentné s
hranou farby 8, 9 a 10. Susedny vrchol s4 vrchola v, ktory je incidentny s hranou farby
5, by potencialne mohol mat farbu B. Av8ak, nakol'ko farbime hranovy graf kubického
grafu, vieme, ze vrchol s4 tvori s vrcholom v a niektorym z vrcholov sy, s, s3 trojuhol-
nik, bez ujmy na vseobecnosti nech je to trojuholnik vszs,. Potom ale, ak ma vrchol v
farbu D a vrchol s3 farbu D alebo E, vrchol s, nemé6ze mat farbu B, pretoze by sme
tym porusili korektnost AA—farbenia. MoézZzeme nahliadnut, Ze postupne dostaneme farbu
D alebo E pre vsetky vrcholy grafu L(G).

Nakolko mozeme v A\—farbeni pri farbeni vrcholov jedine farbami D a E farby 5

a 7 hranam Tubovolne zamienat, na takéto hranové farbenie sa modZzeme pozerat ako
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na 4-regularne hranové farbenie farbami 8, 9, 10 a 5(7). Pokial, by mal graf L(G)
A\—farbenie vyuzivajuce pridané vrcholy D, E, vedeli by sme najst A\—farbenie, ktoré
by mapovalo v8etky vrcholy grafu L(G) na jeden vrchol grafu A bez vyuzitia no-
vopridanych vrcholov D a FE, nakolko je aj takéto namapovanie vrcholov izomorfné
s 4-regularnym hranovym farbenim. Novopridané vrcholy D a E pri farbeni hrano-
vych grafov kubickych grafov, teda prinasaji nové moznosti farbeni, avsak vsetky st

izomorfné so 4-regularnym hranovym farbenim. []

Korektnost dokazu nam potvrdilo aj prehladévanie existencie A\—farbenia na vset-
kych hranovych grafoch kubickych grafov na n vrcholoch, kde n mod 2 = 0 a
8 < n < 16. Pri tomto prehladavani sme nenasli ziadny hranovy graf kubického
grafu, ktory by bol AA—zafarbitel’ny, ale nebol E—zafarbitel’ny.

Takéto farbenie teda nedeli H-zafarbitelnost grafov do viacerych prienikov.

Dalsimi z objavenych grafov su grafy 52 a 52, ktoré st zobrazené na Obr. 4.8.
Ani jeden z grafov S2 a S2, neobsahuje podgraf, ktory by bol izomorfny s grafom A\,

s grafom X alebo s grafom Xa navyse st oba tieto grafy bez g—, X- a X-farbenia.

A B A B

Obr. 4.8: Grafy S2, (nalavo), S2 (napravo) s pomenovanymi vrcholmi

Po prehladani vSetkych hranovych grafov kubickych n-vrcholovych grafov, kde n
mod 4 = 0 pre 8 < n < 16, sme nenasli ziadny hranovy graf kubického grafu,
ktory nemal 4-regularne hranové farbenie a mal S2- alebo S2,-farbenie. M6zZeme preto
nahliadnut, Ze existencia niektorého z predchadzajucich H-farbeni v grafe L(G) ne-
implikuje existenciu S2- alebo S2,-farbenia v tom istom grafe. Nahliadneme, preco si
myslime, ze ma graf S2 a S2, zlu struktiru pri farbeni hranovych grafov kubickych

grafov.

Pozorovanie 4. Pozrieme sa na pocet trojuholnikov v grafe S2, na ktoré vieme nama-
povat (a tym aj zafarbit) jednotlivé trojuholniky v lubovolnom hranovom grafe L(G)
kubického grafu G. Vidime, Ze graf S2 obsahuje prave styri trojuholniky, a to na vrcho-
loch A, B,C, D. Bez ujmy na veobecnosti, nakolko je graf S2 symetrickyj, po namapo-
vani vrcholov lubovolného trojuholnika grafu L(G) na trojuholnik na vrcholoch A, B, C
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dostdvame vrchol grafu L(G), ktory je nutne namapovany na vrchol E, kvoli visiacim
hrandm z vrchola farby C. V urcitom momente S2-farbenia bude cast vrcholov nama-
povand jedine na vrchol E, neZ budeme maoct nejaky vrchol grafu L(G) bez poruSenia
korektnosti namapovat na vrchol D a pokracovat v S2-farbeni mapovanim vrcholov na
trojuholniky na vrcholoch A, B,C, D. Napriek tomu, Ze md graf S2 pdt vrcholov a na
prvy pohlad ponika vela mozZnosti farbenia, v skutoénosti je na hranoviych grafoch ku-
bickijch grafov velmi obmedzeny trojuholnikmi. Obdobne plati pre farbenie grafom S2,,
pricom tu je mapovanie na vrchol E obmedzené este viac, nakolko s vrcholom C' zdielaji

1ba jednu farbu hrany.

Grafy S2 ani 52, nedelia na zaklade H-zafarbitelnosti grafy do viacerych prienikov,

a teda nesplnili ani jeden z naSich prvotnych bodov.

Poslednym z objavenych grafov bol graf 2X zobrazeny na Obr. 4.9.

A B

Obr. 4.9: Graf 2X s pomenovanymi vrcholmi

Pozorovanie 5. Graf X je podgrafom grafu 2X z coho vidime, Ze pokial pre graf G

plati, Ze md X -farbenie, potom md graf G nutne aj 2X -farbenie.

Po prehl'adani existencie 2X-farbenia na hranovych grafoch kubickych n-vrcholovych
grafov, kde n mod 2 =0 a 8 < n < 16, sme nenasli ziadne grafy, ktoré by obsahovali

2 X -farbenie a zaroveil neobsahovali X-farbenie.

O grafe 2X sme si mysleli, Ze vyriesi problém, na ktory sme natrafili pri dokazovani
Tvrdenia 5 v kapitole Vijchodiskd nasej prdce o neexistencii X-farbenia. Konkrétne,
ze vyriesi vynucujucu farbu C. Avsak, ako sa ukazalo, nenasli sme ziadny graf, ktory
by neobsahoval X-farbenie a zaroveii obsahoval 2X-farbenie. Na zaklade poéitacovych

vysledkov preto vyslovujeme nasledovnii hypotézu:

Hypotéza 6. Nech G je kubickyj graf. Potom plati, Ze graf L(G) je X-zafarbitelny
prdve vtedy, ked je graf L(G) 2X -zafarbitelny.
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Ani 2X-farbenie teda nedeli mnozinu grafov do viacerych prienikov na zaklade H-

zafarbitel nosti.



Zaver

V prvej Casti prace sme popisali logické formuly urc¢ené pre SAT solver, pomocou kto-
rych sme dokazali v grafe efektivne overit existenciu Tubovolného H-farbenia. Zaroven
sme sa venovali viacerym optimalizéciam, ktorych cielom bolo zjednodusit rozhodovaci

proces pri ohodnocovani premennych pomocou SAT solvera.

f)alej sme sa venovali opisu nekone¢nej mnoziny kubickych grafov, ktorych hranové
grafy nie si X-zafarbitelné. Pre ttto mnozinu sme tito skuto¢nost dokazali a na za-
klade formulovanych tivah sme navrhli hypotézu o vSeobecnejsej nekone¢nej mnozine
kubickych grafov, pri ktorej predpokladame rovnaki vlastnost.

Zaroven sme analyzovali nekoneéni mnozinu kubickych grafov, ktorych hranové
grafy su E—zafarbitel’né, a ukézali sme, Ze z lubovolného kubického grafu G, pre ktory
je graf L(G) A\-farbitel’ny, vieme skonstruovat novy graf G*, ktorého hranovy graf
L(G*) bude takisto A-farbitelny.

Spojenim dokézanych tvrdeni pre A- a X-farbenie sme ukézali, ze existuje neko-
necna trieda kubickych grafov, ktorych hranové grafy sa A-zafarbitelné a zéroven nie

st X -zafarbitelné.

Na zaver sme sa zamerali na dalSie mozné grafy H so Styrmi a piatimi vrcholmi.
Na zéklade pocitacovych experimentov v kombinacii s teoretickymi pozorovaniami sme
formulovali niekol’ko tvrdeni tykajucich sa hranovych grafov kubickych grafov a novych
H-farbeni.
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Priloha A: zdrojovy koéd

Priloha obsahuje zdrojovy koéd, v ktorom sa kéduju jednotlivé formuly popisané v
kapitole Reprezentdcia H-farbenia pomocou SAT formil pre SAT solver. Solver odpo-
veda SAT pokial zadany graf G méa H-farbenie a UNSAT pokial zadany graf G nemé

H-farbenie. Parametre funkcie edgeColoringToCNF st
e graf G zadany ako matica susednosti
e pocet hranovych farieb grafu H
e zoznam zoznamov farieb hran pri jednotlivych vrcholoch grafu H
e pocet vrcholov grafu G

a navratova hodnota je zoznam zoznamov zakoédovanych premennych pre SAT solver.
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