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Abstrakt

V našej práci sme sa sústredili na hranové H-farbenia 4-regulárnych grafov pre H grafy
na troch vrcholoch, ktoré uviedli K. Ozeki a A. A. Malnegro v práci H-colorings for
4-regular graphs [1]. Venovali sme sa konkrétne Â-farbeniam a X-farbeniam hranových
grafov kubických grafov a analyzovali sme grafy, ktoré majú jedno z týchto farbení,
ale nie druhé. Na skúmanie existencie H-farbení v grafoch sme využili SAT-solver a
optimalizované formuly. Ozeki a Malnegro vyslovili hypotézu, že každý hranový graf
kubického bezmostového grafu má zároveň Â- aj X-farbenie [1]. Táto hypotéza bola
vyvrátená v práci A note on X-coloring and Â-coloring 4-regular graphs [10], kde
autor našiel konečnú množinu kontrapríkladov. My sme na základe našich pozorovaní
skonštruovali nekonečnú triedu bezmostových kubických grafov, o ktorej sme dokázali,
že sú taktiež protipríkladmi proti tejto hypotéze. V závere sme sa zamerali na nové
možné H grafy na štyroch a piatich vrcholoch pre 4-regulárne grafy. Preskúmali sme
ich vzájomné vzťahy v kontexte H-farbení a našli sme grafy v jednotlivých prienikoch
týchto farbení.

Kľúčové slová: hranové farbenie, kubický graf, hranový graf
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Abstract

In our paper, we focused on edge H-colorings for graphs H with three vertices, as
introduced by K. Ozeki and A. A. Malnegro in the paper H-colorings for 4-regular
graphs [1]. Specifically, we studied Â-colorings and X-colorings of line graphs of cubic
graphs and analyzed graphs that possess one of these colorings but not the other.
To explore the existence of H-colorings, we employed a SAT solver and optimized
formulas. Ozeki and Malnegro proposed a conjecture stating that every edge graph of
a bridgeless cubic graph has both an Â-coloring and an X-coloring [1]. This conjecture
was later disproved in A note on X-coloring and Â-coloring 4-regular graphs [10], where
the author identified a finite set of counterexamples. Based on our observations, we
constructed an infinite class of bridgeless cubic graphs that also disprove this conjecture.
In the final part of the work, we focused on new possible H-graphs with four and five
vertices for 4-regular graphs. We examined their interrelations in the context of H-
colorings and identified graphs that lie at the intersections of these colorings.

Keywords: edge coloring, cubic graph, linegraph
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Základné pojmy a označenia

G(V, E) graf G je daný konečnou neprázdnou množinou vrcholov
V a množinou hrán E, kde E je množina 2-prvkových
podmnožín množiny V

hrana ab hranu {a, b} budeme skrátene označovať ab

incidentný vrchol vrchol v je incidentný s hranou e, ak v ∈ e

koncový vrchol dva vrcholy, ktoré sú incidentné s hranou e, nazývame
koncové vrcholy hrany e

susedné vrcholy dva koncové vrcholy tej istej hrany, nazývame susedné

susedné hrany dve hrany, ktoré zdieľajú vrchol nazývame susedné

N (v) množina susedných vrcholov vrchola v

d(v) stupeň vrchola, počet hrán incidentných s vrcholom v

regulárny graf graf nazveme regulárny, ak všetky jeho vrcholy majú
rovnaký stupeň. Ak je tento spoločný stupeň k, hovo-
ríme, že graf je k-regulárny

podgraf graf G′(V ′, E ′) je podgrafom grafu G(V,E) ak platí V ′ ⊆
V a E ′ ⊆ E

komponent komponent je maximálny súvislý podgraf grafu G vzhľa-
dom na inklúziu

1



2 Základné pojmy a označenia

sled postupnosť v1e1v2...vn, kde vi je vrchol pre i ∈
{1, 2, ..., n}, ej je hrana pre j ∈ {1, 2, ..., n − 1} a
ek = vkvk+1

ťah ťah je sled, kde sa neopakujú hrany

cesta cesta je ťah, kde sa neopakujú vrcholy

kružnica kružnica je cesta, ktorá začína a končí v rovnakom vr-
chole

vrcholové farbenie vrcholové farbenie grafu G = (V,E) je zobrazenie c :

V → S, prvkom množiny S hovoríme aj farby

f(v) označuje farbu vrchola v z množiny S

hranové farbenie hranové farbenie grafu G = (V,E) je zobrazenie c : E →
P , prvkom množiny P hovoríme aj farby

f(e) označuje farbu hrany e z množiny P

snark je neorientovaný bezmostový kubický graf G, pre ktorý
platí χ(G) = 4



Úvod

Kubické grafy a ich hranové farbenia sú podstatné pre viaceré známe hypotézy v teórii
grafov. S týmto úzko súvisí otázka hranového farbenia hranových grafov kubických
grafov.

V našej práci sa zameriame na množinu hranových H-farbení pre grafy H na
troch vrcholoch, ktoré v práci H-colorings for 4-regular graphs [1] uviedli K. Ozeki
a A. A. Malnegro. Tí v práci vyslovili niekoľko hypotéz a zároveň dokázali tvrdenia,
ktoré ukazujú, že jednotlivé H-farbenia úzko súvisia aj s ďalšími vlastnosťami grafov.
V oblasti H-farbení postupne pribúdajú ďalšie práce a poznatky. Viac sa tejto téme
budeme venovať v kapitole Východiská našej práce.

Zameriame sa hlavne na Â-farbenia a X-farbenia hranových grafov kubických gra-
fov, kde Â a X sú 3-vrcholové 4-regulárne grafy. Zaujíma nás, čo platí pre množinu
grafov, ktoré majú jedno z týchto farbení, ale nemajú to druhé. Je známe [11], že
ak má kubický graf G 3-regulárne hranové farbenie, tak má jeho hranový graf L(G)

4-regulárne hranové farbenie, a teda aj Â-farbenia aj X-farbenie. Z tohto dôvodu bu-
deme skúmať Â-zafarbiteľnosť a X-zafarbiteľnosť hranových grafov kubických grafov
bez hranového 3-regulárneho farbenia. Existenciu H-farbenia v grafe budeme hľadať
pomocou SAT-solvera a našich formúl popísaných v kapitole Reprezentácia H-farbenia
pomocou SAT formúl. Na formuly budeme aplikovať rôzne optimalizácie, ktoré nám
pomôžu zrýchliť výpočty pomocou SAT-solvera. Tieto optimalizácie budú podrobne
rozobrané taktiež v kapitole Reprezentácia H-farbenia pomocou SAT formúl.

Ozeki a Malnegro vyslovili hypotézu o tom, že pre všetky hranové grafy kubických
bezmostových grafov platí, že majú ako Â-, tak aj X-farbenie [1]. Táto hypotéza bola
vyvrátená v práci A note on X-coloring and A-coloring 4-regular graphs [10], nájdením
konečnej množiny kontrapríkladov.

My v našej práci na základe pozorovaní nájdených grafov, ktoré majú Â-farbenie,
ale nemajú X-farbenie, skonštruujeme nekonečnú triedu bezmostových kubických gra-
fov, o ktorej dokážeme, že vyvracia vyššie spomínanú hypotézu Ozekiho a Malnegra
z práce [1]. Všeobecne popíšeme konštrukciu nekonečnej triedy grafov a tvrdenie do-
kážeme pre grafy, ktoré vzniknú popísanou konštrukciou z Tietzeho grafu. Opis pozo-
rovaní, ako aj vyslovené tvrdenia bližšie popíšeme v kapitole Vyslovenie a dokázanie

3



4 Úvod

tvrdení.

V časti Hľadanie nových H grafov sa budeme venovať novým kandidátom na grafy
H so štyrmi a piatimi vrcholmi v kontexte 4-regulárnych grafov. Budeme skúmať vzá-
jomné vzťahy medzi jednotlivými H-farbeniami pre novo identifikované grafy H a zá-
roveň sa pokúsime nájsť grafy, ktoré sa nachádzajú v prienikoch týchto H-farbení.



Kapitola 1

Východiská našej práce

V našej práci sa budeme venovať H-farbeniam hranových grafov kubických grafov. Ako
prvé uvedieme potrebné definície.

Definícia 1. Hranový graf L(G) pre graf G je graf, pre ktorý platí, že množina vrcholov
grafu L(G) je rovná množine hrán grafu G a dva vrcholy grafu L(G) sú susedné práve
vtedy, keď sú susedné aj pôvodné zodpovedajúce hrany v grafe G.

Definícia 2. Nech H je graf s násobnými hranami bez slučiek. Pre vrchol a v grafe
H budeme označovať množinu incidentných hrán ako ∂H(a). H-farbenie grafu G je
zobrazenie f : E(G) → E(H) také, že pre každý vrchol u v grafe G existuje vrchol
a v grafe H a platí f(∂G(u)) = ∂H(a).

O hranovom grafe ľubovoľného kubického grafu vieme, že je 4-regulárny. Je vše-
obecne známe, že mnohé vlastnosti grafu L(G), kde G je ľubovoľný kubický graf, úzko
súvisia s vlastnosťami grafu G. V tejto kapitole popíšeme súhrn aktuálnych poznatkov
v problematike H-farbení ako pre 4-regulárne grafy, tak aj pre kubické grafy.

Môžeme nahliadnuť, že pokiaľ má k-regulárny graf G K1,k-farbenie pre k ≥ 2, po-
tom platí, že pre všetky vrcholy grafu G musí v grafe K1,k existovať nejaký vrchol
stupňa k. Ak pomenujeme jednotlivé hrany grafu K1,k postupne ako 1, 2, . . . k (príkla-
dom je ľavý graf na Obr. 1.2), potom pre všetky hrany e ∈ E(G) platí f(e) ∈ {1, 2, . . . k},
pričom dve susedné hrany nezdieľajú rovnakú farbu. Vidíme teda, že K1,k-farbenie
k-regulárneho grafu nie je nič iné ako k-regulárne hranové farbenie. Zjavne, H-zafarbiteľnosť
regulárneho grafu je len rozšírením regulárneho farbenia hrán.

Existuje mnoho doposiaľ nedokázaných hypotéz pre kubické grafy, avšak nasledu-
júca Hypotéza 1, známa aj ako Petersen coloring conjecture z práce Nowhere-zero flow
problems [9] patrí k tým zaujímavejším, nakoľko by jej platnosť implikovala niekoľko
dalších hypotéz ako sú Cycle Double Cover conjecture, the Berge-Fulkerson conjecture
a the 5-flow conjecture.
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6 KAPITOLA 1. VÝCHODISKÁ NAŠEJ PRÁCE

Hypotéza 1. (Petersen Coloring Conjecture, [9]) Všetky 2-súvislé kubické grafy
majú P -farbenie, kde P označuje Petersonov graf.

Viac sa o P -farbení píše v prácach A remark on the Petersen coloring conjecture of
Jaeger [14] a New approach to Petersen coloring [16]. Okrem P -farbenia, bolo pre ku-
bické grafy skúmané iné H-farbenie a to konkrétne v prácach S12 and P12-colorings of
cubic graphs [6], An equivalent formulation of the Fan–Raspaud Con- jecture and rela-
ted problems [12], A remark on the Petersen coloring conjecture of Jaeger [14] a pokiaľ
rozšírime hľadanú množinu grafov H na hypergrafy, viacero variácií tohto problému
bolo skúmaných v prácach [13], [7], [4], [3], [15].

Mkrtchyan v roku 2012 dokázal, že ak Petersonov graf P obsahuje G-farbenie, kde
G je neprázdny kubický graf, potom musí platiť G = P . Pokiaľ by bola Hypotéza 1
pravdivá, spolu s dokázaným tvrdením Mkrtchyana by to znamenalo, že graf P je jediný
graf, pre ktorý platí, že ľubovoľný bezmostový kubický graf má P -farbenie.

Mazzuoccolo, Tabarelli a Zerafa v práci On the existence of graphs which can colour
every regular graph [5] rozšírili prácu Mkrtchyana a ukázali, že ak odstránime všetky
podmienky na stupne vrcholov grafu H, každý mostový kubický graf G možno úplne
zafarbiť len jediným grafom: subkubický multigraf S4 na štyroch vrcholoch zobrazený
na Obr. 1.1. Niekoľko podobných výsledkov popísali aj pri slabších predpokladoch o
grafe G.

Obr. 1.1: Multigraf S4 z práce [5] (str. 3)

Autori Mazzuoccolo, Tabarelli a Zerafa vo svojej práci dokázali, že pre každé celé
číslo r > 3 neexistuje graf H, ktorý by umožňoval H-farbenie všetkých r-regulárnych
grafov. Rovnako pre každé celé číslo l > 1 neexistuje graf H, ktorý by umožňoval
H-farbenie všetkých jednoduchých grafov, ktoré sú 2l-regulárne. Z týchto výsledkov
vyplýva, že neexistuje graf H, ktorý by umožňoval H-farbenie všetkých 4-regulárnych
grafov.

Na H-zafarbiteľnosť 4-regulárnych grafov sa zamerali Malnegro a Ozeki v práci H-
colorings for 4-regular graphs [1], v ktorej popísali 4 grafy H. Pre každý z popísaných H

grafov nahliadli, že existencia H-farbenia v 4-regulárnom grafe G, môže úzko súvisieť
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s určitými vlastnosťami grafu G. Vo svojej práci uvádzali odpovede na nasledujúce
otázky:

1. Pre aký graf H, má význam skúmať H-zafarbiteľnosť 4-regulárnych grafov?

2. Aké vlastnosti 4-regulárnych grafov súvisia s danými H-farbeniami?

3. Ktoré 4-regulárne grafy obsahujú dané H-farbenia?

1.1 Odpoveď 1: Zmysluplné grafy H pre H-zafarbiteľnosť

Nie je náročné nahliadnuť, že vieme pomerne jednoducho nájsť takú dvojicu grafov H

a H ′, pre ktoré platí, že H-zafarbiteľnsť grafu G implikuje aj jeho H ′-zafarbiteľnosť.
Ak však, pre grafy H a H ′ platí aj opačná implikácia, tieto grafy zafarbia rovnakú
množinu grafov, a teda je zbytočné mať dvoch reprezentantov pre jednu množinu far-
bení. Pre jednotlivé H grafy na Obr. 1.2 vieme nahliadnuť, že zohrávajú rovnakú úlohu
vzhľadom na H-farbenie 4-regulárnych grafov.

Obr. 1.2: Príklady grafov z práce [1] (str. 3)

Zavedieme reláciu popisujúcu tento vzťah pri H grafoch. Relácia ekvivalencie ≃ na
množine potenciálnych grafov H je zadefinovaná tak, aby ak H ≃ H ′ potom platí, že 4-
regulárny graf obsahuje H-farbenie práve vtedy, keď obsahuje aj H ′-farbenie. Existuje
nekonečne veľa ekvivalentných tried pre ≃ a preto je náročne jednoznačne určiť všetky.
Malnegro a Ozeki sa preto v práci [1] zameriavali na ekvivalentné triedy, ktoré obsahujú
malé grafy a popísali grafy reprezentujúce každú z týchto tried.

Pri odpovedi na prvú otázku teda stačí rozmýšľať nad ekvivalentnými triedami
pre reláciu ≃, pričom existuje nekonečne veľa tried ekvivalencií pre reláciu ≃. Malnegro
a Ozeki vo svojej práci vyslovili nasledovné tvrdenie:

Tvrdenie 1. (Theorem 4 [1]) Existujú iba štyri triedy ekvivalencie pre reláciu ≃,
ktoré obsahujú graf s najviac tromi vrcholmi stupňa štyri. Na Obr. 1.3 sú zobrazené
reprezentujúce grafy pre každú z týchto tried.
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Obr. 1.3: Grafy K1,4, 2C3, Â and X z práce [1]. Mená grafov Â a X sú odvodené z ich
tvarov.

Malnegro a Ozeki predpokladali, že existuje práve jedna trieda ekvivalencie vzťahu ≃,
ktorá zahŕňa grafy s viac ako tromi vrcholmi stupňa štyri a líši sa od tried reprezen-
tovaných grafmi zobrazenými na Obr. 1.3. Reprezentantom tejto triedy je graf X̂,
znázornený na Obr. 1.4. Dôkaz tohto predpokladu v práci H-colorings for 4-regular
graphs neuviedli.

Obr. 1.4: Graf X̂ z práce [1] (str. 5)

1.2 Odpoveď 2: H-zafarbiteľnosť a súvisiace vlast-

nosti grafov

Malnegro a Ozeki sa zameriavali iba na reprezentujúce grafy pre každú z tried ekviva-
lencie operácie ≃. Rozoberali K1,4-zafarbiteľnosť, 2C3-zafarbiteľnosť, Â-zafarbiteľnosť
a X-zafarbiteľnosť a ukazovali ich súvislosti s niektorými vlastnosťami 4-regulárnych
grafov. Pripomenieme, že K1,4-zafarbiteľnosť 4-regulárneho grafu nie je nič iné ako jeho
regulárne hranové farbenie. V práci bola dokázaná lema, z ktorej vyplýva, že existencia
K1,4-farbenia v grafe implikuje 2C3-, Â-, a X-farbenie.

Nakoľko sa budeme v našej práci zameriavať hlavne na Â-farbenie a X-farbenie,
popíšeme zistenia práve pre tieto dve farbenia.
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1.2.1 Â-zafarbiteľnosť a X-zafarbiteľnosť

Definícia 3. Faktor grafu G je podgraf, ktorý obsahuje všetky vrcholy grafu G a
k-faktor budeme označovať k-regulárny faktor.

Každý komponent 2-faktoru grafu G je cyklus. Hovoríme, že 2-faktor je párny, ak
každý komponent 2-faktoru je párny cyklus.

Graf G, ktorý je 4-regulárny, má K1,4-farbenie (alebo aj 4-regulárne hranové far-
benie) práve vtedy, keď má párny rozklad na cykly veľkosti dva. V takomto párnom
rozklade na cykly je zjednotenie cyklov každej z farieb párny 2-faktor. Vidíme, že
4-regulárny graf G má K1,4-farbenie práve vtedy, keď obsahuje edge-disjoint even 2-
factors [2]. Malnegro a Ozeki sa preto zamýšľali, či daný 4-regulárny graf bez 4-regulárneho
hranového farbenia má párny 2-faktor alebo nie.

Tvrdenie 2. (Theorem 12 [1]) Ak má 4-regulárny graf G Â-farbenie alebo X-farbenie,
potom má graf G aj párny 2-faktor.

Tvrdenie 2 bolo v práci [1] dokázané. Rovnako boli dokázané tvrdenia, že opačná
implikácia neplatí ani pre jedno z farbení. A teda, ak má graf G párny 2-faktor, nemusí
mať Â-farbenie alebo X-farbenie. Kontrapríklad pre obe opačné implikácie je zobrazený
na Obr. 1.5

Obr. 1.5: Graf s párnym 2-faktorom bez Â-farbenia a X-farbenia z práce [1]

1.2.2 Vlastnosti 4-regulárnych grafov

Na Obr. 1.6 sú zobrazené vzťahy medzi jednotlivými triedami zafarbiteľnosti. Vo vše-
obecnosti však neplatí žiadna z opačných implikácií ku zobrazeným jednostranným
implikáciám:



10 KAPITOLA 1. VÝCHODISKÁ NAŠEJ PRÁCE

Obr. 1.6: Vzájomné vzťahy medzi triedami grafov z práce [1]

• Existujú 4-regulárne grafy bez 4-regulárneho hranového zafarbenia s Â-farbením.
Príkladom sú niektoré snarky, ktoré majú Â-farbenie. V práci [8] Jaeger ukázal,
že hranové grafy všetkých snarkov nie sú zafarbiteľné štyrmi farbami, a teda
prienik grafov z oboch množín je množinou kontrapríkladov.

• Graf na Obr. 1.7 je 4-regulárny graf bez 4-regulárneho hranového zafarbenia,
ktorý ale má X-farbenie

• Nepravdivosť opačnej implikácie z Tvrdenia 2 hovorí o tom, že existujú 4-regulárne
grafy, ktoré majú párny 2-faktor, ale nemajú ani Â-farbenie ani X-farbenie

• Nech G je kubický graf s 3-regulárnym hranovým farbením a nepárnym počtom
hrán. Potom hranový graf L(G) obsahuje 2C3-farbenie. Nakoľko je však L(G)

nepárny, neobsahuje párny 2-faktor, a teda ani Â-farbenie alebo X-farbenie

Obr. 1.7: Graf bez 4-regulárneho hranového zafarbenia s X-farbením [1]
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1.3 Odpoveď 3: Postačujúce podmienky pre Â a X-

zafarbiteľnosť

Hranový graf kubického grafu

Hranový graf L(G) pre graf G je graf, pre ktorý platí, že množina vrcholov grafu L(G)

je rovná množine hrán grafu G a dva vrcholy grafu L(G) sú susedné práve, vtedy,
keď sú susedné aj pôvodné zodpovedajúce hrany v grafe G. Hranový graf ľubovoľného
kubického grafu je 4-regulárny.

V práci H-colorings for 4-regular graphs [1] boli vyslovené dve hypotézy o Â- a
X-farbeniach pre hranové grafy kubických grafov. Prvá hypotéza znie:

Hypotéza 2. (Conjecture 16 [1]) Ak G je bezmostový kubický graf bez násobných
hrán s párnym počtom hrán, potom hranový graf L(G) grafu G má Â-farbenie.

Hypotézu 2 v práci [1] dokázali pre tri triedy grafov - Goldberg snarky, Flower
snarky a pre Zamfirescu snarky. Ďalšia vyslovená hypotéza v práci [1] pre X-farbenie
znie obdobne:

Hypotéza 3. (Conjecture 21 [1]) Ak G je bezmostový kubický graf bez násobných
hrán s párnym počtom hrán, potom hranový graf L(G) grafu G má X-farbenie.

Túto hypotézu však vyvrátil J. Jooken v práci A note on X-coloring and A-coloring
4-regular graphs [10], kde popísaným algoritmom našiel konečnú množinu hranových
grafov kubických bezmostových grafov, ktoré neboli X-zafarbiteľné. Príkladom také-
hoto grafu je hranový graf Tietzeho graf zobrazený na Obr. 1.8.

Obr. 1.8: Tietzeho graf T naľavo, hranový graf L(T ) napravo [10]

My sa v našej práci zameriame práve na hľadane Â- a X-farbení na hranových
grafoch kubických grafov, pričom budeme pracovať s množinou kubických grafov, ktorá
nemá hranové 3-regulárne farbenie. G. Mazzuoccolo v práci [11] dokázal, že pokiaľ je
kubický graf G hranovo 3-zafarbiteľný, potom je graf L(G) hranovo 4-zafarbiteľný.
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Vyššie sme však už nahliadli, že 4-regulárne hranové farbenie grafu priamo implikuje
existenciu ľubovoľného H-farbenia, kde H je neprázdny graf s aspoň jedným vrcholom
stupňa 4. Takýmto výberom kubických grafov sa dostaneme ku množine grafov, ktorá
bude obsahovať jedine mostové grafy a snarky (z definícii v časti Základné pojmy a
označenia).



Kapitola 2

Reprezentácia H-farbenia pomocou
SAT formúl

V tejto kapitole popíšeme hľadanie hranových H-farbení na 4-regulárnych grafoch.
Konkrétne nás budú zaujímať hranové grafy kubických grafov z množiny M , kde M

je množina obsahujúca všetky kubické grafy na n vrcholoch, pre n mod 4 = 0, bez
3-regulárneho hranového farbenia. Z množiny M sme vynechali množinu kubických
grafov na n vrcholoch, kde n mod 4 = 2, pričom dôvod výberu grafov do množiny M

je bližšie vysvetlený v kapitole Pozorovania na nájdených Â- a X- farbeniach. Ak má
graf G ∈ M n vrcholov, potom jeho hranový graf L(G) má nL = 3

2
n vrcholov a počet

jeho hrán je mL = 4
2
nL. Aj keď sa rozhodneme skúmať hranový graf L(G) kubického

grafu G s menším počtom vrcholov, výsledný graf L(G) bude stále relatívne rozsiahly,
na prehľadávanie preberaním všetkých možností.

Celková zložitosť hľadania korektného hranového farbenia siedmimi farbami na grafe
L(G), ktorý dané farbenie neobsahuje, by bola pri prehľadávaní všetkých možností
O((mL)

7). Čas prehľadávania by sme vedeli skrátiť rôznymi orezávaniami prehľadá-
vaných vetiev na základe vlastností, ktoré má dané hľadané hranové farbenie. Vidíme
však, že pri kubickom grafe s už 10 vrcholmi dostávame po dosadení mL = 10∗ 3

2
∗ 4
2
= 30

do očakávanej zložitosti O((mL)
7) najhorší prípad prehľadávania O(307).

Pri hľadaní existencie jednotlivých H-farbení v grafoch sme sa preto rozhodli využiť
SAT solver, aby sme neboli pri ďalšej práci obmedzení na grafy s malým počtom vrcho-
lov. SAT solvery riešia NP-úplný problém SAT v takmer expresnom čase. Využijeme
teda transformáciu problému zafarbovania hrán grafov na problém SAT. Rýchlosť vy-
hodnocovania programu v SAT môže závisieť aj od zvolených formúl a spôsobu, akým
problém naformulujeme.

13
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2.1 Zostavenie formúl pre SAT

Skôr než začneme rozoberať jednotlivé predikáty a formuly, zavedieme si pojmy, ktoré
nám ďalej uľahčia vyjadrovanie. Množinu, obsahujúcu všetky možné farby hrán, bu-
deme označovať ako F . Množinou farieb vrchola v budeme označovať množinu obsahu-
júcu farby všetkých hrán incidentných s vrcholom v, pre ktorú zavedieme značenie Fv.

Zadefinujeme tri predikáty:

1. FH(v1, v2, f) (farba hrany), kde atribúty v1 a v2 sú incidentné vrcholy hrany a
atribút f je farba hrany. Pracujeme na grafoch bez násobných hrán, a teda inci-
dentné vrcholy hrany jednoznačne určujú, o ktorú hranu ide. Nakoľko pracujeme
s neorientovanými grafmi a predikát FH(u, v, f) je ekvivalentný s predikátom
FH(v, u, f), zavedieme konvenciu zapisovania vrcholov do predikátu v lexikogra-
fickom poradí.

2. VMHF(v, f) (vrchol má hranu farby), kde atribút v je vrchol a atribút f je
farba hrany, pre ktorú je vrchol v koncový

3. FV(v, f) (farba vrchola), kde atribút v je vrchol a atribút f predstavuje farbu
vrchola. To ako zadefinujeme farbu vrchola popíšeme bližšie v časti Priradenie
množín farieb vrcholom

Pomocou vyššie definovaných predikátov potrebujeme zostaviť formuly, ktoré vy-
jadria vzťahy medzi farbami priradenými jednotlivým hranám tak, aby boli splnené
podmienky korektného hranové farbenia.

2.1.1 Hranové farbenie z definície

Požadujeme, aby každá hrana mala priradenú práve jednu farbu a rovnako požadujeme,
aby bolo farbenie regulárne, čo popíšeme bližšie v časti Regulárnosť hranového farbenia.
Ako prvé sa zameriame na korektnosť hranového farbenia podľa definície:

Definícia 4. Hranové k-farbenie grafu G = (V,E) je zobrazenie c : E → {1, 2, . . . , k}

Tvrdenie, že každá hrana má práve jednu farbu, je ekvivalentné s konjunkciou dvoch
tvrdení:

1. Hrana má aspoň jednu farbu

2. Hrana má najviac jednu farbu
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Prvý bod vieme zapísať pomocou disjunkcie pre všetky vivj ∈ E pre všetky fi ∈ F :

FH(vi, vj, f1) ∨ FH(vi, vj, f2) ∨ · · · ∨ FH(vi, vj, fn)

Druhý bod vieme zapísať pomocou implikácie ak hrana vivj obsahuje farbu fi, po-
tom nemôže obsahovať farbu fk. Túto implikáciu napíšeme pre všetky hrany vivj ∈ E

a ku konkrétnej hrane pre všetky fi ∈ F, fk ∈ F, fk ̸= fi, pričom pri rovnakých ľa-
vých stranách v implikáciách môžeme spojiť ich pravé strany pomocou konjunkcie.
Nasledovné formuly sú príklad pre hranu v1v2:

FH(v1, v2, f1) =⇒ ¬FH(v1, v2, f2) ∧ ¬FH(v1, v2, f3) ∧ · · · ∧ ¬FH(v1, v2, fn)

FH(v1, v2, f2) =⇒ ¬FH(v1, v2, f1) ∧ ¬FH(v1, v2, f3) ∧ · · · ∧ ¬FH(v1, v2, fn)

...

FH(v1, v2, fn) =⇒ ¬FH(v1, v2, f1) ∧ ¬FH(v1, v2, f2) ∧ · · · ∧ ¬FH(v1, v2, fn−1)

2.1.2 Regulárnosť hranového farbenia

Od nájdeného hranového farbenia vyžadujeme regulárnosť, ktorú môžeme vyjadriť po-
mocou implikácií a predikátu FH. Pomocou implikácie vyjadrujeme, že ak má hrana
v1v2 priradenú farbu f , potom žiadna iná hrana incidentná s vrcholom v1 alebo v2

nesmie mať rovnakú farbu. Takto sformulované implikácie vytvoríme pre každú hranu
vivj ∈ E a každú farbu fi ∈ F . Nasledovné formuly sú príkladom pre hranu vivj

na Obr. 2.1 a farbu f1.

FH(v1, v2, f1) =⇒ ¬FH(v1, v3, f1) ∧ ¬FH(v1, v4, f1) ∧ ¬FH(v1, v5, f1) ∧

¬FH(v2, v6, f1) ∧ ¬FH(v2, v7, f1) ∧ ¬FH(v2, v8, f1)

v4

v5

v3

v1 v2

v6

v7

v8

Obr. 2.1: Príklad grafu pre formuly
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2.1.3 Priradenie množín farieb vrcholom

Pri pravdivostnom ohodnocovaní jednotlivých predikátov je potrebné zabezpečiť kon-
zistenciu predikátov FH (farba hrany) a VMHF (vrchol má hranu farby), nakoľko
predikát VMHF budeme využívať pri nutných podmienkach pre farbenie jednotlivých
vrcholov.

Pokiaľ by sme podmienky zabezpečujúce konzistenciu týchto dvoch predikátov
do logickej formuly nepridali, SAT solver by mohol ohodnotiť predikát FH(v1, v2, f)

pravdivo a predikát VMHF(v1, f) nepravdivo. Nakoľko je vrchol v1 koncový vrchol
hrany v1v2 zafarbenej farbou f , nemôže platiť tvrdenie, že vrchol v1 nemá incidentnú
hranu farby f . Je zjavné, že bez pridania doplňujúcich formúl, by sme dostali nekon-
zistentný stav hranového farbenia.

Ohodnotenie formuly VMHF(v1, f) pravdivo zároveň s ohodnotením formuly FH(v1, v2, f)

nepravdivo, je narozdiel od predchádzajúcej situácie jeden z korektných stavov. Vrchol
v1 môže byť totižto incidentný s hranou e farby f , pre ktorú platí e ̸= v1v2.

Chceme preto vynútiť, aby bol predikát VMHF(v, f) ohodnotený kladne, len v prí-
pade, že vrchol v je incidentný s aspoň jednou hranou, ktorá je zafarbená farbou f .
Toto vynútime nasledovnou ekvivalenciou:

VMHF(v1, f) ⇐⇒ FH(v1, v2, f) ∨ FH(v1, v3, f) ∨

FH(v1, v4, f) ∨ FH(v1, v5, f)

Obr. 2.2: Zafarbené H grafy z práce [1]

Budeme hľadať H-farbenia pre grafy H na Obr. 2.2. Z obrázka je zrejmé, že pre ľu-
bovoľný vrchol v ľubovoľného z grafov H platí, že existuje jedinečná množina farieb
vrchola Fv, vzhľadom na daný graf H. Pri hľadaní ľubovoľného H-farbenia na grafe G,
budeme pri každom z vrcholov w množiny V (G) požadovať, aby jeho množina farieb
vrchola bola totožná s množinou farieb vrchola niektorého z vrcholov grafu H. Inak
povedané, požadujeme, aby platil vzťah:

∀w ∈ V (G), ∃v ∈ V (H), Fw = Fv
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Jednotlivé množiny farieb vrchola v grafe H teda vieme považovať za jednoznačné farby
pre vrcholy grafu G, pričom pre každý z grafov H existujú tri takéto farby.

Predikát FV(v, Fk) bude držať informáciu o tom, ktorá farba Fk sa z troch možných
vrcholových farieb grafu H, nachádza pri danom vrchole v. V tomto prípade chceme
logicky zjednotiť ohodnotenie predikátov VMHF (vrchol má hranu farby) s predikátom
FV (farba vrchola). Farby vrcholov, ako sme si ich vyššie zaviedli, predstavujú množiny
a ohodnotenie predikátu FV (v, Fk) má byť pravdivé práve vtedy, keď platí Fv ⊇ Fk.
Pre každý z vrcholov množiny V (G), pre každú vrcholovú farbu Fk grafu H a pre každú
hranovú farbu ki z množiny Fk zapíšeme nasledovné ekvivalencie.

FV(v, Fk) ⇐⇒ VMHF(v, k1)

FV(v, Fk) ⇐⇒ VMHF(v, k2)

FV(v, Fk) ⇐⇒ VMHF(v, k3)

FV(v, Fk) ⇐⇒ VMHF(v, k4)

Pri rovnakých ľavých stranách v implikáciách môžeme spojiť ich pravé strany pomo-
cou konjunkcie. Nižšie je napísaný príklad formúl pre vrchol v a Â-farbenie z Obr. 2.2.

FV(v, Fa) ⇐⇒ VMHF(v, 1) ∧ VMHF(v, 2) ∧ VMHF(v, 5) ∧ VMHF(v, 6)

FV(v, Fb) ⇐⇒ VMHF(v, 1) ∧ VMHF(v, 2) ∧ VMHF(v, 3) ∧ VMHF(v, 4)

FV(v, Fc) ⇐⇒ VMHF(v, 3) ∧ VMHF(v, 4) ∧ VMHF(v, 6) ∧ VMHF(v, 7)

Poznámka 1. Môžeme nahliadnuť, že sme v danej formule nezabezpečili, aby vrchol
v nemohol byť incidentný s hranami inej farby, ako obsahuje jeho vrcholová farba
Fk. Toto nám však garantujú predchádzajúce podmienky na farbenie hrany jednou
farbou. Uvedieme dôkaz sporom, že takáto situácia nemôže nastať. Majme príklad,
kde je predikát FV(v, Fk) ohodnotený pravdivo, a teda Fv obsahuje všetky farby z
množiny Fk. Nech je vrchol v incidentný s hranou farby f , kde f /∈ Fk. Pre Fv potom
platí, že Fv = Fk ∪ {f}. Pre ľubovoľný vrchol k ľubovoľného z grafov H (na Obr. 2.2)
platí, že množina farieb vrchola Fk je štvorprvková a je to množina bez opakovania. Z
toho vidíme, že platí nasledovné:

| Fv | = | Fk ∪ {f} | = 4 + 1 = 5

Keďže pracujeme na 4-regulárnych grafoch a vrchol v má štyri hrany, z Dirichletovho
princípu vyplýva, že minimálne jedna hrana musí mať aspoň dve farby. Toto je však
v rozpore s predchádzajúcou formulou, ktorá zabezpečovala, že každá hrana bude mať
práve jednu farbu. Takýto prípad teda nemôže nastať.
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Obdobne ako pri farbení hrán, aj pri jednotlivých vrcholoch chceme zabezpečiť,
aby bola každému vrcholu priradená práve jedna vrcholová farba. Využijeme zloženie
dvoch tvrdení:

1. Vrchol v musí mať priradenú aspoň jednu farbu Fk

2. Vrchol v musí mať priradenú najviac jednu farbu Fk

Priradenie aspoň jednej vrcholovej farby Fk vrcholu v vieme zapísať pomocou jednodu-
chej konjunkcie predikátov FV pre vrchol v a všetky množiny farby vrchola Fi, i ∈ V (H).

Príklad formuly pre aspoň jednu priradenú farbu vrcholu v a Â-farbenie z Obr. 2.2:

FV(v, Fa) ∨ FV(v, Fb) ∨ FV(v, Fc)

Vieme jednoducho nahliadnuť, že pre ľubovoľné dva vrcholy k1, k2 ∈ V (H) platí, že
ak k1 ̸= k2 potom Fk1 ̸= Fk2. Z Poznámky 1 preto vidíme, že na 4-regulárnych grafoch,
s ktorými pracujeme, pri farbení vrchola v nemôžu byť naraz platné dva predikáty
FV(v, Fk1) a FV(v, Fk2), kde Fk1 ̸= Fk2. Formula o najviac jednej priradenej množine
vrcholu teda nie je nutná a vyplýva z predošlých formúl.

2.2 Optimalizácie

SAT solvery pracujú pri ohodnocovaní jednotlivých predikátov s heuristikou. Niekedy
im vieme dodatočnými pravidlami a väčším ohraničením pomôcť, niekedy im tým len
pridávame pravidlá, ktoré musia zohľadniť a ich celkový čas riešenia to len spomalí.
Súčasťou našej práce a hľadania jednotlivých H-farbení boli aj optimalizácie formúl,
nakoľko sme chceli dosiahnuť najväčšiu možnú efektivitu.

Odstraňovanie existujúcich formúl Na začiatku sme zavádzali podmienky vynu-
cujúce korektnú regulárnosť hranového farbenia. Formuly zabezpečili, že bez ohľadu na
charakter hranového farbenia, ktoré hľadáme, výsledné nájdené farbenie bude spĺňať
regulárnosť. V Poznámke 1 sme doplnili predpoklad, že pracujeme na 4-regulárnych
grafoch. V skutočnosti náš program nebudeme spúšťať na grafoch, pre ktoré platí
∆(G) > 4 a podmienka vynucujúca regulárnosť je síce všeobecnejšia, ale pre naše hľa-
dané farbenia redundantná. Formuly, ktoré ju zabezpečujú, teda vieme odstrániť bez
zmeny výsledného nájdeného farbenia. Zlepšenie času vidíme v Tabuľke 2.1 v stĺpci
bez regulárnosti.

Kódovanie SAT solver ohodnocuje všetky premenné bez ohľadu na to, ktoré sú
vo formulách použité, a ktoré nie. Pokiaľ zakódujeme nejaký predikát na číslo 5 a
iný na číslo 8, pričom premenné 6 a 7 nekódujú žiadny platný predikát, SAT solver
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ohodnotí nie len 5 a 8, ale aj 6 a 7. Keďže sme s ohodnotenými premennými potrebovali
ďalej pracovať, predikáty sme kódovali tak, aby ich nebolo nutné dekódovať pomocou
uložených namapovaných hodnôt, ale aby bolo možné pôvodný predikát získať priamo
pomocou algebraického výpočtu. Využívali sme súradnicovú sústavu s ohľadom na
počet vrcholov kódovaného grafu. Týmto spôsobom však vznikalo veľa „prázdnych“
premenných, ktoré nereprezentovali žiadny platný predikát.

Jednou z optimalizácií bolo pridať formuly, ktoré SAT solveru priamo povedali, že
všetky prázdne premenné majú byť ohodnotené nepravdivo. Táto optimalizácia však
bola viac než neúspešná a v prípade, že očakávaná odpoveď bola UNSAT, to SAT solver
značne spomalilo. Toto zhoršenie času vidíme v Tabuľke 2.1 v stĺpci s premennými na
false.

Ďalšou z optimalizácií bolo priamo odstrániť predikát, ktorý vytváral veľké medzery
medzi premennými. Ako sme už písali vyššie, naše premenné sme nekódovali sekvenčne,
ale na základe dopredu určeného výpočtu. Využívali sme súradnicovú sústavu s ohľa-
dom na počet vrcholov kódovaného grafu. Pri kódovaní sme posunuli predikát FV do
vyššieho rádu, aby sa jeho možné zakódované číselné hodnoty nekrížili s možnými zakó-
dovanými číselnými hodnotami predikátu FH a predikátu VMHF. Takýto prístup, ale
vytváral veľa prázdnych premenných a v nasledujúcej formule vidíme, že pravdivostná
hodnota konjunkcie predikátov VMHF je ekvivalentná s ohodnotením predikátu FV.

FV(v, a) ⇐⇒ VMHF(v, 1) ∧ VMHF(v, 2) ∧ VMHF(v, 5) ∧ VMHF(v, 6)

Z toho vidíme, že všetky výskyty predikátov FV vieme nahradiť príslušnou kon-
junkciou, bez zmeny logického významu formuly. Týmto krokom odstránime všetky
premenné, ktoré vznikajú kódovaním predikátu VMHF. Rovnako, sa tak ale zbavíme
aj všetkých prázdnych premenných, ktoré vznikajú ako výplň medzi dvomi množinami
pre nás významných validných premenných.

Takýmto nahradením pre pôvodnú formulu

FV(v, a) ∨ FV(v, b) ∨ FV(v, c)

dostávame novú formulu

(VMHF(v, 1) ∧ VMHF(v, 2) ∧ VMHF(v, 5) ∧ VMHF(v, 6)) ∨

(VMHF(v, 1) ∧ VMHF(v, 2) ∧ VMHF(v, 3) ∧ VMHF(v, 4)) ∨

(VMHF(v, 3) ∧ VMHF(v, 4) ∧ VMHF(v, 6) ∧ VMHF(v, 7))

Prepísaná formula je v DNF, avšak SAT solvery berú formuly v CNF. Výslednú
formulu by sme museli najskôr upraviť roznásobením, čím dostávame v našom prípade
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konjunkciu s až 64 klauzulami na jednu pôvodnú konjunkciu s tromi klauzulami. Touto
úpravou sme získali formuly s menším počtom premenných, avšak za cenu zložitej-
šieho zápisu. Takýto kompromis nemusí byť z pohľadu výkonnosti SAT solvera vždy
optimálny.

Čas behu programu to skrátilo, avšak nie o toľko ako odstránenie regulárnosti. Časy
vidíme v Tabuľke 2.1 v stĺpci bez predikátu VF.

bez optimalizácií bez regulárnosti s premennými na false bez predikátu VF

186 035 112 173 73 768 712 154 070

218 133 127 272 68 191 601 135 565

164 853 103 675 68 142 520 154 657

Tabuľka 2.1: Tabuľka časov pre jednotlivé optimalizácie pri hľadaní X-farbenia, na-
koľko hľadanie X-farbenia vychádzalo priemerovo pomalšie ako priemerné časy pri
hľadaní Â-farbenia. Časy sú udávané v milisekundách a vstupy boli hranové grafy pre
tri 30-vrcholové kubické snarky, ktoré neobsahovali farbenie X



Kapitola 3

Vyslovenie a dokázanie tvrdení

V našej diplomovej práci sa budeme venovať H-farbeniam hranových grafov kubických
grafov.

Definícia 5. Hranový graf grafu G, ktorý budeme ďalej označovať ako L(G), je graf,
pre ktorý platí:

• každý vrchol v ∈ V (L(G)) zodpovedá hrane e ∈ E(G) a

• dva vrcholy v grafe L(G) sú susedné práve vtedy, keď sú ich zodpovedajúce hrany
v grafe G susedné

Vlastnosti grafu L(G), kde G je kubický graf, je možné predpovedať na základe
vlastností grafu G a naopak.

V predchádzajúcej kapitole Východiská našej práce sú na Obr. 1.6 zobrazené jed-
notlivé závislosti medzi H-farbeniami. Čitateľ jednoducho nahliadne, že pre ľubovoľný
neprázdny graf H implikuje K1,4-farbenie existenciu H-farbenia. Totižto, pokiaľ má
graf G regulárne hranové 4-zafarbenie, dá sa zafarbiť hranami okolo ľubovoľného vr-
chola grafu H. Nás však najviac zaujímali grafy, ktoré nie sú H-zafarbiteľné ľubovoľ-
ným z H-grafov.

Kubické grafy bez 3-regulárneho hranového farbenia sa nazývajú snarky a táto
množina kubických grafov je vo všeobecnosti veľmi zaujímavá pre mnohé tvrdenia a
hypotézy. Pre väčšinu tvrdení totižto platí, že pokiaľ sa tvrdenie dokáže pre snarky,
potom tvrdenie platí pre ľubovoľný kubický graf. My sme v našej definícii snarku
v časti Základné pojmy a označenia doplnili aj podmienku na bezmostovosť, pretože
sme chceli jednoznačne oddeliť množinu hranovo 4-zafarbiteľných grafov s mostom od
množiny hranovo 4-zafarbiteľných grafov, ktoré sú aspoň 2-súvislé.

V práci Perfect one-factorisations in line-graphs and planar graphs bolo pre ľubo-
voľný kubický graf G dokázané, že pokiaľ je kubický graf G hranovo 3-zafarbiteľný,

21
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jeho hranový graf L(G) je hranovo 4-zafarbiteľný [11]. Zamerali sme sa preto na hľa-
danie Â-farbení a X-farbení pre grafy L(G), kde G je snark alebo mostový hranovo
4-zafarbiteľný. Konkrétne nás zaujímali množiny grafov, ktoré obsahujú Â-farbenie a
neobsahujú X-farbenie, alebo naopak.

3.1 Pozorovania na nájdených Â- a X- farbeniach

Nech M je množina obsahujúca všetky kubické hranovo 3-nezafarbiteľné grafy na n vr-
choloch, pre n mod 4 = 0 pre 8 ≤ n ≤ 20. Pre hranový graf ľubovoľného n-vrcholového
kubického grafu G, kde n mod 4 = 2, bolo v práci [1] dokázané, že graf L(G) nemá ani
Â- ani X-farbenie. Preto sme z množiny M vynechali množinu kubických grafov na n

vrcholoch, kde n mod 4 = 2. S použitím programu SAT solver a SAT formulí popísa-
ných v kapitole Reprezentácia H-farbenia pomocou SAT formúl sme hľadali Â-farbenia
a X-farbenia na hranových grafoch pre grafy z množiny M .

Program, ktorý hľadal Â- a X-farbenia našiel množiny grafov MX a MÂ, kde

MX = {G | G ∈ M ; L(G) má X-farbenie; L(G) nemá X-farbenie}

MÂ = {G | G ∈ M ; L(G) má Â-farbenie; L(G) nemá Â-farbenie}
(3.1)

Vieme, že pre množiny MÂ a MX platí vzťah MÂ ⊂ M a MX ⊂ M , z čoho vidíme,
že množina M bude obsahovať jediné kubické grafy, ktoré majú most alebo sú snark
(z definície v kapitole Základné pojmy a označenia).

Po preskúmaní grafov patriacich do nájdenej množiny MX sme zistili, že všetky
tieto grafy majú most. Pri našom prehľadávaní sme teda nenašli žiadny bezmostový
graf, ktorý by mal X-farbenie a nemal Â-farbenie. Príklad takýchto grafov z množiny
MX sú na Obr. 3.1.

Množina MÂ na rozdiel od grafov množiny MX obsahovala nielen mostové kubické
grafy, ale aj bezmostové. Pre hranové grafy bezmostových kubických grafov bola v
práci [1] vyslovená hypotéza:

Hypotéza 4. (Conjecture 21 [1]) Ak je kubický graf G s párnym počtom hrán 2-
súvislý, potom má jeho hranový graf L(G) X-farbenie.

Táto hypotéza bola vyvrátená v práci A note on X-coloring and Â-coloring 4-
regular graphs, nájdením konečnej množiny kontrapríkladov [10]. My sme však na náj-
dených grafoch z množiny MÂ odpozorovali množinu grafov, ktorá vznikla podobnou
konštrukciou, a na základe tohto pozorovania skonštruujeme nekonečnú triedu bez-
mostových kubických grafov, o ktorej dokážeme, že grafy z tejto množiny vyvracajú
Hypotézu 4.
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Obr. 3.1: Kubické grafy, ktorých hranový graf ma X-farbenie a nemá Â-farbenie

Medzi 12-vrcholovými kubickými grafmi existuje práve jeden graf G, ktorého hra-
nový graf L(G) obsahuje Â-farbenie a neobsahuje X-farbenie. Graf G je Tietzeho graf,
ďalej budeme označovať T , známy aj ako Petersenov graf s roztiahnutým trojuholníkom
(zobrazený na Obr. 3.2).

Obr. 3.2: Tietzeho graf

Na šestnástich vrcholoch sme našli viacero grafov, ktorých hranové grafy obsahovali
Â-farbenie a neobsahovali X-farbenie a v tejto množine kubických grafov sme odpozo-
rovali niekoľko grafov s rovnakou štruktúrou. Ide o konštrukciu z grafu T roztiahnutím
ľubovoľného vrcholu v na podgraf Hat, kde podgraf Hat vznikne roztiahnutím vrchola
v dvakrát na trojuholník. Konštrukcia je zobrazená na Obr. 3.3 a hranový graf L(Hat)

podgrafu Hat je zobrazený na Obr. 3.4.
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Obr. 3.3: Konštrukcia podgrafu Hat (výsledný Hat zvýraznený modrou farbou)

Obr. 3.4: Prerušovanými čiarami vidíme zobrazený pôvodný podgraf Hat grafu G. Pod-
graf L(Hat) grafu L(G) je vyznačený modrou farbou.

Pred formuláciou hypotéz a tvrdení v podkapitole Hranové grafy obsahujúce Â-
farbenie a podkapitole Hranové grafy bez X-farbenia, zavedieme niekoľko nových zna-
čení:

Definícia 6. Nech v je vrchol grafu G. Potom značenie vL bude predstavovať troju-
holník v grafe L(G), ktorý vznikne spojením vrcholov zodpovedajúcich incidentným
hranám s vrcholom v v grafe G. Príklad je na Obr. 3.5.
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Obr. 3.5: Hrany vyznačené prerušovane sú pôvodné hrany grafu G. Podgraf vL grafu
L(G) je vyznačený modrou farbou.

Definícia 7. Nech L(G) je graf, ktorý obsahuje podgraf L(Hat) zobrazený na Obr. 3.6
napravo. Majme hranové farbenie f . Ďalej nech Hv je množina ku vrcholu v pre far-
benie f , obsahujúca farby všetkých hrán incidentných s vrcholom v, pre ktoré platí
vv′ ∈ E(L(G)), v′ /∈ V (L(Hat)) a nech sú množiny Hw, Hu pre vrcholy w, u zadefinované
rovnako ako množina Hv. Potom značenie S(L(Hat))f bude predstavovať usporiadanú
trojicu (Hu, Hv, Hw) pre farbenie f . Značenie S(L(Hat))f budeme ďalej označovať slo-
vom paleta. Jednotlivé množiny budú usporiadané podľa pozície vrcholov (u, v, w), viď
Obr. 3.6 (horný vrchol, ľavý dolný vrchol, pravý dolný vrchol). Obdobne zadefinujeme
paletu S(vL)f pre podgraf vL zobrazený na Obr. 3.6 naľavo.

Obr. 3.6: Grafy vL a L(Hat)

Definícia 8. Nech L(G) je graf, ktorý obsahuje podgraf L(Hat) zobrazený na Obr. 3.6
napravo a nech F je množina hranových farbení. Potom značenie S(L(Hat))F predsta-
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vuje množinu paliet také, že platí S(L(Hat))F = { S(L(Hat))f | f ∈ F }. Obdobne
zadefinujeme množinu paliet S(vL)F pre podgraf vL.

Z definície H-farbenia platí, že pre graf G, ktorý má H-farbenie musí existovať
zobrazenie f : E(G) → E(H) také, že pre každý vrchol u v G existuje vrchol c v H

a platí f(∂G(u)) = ∂H(c). Pre jednoduchosť budeme pre toto zobrazenie ďalej hovoriť,
že vrchol u má farbu c. Pre lepšiu čitateľnosť budeme jednotlivé vrcholy grafov H

označovať veľkými písmenami.

Ďalej budeme v celej kapitole pre grafy Â a X používať označenie vrcholov ako je
zobrazene na Obr. 3.7

Obr. 3.7: Grafy Â a X so značením vrcholov, na ktoré sa budeme ďalej odvolávať

3.2 Hranové grafy bez X-farbenia

Vychádzajúc z počítačom nájdených farbení pomocou SAT solvera, spolu s prácou A
note on X-coloring and Â-coloring 4-regular graphs [10], vieme, že platí nasledovné
tvrdenie:

Tvrdenie 3. Nech T je Tietzeho graf. Potom hranový graf L(T ) nemá X-farbenie.

Následujúce tvrdenie vyslovujeme na základe pozorovania, ako štruktúra grafov
popísaných v časti Pozorovania na nájdených Â- a X- farbeniach ovplyvňuje existen-
ciu X-farbenia na daných grafoch, spolu s ďalšími úvahami na grafoch s podobnou
štruktúrou. Než vyslovíme tvrdenie zavedieme nový pojem:

Definícia 9. Vnútorný vrchol v podgrafe Hat budeme nazývať vrchol q, pre ktorý platí
q ∈ V (Hat) a zároveň ∄s, qs ∈ E(Hat), s /∈ V (Hat).

Ukážeme, že existuje nekonečná množina kubických grafov, ktorých hranové grafy
neobsahujú X-farbenie:
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Tvrdenie 4. Nech G je graf, ktorý vznikne z Tietzeho grafu nahradením ľubovoľného
vrchola grafom Hat a následným iterovaním postupu nahradzovania ľubovoľného vnú-
torného vrchola v novovzniknutom podgrafe Hat na graf Hat. Potom hranový graf L(G)

nemá X-farbenie.

Dôkaz: V celom dôkaze sa budeme odvolávať na značenie vrcholov podgrafu L(Hat),
ako sú zobrazené na Obr. 3.8.

Obr. 3.8: Podgraf L(Hat) s pomenovanými vrcholmi v, w, u, na ktoré sa budeme ďalej
v texte odvolávať

Rovnako budeme namiesto konkrétnych farieb pri X-farbení využívať premenné,
ktoré pomenujeme tak, aby popisovali vlastnosti daných farieb. Napríklad farbu hrany
medzi vrcholmi A a B označíme ab. Pokiaľ je takýchto farieb viac a sú navzájom rôzne,
pridáme ku označeniu index abi. Príklad označenia hrán je zobrazený na Obr. 3.9.

Obr. 3.9: Príklad pomenovania hranových farieb na grafe X

V nasledujúcej leme preskúmame všetky možné X-farbenia podgrafu L(Hat). Za-
meriame sa najmä na palety farieb, ktoré môže mať nový (nahradený) podgraf L(Hat),
ktoré ale nemohol mať pôvodný podgraf vL.
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Lema 5. Nech graf X je zadefinovaný ako na Obr. 3.7 a nech S(L(Hat))X predstavuje
množinu paliet pre množinu všetkých možných X-farbení podgrafu L(Hat). Rovnako
nech S(vL)X predstavuje množinu paliet pre množinu všetkých možných X-farbení pod-
grafu L(vL). Potom platí:

S(L(Hat))X ⊆ S(vL)X ∪

{({c1, c2}, {f1, f2}, {f1, f2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}, f2 ∈ {ab1, ab2, ab3}, f1 ̸= f2} ∪

{({f1, f2}, {c1, c2}, {f1, f3}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3} ∪

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}f1 ̸= f2, f1 ̸= f3}

Dôkaz: Ako ďalej nahliadneme, farbenie vrchola farbou C má najväčší vplyv na far-
benie susedných vrcholov. Hlavne v prípade, pokiaľ sú vrcholy súčasťou niekoľkých
trojuholníkov, ako je to v podgrafe L(Hat). Dokážeme pomocný Fakt 6.

Fakt 6. Nech N je podmnožina vrcholov grafu L(G) a platí

N = {v,∀u : uv ∈ E(L(G)) ⇒ u ∈ V (L(Hat))}.

Inak povedané, nech N je množina vnútorných vrcholov podgrafu L(Hat) v grafe L(G).
Potom, ak má jeden z vrcholov množiny N farbu C, tak majú farbu C aj všetky vrcholy
množiny V (L(Hat)).

Dôkaz: Ukážeme prípad len pre jeden vrchol, ostatné sú obdobné. Ako prvé nahliad-
neme, aké závislosti vyplývajú pre farby jednotlivých vrcholov. Vieme, že vrchol farby
C má s vrcholom farby A práve jednu spoločnú farbu, a obdobné plat pre vrchol farby
B. Z toho vidíme:

1. vrchol farby C má aspoň dvoch susedov farby C

2. vrchol susedný s dvomi vrcholmi farby C musí mať farbu C

3. pokiaľ máme v trojuholníku dva vrcholy zafarbené farbou C, tretí má vynútenú
farbu C

4. ak máme kružnicu K nepárnej dĺžky obsahujúcu jedine vrcholy farby C, musia
existovať aspoň dva susedné vrcholy kružnice K, ktoré majú farbu C a nezdieľajú
susedný vrchol na kružnici
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Dôkaz bodov 1. - 4.: Body 1. a 2. vychádzajú zo štruktúry grafu X. Vidíme, že bod 3.
je dôsledkom bodu 2. Nahliadneme, že platí aj bod 4. Vrchol farby C má dve incidentné
hrany farieb c1, c2, ktoré sú incidentné jedine s vrcholmi farby C. Pokiaľ by sme mali
kružnicu K nepárnej dĺžky, pri nepárnom počte hrán kružnice K nevieme striedavo
farbiť hrany farbami c1, c2. Musí teda existovať hrana op, op ∈ K, ktorá má farbu inú ako
c1 alebo c2. Potom ale pre vrcholy o, p ∈ K platí, že nakoľko sú z predpokladu zafarbené
farbou C, oba musia mať incidentnú hranu farby c1 a incidentnú hranu farby c2. Vieme,
že platí f(op) /∈ {c1, c2}, z čoho vidíme pre vrchol o, že jedna z jeho incidentných hrán
farby c1 alebo c2 nemôže ležať na kružnici. A teda musí existovať vrchol q taký, že
qo ∈ E(L(G)), q /∈ K a platí f(qo) ∈ {c1, c2}. Nakoľko sú hrany zafarbené farbami
c1, c2 incidentné jedine s vrcholmi farby C, dostávame, že platí aj f(q) = C. Obdobná
úvaha sa dá spraviť aj pre vrchol p. Týmto sme ukázali, že bod 4. platí.

Majme vrchol s, pre ktorý platí s ∈ N a vzhľadom na náš graf na Obr. 3.8 nech
s = s4. Popíšeme postup farbenia jednotlivých vrcholov podgrafu L(Hat) na základe
predpokladu, že vrchol s zafarbíme farbou C. Na základe bodu 1. musí mať vrchol s4
aspoň dvoch susedov farby C. Rozoberieme všetky možné kombinácie:

Nech sú to vrcholy s1 a w. Dostávame trojuholník, ktorého vrcholy sú zafarbené
farbou C a mohlo by sa javiť, že takýmto farbením sme splnili všetky prvé tri vyme-
nované body. Nakoľko máme kružnicu dĺžky tri, obsahujúcu jediné vrcholy farby C,
na základe bodu 4. platí, že pre tento trojuholník musia existovať aspoň dva susedné
vrcholy farby C. Zároveň z bodu 4. vieme, že tieto dva vrcholy nemôžu na kružnici
susediť len s vrcholom w. Z toho vidíme, že aspoň jeden z vrcholov s1 a s4 musí susediť
s ďalším vrcholom farby C, ktorý leží v podgrafe L(Hat).

Nech je to pre vrchol s1 vrchol v. Potom z bodu 3. vyplýva, že aj vrchol s2 musí
mať farbu C. Pokiaľ by sme sa rozhodli namiesto vrchola v pre vrchol s2, opäť cez bod
3. a zafarbený vrchol s1 dostaneme farbu C pre vrchol v a ďalší postup farbenia je
totožný.

Ďalej dostávame farbu C pre vrchol s3 na základe bodu 2. a zafarbených vrcholov s2

a s4. Opäť vďaka bodu 2. z vrcholov s2 a s3 vyplýva farba C pre vrchol s5 a z vrcholov s3

a s4 vyplýva farba C pre vrchol s6. Vrcholy s5, s6 spolu s vrcholom u tvoria trojuholník,
čím sme získali farbenie farbou C aj pre posledný vrchol z množiny V (L(Hat)).

Nech sú to vrcholy s1 a s3. Vďaka bodu 3. a farbe vrcholov s1, s4 získavame farbu
C pre vrchol w, a vďaka bodu 3. a farbe vrcholov s3, s4 získavame farbu C pre vrchol
s6. Dostávame farbu C pre vrchol s5 z vrcholov s3, s6 a bodu 3. a na základe farby
vrcholov s5 a s6 dostávame farbu C pre vrchol u. Vrchol s2 je súčasťou trojuholníka
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s už zafarbenými vrcholmi s3, s5, a vďaka jeho farbe C spolu s vrcholom s1 dostávame
farbu C aj pre posledný vrchol v.

Nech sú to vrcholy s3 a s6. Takýmto farbením vrcholov dostaneme nepárnu kruž-
nicu dĺžky tri a vedeli by sme využiť aj bod 4. Vrcholy s3, s6 sú však súčasťou troju-
holníka s vrcholom s5. Využijeme preto bod 3., nakoľko z neho dostaneme jednoznačne
farbu pre vrchol s5, bez potreby nášho výberu vrchola na rozdiel od použitia bodu 4.
Vrchol u je v trojuholníku s už zafarbenými vrcholmi s5, s6, a teda využijeme bod 3.
Rovnako platí pre vrchol s2 a trojuholník s2s3s5. V tomto momente vrchol s1 susedí
s dvoma vrcholmi farby C, konkrétne vrcholmi s1, s4, a využijeme preto bod 2. Zo-
stali nám dva trojuholníky s1s2v a s1s4w, čím vďaka bodu 3. dostávame farbu C aj
pre vrcholy v a w.

Nech sú to vrcholy s6 a w. Vďaka farbeniu vrcholov s6 a w farbou C dostávame
dva trojuholníky obsahujúce dva vrcholy farby C, a to trojuholník s3s4s6 a trojuholník
s1s4w, vďaka ktorým spolu s bodom 3. dostávame farbu C aj pre vrcholy s1 a s3.
Vrchol s2 teraz susedí s dvomi vrcholmi farby C, konkrétne vrcholmi s1 a s3, a spolu
s bodom 2. vynútime aj jeho farbu C. Dostávame, že vrchol v je súčasťou trojuholníka
s1s2v s dvomi vrcholmi farby C, čiže sa odvoláme na bod 3. a rovnaké platí pre vrchol
s5 a trojuholník s2s3s5. Posledným nezafarbeným vrcholom je vrchol u, ktorý ale susedí
s už zafarbenými vrcholmi s5, s6, a tým sme na základe bodu 2. zafarbili aj posledný
vrchol podgrafu.

Nech sú to vrcholy s3 a w. Vrchol s1 je susedný s obomi vrcholmi s3, w farby C a
vďaka bodu 2. dostávame aj jeho farbu C. Teraz je vrchol s2 taktiež susedný s dvomi
vrcholmi farby C, konkrétne vrcholmi s1, s3, a opäť vďaka bodu 2. dostávame aj jeho
farbu C. Vidíme, že vrchol v sa stal súčasťou trojuholníka s dvomi zafarbenými vr-
cholmi a na základe bodu 3. farbíme aj vrchol v farbou C. Nakoľko máme v tomto
momente zafarbené vrcholy s2, s3, s4 farbou C, dostávame dva trojuholníky s2s3s5 a
s3s4s6, pričom v oboch platí, že obsahujú iba jeden nezafarbený vrchol. Pre trojuholník
s2s3s5 je to vrchol s5, pre ktorý vďaka bodu 3. dostávame farbu C a obdobne pre tro-
juholník s3s4s6 a vrchol s6. Posledným nezafarbeným vrcholom je vrchol u, ktorý je
susedný ako s vrcholom s5, tak s vrcholom s6, a na základe bodu 2. farbíme aj posledný
vrchol.

Nech sú to vrcholy s1 a s6. Vrchol w je súčasťou trojuholníka s dvomi vrcholmi
farby C, z čoho vďaka bodu 3. dostávame jeho farbu C. Rovnaké platí pre vrchol s3 a
vrcholy s4, s6, čím dostávame farbu C aj pre vrchol s3. Súčasťou trojuholníka s dvomi
zafarbenými vrcholmi je aj vrchol s5, ktorý zafarbíme farbou C na základe bodu 3. a
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vďaka jeho farbe C a bodu 3. dostávame farbu C aj pre vrchol u. Vidíme, že rovnako
máme v grafe trojuholník s2s3s5 s doposiaľ nezafarbeným vrcholom s2, ktorý môžeme,
opierajúc sa o bod 3., zafarbiť farbou C, a jeho zafarbením získava vrchol v dva susedné
vrcholy farby C, čím na základe bodu 2. zafarbíme aj posledný vrchol.

Obdobne môžeme odvodiť farbenie jednotlivých vrcholov, nech by sme začali ľubo-
voľným vrcholom z množiny N . ■

Na dokázaný Fakt 6 sa budeme ďalej odvolávať pri analyzovaní konkrétnych X-farbení
podgrafu L(Hat). Rozoberieme jednotlivé X-farbenia podgrafu L(Hat) vzhľadom na far-
benie vrcholov u, v a w farbou C. Nakoľko je podgraf L(Hat) symetrický, dostávame 6
možností farbenia týchto troch vrcholov:

i) vrcholy v, w, u sú zafarbené farbou C

ii) farbou C sú zafarbené vrcholy v a w a vrchol u je farby A alebo B

iii) farbou C sú zafarbené vrcholy u a w (symetricky vrchol v) a vrchol v(w) je farby
A alebo B

iv) farbou C je zafarbený vrchol u a vrcholy v, w majú farby A alebo B (nepožadu-
jeme, aby sa farby vrcholov v, w rovnali)

v) farbou C je zafarbený vrchol w (symetricky vrchol v) a vrcholy v(w), u majú farby
A alebo B (nepožadujeme, aby sa farby vrcholov v(w), u rovnali)

vi) ani jeden z vrcholov v, w, u nie je zafarbený farbou C

Nahliadneme, čo znamenajú jednotlivé možnosti pre farbenie celého podgrafu L(Hat).
Množinu všetkých možných paliet pre jednotlivé možnosti budeme označovať MI , kde
I ∈ {i, ii, iii, iv, v, vi}.

Možnosť i) Vidíme, že vrchol s1 je susedný s dvomi vrcholmi v a w, obomi farby C,
čo vynucuje aj jeho farbu C. Rovnako môžeme nahliadnuť, že vrchol s1 spĺňa definíciu
pre množinu N z už dokázaného Faktu 6, a teda platí s1 ∈ N . Nakoľko je vrchol s1
z množiny N zafarbený farbou C, odvoláme sa na dokázané Fakt 6, čím dostávame
farbenie pre všetky vrcholy podgrafu L(Hat) farbou C.

Namapovanie všetkých vrcholov podgrafu L(Hat) na vrchol C implikuje, že hrany
sú zafarbené 4-regulárnym hranovým farbením. Všetky možné 4-regulárne hranové
farbenia sú zobrazené na Obr. 3.14 (porozdeľované do množín farbení).

Môžeme nahliadnuť, že pre jednotlivé množiny 4-regulárnych hranových farbení
FHi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} podgrafu L(Hat) z Obr. 3.14 existujú množiny 4-regulárnych
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hranových farbení Fvi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} podgrafu vL zobrazené na Obr. 3.15, pre ktoré
platí vzájomný vzťah S(L(Hat))FHi

= S(vL)Fvi
pre i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Množinu obsahujúcu všetky možné 4-regulárne hranové farbenia podgrafu L(Hat)

budeme označovať FMi a zadefinujeme ju ako zjednotenie množín farbení:

FMi = FH1 ∪ FH2 ∪ FH3 ∪ FH4 ∪ FH5 ∪ FH6

Množinu obsahujúcu všetky možné 4-regulárne hranové farbenia podgrafu vL bu-
deme označovať F ′

Mi a zadefinujeme ju ako zjednotenie množín farbení:

F ′
Mi = Fv1 ∪ Fv2 ∪ Fv3 ∪ Fv4 ∪ Fv5 ∪ Fv6

Už vieme, že pre každú dvojicu množín farbení FHi, Fvi pre i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} platí
vzťah S(L(Hat))FHi

= S(vL)Fvi
. Potom, ale pre množiny paliet pre množiny farbení

FMi a F ′
Mi platí

S(L(Hat))FMi
= S(vL)F ′

Mi
.

Pre všetky možné X-farbenia podgrafu L(Hat), ktoré spadajú do možnosti i), ozna-
čujeme množinu paliet ako Mi. Zároveň vieme, že množina X-farbení F ′

Mi podgrafu
vL, je určite podmnožinou všetkých možných X-farbení podgrafu vL. Po dosadení do-
stávame:

Mi = S(L(Hat))FMi
= S(vL)F ′

Mi
⊆ S(vL)X

Mi ⊆ S(vL)X .

Možnosť ii) Môžeme urobiť rovnakú úvahu cez vrchol s1 ako v odseku Možnosť i).
Na základe už dokázaného Faktu 6 dostávame farbu C aj pre vrchol u, čo je v spore
s predpokladom, že farbu C majú iba vrcholy v a w. Vidíme, že takéto X-farbenie
podgrafu L(Hat) neexistuje a pre túto množinu paliet podgrafu L(Hat) platí:

Mii = ∅

Možnosť iii) Pri farbení vrcholov si, i ∈ {1, . . . , 6} budeme zvažovať len farby A a
B. Pokiaľ by sme ich farbili farbou C, opäť sa môžeme odvolať na už dokázaný Fakt 6
a dojsť k sporu s predpokladom o farbe vrchola v.

Ukážeme jediné možné X-farbenia podgrafu L(Hat) spĺňajúce predpoklad pre mož-
nosť iii) o farbe vrcholov u, v, w. Vrcholy u a w majú z predpokladu farbu C. Môžeme
nahliadnuť, že pre vrchol u platí, že jeho hrany incidentné s vnútornými vrcholmi s5 a
s6 musia mať farbu ac alebo bc. V opačnom prípade by vrcholy s5, s6 mali vynútenú
farbu C, čím by sme na základe dokázaného Faktu 6 dostali spor s farbením vrcholu
v z predpokladu. Obdobné platí pre hrany s1w, s4w. Bez ujmy na všeobecnosti nech
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Obr. 3.10: Príklad farbenia spadajúceho do možnosti iii)

pre hrany vrchola u platí f(us5) = ac a f(us6) = bc a nech pre hrany vrchola w platí
f(s1w) = ac a f(s4w) = bc. Farbenie hrán je zobrazené na Obr. 3.10.

Ako sme už nahliadli, všetky vnútorné vrcholy chceme farbiť jedine farbami A alebo
B, a preto hrana s1s4 môže mať jedine ľubovoľnú z farieb ab1, ab2, ab3. Bez ujmy na vše-
obecnosti, nech je to v našom prípade ab2. V tomto momente X-farbenia chýbajú vrcho-
lom s1 a s2 rovnaké farby hrán a vidíme, že musí platiť {f(s1v), f(s1s2)} = {f(s3s4), f(s4s6)}.

Bez ujmy na všeobecnosti nech je hrana s1v farby ab3 a nech je hrana s1s2 farby ab1.
Vidíme, že vrcholu s3 zatiaľ chýba incidentná hrana farby ac (alebo bc). Nahliadneme,
že jediná hrana vrchola s3, ktorá môže mať túto farbu, je hrana s2s3. Ďalšie možnosti
hrán incidentných s vrcholom s3, ktoré zatiaľ nemajú farbu, sú hrany s3s4, s3s5 a s3s6.
Hrana s3s4 však môže mať iba niektorú z farieb ab1, ab3. Pre vrcholy s5, s6 platí, že
jeden z nich má incidentnú hranu farby ac a druhý má incidentnú hranu farby bc.
Pokiaľ by sme farbou ac zafarbili hranu s3s5, porušíme regulárnosť X-farbenia. Pokiaľ
by sme farbou ac zafarbili hranu s3s6, vnútorný vrchol s6 má hrany farieb ac aj bc,
čo mu vynúti farbu C, a na základe Faktu 6 dôjdeme k sporu s farbením vrchola v.
Vidíme, že hrany s3s5 a s3s6 musia mať farbu rôznu od ac a farbou ac musíme zafarbiť
hranu s2s3.

Vyššie sme nahliadli, že platí vzťah {f(s1v), f(s1s2)} = {f(s3s4), f(s4s6)} a bez ujmy
na všeobecnosti sme povedali, nech platí f(s1v) = ab3, f(s1s2) = ab1. Podľa toho, ako
zvolíme farby pre hrany s3s4, s4s6, čo už vieme, že musia byť farby ab1 a ab3, bude
vrcholu s6 chýbať incidentná hrana farby ab1 alebo hrana farby ab3. Nech má teda
hrana s4s6 farbu ab3 a hrana s3s4 farbu ab1. Ak by sme zvolili farby f(s4s6) = ab1 a
f(s3s4) = ab3, postupovať môžeme obdobne s vymenenými farbami ab1 a ab3.

Vrcholu s6 chýba incidentná hrana farby ab1 a jeho nezafarbené hrany ostávajú
jedine s3s6 a s5s6. Vrchol s3 je už avšak incidentný s hranou s3s4 farby ab1, z čoho
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dostávame farbu ab1 pre hranu s5s6.

Dostávame farbu ab2 pre hranu s3s6, nakoľko je hrana s3s6 posledná nezafarbená
hrana incidentná s vrcholom s6. Tým dostávame poslednú nezafarbenú hranu s3s5

pre vrchol s3 a táto hrana musí mať farbu ab3. Opäť dostaneme poslednú nezafarbenú
hranu vrchola s5, hranu s2s5, a tá musí mať farbu ab2.

V tomto momente dostávame spor, nakoľko posledná nezafarbená hrana vs2 pre vr-
chol s2 musí mať farbu ab3, avšak vrchol v už má incidentnú hranu farby ab3, čím je
porušená podmienka regulárnosti farbenia.

Nahliadli sme, že X-farbenie, ktoré by spĺňalo predpoklad pre možnosť iii) o farbe
vrcholov u, v, w neexistuje a pre túto množinu X-farbení platí:

Miii = ∅

Možnosť iv) Pri farbení vrcholov si, i ∈ {1, . . . 6} budeme, rovnako ako v odseku
Možnosť iii), zvažovať len farby A a B. V opačnom prípade sa môžeme odvolať na Fakt 6
a všetky vrcholy podgrafu L(Hat) zafarbiť jedine farbou C, čím opäť dôjdeme k sporu
s predpokladom farieb vrcholov v a w.

Obr. 3.11: Príklad farbenia spadajúceho do možnosti iv)

Nahliadneme, že pre ľubovoľné X-farbenie f z možnosti iv) platí, že paleta S(L(Hat))f

obsahuje:

• na prvom mieste v usporiadanej trojici dvojprvkovú množinu, obsahujúcu farby
c1 a c2

• na druhom a treťom mieste dve dvojprvkové množiny, ktoré sa rovnajú
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Keďže je vrchol u z predpokladu X-farbenia farby C, hrany s5u a s6u musia mať
farby ac, bc. V opačnom prípade by sme farbou c1 alebo c2 vynútili farbu C jednému
z vnútorných vrcholov s5, s6 a na základe Faktu 6 by sme došli k sporu s farbením
vrcholov v a w. Bez ujmy na všeobecnosti nech má hrana s5u farbu bc a nech má hrana
s6u farbu ac.

Hranu s5s6 môžeme zafarbiť ľubovoľnou z farieb ab1, ab2, ab3 a bez ujmy na vše-
obecnosti nech je to farba ab1. Vidíme, že vrcholom s5 a s6 chýbajú rovnaké farby ich
incidentných hrán, konkrétne farby ab2 a ab3. V tomto momente X-farbenia má vrchol
s5 stále nezafarbené hrany s2s5, s3s5 a vrchol s6 má stále nezafarbené hrany s4s6, s3s6.

Keďže hrany s3s5 a s3s6 zdieľajú rovnaký incidentný vrchol s3, z regulárnosti X-
farbenia musí v tomto prípade pre farby hrán platiť f(s3s5) ̸= f(s3s6), z čoho dostá-
vame vzťah f(s2s5) = f(s3s6) a f(s3s5) = f(s4s6). Bez ujmy na všeobecnosti nech
platí f(s2s5) = f(s3s6) = ab3 a ďalej nech platí f(s3s5) = f(s4s6) = ab2.

Vrchol s3 je incidentný s dvomi nezafarbenými hranami s2s3, s3s4 a chýbajú mu
farby ac(bc) a ab1. V tomto prípade nemáme pre farby hrán ac(bc) a ab1 žiadne
obmedzenia vyplývajúce z už zafarbených hrán, a preto môžeme ľubovoľnú z hrán
s2s3, s3s4 zafarbiť farbou ab1 a druhú farbou ac(bc). Bez ujmy na všeobecnosti, nech
platí f(s2s3) = ac, z čoho vyplýva, že platí aj f(s3s4) = ab1.

Môžeme nahliadnuť, že v tomto bode X-farbenia vrcholy s2 a s4 nezdieľajú ani
jednu farbu incidentných hrán. Všetky možné X-farbenia podgrafu na vrcholoch s1,
s2, s4, v, w v podgrafe L(Hat), vychádzajúce z už zafarbených hrán podgrafu L(Hat),
ukážeme pomocou 4-regulárneho hranového farbenia, zobrazeného na Obr. 3.12.

Obr. 3.12: Podgraf na vrcholoch s1, s2, s4, v, w v podgrafe L(Hat)

Opäť sa môžeme na dané 4-regulárne hranové sfarbenie pozerať ako na X-farbenie,
kde tri farby predstavujú farby ab1, ab2, ab3 a štvrtá farba predstavuje farbu ac(bc).

Z popísania všetkých možných X-farbení pre možnosť iv) dostávame vzťah:

Miv = {({c1, c2}, {f1, f2}, {f1, f2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3}, f1 ̸= f2}



36 KAPITOLA 3. VYSLOVENIE A DOKÁZANIE TVRDENÍ

Možnosť v) Pre vrcholy si, i ∈ {1, . . . , 6} budeme opäť zvažovať len farby A a B,
inak by sme dostali spor s farbením vrcholov u a v na základe už dokázaného Faktu 6.

Nahliadneme, že pre každé X-farbenie f podgrafu L(Hat) spĺňajúceho predpoklad
z možnosti v) pre farbenie vrchola w farbou C platí, že paleta S(L(Hat))f obsahuje:

• na prvom a druhom mieste dve dvojprvkové množiny, ktoré zdieľajú aspoň jednu
farbu

• na treťom mieste (druhom, ak má farbu C vrchol v) v usporiadanej trojici dvoj-
prvkovú množinu obsahujúcu farby c1 a c2

Keďže je vrchol w z predpokladu X-farbenia farby C, podobne ako v odseku Mož-
nosť iv), farby ac, bc musia mať hrany medzi vrcholom w a jeho susednými vnútornými
vrcholmi s1, s4. V opačnom prípade by sme farbou c1 alebo c2 vynútili farbu C nie-
ktorému (prípadne obom) z vnútorných vrcholov s1 a s4. Takéto X-farbenie by však
na základe Faktu 6 skončilo sporom s predpokladom o farbení vrcholov u a v.

Bez ujmy na všeobecnosti nech má hrana s4w farbu ac a nech má hrana s1w farbu bc.
Hrana s1s4 môže byť zafarbená ľubovoľnou z farieb ab1, ab2, ab3. My ju bez ujmy
na všeobecnosti zafarbíme farbou ab1. Vieme, že nakoľko má hrana s1s4 farbu ab1,
jedna z hrán s1s2, s1v musí mať farbu ab2 a druhá musí mať farbu ab3. Opäť bez ujmy
na všeobecnosti nech platí f(s1s2) = ab2 a f(s1v) = ab3. To isté platí pre hrany pri
vrchole s4, a teda jedna z hrán s3s4, s4s6 musí mať farbu ab2 a druhá musí mať farbu
ab3.

Pozrieme sa bližšie na trojuholník na vrcholoch s1, s2, v. V tomto momente farbenia
chýba vrcholu v incidentná hrana farby ab1, hrana farby ab2 a hrana farby ac(bc). Je
zrejmé, že hranu s2v nemôžeme zafarbiť farbou ab2, nakoľko je už vrchol s2 incidentný
s hranou s1s2, pre ktorú platí f(s1s2) = ab2, a takýmto zafarbením hrany by sme
porušili regulárnosť farbenia. Vidíme, že farbu ab2 musí mať jedna z visiacich hrán
z podgrafu L(Hat) pri vrchole v. Nahliadli sme, že farba hrany s1s2 je totožná s farbou
jednej visiacej hrany pri vrchole v.

Na Obr. 3.13 je zobrazený podgraf grafu L(Hat) na vrcholoch s2, s3, s5, s6, u. Ako
sme nahliadli v predchádzajúcom odseku, hrana s1s2 má totožnú farbu ako jedna z vi-
siacich hrán pri vrchole v, a preto si môžeme dovoliť pri ďalšom farbení doposiaľ
nezafarbených hrán nepozerať sa na „spodnú“ časť podgrafu L(Hat). Hrana s1s2 nám
totižto dodáva postačujúcu informáciu o farbe f(s1s2), v našom prípade farbe ab2.
Rovnako sme už nahliadli, že jedna z hrán s3s4, s4s6 musí mať farbu ab2 a druhá hrana
musí mať farbu ab3. Farbu ab2 budeme na Obr. 3.13 znázorňovať červenou farbou a
farbu ab3 budeme znázorňovať zelenou. Na sú zobrazené obe možnosti farbenia hrán
s3s4, s3s6.
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Obr. 3.13: Podgraf grafu L(Hat) na vrcholoch s2, s3, s5, s6, u

Rozoberieme jednotlivé prípady:

• f(s3s4) = ab2, f(s4s6) = ab3 (naľavo Obr. 3.13) - Pozrieme sa na všetky možné
hrany, ktoré môžu byť zafarbené farbou ab2. Vidíme, že incidentná hrana farby ab2

chýba vrcholom s5, s6 a u. Hrany s2s5, s3s5, s3s6 nemôžu mať farbu ab2, nakoľko
sú už susedné s hranami farby ab2.

Pokiaľ by sme zafarbili farbou ab2 hranu s5u, dostaneme sa do situácie, kedy
nemôžeme zafarbiť žiadnu z incidentných hrán vrchola s6 tak, aby sme neporušili
regulárnosť farbenia a zároveň tak, aby aj vrchol s6 obsahoval incidentnú hranu
farby ab2 (nakoľko má vrchol s6 farbu A alebo B). Farbou ab2 teda musíme
zafarbiť hranu s5s6.

V tomto momente však chýba incidentná hrana farby ab2 vrcholu u, o ktorom
z predpokladu v možnosti v) vieme, že má farbu A alebo B. Vidíme, že jedna
z visiacich hrán vrchola u musí byť nutne zafarbená farbou ab2.

V tomto farbení teda platí, že vrcholy u a v zdieľajú aspoň jednu farbu ich
incidentných visiacich hrán z podgrafu L(Hat), konkrétne ide o farbu ab2.

• f(s3s4) = ab3, f(s3s6) = ab2 (napravo Obr. 3.13) - Opäť sa pozrieme na všetky
možné hrany, ktoré môžu byť zafarbené farbou ab2. Vidíme, že v tomto prípade
chýba incidentná hrana farby ab2 vrcholom s3, s5 a u. Hrany s2s3, s2s5, s3s6, s5s6

nemôžu mať farbu ab2, nakoľko sú už susedné s hranami farby ab2.

Pre vrchol s5 nám ostávajú na farbenie jedine hrany s3s5 a s5u. Ak by sme však
farbou ab2 zafarbili hranu s5u, dostávame sa k obdobnej situácii ako v predchá-
dzajúcom prípade, kde nemôžeme zafarbiť žiadnu ďalšiu hranu incidentnú s vr-
cholom s3 farbou ab2 tak, aby sme neporušili regulárnosť farbenia. Farbou ab2
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teda musíme zafarbiť hranu s3s5. Vrcholu u v tomto momente farbenia chýba in-
cidentná hrana farby ab2, a teda jedna z jeho visiacich hrán bude nutne zafarbená
farbou ab2.

Opäť sme nahliadli, že aj v tomto farbení platí, že vrcholy u a v zdieľajú aspoň
jednu farbu ich incidentných visiacich hrán z podgrafu L(Hat), a v našom príklade
ide o farbu ab2.

Zvolili sme farbu ab2, avšak pri našom značení farieb je možné za farbu ab2 dosadiť
ľubovoľnú z farieb ab1,ab2 alebo ab3. Množinu všetkých možných X-farbení podgrafu
L(Hat), kde z vrcholov u, v, w zafarbíme farbou C iba vrchol w označíme Fw

Mv. Potom
pre všetky palety podgrafu S(L(Hat))Fw

Mv
platí:

S(L(Hat))Fw
Mv

= {({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3}

Nakoľko je graf L(Hat) symetrický, obdobne môžeme nahliadnuť, že rovnaké vlast-
nosti má paleta ľubovoľného X-farbenia, v ktorom má vrchol v farbu C a vrcholy
u,w nemajú farbu C. Zavedieme množinu F v

Mv, ktorá bude obsahovať všetky možné
X-farbenia podgrafu L(Hat), kde z vrcholov u, v, w zafarbíme farbou C iba vrchol v.
Potom pre všetky palety podgrafu S(L(Hat))Fw

Mv
platí:

S(L(Hat))F v
Mv

= {({f1, f2}, {c1, c2}, {f1, f3}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3}

Množinu, ktorá obsahuje všetky možné X-farbenia spadajúce do možnosti v) ozna-
číme FMv a vidíme, že platí FMv = F v

Mv ∪Fw
Mv. Z prechádzajúcich rovností dostávame,

že pre všetky palety podgrafu L(Hat) v množine Mv platí:

Mv = S(L(Hat))F v
Mv

∪ S(L(Hat))Fw
Mv

Mv = {({f1, f2}, {c1, c2}, {f1, f3}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3} ∪

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3}

Možnosť vi) Vrcholy v podgrafe L(Hat) budeme farbiť iba farbami A a B. Vrcholy A

a B v grafe X zdieľajú tri farby hrán, pričom farbu jednotlivých vrcholov jednoznačne
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určuje štvrtá nezdielaná farba príslušného vrchola. Touto farbou môže byť buď farba
ac alebo bc. Zdieľané farby vrcholov budeme označovať ako ab1, ab2, ab3.

Všetky možné X-farbenia takéhoto podgrafu môžeme znázorniť pomocou 4-regulárneho
hranového farbenia podgrafu L(Hat). Toto je možné, pretože tri spoločné farby nenesú
žiadnu informáciu o nutnej farbe daného vrchola (pri rozhodovaní medzi A a B). Farba
ac (bc) vynucuje farbu A (B) len pre vrcholy, ktoré sú incidentné s hranou farby ac

(bc). Nech sa pri jednotlivých hranách rozhodneme pre ľubovoľnú z farieb ac, bc, nemá
to vplyv na zafarbenie vrcholov, ktoré nie sú s danou hranou incidentné. Inými slo-
vami, zafarbenie hrany farbou ac (bc) neovplyvní výber farieb vrcholov pri ostatných
nezafarbených vrcholoch podgrafu.

Na jednotlivé farbenia z ľubovoľnej z množín FHi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} 4-regulárnych
hranových farbení podgrafu L(Hat) z Obr. 3.14 sa teda môžeme pozerať tak, že tri farby
predstavujú farby ab1, ab2, ab3 a štvrtá farba predstavuje farbu ac alebo bc. Rovnakú
úvahu môžeme aplikovať aj na jednotlivé množiny Fvi, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} 4-regulárnych
hranových farbení podgrafu vL na Obr. 3.5 a ako môžeme nahliadnuť, pre jednotlivé
množiny paliet platí vzťah S(L(Hat))FHi

= S(vL)Fvi
pre i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Rovnako ako v odseku Možnosť i) pri množine FMi, aj tu zadefinujeme množinu
FMvi ako zjednotenie:

FMvi = FH1 ∪ FH2 ∪ FH3 ∪ FH4 ∪ FH5 ∪ FH6

A množinu F ′
Mvi ako zjednotenie:

F ′
Mvi = Fv1 ∪ Fv2 ∪ Fv3 ∪ Fv4 ∪ Fv5 ∪ Fv6

Potom vidíme, že pre množinu paliet Mvi podgrafu L(Hat) platí:

Mvi = S(L(Hat))FMvi
= S(L(vL))F ′

Mvi
⊂ S(vL)X

Zjednotenie všetkých možností Rozobrali sme všetky možné X-farbenia pre pod-
graf L(Hat) a po zjednotení množín X-farbení pre jednotlivé možnosti dostávame:

S(L(Hat)) ⊆ Mi ∪Mii ∪Miii ∪Miv ∪Mv ∪Mvi.

Po dosadení konkrétnych množín získavame:

S(L(Hat))X ⊆ S(vL)X ∪

{({c1, c2}, {f1, f2}, {f1, f2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}, f2 ∈ {ab1, ab2, ab3}, f1 ̸= f2} ∪

{({f1, f2}, {c1, c2}, {f1, f3}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}; f1 ̸= f2, f1 ̸= f3} ∪

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3}; f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc}f1 ̸= f2, f1 ̸= f3}
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Obr. 3.14: Všetky možné 4-regulárne hranové farbenia podgrafu L(Hat)

čím sme dokázali lemu. ■

Nech T 1 je graf, ktorý vznikol z grafu T nahradením vrchola v na podgraf Hat.
Teraz rozoberieme, ako možné farbenia podgrafu L(Hat) ovplyvnia farbenie vrcholov
vo zvyšku grafu L(T 1) vzhľadom na predchádzajúcu dokázanú Lemu 5.
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Obr. 3.15: Prislúchajúce 4-regulárne hranové farbenia podgrafu vL ku farbeniam pod-
grafu L(Hat) na Obr. 3.14

Dôsledok X-farbenia f podgrafu L(Hat) pre S(L(Hat)f ) ⊆ S(vL)X V odsekoch
Možnosť i) a Možnosť vi) sme nahliadli, že pre ľubovoľné X-farbenie f podgrafu L(Hat),
kde f ∈ FMi ∪FMvi (teda X-farbenia spadajúce do možnosti i) alebo do možnosti vi))
existuje X-farbenie f ′ podgrafu vL také, že platí S(L(Hat))f = S(vL)f ′ . Potom pre celú
množinu X-farbení FMi ∪ FMvi určite platí

S(L(Hat))FMi∪FMvi
⊆ S(vL)X .

Z toho môžeme nahliadnuť, že pre ľubovoľné X-farbenie f podgrafu L(Hat), ktoré
patrí do možnosti i) alebo vi), platí, že takéto X-farbenie f neprináša do celkového
X-farbenia grafu L(G) žiadne nové možnosti X-farbení oproti existujúcim X-farbeniam
v grafe L(T ).

Dôsledok X-farbenia f podgrafu L(Hat) pre S(L(Hat)f ) = ∅ Pre všetky mož-
nosti rozobraté v odsekoch Možnosť ii) a Možnosť iii) sme nahliadli, že takéto X-farbenia
podgrafu L(Hat) neexistujú.

Dôsledok X-farbenia f podgrafu L(Hat) pre {c1, c2} ∈ S(L(Hat))f Do tohto
dôsledku spadajú všetky X-farbenia podgrafu L(Hat) z množiny FMiv ∪ FMv.

Pre všetky X-farbenia z množiny farbení FMiv popísanej v časti Možnosť iv) platí:

S(L(Hat))FMiv
= {({c1, c2}, {f1, f2}, {f1, f2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3}, f1 ̸= f2}
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Pre všetky X-farbenia z množiny farbení FMv popísanej v časti Možnosť v) platí:

S(L(Hat))FMv
= {({f1, f2}, {c1, c2}, {f1, f3}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f1 ̸= f2; f1 ̸= f3} ∪

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f1 ̸= f2; f1 ̸= f3}

Teraz zanedbáme pozície jednotlivých dvojprvkových množín v paletách. Môžeme
nahliadnuť, že pre paletu S(L(Hat))f , kde je f ľubovoľné X-farbenie podgrafu L(Hat)

z množiny farbení FMiv ∪ FMv, platí:

• paleta S(L(Hat))f obsahuje dvojprvkovú množinu farieb c1, c2

• paleta S(L(Hat))f obsahuje dve dvojprvkové množiny, pričom každá obsahuje
niektorú z farieb ab1, ab2, ab3

Z prvého bodu vyplýva, že jeden z vrcholov v, w, u podgrafu L(Hat) musí byť zafar-
bený farbou C, pretože iba vrchol farby C má incidentné hrany farby c1, c2. Z druhého
bodu vyplýva, že zvyšné dva koncové vrcholy nemôžu byť zafarbené farbou C, keďže
vrchol farby C nemá incidentné hrany zafarbené ani jednou z farieb ab1, ab2, ab3. Vy-
užijeme túto spoločnú vlastnosť farbení z množiny FMiv a farbení z množiny FMv, a
pozrieme sa na X-farbenie zvyšných vrcholov a hrán v grafe L(G).

Nakoľko je graf T 12-vrcholový, nebudeme rozoberať nahrádzanie každého z jeho
vrcholov na podgraf Hat, ale rozdelíme vrcholy do skupín. Keďže je Tietzeho graf sy-
metrický, vrcholy množiny V (T ) môžeme rozdeliť do troch skupín podľa toho, v akej
vzdialenosti sa nachádzajú od trojuholníka. Ľahko vidieť, že pre vrcholy v jednej sku-
pine existuje izomorfizmus medzi ľubovoľnými dvomi vrcholmi. Namiesto toho, aby
sme analyzovali nahradenie každého vrchola grafu T grafom Hat, stačí sa nám preto
pozrieť na reprezentanta jednotlivých skupín. Skupiny sú zvýraznené na Obr. 3.16.

Postupne sme nahradzovali ľubovoľného reprezentanta z každej skupiny na podgraf
L(Hat) a po prejdení všetkých možných X-farbení v hranovom grafe L(T 1) novovzni-
kutého grafu T 1 sme pri každom X-farbení skončili na spore. V práci však nebudeme
rozoberať každý možný prípad X-farbenia, nakoľko sa myšlienky pri postupnom far-
bení jednotlivých X-farbení opakujú.
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Obr. 3.16: Množiny vrcholov Tietzeho grafu T

Rozoberieme preto jednu možnosť, ako by sme postupovali pri X-farbení grafu
L(T 1), kde graf T 1 je graf, ktorý vznikol z grafu T nahradením vrchola t na podgraf
Hat. Graf T 1 je zobrazený na Obr. 3.17.

Obr. 3.17: Graf T 1, v ktorom je pozícia podgrafu Hat zvýraznená vyplneným trojuhol-
níkom (zanedbávame ako je zrotovaný nahradený podgraf)

Príklad X-farbenia grafu L(T 1) je zobrazený na Obr. 3.18. Z predpokladu vieme, že
pre nahradený podgraf L(Hat) existuje X-farbenie f . V tomto prípade nás nezaujíma,
ako presne vyzerá X-farbenie f podgrafu L(Hat), pretože sa budeme odvolávať len
na vlastnosti farbenia f , ktoré platia z predpokladu a to:

• jeden z vrcholov v, w, u podgrafu L(Hat), musí byť zafarbený farbou C a

• zvyšné dva koncové vrcholy nemôžu byť zafarbené farbou C

Nech u je vrchol podgrafu L(Hat), ktorý je zafarbený farbou C a má incidentné
hrany farby c1 a c2. Ďalej vieme, že vrcholy incidentné s hranami farby c1 a c2 musia
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Obr. 3.18: Postup X-farbenia grafu L(T 1), v ktorom je pozícia podgrafu L(Hat) zvý-
raznená vyplneným trojuholníkom

mať farbu C a že vrchol farby C musí byť incidentný aj s hranou farby c1, aj s hranou
farby c2. Hrany farieb c1 a c2 budú preto v grafe tvoriť párnu kružnicu, ktorej vrcholy
budú zafarbené jedine farbou C. V našom príklade konkrétneho X-farbenia sme sa
rozhodli kružnicu zvoliť tak, ako je zobrazené na Obr. 3.18, pričom táto kružnica je
zvýraznená zelenou farbou.

Vidíme, že dostávame vrchol s (označený na Obr. 3.18), ktorý je súčasťou trojuhol-
níka obsahujúceho dva vrcholy farby C, čo vynúti farbu C aj pre vrchol s. Nakoľko je
vrchol s farby C, musí mať jednu incidentnú hranu farby c1 a jednu incidentnú hranu
farby c2. Jediné dve hrany incidentné s vrcholom s, ktoré môžeme takto zafarbiť, sú
na Obr. 3.18 zvýraznené oranžovou farbou.

Dostávame dva vrcholy farby C, pričom obom týmto vrcholom zatiaľ chýba inci-
dentná hrana farby c1 alebo c2. Ďalej budeme rozoberať opäť jeden konkrétny príklad,
avšak nie je náročné nahliadnuť, že väčšina prípadov postupného striedavého farbenia
hrán farbami c1, c2, by skončila tým, že by sme sa dostali ku niektorému z vrcholov
na zelenej kružnici. Pre všetky vrcholy na zelenej kružnici platí, že sú incidentné ako
s hranou farby c1, tak s hranou farby c2 a pokiaľ, by sme niektorú z ich ďalších in-
cidentných hrán zafarbili niektorou z farieb c1, c2, dospeli by sme ku nekorektnému
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stavu.

Rovnako tak vieme cestou tvorenou striedavo hranami farieb c1, c2 dojsť až ku nie-
ktorému z vrcholov v, w a vynútiť im tak farbu C, čo je ale spor, nakoľko vieme, že
oba vrcholy majú z predpokladu farbu rôznu od C.

V konkrétnom príklade, ktorý sme si zvolili, sme zafarbili jednotlivé hrany farbami
c1, c2 tak, aby vytvorili ďalšiu kružnicu, zvýraznenú na Obr. 3.18 červenou farbou. Vi-
díme, že takouto voľbou farbenia hrán sa vrchol v dostáva do trojuholníka s dvomi
vrcholmi farby C, čo vynucuje aj jeho farbu C. Z predpokladu pre X-farbenie f pod-
grafu L(Hat) je farba vrcholu v iná ako C a teda dostávame spor.

Obdobným postupom môžeme dojsť k sporu, pri každom z možných X-farbení
pre zvyšok grafu.

Záver analýzy možností Ako sme ukázali v časti Dôsledok X-farbenia f podgrafu
L(Hat) pre {c1, c2} ∈ S(L(Hat))f , pokiaľ by sme podgraf L(Hat) zafarbili ľubovoľným
X-farbením f , v ktorom platí

• jeden z vrcholov u, v, w je zafarbený farbou C

• dva z vrcholov u, v, w majú farbu inú ako C

nevedeli by sme korektne zafarbiť zvyšné hrany grafu L(G).

Nech množina XL(T 1) obsahuje všetky možné X-farbenia grafu L(T 1), kde T 1 je
graf, ktorý vznikne z grafu T nahradením ľubovoľného vrchola grafom Hat. Potom
vidíme, že pre všetky možné palety X-farbení podgrafu L(Hat) v grafe L(T 1) musí
platiť:

{({c1, c2}, {f1, f2}, {f1, f2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3};

f1 ̸= f2 } /∈ S(L(Hat))XL(T1)

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f1 ̸= f2; f1 ̸= f3 } /∈ S(L(Hat))XL(T1)

{({f1, f2}, {f1, f3}, {c1, c2}) | f1 ∈ {ab1, ab2, ab3};

f2 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f3 ∈ {ab1, ab2, ab3, ac, bc};

f1 ̸= f2; f1 ̸= f3 } /∈ S(L(Hat))XL(T1)
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Nakoľko je množina XL(T 1) podmnožinou množiny všetkých možných X-farbení,
spolu s dokázanou Lemou 5 dostávame vzťah:

S(L(Hat))XL(T1)
⊆ S(vL)X

Tým sme ukázali, že podgraf L(Hat) je možné zafarbiť jedine tak, aby sa vo zvyšku
grafu správal rovnako ako podgraf vL. Čiže nahradením ľubovoľného vrchola jeden-
krát podgrafom Hat nezískame v hranovom grafe novovytvoreného grafu žiadne nové
X-farbenie.

Niekoľkonásobné nahradenie vrchola Doteraz sme rozoberali X-farbenia pri pr-
vom nahradení ľubovolného vrcholu grafu T podgrafom Hat, čím vznikol graf T 1. Ďalej
pomocou matematickej indukcie dokážeme, že hranový graf L(T n), kde graf T n vznikne
z grafu T 1 po (n−1) iteráciách nahradenia ľubovoľného vnútorného vrchola novonahra-
deného podgrafu Hat grafom Hat, taktiež nie je X-zafarbiteľný. Matematickú indukciu
budeme robiť vzhľadom na počet vnorení pri postupnom nahradzovaní vrcholov pod-
grafom Hat. Ako prvé dokážeme bázu indukcie.

Báza Ako bázu si zvolíme X-farbenie pre graf L(T 1), kde T 1 je graf, ktorý vznikne
z grafu T nahradením ľubovoľného vrchola podgrafom Hat. Tento prípad sme rozo-
brali v predchádzajúcej časti dôkazu a vidíme, že nech zvolíme v pôvodnom grafe T

ľubovoľný vrchol, graf L(T 1) nebude mať X-farbenie.

Indukčný krok Majme graf T (n−1), o ktorého hranovom grafe L(T (n−1)) z indukč-
ného predpokladu vieme, že nemá X-farbenie. Ďalej nech T n je graf, ktorý vznikne
z grafu T (n−1), nahradením jedného vrchola podgrafom Hat, pričom:

• posledný nahradený podgraf Hat v grafe T (n−1) budeme označovať ako H(n−1)

• v grafe T (n−1) nahradíme ľubovoľný vnútorný vrchol q, kde q ∈ V (H(n−1)) a
∄s, qs ∈ E(H(n−1)), s /∈ V (H(n−1)). Novonahradený podgraf Hat budeme v no-
vovytvorenom grafe označovať ako Hn.

Nech vn, un a wn sú vrcholy, pre ktoré platí, že majú aspoň jeden susedný vrchol
mimo podgrafu L(Hn) (značenie vrcholov je rovnaké ako na Obr. 3.8 len pridáme index
podľa grafu, ktorému patria). Zároveň vieme, že platí {vn, un, wn} ⊂ V (L(H(n−1))).

Zvažujeme rovnaké možnosti farbenia podgrafu L(Hn), ako sme rozobrali v Leme 5.
Avšak, ako sme už nahliadli v Dôsledok X-farbenia f podgrafu L(Hat) pre S(L(Hat)f ) ⊆ S(vL)X ,
ľubovoľné X-farbenie f z množiny farbení FMi ∪ FMvi je pre zvyšné vrcholy podgrafu
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Obr. 3.19: Príklad podgrafu H(n−1), ktorý vznikne po nahradení vrchola q podgrafom
Hn

Obr. 3.20: Hranový graf L(H(n−1)) s vyznačeným podgrafom L(Hn)

L(H(n−1)) svojou paletou S(L(Hn))f ekvivalentné s existujúcou paletou S(qL)f ′ pod-
grafu qL. Vidíme, že nahradením vrchola q podgrafom Hn nedostávame pri takýchto
X-farbeniach podgrafu L(Hn) v podgrafe L(H(n−1)) žiadne nové možnosti X-farbenia.
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Pri farbení podgrafu L(Hn) sa preto zameriame na ľubovoľné X-farbenie fn z mno-
žiny FMiv ∪ FMv. Ako už vieme z predchádzajúcej časti, pre všetky X-farbenia z tejto
množiny platí, že jeden z vrcholov un, vn, wn má farbu C. Ďalej nás v dôkaze nebude
zaujímať, ako vyzerá X-farbenie fn v celom podgrafe L(Hn), ale iba jeho vlastnosti
palety. Nie je preto dôležité, ako bude podgraf L(Hn) v pôvodnom grafe L(H(n−1)) zro-
tovaný, nakoľko spoločná vlastnosť všetkých paliet pre farbenia z množiny FMiv ∪FMv

pretrváva.

Vieme, že pre všetky vrcholy un, vn, wn platí un, vn, wn ∈ V (L(H(n−1))) a zároveň
pre žiadny z týchto vrcholov neexistuje susedný vrchol s, pre ktorý platí s /∈ V (L(H(n−1))).
Pokiaľ by sme v X-farbení fn podgrafu L(Hn) zafarbili ľubovoľný z vrcholov un, vn, wn

farbou C, obdobným postupom ako pri dôkaze Faktu 6, by sme dostali farbu C

pre všetky vrcholy z množiny V (L(H(n−1))), a teda aj pre všetky vrcholy un, vn, wn.
Pri postupnom farbení vrcholov z množiny V (L(H(n−1))) farbou C vieme využiť rov-
naké rovnaké body, ako v dôkaze Faktu 6, nakoľko sú vrcholy un, vn, wn v podgrafe
L(H(n−1)) súčasťou navzájom pospájaných trojuholníkov. Farba C vrcholov un, vn, wn

je spor s predpokladom, že dva z vrcholov un, vn, wn majú farbu rôznu od C.

Môžeme nahliadnuť, že nech by sme zvolili ľubovoľné X-farbenie fn ∈ FMiv∪FMv a
roztiahli ľubovoľný vrchol q s požadovanými vlastnosťami, vždy dostávame spor. Jediné
možné X-farbenia podgrafu L(Hn) sú X-farbenia z množiny FMi ∪ FMvi, pre ktoré
vieme, že platí S(L(Hn))FMi∪FMvi

⊆ S(qL)X .

Vidíme, že nahradený podgraf L(Hn) sa v pre zvyšok podgrafu L(H(n−1)) javí ako
vrchol. Pokiaľ by mal teda výsledný graf L(T n) X-farbenie, musel by ho mať aj graf
L(T (n−1)), čo z indukčného predpokladu vieme, že neplatí.

Záver dôkazu Nech G je graf, ktorý vznikne z Tietzeho grafu nahradením ľubovoľ-
ného vrchola v grafom Hat a následným iterovaním nahradenia ľubovoľného vnútorného
vrchola posledného nahradeného podgrafu Hat grafom Hat. Ukázali sme, že po takejto
konštrukcii grafu G nezískame žiadne nové možnosti X-farbenia pre graf L(G) a pokiaľ
by graf L(G) obsahoval X-farbenie, musel by ho obsahovať aj pôvodný L(T ). Spolu
s Tvrdením 3 dostávame spor.

3.2.1 Hypotéza všeobecne

Pri dokazovaní tvrdenia o X-farbeniach pre hranové grafy kubických grafov, ktoré
vznikli z Tietzeho grafu, sme odpozorovali isté správanie X-farbenia na hranových gra-
foch. Toto správanie súviselo so štruktúrou hranových grafov na kubických grafoch,
rovnako ako so štruktúrou grafu X. Konkrétne išlo o farbenie vrcholov farbou C, ktorá
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sa na trojuholníkoch ukázala ako veľmi obmedzujúca a vynucujúca farbu C aj na oko-
litých vrcholoch.

Vybrali sme náhodne tri 20-vrcholové snarky, ktoré nemali X-farbenie. Pri každom
z týchto grafov sme 5-krát vybrali ľubovoľný vrchol a nahradili ho grafom Hat, po čom
sme následne novovytvorený graf otestovali na X-zafarbiteľnosť pomocou SAT solvera.
Vo všetkých prípadoch nám vyšla odpoveď, že ani novovytvorený graf X-farbenie nemá.
Toto správanie sa nám nepodarilo všeobecne dokázať, avšak vyslovujeme hypotézu:

Hypotéza 5. Nech S je snark a nech S△ je graf, ktorý vznikne z grafu S nahradením
ľubovoľného vrchola grafom Hat a následným iterovaním tohoto postupu v novovzniknu-
tom grafe. Potom platí, že ak hranový graf L(S) neobsahuje X-farbenie, tak ani L(S△)

neobsahuje X-farbenie.

3.3 Hranové grafy obsahujúce Â-farbenie

Tvrdenie 7. Nech G je graf, pre ktorý platí, že L(G) má Â-farbenie. Potom ak G△

je graf, ktorý vznikne z grafu G nahradením ľubovoľného počtu vrcholov grafom Hat, a
následným iterovaním tohoto postupu v novovzniknutých podgrafoch Hat tak platí, že aj
L(G△) má Â-farbenie.

Dôkaz: Namiesto konkrétnych farieb budeme pri farbení podgrafov vL a L(Hat)

využívať premenné, ktoré pomenujeme tak, aby popisovali vlastnosti daných farieb.
Napríklad farbu hrany medzi vrcholmi A a B označíme ab. Pokiaľ je takýchto farieb
viac a sú navzájom rôzne, pridáme k označeniu index abi.

Obr. 3.21: Príklad pomenovania hranových farieb na grafe Â

Nakoľko je graf Â symetrický a jeho vrchol B, rovnako ako jeho vrchol C, zdieľa
s vrcholom A práve dve farby hrán, ich správanie pri jednotlivých farbeniach bude
totožné a bez ujmy na všeobecnosti budeme rozoberať len farbenia pre vrcholy farby
B. Pozrieme sa na všetky možné Â-farbenia podgrafu vL v grafe L(G):
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• vrcholy jednej farby - Tieto farbenia sú ekvivalentné s hranovým 4-regulárnym
farbením. Farbenie je zobrazené na Obr. 3.22, pričom za farby na môžeme dosadiť
ľubovoľné hranové farby pri jednom vrchole grafu Â.

Obr. 3.22: Â-farbenie podgrafu vL a Â-farbenie podgrafu L(Hat) s ekvivalentnými pa-
letami

• dva vrcholy rovnakej farby, jeden spodný vrchol inej farby - V tomto prí-
pade riešime Â-farbenia podgrafu vL dvomi vrcholovými farbami. Nech zvolíme
dve ľubovoľné navzájom rôzne farby (okrem B a C, ktoré z charakteru grafu Â

farbiť trojuholník nemôžu), pre obe tieto farby bude platiť, že zdieľajú práve dve
spoločné farby hrán. Túto jedinú vlastnosť požadujeme pri Â-farbení zobrazenom
na Obr. 3.23. V tomto farbení teda môžeme nahradiť farby A,B ľubovoľnou kom-
bináciou dvoch farieb s danou vlastnosťou a Â-farbenie bude rovnako korektné.

Obr. 3.23: Â-farbenie podgrafu vL a Â-farbenie podgrafu L(Hat) s ekvivalentnými pa-
letami
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• dva spodné vrcholy rovnakej farby, vrchný vrchol inej farby - Dôvod,
prečo môžeme jednotlivé farby vrcholov v danom Â-farbení nahradiť, je rovnaký,
ako sme popísali pri možnosti Â-farbenia, v prípade, že bol inou farbou zafarbený
jeden zo spodných vrcholov. Farbenie je zobrazené na Obr. 3.24.

Obr. 3.24: Â-farbenie podgrafu vL a Â-farbenie podgrafu L(Hat) s ekvivalentnými pa-
letami

• vrcholy troch rôznych farieb, jeden spodný vrchol farby A - Nakoľko
je graf Â symetrický, vrcholy B a C môžeme zamieňať. Farbenie je zobrazené
na Obr. 3.25.

Obr. 3.25: Â-farbenie podgrafu vL a Â-farbenie podgrafu L(Hat) s ekvivalentnými pa-
letami

• vrcholy troch rôznych farieb, vrchný vrchol farby A - Obdobne ako pri
možnosti iv), nakoľko je graf Â symetrický, vrcholy B a C môžeme zamieňať.
Farbenie je zobrazené na Obr. 3.26.
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Obr. 3.26: Â-farbenie podgrafu vL a Â-farbenie podgrafu L(Hat) s ekvivalentnými pa-
letami

Po popísaní všetkých možných Â-farbení podgrafu vL spolu s Â-farbeniami pod-
grafu L(Hat) vidíme, že platí:

S(vL)Â ⊆ S(L(Hat))Â

Nech graf L(G) obsahuje Â-farbenie a nech G△ je graf, ktorý vznikne z grafu G

nahradením vrchola v grafom Hat. Potom nech vyberieme ľubovoľný vrchol v grafu G,
podgraf vL v grafe L(G) môže mať iba niektoré z vyššie uvedených Â-farbení, z čoho
vidíme, že aj podgraf L(Hat) v grafe L(G△) musí mať korektné Â-farbenie.

Vrcholy grafu L(G△), ktoré nepatria do novovzniknutého podgrafu L(Hat), môžeme
zafarbiť rovnako ako v pôvodnom grafe L(G). Bez ohľadu na Â-farbenie týchto vrcholov
v grafe L(G△) je možné nahradený podgraf L(Hat) korektne zafarbiť Â-farbením tak,
aby sme neporušili korektnosť Â-farbenia v celom grafe L(G△).

Rovnakú úvahu môžeme aplikovať v prípade konštrukcie grafu G△ opakovaným
nahradzovaním vrcholov podgrafom Hat v už nahradených podgrafoch Hat. Rovnako
ako pri prvom nahradení ľubovoľného vrchola v, aj pri n-tom nahradení vrchola vn bude
platiť, že pôvodný podgraf vnL mohol mať len niektoré z vyššie popísaných Â-farbení,
bez ohľadu nato či platí vn ∈ Hat alebo vn /∈ Hat.

Dôsledkom Tvrdenia 7 spolu s Â-farbením na Obr. 3.27 pre graf L(T ) je nasledovné
tvrdenie:

Dôsledok 8. Nech G je graf, ktorý vznikne konštrukciou z Tietzeho grafu nahradením
ľubovoľného počtu vrcholov grafom Hat a následným iterovaním tohto postupu v novo-
vzniknutých podgrafoch Hat. Potom hranový graf L(G) obsahuje Â-farbenie.
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Obr. 3.27: Â-farbenie grafu L(T )
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Kapitola 4

Hľadanie nových H grafov

V tejto kapitole budeme hľadať ďalšie možné H grafy na štyroch a piatich vrcholoch.
Pre pripomenutie zopakujeme definíciu H-farbenia, ako sme s ním pracovali doteraz,
pričom nás opäť bude zaujímať H-zafarbiteľnosť hranových grafov kubických grafov.

Definícia 10. Množinu incidentných hrán vrchola a v grafe H budeme označovať ako
∂H(a). Potom H-farbenie grafu G je zobrazenie f : E(G) → E(H) také, že pre každý
vrchol u ∈ G existuje vrchol a ∈ H, pre ktorý platí f(∂G(u)) = ∂H(a).

Majme graf H4, ktorý je hranovo 4-zafarbiteľný, a graf G, ktorý má H4-farbenie.
Následne nie je ťažké nahliadnuť, že aj graf G musí byť hranovo 4-zafarbiteľný. Potom
ale pre graf G platí, že ak je graf H ľubovoľný neprázdny 4-regulárny graf, tak graf
G má aj H-farbenie. Zameriame sa preto najmä na H grafy, ktoré nemajú 4-regulárne
hranové farbenie. Konkrétne nás budú zaujímať také H grafy, ktoré:

1. Majú potenciál zafarbiť všetky hranové grafy kubických grafov na n vrcholoch,
kde n mod 4 = 0, alebo

2. Rozdelia grafy do viacerých množín prienikov na základe H-zafarbiteľnosti.

V nasledujúcich podkapitolách rozoberieme jednotlivé H grafy štyroch a piatich
vrcholoch.

4.1 H grafy na štyroch vrcholoch

Systematicky sme prešli všetky možné grafy na štyroch vrcholoch a objavili sme dva,
ktoré spĺňajú podmienku 4-regulárnej hranovej nezafarbiteľnosti. Postupne sa im bu-
deme venovať bližšie.

Jedným z grafov, ktoré sme našli, bol graf X2 na Obr. 4.1

55



56 KAPITOLA 4. HĽADANIE NOVÝCH H GRAFOV

Obr. 4.1: Graf X2 s pomenovanými vrcholmi

Pozorovanie 1. Graf G je X-zafarbiteľný práve vtedy, keď je aj X2-zafarbiteľný. Far-
benie X grafu G priamo implikuje aj jeho X2-farbenie, nakoľko graf G vieme zafarbiť
pomocou vrcholov A,B,C grafu X2, ktoré sú ekvivalentné s vrcholmi A,B,C grafu X.
Nahliadneme na opačnú implikáciu. Graf X2 vieme zafarbiť pomocou vrcholov grafu X

(Obr. 4.2), z čoho vyplýva, že pokiaľ je graf G X2-zafarbiteľný, potom graf G obsahuje
aj farbenie X.

Obr. 4.2: Na ľavej strane je graf X2 a na pravej graf X

Množina grafov obsahujúca grafy, ktoré sú X2-zafarbiteľné je ekvivalentná s mno-
žinou grafov obsahujúcou grafy, ktoré sú X-zafarbiteľné, a teda X2-farbenie neprináša
žiadne nové delenie grafov podľa ich H-zafarbiteľnosti.

Obr. 4.3: Graf X̂s pomenovanými vrcholmi

Druhým grafom, ktorý sme skúmali, bol graf X̂ zobrazený na Obr. 4.3. Tento graf
zobrazili aj Malnegro a Ozeri vo svojej práci [1] a nie je zafarbiteľný ani jedným z H

grafov na troch vrcholoch popísaných v kapitole Východiská našej práce.
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Pozorovanie 2. Pokiaľ pre graf G platí, že má Â-farbenie, potom platí, že graf G má aj
X̂-farbenie. Z Obr. 4.4 vidíme, že Â-farbenie je ekvivalentné s X̂-farbením bez využitia
vrchola D grafu X̂.

Obr. 4.4: Na ľavej strane je graf Â a na pravej graf X̂

Nech MÂ je množina, kde MÂ = {G | G je Â-zafarbiteľný} a M
X̂

je množina, kde

M
X̂
= {G | G je X̂-zafarbiteľný}. Keďže vieme, že platí implikácia

Â-zafarbiteľnosť ⇒ X̂-zafarbiteľnosť,

zaujímalo nás, či pre tieto množiny platí vzťah MÂ = M
X̂

, alebo MÂ ⊂ M
X̂

. Pomocou

programu sme hľadali taký graf G, ktorý nie je Â-zafarbiteľný, ale je X̂-zafarbiteľný.

Odpozorovali sme, že takéto grafy existujú a konkrétne ide o mostové grafy. Za-
farbiteľnosť novoobjavených grafov podľa X̂ teda delí množinu grafov do viacerých
prienikov na základe ich H-zafarbiteľnosti.

Pri prehľadávaní X̂-zafarbiteľnosti sme však našli aj grafy, ktoré neboli X̂-zafarbiteľné.
Pre graf X̂ teda neplatí, že graf L(G), kde G je ľubovoľný kubický graf na n vrcho-
loch, pričom n mod 4 = 0, je vždy X̂-zafarbiteľný. Takýmto nájdeným grafom X̂ sme
splnili len jeden z požadovaných bodov.

Zaujímali nás grafy v prienikoch X-zafarbitľnosti, Â-zafarbitľnosti a X̂-zafarbitľnosti.
Na Obr. 4.5 je zobrazený Vennov diagram, ktorý popisuje, či sme počas prehľadávania
našli taký graf, ktorý má nejaké H-farbenia a zároveň nemá iné H-farbenia.
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Obr. 4.5: Existencia grafov v jednotlivých prienikoch H-zafarbiteľnosti

4.2 H grafy na piatich vrcholoch

Rovnako ako pri H grafoch na štyroch vrcholoch, aj pri H grafoch na piatich vrcho-
loch sme systematicky prešli všetky možné grafy na piatich vrcholoch, ktoré neboli
hranovo 4-zafarbiteľné. Navyše sme pre dané H grafy kontrolovali aj Â-zafarbiteľnosť,
X-zafarbiteľnosť a X̂-zafarbiteľnosť, nakoľko nás zaujímali H grafy, ktoré mali opäť
potenciál rozdeliť množinu grafov do viacerých prienikov podľa H-zafarbiteľnosti.

Systematickým prehľadávaním sme objavili štyri grafy bez hranového 4-zafarbenia,
ktoré sú zobrazené na Obr. 4.6.

Obr. 4.6: Nové H grafy na piatich vrcholoch

Postupne sa pozrieme na každý z týchto grafov. Prvým z objavených grafov je graf
Â, ktorý je zobrazený na Obr. 4.7.

Pozorovanie 3. Pokiaľ pre graf G platí, že má Â-farbenie, potom platí aj to, že graf G
má Â-farbenie. Z Obr. 4.7 vidíme, že Â-farbenie je ekvivalentné s Â-farbením, v ktorom
sa vrcholy zobrazujú len na vrcholy A, B a C grafu Â.



4.2. H GRAFY NA PIATICH VRCHOLOCH 59

Obr. 4.7: Graf Â s pomenovanými vrcholmi

Pri dokazovaní opačnej implikácie Â-zafarbiteľnosť ⇒ Â-zafarbiteľnosť, nevieme
využiť postup, ako pri implikácií X2-zafarbiteľnosť ⇒ X-zafarbiteľnosť, nakoľko graf
Â nie je Â-zafarbiteľný. Popíšeme však, prečo si myslíme, že na hranových grafoch
kubických grafov platí aj tento smer implikácie.

O grafe L(G), kde G je ľubovoľný kubický graf, vieme, že sa skladá z pospájaných
trojuholníkov, ktoré pomyselne vznikajú okolo každého vrchola v pôvodnom grafe G.
Ak sa pozrieme na vrcholy D a E grafu Â, ktorými sa graf Â líši od grafu Â, vidíme, že
incidentné hrany vrcholov D a E na prvý pohľad neprinášajú väčšiu „silu“ pri farbení
trojuholníkov. Vyslovujeme tvrdenie:

Tvrdenie 9. Nech G je kubický graf. Potom platí, že graf L(G) je Â-zafarbiteľný práve
vtedy, keď je graf L(G) Â-zafarbiteľný.

Dôkaz: Zameriame sa na novopridané vrcholy D a E, ktorými sa graf Â líši od grafu Â.
Pre Â-farbenie hranového grafu L(G) ľubovoľného kubického grafu G vieme dokázať,
že akonáhle zafarbíme nejaký vrchol farbou D alebo E, potom všetky vrcholy musia
mať farbu D alebo E. Keďže je graf Â symetrický, pri farbení výlučne vrcholmi D a E

môžeme hranové farby 5 a 7 ľubovoľne zamieňať bez porušenia korektnosti farbenia.
Bez ujmy na všeobecnosti zafarbíme ľubovoľný vrchol v farbou D. Z toho, dostávame
farbu D alebo E pre tri susedné vrcholy s1, s2 a s3 vrchola v, ktoré sú incidentné s
hranou farby 8, 9 a 10. Susedný vrchol s4 vrchola v, ktorý je incidentný s hranou farby
5, by potenciálne mohol mať farbu B. Avšak, nakoľko farbíme hranový graf kubického
grafu, vieme, že vrchol s4 tvorí s vrcholom v a niektorým z vrcholov s1, s2, s3 trojuhol-
ník, bez ujmy na všeobecnosti nech je to trojuholník vs3s4. Potom ale, ak má vrchol v
farbu D a vrchol s3 farbu D alebo E, vrchol s4 nemôže mať farbu B, pretože by sme
tým porušili korektnosť Â-farbenia. Môžeme nahliadnuť, že postupne dostaneme farbu
D alebo E pre všetky vrcholy grafu L(G).

Nakoľko môžeme v Â-farbení pri farbení vrcholov jedine farbami D a E farby 5
a 7 hranám ľubovoľne zamieňať, na takéto hranové farbenie sa môžeme pozerať ako
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na 4-regulárne hranové farbenie farbami 8, 9, 10 a 5(7). Pokiaľ, by mal graf L(G)

Â-farbenie využívajúce pridané vrcholy D,E, vedeli by sme nájsť Â-farbenie, ktoré
by mapovalo všetky vrcholy grafu L(G) na jeden vrchol grafu Â bez využitia no-
vopridaných vrcholov D a E, nakoľko je aj takéto namapovanie vrcholov izomorfné
s 4-regulárnym hranovým farbením. Novopridané vrcholy D a E pri farbení hrano-
vých grafov kubických grafov, teda prinášajú nové možnosti farbení, avšak všetky sú
izomorfné so 4-regulárnym hranovým farbením.

Korektnosť dôkazu nám potvrdilo aj prehľadávanie existencie Â-farbenia na všet-
kých hranových grafoch kubických grafov na n vrcholoch, kde n mod 2 = 0 a
8 ≤ n ≤ 16. Pri tomto prehľadávaní sme nenašli žiadny hranový graf kubického
grafu, ktorý by bol Â-zafarbiteľný, ale nebol Â-zafarbiteľný.

Takéto farbenie teda nedelí H-zafarbiteľnosť grafov do viacerých prienikov.

Ďalšími z objavených grafov sú grafy S2 a S2v, ktoré sú zobrazené na Obr. 4.8.
Ani jeden z grafov S2 a S2v neobsahuje podgraf, ktorý by bol izomorfný s grafom Â,
s grafom X alebo s grafom X̂a navyše sú oba tieto grafy bez Â-, X- a X̂-farbenia.

Obr. 4.8: Grafy S2v (naľavo), S2 (napravo) s pomenovanými vrcholmi

Po prehľadaní všetkých hranových grafov kubických n-vrcholových grafov, kde n

mod 4 = 0 pre 8 ≤ n ≤ 16, sme nenašli žiadny hranový graf kubického grafu,
ktorý nemal 4-regulárne hranové farbenie a mal S2- alebo S2v-farbenie. Môžeme preto
nahliadnuť, že existencia niektorého z predchádzajúcich H-farbení v grafe L(G) ne-
implikuje existenciu S2- alebo S2v-farbenia v tom istom grafe. Nahliadneme, prečo si
myslíme, že má graf S2 a S2v zlú štruktúru pri farbení hranových grafov kubických
grafov.

Pozorovanie 4. Pozrieme sa na počet trojuholníkov v grafe S2, na ktoré vieme nama-
povať (a tým aj zafarbiť) jednotlivé trojuholníky v ľubovoľnom hranovom grafe L(G)

kubického grafu G. Vidíme, že graf S2 obsahuje práve štyri trojuholníky, a to na vrcho-
loch A,B,C,D. Bez ujmy na všeobecnosti, nakoľko je graf S2 symetrický, po namapo-
vaní vrcholov ľubovoľného trojuholníka grafu L(G) na trojuholník na vrcholoch A,B,C
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dostávame vrchol grafu L(G), ktorý je nutne namapovaný na vrchol E, kvôli visiacim
hranám z vrchola farby C. V určitom momente S2-farbenia bude časť vrcholov nama-
povaná jedine na vrchol E, než budeme môcť nejaký vrchol grafu L(G) bez porušenia
korektnosti namapovať na vrchol D a pokračovať v S2-farbení mapovaním vrcholov na
trojuholníky na vrcholoch A,B,C,D. Napriek tomu, že má graf S2 päť vrcholov a na
prvý pohľad ponúka veľa možností farbenia, v skutočnosti je na hranových grafoch ku-
bických grafov veľmi obmedzený trojuholníkmi. Obdobne platí pre farbenie grafom S2v,
pričom tu je mapovanie na vrchol E obmedzené ešte viac, nakoľko s vrcholom C zdieľajú
iba jednu farbu hrany.

Grafy S2 ani S2v nedelia na základe H-zafarbiteľnosti grafy do viacerých prienikov,
a teda nesplnili ani jeden z našich prvotných bodov.

Posledným z objavených grafov bol graf 2X zobrazený na Obr. 4.9.

Obr. 4.9: Graf 2X s pomenovanými vrcholmi

Pozorovanie 5. Graf X je podgrafom grafu 2X z čoho vidíme, že pokiaľ pre graf G

platí, že má X-farbenie, potom má graf G nutne aj 2X-farbenie.

Po prehľadaní existencie 2X-farbenia na hranových grafoch kubických n-vrcholových
grafov, kde n mod 2 = 0 a 8 ≤ n ≤ 16, sme nenašli žiadne grafy, ktoré by obsahovali
2X-farbenie a zároveň neobsahovali X-farbenie.

O grafe 2X sme si mysleli, že vyrieši problém, na ktorý sme natrafili pri dokazovaní
Tvrdenia 5 v kapitole Východiská našej práce o neexistencii X-farbenia. Konkrétne,
že vyrieši vynucujúcu farbu C. Avšak, ako sa ukázalo, nenašli sme žiadny graf, ktorý
by neobsahoval X-farbenie a zároveň obsahoval 2X-farbenie. Na základe počítačových
výsledkov preto vyslovujeme nasledovnú hypotézu:

Hypotéza 6. Nech G je kubický graf. Potom platí, že graf L(G) je X-zafarbiteľný
práve vtedy, keď je graf L(G) 2X-zafarbiteľný.
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Ani 2X-farbenie teda nedelí množinu grafov do viacerých prienikov na základe H-
zafarbiteľnosti.



Záver

V prvej časti práce sme popísali logické formuly určené pre SAT solver, pomocou kto-
rých sme dokázali v grafe efektívne overiť existenciu ľubovoľného H-farbenia. Zároveň
sme sa venovali viacerým optimalizáciám, ktorých cieľom bolo zjednodušiť rozhodovací
proces pri ohodnocovaní premenných pomocou SAT solvera.

Ďalej sme sa venovali opisu nekonečnej množiny kubických grafov, ktorých hranové
grafy nie sú X-zafarbiteľné. Pre túto množinu sme túto skutočnosť dokázali a na zá-
klade formulovaných úvah sme navrhli hypotézu o všeobecnejšej nekonečnej množine
kubických grafov, pri ktorej predpokladáme rovnakú vlastnosť.

Zároveň sme analyzovali nekonečnú množinu kubických grafov, ktorých hranové
grafy sú Â-zafarbiteľné, a ukázali sme, že z ľubovoľného kubického grafu G, pre ktorý
je graf L(G) Â-farbiteľný, vieme skonštruovať nový graf G△, ktorého hranový graf
L(G△) bude takisto Â-farbiteľný.

Spojením dokázaných tvrdení pre Â- a X-farbenie sme ukázali, že existuje neko-
nečná trieda kubických grafov, ktorých hranové grafy sú Â-zafarbiteľné a zároveň nie
sú X-zafarbiteľné.

Na záver sme sa zamerali na ďalšie možné grafy H so štyrmi a piatimi vrcholmi.
Na základe počítačových experimentov v kombinácii s teoretickými pozorovaniami sme
formulovali niekoľko tvrdení týkajúcich sa hranových grafov kubických grafov a nových
H-farbení.

63



64 Záver



Literatúra

[1] K. Ozeki A. A. Malnegro. H-colorings for 4-regular graphs. Discrete Mathematics,
347(3), 2023.

[2] A. Bonisoli and S. Bonvicini. Even cycles and even 2-factors in the line graph of
a simple graph. Electron. J. Combin., 24:P4.15, 2017.

[3] O. Pangrác A. Raspaud J.-S. Sereni D. Kráľ, E. Máčajová and M. Škoviera. Pro-
jective, affine, and abelian colorings of cubic graphs. Europ. J. Combin., 30:53–69,
2009.

[4] E. Máčajová F. Kardoš and J.P. Zerafa. Disjoint odd circuits in a bridgeless cubic
graph can be quelled by a single perfect matching. J. Combin. Theory Ser. B,
160:1–14, 2023.

[5] G. Tabarelli G. Mazzuoccolo and J.P. Zerafa. On the existence of graphs which
can colour every regular graph. arXiv. https://arxiv.org/pdf/2110.13684.pdf, 2021.

[6] A. Hakobyan and V. Mkrtchyan. s12 and p12-colorings of cubic graphs. Ars Math.
Contemp., 17:431–445, 2019.

[7] F. Holroyd and M. Škoviera. Colouring of cubic graphs by steiner triple systems.
J. Combin. Theory Ser. B, 91:57–66, 2004.

[8] F. Jaeger. A survey of the cycle double cover conjecture. Ann. Discrete Math.,
27:1–12.

[9] F. Jaeger. Nowhere-zero flow problems. Selected topics in graph theory, 3:71–95,
1988.

[10] J. Jooken. A note on x-coloring and a-coloring 4-regular graphs. Discrete Mathe-
matics, 347(7) : 114046, 2024.

[11] G. Mazzuoccolo. Perfect one-factorisations in line-graphs and planar graphs. Aus-
tralasian Journal of Cominatorics, 41:227–233, 2008.

65



66 LITERATÚRA

[12] G. Mazzuoccolo and J.P. Zerafa. An equivalent formulation of the fan–raspaud
conjecture and related problems. Ars Math. Contemp., 18:87–103, 2020.

[13] E. Máčajová M.J. Grannell, T.S. Griggs and M. Škoviera. Coloring cubic graphs
by point-intransitive steiner triple systems. J.Graph Theory, 74:163–181, 2013.

[14] V.V. Mkrtchyan. A remark on the petersen coloring conjecture of jaeger. Australas.
J. Combin, 56:145–151, 2013.

[15] E. Máčajová and M. Škoviera. Fano colourings of cubic graphs and the fulkerson
conjecture. Theoretical Comput. Sci., 349:112–120, 2005.

[16] R. Šámal. New approach to petersen coloring. Electron. Notes Discrete Math.,
38:755–760, 2011.



Príloha A: zdrojový kód

Príloha obsahuje zdrojový kód, v ktorom sa kódujú jednotlivé formuly popísané v
kapitole Reprezentácia H-farbenia pomocou SAT formúl pre SAT solver. Solver odpo-
vedá SAT pokiaľ zadaný graf G má H-farbenie a UNSAT pokiaľ zadaný graf G nemá
H-farbenie. Parametre funkcie edgeColoringToCNF sú

• graf G zadaný ako matica susednosti

• počet hranových farieb grafu H

• zoznam zoznamov farieb hrán pri jednotlivých vrcholoch grafu H

• počet vrcholov grafu G

a návratová hodnota je zoznam zoznamov zakódovaných premenných pre SAT solver.
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