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Abstrakt

Silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, ) je k-reguldrny graf rddu n, v ktorom kazda
dvojica susednych vrcholov ma prave A\ spolo¢nych susedov a kazda dvojica nesusednych
vrcholov mé prave 1 spolocnych susedov. Pre sady parametrov (n, k, A, i) existuje niekol'ko
nutnych podmienok, ktoré pripustaju existenciu silne reguldrnych grafov. Sadu parametrov,
ktord spiiia vietky podmienky budeme nazyvat pripustné. Aj ked existencia silne regularnych
grafov je zndma pre vSetky pripustné sady parametrov s n < 55, kompletnd klasifikicia pre
sady parametrov (37, 18, 8, 9), (41, 20, 9, 10), (45, 22, 10, 11), (49, 24, 11, 12), (49, 18,
7, 6), (50, 21, 8, 9) a (53, 26, 12, 13) nie je zndma. Témou diplomovej price je vyuZitie
konsStruktivnej enumerécie, ktorej cielom je ndjst vSetky objekty s rovnakymi vlastnostami,
ktoré nie st izomorfné medzi sebou. Uplnym prehfaddvanim pomocou po&itada sme ziskali

zoznam vSetkych silne regularnych grafov do 55 vrcholov, ktoré maji automorfizmus radu 3.

KrUCOVE SLOVA: konstruktivna enumerdcia grafov, silne regularne grafy



Abstract

A k-regular graph of order n is said to be strongly regular with parameters (n, k, A, ) if
each pair of adjacent vertices has exactly A common neighbors and each pair of non-adjacent
vertices has exactly 1 common neighbors. There several necessary conditions exist for para-
meter sets to admit the existence of a strongly regular graph. Parameter sets satisfying all of
them are called feasible. Although the existence of a strongly regular graph is solved for all
feasible parameter sets with n < 55, the complete classification is still open for parameter sets
(37,18,8,9), (41, 20,9, 10), (45,22,10,11), (49, 24,11, 12), (49, 18,7,6), (50,21, 8,9) and
(53,26, 12,13). The topic of diploma thesis is using constructive enumeration on strongly
regular graphs. Main goal of constructive enumeration is to find all objects with some specific
properties up to isomorphism. By exhaustive computer search we obtain a full list of strongly

regular graphs on up to 55 vertices with an automorphism of order 3.

KEYWORDS: constructive enumeration of graphs, strongly regular graph
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Uvod

Konstruktivna enumericia grafov je postup na ndjdenie vSetkych grafov s danymi vlast-
nostami. Cielom konStruktivnej enumerécie objektov je ndjst vSetky objekty s rovnakymi
vlastnostami, ktoré nie st izomorfné medzi sebou. Hlavnou myslienkou je, Ze pre kazdua
triedu objektov vzhladom na izomorfizmus vygenerujeme jedného reprezentanta. Novo vy-
generované objekty testujeme na izomorfizmus s reprezentantmi.

Zaujimavou triedou grafov su silne reguldrne grafy so Specifickymi algebraickymi vlast-
nosfami, vdaka comu ich vyuZitie méZeme ndjst v rdznych oblastiach chémie [Ste14], tedrii
grup [Bab14] alebo kvantovej fyziky [JJ14]]. Praca je rozdelend do 6 kapitol. V prvej kapi-
tole definujeme zdkladné pojmy z tedrie grafov a tedrie grip, ktoré v praci pouzivame. V
dalSej kapitole sa venujeme silne regularnym grafom a ich vlastnostiam. Potom nasleduje
prehladovi kapitola o konStruktivnej enumerdcii kombinatorickych objektov, kde preberame
zakladné techniky. V Stvrtej kapitole definujeme orbitné matice a ukdZeme ich vlastnosti ako
boli prezentované M. Behbahanim a C. Lamom v dizertacnej praci [Beh09]]. V d’al$ej kapitole
sa zaoberame len orbitnymi maticami s automorfizmom radu 3, ktorymi sa predchadzajici
autori velmi nezaoberali. Na zdklade ich idei sme pre tieto matice navrhli vlastnd imple-
menticiu v programovacom jazyku Scala [iscalSa]. Zaverecnd kapitola obsahuje dosiahnuté
vysledky a ich porovnanie s uZ zndmymi grafmi.

Hlavnym vysledkom prace je vytvorenie programu na hl'adanie potencionalnych orbitnych
matic silne regularnych grafov s automorfizmom rddu 3. Pomocou tohoto programu sme
vytvorili 4plny zoznam potenciondlnych orbitnych matic silne regularnych grafov s najviac
55 vrcholmi a parametrami, pre ktoré nie je zndma uplna klasifikdcia. Z tychto orbitnych
matic boli nasledne vytvorené uplné zoznamy silne regularnych grafov do 55 vrcholov s
automorfizmom radu 3 ako aj podstatne roz§irené zoznamy znamych silne regularnych grafov

do 55 vrcholov, resp. reguldrnych 2-grafov do 60 vrcholov.



Kapitola 1

Z.akladné definicie a vety

V tejto kapitole su zhrnuté zdkladné definicie a vety, ktoré v prici pouzivame. Prva cast
obsahuje zdkladnu terminolégiu z tedrie grafov. V druhej ¢asti si uvedené zakladné vlastnosti
matice susednosti a tvrdenia z linedrnej algebry, ktoré neskor v praci vyuZivame. V tretej

Casti su uvedené zdkladné definicie a vety z tedrie grup.

1.1 Teoria grafov

Zékladna terminoldgia z tedrie grafov je intuitivna, vychddzame zo Standardnej notécie.

Graf je usporiadand dvojica G = (V, E) mnozin spliiajica £ C (%), tj. prvky z E
st dvojprvkové podmnoziny V. Prvky z mnoziny V' nazyvame vrcholy grafu G a prvky z
mnoziny £ nazyvame hrany. Pri zakresleni grafu bod predstavuje vrchol a ¢iara medzi bodmi
predstavuje hranu.

Pocet vrcholov grafu G urcuje velkost grafu. Vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e.
Stupent vrchola v je pocet hran z F incidentnych s v. Ak vSetky vrcholy G maji rovnaky
stupeii k, potom graf G je k-reguldrny. Vrcholy, ktoré st spojené hranou nazyvame susedné.

Kompletny graf je graf, v ktorom je kazdy vrchol grafu spojeny hranou s kazdym inym
vrcholom grafu. Kompletny graf s n vrcholmi oznacujeme K.

Nech G = (V,E) a G' = (V', E’) st dva grafy. Bijekciu ¢ : V' — V' takd, Ze xy €
E < p(x)p(y) € E' nazyvame izomorfizmus a grafy G a G’ su izomorfné, ozn. G ~ G'.
Izomorfizmus grafu GG na seba nazyvame automorfizmus grafu G.

Graf G' = (V', E') je podgraf grafu G = (V| E), ak plati V' C V a E' C F, oznaCujeme
G' C G. Ak G’ C (G azaroven graf G’ obsahuje vSetky hrany xy € E s z,y € V', potom graf
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G’ nazyvame indukovany podgraf grafu G. Komplement G grafu G je graf na V' s mnoZinou
hran (‘2/) - F.

Sled v grafe G, presnejSie u — v sled je striedavd postupnost vrcholov a hrdn tvaru
U = Vg, €1,V1,...,Un_1,6n,Up = v, kde e; = v;_10;. Di7ku sledu ndm urcuje Cislo n. Ak
vrchol u je totoZny s vrcholom v, potom u — v sled nazyvame uzavretym sledom.

Cesta v grafe GG je sled, v ktorom sa neopakuju ani vrcholy, ani hrany. Vzdialenost dvoch
vrcholov v grafe G je dizka najkratiej cesty medzi nimi. Sivisly graf je graf, v ktorom
existuje cesta z kazdého vrcholu do kazdého vrcholu. Komponent grafu G je taky stvisly
podgraf grafu G, ktory nie je obsiahnuty v Ziadnom va¢Som suvislom podgrafe grafu G, t.j.
maximadlne suvisly podgraf.

Nech Kroneckerova delta funkcia je d,; definovana takto:

1 aki=j
0 1inak

(5@' -

Matica susednosti grafu G' s n vrcholmi je $tvorcovd matica A = A(G) = (a; ;) stupiia
n, ktorej riadky aj stipce st indexované vrcholmi grafu. Pre prvok matice A plati: a;; =1
prave vtedy, ked vrcholy v; a v; si susedné v grafe G. V opa¢nom pripade je a; ; = 0.

Matica susednosti A pre graf GG je symetricka a na diagondle ma samé nuly.

Viastné cisla grafu G st vlastné Cisla jeho matice susednosti A. Ak preusporiadame
vrcholy v GG (priradime im ¢isla 1,2, 3, ..., n v inom poradi) dostaneme maticu susednosti
PAP~! kde P je nejakd permutacnd matica. Z linedrnej algebry vyplyva, Ze vlastné &isla
grafu nezdvisia od usporiadania vrcholov, resp. spektrum matice (mnozina vlastnych ¢isel)
sa nement.

Ak G je k-regularny graf, potom jednoduchou tivahou dostaneme rovnost:
AJ =JA=FkJ, (1.1)

kde Standardne matica .J (all-one matrix) oznacuje maticu, ktord obsahuje samé jednotky. Z
tejto rovnici vyplyva, Ze matica A ma vlastné ¢islo k s ndsobnostou aspon 1.
Existuje zaujimavy vzfah medzi sledmi v grafe a maticou susednosti, ktory sa d4 Tahko

dokdzaf pomocou matematickej indukcie.

Lema 1.1. Nech A je matica susednosti grafu G a nech u, v si vrcholy grafu G. Potom pocet
u — v sledov s dlzkou m je rovny (A™),, .- Pocet uzavretych sledov dlzky m v grafe G je rovny

Tr(A™).
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1.2 Spektralne vlastnosti matice susednosti

V tejto Casti sd zhrnuté zakladné vlastnosti matice susednosti pre jednoduchy neorientovany
graf, ktoré vyplyvaju z linedrnej algebry. PIné znenia definicii a tvrdeni z linedrnej algebry
je mozné ndjst v [Zlalll].

Redlna symetrickd matica je ortogondlne podobnd s (redlnou) diagondlnou maticou, z
¢oho vyplyvaju nasledovné dosledky.

Matica susednosti A ma prave n vlastnych ¢&isel, pricom vsetky vlastné ¢isla su redlne.
Hodnost h(A) matice susednosti A je rovna poétu nenulovych vlastnych &isel. Ku kazdému
vlastnému Cislu existuje vlastny vektor matice A.

Vlastné vektory v a 3 s réznymi vlastnymi ¢islami matice susednosti A st ortogonalne
(kolmé). Z vlastnych vektorov matice susednosti A vieme zostrojif ortonormélnu bazu.

Nech Ay, ..., \, st vlastné ¢isla matice susednosti A, potom plati:

tr(A)=> X\ (1.2)

1.3 Teéria grap

V tejto Casti su zhrnuté zakladné definicie, oznacenia a vety z tedrie grup. Dokazy ku
tvrdeniam je moZzné ndjst v [Zlall]], [SerO3] a [Tom11]].

Grupa (G, o) je neprazdna mnozina GG s bindrnou asociativnou operaciou o, ktord ma
neutralny prvok e a v ktorom ku kazdému prvku a existuje inverzny prvok a .

Neskor v praci budeme pouZivat oznacenie ab namiesto a o b, ak bindrna opericia je
zrejma z kontextu. Grupa G je konecnd, ak G je konecnd mnoZina. Budeme sa zaoberaf len
kone¢nymi grupami. Velkost |G| mnoziny G nazyvame rdd grupy G. Ked G je koneénd
grupa, potom pre kazdy prvok a € G vidy existuje najmenSie kladné c¢islo m také, Ze

™ =aoa...oa = e. Cislo m sa nazyva rddom prvku a. Nech S je podmnozina G. S

a
generuje G, ak kazdy prvok a € G modZe byt vyjadreny ako a = by o by o ... 0 b, kde
by, bs, ..., by, € S pre nejaké m, ktory zavisi len na prvku a. Potom S nazyvame mnoZinu
generdtorov G, ozn. G = (S). Prvky mnoZiny S nazyvame generdtory grupy G. Struktiirne
najjednoduchsimi grupami st cyklické grupy, t.j. grupy generované jedinym generatorom.

Permutdcia je bijekcia z neprdazdnej konecnej mnoziny X do seba samej. Nech 7 je

permutdcia mnoziny X anech 2™ oznacuje obraz prvku x € X v m. ZloZenie dvoch permutacii
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7 a 0 mnoZiny X budeme oznacovaf wo a zdrovei plati 2™ = (x7)’. Symetrickd grupa na
neprazdnej mnozine X je grupa, ktorej nosnd mnoZina je mnozina vSetkych permutdcii
mnoziny X, a ktorej bindrna operdcia je skladanie permutécii. Symetrickd grupu na X
budeme oznacovat Sym(X) alebo Sym(n), ak X = {1,...,n}. Rad grupy Sym(n) je
|Sym(n)| = nl. Permutacnd grupa je grupa G, ktorej prvky si permutdcie mnoziny X a
ktorej grupova operacia je skladanie permutécii v G.

Nech z € X a7 € Sym(X), potom 7 stabilizuje x, ak ™ = x. Dve permutdcie
m,0 € Sym(X) nazyvame disjunkiné prave vtedy, ked kazdy prvok z x € X bud «
stabilizuje x a o zobrazuje na = alebo naopak. Nech z1,xo,..., 2, € {1,...,n} sd rozne.

Permutdciu m € Sym(n) s obrazmi ] = x9,2] = w3,...,2]_

1 = T, x; = 71 s dalSimi,
ktoré stabilizujd vSetky ostatné ¢isla nazyvame r-cyklus, ozn. (x1x5 . . . x,.). Kazdd permutacia
7 € Sym(n) je bud identita alebo zloZenie jedného alebo viacerych disjunktnych cyklov.
Nech (G, o) je grupa anech H C G, potom (H, o) je podgrupa grupy (G, o), ak (H, o)
je grupa. Ak bindrny operdtor o je zrejmy z kontextu, potom H podgrupu grupy G budeme
oznacovat H < G. Ak H # G, potom H je viastnd podgrupa grupy G, ozn. H < G.
Nech G je grupa, H < G a g € G. Pravou triedou grupy GG podla H nazyvame mnoZinou
Hog={hog:he& H}. Podobne lavii triedu grupy grupy G podla H nazyvame mnoZinu
goH ={goh:he H}. Rozklad grupy GG podla H je mnozina G/H = {go H;g € G}.
Nech G je grupa, H < G. Potom vSetky prvky mnoziny G/H maji rovnako vela prvkov.
Pocet vSetkych Tavych (pravych) tried rozkladu G podla H nazyvame indexom grupy grupy

G podla H, ozn. [G : H].

Veta 1.2 (Lagrange). Nech G je konecnd grupa a H < G. Potom |H| deli
G|/ [H].

Glal|G: H] =

Nech G je grupa, H < G. Podmnozina 7' C G je pravd (lavd) transverzdla H v G,
ak T obsahuje prave jeden prvok z kazdej pravej (Tavej) triedy grupy G podla H. Prvky z
T nazyvame reprezentantmi triedy rozkladu. Je zrejmé, Ze GG sa rovnd zjednoteni vSetkych
disjunktnych pravych tried Ht, kde ¢t € T'. Zaroven ak g € G, potom existuje prave jeden
reprezentant ¢ € I" a prave jeden prvok h € H, pre ktoré plati g = ht.

Nech (G, 0) je grupa a X je neprdzdna mnozina. Bindrnu opericiu -, G x X — X,
nazyvame lavii akciu grupy G na mnozine X, aka-z € X,e-x =xa(boc)-x =0b-(c-x)
pre vSetky a,b,c € G ax € X. Podobne pravd akcia grupy G na mnozine X, ak r - a € X,

z-e=xzax-(boc)= (z-b)-cprevietky a,b,c € G axz € X. Dalej v prici budeme
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pouzivat oznacenie gx namiesto ¢ - x a x9 namiesto x - g, kde x € X, g € G, ak operdcia -
bude zrejma z kontextu.

Pravd akcia permuta¢nej grupy G < Sym(X) na X je definovand z - g = 29 pre kazdé
v € Xag€ G.Prekazdé x € X mnozinu ¢ = {29 : ¢ € G} nazyvame orbitou z v G.
Mnozinu vSetkych orbit z X na pravi (Tavid) akciu grupy G budeme oznacovaf G || X. Pre
kazdé x € X mnozinu G, = {g € G : 29 = x} nazyvame stabilizdtorom = v G. Lahko

vidiet, Ze GG, je podgrupou grupy G.

Veta 1.3 (Orbit-Stabilizer). Nech grupa G md pravii (lavii) akciu na mnoZinu X a nech
x € X. Potom |2] = |G : G|

Predpokladajme symetrickd grupu Sym(n) a akciu tejto grupy na koneénd mnozinu G,
grafy s velkosfou n. Potom vieme G,, definovaf pomocou 7 - X, ak plati V(7 - X) = V(X))
a zdroven E(m - X) = {{z,y} : {z™,y"}} € E(X)} pre kazdé X € G,, am € Sym(n).
Taktiez plati (7o) - X =7+ (0 - X) pre kazdé X € G, am, o € Sym(n). Z toho vyplyva
V(ir-(0-X))=V(ro-X)aE(r-(c-X))=E(no-X).

Dva grafy G, H € (G, pomocou akcie grip na mnozine vrcholov grafov budeme nazyvat
izomorfné prave vtedy, ked existuje m € Sym(n) také Zze 7-G = H.Permutdcia 7 predstavuje
izomorfizmus z G do H.

Vo vseobecnom kontexte, pre kone¢ni mnoZzinu kombinatorickych objektov A na mno-
zine {1,...,n} akcia grupy na A zodpoveda vSetkym izomorfizmom medzi objektmi A. To
znamena, Ze pre kazdy g € G a X € A zodpoveda objekt g - X ziskany akciou grupy g na X.
Dve objekty X, Y st izomorfné, ozn. X = Y prave vtedy, ked existuje g- X = Y. Ak grupa
G je zrejma z kontextu, budeme oznacovat namiesto X = Y iba X = Y. Ak existujeg € G
také, ze g - X = X, potom g nazyvame automorfizmom mnoZziny X. MnoZinou vSetkych
automorfizmov X nam vytvara grupu automorfimov mnoziny X, ktord budeme oznacovat
Aut(X).

Pre mnozinu kombinatorickych objektov A ndm orbita X € A v GG zodpovedd mnozinou
kombinatorickych objektov A, ktoré sd izomorfnés X,t.j.GX ={g- X : g€ G} ={Y €
A : X =g Y} Stabilizdtor X v G ndm zodpovedd grupou automorfizmov mnoziny X, t.j.

Gx={9€G:g9-X =X} =Aut(X).



Kapitola 2

Silne regularne grafy

V tejto kapitole sa zaoberdme silne reguldrnymi grafmi, ktoré maji zaujimavé algebraické
vlastnosti. Dokazy k tvrdeniam a podrobnejSie informécie o silne reguldrnych grafoch mo-

Zeme néjst v [Kov13]], ktord vychadzala z [BH12].

2.1 Definicia

Definicia 2.1. Graf G je silne reguldrny graf (strongly regular graph) s parametrami (n, k,
A, 1), kde n je pocet vrcholov, k urcuje stuperl reguldrnosti grafu, lubovolné dva susedné
vrcholy grafu majii prdave \ spolocnych susedov a lubovolné dva nesusedné vrcholy maji

prave |1 spolocnych susedov.

(a) (b) (©)

Obrazok 2.1: Priklady malych silne regularnych grafov: a) Stvoruholnik (4, 2, 0, 2), b) pitu-
holnik (5, 2, 0, 1), ¢) Petersenov graf (10, 3, 0, 1)
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2.2 Zakladné vlastnosti silne regularnych grafov

V tejto Casti su uvedené zakladné vlastnosti silne regularnych grafov: komplement, vzfahy
medzi parametrami a dokaz spektrdlnej vlastnosti silne reguldrnych grafov, tzv. celoc¢iselné

kritérium.

2.2.1 Komplement

Zaujimavou vlastnostou silne reguldrnych grafov je, Ze ich komplementy st tieZ silne regu-

larne grafy.

Veta 2.2. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, p). Potom komplentdrny

graf G (komplement) ku grafu G je tiez silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, Ti), kde:

k=n—k—1

A=n—-2-2k+pu
n=mn—2k+\

Priklad 2.1. Pre silne reguldrny graf pentagon s parametrami (5, 2, 0, 1) je komplement

grafu silne reguldrny graf s rovnakymi parametrami (5, 2, 0, 1).

Pituholnik (5, 2,0, 1) Komplement grafu (5, 2, 0, 1)

Silne regularny graf G nazyvame primitivnym (primitive), ak on a aj jeho komplement sd
stvislé. V opa¢nom pripade nazyvame silne regularny graf G neprimitivnym (imprimitive).
Nasledujuca lema dokazuje, Ze existuje iba jedna trieda neprimitivnych silne reguldrnych

grafov.

Lema 2.3. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n,k, \, ). Potom nasledujiice

tvrdenia su ekvivalentné:

* graf G nie je suvisly graf
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L] ILL = O
cA=k—1

o graf G je izomorfny s grafom mK;._ | (m komponentovy graf, kde kazdy komponent je

kompletny graf s k + 1 vrcholmi), pre nejaké m > 1

Dalej v naSej praci sa zaoberdme iba primitivnymi silne reguldrnymi grafmi, pre ktoré

platia dalSie vlastnosti.

2.2.2 Zavislost parametrov
Dalou vlastnostou silne reguldrneho grafu je zavislost jeho parametrov medzi sebou.

Veta 2.4. Nech graf je silne reguldrny graf s parametrami G = (n, k, \, ). Ak p # 0, potom
Bk —=A—=1) = (n—k—1)p, resp. n = 1+ k + "=

Obrazok 2.3: Zakreslenie silne regularneho grafu, kde su vrcholy rozdelené do troch skupin

podla vzdialenosti od vrchola v.

2.2.3 Integralne kritérium

Zékladna spektrdlna vlastnost silne regularnych grafov hovori o vlastnych cislach a ich na-

sobnostiach.

Veta 2.5 (Integralne kritérium). Ak existuje silne reguldrny grafs parametrami G = (n, k, A, ),

2k+(n—1)(A—p)

Jje celé cislo s rovnakou paritou ako n — 1.
(A=p)?+4(k—p)

potom



KAPITOLA 2. SILNE REGULARNE GRAFY 10

Doékaz. Nech matica A je matica susednosti grafu GG. Z definicie silne reguldrneho grafu a
rovnice (I.1)) vieme, Ze matica A md vlastné ¢islo & s ndsobnosfou 1. UkaZeme, Ze matica A
ma iba 2 d’alSie vlastné Cisla.

Z lemyvypl)’/va, 7e koeficienty matice A? sii poéty sledov dizky dva medzi prislu$nymi
vrcholmi. Preto koeficienty v A2 sd k, ak vrcholy st rovnaké, \ ak vrcholy st susedné a j
ak vrcholy su nesusedné. Ked'Ze matica susednosti komplementu G je J — [ — A, dostavame

vztah, v ktorom matica A? je linedrnou kombindciou matic J, I, A:
A2 =kl +AA+pu(J—1-A)

Po tprave dostaneme:

A2 =N—pwA+ (k—p)I+pJ 2.1)

V k-regularnom stvislom grafe je k vlastné ¢islo s ndsobnosfou 1 a vlastnym vektorom 1.
Podra vety o ortogondlnosti vlastnych vektorov redlnej symetrickej matice [[.2] vyplyva, Ze
ostatné vlastné vektory matice A musia byf ortogondlne s 1.
Pre kazdy vlastny vektor v s vlastnym ¢islom, ozn. 6, ktory je ortogondlny s 1, dostdvame
pnJv = 0 a teda plati:
A?v = (A — p)Av + (k — p)lv

Potom pre kazdé vlastné ¢islo 6 # k plati:
?=AN—p)f+k—pu

Dostali sme kvadratickd rovnicu, ktord mé 2 redlne rieSenia (z vety o redlnosti vlastnych Cisel

symetrickej matice[I.2)), ozn. r a s:

A pE VA p)? AR )
2

r,S

Vicsinou predpokladame, ze r > O a s < 0. V primitivnych silne regularnych grafoch vlastné
¢islo nemoZze byt nulové a teda s je zdporné Cislo. Ako moZeme vidief tieto 2 vlastné ¢isla su
zavislé na parametroch silne regularneho grafu.

Dalej uréime ndsobnosti vlastnych &isel 7 a s. Néasobnost vlastného &isla r budeme
oznacovaf f a nasobnost vlastného ¢isla s budeme oznacovat g.

Z vety o baze z vlastnych vektorov [I.2]a rovnosti (I.2)) vyplyvajui 2 rovnice:

f+g+1=n
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rf+sg+1k=0

Po uprave:
n—1)s+k n—1r+k

r—s r—s

Po dosadeni hodndt r a s dostaneme:

i )
= << 1>+¢<A—u>2+4<k—u>>

Nasobnosti vlastnych ¢isel su tiez zdvislé na parametroch silne reguldrneho grafu. Sd to

prirodzené &isla, z coho vyplyva, Ze druhy vyraz v zdtvorke je tieZ celé ¢islo s paritou ako

n — 1. L]

Priklad 2.2. Pre Petersenov graf, ktory md parametre (10, 3, 0, 1) si viastné cisla a ich

~1++9 1 -3
rs=——"" =1 -2 g==-(9+—) =54
1.6 2( Jﬁ)

Petersenov graf splita integrdlne kritérium. Jeho maticové spektrum je: (—2)%,1°, 3.

ndsobnosti:

Priklad 2.3. Pre pdtuholnik, ktory md parametre (5, 2, 0, 1) sii vlastné ¢isla a ich ndsobnosti:

—1+6 1 0
= V2 =618, —1.618 = (4 —) =22
7178 2 Y f’g 2( \/5) ?

Piituholnik spliia integrdlne kritérium. Jeho maticové spektrum je: (0.618)%, (—1.618)%, 2.

2.3 Typy silne regularnych grafov

Na zdklade vlastnosti silne reguldrnych grafov méZeme vyjadrif vzfah medzi f a g, pomocou

ktorého rozdelime grafy do dvoch typov:

2k +(n—1)(A—p)
V= )2+ 4k — )

* Konferencné (conference) grafy si také silne reguldrne grafy s parametrami (n, k, A, ),

g—f=

pre ktoré plati: f = g. Z toho vyplyva, Ze:
2k+(n—1)(A—u)=0

Su to tiez také silne reguldrne grafy, ktoré majui rovnaké parametre ako ich komple-

menty. Z vlastnosti [2.4] a [2.2] vyplyva, Ze su to silne reguldrne grafy s parametrami
(n—1) (n—=5) (n—1)
(77’7 5 v 4 o 4 )
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Nekone¢nd trieda konferen¢nych grafov st napriklad Paleyho grafy P(q), kde mnoZina
vrcholov je kone¢né pole G F'(q), kde ¢ je prvociselnd mocnina (prime power) kongru-
etnd s / mod 4. Vrcholy u a v st susedné prave vtedy, ked' ak u — v je nenulovy Stvorec

v GF(q) [Pal33].

Konferen¢ny graf je prepojeny so tzv. symetrickou konferencnou maticou (conference

matrix) a preto velkost grafu musi byt 1 (mod 4) a zéroven sucet dvoch Stvorcov [Pal33]].

Vlastné Cisla konferencnej matice nemusia byt celé ¢isla narozdiel od druhého typu
silne regularnych grafov. Vlastné ¢isla r a s s ndsobnostami f a g konferen¢nych grafov
maju tvar:

—1£+n n—1
e

r,Ss

Konferencné grafy su uplne zname pre malé n < 30, konkr. n = 5,9,13,17, 25, 29.
Pre n = 21 a 33 je dokazané, Ze neexistuju. Pre n = 37 je dokdzan4 existencia takychto

grafov, ale ich pocet je nezndmy [Srgl15].

* Druht skupinu tvoria vSetky ostatné (primitivne) silne reguldrne grafy, pre ktoré plati
f # g. Ztoho vyplyva, 7e 2k + (n — 1) (A — ) # 0 azéroveti /(A — p)2 + 4(k — p)

musi byf Stvorec, t.j. druhd mocnina nejakého celého Cisla. Kvocient tychto dvoch

vztahov musi byf kongruentny s n — 1 mod 2. Z tychto vlastnosti vyplyva, Ze vlastné

Cisla r a s sa celé ¢isla.



Kapitola 3

Konstruktivna enumeracia

kombinatorickych objektov

V tejto kapitole sa budeme zaoberaf generovaniu kombinatorickych Struktir, hlavne grafov,
resp. matice susednosti. Ciefom konStruktivnej enumerédcie kombinatorickych objektov je
ndjst vSetky objekty s rovnakymi vlastnosfami, ktoré nie si izomorfné medzi sebou. Hlavnou
myslienkou je, Ze pre kazdud triedu objektov vygenerujeme jedného reprezentanta, pri¢om
zahadzujeme novo vygenerované objekty, ktoré su izomorfné s nim. V prvej Casti tejto
kapitoly zadefinujeme formélne sadu ndstrojov (framework), ktory budeme dalej v praci
pouZzivat. V druhej Casti ukdZeme vyuZitie izomorfizmu pri hladani objektov v naSej sade

nastrojov. Tato kapitola vychddza z dizertac¢nej prace od Degraera [Deg07].

3.1 Definicia

Kombinatorické Struktary su kone¢né a diskrétne Struktury, z toho vyplyva, Ze pocet moZnosti
pre hladanie vSetkych takychto objektov s danou velkostou je tieZ kone¢ny a vieme ich
hladat systematicky. NajjednoduchSou metédou pre systematické hladanie objektov je spdrtné
vyhladdvanie (backtracking). Predtym ako ukdZeme, ako vieme hladaf objekty spitnym
prehladdvanim, zadefinujeme formalne klasifik4ciu objektov, ktord neskor budeme pouZzivat.

Vychddzame z knihy od Dechterovej [DecO3]].

Definicia 3.1. Systém s obmedzeniami (Constraint system) R = (X, D, C') pozostdva z kone-
cnejmnoZing X = {x1, ..., x,}, premennychneprdzdnej mnoZinydomén D = (D, ..., D,),

a mnoziny obmedzeni C' = (C1, ..., Cy).

13
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Doména D; obsahuje vSetky moZzné hodnoty prislichajicej premennej z;. Obmedze-
nie C; zahffia urcitd podmnoZinu premennych a Specifikuje dovolené kombindcie hodnot
prislusnej podmnoZiny. Ak premennej je priradend hodnota z domény, potom je premennd
instanciovand, v opacnom pripade je neinstanciovand. NeinStanciované premenné budeme
pre jednoduchost oznacovaf symbolom '?'. InStancia mnoZiny premennych x;q, ..., T je
k-tica usporiadanych pérov ({x;1,d;1), . .., (T, dix)), kde kazda usporiadand dvojica (z, d)
oznacuje priradenie hodnoty d premennej z, kde d je z domény premennej z. Dalej v praci
budeme pouzivaf skrateny tvar tejto instancie a to (d;1, ..., d;), ak podmnoZina premen-
nych bude zrejma z kontextu. Riesenie systému s obmedzeniami je Gplnd inStancia vSetkych
premennych, ktoré spliiaji vietky obmedzenia. Ciastoénd instancia systému s obmedze-
niami je pripustnd (feasible), ak splia vietky obmedzenia, ktoré neobsahuji neinstanciované
premenné. Je zrejmé, ak Ciastocnd inStancia (dy, ..., dx) je pripustnd, potom vSetky Cias-
to¢né inStancie (dy,...,d;), kde j < k si pripustné. Samozrejme, ak ¢iasto¢nd instancia
(dy,...,dy) nie je pripustna, potom vSetky rozsirenia tejto inStancie (di, ..., d;), kde [ > k

nie su pripustné, resp. neexistuje rieSenie pre (dy, ..., d;).
Y Y

Priklad 3.1. Graf na 4 vrcholoch vieme zapisat do matice susednosti velkostou 4 x 4. Graf je
jednoduchy a neorientovany, to znamend Ze neobsahuje viacndsobné hrany a slucky. Potom

matica susednosti je symetrickd a diagondle md nuly a vieme ju zapisaf nasledovne:

0 1 x9 x3

A r1 0 x4 w5

ro x4 0 g

r3 x5 xg O
Pre reguldrny graf rddu 4 so stuptiom 2 je systém s obmedzeniami R = (X, D,C), kde
X =A{z1,...,26} s doménami D = {D, ..., Dg}, pricCom pre kaZdii doménu plati D; =
{0,1}. MnoZinu obmedzeni vieme lahko odvodit pouZitim matice susednosti A. Ciastocnd
instancia, resp. tiplnd, je pripustnd, ak sicet kazdého riadka alebo stlpca je najviac, resp.
prdve 2. Inak povedané musi instancia (iastocnd alebo viplnd) spliiat tieto linedrne rovnice:
T1+xo+23 =2, 014+24+7T5 =2, x5+ 24+ 26 =2ax3+ x5+ x5 = 2. RieSenie systému

R zodpovedd matici susednosti A grafu, ktory je rddu 4 a stupriom reguldrnosti 2.
Spdtné vyhladdvanie (Backtracking) je rekurzivny algoritmus, v ktorom sa kazda ¢iasto-
¢nd inStancia premennych X = {x1,...,2,} zo systtmu R = (X, D, C) zachovéva. Algo-

ritmus zacina so vSetkymi n premennymi ako neinStanciovanymi. V kazdom kroku v rekurzii
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sa vyberie jedna urcitd premennd, ktord sa inStanciuje a systematicky sa priradia hodnoty z
jej domény. Pre kazdu takito hodnotu sa testuje pripustnost ¢iastocnej inStancie premennych
a to tak, Ze sa testuju iba tie obmedzenia, ktoré maju vSetky premenné inStanciované. Ak je
¢iasto¢na inStancia premennych pripustnd, potom sa rekurzivne zavold, v opacnom pripade
sa rekurzia nevykond, pretoZe Ziadne roz$irenie ¢iasto¢nej inStancie nemoze viest k rieSeniu
daného systému. Ak vSetky hodnoty premennej ddvaju nepripustni inStanciu, potom sa na-
chadzame v m#tvom bode (dead-end). Ak sa vyskuSaju vSetky hodnoty premennej, potom sa
algoritmus vrati (backtrack) spit ku vyvolanej proceddre. Uvddzame vSeobecny pseudokéd
algoritmu [I] ktory pouZiva zdkladnu stratégiu pri inStanciovani premennych od najmensieho

indexu.

Algoritmus 1 VSeobecny algoritmus so spidtnym prehladdvanim pre systém obmedzeni

R = (X, D,C) s n premennymi

1: procedure SEARCH()
2: BACKTRACK((), 0)
1: procedure BACKTRACK((dy, ..., dy): inStancia, k: ¢islo)

1: if £ = n then

2: (dy,...,d,) jerieSenie systému R

3: else

4: for all di, € Dy do

5: if (di, ..., dy41) je pripustnd then

6: BACKTRACK((d1, .. .,dgi1), k+ 1)

Lahko mdZeme zndzornif spéitné prehladdvanie pomocou prehladdvania stromu do hibky
alebo rekurzivneho stromu. Vrcholy takéhoto stromu su ¢iasto¢né pripustné inStancie a hrany
reprezentuju rozsirenia z jednej inStancie na dalSiu inStanciu. Ak ¢iastocnd inStancia nie je
pripustnd, potom cely podstrom, ktorého koren je dand inStancia, mdZeme zahodif (prune).
Listy stromu, vrcholy ktoré st hibky n, sd rieSenia systému s obmedzeniami R = (X,D,C).

MnozZinou vietkych uzlov v strome budeme oznacovat Nx.

Priklad 3.2. Pre systém s obmedzeniami R, ktory sme definovali v priklade bude rekur-
zivny strom vyzerat ako na obrdzku[3.1] V koreni stromu sii vSetky premenné neinstanciované.
Zdkladna stratégia pri instanciovani premennych zacina od najmensieho indexu, to znamend

Ze si vyberdme prvii neinstanciovanu premennd x;, kde i je najmensi index. Lavy syn, resp.
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pravy syn stromu zodpovedd rozsireniu ciastocného pripustného systému s danou premennou
hodnotou 7 domény 0, resp. 1. Vetva, ktord je preskrtnutd, znamend Ze dané rozsirenie na
ciastocnii instanciu nie je pripustné a preto moZeme cely podstrom zahodit. Vsimnime si,
Ze nds strom nezodpovedd podmienkam C, tak ako si uvedené v priklade V tomto pri-
klade vyuZivame dalSie obmedzenia, ktoré s dosledkami povodnych. Napriklad musi platit:

T1+ x> 1L xotax3>1, xo+a4 > 1, x3+ 25 > 1, atd.
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Obrazok 3.1: Rekurzivny strom pre regularny graf radu 4 so stupiiom 2

Systém s obmedzeniami spolu s algoritmom so spdtnym prehladdvanim nam poskytuju
vSeobecny ndvod na klasifikdciu kombinatorickych Struktur. Pri aplikécii na konkrétne kom-
binatorické Struktiry obtiaZnosf klasifikdcie spociva v tom, ako najlepSie vieme prepisat
matematické vlastnosti kombinatorickych Struktir do nasho systému tychto principov. Sada
nastrojov by mala minimalizovaf po¢et moZnych vyberov pri prechddzani, mala by zaha-
dzovat podstromy tak skoro ako je mozné, minimalizovat pracu v kaZzdej volanej rekurzii a
zaroven by mala byf ¢o najjednoduchsia kvoli detekcii moznych chyb [KOOS].

Ako si méZzeme vS§imnuf, v§eobecny algoritmus so spitnym prehladdvanim nie je efek-
tivny v zahadzovani a to kvoli opakovanému prechddzaniu tych istych ¢iastonych pripustnych

alebo nepripustnych inStancii pocas prehl'addvania. To vieme vylepSif dynamickym inStanci-
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ovanim premennych roznymi stratégiami. Stratégie mdzu dynamicky inStanciovaf premenné
bud’ od najmensieho indexu premennej po najvacsi alebo naopak.

Jednou zo stratégii je tzv. pozeranie dopredu (look ahead), ktory pocCas priradenia hodnoty
z domény do premennej zisti, ¢i hodnoty z domén, ktoré nie su inStanciované nie sd v
konflikte s Ciasto¢nou inStanciou, t. j. roz§irenie ¢iastocnej inStancie o hodnotu z domén
by bolo nepripustné. Ak dno, potom hodnoty z domén mdzeme odstranif. Tato stratégia si
vyZzaduje navySe zloZitost pre kazdu inStanciu premennej, ale mitve body v strome ndjde
najskor ako je mozné a vicSinou prechddza iba malud ¢ast rekurzivneho stromu.

Dal3ou zo stratégii je dynamické usporiadanie premennych (dynamic variable ordering),
ktord vzdy ked si vyberd novu premennu na inStanciovanie, dynamicky sa rozhodne pocas
hladania, ktord to bude podla nejakej heuristiky. Zakladna heuristika je vyber premennej s
najmens$im poc¢tom hodndt v doméne v momente hladania. Této stratégia ndjde mitve body
najskor ako je mozné (doména nejakej neinStanciovanej premennej je pradzdna mnoZzina).

Poslednu stratégiu, ktord v praci spominame je systém s pamdtou (constraint recording).
Této stratégia inStanciuje premenné od najvicSieho po najmensi index a pocas hladania ak
stretne s mftvym koncom, zapaméta si stav a tak sa v budicnosti bude vyhybat rovnakym
konfliktom.

Podrobné informécie o tychto a dalSich stratégii je mozné ndjst v [HE79]], [Kum92|] a

[Dec03].

3.2 Vyuzitie izomorfizmu

V tejto Casti ukdzeme vyuzitie tedrie grip v naSej sade nastrojov. Budeme sa odvoldvaf na

definicie a vety, ktoré st uvedené v[I.3]

Priklad 3.3. Nech G a H sii grafy, ktoré sii na obrdzku Lahko overime, Ze permutdcia
7= (69810) € Sym(10) je izomorfizmus medzi Ga H, t.j. - G = H.
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Na overenie dvoch objektov X, Y € A na izomorfizmus musime ndjst izomorfizmus z
X do Y alebo naopak. V praxi zvy€ajne na overenie X = Y porovnidvame kanonickych

reprezentantov X a Y pomocou kanonického reprezentativneho zobrazenia.

Definicia 3.2. Kanonické reprezentativne zobrazenie pre akciu grupy G na A je funkcia
¢ A — A takd, Ze ¢(X) =Z¢ X pre kaidé X € A a zdroveri ak X = Y, potom
O(X) = oY) prekazdé X, Y € A.

Pre dané kanonické reprezentativne zobrazenie ¢ je objekt X € A v kanonickom tvare,
ak ¢(X) = X. Zaroven ¢(X) je kanonicky reprezentant GX, orbita X v G. Z toho vyplyva,
7ze X = Y prave vtedy, ked ¢(X) = ¢(Y'). To znamen4, Ze testovanie dvoch objektov X a

Y naizomorfizmus v podstate porovndva ich kanonickych reprezentantov.

Definicia 3.3. Invariant pre akciu grupy G na A je funkcia § : A — Atakd, Ze £(X) = £(Y),
ak X =¢ Y prekaidé XY € A.

Definicia 3.4. Certifikdt je taky invariant & pre akciu grupy G na A, Ze £(X) = £(Y') prdve
vtedy, ked X =5 Y pre kazdé X,Y € A.

Invariant je vlastnost objektov z A, ktord sa nemeni po vykonani akcie grupy G na A.
Pre invariant plati ak £(X) # £(Y), potom X % Y, ale zdroveti opand implikdcia nemus{
platit, t.j. ak X 225 Y, potom &(X) # £(Y). Ak platia obidve implikdcie, potom dany

invariant je certifikat.

3.3 Izomorfné zahadzovanie

Hlavnym cielom konStruktivnej enumericie objektov je hladanie a eliminicia izomorfnych
objektov. Vo vSeobecnosti, nech A reprezentuje mnozinu vsetkych kombinatorickych objek-

tov, na ktorej vykonavame akciu grupy (=, potom hlavnym cielom izomorfného zahadzovania
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je vo vSeobecnosti vygenerovat prave jedného reprezentanta pre kazdd orbitu z G || A. Obtia-
Znost odstranovania izomorfnych képii pocas prechddzania rekurzivneho stromu je imerna
poctu izomorfnych objektov. Dokonca uZ pre malé kombinatorické objekty by generovanie
bolo neefektivne alebo nemozné. Okrem toho sa daju vyuZif r6zne techniky izomorfného
zahadzovania, ktoré sa pocas prechddzania vyhybaji vetvdm v rekurzivnom strome, ktoré su
rovnaké, t.j. obsahuju listy, ktoré nezodpovedaji objektom v A.

McKay v [MW91] rozdeluje algoritmy pre hladanie neizomorfnych objektov pomocou
konstruktivnej enumerdcie do troch kategérii. Prva kategéria je usporiadané generovanie
(orderly generation), kde sa kazdej orbite priradi prave jeden kanonicky objekt. Tieto al-
goritmy boli nezavisle prvykrat predstavené Readom a FaradZevom. VyuZitie tohto pristupu
mozeme ndjst pri klasifikdcii roznych kombinatorickych objektov, napriklad kubickych gra-
fov [Bri96] alebo reguldrnych grafov [Mer99l]. Druhou kategériou je kanonické rozsirenie
(canonical augmentation). Tento pristup predstavil McKay v [MWO91]]. Zaoberaf sa budeme
jeho jednoduchSou verziou a to slabé kanonické rozSirenie (weak canonical augmentation)
[KOOS]. V tomto pristupe st objekty konStruované kanonickym spdsobom namiesto toho, aby
museli byt v kanonickom tvare. Po¢as prehladdvania systematicky zahadzujeme izomorfné
objekty, ktoré su pribuzné. Vyuzitie tohto pristupu mdzeme ndjst pri klasifikdcii réznych
kombinatorickych objektov, napriklad Steinerov systém trojic [KOO4] alebo latinské Stvorce
[MMMO7]]. Poslednou kategériou je princip homomorfizmu (homomorphism principle), kde
sa vyuzivaju dalSie grupové vypocty, ktoré popisujui vztah medzi grupou automorfizmov a
objektmi. Tento pristup predstavili Laue, Griiner a Meringer. VyuZitie mdZeme ndjst pri
klasifik4cii r6znych kombinatorickych objektov, napriklad molekuldrnych grafov [GKL96]
alebo t-blokovych pldnov [Sch93].

Pre naSu triedu objektov vyuZijeme algoritmus z prvej kategorie a to usporiadané genero-
vanie. Tento algoritmus vieme popisaf naSou sadou nastrojov, ¢iZe cez systém s obmedzeniami
a rekurzivnym stromom. Predpokladajme systém s obmedzeniami R = (X, D, C) s n pre-
mennymi, kde kone¢nd mnozina listov ndim zodpovedd mnoZine A, na ktorej vykondvame
akciu grupy G. Na popis algoritmu usporiadaného generovania rozsirime akciu grupy G na
Nx, mnoZinu vSetkych uzlov v rekurzivnom strome.

Predpokladajme kanonické reprezentativne zobrazenie ¢ pre akciu grupy G na Nz. V
usporiadanom generovani budeme zahadzovat vSetky uzly v rekurzivnom strome, ktoré nie st

v kanonickom tvare vzhladom na ¢. Pri postupnom generovani priave jedného reprezentanta
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pre kazdd orbitu z G || A musi pre kanonické reprezentativne zobrazenie ¢ platit, ze ¢p(X) €
Nz aak ¢(Y) =Y, potom ¢(Z) = Z pre kazdé Y, Z € Ny tak, Ze uzol Z je rodi¢om uzla
Y.

Z toho vyplyva, Ze len jeden reprezentant pre kazdud orbitu z G || A bude vygenerovany,
lebo len kanonicky reprezentant mdze byt rieSenim pre systém s obmedzeniami R. Taktiez
pre kazdé X € A mame vSetky uzly na ceste z koretia do listu ¢(.X') v kanonickom tvare.

Uvadzame vSeobecny pseudokdd algoritmu pre usporiadané generovanie[2] ktory tieZ po-

uZziva zdkladnu stratégiu pri inStanciovani premennych od najmenSieho indexu ako algoritmus

M

Algoritmus 2 Vseobecny algoritmus so spitnym prehladdvanim usporiadaného generovania
pre systém obmedzeni R = (X, D, (') s n premennymi, ktory vyuziva kanonické reprezen-

tativne zobrazenie ¢ s akciou grupy G na N
1: procedure SEARCH()

2: BACKTRACK((), 0)

1: procedure BACKTRACK((dy, . .., dy): inStancia, k: ¢islo)
1: if (dy,...,d}) je v kanonickom tvare then

2: if £ = n then

3: (dy,...,d,) jerieSenie systému R

4: else

5: for all dy., € Dy, do

6: if (dy, ..., dyy1) je pripustnd then

7: BACKTRACK((dy, ..., dgs1), k+ 1)

Priklad 3.4. V tomto priklade vyuZijeme predchddzajiici systém s obmedzeniami R =
(X, D,C) z prikladu ktory popisuje postup pri hladani vSetkych reguldrnych grafov
stupria 4 s rddom 2, ozn. A. Akcia grupy Sym(4) na mnoZine A a zdroveri na mnoZine
Nx pozostavajiicej 7 matic velkosti 4 X 4 zodpovedd rekurzivnemu stromu, t.j. akcia grupy
Sym(4) na N je definovand (7 - M)y, = (M) = 4=, kde pre kaZdé M € Ng, m € Sym(4)
az,y € {1,...,4}. Ztoho vyplyva, Ze dve matice sii izomorfné prdve vtedy, ked vieme dostat
z jednej druhii pomocou permutdcie riadkov a stlpcov naraz.

Definujeme usporiadanie ? < 0 < 1 a pre kazdé M € N je 6-tica nad 7,0, 1, ktord

zodpovedd hodnotdm premennych x1, . .., x¢. Zdkladnd stratégia nam dalej definuje ako 6-
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tica v kazdom uzle v rekurzivnom strome sa vyskytuje v lexikografickom usporiadani. Matica
M € Nz je v kanonickom tvare, ked 6-tica kaZdej matice orbity M vzhladom na Sym(4) je
lexikograficky mensia alebo rovnd 6-tici matice M.

Na obrdzku moZeme vidiet rekurzivny strom pre algoritmus |2} MoZeme si vSimniit, Ze
pre kazdy uzol, ktory je v kanonickom tvare, je aj jeho rodic v kanonickom tvare. Zvyraznenou
oblastou su oznacené uzly, ktoré algoritmus vynechal pretoZe nie su v kanonickom tvare a

zdroveri aj ich deti. Konkrétne prvy zvyrazneny podstrom méZeme zahodif pretoZe:
9837 _ (9393
-1 9905 ) =1389¢8% ), kdem=(23) € Sym(4)
72720 22720

Z toho dostdvame, Ze (0,1,7,7,7,7) < (1,0,7,7,7,7). Podobne pre druhy zvyrazneny

podstrom dostaneme (1,0,1,7,7.7) < (1,1,0,7,7,7) a méZeme ho zahodit pretoZe:

110
98;),kde7rz(34) € Sym(4)
27?70
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011 0101 0110 0110
017 1017 1007 101
Ty #0 107 zq # 0 0107 1007 1107
270 17720 0770 0770
0011 1070 \< 1009 1010 \<
x5 #0 1107 01072 T3 # 1] x5 #0 10072 1107 T3 # 1
1170 1070 0170 0070
0011 0101 0110 26 #£0 wxg#1
0011 1010 1001
1100 T # 1| |26 #0 0101 z6 # 0 1001
1100 1010 0110

Obrazok 3.3: Rekurzivny strom pre reguldrny graf rddu 4 so stupfiom 2 bez izomorfnych

grafov



Kapitola 4

Orbitné matice

VeTlkost matice susednosti pre silne regularne grafy, ktoré skimame je velka a preto hlavnou
motivaciou je jej redukcia. Jednou z moznosti je vyuZitie automorfizmu grip radu p, kde p

je prvocislo. V tejto kapitole vychddzame hlavne z dizertacnej prace Behbahaniho [Beh(09]].

4.1 Automorfizmus silne regularnych grafov radu p

Nech G je silne reguldrny graf s grupou automorfizmom radu p, kde p je prvocislo. Nech
Fiz(z) = {v € G|v* = v} je mnozina fixnych vrcholov grafu G a nech (2 tvor{ indukovany

podgraf tychto vrcholov. Nech x je generdtor tejto grupy. Potom pre kazdé u, v z {2 plati:

|Fiz(z)] = n mod p
do(u) = k modp

|INo(u) N No(v)] = X mod paku~wv

|INa(u) N No(v)] = p mod paku v

4.2 Definicia

Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, ut). Predpokladajme automorfizmus
na G radu p, kde mnozinu vrcholov GG rozdelime do b orbit Oy, Os, ..., O,. Potom nech
n; = |0;| pre 1 <i <b.

Nech vy, vs,...,v, je usporiadanie vrcholov grafu G, ktoré zachovdva usporiadanie

(O1,04,...,04).Resp. ak ¢ < j potom pre vietky v; € O; a v, € O, plati [ < m.

22
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Podra usporiadania vrcholov ndm orbity delia maticu susednosti A grafu GG na podmatice

A = [A;j], kde A,;; je matica susednosti vrcholov orbity O; oproti vrcholom orbity O;.

Priklad 4.1. Zoberme si maly silne reguldrny (Petersenov) graf, ktory md parametre (10, 3,
0, 1). Petersenov graf md automorfizmus rddu 3 s jednym fixnym vrcholom, a preto vieme jeho
maticu susednosti zndzornit nasledovne. Prvy riadok je fixny vrchol a dalsie trojice riadkov

zodpovedajii orbitdm velkosti 3.

0/j0 0 00O 0 Of1 11
0/0 001 1 0(0 01
0/j0 0 0j0O 1 1j1 0 O
0/000j1 0 1j0 10
AZOlOlOOOlOO
0/1 10{00O0(0 10
0(01 1{0 0 0]0 0 1
110 1 0{1 0 0[O0 O O
110 0 1{0 1 0{0 0 O
1110 0{0 O 1{0 O O

Potom definujeme nové 3 matice C' = [¢;;], R = [r;;] a N typu b x b nasledovne:
c;j = sucet stipca v A
ri; = sucet riadka v A;;
N = diag(nq,ng, ..., np)

Maticu C, resp. R budeme nazyvat orbitnou maticou grafu GG, ktora nim ddva informdcie
o Struktdre matice susednosti grafu. V orbitnej matici sd prvé riadky fixné vrcholy. Hodnota

¢;j (rij) v orbitnej matici nezavisi od vyberu riadku (stipca) matice A;;.

Priklad 4.2. Z prikladu[{.1| by to boli matice:

00 0 1 0/0 0 3 1000

0/0 2 1 0/0 2 1 03 00
C = R = N =

012 01 012 01 0030

3/1 1 0 1111 0 000 3




KAPITOLA 4. ORBITNE MATICE 24

4.3 Vlastnosti orbitnych matic

Z definicie matic R a C je zrejmé, Ze plati vzfah:
R=0C"T

Maticu A2 budeme oznacovat ako maticu W, kde W,,,, po¢ita sledy u — v dizky 2. Maticu

W tiez vieme rozdelif na bloky [W;;], kde i a j sd indexy orbit.

Priklad 4.3. Z prikladul. 1| matica W bude vyzerat takto:

311 1}j1 1 1/0 0 0
1/3 1 1{]0 0 1j1 1 0
1/1 3 1|1 0 0j]0 1 1
111 3{0 1 01 01
W A2 — 10 1 0|3 1 1]0 1 1
110 0 1|1 3 1|1 0 1
110 0|1 1 3{1 1 0
0{1 0 1j01 1|3 11
0[{1 10j1 0 1|1 31
0{0 1 1}j1 101 1 3

Potom definujeme maticu S's velkostou b x b, S = [s;;] taku, Ze:
s;; = sucet vSetkych hodnot v W;;

Hodnota s;; nezévisi od vyberu riadku (stlpca) v Wij. Z vlastnosti silne reguldrnych
grafov vyplyva vztah (2.I) pomocou, ktorého vieme vyjadrif pre jednotlivé podmatice W;;
vztah W;; = (A — p)A;; + 0i;(k — )1 + pJ, kde 6 funkcia je Kroneckerova delta funkcia
definovand nasledovne: 9,; = 1, ak « = j inak O a zdroveil dimenzia matice [ je n; X n; a

matice J je n; X n;. Z toho potom dostdvame vztah, ktory definuje maticu S:
sij = (A = pleing + 0 (k — p)ng + pnin; 4.1)

Priklad 4.4. Matica S 7 prikladu[4.3|bude vyzerat nasledovne:

33 3 0

3 15 3 6
S =

3 3 15 6

0 6 6 15
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Zaroven sa da ukdazaf, Ze plati nasledovnd veta.

Veta 4.1. Pre matice C, R, N a S plati:

CNR=S

Dokaz. Nech «; je vektor velkosti n definovany takto:

1 ak] S Oz
0 inak

a;(j) =

Potom nech vektory a; a a; st zvolené tak, aby platil vzfah: s;; = a;Wa] = a;A%a] . Nech
Bi pre 1 < i < b je vektor velkosti n taky, Ze §;(j) = ¢;; ak j € O;. A podobne nech ~; pre

1 < < b je vektor velkosti n taky, Ze v;(j) = ri; ak j € O,. Potom plati:

sij = A’ = (A) (af ) = Bir] = Zczknkrkz] = (CNR);;

]

Pomocou tejto vety vieme odvodif sustavu rovnic, ktorej rieSenie ndm dava vSetky mozné
varianty pre riadky orbitnej matice C. Jedind informaciu, ktord potrebujeme na odvodenie
rovnic sd parametre silne reguldrneho grafu G = (n, k, A, 1) a poCet pevnych bodov. Ststava
rovnic je nezavisla od matice susednosti A grafu G. Z toho vyplyva, Ze pomocou riesenia
rovnic vieme ndjst orbitni maticu C' bez znalosti matice A.

Matica susednosti silne reguldrneho grafu G je symetrickd, z toho vyplyva, Ze pre orbitni
maticu musi platit pre ¢ < j: ¢;; = ¢j; ( ) Z toho vyplyva, Ze staci generovaf iba hornu
trojuholnikovu ¢ast v orbitnej matici s diagondlou, ostatné prvky si vieme vypocitat.

Z Vety [d.1] vyplyva tento vzfah:

b
Sij = Z CikCjk TV “4.2)
k=1

Na zdklade rovnice (@.1)) a (4.2)) vieme vytvorit ststavu rovnic, ktoré orbitnd matica mus{
spiiaf. Ak generujeme orbitni maticu postupne po riadkoch dostaneme linedrnu sistavu
rovnic, ktord musi dany riadok spiiiat. Najprv v orbitnej matici generujeme riadky, ktoré
maju orbitu velkosti 1 a po nich nasleduju riadky, ktoré maja orbitu velkosti p. Pomocou
tohto vieme popisaf hladanie orbitnych matic pomocou nasej sady nastrojov, ktoré sme

definovali v predchddzajiicej kapitole. Mame systém s obmedzeniami R = (X, D, C'), kde
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prvky X = {ci1, 12, ..., C1p, Ca2, €23y oe y Copy ooy Cop b 8 doménami D = { Dy, Dy, D3}, kde
D, = {0,1}, Dy = {0,p} a D3 = {0,...,p}. Doména D; je pre premenné, ktoré si na
riadku s orbitou velkosti 1. Pre premenné, ktoré su na riadku s orbitou p maji bud’ doménu
D, ak sa nachadzaju v stipci s orbitou velkosti 1 alebo Ds, ak sa nachadzaji s orbitou velkosti
p. Mnozinu obmedzeni C' tvori predchddzajica ststava rovnic a zdroven d’alSie podmienky,
ktoré vieme z nich odvodit. Tie ukdZzeme v nasledujuce;j Casti.

Nech f je pocet orbit velkosti 1 a nech o je pocet orbit velkosti p. Potom musi platit:
f=n—po 4.3)

V tomto pripade mame dva mozné typy riadkov (stipcov). Fixné riadky (stlpce) st tie riadky
(stipce), ktoré maji orbitu velkosti 1 a zdrovei orbitné riadky (slpce) su tie riadky (stipce),
ktoré maju orbitu velkosti p. Na zaciatku nebudeme braf do uvahy usporiadanie hodnot
v riadkoch orbitnej matice, zaujima nds ich rozdelenie. Rozdelenie hodndt budeme nazyvat
prototypom orbitnej matice. Kazdy prototyp ndm hovori o vSetkych moznych poctoch kazdého
Cisla v kazdom type riadka orbitnej matice C.

Predpokladajme T'ubovolny fixny riadok v orbitnej matici C. MoZné hodnoty pre tento
riadok sd 0 alebo 1 bez ohladu na to, & sme nad fixnymi alebo nad orbitnymi stipcami.
Nech z, je polet nil v danom riadku nad fixnymi stipcami a podobne nech z; je podet
jednotiek. Analogicky nech y, je pocet nil v danom riadku nad orbitnymi stipcami a y; je
pocet jednotiek. Zarover plati sicet hodndt riadku matice A je rovny k, Cize x1 + py; = k.

Z toho dostdvame ststavu linearnych rovnic pre fixny riadok:

iUo—|—$1 :f
Yo+y1=o0 4.4)
T +py =k

Prototyp pre fixny riadok budeme nazyvat kazdé také rieSenie systému linedrnych rovnic, pre
ktoré plati x¢, =1, yo, y1 > 0.

Predpokladajme 'ubovolny orbitny riadok v orbitnej matici C'. MoZné hodnoty pre tento
riadok st 0 alebo p nad fixnymi stipcami a 0, 1,...p nad orbitnymi stipcami. Nech z,
resp. x, je pocet nul, resp. prvkov p v danom riadku nad fixnymi stipcami a nech y;, kde
i =0,...,pjepocetprvkov i nad orbitnymi stipcami. Pre fixny riadok platia podobné rovnice

ako pre orbitny riadok a zdroveii z rovnice (#.2) dostdvame: p?x, + > &_| pi*y; = s;;. Z toho
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dostdvame sustavu linedrnych rovnic pre orbitny riadok:

xo+x,=f

Yo+yi+...+typ=0
4.5)

Tp+y1+...+py,=Fk
Pry Y1+ DYy = Siif/p

Hodnotu s;; vieme vypocitat pomocou rovnice (4.1)), kde kazda hodnota ¢; vygeneruje novi

sustavu rovnic. Potom plati nasledovnd veta.
Veta 4.2. Ak n; je nepdrne cislo, potom c;; musi byt pdrne cislo.

Dokaz. Nech H je indukovany podgraf orbitou O, a nech jeho matica susednosti je A;;. Graf
H je regularny so stupiiom radu c;;. Z toho vyplyva, Ze poCet hran grafu H je rovny (n;c;;)/2
a z toho dostdvame vzfah:

Lahko m6Zeme pozorovat, Ze ak n; je neparne ¢islo, potom c;; musi byt parne ¢islo. O

Prototyp pre orbitny riadok budeme nazyvaf kazdé také rieSenie systému linedrnych
rovnic, pre ktoré plati o, z,, yo, ..., yp > 0.

Z rovnice (@.3) vyplyva, Ze najmensia hodnota pre f musi byt hodnota a = n mod p.
Vsetky moZzné hodnoty pre f st a,a + p,...,a + L%j Z toho vyplyvaju nasledujice

tvrdenia.

Veta 4.3. Ak existuje prototyp pre fixny riadok s f fixnymi vrcholmi a f > 2p, potom existuje
fixny prototyp s f — p fixnymi vrcholmi.

Dokaz. Nech existuje prototyp pre fixny riadok s f fixnymi vrcholmi, t. j. rieSenie linedrnej
ststavy (@.4) nech je (xq, x1, Yo, y1). Predpokladajme linedrnu sustavu pre fixny prototyp s

f — p fixnymi vrcholmi:

To+T1=f—p
n J— —_—
§0+§1:—(f D) =o+1
p
Ty +pyj =k
UkdaZeme, Ze tato linedrna sudstava ma rieSenie, ktorej premenné su nezaporné a celé ¢isla. Z

predpokladu f > 2p vyplyvaji dve moZnosti, bud g > p alebo x; > p. Ak xy > p, potom
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z linedrnej sdstavy vyplyva o = xg — p, T1 = 21, Yo = Yo + 1 a 1 = y;. Z toho vyplyva,
7e Xy, T1, Yo, y1 > 0. Ak x1 > p, potom z linedrnej sustavy vyplyva Ty = xg, 1 = 1 — p,

Yo = Yo ay1 = y1 + 1. Tiez z toho vyplyva, Ze zy, 1, Yo, y1 > 0. 0

Veta 4.4. Ak existuje prototyp pre orbitny riadok s f fixnymi vrcholmi a f > 2p, potom

existuje orbitny prototyp s f — p fixnymi vrcholmi.

Dokaz. Nech existuje prototyp pre orbitny riadok s f fixnymi vrcholmi, t. j. rieSenie li-
nedrneho systému (4.5) nech je (x¢, z,, Yo, - - ., ). Predpokladajme linedrnu sdstavu pre

orbitny prototyp s f — p fixnymi vrcholmi:

j?o+.fp:f—p

- n—(f-p)

Yo+ o+ ...+ ;. —o+1

Tp+h+...+pyp=F
PTp+ 1+ -+ DUy = i /D
UkazZeme, Ze tdto linedrna sustava ma rieSenie, ktorej premenné su nezaporné a celé ¢isla. Z
predpokladu f > 2p vyplyvaji dve moZnosti, bud z, > p alebo x, > p. Ak 2y > p, potom
z linedrnej sustavy vyplyva Zo = ©9 — D, Tp = Tp, Yo = Yo+ lay; = y;pre 1 < i < p.
Z toho vyplyva, Ze o, Tp, Yo,---, Jp = 0. Ak 7, > p, potom z linedrnej sustavy vyplyva
To =20, Tp = Tp — D, Y = yipre 0 <t < p—-1ay, =y, + 1. Z toho vyplyva, Ze
Zo, Tp, Yo, -5 Yp = 0. [

.....

vrcholmi, kde f > 2p.

4.4 Odhad poctov fixnych vrcholov

V tejto Casti ukdZzeme ako pomocou vlastnych ¢isel silne reguldrneho grafu a d'alSich tvrdeni
vieme zhora ohranicif pocet fixnych vrcholov pre automorfizmus grupy radu p.
Nasledujiica lema ndm ddva obmedzenie na riadky matice susednosti indukovaného pod-

grafu grafu G, ktory pozostdva z orbitnych vrcholov.
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Lema 4.5. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, i), ktory md automorfizmus

¢. Nech H je indukovany podgraf grafu G, ktory pozostdva z orbitnych vrcholov. Potom plati:
d(H) > k —max(\, p), kde §(H) je minimdlny stuperi vrchola v grafe H

Dékaz. Nech x je orbitny vrchol G anech vrchol y, kde y = ¢(z). Potomnech z je fixny vrchol
G, ktory susedi s vrcholom z. Plati ak (z, z) € E(G), potom (¢(x), ¢(2)) = (y, 2) € E(G).
To znamen4, Ze existuje vrchol, ktory susedi s x a zdroven s y. Najviac takychto vrcholov
mdze byt max (A, ). Graf G je k-reguldrny, to znamend, Ze kazdy orbitny vrchol musi mat

stupeti najmenej k — max(\, ). Z toho dostdvame:
0(H) > k —max(\, p)
O

Pomocou nasledujicej vety vieme zhora ohranicif pocet fixnych vrcholov. Zaujimavou
vlastnosfou tejto vety je, Ze nezdvisi od velkosti grupy automorfizmu rddu p. Tieto vety

odvodil Behbahani vo svojej praci.

Veta 4.6 (Behbahani). Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n,k, \, j1) a nech

s < r < k st vlastné ¢isla grafu G. Potom plati:

k—r
Dokaz vety neuvadzame a je mozné ho ndjst v Behbahaniho préci [Beh09]. Dokaz vety
vychddza zo spektralnej vety linedrnej algebry a idempotentnych matic silne regularneho

grafu.

Veta 4.7 (Behbahani). Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, p1). Potom plati:

k*—k

W)

+ 2k — max(\, u) — 2

Dokaz. Nech A je matica susednosti grafu G a nech B je podmatica velkosti m x m matice
A zodpovedajiica orbitnym riadkom a stipcom. Z lemy |4.5| vieme, Ze kazdy stipec m4 aspoii
k — maz(\, p) jednotiek a zdroven kazdé dva vrcholy majd najviac maz(\, i) spoloénych

susedov. Z toho dostavame vzfah:

B? < (k —max(\, u))I + mazx(\, p)J (4.6)
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Maticu B? vieme vypod&itat dvoma spdsobmi. Prvy spdsob vychddza z toho, Ze matica A je
symetrickd, a preto plati B2 = BB”. Nech r je Tubovolny stipec v matici B. Podla lemy
mad aspoti (k — maz (), 1)) jednotiek. Po&itanim neusporiadanych dvojic jednotiek v r stipci

dostaneme:
s = Z Z birbjr > m(k — max(\, 1)) (k — max(\, p) — 1)
1<i,jiiAj<m r=1

Pouzitim rovnice (4.6)) dostaneme:
s < max(\, p)m(m — 1)
Z tychto dvoch vzfahov dpravou dostaneme:

m(k —max(\, 1)) (k —mazx(\, p) — 1) < max(A, g)m(m — 1)

m > ﬂ—?kz—f—max()\ )+ 2
= maz(X.p) 7’

Kedze plati m = n — f, dostaneme:

k* —k

fsn= max (A, i)

+ 2k — max (A, u) — 2
0

Pre silne reguldrny graf s parametrami (99, 14, 1, 2) z vety dostavame f < 18 az
vety d.7] f < 32. Behbahani vo svojej praci tvrdil, Ze pre testy, ktoré robil mu veta[d.6ddvala
lepsi odhad ako veta[d.7] ale vo v§eobecnosti to nevedel dokazat.

Zaroven platia nasledovné vety.

Veta 4.8. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, j1) s grupou automorfizmom

rddu p. Ak p > k a . # 0, potom plati f = 0.

Dékaz. Z rovnice (4.4) a predpokladu p > k dostdvame iba jediné mozné rieSenie a to
(xo,x1,%0,91) = (f — k, k, 0,0). Nech u je fixny vrchol G, nech v je orbitny riadok GG a nech
A je matica susednosti grafu GG. Z rieSenia sme dostali y; = 0, z ¢oho vyplyva, ze A,, = 0. A
podobne ak z je l'ubovolny fixny vrchol GG, dostaneme A, = 0 a zdroven ak x je fTubovolny
orbitny vrchol, dostaneme A,, = 0. V obidvoch pripadoch vrchol x nie je spolo¢ny sused

vrcholov u a v. Zaroven z predpokladu p # 0 vyplyva, Ze f = 0. U

Dosledok 4.9. Ak p > k a pn # 0, potom n musi byt delitelny p.
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Veta 4.10. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, \, j1) s grupou automorfizmom

rddu p. Ak f <k —1ap>max(\ p), potom f <n/(p+1)

Dékaz. Z rovnice (@.4)) a predpokladov dostdvame py; > 1, z ¢oho vyplyva, y; > 1. Nech
matica C” velkosti f x o zodpoveda fixnym riadkom a orbitnym stipcom podmatici orbitnej
matice. Ked'Ze y; > 1, z toho vyplyva Ze v kazdom riadku matice C” je aspor 1 jednotka.
Matica C' ma f riadkov, ¢ize ma asponl f jednotiek. Predpokladajme sporom nech f > o. Na
zdklade “holubnikového principu” (pigeon hole) existuje stipec v matici C, ktory md viac
jednotiek ako 1. Potom nech st dva fixné riadky ¢ a j a orbitny stipec k také, ze CikCir, = 1.
Ale zdroven skalarny sicin pre dva fixné riadky v A je menej alebo rovny max(\, p), ¢ize
peircis < max (A, ). Co je v spore s predpokladom p > max(\, 1). Z toho vyplyva, Ze

f < oazéroveii f + po = n, z toho dostaneme f < n/(p+ 1). O



Kapitola 5

Generovanie orbitnych matic s

automorfizmom radu 3

V tejto kapitole navrhneme n4s algoritmus pre hladanie orbitnych matic s grupou automor-
fizmu rddu 3 metédou uplného prehladdvania. R6znymi metédami sa potom dd zdvihnut
orbitnd matica na maticu susednosti silne reguldrneho grafu. Behbahani sa vo svojej praci
zaoberal orbitnymi maticami hlavne s grupou automorfizmu radu p, kde p > 5. Dé6vodom
moze byt, pretoZe vo svojej praci to nezddvodnil, Ze pre p = 3 je pocet aj velkosf takychto
matic velky a je aj obtiaZne ich zdvihnuf. Vo svojej praci sme vychadzali hlavne z popisu
algoritmu jeho price a zarovein navrhli vlastny sposob testovania na izomorfizmus orbitnych
matic, ktory v praci nespomenul. Cielom préace je konkrétna implementacia nasho algoritmu
vo vhodnom programovacom jazyku. K préci je pribaleny zdrojovy kéd programu napisany
v programovacom jazyku Scala [scalSa], v praci popiSeme zakladné algoritmy formou pse-
udokddu alebo kédu v Scale, ktory podrobne popiSeme. Vybrali sme si programovaci jazyk
Scala kvoli tomu, Ze je to moderny jazyk, tzv. “lepSia Java”, silne typovy jazyk, ktory umo-
Znuje programovat funkciondlne a na zaklade toho l'ahko distribuovat, t.j. rataf vo viacerych

vldknach. Vysledky nisho algoritmu sa nachddzaja v d’alSej kapitole.

5.1 Odhad poctov fixnych vrcholov pre orbitné matice s
automorfizmom radu 3

Odhady, ktoré urobil Behbahani v ¢asti[4.4] vo svojej praci nevyuzivaji automorfizmus a vo

vSeobecnosti ddvajui tesny odhad, ak stupeil k£ v silne reguldrnom grafe je malé ¢islo. Nds

32
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zaujimaju grafy, kde k je velké a zdroveni k < n/2. V tejto Casti odvodime odhady, ktoré
davaju lepsie vysledky pre takéto k.

Predpokladajme Tubovolny orbitny riadok v orbitnej matici C'. Nech d je hodnota na
diagondle tohto riadku. MozZné hodnoty na diagondle podla vety 4.2] si O alebo 2. Pocet
orbitnych riadkov vieme Fahko vypocéitat pomocou rovniced.3[ato o = (n — f)/3.Z a
zaroven zo definicie silne regularneho grafu dostaneme ststavu linearnych rovnic:

n—f

Yo+ +ypt+yzs+1l=0= 5

3J1+2y_2+3y_3+x3+d:k
Po+3ys+x3=p, akd=0

Yo+ 3yz+ax3+1=X, akd=2

Hodnoty ;, kde i = 0, .. ., 3 st poéty prvkov i nad orbitnymi stipcami okrem diagonély a z;
je pocet 3 nad fixnymi stipcami. Posledné 2 rovnice vyplyvaji z definicie silne reguldrneho
grafu, konkrétne z matice susednosti.

Na zéklade tejto sustavy linedrnych rovnic vieme urobif 2 odhady pre silne regularny graf
s parametrami (n, k, A\, 1), ak na diagondle je O alebo 2.

Ak na diagonadle je 0, dostaneme sustavu rovnic:

y_0+g1+y_2+?f3+1=0=%
i+ 202+ 3ys +x3 =k
Yo+ 3ys + T3 =4
Upravou dostaneme:
f=n=304k—p+y+ys)
Pre horny odhad fixnych vrcholov f mdZeme predpokladat, Ze 9o+ 93 = 0. Potom dostaneme

odhad:
F<n—3(1+k—p) (5.1)

Podobne ak na diagonadle je 2, dostaneme sustavu rovnic:

n
?J0+171+?J2+?J3+1=0=T
U1+ 202 +3ys +x3 =k

Po+3ys+a3+1=A\
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Upravou dostaneme:

f:n—3(k—)\+g]o+z]3)

Pre horny odhad poctu fixnych vrcholov f moéZeme predpokladat, Ze yo + y3 = 0. Potom
dostaneme odhad:

f<n—=3(k-2X\) (5.2)
Obidva odhady vieme zjednotif do nasledujucej vety.

Veta 5.1. Nech G je silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, i) s automorfizmom rddu

3, kde d je hodnota na diagondle. Potom plati:

dld+p—X—3)

f<n-=-31+k—p+ 5

)

Pre konferen¢né silne reguldrne grafy z Casti [2.3| vieme este zlepsif odhad. Vieme, Ze su
to silne reguldrne parametre s jednym parametrom a to (4u + 1, 2u, gt — 1, i), priCom vlastné
1+y/Ap—T1

2

Cislasi k =2ua , ktoré nemusia byf celé Cisla. Zaroven ndsobnosti vlastnych Cisel

sd 1, 2 a 2u. Dosadenim do vety [5.1] dostaneme:

Dosledok 5.2. Nech G je konferencny silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A\, |) s

automorfizmom rddu 3. Potom plati:

J<pu—2

.....

2u. Zéaroven ukdzeme, Ze vieme tento odhad pre konferencné grafy, ktorych vlastné Cisla nie
su celé Cisla, zlepsit.

Z lemy v knihe [BH12[][Lema 2.3.1] vyplyva, Ze orbitnd matica mé rovnaké vlastné ¢isla
ako silne reguldrny graf. Silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A, ) ma vlastné ¢isla k, r
a s s nasobnostami 1, f, g, potom orbitnd matica m4 vlastné &isla k, r a s s ndsobnostami 1, f’

a ¢/, pre ktoré plati f' < f a zaroveti ¢’ < g. Nech orbitnd matica je velkosti m x m, potom

plati: 1 + ' + ¢’ = m. Z vety[1.2] plati:
tr(B) = Z Ni=k+ flr+4's (5.3)

Upravou dostaneme:

tr(B)=k+ (m—1)s+ f'(r —s) (5.4)



KAPITOLA 5. GENEROVANIE ORBITNYCH MATIC S AUTOMORFIZMOM RADU 3 35

Pre konferen¢né silne reguldrne grafy s parametrami (4p + 1, 2, 1 — 1, p) plati f = g a

zaroven sucet vlastnych Cisel r + s je rovny —1. Dosadenim do rovnice (5.3) dostaneme:

tr(By=k+fr+g(—r—1)=k—g+(f —¢)r

7z vr

Vieme, Ze hodnota tr(B) je celé &islo a zdroven vlastné &islo r nie je celé Eislo. Z toho
vyplyva, 7e musi platif f’ = ¢’. Potom m je neparne &islo, m = 2f' + 1. Upravou dostaneme:

-1
tr(B):k;—mT

Zaroven velkost orbitnej matice je rovhy m = f +o0 = f + % = 2f+4++1. Upravou

dostaneme:

CAdp—f+2 n—f
B 3 -3
KedZe jediné hodnoty na diagondle orbitnej matice mdZu byt iba 0 alebo 2, dostdvame Ze

tr(B)

tr(B) musi byt parne ¢islo. Na zdklade toho vieme sformulovaf d’al§iu vetu.

Veta 5.3. Nech G je konferencny silne reguldrny graf s parametrami (n, k, A\, j1) s automor-

Jfizmom rddu 3, ktorého vlastné Cisla nie su celé Cisla. Potom plati:
f=n mod6

Podobne vieme aj pre silne reguldrne grafy, ktoré maju vlastné Cisla celé ¢isla, obmedzif

pocet fixnych vrcholov pomocou rovnice Upravou dostaneme:
tr(B)=k+ (m—1)s mod (r — s) (5.5)

Ukédzeme pre konkrétnu sadu parametrov (49, 18, 7, 6), Ze pre pocet fixnych vrcholov f = 13
neexistuju orbitné matice. Nech f = 13, potom m = 13 + 493—13 = 13 4+ 12 = 25. Silne
reguldrny graf s parametrami (49, 18, 7, 6) ma vlastné ¢isla r = 4 a s = —3. NaSe odhady
su: ak na diagondle 0, f < 10, ak na diagondle 2, f < 16 z Dosadenim parametrov do
rovnice dostaneme:

tr(B) =18 +24(—3) mod (4 — (—3))

tr(B)=2 mod 7
Z toho vyplyva, Ze jediné hodnoty aké moze maf tr(B) sd: 2,9, 16, 23 a zaroveni musi platif
tr(B) < 24. Lahko mdZeme vidief, Ze na diagondle nemdzu byt samé 2, ale musi byf aj 0. Z
vyplyva, Ze neexistuje orbitnd matica pre silne regularny graf s parametrami (49, 18, 7, 6)
s f = 13. Podobne sa daju vyldcif niektoré moZnosti na pocet pevnych bodov aj pre d’alSie

sady parametrov.
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5.2 Vypocet fixnych a orbitnych prototypov

Na zadiatku algoritmu si pre silne regularny graf G = (n, k, A, 1) s danymi parametrami a
poc¢tom fixnych vrcholov f vypocitame prototypy pre fixny riadok a pre orbitny riadok. Pre

fixny riadok dostdvame sustavu linedrnych rovnic:

xo+ax=f
Yo+ Yy =o0 (5.6)
x1+3y1:k

Pre orbitny riadok je sustava linearnych rovnic:

a:0+x3:f

Yo+y1+y2+ys=o
(5.7)

T3+ Y1+ 2y +3yzs =k
31’34‘3/1 +4y2 —|—9y3 = 8”/3

Z vety.2)vyplyva, Ze na vyratanie hodnoty s;; mdZe byt c;; bud 0 alebo 2. Z toho vyplyva, Ze
mame 2 rdzne systémy rovnic pre orbitny riadok podl'a hodnoty na diagondle v orbitnej matici.
Vsetky prototypy pre fixny a orbitny riadok Fahko vieme ndjst vyskisanim vSetkych moznych
rieSeni (brute force) pomocou spitného vyhladavania backtracking. Uvddzame jednoduchy
vSeobecny pseudokdd [3|na hladanie vietkych celo¢iselnych (nezdpornych) rieSeni linedrnych
rovnic, ktory ako vstup dostane sustavu linedrnych rovnic, pocet premennych a ¢islo, ktoré
reprezentuje maximalne moznu hodnotu premennych v sustave. Vysledok vrati ako mnoZinu
vSetkych takychto rieSeni sustav linedrnych mnoZin. Ak m je pocet premennych a max
je maximdlna hodnota premennej, potom funkcia Generate nim vygeneruje vSetky mozné
m-tice, pozostavajuce od 0 po maz. Funkcia SolveEquation overi kazdi m-ticu a uloZzi si
rieSenie. Vo vSeobecnosti tento algoritmus nie je efektivny, ale v naSom pripade si m a max
malé ¢isla.

V prilohe, konkrétne v stibore GenerateOrbitMatrices.scala, k tomu prislichaji funkcie:

solveLinearEquations, generate, solveFixedEq, solveOrbitEq.
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Algoritmus 3 Algoritmus na hladanie vSetkych celociselnych rieSeni linedrnych rovnic

Vstup: linearSystem, vector, maxInt, numberVariables
Vystup: solutions
1: function GENERATE(solutions: Set[Array[¢islo]], maxInt: ¢islo, depth: ¢islo, maxDepth:
Cislo)

2: if depth = maxDepth then

3: return solutions

4: else

5: all «+ Set[]

6: for i = 0 — maxInt do

7: withInt < Set[]

8: for all sol < solutions do

9: withInt +=sol :+ ¢ > prida prvok 7 nakoniec pola sol
10: all += withInt
11: return GENERATE(all, maxInt, depth + 1, maxDepth)

12: function SOLVEEQUATIONS(linearSystem, vector)

13: gen <— GENERATE(Set [], maxInt, O, numberVariables)
14: solutions < Set[]

15: for all solution < gen do

16: if solution je rieSenie sustavy lin. rovnic then

17: solutions += solution

18: return solutions

Na vyuzitie algoritmu [3| na hladanie vSetkych fixnych a orbitnych prototypov potrebu-
jeme urcif maximalnu hodnotu, aki m6zu maf premenné v sustave linedrnych rovnic. Lahko
moZeme pozorovaf, Ze na hladanie vSetkych fixnych prototypov mame ststavu linearnych
rovnic (5.6), kde maximdlna hodnota moZe byt pre o, 21 f a pre yo, y1 je o. Podobne na hla-
danie vSetkych orbitnych prototypov mame sistavu linedrnych rovnic (5.7), kde maximélna
hodnota pre xy, 3 mozZe byt f a pre yo, y1, y2, y3 mdze byt o. Hodnoty f a o st malé Cisla,
a preto nas algoritmus [3] je efektivny. Uvadzame vSeobecny pseudokdd algoritmu [ ktory
ndjde vSetky fixné a orbitné prototypy. Funkcie SolveFixedEq a SolveOrbitEq st upravené

algoritmy z[3] kde su pridané predchddzajiice informdcie.
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Algoritmus 4 Algoritmus na hladanie vSetkych fixnych a orbitnych prototypov

Vstup: Parametre silne reguldrneho grafu (n, k, A, ;1) s f pevnymi vrcholmi a o orbitnymi
vrcholmi
Vystup: fixSolution, orbitSolution0, orbitSolution2
1: procedure SOLVELINEAREQUATIONS()
2: linearSystem « [[1,1,0,0], [0,0, 1,1], [0, 1,0, 3]]
3: vector < [f, 0, k]
4: fixSolution <— SOLVEFIXEDEQ(linearSystem, vector).filter(x — z(0) # 0) > rieSenia
na konci testujeme xy > 1 pretoze na diagonéle musi byt 0
5: linearSystem « [[1,1,0,0,0,0],[0,0,1,1,1,1],[0,1,0, 1,2, 3], [0, 3,0, 1,4, 9]]
6: sum < 3(k — p) + 9
7: vector < [f, 0, k, sum/3]
8: orbitSolution0 <— SOLVEORBITEQ(linearSystem, vector).filter(z — z(2) # 0) >

rieSenia na konci testujeme 3, > 1 pretoZe na diagondle je O

2

sum < 3(k — p) + 9 + 6(A — p)
10: vector < [f, 0, k, sum/3]

11: orbitSolution2 <— SOLVEORBITEQ(linearSystem, vector)

Priklad 5.1. Zoberme si silne reguldrny graf s parametrami (15, 6, 1, 3) a nech f = 3.
Chceme ndjst vsetky fixné a orbitné prototypy pre orbitnii maticu rddu 3. Pre fixny prototyp

ndm z rovnice (5.6) vyplyva:

$0+£L'1I3
Yo+yr =4
1+ 3y1 =06

Maximalna hodnota pre xq a x; je 3 a pre yy a y; je 4. Pre tiito sistavu mdme 2 rieSenia:
(o, 21,90, 1) = {(0,3,3,1),(3,0,2,2)}. Prvé rieSenie linedrnej sistavy rovnic, ale nemdze
byt fixny prototyp, pretoze musi platif z, > 1. Preto dostdvame iba jeden fixny prototyp pre

orbitnd maticu a to (3,0, 2, 2). Podobne pre orbitny prototyp z rovnice (5.7) vyplyva:
To+ T3 = 3
Yoty +y2t+ys=4
x3+y1 + 22 +3yz3 =6

33+ y1 + 4yo + 9y3 = 54i/3
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A podobne maximélna hodnota pre xg a x3 je 3 a pre yo, Y1, Y2 a y3 je 4. PouZitim rovnice
(4.2) dostaneme: s; = 36 — 6¢;;. Pre ¢;; = 0 dostaneme 5 rieSeni: (g, 1, Yo, Y1, Y2, Y3) =
{(0,3,1,3,0,0),(1,2,1,2,1,0),(2,1,1,1,2,0), (3,0, 1,0, 3,0), (3,0,0, 3,0, 1) }. Posledné rie-
Senie, ale nemoZe byf orbitny prototyp, pretoze musi platif byt na diagondle O a preto yo > 1.
Potom dostdvame 4 orbitné prototypy pre orbitni maticuato {(0, 3,1, 3,0,0),(1,2,1,2,1,0),
(2,1,1,1,2,0),(3,0,1,0,3,0)}.

5.3 Generovanie orbitnej matice

Ak mdme vSetky prototypy pre fixné a orbitné riadky, mdzeme zacaf generovaf orbitni
maticu. Pre kazdy riadok orbitnej matice skiSame kazdy prototyp, priCom najprv zatneme
generovaf fixné riadky a potom orbitné riadky. Uplné prehladévanie orbitnych matic robime
pomocou spitného prehladdvania (backtracking) do hibky, to znamend, e generujeme riadky
postupne po jednom. Ak dany riadok nespliia podmienky, vratime sa na predchadzajiici riadok
a vygenerujeme iny. Celd vygenerovanu orbitnd maticu si uloZime. VSeobecny algoritmus
sa podoba algoritmu |1} V prilohe, konkrétne v stibore GenerateOrbitMatrices.scala, k tomu
prisliuchaju funkcie: generateFixMatrices, generateOrbitMatrix.

Pre konkrétny prototyp generujeme vSetky mozné usporiadania riadka. Prvy riadok matice
vieme Tahko zostrojif pomocou prototypu. Zvysné riadky generujeme rekurzivne spatnym
prehladavanim. Po pridani riadku do matice celd maticu testujeme, &i spiiia podmienky
orbitnej matice. Tieto podmienky vieme upravif tak, aby sme v danom riadku kontrolovali
iba hodnoty, ktoré pozname. Predpokladajme, Ze chceme vygenerovat hodnoty ¢. riadku v
orbitnej matici. Z toho vyplyva, Ze pozndme vSetky hodnoty riadkov do 7 — 1. riadka. Na
zacCiatku berieme do uvahy kazdy moZny prototyp riadku (fixny alebo orbitny), ktory nam

urcuje pocet hodnot pre dany riadok. PouZitim rovnice . 1] dostdvame vzfah pre 1 < j < i
Sji = UM —+ ()\ — ,u)cjmi (58)

Hodnotu s;; vieme vypocitat pretoZe hodnoty c;; pozndme. Z vety 4.1 dostdvame vztah:

f+o
Sji = Z CikCikTE (5.9)
k=1

Z.tychto vztahov vieme vytvorif sistavu linedrnych rovnic, ktoré musi spliiat nas <. riadok. Cim

vicsie je ¢, tym je sustava linedrnych rovnic vicsia, a preto ho musime zjednodusit. Rozhodli
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sme sa to urobif pomocou algoritmu (Row Echelon form) [echlS], ktory upravi sustavu
linedrnych rovnic na dolny trojuholnikovy tvar, pricom pracujeme len nad raciondlnymi
¢islami. KedZe rieSenia tohto systému musia byt celé ¢isla, Tahko vieme vyhodnotit kedy
ststava moze maf celociselné rieSenie pomocou hrube;j sily. Programovaci jazyk Scala 'ahko
umoziuje naprogramovat vlastné operatory, a preto sme l'ahko implementovali vlastnu triedu
Rational a vsetky operécie vo funkcii reducedRowEchelonForm pracuju nad raciondlnymi
Cislami. Algoritmus mé Casovi zloZitost O(n?), ¢o v naSom pripade vyhovuje. RieSenie
redukovane;j ststavy rovnic hrubou silou (brute force) algoritmom [3|je nedostato¢né, pretoze
si vyzaduje velku pamit. To znamend, Ze nevieme si dopredu vypocitat vSetky moznosti
pre sustavu linedrnych rovnic a uloZif do premennej. RieSeniu tohto problému je vyrobif si
vlastny iterdtor (Iterator). Hlavnou mySlienkou je, Ze nepocitame vSetky moZnosti naraz, ale
postupne tak, Ze vieme vyrataf jednu z druhej. Takéto rieSenie nie je pamifovo ani ¢asovo
zlozité. Uvddzame konkrétnu funkciu v jazyku Scala napisanu funkciondlne, ktory ako vstup

dostane pole pole a maximalnu hodnotu maxInt a ako vystup vrati pole, d'alsi prvok.

def next (pole: List[Int], maxInt: Int): List[Int] = {
val i = (0 until pole.size) .find(i => pole(i) < maxInt - 1)
i match {
case Some (i) => List.fill (i) (0) ++
pole.updated (i, pole(i) + 1) .drop(i)
case None => List.fill (pole.size) (0)

Vlastny iterator vSetkych moznosti rieSeni sustav linedrnych rovnic v Scale

Kolekcia List[Int] je pre nés pole, ktoré obsahuje celé ¢isla. Prvy riadok najprv vytvor{
rozsah (range) od 0 po dizku pora, ktord zéroveti prehladdva a hfadd prvi poziciu v poli
taku, pre ktoru plati dand podmienka a uloZi ju do premennej i. Potom sa dany vysledok
porovnava (match), pricom sa vyuZziva pre Scalu typicky pattern matching s Option typom
[scal5b]. Ak nenaSiel Ziadnu takd poziciu v poli, potom vetva prechddza na None (vyhy-
bame sa null) a vratime vynulované pole, o znamend Ze sme preiterovali (presli) vSetky
prvky. Ak nasiel poziciu, potom vetva prechddza na Some(i), kde i je pozicia, ktord spltia
dand podmienku. Najprv si vytvorime pomocné vynulované pole velkosti 7. To pole potom
zretazime s novym polom, ktoré vznikne zo starého pola nasledovne. Najprv inkrementujeme

o 1 i-ty prvok v poli a potom zahodime c¢ast pola od 0 po 7. Na zaciatku zavoldme funkciu
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s vynulovanym polom s maximélnou hodnotou v cykle opakujeme volanie funkcie next az
kym nedostaneme naspit vynulované pole. Takymto spdsobom vieme elegantne funkciondlne
vygenerovat vSetky mozné rieSenia pre sustavu linearnych rovnic, pri¢om ako v d’alSej ¢asti
ukdZeme vieme to aj lahko distribuovat.

Pre fixny riadok testujeme, &i je podmatica pod fixnymi stipcami indukovanym grafom
Q2 silne regularneho grafu s automorfizmom radu 3. To znamend, Ze musi platif pre kazdé

u,v €

|Fiz(x)] = n mod 3
do(u) = k mod 3
|[Na(u) N No(v)] = A mod3aku~wv

|Na(u) N No(v)] = p mod 3akwu v

Lahko vieme tieto podmienky kontrolovat pre rieSenia sustavy linedrnych rovnic.

Matica susednosti G je symetrickd, z toho vyplyva, Ze pre orbitni maticu musi platif
pre 1 < j: ¢ij = Cj; (%) To znamena, Ze pre kazdy :. riadok, ktory vygenerujeme, vieme
vypoéitat aj i. stipec. Z toho vyplyva, Ze pri generovani d’al§ich riadkov méZeme zredukovat

pocet prototypov, ktoré uz nespliiajd predbezne vyplneny riadok.

5.4 Izomorfizmus

Aby sme negenerovali vela rovnakych orbitnych matic vzhladom na izomorfizmus, pretoze
ich pocet rastie exponencidlne, musime pocas generovania zahadzovaf matice, ktoré su izo-
morfné medzi sebou. UZ pre malé silne reguldarne grafy, konkrétne n > 29, hovorime o
miliénoch, ¢o je ndro¢né na Cas aj pamit na ich vygenerovanie a zaroven by sme ich museli
na konci testovat na izomorfizmus, ¢o by trvalo pri takom mnoZstve velmi dlho. Preto sme
sa in§pirovali algoritmom [2] ktory predbeZne testuje matice na izomorfizmus a zahadzuje tie
matice, ktoré si izomorfné medzi sebou. Dve orbitné matice su izomorfné prave vtedy, ked
permutéciou ich riadkov a stipcov z4roveii dostaneme z jednej matice druhi maticu.

Pre kazdu orbitnd maticu C' velkosti n definujeme certifikdt matice ako ”(”T’Ll)—ticu, ktora

vznikne zrefazenim hodnot z hornej trojuholnikovej matice vratane diagondly riadok po

riadku:

cert(C) = (€11, €12, -+ s Clns C22, €234« s Cony +v s Crp)



KAPITOLA 5. GENEROVANIE ORBITNYCH MATIC S AUTOMORFIZMOM RADU 3 42

Definujeme usporiadanie hodnét nasledovne: 0 < 1 < 2 < 3 <7, kde ? je nedefinovana
hodnota. Podobne definujeme lexikografické usporiadanie aj na n-tice a to nasledovne. Nech
a = (ar,...,a,) ab = (by,...,b,). Potom a < b prave vtedy, ked existuje index i €

{0,...,n — 1} taky, Ze plati:
a; = bl, o, = b; a zaroven i1 < bi—‘rl

Potom dve matice A < B prave vtedy, ked cert(A) < cert(B).
Matica A je v kanonickom tvare prave vtedy, ked’ je minimdlna vzhladom na takéto

usporiadanie. To znamena:
canon(A) = min{Sym(n)A} = min{{rA : 7w € Sym(n)}}
Toto je Standardny kanonicky tvar pouZzivany v [Bri96], [Mer99] alebo [Deg07].

Priklad 5.2. Mdme 2 matice:

0/0 0 1 0(0 10

00 2 1 0/0 1 2
A= B =

0(2 01 311 01

3/1 10 0(2 10

cert(A) =(0,0,0,1,0,2,1,0,1,0)
cert(B) = (0,0,1,0,0,1,2,0,1,0)

Z toho vyplyva, Ze A < B. Dokonca matica A je v kanonickom tvare.

Nasim ciefom je pocas generovania riadkov orbitnej matice ju maf v kanonickom tvare.
Po pridani riadku do orbitnej matice testujeme maticu na izomorfizmus tak, Ze permutu-
jeme riadky a stipce matice a porovname ich certifikdty. Ak po permutovani vznikne matica
s menS$im certifikditom, méZeme povodni maticu zahodif. Je zrejmé, Ze chceme pridavat
riadky, ktoré st lexikograficky usporiadané. Uvddzame konkrétny kéd v Scale, ktory efek-
tivne permutuje riadky a stipce matice zdroveti. Ako vstup je pole &isel, premennd perm,
ktord obsahuje poradie riadkov (stlpcov) novej matice a matica mat. Vysledkom funkcie

permuteMatriz je matica, ktorej riadky a stipce st permutované podla premennej perm.
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type Matrix = List[List[Int]]
def permuteMatrixRow (perm: List[Int], mat: Matrix): Matrix =
perm.map (i => mat (i))

}

def permuteMatrixCol (perm: List[Int], mat: Matrix): Matrix =
val tra = mat.transpose
perm.map (i => tra(i)) .transpose

}

def permuteMatrix(perm: List[Int], mat: Matrix) : Matrix = {
permuteMatrixRow (perm, (permuteMatrixCol (perm, mat)))

}
Permutovanie riadkov a stipcov matice v Scale

z Yz

Kolekcia List[Int] je pre nds pole, ktoré obsahuje celé ¢isla. Prvy riadok ndm definuje
maticu ako dvojrozmerné pole celych &isel. Pri zavolani funkcie permuteMatrixz s para-
metrami perm a mat sa najprv zavola funkcia permuteMatrizCol, t.j. najprv permutuje
stipce matice, a potom jeho vysledku funkcia permuteMatriz Row, tj. potom permutuje
riadky matice. Funkcia permuteM atrixzC'ol najprv maticu transponuje a podla pola perm
pre kazdy prvok z pola priradi riadky transponovanej matice do vyslednej matice, ktord
nakoniec transponuje. Podobne aj funkcia permute M atrixz Row podla pola perm pre kazdy
prvok z porla priradi riadky matice do vyslednej matice. Takymto peknym sposobom vieme
jednoducho a efektivne permutova riadky a stipce matice naraz.

Testovanie vSetkych moznych permuticii je casovo ndrocné, pretoZe pocet permutdcii
rastie vel'mi rychlo pre vic¢Sie matice. RieSenie tohto problému je fazké, pretoZze chceme
predbeZne kontrolovaf matice na izomorfizmus a zdroveni aby tento postup bol efektivny.
Preto sme navrhli slabs$i invariant a to dand maticu testujeme na “slaby” izomorfizmus.
Viimneme, e z predchadzajiicich riadkov orbitnej matice vieme rozdelif dané stipce do tried
podla hodnot a tie len potom permutovat medzi sebou. Tento test je ¢asovo narocny len
pre prvé riadky orbitnej matice. Z toho vyplyva, Ze ¢im je viac vyplnend orbitnd matica,
tym je menej permutdcii. Z naSich skdsenosti sme zistili, Ze kontrolovaf sa oplati len prvych
5 riadkov, potom nés test uz nie je efektivny. Tento slabsi invariant sme prekonzultovali s
expertom v danej oblasti Sven Reichard [Re1lS5] pocas letnej Skoly v Tatrach Summer School in
Coherent Configurations, Permutation Groups and Applications in Algebraic Graph Theory

2014 [schl14]. Pocas konzulticie ndm Sven Reichard dal cenné rady, odkazy na literatiru
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a v budidcnosti moznd spoluprdcu. Pocas generovania fixnych riadkov v orbitnej matice
test rozdelujeme na dve ¢asti. Najprv permutuje riadky (stipce) nad fixnou asfou a potom
permutujeme riadky (stipce) nad orbitnou astou. Ked generujeme orbitné riadky stadi ndam
permutovat riadky (stipce) iba nad orbitnou Eastou. Samozrejme tento test sa di vylepsit
(napriklad o krajné pripady) a zdroven negarantuje ndm, Ze dané matice st v kanonickom
tvare. Z naSich skudsenosti pre nasu triedu silne regularnych grafov n < 55 bol tento test
efektivny. Nakoniec vysledné matice musime otestovaf na izomorfizmus, pricom ich pocet
nie je vysoky a vieme s existujicimi algoritmami zrataf v rozumnom Case. Na zéver tejto

Casti ukdzeme na priklade postupné generovanie orbitnej matice z prikladu

Priklad 5.3. Pre silne reguldrny graf's parametrami(15, 6, 1, 3)s f = 3 mdme 1 fixny prototyp
(3,0,2,2) a 4 orbitné prototypy pre orbitni maticu a to {(0,3,1,3,0,0),(1,2,1,2,1,0),
(2,1,1,1,2,0),(3,0,1,0,3,0)}. Prvé 3 riadky v orbitnej matici si fixné a ostatné 4 su
orbitné. Pre prvy fixny riadok vieme lahko iba z jedného prototypu vygenerovat riadok a

to tak aby bol lexikograficky najmensi, t. j. [000|0011]. Pre druhy riadok vieme na zdklade
rovnice (5.8) a c1o = 0 vyplyva:

812:3—2612:3

Zdroveri z rovnice (5.9):

7
S12 =3 = E C1kCok T
=1

Hodnoty cyj, pozndme a z toho dostdvame siistavu linedrnych rovnic:
3026 + 3027 =3

Zdroveri vieme, Ze druhy riadok je fixny riadok, a preto musi byt vygenerovany z jediného
fixného prototypu (3,0, 2,2). Z toho vyplyva, Ze mdme 4 moZnosti pre druhy riadok a to:
[000]0110], [000|1010], [000]|0101] a [000|1001]. Vzhladom na nds test na “slaby izomorfiz-
mus” rozdelime predchddzajiici riadok (prvy riadok) na triedy podla hodnét. Fixnd cast nie je
zaujimavd pretoze obsahuje samé nuly, skladd sa z jednej triedy, kde sii vSetky stlpce. Orbitnd
Cast md 2 triedy, v 1. triede sii stlpce 4 a 5 (obsahujii 0) a v 2. triede 6 a 7 (obsahujii 1).
Teraz ndm staci permutovat prvky v jednotlivych triedach aby sme nasli riadok v kanonickom
tvare. Namiesto 4! = 24 prvkov dostaneme 2! 2! = 16 prvkov permutdcii. Lahko vidieft, Ze iba

jeden riadok je v kanonickom tvare a to [000|0101]. Podobnym postupom vieme ukdzat, Ze aj
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3. riadok md iba jeden riadok v kanonickom tvare a to [000|1001]. Dals7 riadok v orbitnej

matici je u? orbitny, pre ktory mdme 4 prototypy. Z rovnice (5.8)) dostaneme:

814:9—6014:9
524:9—6C24:9
834:9—6034:3

Zdroveri z rovnice (5.9):

S14 = 3C46 + 3c47 =9

So4 = 3C45 + 3c47 =9

S34 = 3Caa + 3Ca7 = 3
RieSenie tejto siistavy linedrnych rovnic je nasledovné: (cuy, cs5, c46, ca7) = {(1,3,3,0),(0,2,2,1)}.
Na zdklade prototypov vieme, Ze 1. rieSenie nespliia Ziaden prototyp, a preto ho mozeme za-
hodit. Z toho dostdvame, Ze 4. riadok vyzerd nasledovne [003|0221]. Podobne pokracujeme

az po posledny riadok, kde dostaneme jedinii orbitny maticu:

000/00T1°1
000/0101
0001001
C=100 30221
030[(202°1
300/2201
3331110

5.5 Zaverecny test na izomorfizmus

KedZe vysledné matice izomorfné mdzu byf, musime ich na konci algoritmu otestovat. Vy-
uzivame pri tom uz existujuice algoritmy, ktoré efektivne riesia problém izomorfizmu. Najviac
znamy je program Nauty [MP14] napisany McKayom a pre nekomer¢né ucely zadarmo. Ako
vstup st dané 2 neorientované jednoduché grafy (bez viacndsobnych hran a sluciek) repre-
zentované zoznamami susedov a ako vystup vracia informdciu o tom, ¢i st izomorfné alebo
nie.

Nase orbitné matice nie si symetrické a obsahuji hodnoty od 0 po 3. Preto ked chceme
aplikovat algoritmy musime naSu maticu upravif na multigraf. Multigraf je graf, ktory ob-

sahuje viacndsobné hrany (multihrany) a slu¢ky v grafe. Najprv musime z orbitnej matice
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urobif symetrickd maticu. Ako l'ahko vidief orbitnd matica nie je symetrickd len vo fixnej
Casti, orbitnd Cast je symetrickd. To vieme upravif tak, Ze vo fixnej ¢asti nad orbitnymi stip-
cami prvky s hodnotou 1 upravime na nami zvolenou hodnotou, napriklad 5 a vo orbitne;j

Casti nad fixnymi stipcami prvky s hodnotou 3 upravime uZ zvolenou hodnotou 5.

Priklad 5.4. Nech C je orbitnd matica z prikladu[5.3| Z nej zostrojime maticu C', ktord bude

symetrickd.
000[0O0 11 000/00355
000[0 101 000[0505
000[100°1 000[500%5
C=1(00 30221 =100 502 21
030[202°1 0502021
300[(220 1 500/2 201
3331110 5551110

Takto upravend orbitnd matica prislicha matice susednosti nejakého multigrafu. Na rieSe-
nie problému izomorfizmu multigrafov existuji zndme algoritmy, priamo v Nauty ale neexis-
tuju. Preto sme skusili ostatné existujuce programy (kniznice) Networkx [netlS] a Graph-tools
[gral5], ktoré maji implementovany algoritmus VF2. Programy Networkx a Graph-tools su
napisané v programovacom jazyku Python [pyt15]]. V obidvoch pripadoch ndm z nezndmych
pricin algoritmy zle ukazovali vysledky, t.j. niektoré grafy, ktoré boli neizomorfné ich algo-
ritmus vyhodnotil, Ze izomorfné st (pri¢om ich poradie vrcholov (mapping) nesedel) alebo
program necakane spadol. Tieto pripady sa vyskytovali iba v Specifickych pripadoch a dlho
nam trvalo, kym sme objavili tito chybu. Po konzulticii na férach sme pravdepodobne ob-
javili nejaké chyby pri implementacii, alebo sme pouZivali inu interpretaciu ako oni. Po zlej
skusenosti neodporic¢ame pouzivat tieto programy na hladanie izomorfizmu multigrafov.

Vritili sme sa naspif k overenému programu Nauty, kde ndm poskytol M. Ziv-Av [ZA13]]
funkcie napisané v GAP [GAP15], ktory pouziva kniznicu GRAPE [So1l5]. Hlavnou my-
Slienkou je ofarbenie orbitnej matice na jednoduchy graf, kde aplikujeme program Nauty. V
prilohe k tomu prislicha stbor ziv-av.g. Ako vstup st dané dve orbitné matice, konkrétne
riadkové orbitné matice I?, ako vysledok vracia informaciu o izomorfizme. V programe
GAP sa nam fazSie pracovalo, preto sme presli na Sage [sagl3], ktory ma syntax podobnu

programovaciemu jazyku Python a vieme pouZzivaft vsetky funkcie z GAP.



KAPITOLA 5. GENEROVANIE ORBITNYCH MATIC S AUTOMORFIZMOM RADU 3 47

Ked mdme zoznam vyslednych orbitnych matic a funkciu, ktord kontroluje 2 orbitné ma-
tice, skusanie vSetkych dvojic nie je efektivne. Preto pouZivame obmenu Eratostenového sita.
Ak zistime, Ze dany graf je izomorfny s nejakym skor vygenerovanym grafom, zapamitame
si to a testujeme iba dvojice orbitnych matic, ktorych stav eSte nepozname. Pocet testov je
takto zhruba pocet orbitnych matic krat pocet tried neizomorfnych orbitnych matic. Ak pocet
vyslednych orbitnych matic je velky, rddovo 10 000, mdZeme orbitné matice rozdelif do tried
podl'a hodndt lahko zritateInych invariantov, napriklad podl'a hodnot na diagondle, a potom
iba v tychto triedach kontrolovat izomorfizmus. V prilohe k tomu prislicha stibory Test.sage

a ziv-av.g, ktory algoritmus externe vold na konci.

5.6 Distribuovany vypocet

Ako sme uZ skor spominali, naSa implementacia algoritmu a programovaci jazyk Scala ndm
ho umoznuje l'ahko distribovat pomocou Aktor model (Actor model) [Agh86]. Aktor model je
matematicky model konkurentného vypoctu concurrent computation, ktory pouZziva aktorov
actor ako zdkladnu jednotku. Aktory komunikuji medzi sebou pomocou sprdv, tie mozu byt
synchronizované alebo nesynchronizované. Kazdy aktor prijma a posiela spravy a na zaklade
nich mdzZe menif svoje spravanie (volaf lokdlne metédy). Zaroven kazdy aktor vie vytvaraf
novych aktorov alebo sdm zaniknf. Lahko si to vieme predstavif aktorov ako 'udi, ktori rieSia
nejaky problém a jedinou moZnou komunikaciou je dialég medzi fud'mi (posielanie sprav).
Tento model je dlho zndmy a vyuZivaju ho r6zne programovacie jazyky, napr. Erlang [erl135]],
ktory sa pouZiva masivne v distribuovanych databdzach a webovych serveroch.
Programovaci jazyk Scala ma vlastni implementiciu Actor modelu, kniZnica Akka
[akk15)], ktord sme aplikovali na naS algoritmus. N&S algoritmus bol navrhnuty tak, aby
kazdé spitné volanie (backtrack) bolo sebestacné. To znamend, Ze nepouziva Ziadne zdielané
premenné, vystaci si s premennymi, ktoré dostane v argumentoch. Na zaciatku n4§ algorit-
mus vytvori jedného hlavného aktora, ktory zréta prototypy a na zaklade nich vytvori novych
aktorov, ktory za¢nu generovaf orbitni maticu (v argumentoch dostanu informécie o pro-
totypoch). Kazdy aktor potom skudsa konkrétny riadok, ak sa mu to podari, vytvori novych
aktorov so svojim rieSenim na dal$i riadok a sim zanikne. Ak sa mu to nepodari, zanikne.
Ak aktorovi sa podari ndjst vyslednd maticu, poSle spravu (orbitni maticu) hlavnému ak-

torovi, ktory si vysledok uloZi a zanikne. Program sa zastavi prave vtedy, ked zostane iba
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hlavny aktor aktivny. KedZe v jednom momente mdéZeme mat aktivnych aj milién aktorov, v
akom poradi a na ktorom procesore beZia ndm zabezpecuje kniZnica, ktord to robi optimalne.
To znamend, Ze vyfazuje naplno vSetky procesory (pripadne podla konfiguracie iba nejaky
pocet procesorov) a pamif efektivne riesi “zber odpadkov” (garbage collector). Podobnym
spdsobom sa dd pomocou konfiguricie napojif na tento model viacero pocitacov a tak zvy-
Sif vypoctovy vykon. Implementacia aktor modelu je ovela jednoduchSia nez tradi¢ny viac
vldknovy pristup, kde by sme museli riesif problém synchronizécie. Dal$ou vyhodou bolo,
Ze sme nemuseli n4S pdvodny algoritmus velmi upravovat. V prilohe prislicha k tejto Casti

subor GenerateOrbitMatrixAkka.scala.



Kapitola 6

Vysledky prace

Popisany algoritmus v predchddzajicej kapitole sme aplikovali na sady parametrov silne
regularnych grafov do 55 vrcholov. Tieto vysledky spracoval Skolitel M. Macaj, ktory orbitné
matice zdvihol (/ift) na matice susednosti silne regularnych grafov vlastnou metédou. Program
bol spastany na 4 rdéznych zariadeniach: notebook s konfiguratnou zostavou Intel Core i3
350M, RAM 4GB, HDD 500GB 7200 otacok, pocitac s konfiguracnou zostavou Intel Core
13-2130, RAM 8GB, SSD 32 GB, pocita¢ s konfiguracnou zostavou Intel Core 15-3570k,
RAM 8GB, HDD 2TB 7200 otacok a pocitac s konfiguratnou zostavou Intel Core 17-4790,
RAM 8GB, SSD 128 GB.

V prvej Casti ukdZeme vypocitané pocty fixnych vrcholov pre dané sady parametrov,
pricom sme pri tom vyuZili vety z Casti[4.4]a[5.1] V d'alSej Casti sme aplikovali nas algoritmus
na sady parametrov s Uplnou klasifikdciou. Zoznamy grafov sme ziskali od E. Spence, M.
Behbahani, C. Lam a P. R. J. Ostergdrd [Spel5b] [BLOI2]]. Nasli sme vsetky grafy, ktoré
sme hladali. V d’alSej Casti sme aplikovali nas algoritmus na sady parametrov bez uplnej kla-
sifikdcie. Z doteraz zndmych grafov sme nielen nasli vSetky grafy, ale sme aj skompletizovali
grafy s automorfizmom radu 3. Na zaver zhrnieme sucasny stav a mozné plany do buducna.

Konkrétne data a vysledky je mozné si pozrief na naSej strdnke [KM135] alebo je ich

mozné ndjst v prilohe.

6.1 Vypocet poctu fixnych vrcholov

Zo stranky [Srgl5] sme ziskali zoznam sad parametrov silne reguldrnych grafov, ktoré su

bud’ kompletne klasifikované, bez uplnej klasifikdcie alebo ich existencia nie je zndma. Na

49



KAPITOLA 6. VYSLEDKY PRACE 50

zdklade viet z Casti[d.4]a[5.1)sme vypocitali pocty fixnych vrcholov, pre ktoré sa oplati spustit
nas program. Vysledky sme rozdelili do dvoch tabuliek. V prvej tabulke su vysledky pre
konferencné graty, kde sme vyuzili lepsi odhad vd'aka vete Na sady parametrov okrem
(49, 24, 11, 12) a (25, 12, 5, 6) mdZeme aplikovat vetu pretoZe su to neintegralne grafy,
t. j. vlastné Cisla nie st celé ¢isla. V druhej su ostatné (integrdlne) grafy, kde sa da pouZif iba
veta a zaroven vieme pre niektoré pocty ukdzaft, Ze neexistuji. Ako mdzeme pozorovat v
obidvoch pripadoch boli Behbahaniho odhady ovela horSie okrem sady parametrov (45, 12,
3, 3). Vysvetlivky k tabulke: n, k, \ a p st parametre silne regularneho grafu, ! kompletna

klasifikacia, + neuplnd klasifikacia, ? existencia nie je zndma.

n | k| XA | p || poCet grafov | Behbahaniho odhad | na§ odhad
251121 5| 6 15! <16 1,4
29 (14| 6 | 7 41! <17 5
37118 8 | 9 + <21 1,7
41120 9 |10 + <23 5
45122 110 | 11 + <25 3,9
49 124 | 11 | 12 + <28 1,4,7,10
5312612 |13 + <30 5,11
61 30|14 |15 + <34 1,7,13
6532|1516 ? <36 5,11

Tabulka 6.1: Pocet fixnych vrcholov pre konferencné grafy
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n | k| XA | pu | poCetgrafov | Behbahaniho odhad nas odhad
2610 3 | 4 10! <13 2,5
281121 6 | 4 4! <21 1,4,7,10
3516 | 6 | 8 3854! <20 2,5,8

36 (14 4 | 6 180! <18 0,3,6,9
36 {15 6 | 6 32548! <18 0,3,6,9
40 12| 2 | 4 28! <16 1,4,7,10, 13
451123 | 3 78! <15 0,3,6,9,18
49 118 | 7 | 6 + <24 1,4,7,10
5021 8|9 + <25 2,5,8, 11
57124 11| 9 + <33 0,3,6,9,15
63 30|13 |15 + <35 0,3,6,9,12, 15

Tabulka 6.2: Pocet fixnych vrcholov pre integralne grafy

51

6.2 Vysledky programu pre sady parametrov SRG so zna-

mou uplnou Klasifikaciou

Aby sme overili n4§ algoritmus, spustili sme nds§ program na sadu parametrov silne regu-

larnych grafov, pre ktoré je zndma uplnd klasifikdcia. V prvom rade, aby sme mohli nase

vysledky skontrolovat s uZ zndmymi, sme si zo stranky E. Spence [Spel5b] stiahli zoznamy

silne reguldarnych grafov. Z nich sme vybrali tie grafy, ktoré maji grupu automorfizmu radu

3 pomocou znamych algoritmov v Sage. V prilohe je mozné ndjst program SRGAut3.sage.

Pomocou nich sme si aj vyratali pocet fixnych vrcholov a skontrolovali s nami vypocitanymi

poctami, program FixPoints.sage. Vysledky sme zahrnuli do nasledujuicej tabulky:
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n | k | A| p || pocet vSetkych grafov | pocCet grafov s automorfizmom radu 3

25112 |5|6 15 9

26103 |4 10 6

28126 | 4 4 4

29 |14 |6 |7 41 12

35/16 | 6 | 8 3 854 140

36 |14 4|6 180 41

36 15166 32 548 344

4011212 | 4 28 20

4511213 |3 78 44

Tabulka 6.3: Sady parametrov SRG s tplnou klasifikdciou

Aplikovali sme né$ algoritmus na tieto sady parametrov silne reguldarneho grafu. Vypocet
pre jednotlivé sady parametrov netrval viac ako hodinu. Pozorovali sme, Ze vypocet pre vicsie
pocty fixnych vrcholov trval dlhsie ako pre menSie. D6vodom moze byt, Ze nas “slaby” test na
izomorfizmus trva dlhSie, pretoZe delenie do tried nie je prili§ efektivne. Zaroven sme si v§imli,
matice pre komplementarne grafy pre kontrolu aj pre porovnanie doby vypoctu. Pozorovali
sme, Ze doba vypoctu je priblizne rovnakd. V prilohe aj na stranke uvddzame najzaujimavejSiu
sadu parametrov a to (35, 16, 6, 8), kde komplementéarny graf je s parametrami (35, 18, 9, 9).
Vysledky sme zaznamenali do tabulky [6.4] kde ako sme spominali, $kolitel' zdvihol orbitné

matice na matice susednosti vlastnou metdédou.
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w e Ials Pocet orbitnych matic | Pocet ndjdenych grafov
(pocet fixnych vrcholov) z orbitnych matic

251256 9(1)4 4 9
26103 | 4 3(2),1(5) 6
281126 |4 4(1),2(10) 4
2914|167 1(5) 12
35166 | 8 18 (2),3(5), 1 (8) 140
35181919 18(2),3(5),1(8) 140

36 [ 14146 10 (0),3 (3), 1 (9) 41

36 [ 156 |6 || 13(0),30(3),4(6),3(9) 344

40 1121214 9(1),54),1(7),1(13) 20
45112 (3|3 5(3),6(6),2(09) 44

Tabulka 6.4: Orbitné matice a z nich grafy pre sady parametrov SRG s uplnou klasifikdciou

Ako vidime, na$li sme vSetky grafy, ktoré sme hladali. KedZe vypocet netrval dlho,
vytvorili sme si Unit Testy, ktoré pri kazdej velkej zmene algoritmu automaticky testuji
funkcionalitu algoritmu na tychto sadach parametrov. V prilohe sa nachddzaju v prie¢inku

Test.

6.3 Vysledky programu na sady parametrov SRG bez tpl-
nej klasifikacie

Na zdklade dspeSného otestovania naSho programu na saddch parametrov silne reguldrnych
grafov s Uplnou klasifikdciou sme spustili n4s algoritmus na saddch parametrov bez tplnej
klasifikacie. NaSou prioritou boli sady parametrov do 55 vrcholov, a ked’Ze algoritmu fungoval
uspesne, vyskusali sme ho aplikovaf na d’alSie sady parametrov. Pre kontrolu sme ziskali
zoznamy doteraz zndmych grafov (nie su Uplné) od E. Spence, M. Behbahani, C. Lam a P.
R. J. Ostergdrd [Spel5b] [BLOI2]]. Podobne sme z nich vybrali tie grafy, ktoré maju grupu
automorfizmu rddu 3 pomocou zndmych algoritmov. Vysledky sme zahrnuli do nasledujuce;j

tabulky:
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n | k| A | p | poCetdoteraz znamych grafov | pocet zndmych Zs-grafov
37118 | 8 6 760+ 31+

411201 9 |10 120+ 0+
45122110 | 11 2014+ 172+

491 18| 7 | 6 785+ 63+

49 [ 24 | 11 | 12 342+ 169+

50| 14| 4 |6 1 543+ 318+
531261213 + +
6532|1516 ? ?

Tabulka 6.5: Sady parametrov SRG bez tplnej klasifikacie

Aplikovali sme nas algoritmus na tieto sady parametrov silne reguldrnych grafov. Vypocet
trval pre jednotlivé sady parametrov rozne doby. Pre niektoré sady parametrov vypocet trval
menej nez deni pre iné (hlavne konferencné) vypocet trval aj mesiac. Vysledky sme zhrnuli do
tabulky [6.6] Ako vidime, pocet orbitnych matic narastd. Ak neexistuju Ziadne orbitné matice

pre konkrétnu sadu parametrov a pocet fixnych vrcholov, potom sme ich v tabulke vynechali.

n el Pocet orbitnych matic | Pocet vSetkych Novy pocet
(pocet fixnych vrcholov) Zs-grafov znamych grafov

37118 8 | 9 18(1) 37 6802+

41120 9 |10 18(5) 264 5214+

45 122110 | 11 709) 11536 51 104+

49118 7 | 6 595(1), 107(4), 4(7) 243 1471+

49 | 24 | 11 | 12 || 5029(1), 124(4), 40(7) 4 295 702 395+

5014 4 | 6 | 5043(2), 106(5), 35(8) 4 353 87 408+

5312612 | 13 1 229(5) 4 438 15 122+

65|32 |15 |16 302%(5) ? ?

Tabulka 6.6: Orbitné matice a z nich grafy pre sady parametrov SRG bez tplnej klasifikacie

Skolitelovi sa podarilo tieto orbitné matice zdvihniif na maticu susednosti a ako moZeme
vidief v tabulke[6.6|nasli sme vSetky doteraz zndme grafy a navyse sme kompletne klasifikovali

vSetke silne regularne grafy s automorfizmom radu 3 do 55 vrcholov. Zarovei sa SkoliteTovi sa
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podarilo ziskaf dalSie grafy pomocou r6znych metdd switching zo ziskanych grafov [BLO12]
[BH12]. Ako vidime pre sady parametrov (49, 24, 11, 12) a (50, 14, 4, 6) sd poCty orbitnych
matic podobné. Nie je to ndhoda, suvisi to s reguldrnymi 2-grafmi [SpelSal. Skolitelovi sa
na zdklade tychto vysledkov podarilo roz$irif doteraz zndme zoznamy reguldrnych 2-grafov.

Skusali sme spustif nd§ program na sadu parametrov (65, 32, 15, 16), kde nie je zndma
ani mozna existencia grafu. Program ani po mesiaci nedokoncil svoj vypocet, predbezne
sme nasli 302 orbitnych matic. Skolitelovi sa nepodarilo ich zdvihnif na maticu susednosti,

odhadol Ze vypocet je prili§ naro¢ny.

6.4 Sucasny stav a plany do budicna

Momentédlne sme spustili n4s program na d’alSie sady parametrov silne regularnych grafov a
to (57, 24, 11, 9) a (63, 30, 13, 15). Pre sadu parametrov (57, 24, 11, 9) s po¢tom fixnych
vrcholov 6 a 9 sa ndm uZ podarilo ndjst grafy a naSli sme zatial vSetky, ktoré naSiel M.
Behbahani, C. Lam a P. R. J. Ostergdrd [BLO12)].

Ako sme zistili pre vicSie sady parametrov silne regularnych grafov, pocet orbitnych matic
prudko rastie. Pri si¢asnom stave a implementécii algoritmu nevieme dopredu urcit, ako dlho
bude dany vypocet trvaf. V budicnosti by sme to chceli vylepS$it pomocou odhadov a zaroven
zlepsif nas “slaby” test na izomorfizmus. Dal§im ciefom by bolo navrhniif lep$f (univerzalny)
distribuovany model na vypocet, kde by sme chceli prepojif pocitace do spolocnej siete
pomocou kniznice Akka. Takto navrhnuty model by nebol nachylny na vypadok pridu,
ktory ndm spdsobil mensSie problémy a zdroven by sme vedeli l'ahko pripojif dalSie pocitace,

pripadne pozastavif vypocet na pocitacoch v sieti.



Zaver

V prici sme sa venovali konStruktivnej enumerdacii grafov, konkrétne silne regularnym
grafom. Hlavnym vysledkom price je vytvorenie programu na hladanie potenciondlnych
orbitnych matic silne reguldrnych grafov s automorfizmom radu 3. Pomocou tohto programu
sme vytvorili Uplny zoznam potenciondlnych orbitnych matic silne regularnych grafov s
parametrami (37, 18, 8, 9), (41, 20, 9, 10), (45, 22, 10, 11), (49, 18, 7, 6), (49, 24, 11, 12),
(50, 21, 8, 9) a (53, 26, 12, 13), pre ktoré nie je zndma tplna klasifikdcia. Z tychto orbitnych
matic boli ndsledne vytvorené uplné zoznamy silne reguldrnych grafov do 55 vrcholov s
automorfizmom radu 3, ako aj podstatne rozsirené zoznamy znamych silne regularnych grafov
do 55 vrcholov, resp. reguldrnych 2-grafov do 60 vrcholov. V budicnosti by sme sa chceli

pozrief na dalSie sady parametrov bez tplnej klasifikdcie.
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