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Abstrakt: V praci sa zaoberame komunikac¢nou zlozitostou 2-CNF funkcii.
Dokézeme existenciu linearne fazkej 2-CNF funkcie. A popiSeme konkrétnu
2-CNF funkciu, ktorej komunika¢né zlozitost je Q(y/n).
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Abstract: In this text we prove lower bounds of communication compe-
xity of 2-CNF functions. We prove existence of 2-CNF function with linear
communication complexity and we describe concrete 2-CNF function with
communication complexity Q(y/n).

Keywords: Communication complexity, 2-CNF.
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Kapitola 1
Uvod

Komunika¢né zlozitost je asi 25 rokov stard oblast informatiky. Zaobera sa
meranim mnozstva informadcie, ktort si musia vymenit viaceri i¢astnici, aby
sa na niecom dohodli alebo aby vypocitali nejakt funkciu. Autorom komu-
nikacnej zlozitosti je Yao, ktory vymyslel prvé modely, poukazal na prvé
problémy a priniesol prvé vysledky. V stcastnosti existuje viacero modelov
komunikac¢nej zlozitosti, najvicsie uplatnenie ma komunikacné zlozitost pri
hladani dolnych odhadov pre paralelné vypoctové zariadenia. V tejto préci
sa venujeme zakladnému modelu dvojucastnicke; komunikacnej zlozitosti a
prichddzame s dvomi nezavislymi vlasntymi vysledkami. Prvy hovori o mo-
difikacii zakladného modelu, v ktorej jeden z ticastnikov ma o trochu viacej
informacie ako druhy. Druhy vysledok sme dosialhli pri skimani komuni-
kacnej zlozitosti 2-CNF' funkcii. Dokazali sme, Ze existuje 2-CNF' funkcia s
linedrnou komunikacnou zlozitostou a nasli sme konkrétnu 2-CNF' funkciu s
komunikacnou zlozitostou Q(y/n).

Rozclenenie prace je nasledovné: V druhej kapitole zadefinujeme zakladné
pojmy a model komunikacnej zlozitosti, ktorym sa zaoberame. V tretej kapi-
tole uvadzame zakladné vysledky a aplikacie komunikacnej zlozitosti, na nie-
ktoré vysledky z tejto kapitoly sa odvolavame aj vo vlastnych vysledkoch. V
stvrtej kapitole prezentujeme vysledky, ktoré sme dosiahli pri skimani g(n)-
nevyvazeného rozdelenia vstupu. V piatej kapitole sa venujeme komunikacne;j
zlozitosi 2-CNF funkcii a prezentujeme vlastné tvrdenia aj s dokazmi.



Kapitola 2

Komunikacna zlozitost

.....

pouzivat. Pre uicel jednoznacnosti definujeme aj zékladné pojmy z tedrie for-
malnych jazykov a z tedrie grafov, z ktorych najdolezitejsie pojmy st bit,
slovo, jazyk. Klic¢ovym pojmom popisanym v tejto kapitole je Dvojiucast-
nicka zloZitost a VyvdZené premenlivé rozdelenie vstupu.

2.1 Abeceda, slova, jazyky ...

Definicia 2.1.1. Abeceda je kone¢né neprazdna mnozina slov.

V tejto praci budeme pouzivat iba dvojprvkovi abecedu, tou bude mno-
zina {0, 1}, jej prvky budeme nazyvat bity.

Definicia 2.1.2. Slovom nad abecedou ¥ nazyvame kone¢nii postupnost,
ktorej kazdy prvok je z mnoziny X..

Definicia 2.1.3. Di7ka slova w je dlzka postupnosti, ktorou je tvorené. Dizku
slova oznac¢ujeme ako |w|.

Prazdne slovo oznacujeme ako € a jeho dlzka je 0.

Definicia 2.1.4. Ak w je slovo, potom w(i) alebo w; oznacuje i-ty bit slova
w, je to zaroven i-ty ¢len postupnosti, ktora tvori slovo w, ak prvky ¢islujeme
od 0.

Definicia 2.1.5. Ak u a v su slova, potom zretazenim tychto dvoch slov
nazyvame slovo w, pre ktoré plati: w; = u; ak i < |u|, w; = v;_}, inac.
Zretazenie slov u a v skratene zapisujeme ako uv.

Definicia 2.1.6. Reverzom slova w = wyw; . . . w,_1 je slovo w?

= Wp-1Wp—2...W1WYQ.
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Definicia 2.1.7. Jazyk je mnozina slov.
Jazyky vécsinou oznacujeme ako L s nejakym dolnym indexom.

Definicia 2.1.8. Ak L a L’ st jazyky, tak zrefazenim tychto jazykov je jazyk
L"={w|ue Lvel}

Definicia 2.1.9. L° = {¢}
Definicia 2.1.10. L" = LL" ! pre vSetky n vicsie ako 1

Definicia 2.1.11. L*=J.__, L’

i>=0
Definicia 2.1.12. Nech f: {0,1}* — {0,1} , potom L; = {w|f(w) = 1}

Definicia 2.1.13. Komplement jazyka L je L¢ = {0,1}* — L

2.2 Cisla

Kazdému slovu nad abecedou {0,1} mozno priradif prirodzené ¢islo. Pre
toto priradenie zavedieme oznacenie, lebo ho budeme z technickych pric¢in
pouzivat.

Definicia 2.2.1. Nech w = wowy . .. w,, potom BIN(w) = Y7 w;2" "

Definicia 2.2.2. Nech z je prirodzené ¢islo. BIN, ' () je také slovo w, kto-
rého dlzka je k a BIN(w) je x.

2.3 Grafy

V préaci pouzivame jazyk tedrie grafov, predpokladame, Ze Citatel pouzité
pojmy a vysledky bude poznat. Spomenieme sposob, ktory sa pouziva na
reprezentovanie grafov, ked sa skiima komunikacnd zlozitost nejakého grafo-
vého problému. Graf majici n vrcholov budeme reprezentovat slovom dlzky
(g), kde hodnota bitu na i-tej pozicii bude urcovat, ¢i je v grafe pritomné
hrana ¢islo ¢ pre nejaké poradie hran.

2.4 Komunikacny model

Podla [EK97], vSeobecny komunika¢ny problém moZno popisat nasleduji-
cimi slovami: Mame systém, ktory musi vykonavat nejaka ulohu, ktora za-
visi od informacii, ktoré st rozdistribuované medzi rozlicné casti systému
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zvané castnici. U¢astnici teda musia medzi sebou navzajom komunikovaft
za ucelom vykonania nejakej tilohy.

Model, ktorym sa budeme zaoberat v tejto praci (jeho autorom je Yao),
sa snazi popisat najjednoduchsie mozné scenare komunika¢ného problému.
Yaov model sa od vSeobecného problému lisi nasledovnymi zjednodusujticimi
predpokladmi:

e V systéme st iba dvaja tcastnici.
e Kazdy z ucastnikov dostane dopredu dant fixna ¢ast vstupu.
e Jedind merana veli¢ina je pocet prenesenych bitov v komunikacii.

e Uloha ti¢astnikov je vipocet dopredu zadanej funkcie, ktorej paramet-
rom je cely vstup.

Poznamka. 7 tretieho prepokladu je teda dané, Ze tcastnici maji neobme-
dzent vypoctova kapacitu.

Tieto predpoklady ndm poméhaji sustredit sa na jadro problémov spo-
jenych s komunikaciou. Napriek zjavnej jednoduchosti je tento model velmi
bohaty, odhaluje pekni $trukttru a daji sa v 1iom Studovat veci akymi st
randomizacia, nedeterminizmus a mnohé iné. Poznatky, ktoré nadobudneme
v tomto modely, sa daju preniest do viacerych inych scendrov, v ktorych je
kltcova komunikécia.

2.4.1 Dvojacastnicka zlozitost

Hore popisany model sa pokusime popisat formélne, ale najskor este raz
popiSeme o ¢o mé ist. Nech X, Y, Z st lubovolné koneéné mnoziny a nech
f: X xY — Z je lubovolna funkcia. Mdme dvoch tcastnikov A a B, ktori
chet vypoditat funkciu f(x, y) pre nejaké vstupy = € X ay € Y. Problém je v
tom, ze A pozna iba x a B pozna iba y. To znamena, ze pre netrivialne funkcie
musia spolu nejako komunikovat. Tato komunikacia bude uskutocnend podrla
pevného protokolu P (ktory zavisi iba od funkcie f a nie od vstupov) a bude
prebiehat tak, Ze vzdy jeden tcastnik posle nejaké bity druhému tcastnikovi,
az kym jeden z ucastnikov bude moct jednoznac¢ne uréit f(x,y). Protokol P
nam musi teda v kazdom kroku vediet urcit nasledovné veci:

e Ci uz je komunikacia ukonéena.
e Ak je komunikacia ukoncena, aky je vysledok.

e Ak nie je komunikécia ukoncend, tak ktory tcastnik mé poslat nasle-
dovny bit.
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e Aky bit mé poslat ucastnik ktory je na rade.

To, kto v danom momente posiela bit, musi byt urcéené iba dovtedajSou komu-
nikaciou (prenesenymi bitmi). A aky bit dany tcastnik posle musi byt zavislé
iba na dovtedajsej komunikacii a na c¢asti vstupu, ktory pozna.

KedZe nepotrebujeme protokol vykonavat, ale sta¢i ndm ho iba vediet
popisat, mozeme hore uvedené poziadavky zhrnif do nasledovnej definicie.

Definicia 2.4.1. [EK97] Protokol P definovany nad X xY s oborom hodnot
Z, je binarny strom, v ktorom kazdému vnutornemu vrcholu v je priradena
bud funkcia a,: X — {0,1} alebo b,: Y — {0, 1}, pri¢om réznym vnatornym
vrcholom moéze byt priradend rozna funkcia a kazdému listu je priradena
jedna hodnota zo Z. Hodnota protokolu P na vstupe (x,y) je hodnota listu,
ktory dosiahneme, ked za¢neme z koreria prechddzaf stromom a v kazdom
vntutornom vrchole v ozna¢enom a, pojdeme dolava, ked a, () = 0 a doprava,
ked a,(z) = 1 a vo vrchole ozna¢enom b, pojdeme odlava, vtedy ked b,(y) = 0
a doprava, vtedy ked b,(y) = 1. Cena protokolu P na vstupe (z,y) je dlzka
cesty, ktort prejdeme pri vipoéte na vstupe (z,y). Cena protokolu je hibka
stromu, ktorym je tvoreny.

Pozndmka. V tejto praci sa dalej predpoklada, ze X = {0,1}", Y = {0,1}"
a Z ={0,1}, pre nejaké n.

Intuitivne povedané, kazdy vnitorny vrchol v oznaceny a, zodpoveda
situécii, ked ma bit poslat t¢astnik A a hodnota tohto bitu je a,(z). Kazdy
vnutorny vrchol v oznaceny b, znamena ze bit posiela ucastnik B a jeho
hodnota je b,(y).

Definicia 2.4.2. [EK97] Pre funkciu f: {0,1}" x {0,1}" — {0, 1}, determi-
nistick4d komunikacna zlozitost f je cena najlacnejsieho protokolu, takého, ze
f(z,y) = P(z,y), pre vietky z € X a y € Y. Tato hodnotu zna¢ime ako

D(f).

2.4.2 \yvazené premenlivé rozdelenie vstupu

Dovod vysokej komunikacnej zlozitosti funkcie f je niekedy iba v tom, ako
rozdelime vstup medzi dvoch tcastnikov.

Pri skiimani integrovanych obvodov sa prislo na to, Ze existuje vztah
medzi velkostou obvodu a komunikacnou zlozitostou funkcie ktorti dany ob-
vod pocita, ale pri takom rozdeleni vstupu, ktory tuto zlozitost minimalizuje
Hro97]. Aby sme mohli ku komunikacnej zloZitosti pristupovat aj takymto
sposobom, zadefinujeme si nasledujicu notaciu
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Definicia 2.4.3. v(f,7). Ku kazdej funkcii f: {0,1}*" — {0,1} a
[C{01,....2n—1} = (o, sy br),s

K =1{0,1,....2n — 1} \ I = (ko,k1,...,kon_m—1) mozno priradit funkciu
v(f, 1): {0, 1} x {0,132l takd, ze v(f, I)(z,y) = f(2), kde

2(1;) = x(i) pre vSetky iod 0 dom —1 a
z(k;) = y(i)pre vSetky i od 0 do 2n —m — 1

Zjednodusene povedané, v(f, ) predstavuje taku funkciu, v ktorej prvy
pocita¢ dostane bity s poziciami v I, a druhy pocitac¢ ostatné bity. Pomocou
tejto notacie zadefinujeme dal$ie miery zlozitosti.

Definicia 2.4.4. D®™T(f) = min;_, D(v(f,I))

Definicia 2.4.5. DWORST( ) = max;_, D(v(f,I))



Kapitola 3

Zakladné vysledky

3.1 Zakladné poznatky

V tejto kapitole uvadzame zdkladné zname vysledky z tedrie komunikacne;j
zlozitosti a zname vety, ktoré pouzivame vo vlastnych tvrdeniach. Z nich sa
najdolezitejsie vety o existencii fazkych funkcii a metddy pre dolné odhady.

Najjednoduchsi sposob, ako mozu ucastnici vypocitat kazda funkciu, je
taky, ze ucastnik A posle ti¢astnikovi B cely svoj vstup. Ucastnik B uz teda
poznd aj z aj y a moZe teda sdm vypocitat f(x,y).

Veta 3.1.1. [EK97] D(f) <n

Najjednoduchsia funkcia, pre ktort lepsi sposob ani neexistuje je ta, ktora
potrebuje overit, ¢i si vstupy, ktoré dostali i¢astnici, rovnaké.

Definicia 3.1.1. fgqu: {0,1}" x {0,1}" — {0,1}, (fequ(z,y) = 1) <
r=y

Veta 3.1.2. AEK97/ D(fEQu) =N

Tato funkcia mé aj ta vlastnost, Ze hoci jej komunikacné zlozitost je
vysoka, existuje také rozdelenie vstupu, pri ktorom je komunikacnd zlozitost
konstantna.

Veta 3.1.3. [Hro97] DBT( faqu) = 2

Navyse, podla méjho nazoru ide o funkciu, ktoré sa v praxi pouziva velmi
¢asto. Predstavme si pripad, ked chceme overit, ¢i st dva stibory na vzdiale-
nych pocitacoch rovnaké. Z vety 3.1.2| vyplyva, ze neexistuje deterministické
rieSenie, ktoré by bolo lepSie, ako poslat cely stibor druhému pocitacu a ten
ich porovna. V praxi sa vSak tato tloha da riesit jednoducho pomocou Sifro-
vacich metod. Prvy pocita¢ vypocita akusi Sifrovaciu funkciu celého svojho

7
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suboru a tym dostane retazec, ktory je kratky, ale veri sa, Ze je mald prav-
depodobnost, ze Tudia vedia zostrojif iny sibor s rovnakym vysledkom tejto
funkcie. Takéto riesenie ale nefunguje vo vsetkych pripadoch, na to, aby sme
takéto rieSenie mohli najst aj v teoretickej rovine, sta¢i nam zaviest rando-
mizaciu.

Randomizaciu moézeme v stvislosti s komunikacnou zlozitostou zaviest
roznymi sposobmi a moZzeme sktimat viacero mier, tak ako je to aj v kla-
sickej tedrii vypoctovej zlozitosti. V praci sa randomizovanymi protokolmi
nezaobarame, ale len pre ilustraciu ukazeme jeden zo sposobov.

Tak ako sme v definicii dvojucastnickej zloZitosti pouzivali strom, ktorého
vnutorné vrcholy boli oznacené funkciou zavislou na vstupe tcastnika, v ran-
domizovanom protokole budu tieto funkcie zavislé od vstupu pocitaca a od
nahodného refazca, ktory moze byt rozny pre jednotlivych ucastnikov.

Nech R(f) je cena takéhoto protokolu s tym, Ze ak vysledok f je 0, tak
pravdepodobnost zlého vysledku je najviac 1/2 a ak vysledok f je 1, tak
protokol vzdy da vysledok 1.

Veta 3.1.4. [EK97] R(fequ) = O(logn)

Doékaz. [EK97] Nech p > n? je prvocislo. Na vstupy, ktoré dostant i¢astnici,
sa mozeme divat ako na polynémy nad polom GF(p).

o A(x) =ap+ a1x + agx® + -+ + a1
° B(l’) = bo + bz + b2$2 + -+ bn_lx”*

kde a = apay ...a,_1 ab=bgoby ...b,_1 st vstupy, ktoré dostant ticastnici A,
resp. B.

Ucastnik A zvoli nahodné ¢slo ¢ mensie ako p a tcastnikovi B pogle
hodnoty t a A(t). Ten vypocita B(t) a ak sa B(t) = A(t), vyhlasi vysledok,
7e a = b. Zjavne tento protokol moze dat zly vysledok iba v pripade Ze a # b,
ale pravdepodobnost takejto udalosti je najviac 1/n, lebo hodnét v ktorych
sa dva rozne polynémy stuptia n — 1 mdzu rovnat je najviac n — 1, sa to
korene polynému A(x) — B(z). O

Pripadov, kedy neexistuje lepsi sposob ako poslat druhému tcastnikovi

cely svoj vstup je velmi vela. Nasledujuca veta hovori o tom, Ze viicSina
funkcii je takychto.

Pozndmka. Dalej pojednavame o deterministickej komunikacnej zlozitosti.
Veta 3.1.5. [Hro97] Pravdepodobnost, Ze ndhodne zvolend funkcia

f:{0,1}" x {0,1}" — {0,1} bude mat komunikacéni zloZitost menej ako n
(D(f) <n) sa blizi k0 s rasticim n.
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Pozndmka. Funkciu mozeme ndahodne zvolit tak, Ze ndhodne priradime funkéni
hodnotu pre kazdy vstup.

Kedze tych funkcii je vela uvedieme zoznam niektorych z nich, nech x =
Toly .- -Tp—1 @Y = YY1 -.-Yn-1:

o v =y [EK97]

o x>y [EKIT|

o >0y @iy mod 2 [EK97]
o (30 ;) > 0 [EK9T]

Podobna situacia je aj ked zoberieme do tvahy VyvdzZené premenlivé roz-
delenie.

Veta 3.1.6. [Hro97] Pre kaZdé n existuje funkcia f: {0,1}" x {0,1}" —
{0,1}, takd ze DBEST(f) = n.

Napriek faktu uvedenému v predchadzajtcej vete, nebola doteraz najdena
7ziadna konkrétna funckia, pre ktort by platilo DPEST(f) = n. Pozname vsak
funkcie pre ktoré pozname linedrny dolny odhad pre DBST. Jednou z nich
je aj funkcia uvedena v nasledujicej definicii.

Definicia 3.1.2. Nech 2n = (7), fui: {0,1}*" — {0,1}. fui(z) = 1 prave
vtedy, ked graf dany reprezentaciou x obsahuje trojuholnik.

Dokaz, ze DBEST(f,;) € Q(n) je uvedeny v [Hro97].

3.2 Dolné odhady dvojucastnickej zlozitosti

Metéd na urcenie dolnych odhadov komunikac¢nej zlozitosti bolo zatial obja-
venych vicero a vztahy medzi nimi nie st vZdy uplne zname. V tejto praci
budeme pouzivat iba jednu z nich, zvant klamica mnozina (fooling-set), aby
sme sa k tomuto pojmu dopracovali, musime zaviest dalSie pojmy, oznacenia
a vztahy medzi nimi.

Ked méme sktmaft nejaka funkciu f: {0,1}"x{0,1}" — {0,1}, je mozné
zapisat si funkéné hodnoty do matice rozmeru 2" x 2".

Definicia 3.2.1. Nech pre funkciu f: {0,1}" x {0,1}" — {0,1}, znac¢ime
oznacenim M, maticu rozmeru 2" x 2" taki, ze M (i, j) = f(BIN; (i), BIN;'(5))
pre vsetky ¢ a j, kde M¢(i, j) je j-ty porvok i-teho riadku matice M (i, 7).
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Pri analyzovani takejto matice sa budeme zameriavat na oblasti zvané
kombinatorické obdlZniky, dalej zvané tiez iba obdZniky.

Definicia 3.2.2. [EK97] Nech X a Y st [ubovolné mnoziny. Potom fubovolnt
podmozinu R mnoziny X XY nazyvame oblznikom, ak plati ze ak (z1,11) € R
a (x2,y2) € R,potom aj (x1,y2) € R a aj (r2,41) € R.

Specialne, nech X = {0,1}" a Y = {0,1}*, f: {0,1}" x {0,1}" —
{0,1},c € {0,1}, potom c-monochromatickym obdlznikom nazyvame R, ak
je to obdlZnik a pre vietky (z,y) € R plati M;(BIN(z), BIN(y)) = ¢

Dalej uvedieme uzito¢n vlastnost stivisiacu s hore uvedenymi typmi mno-
zin a protokolmi, ktoré poc¢itaju nejaku funkciu.

Definicia 3.2.3. Nech P je protokol a v je vrchol jeho stromu. Oznacenim
R, sa mysli mnozina vstupov (z,y), pri ktorych sa pri vypocte protokolu P
prejde vrcholom v.

Lema 3.2.1. [EK97] R, je vidy obdZnik.

Dokaz. Tvrdenie plati pre koreri. Pre ostatné vrcholy dokaZzeme platnost tvr-
denia indukciou. Myslienka je taka, ze potomkom vrcholu v iba rozdelime
obd[Znik priradeny vrcholu v. O

Doésledok. Ak v je list, R, je vidy monochromaticky obdlznik.

Dokaz. Kedze v protokle P hodnota v liste je hodnota funkcie f, pre para-
metre, ktoré ved k tomuto listu, musia byt vSetky tieto hodnoty rovnaké. [

Z predoslej vety a dosledku vyplyva, ze kazdy protokol pocitajuci f indu-
kuje disjunktné pokrytie matice M; monochromatickymi obdlznikmi. Tento
fakt mozeme pouzit na dolny odhad komunikacnej zlozitosti kazdej funkcie.

Lema 3.2.2. [EK97] Ak kaZdé disjunktné pokrytie M; monochromatickymi
obdlznikmi potrebuje aspori k obdlznikov, potom D(f) > logk

Otéazka, ¢i dolny odhad ziskany hore uvedenou lemou je vzdy tesny je

otvorena [EK97|. Isté je, Ze odhad je najviac kvadraticky zly [EK97].

3.2.1  Klamice mnoziny

Vypoditat velkost minimélneho disjunktného pokrytia M; moze byt velmi
tazké, ale existuju jednoduchsie metédy pre dolny odhad komunikacnej zlozi-
tosti. Jednou z nich je metéda klamicich mnoZin. T4 vlastne priamo dava iba
dolny odhad minimélneho disjunktného pokrytia, avsak tento odhad moze
byt az exponencialne zly [Hro97].
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Na pouzitie tejto techniky je treba néjst velkti mnozinu vstupov, taka, ze
ziadne dva prvky z tejto mnoziny nemozu byt v jednom monochromatickom
obdlZniku.

Definicia 3.2.4. Nech f: {0,1}" x{0,1}" — {0,1}. Mnozina S C {0,1}" x
{0, 1}" sa nazyva klamica mnozina, ak existuje z € {0, 1} také, Ze pre vsetky
(x,y) € S, f(x,y) = z a pre kazdé dva rozne pary (z1,y1) a (zg,y2) bud
f(z1,y2) # z alebo f(xa,y1) # 2.

Lema 3.2.3. [EK97] Ak [ md klamicu mnoZinu S velkosti t, velkost mini-
movéeho disjunktného pokrytia My monochromatickymai obdZnikmi je asporn t

Daésledok. Ak f ma klamicu mnozinu S velkosti t, potom D(f) > logt

3.3 Aplikacie komunikacnej zlozitosti

Do tejto casti zaradujem tie tvrdenia, ktoré nestvisia iba samotudcelne s ko-
munikac¢nou zlozitostou, ale poskytuju dolné odhady inych zloZitostnych mier
v inych modeloch. Ako prvy uvedieme vysledok, ktory sa objavil medzi pr-
vymi, v prvych ¢lankoch pojednavajucich o komunikacnej zlozitosti. Kapitolu
ukoncime aplikaciou komunikacnej zlozitosti v sekvencénych vypoctoch.

3.3.1 VLSI

VLSI chip (integrovany obvod) sa da abstraktne popisat ako mriezka, na
ktorej v kazdom policku je bud procesor, alebo spojovaci vodi¢. Technologicky
su tieto stciastky velmi malé, preto ich mozno umiestnit velmi vela na mala
plochu, a tym dosiahnuf vysokd mieru paralelizmu. Komunikacnéa zloZitost
nam poskytuje metédu ako dokazat dolny odhad pre stéin plochy, ktora chip
zaberie (A) a druht mocninu paralelného ¢asu (7'), ktory chip potrebuje na
vypocitanie funkcie f.

Veta 3.3.1. [EK97] DPPST(f) < VAT

3.3.2 Logické obvody

Rozdiel medzi logickym obvodom a integrovanym obvodom je ten, Ze logicky
obvod je vzdy acyklicky orientovany graf, kym integrovany obvod mdze ob-
sahovaf cykly. Ak uplatnime urc¢ité obmedzenia pre rozmiestnenie logického
obvodu do mriezky, plati pre minimalnu plochu A nasledovny dolny odhad:

Veta 3.3.2. DBEST(f) < /A
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3.3.3 Cas a priestor pre Turingové stroje

Pomocou deterministickej komunikacnej zlozitosti sme schopni najst dolné
odhady pre stGéin ¢asovej a priestorovej zlozitosti (S(n)T'(n)) pre Turingov
stroj akceptujuci dany jazyk. AvSsak odhady pomocou tejto metédy st najviac
kvadratické.

Lema 3.3.3. [EK97] Nech mame funkciu f: {0,1}"x{0,1}" — {0,1} a nech
M je viacpdskovy turingov stroj so vstupnou paskou iba na citanie, ktory na
kazdom vstupe dizky n urobi najviac T(n) krokov a pouZiva priestor S(n) a
slovd tvaru x0™y,kde |x| = |y| akceptuje prave vtedy ked f(z,y) = 1. Potom
D(f) = O(T(n)S(n)/n)

Priklad 3.3.1. [EK97]

Uvazujme jazyk palindrémov, L = {ww’} a v fiom $pecialny pripad, ked
posledna tretina slova w st samé 0. V tomto pripade je funkcia f ekviva-
lentna funkecii frqu, takze D(f) = n. Podla vety T(n)S(n) = Q(n?).
Ako je zrejmé, tento jazyk sa da akceptovat v linedrnom case, s pouzitim
linedrnej pamite tak, ze skopirujeme prvé slovo na pracovni pasku, a potom
porovname. Alebo vieme tento jazyk akceptovat v kvadratickom case s loga-
ritmickou pamitou, ked si budeme na pracovnej paske pamitat iba index, a
budeme chodit hore dole po vstupnej paske a postupne porovnavat prefixy
slova w.

3.3.4 Cas v jednopaskovom Turingovom stroji

Komunikac¢né zlozitost sa d4 pouzit aj na ziskanie dolného odhadu ¢asu, ktory
potrebuje Turingov stroj na akceptovanie nejakého jazyka. Ale zatial najdeny
sposob pouziva namiesto deterministickej komunikac¢nej zlozitosti isti1 ran-
domizovant zlozitost. Tato zlozitostna miera je podobné ako randomizovana
miera, ktort sme popisali v prvej casti kapitoly. Lisi sa tym, Ze obaja tcast-
nici maju spolo¢ny zdroj ndhodnosti. Pricom od protokolu pozadujeme, aby
déval dobry vysledok s pravdepodobnostou 1 a ako cenu protokolu berieme
otakavant dlzku cesty pre najhorsi vstup (nie teda najhorsiu cestu pre naj-
hor$i vstup). Dolné odhady, ktoré mozno dosiahnut st az kvadratické. N&jst
dolné odhady, ktoré by boli vicsie ako linearne, pre viacpaskové Turingove
stroje sa este nikomu nepodarilo [Hro97].

Lema 3.3.4. [EK97] Nech mdme funkciu f: {0,1}" x {0,1}" — {0,1} a
nech M je jednopdskovy Turingov stroj, ktory bezi v ¢ase T'(n) a slovd tvaru
x0™y, kde |z| = |y| akceptuje prave vtedy ked f(x,y) = 1.

Potom RP"™(f) = O(T'(n)/n)
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Priklad 3.3.2. Opiit uvazujme jazyk palindrémov. RZ"’(EQ) = ©(n)[EK97],
z ¢oho vyplyva T'(n) = Q(n?).

3.3.5 Konecné automaty

Pre deterministické automaty je zjavné, ze vsetka komunikacia ktora je do-
statoéna, je stav, ktory mé automat pri prechode z lavej polovice vstupu na
pravi. Tento vysledok neméa vSak ziaden vyznam, lebo pozname efektivne
metddy, ako pre deterministické konecéné automaty néjst minimdalny deter-
ministicky kone¢ny automat.

Definicia 3.3.1. Nech L je regularny jazyk.

s(L) je velkost najmensieho deterministického kone¢ného automatu, ktory
akcpetuje jazyk L.

ns(L) je velkost najmensieho nedeterministického koneéného automatu,
ktory akceptuje jazyk L.

Jednosmernd komunikacia znamend, ze v protokole spravy posiela iba
jeden tucastnik.

Definicia 3.3.2. D;(f) je komunika¢nd zlozitost, pri jednosmernej komuni-
kacii

Ni(f) je komunikaéné zlozitost, pri jednosmernej nedeterministickej ko-
munikacii.

Veta 3.3.5. [Hro97] Nech L = {xy | f(x,y) = 1}. Potom D1(f) < [log, s(L)].

Pre nedeterministické automaty je uz otazka zaujimavejsia, odpoved je
velmi podobné deterministickému pripadu.

Veta 3.3.6. [Hro97] Nech L = {zy | f(x,y) = 1}. Potom N1(f) < [logyns(L)].



Kapitola 4

g(n)-nevyvazené rozdelenie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat problémom, ktory vznikne, ak by sme
mali taky komunikac¢ny problém, v ktorom nie je mozné rozdelit bity presne
na polovicu. Napriklad v dokaze vety [3.3.1 v [1] je nutné, aby sa dali vstupné
bity rozdelit presne na polovicu, ¢o pre neparny pocet portalov nie je mozné,
a v pripade, ze pocet vstupnych bitov, ktoré vstupuju do jedného portalu
je w(1), moze viest zanedbanie tohoto faktu k nepravdivym vysledkom. Vo
zvysku tejto kapitoly toto tvrdenie, ktoré je vlastnym vysledkom, dokazeme.
Pozndmka. Veta podobna k vete [3.3.1 sa vyskytuje aj v [2], kde je vSak
hore uvedeny problém irelevantny, kedZe v onej vete sa namiesto vyvazeného
premenlivého rozdelenia pouziva takmer vyvazené, v ktorom moze byt rozdiel
v po¢toch bitov ktoré dostani pocitace az 2n/3. Na druhej strane, mézu byt
dolné odhady podla tejto vety mensie ako podla vety pouzivajicej vyvazené
rozdelenie.

4.1 Definicia, zakladné poznatky

Definicia 4.1.1. D2 (f) = min j—p g0 D(v(f, 1))
Nasledijuce dve vety st zrejmé.

Tvrdenie 4.1.1. DPPST(f) < DBEST(f) 4 g(n).

Tvrdenie 4.1.2. DP#5T(f) < DBEST(f) 4 g(n).

4.2 Vlastné vysledky
Veta 4.2.1. Pre kazdi funkciu g: {0,1,2...n—1,n} —{0,1,2,...n—1,n},

sexistuje takd funkcia f:{0,1}*" — {0,1},
e DFST(f) < 1 a DPST(f) = g(n).

14
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Dokaz. Nech f': {0,1}"90) — {0,1}a DBEST(f) = (n+g(n))/2. Podla vety
3.1.6] vieme, ze takato funkcia existuje. Nech f: {0,1}*" — {0,1} je vytvo-
rend pomocou f’, takym spdsobom, Ze iba priddme premenné (bezvyznamné
bity) na ktorych funkéna hodnota f nezavisi'.

Zjavne DPFST(f) < 1, lebo jeden pocitac si moze zobrat az n + g(n) bi-
tov, takze funkciu f'a tym padom aj f dokaze vypocitat trividlne. Rovnako
trivialny je aj dokaz DBEST(f) < g(n), staci zobraf také rozdelenie, v kto-
rom prvy pocitac¢ dostane n vyznamnych bitov, a druhy pocita¢ mu zvysnych
g(n) vyznamnych bitov posle. Dokaz obratenej nerovnosti urobime sporom.
Predpokladajme, ze existuje také rozlozenie bitov I, v ktorom prvy pocitac
dostane b < n vyznamnych vstupnych bitov (bez ujmy na vSeobecnosti mo-
zeme predpokladat, Ze prvy pocita¢ nedostane menej vyznamnych bitov ako
druhy) a protokol P pocitajici f ktory potrebuje k < g(n) bitov. Potom
ale vieme spravit protokol P’, ktory bude poéitat funkciu f’ s komunikaciou
dlzky

b—(n+g(n)/2+k<n—(n+g(n)/2+gn)=n+gn)/2 (41)

Co je spor s predpokladom, ze DEEST(f") = (n + g(n))/2. RozloZenie I’ pre

protokol P’ bude také, Ze prvy pocita¢ bude mat Tubovolnych %(n) bitov,
ktoré dostal prvy pocita¢ v rozdeleni I. V protokole P’ posle najprv druhy
pocita¢ hodnoty bitov z I \ I’, tych je najviac b — (n + g(n))/2. Dalej bude

pracovat ako protokol P, ktory posiela k bitov. m

Poznamka. Veta plati aj v okrajovych pripadoch pre funkciu g, avSak treba
vhodne zadefinovat degenerovany pripad, ked jeden pocita¢ pozna cely vstup,
a druhy pocita¢ neméa ziaden vstup.

K predchadzajicej vete existuje aj symetrickd veta, ktorej dokaz je tiez
vlastny vysledok.

Veta 4.2.2. Pre kazdi funkciu g: {0,1,2...n—1,n} —{0,1,2,...n—1,n},
ezistuje takd funkcia f: {0,1}*" — {0,1}, Ze DBPST(f) < 1 a g(n) <
DPST(f) < g(n) + 1.

Dokaz. Nech f':{0,1}" — {0,1} je takd, ze DBEST(f") = n/2. Zostro-
jime funkciu f: {0,1}*" — {0,1}, taka ze f(zy) = f'(z) A f'(y). Zjavne
DBEST(#) < 1 pretoze staci ak si prvy pocita¢ vezme prvych n bitov, a dru-
hému pocitacu posle vysledok f'(x), ktory vie vypocitat a druhy pocitac¢ vie
uz potom vypocitat f'(x) A f'(y). Dalej tiez zjavne DP™T(f) < g(n) + 1,
pretoze staci ak si prvy pocita¢ zoberie celé x a g(n) bitov z y a druhému

lf(l‘oxll'g ce {L‘anl) = f/(LL'()CEl.%‘Q N an_._g(n),l)
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pocitacu posle f'(x) a g(n) bitov z y, ktoré mal na vstupe. Ten uz vie vy-
pocitat f(zy) = f'(z) A f'(y). Dokaz opacnej nerovnosti urobime sporom,
predpokladajme, ze existuje rozdelenie I a protokol P pocitajuci f, ktorému
staci poslat & < g(n) bitov. Predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze
v rozlozeni I, dostane druhy pocita¢ (ten ktory ma vstup n — g(n) bitov) a
bitov z x, a b bitov z y a a < b. Potom ale dokdZeme néjst rozlozenie I’ a
protokol P’, ktory by pocital f’ s komunikaciou dizky

b—n/2+k<n—gn)—n/2+g(n)=n/2 (4.2)

Co je v rozpore s tym, ze DBEST(f) = n /2. Rozlozenie I’ vyzera tak, ze druhy
pocita¢ dostane na vstup lubovolnych n/2 bitov ktoré mal druhy pocitac a
boli z y. Protokol P’ funguje tak, ze najprv prvy pocita¢ posle druhému
zvysnych b —n/2 bitov, ktoré su z y a mal ich druhy pocita¢ v I. Nasledovne
sa P’ sprava ako P na vstupe kde je x nejaké pevne dané a f'(z) =1. [



Kapitola 5
Zlozitost 2-CNF funkcii

V tejto kapitole sa budeme zaoberat funkciami, ktoré maju istym spésobom
obmedzent deskriptivnu zlozitost. V [Hro97| sa tvrdi, ze doteraz nebola naj-
dena! funkcia, na ktorej zostrojenie by bolo treba viac ako linedrne velky
pocet logickych hradiel. A dalej sa tvrdi, Ze takmer vSetky funkcie, ktorych
komunikacnd zloZitost je linearne velkd, mozu byt kandidatom na takito fun-
kciu. My ukdZeme, Ze existuje funkcia, ktora ma linearne velka komunikacni
zloZitost, avSak na jej konstrukciu staci linedrne vela hradiel, ba ¢o viac,
tato konstrukcia je aj v specialnom tvare. Tento vysledok sme ziskali popri
skiimani komunikacnej zlozitosti funkcii, ktoré sa daju reprezentovat 2-CNF
formulov.

5.1 Reprezentacia funkcii

Kazdu funkciu mozno reprezentovat jednoznacne vektorom jej hodndt. Ak
funkcia zobrazuje mnozinu {0,1}" do {0, 1}, ma tento zapis dizku 2". Z vy-
poctového hladiska st vhodnejSie nasledovné reprezentacie, z nich pre tato
kapitolu je najdolezitejsia reprezentacia formulov v konjunktivnom normdal-
nom tvare.

5.1.1 Logické obvody

Logicky obvod je zariadenie, ktoré sa da pouzif na paralelné vypocitanie
nejakej funkcie. Pozostava z hradiel pocitajucich elementarne logické funkcie
a liniek, ktoré prenasaju vysledky medzi jednotlivymi hradlami. Formalne
mozno uréitt podtriedu? logickych obvodov n vstupmi popisat nasledovne:

ITym sa mysli, Ze pre Zziadnu konkrétnu funkciu nebolo dokézané.
2trieda sa nazjva 2 fan-in

17
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Definicia 5.1.1. Logicky obvod je acyklicky orientovany graf v kto-
rom:

1. Existuje prave n vstupnych vrcholov. Do tychto vrcholov nevchadza
ziadna hrana.

2. Kazdy vrchol, do ktorého vchadza aspon jedna hrana, sa nazyva hradlo.
Ku kazdému hradlu je priradena nejaka elementarna logicka funkcia.

3. Existuje prave 1 vystupny vrchol. Z neho nevychadza ziadna hrana.

Vypocet takéhoto logického obvodu prebieha prirodzene, zo vstupnych vr-
cholov sa prenesu hodnoty do hradiel, s ktorymi st spojené linkami hodnoty,
hradla vypocitaju svoju funkciu a vysledok posla cez vsetky odchadzajuce
hrany ostatnym hradlam, a tak dalej. Vysledok je potom uloZeny v jedinom
vystupnom vrchole.

5.1.2 Logické formuly, CNF

Logickéa formula je dobre uzatvorkovany vyraz, ktory pouziva symboly pre
premenné, binarne a unarne operacie. Pre asociativne a zaroven komutativne
operéacie mozno zatvorky vynechavat, symboly pre premenné st vicsinou z;
alebo y;. Logickd formula s premennymi {xg, z1, s ... x, 1}, reprezentuje ti
funkciu f: {0,1}" — {0, 1}, ktorej funként hodnotu pre f(w) dostaneme po
substituovani w(i) za x; , pre vSetky 7, vo formuli.

Definicia 5.1.2. Formula je v konjunktivnom normdalnom tvare s k premen-
nymi na klauzulu (skratene k-CNF), ak sa dd napisat ako A\, V., Qij, kde
Qij je Lij alebo iy -

Priklad 5.1.1. Formula (z1 V 22) A (23 V —22) A (21 V —24) A (521 V 23) A
(x4V —x3) je v konjunktivnom normdlnom tvare s 2 premennymi na klauzulu.

Ked je formula v konjunktivnom normdlnom tvare, hovorime, Ze je kon-
junkciou disjunktivnych klauzul.

Pozndmka. 2-CNF funkcie budeme volat tie funkcie, ktoré sa daju reprezen-
tovat 2-CNF formulou.

Poznamka. Ak vynechame z definicie k-CNF poziadavku, ze vSetky klauzule
maju prave k prvkov, dostaneme iba konjunktivnu normdlnu formu (CNF)

Tvrdenie 5.1.1. KaZdi funkciu f: {0,1}" — {0,1} mozno reprezentovat
logickou formulou v specidalnom tvare, zvanom konjunktivna normdlna forma,
skratene CNF.
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Doékaz. Pre kazdt hodnotu parametra w = wowiws . .. w,_1, kde f(w) = 0.
Déme do formuly klauzulu (g(wy, xo)Vg(wy, z1)Vg(ws, x2)V- - -Vg(w,_1,2n_1)),
kde g(w;, z;) je x; ak w; je 0, alebo —x; ak w; je 1. O

Tvrdenie 5.1.2. Existuje funkcia, f: {0,1}" — {0,1}, ktord sa nedd repre-
zentovat 2-CNF formulou.

Dékaz. 2-CNF formil je 2°0"") | kjm vSetkych funkeif je presne 22". O

Dalej budeme pracovat s 2-CNF formulami, ktoré v klauzulach nepouzi-
vajui negéciu. Preto budeme moct hovorit o izomorfizme formil a oznacenych
grafov. Tento izomorfizmus ziskame tak, ze vrcholy grafu, na ktory formulu
zobrazime, budu oznacené symbolmi pre premenné, a klauzule zobrazime na
hrany medzi dvoma symbolmi, ktoré sa v klauzuli nachadzaja. Takyto pri-
stup je vhodny, lebo neskor sa ukaze, ze problém, ktorym sa zaoberame je
vlastne aj tak iba grafovym problémom.

5.2 2-CNF a 3-CNF

Dovod, preco sme skumali 2-CNF funkcie je v tom, Ze problém zistit, ¢i
boolovské formula zapisand v 3-CNF je splnitelné je NP-uplny, avsak pre 2-
CNF formule existuje jednoduchy algoritmus [AB79], ktory zisti, ¢i je formula
splnitelna.

Spominany algoritmus sa dé popisat nasledovne: Kazdi premennt a jej
negaciu reprezentujeme vrcholom v grafe, a kazda klauzulu (aVb) nahradime
dvojicou orientovanych hran (—a,b) a (—b,a). Formula je splnitelnd prave
vtedy, ak v grafe neexistuje kruznica, na ktorej lezi sticasne premenna a aj
jej negacia.

V zaujme zistit, ¢i sa jednoduchost rozhodovania splnitelnosti 2-CNF fun-
kcii prejavi aj v komunikac¢nej zloZitosti, sa budeme zaoberat komunika¢nou
zlozitostou 2-CNF' funkcii.

Ak by sme sktimali iba komunikacnu zloZitost s pevnym rozdelenim, prisli
by sme na to, Ze existuje jednoduchéa funkcia vyjadritelna v 2-CNF | ktora
ma linedrnu komunika¢ni zlozitost. Je to napriklad funkcia frqu, definovana
v kapitole 3. Preto sa budeme zaoberat s vyvdZenym premenlivgm rozdelenim
vstupu.

Pre 3-CNF je otazka vyriesena, lebo negéacia problému, ¢i graf obsahuje
trojuholnik, sa da zapisat v 3-CNF a je dokézané, Ze problém, ¢i graf obsahuje
trojuholnik, mé linedrnu komunikacni zloZitost aj pri vyvdzenom premenli-
vom rozdeleni vstupu |Hro97|.

Pre 2-CNF doteraz ziadna linedrne fazka funkcia nebola najdend, ani nie
je dokazané, ze by pre kazda 2-CNF funkciu existoval efektivnejsi protokol.
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Vo zvygku tejto casti dokdZeme, Ze existuje linearne tazka® 2-CNF funkcia,
a ze ak sa obmedzime na 2-CNF formuly, ktoré obsahuju kazdt premennt
najviac dva krat, tak dostaneme triedu funkcii ktore maju komunikacénu zlo-
zitost O(1). Na dodatok uvedieme konkrétnu 2-CNF funkciu, ktord ma komu-
nika¢nu zlozitost ©(y/n), pretoze podobna idea dokazu je pouzitd v dokaze
existencie linearne tazkej funkcie.

5.2.1 Dolny odhad zlozitosti 2-C'NF funkcii
Konkrétna funkcia

V tejto casti uvedieme ddkaz jednoduchsieho tvrdenia ako v nasledujiicej
Casti, avSak detailnejSie a formalnejsie predvedieme pouzité techniky. Zatial
najfazsia najdend konkrétna funkcia reprezentovatelnd 2-CNF formulou je,
7e ¢ graf neobsahuje ziadnu cestu dlzky dva. Problém sa dé vyslovit aj ako
poziadavka zistit, ¢i hranovy graf obsahuje hranu.

Definicia 5.2.1. Lg,, = {G|G obsahuje cestu dlzky 2}.
Veta 5.2.1. LS je 2-CNF funkcia

dva

Dokaz. Uvazujme pre kazdé n, ze mame kompletny graf. Zostrojime formulu
tak, ze pre kazdé dve susedné hrany A, B priddme jednu disjunkciu (—A V
—B). Formula je splnend prave vtedy, ked z kazdej susednej dvojice hran
aspoii jedna chyba, teda prave vtedy ked graf neobsahuje cestu dlzky dva. [

Pozndmka. Formula, ktort vytvorime pre kazdé n je izomorfna s hranovym
grafom kompletného grafu K,.

AvSak deterministickd komunikacné zlozitost je rovnaka pre problém a
jeho negéciu®. Takze mozeme hovorif aj o probléme ¢i graf obsahuje cestu
dlzky dva, ¢o je negécia vyssie popisanej formule.

Pre doékaz vety musime uvazit vSetky rozne rozdelenia vstupu. To
znamena, ze nevieme, ktory tcastnik mé na zaciatku informacie o ktorych
hranich. K tomuto problému pristipime tak, Ze budeme skiimaf hranové
ofarbenia tplného grafu cervenou a modrou farbou tak, aby bol rovnaky
poéet modrych a éervenych vrcholov. Co bude zodpovedat tomu pripadu,
ked tcastnik A dostane modré hrany a tcastnik B dostane ¢ervené hrany.
Budeme sa zaoberat vstupmi, kde pocet vrcholov grafu je delitelny Styrmi.
Potom pocet hran grafu je parny a takyto graf nazyvame ofarbeny graf.

3V zmysle komunikac¢nej zlozitosti, tak ako bolo uvedené vyssie
4Je zrejmé, Ze staci zamenit hodnoty v listoch protokolového stromu
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Definicia 5.2.2. Ofarbeny graf je usporiadana dvojica (G, f), kde G =
(V,E) jegraf, a f: E— {0,1} je funkcia udavajtca farbu hrany, ak f(e) =0
hovorime, Ze hrana e je modra a ak f(e) = 1 hovorime, Ze hrana e je Cervena.

Navyse musi platit [{e|f(e) = 1}| = [{e|f(e) = 0}].

Teraz vyslovime zopar tvrdeni o ofarbenych grafoch, pomocou ktorych
budeme moct dokézat existenciu dostatoc¢ne velkej klamicej mnoziny, pre
kazdé rozdelenie vstupu 1.

Lema 5.2.2. Nech G je kompletny ofarbeny graf a X je mnoZina vrcholov.
Nech graf G\ X obsahuje aspor jednu cerveni hranu a asporn jednu modri
hranu, potom graf G \ X obsahuje asporni jeden vrchol incidentny s modrou
aj cervenou hranou.

Dokaz. Dokaz je Tahky, ak by neexistoval taky vrchol, potom by musel mat
graf G \ X aspon dva komponenty, jeden, kde st iba vrcholy incidentné s
¢ervenymi hranami a druhy, kde st vrcholy incidentné s modrymi hranami,
ale to nemdze byt, lebo G je n — 1 vrcholovo suvisly. O

Lema 5.2.3. (})/2 > [n/8](n — 1) pre vietky n = 8k vicsie ako 1.
Dokaz.

(5)/2 = |n/8)(n—1) = 2k(8k—1)— k(8k—1) =
— 16k — 2k —8k2+ k = (5.1)
= 82— k=k(Bk—1)>0

]

Tvrdenie 5.2.4. Nech G je kompletny ofarbeny graf s n vrcholmi, potom
obsahuge aspon |n/24] trojic roznych vrcholov (a;, b;,¢;), 1 < i < n/24,
takych Ze:

flaibi) =0A f(aje;) =1 pre vsetky i (5.2)
{ai,bi,c;} N {a;,b;,c;3 =0 pre vietky i,j také, Ze (i # j) '
Dékaz. Zrejme jednu takuto trojicu vieme vdaka vete [5.2.2 vybraf. Dalej
postupujeme indukciou od poc¢tu vybranych trojic. Sporom dokazeme plat-
nost tvrdenia, nech sa da vybrat k& < |n/24| trojic splitajicich nech
X = Uj<;erf{ai bi,ci} potom graf G\ X bude obsahovat aspori (})/2 —
(3k)(n—1) > (3)/2— [n/8](n—1) > 0 (5.2.3 ) Cervenych aj modrych hran,
podla lemy teda mozno vybrat aj k + 1 trojic vrcholov. ]



KAPITOLA 5. ZLOZITOST 2-CNF FUNKCII 22

Aby sme ulah¢ili dokaz nasledujicej vety, zadefinujeme nasledujice pojmy,
ktoré stvisia s predchadzajicou vetou. Nech 7" je systém trojic (a;, b;, ¢;) spl-
nujucich 5.2

first(i) je pozicia bitu, ktory je priradeny hrane a;b;, niekedy, ked je z kon-
textu zrejmé, pod tymto vyrazom myslime priamo hranu a;b;,

second (i) je pozicia bitu, ktory je priradeny hrane a;c;, niekedy, ked je z
kontextu zrejmé, pod tymto vyrazom myslime priamo hranu a;c;,

bezvyznamny bit , je bit s takou poziciou, Ze sa nevyskytuje ako hodnota
first(i) ani second(i) pre ziadne i,

bezvyznamna hrana , je taka hrana, ktora je reprezentovana bezvyznam-
nym bitom,

vyznamna hrana , je takd hrana, ktoré je reprezentovana bitom, ktory nieje
bezvyznamny.

Tvrdenie 5.2.5. Dve vyznamné hrany si incidentné prave vtedy, ak existuje
i také, Ze jedna je first(i) a druhd second(i)

Dokaz. Jedna implikécia je zrejma, lebo first(i) je hrana (a;, b;) a second(i)
je hrana (b, ¢;), tieto hrany st incidentné. Obréatent implikaciu dokazeme
nasledovne, nech pre i # j by boli nejaké dve hrany incidentné, tak musia
mat grafy nimi indukované spolo¢ny aspon jeden vrchol. Ale podla je
mnozina {a;, b;, ¢;} disjunktna s {a;, b;, ¢;}, o je spor. ]

Veta 5.2.6. DBEST(Ly,.) = ©(y/m). Kde m je dizka vstupu, ¢o je zdroveri

pocet hran K, a to je (72‘)

Dokaz. Najprv dokazeme dolny odhad.

Nech k = [n/24]. Kedze dokazujeme dolny odhad DBEST(Lg,,), musime
dokézat dolny odhad pre vSetky mozné rozdelenia vstupu. Urobime to tak, ze
zostrojime klamicu mnoZinu S o velkosti 2%, pre Tubovolné rozloZenie vstup-
nyrch bitov. Dalej teda vo zvysku dékazu predpokladéme, Ze mame dané jedno
pevné rozdelenie vstupu. To rozdelenie je dané zafarbenim grafu G, cervené
hrany dostane tcastnik B, a modré ucastnik A. Nech T je systém trojic vr-
cholov z ofarbeného grafu G, T = Ule(ai, b, ¢;) spliiujucich [5.2] podla vety
mozeme predpokladaf, 7ze k > |n/24]. Do mnoziny S vyberieme také
vstupy w, Ze vSetky bezvyznamné bity maji hodnotu 0 a pre 1 < i < k plati
Wirst(i) 7 Wsecond(i)- Lakychto vstupov je 2% lebo pri vytvarani urobime & ne-
zavislych rozhodnuti a to, Ze €1 wyirsii) = 1 @ Wyeconaiy = 0 alebo wyjpepiy = 0



KAPITOLA 5. ZLOZITOST 2-CNF FUNKCII 23

Obr. 5.1: Tu vidime priklad ofarbenia grafu a vyber dvoch trojic.

& Wecond(i) = 1. Ostava dokazaft, ze S je klamiica mnoZina. Najprv ukazeme,
ze pre vSetky w € S je w ¢ Lgy.. KedZe vSetky bezvyznamné bity maju
hodnotu nula, kazda cesta dlzky dva musi byt tvorena jedine vyznamnymi
hranami. Podla vety [5.2.5 sti tieto dve hrany unikétne pre kazdé 1 < i < k,
a st to hrany first(i) a second(i), tieto bity vSak pre ziadne slovo w € S
nie st rovnaké, takze nemdzu byt oba 1. Teraz potrebujeme dokézat, ze ked
zoberieme 2 rozne slova u € S,v € S a zamenime ich polovice, tak dostaneme
slovo w € Lgya. Oznacme teraz u = ujus a v = v1vy je rozdelenie slov u a
v na dve polovice, z ktorej kazdt dostane jeden pocitac. Nech wl = ujvs a
w2 = viue. Ak u # v, potom aj u; # vy a uy # ve. Musi existovat také i, ze
wy(first(i)) = wi(second(i)), ak wy(first(i)) = 0 potom wsy(second(i)) = 1
a wa(first(i)) = 1. Takze wl € Lqya alebo w2 € Lgy,. Podla dosledku lemy
3.2.3| DBEST (L) = Q(v/m). Zrejme DBEST(Ly,,) = O(y/m). Lebo staci ak
prvy hrac¢ posle n bitov o tom, s ktorymi vrcholmi mé incidentnti nejakta
hranu. O]

Existencia linearne tazkej funkcie

Cela tato cast je dokazom existencie linedrne tazkej 2-CNF funkcie. Dokaz je
zalozeny na istej kombinatorickej ivahe. Ukazeme, Ze existuje taka formula
s 2n premennymi, Ze pre kazdé rozdelenie vstupu bude existovat klamica
mnozina o velkosti 22", Problém hladania tejto formuly mézeme pomocou
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Obr. 5.2: Priklad znazornenia formuly ako grafu. Formula je uvedena v rovnici

(54)

izomorfizmu popisanom na zacdiatku kapitoly vyslovit ako problém hladania
istého grafu G = (V, E).

Graf, ktory hlfaddme, musi mat pre kazdi mnozinu /, ktora obsahuje po-
lovicu vrcholov, dost vela hran, ktoré st v (I,V \ I)-reze. Pretoze inak by
sme mohli jednoducho rozdelif vstup medzi tcastnikov podla I a oni by si
iba vymenili tolko bitov, kolko je hrdn v tom reze. Ak vSak vezmeme tplny
graf, dostaneme natolko trividlnu funkciu, Ze mé najviac logaritmicka komu-
nikacnu zlozitost. Podobné sa stalo vzdy, ked sme skusali nejaky jednoduchy
pravidelny graf. Preto sme sa rozhodli pouzit pravdepodobnostnii metddu,
nahodne vygenerujeme bipartitny graf s particiami X, Y a lavym stuptiom ¢
a dokdzeme, ze s velkou pravdepodobnostou vygenerujeme taky, ktory bude
mat pre kazdy rez, ktory je medzi mnozinami obsahujtcimi polovicu vrcho-
lov, aspori A\|V|/2 vrcholov incidentnych s rezovymi hranami. NavySe tieto
vrcholy budi z jednej particie a na jednej strane rezu. Vdaka tejto vlast-
nosti spolu s bipartitnostou a konstantnostou stupnov lavej particie, budeme
uz moct existenciu dostatoc¢ne velkej klamicej mnoZiny dokazat pre kazdé
rozdelenie.

Pocet vSetkych oznacenych bipartitnych grafov s particiami velkosti n a

n a favym stuptiom c je
n n
5.3
(") (5:3)

Formula ktort hladame moZe vyzerat aj takto:

(x1 Vys) Az Vys) A (1 Vye) A(z2Vyr)A(za Vys)A

A2V ys) A (23 Vys) A (23 V y3) A (z3 V y4) A (xq V y4)/\ (5 4)
/\(.T4 V y5) A (.734 V y6) AN (.T5 vV yz) AN (a:5 V y5) A (.I5 V yg)/\ ’
ANze V y2) A (w6 V ys) A (26 V Ys)
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Dalej sa budeme snazit zhora odhadnif pocet bipartitnych grafov s parti-
clami X, Y a lavym stuptiom ¢, pre ktoré existuje maly rez, a porovnat tento
pocet s poctom vsetkych bipartitnych grafov s particiami X, Y a lavym
stupniom c.

Pre ten tcel generujme vsetky podmnoziny s n = |V|/2 prvkami takym
sposobom, Ze vyberieme k vrcholov z X a zvy$nych n — k vrcholov z Y. Vid

obrazok 5.3

Definicia 5.2.3. P(n,k,\, ¢) je pocet bipartitnych grafov s particiami vel-
kosti n, n a Tavym stuptiom ¢, ktoré v nejakom reze, ktory obsahuje na jednej
strane k vrcholov z X an — k z Y, maji menej ako An vrcholov z druhej
particie incidentnych s rezovymi hranami.

Veta 5.2.7.

Pk = (Z)Q <min(§n, k)) <min(7;r: : _ k)) <M ! . k) k (Anj k) "

Dokaz. Teraz vysvetlime, preco uvedeny vyraz zahina vSetky také grafy.
Najprv vyberieme (}) sposobmi k vrcholov z X a (,",) = (}) sposobmi
n —k vrcholov z Y a tym definujeme rez. Potom pre kazdua stranu rezu vybe-
rieme An vrcholov z druhej strany rezu, medzi ktorymi mozu ist nejaké hrany,
¢o je koli bipartitnosti (/\kn) (";n k) Ak by bolo k£ mensie ako An, znamena to,
7e z vrcholov vybranych z X by mohli ist rezové hrany do najviac k vrcholov,
¢o je ale tiez menej ako An. Preto staci tento okrajovy pripad oSetrif pou-
zitim min(An, k) v binomickom koeficiente. Rovnako oSetrime aj symetricky
pripad. Nakoniec uvazime vsetky mozné vybery hran tak, aby rezové hrany
isli iba do vybranych vrcholov min(An, k). To je najviac (’\"+C"_k)k moznosti
("

a najviac moznosti pre symetricky pripad. Vid obréazok [5.4. ]

Zosumovanim a nahradenim binomickych koeficientov pomocou nerovnice

M4n—k\N an+E\"F
4n
gk P(n,k,\ c) < gk 2 ( . > < . )

Oba binomické koeficienty st vlastne polynémy stupna c a pre dostato¢ne
velké n mozeme pouzit, Ze (i) je mensie ako z¢/c!. Dostaneme:

Z P(n,k,\ c) < 24"nc!*"(>\n +n— kmm)Ckm”()\n + kmm)c("*km“)
k
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n

_ A

A T

-
-

Obr. 5.3: Znazornenie k vete [5.2.7, kazdy z vybranych vrcholov méa hranu
iba s tymi, ktoré si vybrané v druhej polovici, alebo do fixnej An prvkovej
mnoziny z tych vrcholov, ktoré nie st vybrané.

1 Y2 T2 z3 Ys Ys

Obr. 5.4: Znazornenie formuly ako grafu, pri inom rozdeleni na polovice.
Vidno, ze niektoré hrany, ktoré boli pévodne v reze, teraz v reze nie su.
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Prekvapivo, ako dokézeme neskor vo vete Emaz = 1/2 je hodnota, kedy
je sudin najvicsi, ak budeme predpokladat, Ze n je parne, tak po dosadeni
n/2 za kpa, a upraveni dostaneme:

Z P(n,k,\ c) < 27" (An +n/2)" (5.5)
K

Odhad z porovname s poctom vSetkych uvazovanych grafov (5.3).
Dostaneme nerovnicu (5.6). Potrebujeme dokazat, Ze existuje také ¢, ze (5.6)
plati pre nekonecne vela n.

2l (An + 1 /2)" < (Z)n (5.6)

Pre dostatocne velké n, (2) > %, ked tento odhad pouZijeme v dosta-
nem, ze stac¢i dokazat:

27"l (An +n/2)" < 27" " nn

Kedze parameter A si mozeme volit [ubovolne z otvoreného intervalu (0, 1),
mozme predpokladat, ze A < 1/4.

2511(3”/4)011 S 2—npen
25n (3/4)cnncn S 2—npen
Pon(dyen <1 (5.7)
26(;1 S (4514)071
2 < (3)

Ak zvolime c aspoii Iny/3 64, o je menej ako 15, potom nerovnica bude platit.
Ostava nam este dokézat nasledovné tvrdenie, ktoré sme v odvodeni po-

uzili.

Veta 5.2.8. Vijraz (An+n — k)*(An+ k)% nadobiida najvicsiu hodnotu

pre k =n/2.

Dokaz. 7 celého vyrazu urobime nc-tit odmocninu, urobime substiticiu a =
k/n, vyberieme pred zatvorku n® a n'~%, ¢o st operéacie, ktoré zachovavaju
nerovnosti. Dostaneme n(\ + 1 — a)"(\ + a)"*=%  mézeme este vydelit n.

fla)=(A+1—a)*A+a)™
Funkciu f zderivujeme podla a.

Fi@) = (A+ )" (352 ~ (A + )3+ 1= )+

+A+ o)A +1—a)*(In(A+1—a) — 72—) (5.8)



KAPITOLA 5. ZLOZITOST 2-CNF FUNKCII 28

Vyberieme pred zatvorku vyraz (A + a)'"*(A + 1 — a)* a dostaneme

11—« o

fle) =+ a) A 1=a)" (D =5y

+In(A+1—a)—In(A+a«))

(5.9)
Dalej budeme sktimat vlastnosti funkcie f’ na otvorenom intervale (0, 1),
bude nas zaujimat fakt, Ze jediny nulovy bod funkcie f” je 2. Nulovost funkcie
[’ kedze A > 0 zavisi iba od vjrazu ;72 — 94— +In(A+1—0a) —In(A+a),
ornaéme F(a) = (552 — 15— + In(A + 1 — @) — In(X + a)). Tahko vidno,
ze F(a) = G(a) — G(1 — @), kde G = =2 + In(A + 1 — a). Z toho mdzeme
odvodit:

e (5 je klesajuca funkcia.
e G(a) =G(1 — a) je rastica funkcia.
e I je klesajuca, lebo je rozdielom klesajicej a rasticej funkcie.
o Fla)=—F(1— ).
e F(3)=0.
Z ¢oho mozeme odvodit, Ze jediny stacionarny bod funkcie f je % O]
Z predchadzajucich tvah vyplyva platnost nasledovného tvrdenia.

Veta 5.2.9. Pre lubovolné dostatocne velké n existuje formula s 2n premen-
nymi, v ktorej pre kazdé rozdelenie premenngch na dve polovice I, existuje
An premennych v jednej polovici, ktoré su v klauzule s premennou z druhej
polovice. Navyse graf izomorfny s touto formulou je bipartitny s particiami
velkosti n, n a vrcholy v lavej particii magju stuperi ¢ < 20.

Teraz sme v stave, Ze mame uz nejaki formulu A, ktora spliia vetu(5.2.9
jedno pevné rozdelenie vstupu I a musime ukazat, Ze vieme néjst dostatocne
velkt klamicu mnoZinu. Pozrime sa teraz na formulu A ako na graf G, s
ktorym je izomorfné. Vid obrazky[5.4/al5.2] X a Y su tak ako doteraz particie
grafu G.

Veta [5.2.9 ndm zarucuje, ze existuje taky podgraf G’ grafu G, ktory je
bipartitny s particiami S a 7', particia 1" je tvorend aspon An vrcholmi z V'\ 1
a kazdy vrchol z nej je spojeny s aspon jednym vrcholom z particie S, ktora
ma vrcholy z [. G' = (V,E'), V' =SUT CV,E =ENS xT, kde

S={u|FweV\I: (u,v) e E}N(I\Y)

T={v|3uel: (uv)e E}\(IUX)
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Inymi slovami S st vrcholy z X, ktoré dostane prvy pocitac, T' su vrcholy z
Y, ktoré dostane druhy pocitac, zaroven pozadujeme, aby kazdy vrchol z T
bol spojeny s nejakym vrcholom z S.

Teraz vyslovime par viet o grafe G’, ktoré pouzijeme neskor na dokaz
existencie velkej klamicej mnoZiny. Na to nam bude stacit existencia dost
vela klauzul, ktoré st akosi nezavislé. A kazdy pocita¢ bude poznat hod-
notu iba jednej premennej z tychto klauzal. Potom budeme moct fubovolne
kombinovat samokomplementérne priradenia premennych na tychto hranach
(klauzulach), tak ako sme to urobili pri dokaze dolného odhadu pre konkrétnu
funkciu, skor v tejto kapitole.

Najprv graf G’ este trochu upravime. Mdézeme predpokladat, ze |T'| =
An, ak nie, moézeme Iubovolné vrcholy odstranif. Z toho nasledne vyplyva,
|S| > An/c a ze ak |S| > An, mdzeme nejaky vrchol z S odstranit. Potom ale
mozeme predpokladat |S| < An. Na zaklade tychto predpokladov mozeme

.....

2¢, je najviac % = An/2. Lebo ina¢ by bol stcet stupniov vrcholov v jednej

predoslé tvahy. Dostaneme nasledovné vlastnosti grafu G':
|S| > An/2c

|S] < An/2

|T| = An/2

Stupen kazdého vrcholu z T je najviac 2c.
Dalej nech N = \/2
Veta 5.2.10. V grafe G' existuje parenie o velkosti N'n/c

Dokaz. Podla Kénigovej vety [Die05] nam staci dokazaf, Ze minimalne vr-
cholové pokrytie G’ je asponn N'n/c. Ak v Tubovolnom vrcholovom pokryti
vyberiem najviac k vrcholov z T', potom musime eSte pokryt aspon A'n — k
hran, ktoré vychadzaju zo zvysnych vrcholov z T, nejakymi vrcholmi z S.
Vrcholy z S maju ale stupen najviac ¢, takze dostavame, ze minimalne vr-
cholové pokrytie je vicsie ako mink{’\'”—c_k +k} > Nn/c O

Veta 5.2.11. Nech k < X'n/3(c+ 1)c, potom v G' existuje mnozina k hrdn
M= {('xlayl)v (iC2, 3/2)7 R ('rkayk)} takd; ze plati

T; c S
Yi e T
(@i, y5) € F prdve vtedy ked i = j (5.10)

0 aki#j

{zi, i} 0 {xy,y;}
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Dékaz. Nech m = |N'n/c|, m' = |[Nn/3c?|. Podla vety v G’ existuje
parenie M’ = {(21,v1), (4, v5), ..., (2),,y,,)}. Dékaz vety urobime matema-
tickou indukciou. Pre k = 0 vyber existuje. Nech 0 < &’ < m/, a nech existuje
M = {(xlllv yi,)v (x,2/7 yé/)v ) (17%’7 yg’)}’

Kazdé dvojica (z!,y!) nAm odstrani maximalne 3c kandidatov pre vyber
dopliiujicej dvojice z parenia. Prvych ¢ tvoria susedia vrchola z!/, konkrétne
hrany na ktorych tieto vrcholy lezia, druhych 2¢ tvoria susedia vrcholu ..
Musi teda este ostat asporni
m—3ck’ > |Nn/c|—3c|Nn/3c*| =° Nn/c—[Nn/c|—3c(Nn/3c*—[Nn/3c?]) =
= [Nn/c] + 3¢[\'n/3c*] > 0 kandidatov na doplnenie. TakZe existuje nejaké

y;, ktoré nie je v okoli ziadneho 7}, a zaroveil ani x; nie je v okoli Ziadneho

vi -
Potom M = {(a1,y{), (3, 45). -, (2, yy), (7, i, )}, obsahuje o jeden pr-
vok viac, ¢im sme dokazali indukény krok. O]

Tvrdenie 5.2.12. Ezistuje klamica mnoZina S velkosti 2.

Dokaz. Nech k = |Nn/3c2|, a M = {(x1,11), (22,92),- -, (T, yr)} je pri-
slusnd mnozina hrén, podla vety [5.2.11. Klamicu mnoZinu S zostrojime jed-
noducho, pre slovo w € S plati, ze bity, ktoré nereprezentuju ziadnu pre-
mennu x; ani y;, buda 1. Ostatné bity buda nastavené tak, aby bit pre z;
bol rézny od y; pre vsetky 7. Hodnota formuly A pre vstup w € S je 1, lebo
formula neobsahuje negaciu, a ak je nejakd premennd 0, tak je to bud z;
alebo y;, ktoré st spolu v klauzule, maji réznu hodnotu a disjunkcia dvoch
roznych pravdivostnych hodnot je vzdy pravdiva, navyse uz nie su v klauzule
so ziadnou inou premennou z; alebo y; kde 7 # j.

Z definicie je dané, Ze x; je v inej polovici vstupu ako y;, teda ak skrizime
nejaké dve rozne slova z S, dostaneme, Ze sa pre nejaké ¢ hodnota x; = ;. Ak
je x; = 0, tak formula nie je splnena. Ak x; = 1, potom v opac¢nom skrizenie
je z; = 0. Slov v S mdze byt 2F = 29n), O

Désledok. Pouzitim désledku[3.2.3 dostaneme DBEST(A) € Q(n).

5.2.2 Obmedzené 2-CNF

Tato cast obsahuje trividlny vysledok, a to, ze ak v 2-CNF formuli obme-
dzime pocet vyskytov kazdej premennej na 2, tak dostaneme reprezentaciu
velmi Tahkych funkcii. Dokaz je jednoduchy, totiz graf izomorfny s takouto
formulou mé komponenty kruznice alebo cesty. Vrcholy takéhoto grafu vieme
rozdelit tak, Ze najviac jeden komponent ostane rozdeleny medzi dvoma po-
lovicami vstupu. KedZe komponenty st kruznice alebo cesty, toto rozdelenie

*la] =z — [2]
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mozeme urobif tak, Ze najviac 2 klauzule nemaji oba vstupy v jednej po-
lovici. Potom staci poslat jednému tc¢astnikovi 3 bity, hodnoty premennych,
ktoré su v klauzule s premennou, ktortt ma druhy ucastnik a vysledok kon-
junkcie klauzul, ktroych premenné mé na vstupe tento ucastnik.



Kapitola 6

Zaver

Podarilo sa nam dokézat tvrdenie, o ktorom sme predpokladali, Ze neplati.
Toto tvrdenie zarucuje existenciu linedrne velkej 2-CNF formule, ktora re-
prezentuje funkciu s linearnou komunikacnou zlozitostou. Na zaklade toho
mozeme usudit, Zze z vysokej komunikacnej zlozitosti nejakej funkcie nijako
nemoze nevyplyvat superlinearny dolny dohad pre velkost logického obvodu,
ktorym mozeme tito funkciu vypocitat.

Dalsie tvrdenia, ktoré sme dokéazali, prispievaji k poznatkom o vlastnos-
tiach komunikac¢nej zlozitosti a k fondu funkcii, ktorych komunika¢ni zlozi-
tost pozname.

32
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