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Kapitola 1

Uvod

Téato praca je venovand hre, ktortt mozno najst na internete pod menom Net.
Je to putava a zaujimava logickd hra, ktorda ma mnozstvo variacii. Predpo-
kladame, ze koncept hry je znamy uz dlho, avSak jej oznacenie Net, ktoré
pouzivame v tejto praci, preberame od autora jednej z jej implementacii[1].
KedZe toto pomenovanie pravdepodobne nebude mnohym c¢itatelom zname,
odporucame sa s hrou zoznamit v prislusnej kapitole tejto prace.

Hra sa dé jednoducho matematicky definovat, rovnako ako aj niekolko
problémov, ktoré s nou suvisia. Zakladnym problémom prirodzene vyvstala
otazka, ¢i ma dany pociato¢ny stav rieSenie, pripadne nejaké najst. Cielom
prace je klasifikovat tento problém z hladiska vypoctovej zlozitosti. Rovnako
sa venujeme aj modifikovanym problémom pre roézne variacie hry, pomocou
ktorych sa poktsame ozrejmit, ktoré miesta st najtazsie a kde musime prob-
1ém modifikovat, aby sme si ho zlah¢ili.

Od zaciatku panovalo podozrenie, Ze pre niektoré verzie hry je otazka o
existencii rieSenia NP-tiplné. Tento zaver sa bohuzial nepodarilo dokazat, av-
Sak ani vyvratit. Existuje vela podobnych hier, ktorych rieSenie je NP-tiplné a
stale ocakavame, Ze sa medzi ne zaradi aj hra Net. Problém P = NP je v po-
slednych desatrociach snadd najvyznamnejsim otvorenym problémom v teore-
tickej informatike. Clay Mathematics Institute ho zaradil na prvé miesto me-
dzi Millenium Prize Problems a tomu, kto ho vyriesi, slibil milién dolarov|2].
Pri prevladajicom pesimistickom pohlade na rovnost uvedenych tried by bol
prinosom uvedného dokazu fakt, Ze Sirok& hracska verejnost prestane hladat
polynomiélne algoritmy na rieSenie hry Net. V préaci uvadzame aj niekolko
algoritmov, ktoré riesia zjednodusené verzie tejto hry.
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Kapitola 2

Trieda NP a prehlad
problematiky

V tejto kapitole si zhrnieme poznatky, ktoré buda uzitocné pri nasich ivahach
0 hre Net. Pripomenieme si triedu NP a niektoré problémy, ktoré do nej
patria. Okrem toho si spomenieme niektoré zname hry a vysledky klasifikacie
problémov s nimi stvisiacich. Fakt, ze tieto problémy si NP-tiplné, viedol od
zaciatku k podozreniu, Ze by mohol platit podobny vysledok aj pri hre Net.

V dalsom budeme pouzivat Standardni notaciu z tedrie formalnych ja-
zykov, ktori si moze Citatel pripomentf napriklad v [3]. Na tivod strucne
zopakujme niekolko definicii.

Definicia 1. TIME(f(n)) je mnoZina jazykov, ktoré sa daji rozpozndvatl
deterministickym Turingovym strojom v ¢ase f(n) bez obmedzenia pamdtovej
zloZitosti.

Definicia 2. NTIME(f(n)) je mnozZina jazykov, ktoré sa daji rozpozndvatl
nedeterministickym Turingovym strojom v case f(n) bez obmedzenia pami-

tovej zloZitosti.

Akceptéciu v ¢asovom obmedzeni chdpeme ako obmedzenie na dizku vy-
poctu.

Definicia 3. P = UpenTIME(n").

Definicia 4. NP = UpenNTIME(n").
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Definicia 5. Nech Ly a Ly su jazyky. Nech A je deterministicky Turingov
stroj, ktory preklada jazyk Ly na jazyk Lo. Ak pre kazZdé slovo x plati, Ze x €
L, <= A(x) € Ly, potom A je many-to-one redukciou jazyka L, na jazyk
Lo. Ak A pracuje v polynomidlnom case, hovorime, Ze Ly je polynomidlne
many-to-one redukovatelny na Lo.

Definicia 6. Jazyk L nazijvame N P-iuplny, ak plati:
1. Le NP

2. Pre kazdy jazyk Ly z NP plati, Ze L1 je polynomidlne many-to-one
redukovatelny na L.

Na N P-tplné problémy sa teda da pozerat ako na najfazsiu mnozinou
problémov v ramci triedy NP — rieSenie lubovolného z nich vieme vyuzif na
rieSenie kazdého problému v NP, samozrejme s potrebou polynomialneho
¢asu na transforméciu. Specidlne, lubovolné riesenie N P-tiplného problému
v deterministickom polynomidlnom c¢ase by znamenalo, zZe na kazdy problém
v triede N P existuje deterministicky polynomialny algoritmus, ¢im by prislo
k stotozneniu tried P a N P. Takyto algoritmus sa ale doteraz nenasiel a na
jeho existenciu panuje prevazne pesimistky nazor.

Poznamenavame, Ze vo zvysku prace sa nam buda pojmy jazyk a prob-
1ém prekryvat. Pre kazdy jazyk totiz moZeme formulovat problém zistovania
prislusnosti do tohto jazyka. Volnejsie povedané, ak st slova z jazyka objekty
s nejakou vlastnostou, potom problém jazyka spoc¢iva v zistovani, ¢i ma dany
objekt pozadovant vlastnost a teda ¢i patri do daného jazyka.

Zaujimavym problémom je hladanie okruznej jazdy mestom. Méame dany
neorientovany graf mesta, pozostavajuci z krizovatiek a ulic medzi nimi, a
stojime na jednej z krizovatiek. Chceli by sme spravit okruzni prechadzku
mestom, pri ktorej by sme presli vsetkymi krizovatkami, ziadnou dva alebo
viac krat a vratili sa na miesto Startu.

Definicia 7. Jazyk HAM je jazyk tych grafov, ktoré obsahuji cyklus, ktory
prechadza kaZdym vrcholom grafu prdave raz.

Cyklus, ktory prechadza kazdym vrcholom prave raz a vrati sa do pocia-
tocného, sa nazyva hamiltonovsky okruh. Grafom, ktoré obsahuju hamilto-
novsky okruh, sa niekedy hovori skratene hamiltonovské.

Veta 2.0.1. Jazyk HAM je N P-uplny.



Otézka zistenia existencie Hamiltonovského okruhu zostava obtiazna aj
pre niektoré podtriedy grafov. Pripomenme si, ze grafu, ktorého kazdy vrchol
ma stupen tri hovorime kubicky a grafu, ku ktorému existuje nejaké jeho
nakreslenie do roviny hovorime planarny. Ak sa vrcholy grafu daju rozdelit
na dve Casti A, B tak, aby vSetky hrany spajaja vrchol z A a vrchol z B,
potom je tento graf bipartitny. Casti A a B nazyvame particie.

Definicia 8. Jazyk HC3P je jazyk kubickych plandrnych grafov, ktoré maji
hamiltonovsky okruh.

Veta 2.0.2. HC3P je NP-uplny jazyk.

Dokaz tejto vety vyplyva z dokazu nasledujticej vety a z faktu, ze HC3P
patri do NP. Uvedme si este jedno obmedzenie navyse — pozadujme, aby
graf bol aj bipartitny.

Definicia 9. Jazyk HCB3P je jazyk bipartitnych planarnych kubickych gra-
fou.

Veta 2.0.3. Jazyk HCB3P je N P-uplny.

Dokaz tejto vety moze Citatel najst v [10],[11]. Aj vela dalsich modifi-
kécii jazyka HAM si zachovava N P-tiplnost. Spomenme este iné N P-tiplné
jazyky. Jednym z najznamejsich a najstarsich problémov je problém splnitel-
nosti booleovskej formuly. Formula je splnitelna, ak existuje takd ohodnotenie
vstupnych premennych, pri ktorom je formula pravdiva.

Vo zvysku tejto kapitoly budeme uvazovat len formuly zapisané pomo-
cou operacii NOT, AND a OR. Toto obmedzenie nie je prili§ vyznamné,
pretoze kazda formula sa da napisat v tvare, v ktorom sa pouzivaju len uve-
dené operacie. Navy$e budeme predpokladat, Ze formuly su v konjunktivhom
normalnom tvare. Pripomenme si, Ze premennt alebo jej negaciu nazyvame
literal a disjunkciu literdlov nazyvame klauzula. Formula v konjuktivhom
normalnom tvare je konjunkcia klauzul.

Definicia 10. Jazyk SAT je jazyk splnitelngch booleovskijch formail.

Tvrdenie o N P-uplnosti jazyka SAT je predmetom Cook-Levinovej vety.
Citatel moze dokaz ndjst napriklad v [4]. Aj pri mnohych modifikiciach a
obmedzeniach na uvazované formuly zostava obtiaznost problému rovnaka.
Spomenieme jednu, ktortt budeme potrebovat.
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Definicia 11. Nech ¢ je nejakd booleovska formula. Uvazujme nasledovny
graf: pre kaZdu premennd, ktory sa vo ¢ vyskytuje (¢i uz v negativnom alebo
pozitivnom kontexte) vytvorime v grafe vrchol. Pre kaZdi klauzulu vo ¢ vy-
tvorime wvrchol. Hranou spojime wvrchol klauzuly a premennej vtedy, ak sa
prislusnd premennd vyskytuje v prislusnej klauzule. Okrem toho pridame este
cyklus, prechadzagici cez vsetky vrcholy prislichajice premennym. V pripade,
Ze je tento graf plandarny, hovorime, Ze ¢ je plandrna formula.

Definicia 12. Jazyk 3SAT je jazyk splnitelngch formil v konjuktivnom nor-
malnom tvare, pre ktoré plati, Ze kazZda klauzula obsahuje prave tri literdly.
Jazyk (1,3)SAT je jazyk formil v konjuktivnom normdlnom tvare, v ktorom
kazda klauzula obsahuje prave tri literdly a ku ktorému existuje také ohodno-
tenie vstupnych premennych, Ze v kaZdej klauzule je prdve jeden literdal prav-
divy. PLANAR (1,3)-SAT je podmnozina jazyka (1,3)SAT, ktord obsahuje
len formuly, ktoré su plandrne.

Veta 2.0.4. PLANAR (1,3)-SAT je N P-ipiny jazyk.

Pre dokaz tejto vety odkazujeme Citatela na [5],[6],[7].

2.1 Plumber

V tejto casti si priblizime znamu hru pre jedného hrac¢a pod menom Plumber.
Hra je Standardnou stcastou niektorych linuxovych distribicii. V hre Plum-
ber dostane pouzivatel mriezku velkosti N x M. V kazdom policku mriezky
sa nachadza jedno zo Siestich typov potrubi (vid obrazok 2.1). Tahy hraca
spocivaju v otacani potrubii o 90 stupnov. Na zaciatku st policka otocené
nahodne.

Pod susednymi polickami budeme rozumiet policka, ktoré zdielaja hrany.
Kazdé policko ma teda najviac Styroch susedov. Ak susedia oproti sebe pri
natoceni nasmeruji potrubia, moze sa medzi nimi Sirif voda. V pripade,
ze nejaké policko by nasmerovalo vodu k susedovi, kde by nebolo potrubie,
ktoré by ju prijalo, potom by voda by mohla vytiect von, ¢o by bolo ne-
prijemné. Riesenie danej instancie hry Plumber je teda natocenie, v ktorom
st vsetky dvojice susednych policok orientované tak, ze alebo maju oproti
sebe nasmerované potrubia, alebo nemaji. Ciel hraca je natacanim policok
najst riesenie. Prirodzenym problémom je pre danti mriezku zistif, ¢i nejaké
rieSenie existuje.
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Empty tile (0): I:'

Dead-end tile (D): (][ [ g o]
Straight-line tile (5): [ []f=

Curve tile (C): IEIE E EI
T-join tile (T): I al= uin Hlne

X-join tile (X): +

Obr. 2.1: Typy potrubi v hre Plumber.

Ked uvazujeme rézne mnoziny potrubi, ktoré sa mozu v mriezke vyskyt-
nat (spomedzi tych na obrazku 2.1), potom problém zisfovania existencie
rieSenia nadobtda rézne obtiaznosti. Kazdému z typov potrubi sa da na
oznacenie priradit pismeno podla obrazka 2.1. Nech S C {O, D, S,C,T, X }.
Potom S-PLUMBER oznacuje jazyk mriezok, ku ktorym existuje rieSenie a v
ktorych sa vyskytuju iba potrubia typov z S.

Autori v [9] analyzuji problém zistovania existencie rieSenia pre rozne
mnoziny S. Vysledky st zhrnuté v tabulke 2.1. Lahko by sa ukazalo, Ze pre
kazdé S je jazyk S-PLUMBER v NP.

V tabulke 2.1 oznacuje / pritomnost v mriezke, x oznac¢uje nepritomnost
a %, ze to nie je dolezité. Zrejme najzaujimavejsie vysledky st pre mnoziny
potrubi, ktoré si NP-uplné. Staci, aby boli v mriezke zakruty, rovné po-
trubia a slepé konce a problém sa stdva velmi obtiaznym. Obdobne staci
zobrat mriezku, v ktorej sa nachadzaju rovné potrubia, krizovatky typu T

Tabulka 2.1: Tabulka obtiaznosti hry Plumber

O C D S T X | Zloztost

* x * X x * | Polynomialna
* * X 4/ x % | Polynomialna
* + v Vv * x| NP-tplné

* + * v x| NP-tplné

* X X +/ * x| Polynomialna
* X 4/ v/ * x| Nezndma
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Obr. 2.2: Priklad hry Perly s riesenim.

a zakruty. Pri dokazoch NP-tuplnosti sa vyuzila redukcia problému PLANAR
(1-3)-SAT na problém OSCDTX-PLUMBER. Rovnako zaujimavé st aj nie-
ktoré vysledky o polynomidlnej ¢asovej zlozitosti - stac¢i odobrat rovné po-
trubie a problém zistovania existencie rieSenia sa stdva redukovatelnym na
problém hladania perfektného péarenia v bipartitnom grafe, ktorého velkost
je radovo velkost mriezky. Dokazy vSetkych tvrdeni sa nachazdaja v [9].

Hra Plumber je, ako sa neskor dozvieme, dost podobné hre Net. V pripade
hry Net ale riesime fazsi problém, v ktorom je rieSenie definované striktnej-
Simi podmienkami. Preto, bohuzial, nebudeme moct tito zaujimavi redukeciu
priamo pouzit pri rieSeni hry Net.

2.2 Perly

Dalsou zaujimavou hrou, ktort si spomenieme, je hra Perly. Anglicky nazov
tejto hry je Pearls. V tejto povodom japonskej hre dostane hrac¢ mriezku, na
ktorej st niektoré policka prazdne a na niektorych sa perly, ktoré mozu byt
biele alebo ¢ierne. Ulohou hraca je nakreslit cez policka uzavrett ¢iaru. Pre
nu musi platit:

1. Neprekrizuje sa

2. Prechadza vsetkymi perlami
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3. Zahyba v kazdej ¢iernej perle, avsak nie bezprostredne pred nou ani za
nou

4. Nezahyba v ziadnej bielej perle, avsak zahyba bezprostredne pred nou
alebo za nou

Podobne ako pri ostatnych hrach, aj v tejto sa poniika otazka zistovania exi-
tencie rieSenia. Podarilo sa ukazat, Zze z hladiska ¢asovej zlozitosti je tento
problém NP-tuplny[8]. Na demonstraciu tohto faktu autor zredukoval prob-
lém existencie hamiltonovského okruhu v kubickych planarnych grafoch na
problém existencie riesenia. V konstrukceii sa graf najprv nakresli do roviny
tak, aby jeho hrany pozostavali len z vertikalnych a horizontalnych tseciek.
Potom sa k tomuto nakresleniu skonstruuje instancia hry Perly tak, ze hrany
a obdlznikové oblasti sa nahradzaju zhlukmi bielych peral. Cierne perly sa v
konstrukcii nikde nevyuzivaja.
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Kapitola 3
Hra Net a jej variacie

V tejto kapitole si popiseme, ako hra Net vyzera a aky je ciel hraca. Skiisime
spomentt niektoré z velkého mnozstva variacii, ktoré pre tito hru existuju.
Potom si formulujeme otazky, ktoré s hrou suvisia a ktorych vypoctova zlo-
zitost budeme sktimat.

3.1 Hra Net

V hre Net sa vyskytuje mriezka obdlznikovej velkosti. Na kazdom zo $tvor-
cov mriezky sa nachddza potrubie, ktoré moze byt niekolkych typov (pozri
obrazok 3.1). V tejto praci uvazujeme, ze policko typu zdroj sa v mriezke
nachiadza vzdy prave raz. Citatel sa neskor moze sam presvedcit, ze tento
predpoklad nie je vébec obmedzujuci a vsetky tvrdenia a postupy by sa dali
ekvivalentne upravit pre viacero zdrojov. Zdroj produkuje vodu, ktora vy-
tekd z jeho otvorenych potrubi. Ich pocet méze byt medzi 1 az 4 vratane
a mozu byt nasmerované na Iubovolné strany. Konzument mé vzdy jedno
otvorené potrubie, ktorym vodu prijima a spotrebovava. Susedstvo budeme
chapat tak, aby medzi susedmi mohla prudif voda. Preto za susedov budeme
povazovat policka, ktoré s danym polickom zdielaji hranu. Potrubie vnutri
mriezky ma teda Styroch susedov, policka na kraji mriezky maja troch suse-
dov a Styri policka v rohoch maji dvoch susedov.

Hrac na zaciatku teda dostane mriezku s potrubiami. Jeho fahy spocivaju
v otacani potrubi na jednotlivych polickach o 90 stupnov. Takto moze do-
cielit, Ze voda sa bude pri vhodnom natoceni potrubi §irit polickami. Cielom
hry je dosiahnut, aby vsetky policka boli zasobované vodou. Na obrazku 3.2

11
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Zdroj

o (| Konzument (K)

Rovné potrubie(l)

e Z&kruta (J)

— Krizovatka T (T)
Krizovatka X (X)
Prazdne policko (P)

Obr. 3.1: Typy potrubi v hre Net

je priklad nespravneho natocenia. Teraz si presnejSie zadefinujeme pojmy, s
ktorymi budeme pracovat.

Definicia 13. Instancia hry pre dané rozmery je matica znakov, ktoré popi-
suju, aky typ potrubia sa na jednotlivych polickach nachaddza.

Definicia 14. Stavom hry budeme nazyvat informdciu, ktord hovori, ako je
ktore policko otocene.

Stav hry budeme niekedy v rovnakom vyzname oznacovat aj slovom nato-
Cenie. Stav si mozeme reprezentovat napriklad ako maticu velkosti mriezky.
KedZe pre typ potrubia st najviac Styri rozne otocenia, kazdy prvok tejto
matice mdze nadobudat hodnoty 0 az 3. Pocet vSetkych stavov pre danu
instanciu velkosti N x M je presne 4V avsak niektoré sa mozu zhodovat,
pretoze napriklad rovné potrubie ma v skutocnosti len dve rézne moznosti
orientdcie. Pre formulaciu dalsej poziadavky si definujeme nasledujtci intu-
itivny pojem.

Definicia 15. Natocenie dvoch susednijch policok je konzistentné, ak plati, Ze
k ich spolocnej hrane obidve alebo maju nasmerovane potrubie, alebo obidve
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Obr. 3.2: Priklad ¢asti nepripustného stavu (siet nie je stvisld)

o N o B B
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Obr. 3.3: Priklad ¢asti nepripustného stavu (v sieti sa vyskytuje cyklus)

nemaju. Pre dany stav nazveme jedno policko konzistentné, ak pre vsetkych
jeho susedov plati, Ze su s nim konzistentne. Konzistentny stav je taky, v
ktorom su vsetky policka konzistentné.

V konzistentnom natoceni teda vsetka voda v sieti pretekd potrubiami
a ziadna sa z nich nevylieva — nenastava situacia, ze by nejaké policko na-
smerovalo potrubie k susedovi a ten nenasmeroval potrubie oproti. Okrem
poziadavky konzistencie je na vyriesenie tiez vyzadované, aby do kazdého po-
licka pritekala voda prave jednym smerom. Teraz uvedieme definiciu riesenia
inStancie.

Definicia 16. Koncovy stav je taky stav danej instancie, v ktorom si potru-
bia natocen€ tak, aby voda tiekla zo zdroja do vsetkiych neprdzdnych policok
mriezky, stav je konzistentny a do Ziadneho policka voda nepritekd z dvoch
roznych stran.

V pripade, ze nadjdeme koncovy stav, inStanciu sme tspesne vyriesili. Stav,
ktorého Cast je na obrazku 3.3, nie je koncovy. VSimnime si, Ze poziadavka
na zasobovanie kazdého policka prave z jednej strany sa da ekvivalentne for-
mulovat ako poziadavka, aby Sirenie vody v sieti malo stromovu Struktiru.
V pomyselnom strome by bol koren zdroj, a pre kazdé policko by platilo, ze
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prijme vodu potrubim smerujicim k zdroju a pripadnymi zvySnymi potru-
biami ju rozposiela dalej. Listami tohto stromu by boli konzumenti, pretoze
prijati vodu dalej nerozposielaju.

3.2 Existencia rieSenia hry Net

Ked uZz méame zadefinovant hru a jej rieSenie, zamyslime sa nad otdzkami,
ktoré by nas mohli zaujimat pre dané inStancie.

Prirodzenou otazkou je, ¢i ma dand instancia rieSenie — ¢i existuje kon-
cové natocenie. Podobne by sme sa mohli pytat trochu fazsiu otazku — kolko
roznych koncovych natoceni existuje. Mohli by sme klast obmedzujice pod-
mienky tym, Ze uvedieme, ako maju byt oto¢ené niektoré policka a pytat sa,
¢i existuje rieSenie za takych podmienok. Ak by sme cheeli minimalizovat po-
et otoceni od pociatocného (ktoré je nahodné), mohli by sme sa pytat, kolko
najmenej potrubi musime otocit, aby sme dospeli ku koncovému natoceniu.
Samozrejme, ku kazdej z optimalizacnych otdzok by sme dokazali formulo-
vat aj rozhodovaciu verziu. Napriklad namiesto najmensieho poctu poli¢ok,
ktoré treba otocit, by sme sa mohli pytat, ¢i existuje koncové natocenie, ku
ktorému sa dokazeme dostat na otocenie najviac K policok.

Zakladnym parametrom, ktory budeme pri presnej formulacii problému
uvazovat, je mnozina typov potrubi, ktoré sa v mriezke vyskytuji. Kazdému
typu potrubia priradime velké pismeno anglickej abecedy podla obréazka 3.1.
Hlavnou otézkou, nad ktorou sa budeme zamyslat, je existencia rieSenia pre
danu instanciu, v ktorej sa vyskytuje nejaka pevne zvolenda mnozina typov
potrubi.

Definicia 17. Nech S C{K,I,T,J, X, P}. S-NET je oznacenie jazyka tych
wstancii hry Net, ku ktorym existuji koncové natocenia a ktoré pozostdvaji
z potrubi, ktorych pismenkové oznacenia si z mnoZiny S.

Napriklad KITJP-NET bude oznacovat vSetky riesitelné instancie, v kto-
rych sa vyskytuje konzument, rovné potrubie, krizovatka v tvare T a prazdne
policko. V mnozine pripustnych typov potrubi chyba zdroj. Vzdy budeme
uvazovat, ze ten je v mriezke pritomny prave raz a nebudeme ho zapisovat
medzi mnozinu potrubi. Zamyslanie sa nad otdzkami okolo inStancii hry Net,
v ktorych chyba zdroj, je totiz trivialne.
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3.3 Variacie hry

Okrem manipulacie s mnozinou potrubi si spomerime este niekolko moznosti,
ako upravif hru. Niektoré moznosti nastaveni ndm poskytuje implementacia
[1]. V tejto implementacii hry je zdroj umiestneny v strede hracej plochy,
avSak my sa tohto obmedzenia v tejto praci nebudeme pridrziavat. Jednym z
moznych nastaveni je aj prepojenie krajov mriezky — v takom nastaveni maja
vSetky policka 4 susedov a policko vo vrchnom riadku moze vodu nasmerovat
nahor, kde ju prijme zodpovedajtce poli¢ko v dolnom riadku (obdobne aj pre
policka v pravom alebo lavom stipci). Toto nastavenie zodpoved4 nakresleniu
mriezky nie do roviny, ale na torus. My budeme v nasej praci uvazovat len
rovinné nakreslenie, v ktorom nie st krajné policka prepojené.

Jednou z dalsich moZnosti je variant hry, pri ktorom umiestnime medzi
niektoré policka steny. Medzi tymito dvoma polickami nemoze pretekat voda.
V tomto pripade sa nam zodpovedajico upravuje definicia konzistentnosti
dvoch susednych policok. Na steny sa mozeme divat ako na obmedzujtce
podmienky — z mnoziny vsetkych moznych otoceni potrubi nam kazda stena
niektoré vyluci. Z tohto pohladu ndm stena slizi ako akasi pomocka — vieme,
ze istym sposobom potrubia vedla nej natocené nebudd. VSimnite si, Ze v
pripade krizovatky tvaru T alebo rovného potrubia sta¢i na informéciu o
natoceni tohto potrubia v kazdom pripadnom koncovom stave jedna jediné
stena v susedstve policka.
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Kapitola 4

Vypoctova zlozitost hry Net a
jej variacii

V tejto kapitole sa budeme venovat rieSeniu problému S-NET pre rozne S.
Podobne, ako v predchadzajicej kapitole, budeme pre rozmery mriezky pou-
zivat oznacenie N a M. Riadky odislujeme smerom od vrchného k spodnému
od 1 do N. Obdobne si ozna¢ime aj stipce, lavy bude mat &slo 1, pravy M.

Pri navrhu rieseni v tejto kapitole sa trochu odklonime od formalneho
modelu Turingovych strojov a nase postupy budeme popisovat myslienkovo.
Nage algoritmy budu prezentované tak, aby pre ¢itatela nebolo obtiazne do-
mysliet technické detaily implementécie na Standardnom pocitaci napriklad v
jazyku C alebo Pascal, ale v pripade zdujmu aj vo forme Turingového stroja,
ktory sme spominali v predchadzajtcej kapitole.

4.1 Prislusnost do NP

Venujme sa najprv jednoduchsiemu problému, ktorym je pre danu inStanciu
a dany stav zistit, ¢i je stav koncovy. Treba overit, ¢i je kazdé policko zaso-
bované vodou, ¢i je kazdé policko konzistentné a ¢i ziadne neprijima vodu
z dvoch réznych stran. O jednoduchosti tohto problému hovori nasledujica
veta.

Veta 4.1.1. Nech S C {K,I,T,J, X, P} je lubovolnd mnozZina potrubi. Ezis-
tuje polynomidlny algoritmus vzhladom na rozmery mriezky, ktory pre dani
instanciu, v ktorej sa vyskytuji potrubia z S a dany stav zisti, ¢i je stav

17
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koncovy. Navyse existuje jeho implementdacia v standardnom programovacom
jazyku, ktorej casové ndroky siu linedrne od velkosti mriezky — O(MN).

Dokaz. Uvazujme, ako by vyzeral program v beznom programovacom jazyku.
Bez Gjmy na vsSeobecnosti, nech dostane inStanciu hry ako maticu s hodno-
tami jednotlivych policok a stav hry ako maticu ¢isel popisujucich jednotlivé
natocenia.

Najprv sa zamyslime nad podmienkou, ¢i st vSetky policka konzistentné.
Toto sa pre zadant maticu a stav hry overi velmi jednoducho. Pre kazdé po-
licko a kazdu stranu sa podla vstupnych matic zisti, ¢i tam smeruje potrubie
alebo nie. V pripade, Z%e sused na tej strane nie je, potrubie tam smerovat
nesmie, v druhom pripade musime overit, ¢i na druhej strane nenastava ne-
konzistencia. V pripade, Ze niekde nekonzistencia nastane, mézeme prehlasit,
ze stav nie je koncovy.

Na overenie zvysnych dvoch podmienok si formulujme problém v reci
teorie grafov. Vrcholy budu policka mriezky. Pre dany stav skonstruujeme
hrany — tie budt medzi susednymi polickami, ak maji oproti sebe nasme-
rované potrubia. Nasou tlohou je zistif, ¢i je graf stromom, teda stvislym
acyklickym grafom. V pripade, Ze je graf sauvisly, potom sa voda musi do-
stat ku kazdému policku v mriezke. Ak je graf strom, potom plati, Ze kazdé
policko je zasobované z najviac jednej strany.

Koren stromu bude zdroj — vieme, Ze ten je prave jeden. Jednym prehlada-
nim grafu (napriklad do hibky) zo zdroja dokazeme overit obidve podmienky.
Ak je graf strom, potom plati, Ze voda do kazdého vrchola okrem zdroja pri-
tekda hranou smerujicou ku korenu a odteka vsetkymi ostatnymi. Listy v
nasom strome tvoria vrcholy, ktorych policka st konzumenti.

Prva faza algoritmu potrebuje pocet operacii imerny poctu policok v
mriezke, pretoze konzistenciu kazdého policka mriezky overuje v konstant-
nom case, kedZze kazdé méa najviac Styroch susedov. Druhé faza spociva v
skonstruovani a prehladani grafu s O(NM) vrcholmi a O(N M) hranami. Na
tato fazu nam postacuje ¢as O(NM), takze vysledné naroky algoritmu na
pocet operacii st O(NM). O

Vsimnime si, Ze pri dokaze sme nemuseli predpokladat ni¢ o mnozZine po-
trubi, a preto tento algoritmus funguje pre kazdé pripustné S zo znenia vety.
Okrem toho treba poznamenat, Ze mu nevadia ani pripadné iné modifikécie
— steny medzi polickami, otvorené kraje mriezky a lahko sa d4 modifikovat
aj pre viac zdrojov.
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Teraz si ukazeme, ze problém zistenia existencie koncového stavu pre danta
instanciu hry je v triede N P, ktort spominame podrobne v predchadzaju-
cej kapitole. Nedeterministicky polynomialny algoritmus budeme popisovat
v neformalnej rovine, pretoze nepouzivame ziadny model, v ktorom by sme
mali definovany nedeterministicky vypocet.

Veta 4.1.2. Nech S C{K,I,T, J, X, P} je lubovolnd mnoZina potrubi. Jazyk
S-NET patri do triedy NP.

Dokaz. Popiseme algoritmus, ktory spociva v myslienke natipovania si stavu
a jeho overenia. Bez ujmy na vSeobecnosti za¢neme v Tavom hornom rohu.
Nedeterministicky si tipneme, ako bude toto policko natocené a prejdeme na
vedlajsie policko. Takto sktsime natocit vSetky policka. Potom len overime
algoritmom z vety 4.1.1, ¢i sme tipovali dobre. V pripade, zZe existuje koncovy
stav, existuje aj zodpovedajica postupnost odhadov na otocenie polic¢ok a
tento stav najdeme. V opa¢nom pripade sa nam to urcite nepodari.

Tento algoritmus vyzaduje polynomialny nedeterministicky ¢as. Tipnutie
otocenia jedného policka nas stoji konstantny cas. Vsetky policka nas teda
stoja O(NM) a v polynomiélnom ¢ase podla vety 4.1.1 stthame overenie. [

Opit si moézeme vSimnit, Ze nikde nepredpokladdme ni¢ o mnoZine po-
trubi S a preto uvedeny postup funguje pre kazda pripustni mnozinu.

4.2 Pomalé metody riesenia

V tejto casti si uvedieme niektoré nase algoritmy na riesenie problému exis-
tencie koncového stavu. Hoci maji exponencialnu ¢asovi zlozitost v zavislosti
od parametra N alebo M, posledny z nich je najlepsi znamy postup. Vsetky
algoritmy v tejto sekcii riesia problém S-NET pre kazdé S.

Pristup skusania a overovania

Uplne najjednoduchsie riesenie by spocivalo vo vyskisani a overeni vetkych
moznych stavov. Ako sme spomenuli pri definicii hry, stav je moZzné repre-
zentovaf prirodzenym ¢islom v rozsahu do 4V, Dekédovanie ¢&isla stavu do
matice dokézeme v case O(N M), preto bude obtiaznost celého postupu s
vyuzitim vety 4.1.1 O(4Y N M). Takto uz pre malé N a M potrebujeme
netinosné mnozstvo operacii.
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Dynamické budovanie riesenia

Moznostou, ako zredukovat naroky, je skusit uplatnif princip dynamického
programovania. Najprv demonstrujeme algoritmus, ktory je jednoduchsi, ale
neoveruje vSetky podmienky, a potom ho upravime, aby sme dostali spravny.
Vyuzijeme pri tom, ze pri budovani rieSenia niekde v mriezke nie sme az tak
velmi zavisli od toho, ako konkrétne mame otocené potrubie niekde inde v
mriezke daleko od tohto miesta. Pre policko na i-tom riadku a j-tom stlpci
budeme pouzivat oznacenie [i, j|.

Zakladom algoritmu je postupovanie po riadkoch. Po kazdom riadku si
budeme udrzovat zoznam moznosti, ako mohol vyzerat predchadzajtci ria-
dok z hladiska pokrac¢ovania potrubi smerom k aktudlnemu riadku. Nésledne
vyskusame vSetky moznosti otocenia spracovavaného riadku a skusime ich
napojit na vsetky predchadzajice. Ak sa nedostaneme do sporu s konzisten-
ciou, mozeme pridat toto otocenie do zoznamu pre dalsi riadok. Ked sa nam
podari napojit posledny riadok, algoritmus tspesne skoné¢ime.

Ozna¢me mnozinu réznych otoceni pismenom V. Kazdé otocenie sa da
reprezentovat prirodzenym ¢islom do 2, kedze v tomto postupe nas zaujima
len to, ¢i z nejakého policka smeruje k dalSiemu riadku potrubie. Postup
algoritmu je nasledovny:

1. Vytvorime prazdny zoznam V;. VyskaSame vsSetky otocenia prvého
riadku. O kazdom overime, ¢i nenastava nekonzistencia medzi polic-
kami [1,7] a [1,j + 1] pre vSetky j,1 < j < M, pri danom otoceni.
Podobne treba overif, Ze nesmeruje potrubie smerom do steny. V pri-
pade, ze overenie dopadlo tspesne, zakodujeme otocenie do ¢isla v tak,
ze v jeho binarnej reprezentacii nastavime j-ty bit na 1 vtedy, ak z po-
licka na [1, j + 1] smeruje smerom k poli¢ku [2, j + 1] potrubie. Zoznam
Vi si stadi udrziavat ako mnozinu — my sice mozeme dostat roznym
natocenim polic¢ok prvého riadku rovnaké ¢islo, ale z hladiska dalSieho
postupu to pre nas budu ekvivalentné situacie.

2. Budeme postupne spracovéavat i-ty riadok, pre i = 2,..., N —1. Najprv
vytvorime prazdny zoznam V;. Budeme postupovat skisanim vSetkych
4M otoceni. Najprv overime konzistentnost otodenia v ramci riadku
i: ¥j,1 < j < M overime, ¢ je dvojica poli¢ok na [i,j] a [i,7 + 1]
konzistentna. Napokon treba overit, ¢i krajné policka [i,0] a [z, M| ne-
nasmerovali potrubia smerom k stene. V pripade, ze tento test dopadne
uspesne, budeme pokracovat s danym natocenim riadka i a overovat
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pre vSetky prvky zoznamu V;_;, ¢i sa na neho da aktuélne natocenie
riadka ¢ napojit. Treba overif konzistenciu medzi polickami [ — 1][j]
a [i|[j] pre 7 = 1,..., M. V pripade, Ze toto overenie dopadne dobre,
mozeme dany riadok na predchédzajici napojit a preto do zoznamu V;
pridame c¢islo v, ktoré sme zakédovali obdobne ako v predchadzajicom
bode podla skiimaného otocenia.

3. Obdobne ako predchadzajici odsek, skiisime vSetky natocCenia riadku
N. Najprv overime konzistentnost dvojic [N, j] a [N,j + 1] pre j =
1,..., M — 1. Obdobne pre vsetky policka overime, ¢i z nich nie st na-
smerované potrubia smerom k stene. V pripade, Ze je otocenie tohto
riadku konzistentné, skiisime ho napojit na kazdé z otoceni predcha-
dzajiceho riadku v zozname Vy_;. V pripade, Zze sa nam to podari,
mozeme skoncit tispesne.

Je Tahké vidiet, Ze tento algoritmus skon¢i tispesne prave vtedy, ked exis-
tuje konzistentny stav. AvSak ak skon¢i ispesne, nemusi existovat stav, ktory
je koncovy, pretoze nekontroluje zvysné dve podmienky — ¢i je kazdé policko
zasobené a ¢i do ziadneho nepriteka voda z dvoch stran.

Ukézeme teraz, ze malou pravou mozeme ziskat algoritmus, ktory bude
korektne zisfovat existenciu koncového stavu. Zjavne nestaci, ked si v zo-
znamoch V' pamétame len fakt, ¢i je smerom k policku na dalsom riadku
nasmerované potrubie alebo nie. My totiz musime vediet, ¢i v pripade, Ze
tam potrubie je, treba do tohto potrubia vodu priviest, alebo naopak nam
odtial tecie. Nestaci ale ani rozSirenie na tri moznosti. Obrazok 4.1 ukazuje,
ze si potrebujeme pamitat eSte nieco - ktoré potrubia st spolu spojené v
spracovanej casti mriezky. Preto zmenime kédovanie stavov v zoznamoch V'
pridanim tejto informécie. Kedze stipec ma M policok, potrebujeme odlisit
potencialne az M rdznych hodndt pre potrubie bez vody. V pripade, ze v
potrubi voda je, tak analogickt informaciu nepotrebujeme — vodu totiz do
potrubia neprivadzame, ale z nej ¢erpame. Preto na zakédovanie jedného po-
licka pri otoceni riadka potrebujeme M + 2 ro6znych hodnot — M pre potrubie
bez vody, jednu pre potrubie s vodou a jedno pre policko bez potrubia. Preto
maju odteraz jednotlivé natocenia smerom k dalsiemu riadku kédy v rozsahu
do (M + 2)M. Vgimnime si, Ze dve otocenia, ktoré sme v predchadzajiicom
riadku stotoznili, mozu odteraz byt rézne. Pridanim dalSej informécie sme si
totiz zacali vSimat nové rozdiely.

Dé sa ukéazaf, Ze pre zmenené kddovania v zoznamoch V' vieme apliko-
vat ten isty postup. Pre dané otocenie a predchadzajuci riadok totiz vieme
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Obr. 4.1: Kédovanie Tavého natoc¢enia druhého riadku bude pri upravenom
algoritme 11023, kédovanie pravého 12034. V pévodnom postupe by sme obe
zakodovali 11011.

efektivne zistovat aj ¢iselné oznacenia potrubi bez vody v dalSom riadku.
Pri overovani treba kontrolovat jednak to, ¢i sme niekde neuzavreli oblast
mriezky bez vody, ale aj to, ¢i sme niekde nespojili dve potrubia, ktoré obe
uz boli zdsobované vodou. Rovnako treba davat pozor, aby sme niekde nespo-
jili dve potrubia s rovnakym ¢islom, ktoré sice este nemaju vodu, ale kedze
ju niekedy dostat musia, potom by nastala situécia, Ze nejaké policko bude
zasobované z dvoch stran.

Tento algoritmus zistuje existenciu koncovych stavov. Popri overovani
konzistencie celej mriezky overuje aj zasobovanie vodou kazdého policka a
skutocnost, ¢i je kazdé policko zadsobované z prave jednej strany.

Pri analyze casovej zlozitosti tohto postupu treba pripomentft, ze jed-
notlivé zoznamy V; moézu mat az (M + 2)M prvkov. Prvy riadok nés stoji
menej ¢asu ako ostatné, lebo skiimame len O(4M) otoceni a kazdé overu-
jeme v ¢ase O(M). Prva faza teda trvd O(M4M). Kazdy dalsi riadok po-
nitka dalsich O(4M) otoceni, ktoré modzu chciet byt skombinované so viet-
kymi O((M + 2)) prvkami zo zoznamu V. Overenie jednej naviznosti
nas stoji ¢as O(M). Zoznam budeme implementovat ako pole, kde bude
pre kazdé mozné otocenie informacia, ¢i sa v zozname nachadza alebo nie.
Takyto zoznam musime inicializovat, preto nas jeho vytvorenie stoji cas
O((M + 2)M). VloZenie a zistovanie pritomnosti prvku vo zozname sme
schopni robif v ¢ase O(1). Preto nés kazdy riadok stoji ¢as O((M+2)M +(M+
2)MAMM) = O((M + 2)M4M M). Tychto riadkov je N — 1, takze vysledny
¢as bude O(M4M + (N —1)(M +2)M4M M) = O(N (M +2)M4M M ). Napriek
tomu, Ze tento ¢as vyzera hrozivo, je to omnoho pomalsie rastica funkcia pri
algoritme skuSania vSetkych stavov. Dolezité je spomenit, Ze tento postup
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mozeme realizovat aj po stipcoch a preto si mozeme vybraf to mensie z &isel
N, M a to mat v ¢asovej zlozitosti v exponente. Vo vSeobecnosti si tak ale
nemusime pomdct, napriklad v pripade Stvorcovej mriezky.

Vylepsené dynamické budovanie riesenia

Uvedené riesenie sa da zoptimalizovat pouzitim dalsich myslienok. Prvym
jednoduchym zlepSenim je pozorovanie, zZe nepotrebujeme M + 2 hodnot pri
kédovani stavov. Uvedomme si, Ze potrubia, ktorymi uz zo spracovanej ob-
lasti vyteka voda, st jeden komponent. A pri konstrukecii rieSenia nam az tak
nezalezi, ¢i voda z komponentu vytekd, alebo do neho musi byt privedena - v
oboch pripadoch musime dévat pozor rovnako a nespéjat spolu potrubia rov-
nakych komponentov. Ak mé byt rieSenie korektné, potom do komponentu
aj tak vodu napokon privedieme a potom by sme sposobili, Ze sa v nejakom
policku stretne z dvoch smerov.

Délezitym vylepSenim je nepripajat dalsie riadky ako celok, ale postupne
pridavat jednotlivé policka nového riadku. Toto budeme robit zlava doprava
(vid obrazok 4.2). Hranica uz vybudovanej oblasti bude teda pozostavat z
niekolko, aj nula, poli¢ok, ktoré si v aktualne budovanom riadku a zvysku
policok z predchadzajiceho riadku. Hranica teda pozostava z nanajvys M +1
hran medzi polickami. Ked pripajame nové policko, uvazujeme vsetky moz-
nosti, ako mohla vyzerat hranica doteraz, a po pridani policka dostaneme
nové hranice, ktorého buda od predchadzajicich lokélne zmenené v niekol-
kych hranéch.

Poslednou optimalizaciou je skusit presnejsie odhadnit pocet takychto
hranic, pretoze hodnota (M +1)M*1 je velmi hrub4 (niektoré moznosti sa ndm
nevyskytni). KedZe parametrom poc¢tu réznych hranic je M, ozna¢me tento
pocet zatial P(M). Neskor tento pocet skisime presnejSie charakterizovat.
Cely algoritmus bude teda vyzerat nasledovne:

1. Imicializujeme prazdnu hranicu, zodpovedajicu vrchnému riadku. Téato
hranica bude mat samé nuly.

2. Postupne pridéavame policka po riadkoch a v rdmci riadkov zlava do-
prava. VSetky aktuédlne pripustné hranice skiSame kombinovat so vSet-
kymi Styrmi natoCeniami nového policka. Podobne ako v predchadza-
jucom algoritme si musime dat pozor na konzistenciu nového policka s
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Obr. 4.2: Budovanie rieSenia pridavanim poli¢ok s oznac¢enou hranicou spra-
covanej Casti mriezky.

okolitymi dvomi v pévodnej hranici. Rovnako musime precislovat kom-
ponenty v pripade, zZe prislo k ich spojeniu, a to nielen v mieste pridania
policka, ale v celej hranici.

3. Posledny riadok postupujeme obdobne s rozdielom, ze smerom do steny
mriezky samozrejme nesmu policka smerovat potrubia. Rovnako mu-
sime dévaf pozor, aby sme na konci po pridani posledného policka v
pravom dolnom rohu nenechali viac ako jeden komponent. V opac¢nom
pripade by sme totiZz nesplnili podmienku, ze vSetky policka budt za-
sobované vodou, pretoze zdrojové policko by patrilo len do jedného z
komponentov. Ak nam ostane po pridani posledného policka nejaka
korektna hranica, potom riesenie existuje.

Podme teraz skusit najst ¢o najpresnejsi odhad poc¢tu P(M). Téato hod-
nota je dolezitd pre Casovu zlozitost celého algoritmu, kedZe pocet réznych
hranic je najvyraznejSim prispievatelom do pocétu potrebnych krokov tohto
algoritmu. Ratame teda postupnosti dizky M, ktoré zodpovedaji tomu, ktoré
hrany idu a ktoré nejdu cez hranicu a ktoré st ako prepojené. Napriklad po-
stupnost (1, 0, 1, 2, 0, 1) znamend, Ze cez hranicu ide 1., 3., 4. a 6. hrana a
hrany 1, 3 a 6 s v uz spracovanej casti mriezky prepojené.
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Vsimnime si, Ze ak je pocet stipcov mriezky M, potom méze maf hranica
az M + 1 prvkov. Avsak v pripade, ze policko, ktoré bolo pridané naposledy,
ma nasmerované smerom k hranici obidve hrany, potom urcite patria rov-
nakému komponentu a v postupnosti by sa vyskytli dve rovnaké cisla po
sebe. Okrem tohto pripadu mozu nastat tri situdcie - potrubie ma smerom k
hranici toto policko nasmerované len po prvej moznej hrane, len po druhej
moznej hrane, alebo ani po jednej. Preto budeme ratat pre jednoduchost po-
et postupnosti pre dizku M a ich pocet na konci vynasobime styrmi. Kedze
nam ale pdjde o asypmtoticky odhad rastu, potom to pre nas aj tak napokon
nebude podstatné.

Pre odhad rastu uvedenych postupnosti si najprv uvedme nasledovni
lemu:

Lema 4.2.1. Pre n > 3 definujme s(n,i) = (i —2)™?(n +1—1i)"%?2 a
ndsledne W(n) = Y"1, s(n,i). Potom plati: W (n) < 6.1n=3/2.

Dokaz. Pre n < 50 overime rucne.

Vsimnime si, ze skimand suma je symetricka: s(n,3) = s(n,n), s(n,4) =
s(n,n—1), atd. Navyse lahko nahliadneme, Ze od zaciatku po polovicu sumy
(teda od i = 3 po i = |[(n+ 3)/2]) velkost s¢itancov klesa. S vyuzitim
tychto dvoch pozorovani mozeme hodnotu W(n) odhadnut tak, ze vSetky
¢leny sumy okrem prvych a poslednych dvoch odhadneme zhora integralom.

Dostavame:

(n+3)/2
Wi(n) <2 (s(n, 3) + s(n,4) +/4 s(n, x)dm)

(n+3)/2
=2(n—2)"32 4 2712(n —3)732 4 / 2s(n, x)dx
4

Pre n > 50 plati (n — 3)™%/2 < 1.1n7%/2, preto
W(n) < 2.2n~%% +0.7807%% 4+ I(n)
Vypoctom integralu dostavame:
4(n — 2z + 3)
(n—12%Vz—2yn+1—z

(n+3)/2
I(n) = / 2s(n, x)dr = — +C
4

A teda plati:

Y S 4(n — 5)
=[" = CEN YN
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Zjavne teraz

. 4(n —1) B 2v2 n— 3)-3/2
10) < a3~ Dy <2V

A teda pre n > 50 je
I(n) < 3.12n73/2

Séitanim odhadov dostavame

W(n) < 6.1n"%/?

O
Okrem toho vyuzijeme este jedno pomocné tvrdenie:
Lema 4.2.2. Nech n > 20. Potom (n —1)73/2 < 1.1-n73/2,
Dokaz. Zjavne plati:
n O\ 32
lim ( ) =1
n—oo \n — 1
Dokaz dokonc¢ime vyhodnotenim
20\ %
— = 1.079977213
(i)
O

N4&s odhad budeme robit pomocou nasledovnych hodnét:

P(M) - pocet vSetkych postupnosti.

Q(M) - pocet tych z nich, ktoré maji na prvom mieste 1.

Platia nasledovné rekurzivne vztahy:

P(M)=Q(M)+ P(M — 1), lebo na prvom mieste je 1 alebo 0.

QM) =P(M —1)+ M P(i — 2)Q(M — i+ 1). O platnosti tejto rov-
nost sa presved¢ime rozborom pripadov. Zamyslime sa, kde moze byt dalsia
jednotka. Ak sa uz v postupnosti ziadna nenachadza, potom sme sa zbavili
jedného ¢isla a pre zvysok postupnosti mame P(M — 1) moznosti. V opaé-
nom pripade zlozime zvysSok postupnosti z dvoch podpostupnosti. Najdeme
najblizSiu jednotku a na poziciach po 1u spravime Iubovolnt postupnost. Na
zvy$nych spravime postupnost za¢inajicu 1.

Teraz vyslovime hlavné tvrdenie:
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Veta 4.2.3. Pre postupnosti P a () platia nasledovné ohranicenia:
P(M)<0.5-6M.M732
Q(M)<04-6M.M32

Dokaz. Tieto ohranicenia budeme dokazovat indukciou. Zjavne P(1) = 2,
Q(1) =1 a P(0) = 0. Pre M mensie ako 20 sme urobili dokaz numerickym
vyhodnotenim. Nech M > 20 a nech odhady platia pre obe postupnosti pre
vsetky m < M. Uvazujme najprv postupnost ). Vychadzame z rekurzivne;
definicie

M
QM) =P(M 1)+ > P(i —2)Q(M —i+1)
=2
Vyuzitim indukénych predpokladov dostavame

M
Q(M) < 0.5:6M 1 (M—1)"22+> " 0.5:6" % (i—2)%/?-0.4-6" 1 (M —i+1) %>

=2

Vyuzitim lemy 4.2.2. dostavame

M
Q(M) <0.092- 6" - M3/ 4 6M.0.034- > (i —2)72 (M —i+ 1)
=3

Pomocou odhadu z lemy 4.2.1 dostavame

Q(M) <0.092-6M - M %2 4+ 6M.0.2074 - M~/

Q(M) < 0.2994 - 6M . N3/
Pre dokaz postupnosti P si znovu rozpisme rekurzivnu definiciu

P(M)=Q(M)+ P(M —1)

Vyuzitim prave dokézaného odhadu pre () a induk¢éného predpokladu
dostavame
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P(M) <046 M2 +05. 6" (M —1)7/?

Vyuzitim lemy 4.2.2. dostavame

5-1.1
P(M) <6M. M3/ <0.4+ 0 56 )

P(M) < 0.492 - 6M . M3/
0

Hodnotu P(M) teda dokaZeme ohranicit vyrazom O(6 M~3/2), ktory v
dalse analyze zjednodusime na O(6).

Pridanie kazdého policka nés stoji prejdenie celého predchadzajiceho zo-
znamu hranic a skombinovanie so $tyrmi natoceniami nového policka. Vy-
tvorenie novej hranice trva ¢as O(M), pretoZze mozeme potrebovat precislo-
vat komponenty. Celkovy ¢as pridania policka je teda O(6™ M). Policok je
N x M a cas potrebny na inicializaciu a ukoncenie algoritmu je konstantny,
preto je celkovy ¢as behu O(NM?6M)). Tento ¢as je omnoho lepsi ako v
pripade predchadzajiceho neoptimalizovaného algoritmu. Vyraz 6™ posobi
mozno optimisticky a mohlo by sa zdat, Ze ak by sme posnazili viac, tak by
sme sa mohli premennej v exponente zbavif Uplne a dostat celé rieSenie do
polynomialneho casu. Ukazuje sa ale, ze takdto vyrazné optimalizdcia uz nie
je mozna.

4.3 Analyza problému KITJP-Net

V tejto sekcii sa budeme venovat problému KITJP-NET a jeho obtiaznosti.
Vdaka vete 4.1.2. vieme, ze KITJP-NET patri do NP. Ak by sme chceli
ukéazat N P-tuplnost, potrebujeme dokézat, Ze je aspon tak tazky ako niektory
iny N P-uplny problém.

V dalsom ukézeme sposob, ako by mohol vyzerat dokaz N P-tuplnosti ja-
zyka KITJP-NET. Uvedena konstrukcia nie je iiplne spravna, avsak mozno je
dobrym zékladom nejakej inej spravnej konstrukcie. Skiisime pouzit otazku o
existencii hamiltonovského okruhu v plandrnom bipartitnom kubickom grafe.
Jazyk prislichajici tomuto problému sme oznacovali HCB3P a podla vety
2.0.3. je N P-tplny.
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Suciastka S

Na tvod si ukédzeme konstrukciu z potrubi, ktora bude uzitocna v dalsej casti.
Téato konStrukcia ndm umozni preniest obtiaznost rozhodnuti pri fazkych
problémoch do rozhodnuti, ako natocit potrubie a usmernit v sieti tok vody.
Nagou tllohou bude skonstruovat zhluk polic¢ok, do ktorého tstia tri von-
kajsie potrubia. Jedno dopredu urcené je takzvané vstupné a pritekd nim
voda. Chceme, aby jednym zo zvys$nych dvoch tato voda vytiekla. Poslednym
potrubim pritec¢ie druhd voda, ktord mé byt korektne pohltena. Samozrejme,
chceme vediet natocit zhluk tak, aby boli vSetky policka napojené vodou a
aby bolo natocenie konzistentné. Avsak nevieme, ktorym z dvoch potrubi
voda pritecie a ktorym odtecie. Chceme byt preto pripraveni na obe moz-
nosti a vediet konzistentne natocit potrubia v oboch pripadoch. Budeme sa
tak moct prisposobif natoceniu mimo zhluku, ktoré rozhodne, ktora z dvoch
situdcii nastane. Schéma pozadovanej konstrukcie je na obrazku 4.3.
Uvedent vlastnost mé napriklad konstrukcia na obrazku 4.4. Tato kon-
strukciu oznacime ako stciastka S. Slovo stciastka je nazorna, pretoze miesto
potrubi si mozeme predstavit aj elektrické vodice a miesto vody elektricky
prud. Suciastku S neskdr vyuzijeme pri konstrukcii zlozitejsich sieti. Cela
suciastka je obkolesend prazdnymi polickami, s vynimkou potrubi A ,B,C.

Veta 4.3.1. Nech pritekd voda zo smeru A. Potom pre zhluk potrubi v su-
ciastke S plati:

1. Ak druhd voda pritekd z C, existuje prdave jedno konzistentné natocenie,
pri ktorom sa dostane voda do vSetkych potrubi z prdve jednej strany.
Navyse, v tomto natocent vytekd voda z B.

2. Ak druhd voda pritekd z B, existuje prave jedno konzistentné natocenie,
pri ktorom sa dostane voda do vSetkych potrubi z prdve jednej strany.
Navyse, v tomto natoceni vytekda voda z C.

Dokaz. Pri dokaze sa budeme odvolavat na obrazok 4.4 a odkazovat sa na
policka s potrubiami podla stradnicového oznacenia - riadky budeme ¢islovat
zvrchu nadol od 1 do 6, pricom najvrchnejsi riadok s prazdnymi polickami
nebudeme brat do tvahy. Stipce budeme oznacovat zlava doprava pismenami
od A po G. St len dve moznosti, ako oto¢it zadkrutu na policku 1D, pretoze
v ostatnych pripadoch by nebol konzistentny privod A. Tieto dve moznosti
povedi k dvom bodom v zneni vety.
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Obr. 4.3: Schematicky znézornena pozadovana konstrukcia. Musime byt pri-
praveni konzistentne vyriesit obe situécie: alebo voda pritecie potrubim B a
potrubim C' odtecie voda pritekajuca cez A, alebo si potrubia B a C' svoje
ulohy vymenia.

Dokazme najprv (1). Natocenie na obrazku 4.4 je konzistentné. Za pred-
pokladu, ze z C pritekd voda, potom pri tomto natoceni pride voda do kaz-
dého policka prave z jednej strany. Potrebujeme este ukézat, Ze toto natocenie
je jediné, ktoré spliia uvedené podmienky. Citatel Tahko vidi, Ze ak potrubie
na 1D nato¢ime inak ako na obréazku, do Tavej Casti sa nemé Sancu dostat
voda.

Vsimnime si potrubie na 1C. Jediny spdsob, ako ho natocit, je na obrazku
4.4. Nad tymto polickom je totiz prazdne policko. Potom je ale jednoznacne
ur¢ené natocenie policka na 1B, a vdaka tomu aj natoc¢enie 1A. Podobnymi
Gvahami sa bude niest cely dokaz. O niektorych polickach moézeme s istotou
povedat, ako budi otocené, bez ohladu otocenia ich okolia. Su to policka 6A
a 6G. Uvazujme nasledovni postupnost niektorych zvysnych neprézdnych
policok:

1D,1C,1B,1A,1E,1F,1G, 24, 2G, 3A, 3G, 4A,
AG,AF,5F,6F,6E,6D,6C,6B,5B,4B

Kazdé z policok mé, ak chceme dodrzat konzistenciu, jednoznacne ur-



4.3. ANALYZA PROBLEMU KITJP-NET

]
C

Obr. 4.4: Mozna realizacia suciastky S.
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¢ené natocenie. Toto tvrdenie by sa dalo dokézat indukciou na poradie v
postupnosti. Otocenie potrubia na 1D je predpoklad.

Zamyslime sa teraz nad otocenim policka 2C. Mame dve moznosti: toto
policko prevedie vodu z 1C na 2B alebo na 2D. V pripade, Ze by sme vodu na-
smerovali na 2D, potom by celd lava Cast siete zjavne nemohla byt napojena,
¢im by sme nesplnili jednu z podmienok. Doplnme teda 2C a pokracujme
dalej:

20,2B,3B,30,4C,5C,5D,5E,AE, 3E, 3F,2F, 2E, 2D

Obdobne ako v prvej casti postupnosti by sa jednoznac¢nost natocenia
policok dala dokazaf indukciou podla poradia v postupnosti. Okrem spomi-
naného policka 2C nam pri vSetkych polickach na urcenie natocenia stacila
jedna z pozadovanych podmienok - konzistentnost. V postupnosti sa vyskytlo
36 policok suciastky S. Ak pripoc¢itame 4 prazdne policka a 2, ktoré maju
jednoznac¢né natocenie bez ohladu na natocenie okolia, potom dostavame 42,
¢o su vSetky potrubia stuciastky S. Iniciativny ditatel moze jednoznacnost
natoCenia preverif.

Na dékaz (2) si vSimnime si, Ze typy potrubi st symetrické podla stred-
ného stipca D. To znamena, Ze v pripade, Ze sa rozhodneme natocif zltt
zakrutu na policku 1D opacne, mdzeme pootacat potrubia na oboch ¢astiach
tak, aby plnili opacni funkciu. Jednoznac¢nost sa da dokézat analogicky ako
v bode jedna. O]

Konstrukcia instancie KITJP-Net z grafu

V tejto casti skuisime néjst redukciu HCB3P na KITJP-NET. Potrebujeme
teda najst taka transforméciu, ktord z grafu, ktory je planarny, bipartitny
a kubicky, vyrobi sief potrubi. Pre tato sief potrubi musi platit, Ze existuje
koncové natocenie prave vtedy, ked mal povodny graf hamiltonovsky okruh.
Nasa konstrukcia tieto vlastnosti mat nebude. Je v§ak zaujimavym zakladom
pre dalsie badanie.

Pozadujeme, aby sief potrubi bola z grafu skonstruovatelna v polynomial-
nom c¢ase. Okrem toho je potrebné, aby sa siet potrubi skladala z prazdnych
policok, rovnych potrubi, zakrut, krizovatiek T a konzumentov. Majme teda
kubicky, planarny a bipartitny graf G. Predpokladajme, ze G je suvisly, pre-
toze ak by nebol, mozeme rovno prehlasit, ze nie je hamiltonovsky.
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Obr. 4.5: Nalavo je priklad plandrneho kubického bipartitného hamiltonov-
ského grafu. Napravo je sief potrubi s koncovym otocenim. V potrubiach
medzi zhlukmi je naznaceny smer toku vody. Zhluky potrubi st oznacené
ako zdroj, konzument a producent.

Vychadzajme z nejakého zobrazenia GG do roviny. Z tohto zobrazenia do-
staneme sief potrubi tak, Ze hrany nahradime dlhymi tsekmi potrubi ve-
dicimi vodu a vrcholy nahradime zhlukmi potrubi. Vrcholy budu rozdelené
na takzvanych konzumentov a producentov podla particie, do ktorej patria.
Vsetci konzumenti budi realizovani rovnakou sietou potrubi a tiez vsetci
producenti budu skonstruovani rovnako. Jeden z konzumentov prehlasime za
zdroj a ten bude realizovany Specidlnym zhlukom potrubi. V tomto zdrojo-
vom zhluku potrubi sa bude nachadzat aj policko zdrojového potrubia. Ako
sa presvedc¢ime neskor, na vybere zdroja spomedzi konzumentskych vrcholov
nezalezi.

Myslienka je nasledovna: zdrojovy vrchol bude produkovat takzvant okru-
hovtt vodu. Otac¢anim potrubi budeme §irit tito okruhovi vodu v sieti me-
dzi zhlukmi, ktoré reprezentuju vrcholy grafu. Ak néjdeme takd postupnost
navstivenia tychto zhlukov, v ktorej voda obide vsetky a vrati sa ku zdroju,
potom zodpovedajici okruh vrcholov v grafe bude hamiltonovsky. Kedze sme
vychéadzali zo zobrazenia grafu do roviny, v sieti sa potrubia spajajice zhluky
zodpovedajuce vrcholom nikdy nekrizuju.

Zhluky prisltchajice vrcholom musia byt skonstruované tak, aby vedeli
jednou hranou vodu prijaf a druhou odovzdat — podla toho, ako je nasme-
rovany a orientovany tok vody podla hamiltonovského okruhu. Okrem toho
maju ale vrcholy eSte tretiu hranu. Tu pride na pomoc bipartitnost — pro-
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ducenti do potrubi reprezentujicich ttto hranu vodu posla a konzumenti ju
prijmu. Tato vodu budeme volat odpadova.

Pre kazdy zhluk potrubi realizujtci nejaky vrchol musime byt schopni
natocit potrubia v zhluku tak, aby boli konzistentné a aby boli vSetky policka
v zhluku uspokojené vodou z prave jedného smeru. Samozrejme, kazdy zhluk
musime byt schopni natocit tak, aby dokézal usmernit okruhovti vodu, kedze
v Case konStrukcie siete nevieme, kadial si budeme Zelat tok vody.

Jednoduchou ¢astou nasej konstrukcie bude realizacia producentov. Tento
zhluk jednou hranou vodu prijima a dvoma ju vysiela von — raz ako odpadovi
a raz ako okruhovi. Je potrebné, aby bol schopny prijat vodu z kazdého z
troch potrubii. Na jeho realizaciu nam staci jedno policko s T-krizovatkou —
voda sa ndm rozdistribuuje spravne bez ohladu na to, odkial priteka.

ZlozitejSou c¢astou je skonstruovanie konzumenta. Tento zhluk mé dvoma
hranami vodu prijat, pricom jedna je okruhova a druhé je odpadova. Okru-
hovii vodu mé trefou hranou odviest dalej. V skutoc¢nosti nie je potrebné
rozlisovat vstupné vody na okruhovii a odpadovii. Od tohto faktu ale pri
nasej konstrukcii odhliadneme.

Teoreticky existuje 6 moznosti, ako mozeme rozdelit funkcie medzi hrany.
Tieto moznosti si ale z hladiska vnttornej konstrukcie len tri — sta¢i nam
vedief natocit potrubia tak, aby sme pohltili odpadovi vodu a spojit zvysné
dve hrany. Ked tieto zvy$né dve hrany spojime, potom uz nie je z hladiska
daného konzumenta doélezité, ktorym smerom voda tecie. Potrebovali by sme
teda zhluk potrubi, ku ktorému existuji aspon tri konzistentné natocenia,
ktoré privedi vodu ku kazdému policku v zhluku prave z jednej strany. Ku
kazdej z troch moznosti poziadaviek na dvojicu prepojenych vonkajsich hran
musi existovat natocenie.

Na obrazku 4.6 je schéma konstrukcie konzumenta a jeho natocenie v
pripade, Ze chceme skonzumovat odpadovi vodu z C. Odpadova voda sice
vyjde zo suciastky S, ale jej druhym vystupom sa do nej hned vrati a privedie
vodu aj k potrubiam v jej druhej casti. V ostatnych pripadoch natoc¢ime
potrubia ako na obrazku 4.7. V takom pripade natocenie potrubia v pouzitej
suciastke S urci, ¢i sa skonzumuje odpadova voda z A alebo B. Zvysné dve
potrubia sa spoja, aby v nich mohla prudit okruhova voda.

Zostalo ndm ukézat, ako skonstruovat zdroj. Stcastou zdroja je aj policko
so zdrojovym potrubim. Tento zhluk je napojeny na tri potrubia, takze by
sa zdalo, Ze musime byt pripraveni na 6 rdznych alternativ, aké funkcie budia
jednotlivé potrubia plnit. Uvedomme si ale, Ze ndm nezalezi na tom, ¢i do
potrubia pride okruhova alebo odpadova voda, pretoze v oboch pripadoch
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Obr. 4.6: Konstrukcia konzumenta v natoceni, v ktorom konzumujeme vodu
z C.
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Obr. 4.7: Konstrukcia konzumenta v natoceni, v ktorom konzumujeme vodu
z A alebo B podla rozhodnutia v S.

ju musime konzistentne skonzumovat. Stac¢i teda uvazovat len tri moznosti
— potrebujeme vedief kazdym z troch potrubi vodu zo zdroja vyviest von a
zvy$nymi dvoma prijat.

Na obrazku 4.8 je mozna realizacia zdrojového vrcholu. V suciastkach
S robime dve otacacie rozhodnutia. Pri kazdej kombinacii rozhodnuti voda
bude vytekat prave jednym z potrubi A,B,C a pre kazdé z potrubi existuje
dvojica rozhodnuti, Ze voda bude vytekat prave tymto potrubim.

Dokondili sme jednotlivé diely konstrukcie. Pre dany graf G' by sme teda
najprv nasli jeho nakreslenie do roviny a potom z tohto nakreslenia ziskali
instanciu KITJP-NET tak, ze hrany nahradime potrubiami a jednotlivé vr-
choly prislusnymi zhlukmi potrubi. Konstrukcia je uskuto¢nitelné v determi-
nistickom polynomialnom ¢ase a mé polynomiéalnu velkost.

TAto konstrukcia bohuZial nem4 potrebnii vlastnost, Ze rieSenie
instancie hry Net existuje prave vtedy, ak je graf Hamiltonovsky.
Moze sa totiz stat, ze ak graf nie je hamiltonovsky, potom pre siet existuje
koncové natocenie. Preto konstrukcia nema pozadované vlastnosti many-to-
one redukcie.

Pre dalSie skimanie a hladanie dokazu N P-tplnosti jazyka sa ndm na-
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Obr. 4.8: Konstrukcia zdrojového vrcholu.

priek nasim negativnym sktsenostiam aj nadalej javia variacie jazyka SAT,
pripadne HAM. Tieto tazké problémy su ¢asto vyuzivané pri ddokazoch N P-
uplnosti hier pre jedného hraca.

4.4 Zlozitost hry Net pre niektoré mnoZiny
potrubi

Pre niektoré obtiazne varianty hry Net je hypotéza, Ze zistovanie existencie
riesenia je N P-uplny problém a za predpokladu P # N P prakticky neexis-
tuje lepsi algoritmus ako exponencialny, ktory prezentujeme v tejto praci. V
tejto Casti si spomenieme niekolko mnozin potrubi, pre ktoré existuje jedno-
duchy polynomialny algoritmus.

Ak pozname pre nejakit mnozinu typov potrubii S algoritmus na rieSenie
S-NET, potom pre Iubovolnii podmnozinu S mozeme pouzit ten isty algorit-
mus. Ziadnemu algoritmu totiz neméze vadit, ak sa niektoré z poli¢ok, ktoré
pripusta, v mriezke nevyskytne, pretoze by nebol korektny. Preto bude uspo-
riadanie obtiaznosti podla jednotlivych mnozin typov potrubi zodpovedat
usporiadaniu tychto mnozin podla inklazie.

Prvym zjavnym faktom je, ze ak mé byt otdzka o existencii rieSenia netri-
vidlna, potom sa musi v mnozine potrubi nachddzat konzument. V§imnime
si, ze pre kazdé z ostatnych piatich typov potrubi voda v koncovom natoceni
priteka z prave jedného smeru a vyteka aspon jednym smerom. Konzument
je jediny typ policka, z ktorého voda nevytekd. Ak mé teda existovaf rie-
Senie, musi byt v mriezke pritomny konzument, pretoze predpokladame, ze
7o zdroja vyteka voda aspon jednym smerom. Dal§im pozorovanim je nizka
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obtiaznost prazdneho policka, pri ktorom sa nerobia ziadne rozhodnutia a
navyse slizi ako rada, ako maju byt natoc¢ené okolité policka. Je preto oca-
kavatelné, Ze ak méa jazyk S-NET pre S, P € S svoju obtiaznost, tak ked
polozime Sy = S\ { P}, tak jazyk S5-NET nebude jednoduchsi.

Veta 4.4.1. Nech S C {K,I,J, P}. Potom jazyk S-NET patri do P.

Dokaz. Najprv si uvedomme, ze v tejto sieti sa ndm voda nikde nevetvi.
Preto pozname nutni podmienku pre existenciu koncového natocenia — po-
¢et konzumentov musi byt rovnaky ako pocet vystupov zo zdroja. KedZze
vieme, ze je to najviac 4, potom je pocet moznosti natocenia konzumentov a
zdroja konstantny a nizky. Nemame preto problém vSetky moznosti vyski-
Sat. Presnejsie, pre Styroch konzumentov je to 256, pretoze v tomto pripade
ma zdroj len jedno rdzne natocenie.

Predpokladajme teda, Ze mame nejaké pevné natocCenie konzumentov a
zdroja. Budeme postupne natacat aj ostatné policka, aby sme dostali jediny
mozny konzistentny stav. VSimnime si, ze pre vSetky policka z mnoziny S
okrem konzumenta plati, Ze netreba vela informécie o natoceni susedov, aby
sme dostali jednoznacné konzistentné natocenie alebo prehlasili, ze také ne-
existuje. Staci, aby sme vedeli o dvoch susedoch, ktori nie st oproti, ¢i z nich
prichddza alebo neprichadza potrubie.

Budeme postupovat po riadkoch a v ramci riadkov zlava doprava. Ak
je policko v Tavom hornom rohu konzument alebo zdroj, je jeho natocenie
uz pevné. V opacnom pripade vyuzijeme informéaciu, ze ho z dvoch stran
obklopuju steny a natoc¢ime ho. Nasledne ale vieme o policku napravo od neho
dost informaécii na jeho natocenie. Takto vieme postupne ponatacat policka v
hornom riadku a potom nésledne aj v nasledujtcich riadkoch. Méze nastat aj
situacia, v ktorej natocenie nie je mozné — napriklad ak bude policko zdroj,
avSak jeho natocenie nebude sedief s nato¢enim vrchného a pravého suseda.
Takto pre dané natocenie zdroja a konzumentov dostaneme najviac jeden
pripustny konzistentny stav. Podla vysledku z vety 4.1.1. mozeme overit, ¢i
je koncovy. Takto pre dané rozhodnutie o natoceni zdroja a konzumentov
dokazeme v linedrnom case od velkosti mriezky zistit existenciu koncového
stavu. O

Bohuzial, uvedeny dokaz nie je mozné pouzit, ak do mnoziny potrubi
pridame krizovatku typu T alebo krizovatku typu X. V dalsom sa budeme
teda snazit pridat niektoré z vetviacich potrubi. Aby sme vykompenzovali
narast zlozitosti, budeme musiet niektoré iné typy poli¢ok odobrat. Mohlo
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by sa zdat, ze pridanie krizovatky X ndm ziadnu obtiaznost nepridé, pretoze
v nej nerobime ziadne otacacie rozhodnutie. Argument v predchadzajicom
dokaze ale pad4, pretoZze sa ndm v mriezke moze vyskytnat vela konzumentov.
Skiisme sa teda zamysliet nad mnoZinami potrubi, do ktorych sme pridali
krizovatku typu X. Jednoduchy vysledok predstavuje nasledujica veta. Ta
hovori, Ze stac¢i odobrat zakrutu a hladanie rieSenia je opif jednoduché.

Veta 4.4.2. Nech S C {K, I, X, P}. Potom jazyk S-NET patri do P.

Dokaz. Uvazujme jazyk KIXP-NET. Zistovanie existencie koncového na-
tocenia v danej inStancii budeme robit jednoduchym natacanim potrubi v
mriezke postupujic do zdrojového vrcholu. Vieme, Ze zdroj mé najviac styri
rozne natocenia, preto nie je problém ich vSetky vyskusat. Pri krizovatke typu
X nerobime ziadne rozhodnutie a v pripade rovného potrubia nam staci, ak
pozname s urcitostou natocenie jedného suseda.

Majme teda nejaké pevné natocenie zdroja. Budeme sa postupne roz-
sirovat do mriezky a natacat policka s potrubiami s myslienkou, Ze dané
natocenie je nutné pre konstrukciu koncového stavu. V terminolégii algorit-
mov z oblasti tedrie grafov budeme robit prehladdvanie do Sirky. Ak sme
natocili nejaké policko a vedla sa nachadza rovné potrubie, prazdne policko
alebo krizovatka X, potom vieme, ako toto vedlajsie policko natocit. V pri-
pade konzumenta to ale nie je také priamociare. Zamyslime sa nad stavom,
ze sme postupné natocenie dokoncili pre vsetky policka ostatnych typov a
uz nedokazeme rozhodnit o ziadnom dalSom. V takom pripade je natocend
¢ast mriezky suvisla. Ukézeme, Ze vieme rozhodnit, ako maji byt natocené
vSetky policka a ¢ existuje koncové natocenie. Uvazujme teda Tubovolné po-
licko mriezky okrem zdroja:

e Policko je typu P. O jeho natoceni je trividlne rozhodnuté a navyse nie
je potrebné do neho priviest vodu.

e Policko je typu I alebo X. Ak patri do oblasti, ktora bola prejdena a
ponatacana, potom je o jeho natocCeni uz rozhodnuté. V pripade, ze
do tejto oblasti nepatri, koncové natocenie urcite neexistuje, pretoze
sa do tohto policka nemdze dostat voda. Toto policko totiz nesusedi so
ziadnym inym polickom s rovnym potrubim alebo krizovatkou X, do
ktorého dokéze pritiect voda zo zdroja.

e Policko je konzument. Podla predpokladu z predchadzajiceho bodu
moze susedit len s uz nato¢enymi polickami inych typov alebo inymi
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konzumentmi. V takom pripade ale vieme spocitat pocet susedov, ktori
v pripade, ze konzistentné natocenie existuje, nasmeruju k uvazova-
nému konzumentovi potrubie. Ak je tento pocet rézny od 1, koncové na-
tocCenie neexistuje. V opa¢nom pripade vieme vysledné natocenie tohto
policka. Vyuzili sme pozorovanie, ze konzument nemoze nasmerovat
svoj vstup k susednému konzumentovi, pretoze tak urcite nedosiah-
neme koncové natocenie.

Pre pevné natocenie zdroja takto dokazeme skonstruovat jediné pripustné
konzistentné natocenie mriezky. Tato faza trva linedrny cas od velkosti in-
stancie hry, pretoze pre kazdé policko sme spravili len konStantny pocet ope-
racii. Na overenie, ¢i je ndjdené konzistentné natocenie aj koncové, mozeme
pouzit vysledok z vety 4.1.1. ]

Podobne ako v pripade predchadzajuceho dékazu, ani tento algoritmus
nemozeme rozsirit o dalsi typ potrubia v mnozine S. Zakruta aj krizovatka
T maju totiz neprijemnu vlastnost, Ze ak chceme zistit ich natocenie podla
susedov, tak musime poznat vo vSeobecnosti az natocenie troch z nich.
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