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Abstrakt

Autor: Martin Kralik
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V tejto prdci sa venujeme Stiudiu pravdepodobnostnyjch modelov alternativneho zostrihu DNA.
Nasim cielom bolo jednak vytvorit pravdepodobnostné modely popisujice vlastnosti alterna-
tivneho zostrihu ako nahodnich grafov, ako aj navrhnut metody, ktorymi je mozné takéto
modely spatne vyuZit na predikciu alternativneho zostrihu. V budicnosti mozZe nasa praca
viest k praktickym metodam na predikciu alternativneho zostrihu v DNA sekvencii, ako aj

k lepsiemu pochopeniu fungovania alternativneho zostrihu v Zivijch organizmoch.
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Kapitola 1
Uvod

V Tudskej bunke prebieha vela procesov potrebnych pre zivot organizmu. Medzi ne patri aj
vyroba proteinov podla kédujtcich tisekov DNA sekvencie. Sekvencia obsahuje okrem kodu-
jucich aj nekodujuice tseky a jej rozdeleniu na tieto tiseky sa hovori zostrih. Urcenie zostrihu
je jednym z problémov, ktory sa v bioinformatike riesi pomocou Statistickych modelov a je
uz velmi dobre preskimany. Biologickymi pozorovaniami sa ukézalo, ze toto rozdelenie sek-
vencie na koédujice a nekdédujice tseky nie je pre vacsinu génov jednoznacné. Tento jav sa
nazyva alternativny zostrih.

V sucasnosti existuje niekolko programov, ktoré sa snazia alternativny zostrih hladaf,
no kazdy z nich mé urcité obmedzenia a ziaden z nich neposkytuje kompletny model tohto
javu. Preto sme sa rozhodli zostrojit model alternativneho zostrihu pre tsek celého génu,
pomocou ktorého by sme vedeli alternativny zostrih v DNA sekvencii odhalovat.

V préci pouzivame grafovi reprezentaciu alternativneho zostrihu [HAST02]. Prindsame
novy pohlad, pomocou ktorého sa na tieto grafy pozerame ako na vysledok jednoduchého
generativneho procesu. Vytvarame dva rozdielne pravdepodobnostné modely tohto grafu.
Nakoniec navrhujeme algoritmy, ktoré pomocou navrhnutych modelov dokazu vo vstupnej
sekvencii odhalit alternativny zostrih.

Tato praca je rozdelend do piatich kapitol. V druhej predstavime biologické procesy,

a problémy, ktoré vdaka nim vznikli. Tretia kapitola obsahuje prehlad nastrojov, ktoré sa



v stcastnosti pouzivaji na odhalovanie zostrihu a alternativneho zostrihu. Pohlad na alter-
nativny zostrih ako na graf a stochastické modely tohto grafu st popisané v Stvrtej kapitole.
Piata kapitola sa zaoberd trénovanim a porovnanim vybranych vlastnosti modelu so sku-
tocnymi datami. V Siestej kapitole navrhujeme inferencéné algoritmy pre jednotlivé modely.

Sumar nasej prace je v siedmej kapitole.



Kapitola 2

Gény a alternativny zostrih

V tejto kapitole uvedieme zakladné biologické pojmy a procesy, ktoré motivuji problémy

riesené v tejto praci.

2.1 DNA sekvencia a jej zostrih

DNA obsahuje vsetku informaciu potrebnt pre funkény chod zivého organizmu. Je to dvojza-
vitnica zlozena z dvoch dlhych polymérov, ktoré st pospajané navzajom komplementarnymi
dusikatymi bazami. Tieto bazy sa nazyvaji adenin, cytozin, guanin a tymin. Ich postupnos-
tou je kddovana genetickd informacia.

Pred tym, ako sa DNA interpretuje, si bunka najprv danu cast sekvencie skopiruje v pro-
cese nazvanom transkripcia. Tento proces nepozostava len z priamociareho vytvorenia képie,
pretoze niektoré ¢asti DNA ni¢ nekdéduji. DNA sa da rozdelif na regiéony troch typov — exény,
introny a medzigénové oblasti.

Medzigénové oblasti, uz ako ich nazov napovedd, nekéduju proteiny. Vieme ich velmi
dobre odlisit od zvysku sekvencie, pretoze po ich konci vzdy nasleduje exén zacinajici Spe-
cidlnou trojicou baz, ktora sa nazyva start kodén a pred ich zaciatkom sa vzdy nachadza
exén konciaci stop kodénom, ¢o je znovu konkrétna trojica baz. Medzi tymito dvomi exénmi

s vyznacnymi kodénmi sa moze nachadzat Tubovolne vela dalsich exénov a intréonov. Hlavny



rozdiel medzi exénmi a intrénmi je v tom, Ze intréony priamo nekoéduju geneticki informaciu.
Donedavna sa o intronoch myslelo, Zze nemaju ziadnu funkciu, no ukazuje sa, ze to nie je

pravda a napriklad poméhaji pri regulacii transkripcie [FF03].

DNA .TACTTAGCATACGACTAAGCAATGTCGATCGATCGATCC..

transkripcia

pre-mRNA [ACTTAGCATACGACTAAGCAATGT|ICGATC[GATCGATC

zostrih
mRNA IACTTAGCJATGT|GATCGATC
translacia l

proteiny

Obr. 2.1: Pri transkripcii sa najskor cast DNA skopiruje na pre-mRNA. Z tej sa nésledne

vystrihnd intrény, ¢im vznikne mRNA (medidatorovda RNA).

Pri transkripcii DNA sa tiseky zodpovedajtice intrénom vystrihni, tak ako je to naznacené
na obrazku 2.1} Rozdelenie DNA na jednotlivé regiony nazyvame zostrih, hranicu intrénu
a exonu miesto zostrihu. Tento proces je regulovany mnohymi vplyvmi vnutri bunky, a preto
nedokazeme pri pohlade na sekvenciu s iplnou istotou povedat, ktoré tiseky budu ako introny

vystrihnuté [CPLIT].

2.2 Alternativny zostrih génov

Realna situacia je od doposial popisaného procesu zlozitejSia. Za urcitych podmienok sa
zostrih konkrétneho génu moze vykonat inym sposobom. Tento jav sa nazyva alternativny
zostrih a pri¢iny jeho vzniku st réznorodé. V Tudskom gendéme k nemu prichadza az v 74%
pripadoch [JT03]. Jednotlivé zostrihy sa nazyvaju transkripty alebo izoformy.

Prejavy alternativneho zostrihu vieme zaclenit do niekolkych hlavnych tried, ktoré su



zobrazené na obrazku 2.2 Najcastejsi je vyskyt kazetového exénu, ktory v Tudskej DNA
sposobuje az 38% vSetkého alternativneho zostrihu. Po nom nasleduje alternativny koniec
exonu, ktory mé 18% zasttipenie a alternativny zaciatok s 8% zastipenim. Zachovanie intréonu
tvori 3% vsetkych vyskytov alternativneho zostrihu. Zvysnych 33% sa nedd kategorizovat

do ziadnej z tychto tried [Ast04].

Zachovanie intronu

Form 1 - -
GT AG Form 2 _

Kazetovy exon

Exon Exon Exon Form 1 - -
T AG GT AG Form 2 . .

Alternativny zaciatok a koniec exonu

Form 1 [N N
Exon é& i Exon iﬁ! Exon Form2- _
AG AG GT GT o -
Form 4 - -

Exon

Obr. 2.2: Najéastejsie formy alternativneho zostrihu. Exény st naznacené obdlznikmi, intrény
useckou. Na Tavej strane je vyobrazena DNA sekvencia aj moznostami zostrihu, na pravej

strane s vSetky izoformy, ktoré z nej vieme dostat. Zdroj: [AS06]

2.3 Vzniknuté problémy

Pri sekvenovani DNA organizmu dostavame sekvenciu bez informaécie, ktoré oblasti st in-
trony, a ktoré exony. Informacia o tom, ako sa ktora c¢ast DNA zostrihne, nam urcuje, ktoré

proteiny sa vyprodukuju. Taktiez ndm moze pomdcet pochopit vnutorné procesy v bunke,



ktoré este stale nie st iplne zmapované. Preto je pre nas zaujimavym problémom urcit, ako
bude zostrih pre dany gén vyzerat. Este zaujimavejsia situacia je pri hladani alternativneho
zostrihu. Tu sa navyse k dovodom, preco hladat zostrih, pripaja aj fakt, ze zatial nevieme,
ako tento jav vznikol a ¢o ho sposobuje [KLMAT(Q]. Nasledujtica kapitola ponika prehlad

metod, ktorymi sa tieto problémy v sticasnosti riesia.



Kapitola 3

Hladanie génov a skryté Markovove

modely

V tejto kapitole si najprv blizsie predstavime skryté Markovove modely, ktoré sa pouzivaju
na hladanie zostrihu. Dalej ich budeme oznacovat HM. Potom priblizime dva programy,

ktoré sa snazia odhalovat alternativny zostrih a maji v stcastnosti najlepsiu tispesnost.

3.1 HMM na hladanie génov

Pouzivanym kritériom na predikciu kdédujucich ¢asti DNA je jej zlozenie. Introny maji trochu
int distribtciu pouzitych nukleotidov ako exdny, a na ich zaciatku (resp. konci) sa vicsinou
nachadza dvojica baz GT (resp. AG)[RWS80]. Na hladanie zostrihu pomocou tejto znalosti
sa pouzivaju skryté Markovove modely, ktoré si pomocou Markovovych retazcov definujeme

v nasledujtcich ¢astiach. Definicia je podla [Sta03].

3.1.1 Markovove retazce

Postupnost nahodnych premennych X, X5,... nadobtdajicich hodnoty zo spocitatelne;

mnoziny (), sa nazyva Markovov refazec radu k > 1, ak pre vSetky ¢ > k a vSetky x1, 2o, ..., 2; € Q

17 anglického nazvu hidden Markov Model



plati
PXi=z | Xi=21,....Xi1=21) =P(X; =2 | Ximp = i, ..., Xim1 = 7521)

Tato postupnost sa nazyva homogénny Markovov retazec, ak P(X; = xpy1 | Xip =
Tiy ..., Xi—1 = xg) nezavisi od i (z1,...,x,41 € Q). V opa¢nom pripade je nehomogénna.

Pre homogénny Markovov refazec radu 1 sa matica A = (a,5)rseq s hodnotami a, s =
P(X; = s | X;1 = r) vold matica prechodov. Mnozina () sa nazyva stavovy priestor. Ak
X; = q, tak sa hovori, 7Ze proces je v Case i v stave q.

K uplnému definovaniu distribticie Markovovho refazca nam este chyba distribtcia prvej
premennej v postupnosti — X;. Zavedieme si novy Startovaci stav ¢;,; a dalSiu konstantnu
nahodni premenni Xy = ¢;n. Potom bude distribicia Markovovho refazca plne urcena
prechodovou maticou. Kedze v redlnom svete nepracujeme s nekonecnymi sekvenciami, tak

pridame aj Specidlny ukoncovaci stav qerm, z ktorého sa uz neda odist. Nech

Q+ = Q U {Qinita Qterm} (31)

Rozsirena matica prechodov A = (a,s), sco+ musi potom splnat

gqne = 0 (pre Vg€ Q") (3.2)
Aginit grerm = 0 (3.3)
Ag.qeerm > 0 (pre aspon jedno ¢ € Q) (3.4)
Qgpermgrerm = 1 (3.5)

3.1.2 Skryté Markovove modely

Majme priestor stavov QT a maticu prechodov A, definovanii rovnako ako v predchidzajice;
sekcii. Nech ¥ je spoéitatelnd mnozina, nazyvana emisna abeceda. Dalej, nech st definované
pravdepodobnosti e;(0) pre i € QT a o € ¥ Ue. Skryty Markovov model so stavmi QT

maticou prechodov A a emisnymi pravdepodobnostami e;(o) je postupnost
(X(]?}/E])u (X17 }/1)7 (X27 }/2)7 s

10



kde X¢ = @init, postupnost Xy, X, Xo, ... je homogénny Markovov retazec so stavmi Q* a
maticou prechodov A, a kde Yp, Y7, ... je postupnost ndhodnych premennych z > Ue takych,
ze plati Yo =€ a

e, (yi) = P(Yi = yi | Xi = ;)

pre vSetky i > 0, pre vSetky z; € QT,y; € ¥ Ue. Od pociatotného a konecného stavu

vyzadujeme, aby neemitovali ziadne pismeno. Zaroven € nemoze emitovat ziaden iny stav:

es(e) =0 (pre Vs € Q)

e‘]init (8) = ]" eqteTm (8) = 1

Oznacme si X postupnost stavov X, Xi,... a Y postupnost pozorovani Yj,Y:,.... Nech

r1,...,T, € Qad,...,d, > 1. Potom vektor

©=(T1,...,%n) (3.6)

budeme nazyvat rozbor konciaci v x,, a pozostavajici z n krokov. Rozbor ¢(X,Y) indukovany

dvojicou (X, Y) je definovany ako
o(X,Y) = (X1,...,X,) (3.7)

Ozna¢me o(Y) retazec, ktory dostaneme spojenim retazcov Yy, Y7, .. ..

Konecne sa dostavame k tomu, ako nam tieto modely dokdzu pomdct. Yy, ... Y, sa
nazyvaji emisie, o(Y) je pozorovatelné. To, ¢o nepozname je v ktorom stave bolo ktoré
pismeno z o(Y) emitované. V tomto pripade je skryty rozbor ¢(X,Y) a pomocou HMM
a 0(Y) sa ho snazime uhadnut.

V nasom pripade potrebujeme oznacit casti sekvencie pomocou HMM ako intrény, exony
a medzigénové useky. Tymto znackam by sme sice mohli priradif stavy HMM jedna k jednej,
ale potom by sme nedokazali obsiahnuf informaciu, ze napriklad na zaciatku intrénu st iné
pravdepodobnosti vyskytu nukleotidov ako na jeho konci.

Jednoduchy model, ktory by mohol generovat retazce podobajice sa na DNA by mohol
vyzerat tak ako na obrazku 3.1 Jednotlivé stavy v niom reprezentuji akd c¢ast DNA sa prave

11



G‘G G Obr. 3.1: Jednoduché schéma HMM pre od-
‘ halovanie zostrihu. Nie je na nej zazna-
~ ¢eny Specialny pociatoény ani konecény stav.

Ku kompletnému HMM este chyba ma-
tica prechodov a emisné pravdepodobnosti

pre stavy.

generuje — medzigénova oblast, intrén alebo exén. Obsahuje tri stavy pre exény a intrény,
pretoZze aminokyseliny st kédované pomocou trojic nukleotidov (kodénov). Ked v strede
exonu zacne intron, tak si pomocou stavu zapamétame, ktory nukleotid v poradi sme prave
vygenerovali. Vdaka tomu budeme po skonceni intronovéhu tseku vediet, kde v ktorej faze
sme prestali. Medzigénové tiseky nemozu predelif kodén na dve casti, a preto sa do stavu

pre medzigénovy usek dé dostat len po poslednom trefom nukleotide kodénu.

3.2 Viterbiho algoritmus

S pomocou skrytého Markovovho modelu dokazeme k jednotlivym znakom retazov urcit
najpravdepodobnejsi stav, v ktorom by sa pri ich generovani nachadzal. Slovo ,skryty“
sa pouziva preto, Ze nevidime stavy ktorymi model presiel pocas generovania, vidime len
vysledok. Cim lepsie model modeluje DNA sekvencie, tym je vyssia Sanca, Ze nadjdeny zostrih
sa podoba redlnemu. Na najdenie tejto najpravdepodobnejSej postupnosti stavov, ktorou

presiel skryty Markovov model, sa pouziva Viterbiho algoritmus. Tito postupnost nazveme

12



Viterbiho cesta.

Najpravdepodobnejsiu postupnost stavov si mézeme oznacit ako
mx = argmax P(z, )

kde P je pravdepodobnost vygenerovania cesty m a refazca x. Nech vy(i) je pravdepodob-
nost najpravdepodobnejsej cesty konciacej v stave s generujicej prvych ¢ znakov z x. Tuto

hodnotu vieme rekurzivne vyratat ako
vs(i +1) = es(wig1) max(v;(i)as(s))

kde ;41 je (i41)-vy znak refazca x. Zaciato¢nd pravdepodobnost vs(0) bude rovna 1 pre po-
¢iato¢ny stav a pre ostatné s rovna 0. Nasim cielom je zistit hodnotu max; v,(|z|). Okrem
vyratania pravdepodobnosti najpravdepodobnejsej cesty nas zaujima aj samotna cesta. Preto
pocas ratania si budeme pre kazdé 1+ 1 pamétat, ktory stav generujici x; sme pri vybere ma-
xima pouzili. Na koniec pomocou tejto informécie vieme zrekonstruovat hladant Viterbiho
cestu.

Cely tento postup sa da pomocou paradigmy dynamického programovania naprogramovat
nerekurzivne. Najprv sa vyriesia mensie podproblémy, a potom pomocou nich vécsie. Ak si
oznadime dizku sekvencie N a podet stavov modelu M, tak ¢asové zlozitost tohoto algoritmu

je O(NM?).

3.3 Forward a backward algoritmus

DalSou moznostou ako hladat zostrih, je zistovat pre jednotlivé pozicie sekvencie najprav-
depodobnejsi stav modelu, ktory ich mohol vygenerovat. Pre poziciu ¢ a stav k je tato

pravdepodobnost rovna
P(m; =k, x)
P(x)

podla vzorca pre podmienent pravdepodobnost. Pravdepodobnost refazca, pricom -ty znak

P(r, = k| z) = (3.8)

bol vygenerovany stavom k, mozme dalej rozpisat ako
P(Ti'i = k,x) = P(Il Ly, T = k)P(SE/L+1 ey | Xy TG, T = ]{Z)

13



Pravdepodobnost vygenerovania i + 1 znaku (a vSetkych dalsich) zavisi len od stavu,

v ktorom model generoval i-ty znak. Preto mdézeme pisat

P(xl...:ci,m = ]{Z)P(QZHl.CL’n ‘ Ty1...24,T; = ]{I) = P(;L’l...l’i,ﬂ'i = ]C)P(II?ZJrlSL’n | T = ]{7)
Ozna¢me si P(xy ...x;,m; = k) ako fi (7). Tato hodnotu vieme ratat rekurzivne:

fe(i +1) = ex(xit1) El: fi(i)ai(k)

Algoritmus, ktory by tito hodnotu pocital, by vyzeral podobne ako Viterbiho. Hlavny rozdiel
je v tom, Ze miesto maxima sa berie stucet, pretoze nas zaujima celkova pravdepodobnost
vSetkych ciest konciacich v stave k. Jeho ¢asova zlozitost by bola rovnakd, O(NM?), kde N
je dlzka Casti sekvencie, ktord nds zaujima, a M je pocet stavov modelu. Tento algoritmus
sa nazyva forward algoritmus.

P(ziy1...x, | m = k) si oznaéime ako bg(i). Tito hodnotu vieme ratat analogicky ako
pri forward algoritme, s tym rozdielom, ze rekurzia by isla v opa¢nom smere. Nech $pecialny
ukoncovaci stav ma ¢islo 0, potom by algoritmus vyzeral takto:
inicializacia

bp(n) = ax(0) pre vSetky k
rekurzia
bp(i) = 2 bi(i + 1)ex(ziv1)ax(l) pre i <n

Tiato variantu nazyvame backward algoritmus.
Pre vyréatanie (3.8) ndm chyba uz len poznat pravdepodobnost celej sekvencie, P(z). Ta

moézme vyratat forward algoritmom tak, ze ho nechdme prejst komplet celt sekvenciu:
P(z) =) fs(n)ax(0)

Casova zlozitost tohto algoritmu ju rovnaka ako pri Viterbiho — O(NM?).
Tento postup pomocou maximalizacie poc¢tu spravnych pozicii sa oplati pouzif v tom

pripade, ked mé viac ciest podobnu pravdepodobnost ako najpravdepodobnejsia, pretoze
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pri ratani len s Viterbiho by sme prisli o vyznamné informécie. Nevyhodou tohto postupu
je fakt, ze takto najdena cesta modelom vOobec nemusi existovat — moézu sa v nej nachadzat
také prechody medzi stavmi, ktoré v modeli nie s, pretoze stavy pre jednotlivé pozicie sa

vyberaju nezavisle na sebe.

3.4 Trénovanie HMM

Ako uz bolo spomenuté, nas model by mal ¢o najpresnejsie simulovat realitu, aby boli vy-
sledky relevantné. S tym sa viaze problém ako zvolif pravdepodobnosti v stavoch a hranach.

Existuje viacero metod, ako trénovat tieto parametre. V kazdom pripade potrebujeme
nejaky pocet vstupnych sekvencii. Priaznivy pripad je ten, ked k nim vieme aj postupnost
stavov, teda rozbor. Potom staci zratat, ako casto sa vo vsetkych emisiach zo stavu k objavil

ten ktory znak:
Ey(b)
ep(b) = =——=—,
+(0) > B (V)

kde FEj(b) oznacuje pocet emisii znaku b v stave k na trénovacich datach. A ak oznac¢ime

(3.9)

pocet prechodov zo stavu k do stavu [ ako Ay, tak podobnym sposobom viem vyrataf aj

maticu prechodov:

_ Akl
Zl’ Akl’ .

Problém moze nastat, ak dat mame priliS malo, pretoze sa model moze preucit. Keby

el (310)

sme napriklad nemali Ziadnu informéaciu o prechodoch z nejakého vrcholu k, tak o ay; pre Tu-
bovolné [ nevieme ni¢ povedat. Vo vzorci by sme totiz delili nulou a vysledok by nebol
definovany. Tomuto stavu mozeme predist pri¢itanim dopredu zvolenych pseudopoctov ku
kazdej premennej. Ich volba by mala odrazat nase znalosti o vyslednych pravdepodobnos-
tiach.

Druhy pripad je ten, kedy nepozname rozbor. Standardne sa v tomto pripade pouziva
Baum-Welchov algoritmus. Zjednodusene funguje tak, ze najskoér odhadne Ay a Ex(b) pomo-
cou pravdepodobnych ciest na ddtach s pouZitim nejakych ay; a ex(b). Potom z a

vyrata nové hodnoty ay; a ex(b). Tento proces sa iterativne opakuje dokym sa nedosiahne
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ukoncovacie kritérium.

A a Ei(b) st odhadované ako ocakavany pocet pouziti daného prechodu, respektive
emisie, z tréningovych dat. Pouziva sa na to velmi podobny pristup ako pri forward-backward
algoritme. Pravdepodobnost, ze prechod ay; je pouzity na pozicii i v sekvencii x je

fe(@)amer(@i)bi(i +1)
P(z) ’

P(?TZ‘ = k‘,’ﬂ'ﬂ.l =1 | JI,Q) = (311)

kde € st vSetky momentalne parametre modelu. Pomocou zosumovania tohto vzorca cez vsetky

pozicie a trénovacie sekvencie dokazame vytatat ocakavany pocet pouziti prechodu ay

A=Y gy & RO i+ 1) 3,12

pricom horny index j oznacuje, ze sa jedna o data pre j-tu sekvenciu. f a b si premenné
z forward-backward algoritmu.
Podobnym sposobom vieme najst ocakavany pocet emitovania b v stave k:

B =Y —— 5 fH0) (3.13)

5 P) ila)=b

Vnutorna suma ide len cez tie pozicie, kde je b emitované.

Na zaciatku zvolime pre model Tubovolné parametre a Ay a Ey(b) nastavime na pse-
udopoéty. Dalej iterujeme uz popisany postup, dokym sa nam stcet logaritmov pravdepo-
dobnosti nasho modelu 377, log P(27 | 0) nezanedbatelne zvysuje. Tento proces postupne
konverguje do lokalneho maxima. Ktoré to bude zavisi od pociatoénych parametrov.

Pouzivanou alternativou k Baum-Welch algoritmu je Viterbiho trénovanie[RT03]. Pri nom
sa pomocou Viterbiho algoritmu najdu rozbory pre trénovacie data a spravi sa novy odhad
er(b) a ar pomocou algoritmu pre sekvencie so zndmym rozborom. Tento proces pokracuje
iterativne dalej ako predchadzajuci algoritmus. Prvotné rozbory sa nastavia ako rovnomerné

rozdelenie sekvencie.
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3.5 Hladanie alternativneho zostrihu pomocou vzorko-
vania

Jedna z moznosti, ako hladat alternativne zostrihy, je ndhodné vzorkovanie (sampling) pomo-
cou skrytého Markovového modelu. Takyto pristup vyuziva napriklad program AUGUSTUS
[SKGT06].

Vzorkovanie je proces, pri ktorom sa z mnoziny vsetkych moznych stavov ndhodne vy-
berie dostatoc¢ne velkd podmnozina stavov, pomocou ktorej sa usudzuje o celej mnozine.
Pre hodnovernost tisudkov sa stavy musia z mnoziny vsetkych stavov vyberat tak, aby prav-
depodobnost ich vybratia zodpovedala ich distribucii.

AUGUSTUS tymto sposobom podla distribticie danej HMM vyberie n vzoriek. Potom sa
odhadnu aposteriorne pravdepodobnosti pre jednotlivé exény, introny a cesty pomocou ich

relativnej frekvencie ich vyskytu vo vzorkach. Nakoniec sa odhodia tie cesty, v ktorych

e [ubovolny intréon alebo exén ma nizsiu aposteriérnu pravdepodobnost ako dana kon-

Stanta

e alebo geometricky priemer pravdepodobnosti vsetkych intrénov a exénov je nizsi ako

dand (ind) konstanta

A navyse ak sa viac ako Ty, ciest prekryva na rovnakom mieste, tak sa usporiadajt
podla priemernej pravdepodobnosti intréonov a exénov a ponechd sa len T),., najlepsich
z nich. Cesty ktoré zostali predstavuji alternativne zostrihy.

Najvacsou vyhodou AUGUSTUSa je jeho rychlost, ktord vyplyva z nenarocnosti vzor-
kovania. Na druhej strane, AUGUSTUS neobsahuje ziaden model alternativneho zostrihu.
Snazi sa ho odhalit len pomocou vzorkovania z modelu pre normalny zostrih, ¢o nie je
biologicky vierohodné. To by totiz v koneé¢nom dosledku znamenalo, Ze tento proces je spo-

sobovany chybami pri vykonavani zostrihu, ¢o nie je pravda.
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3.6 Lokalny model alternativneho zostrihu

Iny pristup na odhalovanie alternativneho zostrih pouziva program ExAlt [AS06]. Nesnazi
sa hladat zostrih pre lubovolni vstupni DNA, ale Specializuje sa len na detekciu niekolkych

prejavov alternativneho zostrihu v kratkych tsekoch DNA.

Upstream Upstream Intron Retention (|R)
Constitutive Alternative
Intron Intron

Exon /Exon\ Exon

Internal Multiple Single
First Exon IR Acceptor 1  Acceptor GT AG Int |
. nterna
/ Upstream !nternal Retained Downstream
oo First Exon - — Last Exon_..C tituti
Internal Retained =~ Multiple Multiple Constitutive of IR Intron of IR onstitutive
Constitutive Exon  Intron  Acceptor2 | Donor 1 Intron Intron
Multiple Splice Sites (MS)
Internal Single Multiple Cassette Exon
Last Exon IR Donor Donor2  Exon
AG AG GT
Downstream Downstream Upstream Multiple __  Single Downstream
Constitutive Altemative Alternative ~ Acceptor 1 Donor Constitutive
Intron Intron
Intron Intron

Obr. 3.2: Nalavo je vyobrazend cast stavov HMM pouzivaného ExAltom pre hladanie alter-
nativneho zostrih. Napravo si dva ukazkové prechody modelom aj s kusom alternativneho

zostrihu, ku ktorému dany prechod zodpoveda.

Pre nas relevantnou castou ExAltu je skryty Markovov model, ktorého stavy reprezentuju
vsetky typy sekvencie, ktoré mozu nastat pri alternativnom zostrihu. To znamena, Ze jeho
stavy nereprezentuju priamo exoén a intréon, ale napriklad vypustenie intrénu alebo zaciatok
exo6nu, ktory je v niektorych izoformach vystrihnuty, Konktétne tieto dva typy sekvencie su
spolu s ¢astou pouzitého HMM vyobrazené na obrazku [3.2]

Najvécsou nevyhodou ExAltu je jeho zameranie len na kratku cast sekvencie. Neobsahuje
model pre cely gén, ale len pre kratky tsek, na ktorom dokaze detegovat par prejavov alter-
nativneho zostrihu. Na druht stranu sa tento program aj vdaka pouzitiu dalsich konceptov
z komparativnej genomiky, ktoré pre nasu pracu nie st zaujimavé, radi medzi najuspesnejsie
hladace alternativneho zostrihu. Tento tspech moze naznacovat, ze detailné rozliSovanie me-

dzi jednotlivymi c¢astami sekvencie je vhodna cesta pre odhalovanie alternativneho zostrihu.
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Kapitola 4

Pravdepodobnostné modely

alternativneho zostrihu

Doterajsie pristupy k detekcii alternativneho zostrihu maju svoje nedostatky, ktoré sme spo-
menuli v predchadzajicej kapitole. Do dneSného diia nam nie je znama existencia algoritmu,
ktory by pomocou modelu alternativneho zostrihu vedel alternativny zostrih hladat v DNA
sekvencii pre cely gén. Preto sme sa rozhodli taky model aj s algoritmom zostrojit. Cely
tento postup je vysvetleny v dvoch kapitolach. V tejto kapitole vytvorime dva rozdielne
generativne modely mnoziny transkriptov. V Siestej kapitole predstavime algoritmus, ktory
s ich pomocou pre DNA sekvenciu bude vediet ndjst najpravdepodobnejSiu mnozinu alter-

nativnych zostrihov.

4.1 Zostrihovy graf

Nas pristup spociva v pohlade na mnozinu transkriptov alternativneho zostrihu ako na graf.
Vrcholy budu reprezentovat casti exénov a st prepojené orientovanymi hranami tak, aby
kazda cesta grafom zodpovedala jednej izoforme.

Grafu pre mnozinu transkriptov vytvarame podla nasledovného postupu:

1. Sekvenciu si rozdelime na mensie casti. Hranice casti buda tam, kde je aspon v jednej
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izoforme hranica medzi intronom a exénom.
2. 7 kazdej casti, ktora je aspon v jednej izoforme exénom, spravime vrchol.

3. Hranu priddme z vrcholu A do vrcholu B, pokial existuje takd izoforma zostrihu,
v ktorej st casti sekvencie zodpovedajice A a B exony, medzi ktorymi neexistuje ina

cast sekvencie, ktora by v danej izoforme bola tiez exénom.

Tento postup je ilustrovany na obrazku 4.1

.TACTTAGCATACGACTAAGCAATGTCGATCGATCGATCC..

alternativne l
zostrihy

ACTTAGCATACGACTAAGCAATGTICGATCIGATCGATC

ACTTAGCATACGIACTAA|IGCAATGTICGATCGA[TCGATC

Obr. 4.1: Vytvorenie grafu alternativneho zostrihu pre sekvenciu s dvoma transkriptami.

Nasa grafova reprezentacia ma niekolko nevyhod:

e Neuchovava tplni informéaciu o jednotlivych transkriptoch. Z grafu sa nedaji spéatne

ziskat transkripty z ktorych vznikol, iba ich nadmnozina.

e Neobsahuje vSetku informéciu o vzajomnej polohe exénov. Dva vrcholy spojené hranou
mozu znamenat jeden dlhy exon, ktory ma v jednom transkripte skorsi koniec, ale aj

dva vzdialené uplne nezavislé exény.

e Nevyuziva ziadnu informaciu o zlozeni sekvencie. DNA sekvencia mo6ze svojim zloze-
nim napovedat o alternativnych zostrihoch, pretoze biologické procesy v bunke, ktoré

zostrih vykondvaju, su regulované aj samotnym zlozenim sekvencie [WBO§].
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4.2 Zostrihovy graf ako pravdepodobnostny model

Na zostrihovy graf sa v dalsich ¢astiach budeme pozerat ako na nahodny graf, ktory vznikol
jednoduchym stochastickym procesom. Navrhneme dva generativne modely, ktorych cie-
fom bude produkovat grafy alternativneho zostrihu. Na tieto modely mame dve poziadavky.
Prvou je ich jednoduchost. K modelom chceme vytvorif inferencény algoritmus, pomocou
ktorého budeme vedief predpovedat zostrihy vstupnej sekvencie. Prilisna komplikovanost
modelu by mohla viest k tomu, Ze tento algoritmus bude mat horsiu zlozitost ako polyno-
midlnu, ¢o je pri dlzkach génov nevyhovujtce. Druhd poziadavka je maly pocet parametrov,

ktoré by sa dali jednoducho natrénovat pomocou dostupnych dat.

4.3 Model so zavislostou na vzdialenosti

Ako prvy sme si zvolili velmi jednoduchy model, ktory popisuje grafy generované nasledov-

nym postupom:
1. Zvolime pocet vrcholov V| ktoré ulozime vedla seba na priamku.

2. Medzi kazdymi dvoma vrcholmi méze existovat hrana. Jej pritomnost zavisi len od vzdia-

lenosti vrcholov a ni¢oho iného.

OO

Obr. 4.2: Priklad grafu vygenerovaného podla modelu.

Jeden zastupca tejto triedy je vyobrazeny na obrazku [4.2]

21



Tento model sme pomenovali model so zavislostou na vzdialenosti prave kvoli tomu,
7e existencia hran zavisf len od vzajomnej vzdialenosti vrcholov. Dalej ho budeme oznacovat
ako MZV.

Model je uréeny dvomi funkciami Py (n) a Py(z). Funkcia Py (n) definuje pravdepodob-
nostné rozdelenie poc¢tu vrcholov daného grafu. Funkcia Py (z) definuje pravdepodobnost
s akou sa vyskytne hrana medzi vrcholmi vzdialenymi x, pricom vzdialenost dvoch vrcholov

je definovana ako jedna plus pocet vrcholov medzi nimi.

4.4 Biologicky motivovany model

Druhy model sme zvolili s cielom priblizit sa skutoénym zmenam transkriptov, ktoré vznikajua
pri alternativnom zostrihu. Preto sme tento model nazvali biologicky motivovanym modelom.
Dalej ho budeme uvadzat uz len pod skratkou BMM.

Najcastejsie varianty alternativneho zostrihu st alternativny zaciatok a koniec exoénu,
a uplné vypustenie exénu [MPNGOS], ktoré sme sa pokusili zachytit v rdamci jednotlivych
krokov generativneho procesu. Triedu grafov definovanych tymto modelom popisuje nasle-

dujtci postup:

1. Zvolime pocet vrcholov, ktoré ulozime vedla seba na priamku. Susedné vrcholy spojime
hranou. Tieto vrcholy budu predstavovat exony, ktoré si pritomné v kazdej izoforme.

Budeme ich nazyvat stale vrcholy.

o o O

2. Pre kazdu dvojicu susednych vrcholov zvolime pocet vrcholov, ktoré medzi ne vlozim.
Tie budu predstavovat exony, ktorda sa nenachadzaju v kazdej izoforme. Vsetky tieto
vlozené vrcholy budu lezat na jednej ceste. Budeme ich nazyvat nestdale vrcholy. Moze

ich byt aj nula.
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3. Na koniec pridame vrcholy, ktoré buda reprezentovat alternativne zaciatky a konce
exénov. Budeme ich vkladat z lavej a pravej strany uz pritomnych vrcholov. Ak hrana
pred tymto krokom viedla z vrcholu A do vrcholu B, tak nové hrany budu viest aj
zo vsetkych koncov A do vsetkych zaciatkov B. Tieto vrcholy budeme nazyvat okrajové

vrcholy.

Vsetky nestdle a k nim vlozené okrajové vrcholy medzi dvomi susednymi stdlymi vrcholmi
budeme nazyvat skok.

Tento model je definovany tromi funkciami:
e distribtcia poctu stdlych vrcholov pridanych v prvom kroku Py ()
e distribtcia poc¢tu vkladanych nestdlych vrcholov v druhom kroku Pyo(x)

e distribicia poctu okrajovych vrcholy vkladanych v tretom kroku Py 3(z)
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Kapitola 5

Trénovanie parametrov

V tejto kapitole sa venujeme natrénovaniu konkrétnych parametrov MZV a naslednému
porovnaniu vybranych atributov takéhoto natrénovaného modelu so skutoénymi datami.
Na zaklade vysledkov tejto kapitoly sme sa potom rozhodli vytvorit model BMM. Koncepty

trénovania su aplikovatelné aj nan, aj ked sa mu v tejto kapitole Specificky nevenujeme.

5.1 Zdroj a spracovanie trénovacich dat

Déta sme ziskali z databdzy UCSC[] ich zber a kvalitu zarucuje Genome Reference Con-
sortium. Pouzili sme transkripty Tudskych génov zo zostavenia DNA sekvencie verzie ,Feb.
2009 (GRCh37/hgl19)“ [FRZ"10]. Tato databaza obsahovala 36366 transkriptov, z ktorych
sme vytvorili grafy alternativneho zostrihu pre 22660 génov. Zakladné Statistické spracovanie

tychto dat je v tabulke Na obréazkoch [5.1]a[5.2] st vyobrazené dva ukazkové grafy z tohto

datasetu.

5.2 Parametre pre MZV

MZV urcuji dve funkcie — Py (n), ¢o je distribucia poc¢tu vrcholov, a Py(x), ¢o je pravdepo-

dobnost spojenia dvoch vrcholov hranou vo vzdialenosti x. Redlna distribiicia poc¢tu vrcholov

!University of California Santa Cruz
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Obr. 5.1: Graf pre alternativny zostrih génu nachédzajiceho sa v Tudskej DNA na pozicii
chr1:158323485-158326553. Alternativny zostrih pre tento gén obsahuje aj kazetovy exén aj

alternativny koniec exénu. Takyto graf vieme vytvorit aj vramci BMM.

Obr. 5.2: Graf pre alternativny zostrih génu nachadzajiceho sa v Tudskej DNA na pozicii
chr14:94843084-94857029. Tato zlozita struktira vznikla najmé vdaka roznym alternativ-
nym koncom a zaciatkom a exénov, pricom sa nevyskytli vSetky mozné kombinacie koncov
a zaciatkov. Tento graf je zdroven prikladom grafu, ktory BMM nepokryva, pretoze je az

prilis komplikovany.
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atribut minimum maximum priemer + stand. odchylka medidn

pocet vrcholov 1 316 9.85 £+ 10.018 7
dlzka grafu 1 314 10.07 £ 10.146 7
vstupny stupen vrchola 0 24 0.94 +0.417 1
vystupny stupen vrchola 0 16 0.94+0.415 1
celkovy stupen vrchola 0 25 1.88 £ 0.59 2

Tabulka 5.1: Dizku grafu sme zistili ako pocet vrcholov na najdlhsej ceste medzi prvym
vrcholom (podla sekvencie) a poslednym. Tuto informéciu vieme vyratat pomocou Bellman-
Fordovho algoritmu [CLRS01], pretoze sa jedna o orientované acyklické grafy. Ak je v grafe
dlzka najdlhSej cesty mensia ako podet vrcholov, znamend to pritomnost dvoch vzajomne

vyluénych exénov. Takyto pripad nastal pri 3443 grafoch, ¢o je priblizne 15% vSetkych grafov.
Yy y Yyto prip p g , COJED ycn g

je naznacena na obrazku [5.3]

Mobzeme ju aproximovat napriklad pomocou geometrického rozdelenia, pricom hodnoty
pre jeden a dva vrcholy moézeme napevno urcit. Presné urcenie parametrov tohto rozdelenia
pre nas nie je zaujimavé, pretoze samotné rozdelenie ovplyviuje len pocet vrcholov.

Zaujimavejsie je urcenie funkcie Py, pretoze v tomto pripade jej vyberom ovplyviujeme
takmer vsSetky parametre grafu. Ako prva sme si zvolili jednu z najjednoduchsich funkeii,
pre ktort plati, ze pravdepodobnost hrany s rasticou vzdialenostou klesé: Py, (z) = p®,

pricom p € (0,1). Jej parameter p zistime principom maximalnej vierohodnosti.

5.2.1 Princip maximalnej vierohodnosti

Na natrénovanie parametrov modelu sa pouziva princip maximélnej vierohodnosti. Viero-
hodnost je pravdepodobnost pozorovanych vysledkov za zadanych parametrov. Mozme si
ju oznaéit ako L(6 | X )P kde 6 st parametre modelu a X jednotlivé pozorovania. Jej ma-

ximalizaciu dosiahneme takym nastavenim parametrov, pri ktorom bude pravdepodobnost

27 anglického likelihood
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Obr. 5.3: Pocet grafov danej velkosti v databaze UCSC. Na z-ovej osi je pocet vrcholov

grafu. Na y-ovej osi je pocet grafov.
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vygenerovania dat z modelu najvyssia.
Nech X je mnozina n grafov z databazy, x; si jednotlivé grafy, v; pocet vrcholov grafu z;,
E; je multimnozina tych vzdialenosti dvojic vrcholov, medzi ktorymi vedie v grafe x; hrana

a F; obdobnd mnozina pre vzdialenosti bez hrany.

argmax L(p, Py | X) = argmax P(X | p, Py) = argmax | [[ Pm,(v0) | [[ 27| | ]I (1 =0") || =
p p p i=1 ecE; fEF;

argmaxﬁ (H p [] (1 —pf))

p i=1 \e€E; feF;
Zjednotenie vSetkych vzdialenosti dvojic vrcholov, ktoré spaja hrana, cez vSetky grafy
Ui, B si oznacime ako E, rovnako si oznacime U}, F; ako F'. Rovnaké p dostaneme aj ked

budeme maximalizovat zlogaritmovanu funkciu:

argmaxlog | [] p° [] (1 —p/) | = argmax [log(p) Y e+ > log(l —p/)
p ecE  feF p e€E fer

Pre najdenie maxima funkciu zderivujeme a polozime rovnu nule:

/ Fo1
argmax (log(p) d e+ > log(l —Pf)> _ ZucB® +> e _ 0
p

eck feF

Tento vyraz zial nevieme upravit do uzavretého tvaru pre p. Preto pouzijeme gradientovi

metodu.

5.2.2 Gradientova metdéda

Tato numerickd metdda spociva v iterativnom hladani lokalneho minima funkcie pomocou
jej derivacie. Nech p® je kandidat na lokadlne minimum funkcie f v i-tom kroku iterdcie.
Potom hodnota derivacie funkcie f v bode p’ ndm povie, ktorym smerom f klesad. Novym

kandidatom na minimum bude:
p(i+1) — p(z‘) _ af’(p(i))

Konstanta « sa nazyva rychlost ucenia a je to malé cislo vacsie ako nula. Zabezpecuje

nepreskocenie minima, ktoré by mohlo nastat v prilis velkom skoku v smere klesania.
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Novych kandidatov na lokalne minimum vytvarame dokial nenastane ukoncovacia pod-
mienka. Vhodnou podmienkou je napriklad poklesnutie rozdielu medzi p® a p(*!) na menej
ako vopred vybrané malé nenulové ¢islo 9. Lokalne minimum, do ktorého sa tymto spésobom
vieme dostat, z velkej ¢asti zavisi od volby zacdiatoéného bodu p(@.

Pre funkciu Py, = p* sme gradientovou metédou sme nasli najlepsie p = 0.483658.

Pre porovnanie sme si zvolili aj druht funkciu Py, (z) = e /b, ktort sme vybrali tak,
aby o najlepsie fitovala pravdepodobnost vyskytu hrany pre urcent vzdialenost. Parametre

funkcie Py, sme z dat urcili pomocou Levenberg—Marquardtovho algoritmu [Mar63], imple-

mentovaného v programe Gnuplot. Jej vysledna podoba je Pp, (z) = (1.15512x1077) #70.999999 /3000.

5.3 Korespondencia modelov s datami

Pre lepsi prehlad o vhodnosti MZV sme si vybrali niektoré vhodné statistiky, ktoré popisuji
grafy alternativneho zostrihu a porovnali ich hodnoty pre MZV a databazu USCS.

Graf znazornuje pravdepodobnost spojenia dvoch vrcholov hranou v zavislosti od ich
vzdialenosti. Graf pre MZV s Py, je blizsie k prevdepodobnostiam pre mensie vzdialenosti
hran, pretoze pre ne bolo viacej prikladov v datasete, a kazdy priklad mé pri trénovani
rovnaki vahu. Pocet prikladov prudko klesa so zvysujicou sa vzdialenostou, ¢o je naznacené
na obrazku [B.5l

Graf znazornuje priemerny pocet hran v grafe v zavislosti od jeho velkosti. V tomto
pripade nas model s oboma funkciami Py celkom dobre reprezentuje realne data, ¢o je ale
sposobené tym, ze tato vlastnost je v MZV priamo zavisla od pravdepodobnosti pre vyskyt
hrany.

Zaujimavym atributom je priemerny pocet vstupujicich hran do vrcholu v zavislosti
od jeho vzdialenosti od zaciatku grafu, respektive priemerny pocet vystupujucich hran z vr-
cholu v zévislosti od jeho pozicie od konca grafu. V nasom modeli maji tieto dve zavislosti
rovnaky priebeh, pretoze pravdepodobnost pre hrany je symetrickd a zavisi len od vzdiale-
nosti vrcholov. Porovnanie s redlnymi datami je na obrazku V MZV je viac moznosti

pre vstupujuce hrany pre vrchol, ktory je od zaciatku grafu viac vzdialeny, pretoze ma tie
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isté moznosti ako blizsi vrchol a este dalsie navyse. V datach z UCSC databéazy je trend
skor opacny, najvacsi priemerny pocet vstupujucich hran maju vrcholy blizke zaciatku grafu
a opacne. Tento jav je pravdepodobne sposobeny tym, ze na zaciatku, resp. konci sekvencie
sa Casto objavuje exén s alternativnym zaciatkom, resp. koncom.

Nakoniec sme vyskusali MZV pouzit ako generator grafov bez pevného urcenia poctu
vrcholov. Generovanie prebiehalo tak, ze sme postupne pridavali na koniec do grafu nové
vrcholy. Po kazdom pridanom vrchole sme podla Py vygenerovali hrany don vchadzajice
z predchadzajicich vrcholov. Ak don po pridani hran ziadna hrana nevchadzala, tak sme
prehlasili generovanie za ukoncené, pridavany vrchol sme zahodili a dalsie sme uz nepridavali.

Pomocou vzorkovania sme potom zistili frekvenciu vyskytu grafov podla ich velkosti.
Tieto idaje st zakreslené v grafe na obrazku [5.6] Z neho sa da usudit, ze MZV s Py, nie je
na takyto pristup vobec vhodny. MZV s Py, je na to o trochu lepsie, ale ani o iom sa neda
povedat, ze by sme ho mohli na takyto sposob pouzitia odporucit.

V zévere je treba skonStatovat, ze MZV je sice model v mnohych aspektoch atraktivny
hlavne pre svoju jednoduchost, no je ho schopnosti dobre popisat javy vyskytujice sa v gra-
foch alternativneho zostrihu st obmedzené. Preto sme vo zvysku prace tiez uvazovali s bio-

logicky motivovany model (BMM).
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Obr. 5.4: Pravdepodobnost spojenia dvoch vrcholov hranou v zavislosti od ich vzajomnej
vzdialenosti. Na x-ovej osi je ich vzdialenost a na y-ovej pravdepodobnost hrany. Ruzové
body predstavuju data z UCSC databézy, zelenou ¢iarou je naznaceny stav pre MZV s Py,

a modra Ciara patri MZV s Py,.
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Obr. 5.5: Pocet dvojic vrcholov v UCSC databaze v zavislosti od ich vzajomnej vzdialenosti.

32

200

225

250

275

300

325



140

120

100

80

60

40

20

USCS +
MZV s P_H1
MZY S P_I—IIZ —

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110 120 130 140 150

Obr. 5.6: Priemerny pocet hran grafu v zavislosti od jeho poc¢tu vrcholov. Na z-ovej osi je

velkost grafu a na y-ovej priemerny pocet hran.
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Obr. 5.7: Priemerny pocet vstupujicich hran do vrcholu v zavislosti od pozicie vrcholu
od zaciatku sekvencie podla dat z USCS databazy je vyznaceny cervenymi bodmi. Zelené
body oznacuji priemerny pocet vystupujucich hran z vrcholu v zavislosti od pozicie vrcholu
od konca sekvencie. Modra ¢iara znazornuje obe tieto zavislosti naraz pre MZV s Py, , pretoze
podmienka na pritomnost hrany je symetrickd. Ruzova ¢iara znazornuje to isté ako modra,

ale pre MZV s Py, .
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Obr. 5.8: Pravdepodobnost vygenerovania grafu s danym poctom vrcholov. Na x-ovej osi
je velkost grafu a na y-ovej pravdepodobnost vygenerovania (pre redlne data frekvencia

vyskytu).
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Kapitola 6

Inferencia pomocou modelov

alternativneho zostrihu

Doposial sme vytvorili dva pravdepodobnostné modely grafovej reprezentacie alternativneho
zostrihu. Ukézali sme, ako tieto modely natrénovat. V tejto kapitole ukazeme, ako takyto
model spojit so stochastickymi modelmi DNA sekvencie. Na zaklade tohto spojenia vytvo-
rime algoritmy, ktoré budu vedief odvodit najpravdepodobnejsie rozdelenie vstupnej DNA
sekvencie na vrcholy a nevrcholy, spolu s hranami spajajicimi vrcholy. Toto rozdelenie urcuje,
ktoré Casti sekvencie si exény (v aspon jednej izoforme), ktoré intréony a aké si pripustné

izoformy zostrihu (vzhladom na obmedzenia grafov zostrihu).

6.1 Formalna definicia problému

Najprv predstavime vSeobecny tvar vstupu a vystupu inferenéného algoritmu, ktory kon-
krétnejsie Specifikujeme v nasledujtcich sekciach pracujtcich s konkrétnymi modelmi.

Vstupy budi DNA sekvencia, grafovy model alternativneho zostrihu, potencionédlne miesta
zostrihu sekvencie a stochastické modely ¢asti DNA sekvencie.

Hranice vrcholov a nevrcholov nemo6zu byt na Iubovolnej pozicii vo vstupnom refazci, len
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na potencionalnych miestach zostrihu [} Miesta zostrihu sa dajt ziskat z databazy SpliceDB
[BSSO1], v ktorej st takéto informéacie o génoch zhromazdované. Tieto data si biologickymi
metodami overené. Druhou alternativou pre pripadnti nedostupnost dat k skimanému regi-
onu je pomocou metdd strojového ucenia odhadnit, kde sa tieto miesta zostrihu nachadzaju.
St zname metddy, ktoré tento problém riesia s chybou mensou ako 5% [SRJIMO02].

Miesto zostrihu je miestom medzi poslednou bazou jedného typu sekvencie a prvou bazou
druhého typu sekvencie. Nech i-te miesto zostrihu lezi medzi a-tou a (a+ 1)-vou bazou a j-te
miesto zostrihu lezi medzi b-tou a (b + 1)-vou bazu v sekvencii. Potom tsek sekvencie od i-
teho po j-te miesto zostrihu bude v dalSom texte znamenat tsek sekvencie od a-tej bazy
po (b — 1)-vi bézu.

Stochastické modely ¢asti DNA sekvencie st funkcie popisujtce pravdepodobnost vygene-
rovania konkrétnej DNA sekvencie za predpokladu, ze dany usek je urcitého typu, napriklad
intron alebo exén. Tieto funkcie je mozné ratat napriklad pomocou natrénovanych skrytych
Markovovych modelov. Budeme o nich predpokladat, Ze ich hodnotu vieme zistit v kon-
stantnom case, respektive, Ze ich uz mame predratané pre vsetky mozné tseky vstupnej
sekvencie.

Zelanym vystupom je najpravdepodobnejsie rozdelenie vstupnej sekvencie na vrcholy
a nevrcholy, spolu s hranami spajajucimi vrcholy. Kazdé cast sekvencie musi byt bud vrchol
alebo wvrchol, tretia moznost nie je. Pravdepodobnost je urc¢ena ako sicin pravdepodobnosti
grafu v modeli alternativneho zostrihu a pravdepodobnosti jednotlivych casti rozdelenia

sekvencie.

6.2 Jednoduchy inferencny algoritmus pre MZV

Pri hladani najlepsieho rozdelenia za pomoci MZV budeme vyuzivat dva parametre tohto
modelu: pravdepodobnost poc¢tu vrcholov Py (n) a pravdepodobnost vyskytu hrany Ppy(x).
Pouzijeme dva stochastické modely ¢asti DNA sekvencie, konkrétne pravdepodobnost F (3, j),

ze usek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym miestom zostrihu je vrchol (exén aspon

1V dalsom texte ich budeme pre zjednodusenie nazyvat len miesta zostrihu
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v jednej izoforme) a pravdepodobnost I(i,7), ze tsek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-
tym miestom zostrihu je nevrchol (intrén v kazdej izoforme)

Nasim ciel je najst takt segmentaciu vstupnej sekvencie spolo¢ne s konfiguraciou hran,
ktora maximalizuje pravdepodobnost vygenerovania tejto sekvencie pomocou nasho modelu
a stochastickych modelov casti DNA sekvencie. Pravdepodobnost, ktorti chceme maximali-

zovat, vieme zapisat takto:

Py(n) II Pult=k) I Q-PsC-k) I EGsH I  1G5)

(k,l)EHrany (k,l)ENehrany (4,7)EVrcholy (4,7)ENevrcholy

kde n je pocet vrcholov, Hrany je mnozina dvojic poradovych ¢isiel vrcholov, ktoré spaja
hrana, Nehrany je mnozina dvojic poradovych ¢isiel vrcholov, ktoré nespaja hrana, Vrcholy
je mnozina dvojic indexov miest zostrihu vymedzujucich jednotlivé vrcholy, a Nevrcholy je
obdobna mnozina pre nevrcholy.

Nebudeme vyzadovat, aby medzi dvomi vrcholmi bol nevrcholovy tisek sekvencie, pre-
toze takéto rozdelenie sekvencie vznika napriklad pri alternativhom zaciatku alebo konci
ex6nu. Na druhej strane, po jednom nevrchole nemoze hned nasledovat dalsi, pretoze takéto
rozdelenie by vzhladom na konstrukciu grafu k alternativnemu zostrihu nemohlo vzniknut.

Sucin pravdepodobnosti za hrany nie je ovplyvneny konkrétnou poziciou vrcholov, zavisi
len od ich po¢tu. Preto mézeme optimélne rozlozenie hran riesit nezavisle od hranic vrcholov.
Najprv objasnime algoritmus, ktory bude hladat najpravdepodobnejsie rozdelenie vstupnej
sekvencie s konkrétnym poc¢tom vrcholov. Potom predstavime algoritmus, ktory bude hladat
najlepsie doplnenie hran pre konkrétny pocet vrcholov. Nakoniec tieto dva algoritmy spojime
do jedného, ktory uz bude hladaf najpravdepodobnejsie rozdelenie sekvencie spolu s hranami

bez obmedzenia na pocet vrcholov.

6.2.1 Najpravdepodobnejsia segmentacia sekvencie

Rozdelenie sekvencie na vrcholy a nevrcholy spravime pomocou metédy dynamického prog-

ramovania.
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Nech P[i, n] predstavuje pravdepodobnost najlepsieho rieSenia pre podsekvenciu vstupne;
sekvencie od prvého az po i-te miesto zostrihu, pricom toto rieSenie v sebe zahfna prave n
vrcholov a konéi vrcholom. Ak pozname P[j,n — 1] pre vsetky j < i, tak pravdepodobnost
Pli,n] mozeme vypocitat vyberom najpravdepodobnejSej zo vSetkych moznosti, kde moze
konéit predchédzajici vrchol, a k nim vietkych moznosti pre dizku po fiom nasledujiceho
nevrcholu, ktord moze byt aj nulovd. Tym je implicitne uréend dlzka prave priddvaného
n-tého vrcholu. Pre tieto moznosti vypocitame ich pravdepodobnosti a vyberieme z nich
najvacsiu.

Jednym specidlnym pripadom si sekvencie pozostavajice len z jedného vrcholu Pli, 1].
V tom pripade sa nevrchol nikam nevkladd a této pravdepodobnost je priamo E(1,7).

Na zaciatku a konci celej sekvencie nemusi byt len nevrchol, ale moze tam byt aj vrchol.
Taktiez po vrchole nemusi vzdy nasledovat nevrchol. Pre zjednodusenie zapisu vypocétu za-
vadzame nevrchol s nulovou dlzkou, ktory za¢ina aj koné v tom istom mieste zostrihu. Jeho
pravdepodobnost bude bude I(i,i) = 1. Vdaka tomu nemusime Specidlne osetrovat situdcie
s vypustenim nevrcholu.

Vypocet P[i,n] mozeme teraz zapisat nasledovnym spdsobom:

Plin] max {P[j,n — 1I(j,k)E(k,i) | n—1<j<k<i} akn>1
i,n] =
max {/(1,7)E(7,4) | 0 < j < i} akn =1

Casova zlozitost

Nech pocet miest zostrihu na vstupe je N. Potom maximalny pocet vrcholov je N, pretoze
kazdy tisek medzi dvomi miestami zostrihu moze byt samostatny vrchol. V najhorsom pripade
budeme musiet vyratat pravdepodobnost pre P[N, N] a vSetky bunky s niz$imi indexmi, ¢o
je O(N?) buniek. Pri vypocte kazdej bunky musime vysktsat vetky mozné hodnoty pre k
a [. Tychto dvojic je v najhorSom pripade O(N?). Preto ¢asova zloZitost rozdelenia sekvencie

je O(N*).
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Rekonstrukcia riesenia

Pre praktické pouzitie nie je postacujuce zistit len pravdepodobnost najlepsieho riesenia.
Preto sme navrhli sposob, ako zrekonstruovat, kde presne lezia hranice jednotlivych tsekov.
V novej tabulke R[i, n| si budeme pamétat dvojicu éisiel (j, k) pomocou ktorej sme vybrali
maximum pri ratani P[i,n|. V pripade n = 1 na hodnote k nezalezi. Po zisteni celkového
maxima sa vieme vydat spatne podla hodnot v R a zistit rozdelenie vstupnej sekvencie.
Cas potrebny na t1ito rekonstrukeiu je O(N), pretoze mame najviac N vrcholov a pre kazdy

sa musime pozrief spif k comu sme ho pridali.

Pamaitova zloZitost

Tabulka P ma N? buniek, a pre dalsi vypocet budeme potrebovat kazdi z nich. Preto pa-
matovd zlozitost je O(N?). Ak potrebujeme zrekonstruovat najlepsie rieSenie, tak si budeme
musief zapamétat celi tabulku R. Paméatovu zlozitost to nezmeni, pretoze tato tabulka ma

rovnaké rozmery ako P.

6.2.2 Najpravdepodobnejsia konfiguracia hran

Druhé cast algoritmu spociva vo vyratani najpravdepodobnejsej konfiguracie hran medzi
danymi vrcholmi. Pre Tubovolny pocet vrcholov plati, ze hrany budu spajat len tie vrcholy,
pre ktoré Py(x) > 0,5, pretoze v opacnom pripade je vyhodnejsie ich nespojit. Preto po-
uzijeme jednoduchy greedy algoritmus, ktory sa pozrie na kazda dvojicu vrcholov, zisti ich
vzajomnu vzdialenost x, a podla hodnoty Py(x) rozhodne. Ako presne vypocitat pravdepo-
dobnost tejto konfiguracie vysvetlime v nasledujtcich odsekoch.

Pravdepodobnost najlepsej konfiguracie hran pre n vrcholov vieme vyratat z pravdepo-
dobnosti pre n — 1 vrcholov. Staci k nim prirdtat pravdepodobnosti za n — 1 potencionalnych
hrén s dizkami od 1 po n — 1 ktoré vzniknd pridanim n-tého vrcholu. Pravdepodobnosti

za takito sadu dlzok si mézme predratat:
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] = max {Py(1),1 — Py(1)} akn=1
- H'[n — 1]max {Py(n),1 — Py(n)} akn>1

Vypocet doplnenia hran k n vrcholom potom vieme zapisat nasledovnou rekurenciou:

1 akn=1
Hin] = { H'[1] ak n =2
Hin—1H'[n—1] akn>2

Pre jeden vrchol sme pravdepodobnost definovali ako 1, neskdr nam to zjednodusi zapis
vypoctu celkovej pravdepodobnosti.

Casové zlozitost vyplnenia oboch tabuliek bude O(N), pretoze kazdd bunku oboch ta-
buliek vieme vyratat v konsStantnom case a ako N vrcholov nemo6zme mat.

Pamétova zlozitost bude taktiez O(N) kvoli velkosti H' a H.

Ak by sme potrebovali kvoli rekonstrukeii najpravdepodobnejsieho riesenia vediet vyme-
novat vsetky hrany, ktoré bude najpravdepodobnejsie rieSenie obsahovat, tak by sa casova
zlozitost zhorgila na O(N?), pretoZe v najhorSom pripade bude hrana medzi kazdymi dvoma
vrcholmi.

V tomto pripade sa neoplati tieto zoznamy hran vytvorit pre kazdy pocet hran, pretoze
by to v najhorSom pripade zabralo az O(N?) pamite. Spravime to len raz na konci celého
algoritmu, kedy uz vieme, kolko vrcholov je v najpravdepodobnejSom rozdeleni.

NavysSe mozeme predpokladat, Ze funkcia Py (x) bude od istého X stale mensia ako 0, 5.
Tento predpoklad potvrdzuju data z UCSC databazy, ktoré st vyobrazené na obrazku
v kapitole 5.3

Nech X je posledné také, pre ktoré Py(X) > 0,5. Potom hrana moze viest len medzi
vrcholmi vzdialenymi od seba najviac X, ¢o by zlepsilo odhad ¢asovej zlozitosti vymenovania

pritomnych hran na linearny.
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6.2.3 Kompletny algoritmus

Najpravdepodobnejsie dekddovanie vstupnej sekvencie moze mat rozne formy. Prva moz-
nost je, ze cela vstupna sekvencia je jeden nevrchol. Pravdepodobnost tejto moznosti nie je
v tabulke P, pretoze ta obsahuje len rozdelenia s aspon jednym vrcholom. Pravdepodobnost
rozdelenia bez vrcholov je I(1, N)Py(0).

Druh& moznost je, ze najpravdepodobnejsie dekdédovanie obsahuje aspon jeden vrchol.
Mame vyratané pravdepodobnosti pre vsetky pocty vrcholov a vSetky pozicie posledného
vrcholu, ale za koncom posledného vrcholu do konca sekvencie je este nevrchol, ktorého prav-
depodobnost musime k tymto pravdepodobnostiam prinasobit. Okrem konec¢ného nevrcholu
k tymto moznostiam este prirdtame uz vyratani pravdepodobnost za hrany a pravdepo-
dobnost vyskytu daného poctu vrcholov podla modelu, ¢im dostaneme pravdepodobnosti
pre najpravdepodobnejsie rozdelenie celej sekvencie s konkrétnym poctom vrcholov, kon-
krétnou poziciou konca posledného vrcholu a s hranami medzi vrcholmi. Pravdepodobnost,

ktori hladame, je maximum z tychto hodnot:

max {I(1, N)Py(0), max {P[i,n][(i, N)H[n]Py(n) |0 <i < N,0<n < N}}
Pre rekonstrukciu najpravdepodobnejsieho riesenia si staci zapamétat ktort moznost sme
vybrali ako maximum.
Casova zloZitost
Samotny vyber maxima zo vietkych moznosti trva O(N?). Casova zlozitost celého algoritmu
je O(N*), kvoli ¢asu potrebného na vyplnenie tabuliek P a H.
Rekonstrukcia riesenia

Pre rekonstrukcia najpravdepodobnejsieho riesenia si v tomto kroku staci zapamétat pomo-
cou ktorej kombinacie ¢ a m sme vybrali maximum. Samotné rozdelenie sekvencie potom

najdeme s pomocou tabulky R a zoznam pritomnych hran vytvorime podla jednoduchého
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pravidla spomenutého v kapitole Casova zlozitost vytvorenia rieSenia bude rovnaka ako
¢as potrebny na vytvorenie zoznamu hran. Ten v kazdom pripade nie je mensi ako O(N), ¢o

je casova zlozitost rekonstrukcie rozdelenia sekvencie.

Pamaiatova zlozitost

Najvéacsie naroky na pamét ma algoritmus na rozdelenie sekvencie. V niom sa nevyhneme
pouzitiu O(N?) pamite. Vetky ostatné Casti celého algoritmu tiito potrebu neprevysuju.

Pri rekonstrukcii najpravdepodobnejsieho rozdelenia taktiez nepotrebujeme viac pamaéte.

6.3 Komplexny inferencny algoritmus pre MZV

Jedind informécia, ktort sme doposial vyuzili pri predpovedani alternativnych zostrihov
bola obsiahnuta v pravdepodobnostnom modeli grafu alternativneho zostrihu. Doteraz sme
nevyuzili informaciu obsiahnuti v samotnej sekvencii, pretoze pouzité stochastické modely
DNA sekvencie poskytovali len informéaciu o tom, ¢i tsek DNA sekvencie je aspon v jednej
izofome exén (vrchol), alebo vébec (nevrchol). To viedlo k pomerne trividlnej inferencii,
ktorej vysledky nedavaja biologicky zmysluplné odpovede.

Aby sme adresovali tento problém, rozsirime pouzité stochastické modely DNA nasledov-

nym sposobom:

e pravdepodobnost E(i,j), Ze usek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym miestom
zostrihu je vrchol cez ktory prechddza kazda cesta grafu (exén pritomny v kazde;

izoforme)

e pravdepodobnost E,14(i,7), Ze Gsek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym miestom
zostrihu je vrchol cez ktory neprechddza kazda cesta grafu (exén pritomny len v nie-

ktorych izoforme)

e pravdepodobnost (i, j), Ze tsek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym miestom

zostrihu je nevrchol (intrén v kazdej izoforme)
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Najvacsi rozdiel oproti predchadzajicemu problému je v tom, Ze tentokrat nemozeme
existenciu hran riesit uplne oddelene od rozdelenia sekvencie. Pritomnost hran totiz meni
funkciu, ktorou sa rata pravdepodobnost pre vrcholovy tusek sekvencie. Oznacime si vrcholy
nad ktorymi ide hrana ako preskocené a vrcholy nad ktorymi nejde hrana ako nepreskocené.
Ak si uréime, ktoré vrcholy leziace vedla seba budu preskocené a ich lavy a pravy sused bude
nepreskoceny vrchol, tak pre takéto zoskupenie vrcholov uz dokazeme najst najpravdepo-
dobnejsie rozlozenie hran bez ohladu na ich poziciu v sekvencii. Priklad takéhoto zoskupenia

vrcholov je na obrazku

Obr. 6.1: Priklad zoskupenia vrcholov, pre ktoré budeme vyberat najpravdepodobnejsiu kon-
figurdciu hran. Doplnené hrany budu tvorit takd podmnozinu hran naznacenych prerusova-
nou ¢iarou, pre ktori plati, ze nad kazdym svetly vrchol bude preskoceny. Tmavsie vrcholy

na krajoch budu nepreskocené.

Algoritmus na najdenie pravdepodobnosti najpravdepodobnejsieho rozdelenia s hranami
znovu rozdelime na dve casti. Prva z nich bude riesif rozdelenie sekvencie a druha doplnanie

hran.

6.3.1 Najpravdepodobnejsia segmentacia sekvencie

V bunke tabulky P[i,n,m] si budeme pamétat pravdepodobnost najpravdepodobnejsieho
rozdelenia vstupnej sekvencie od prvého po i-te potencionalne miesto zostrihu, pricom pre toto

rozdelenie plati, Ze posledny vrchol kon¢i i-tym miestom zostrihu, rozdelenie obsahuje n vr-
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cholov a poslednych m vrcholov je preskocengch (pricom m+1-vy vrchol od konca je nepre-
skoceny).
Ratanie pravdepodobnosti vieme rozdelit na styri pripady podla toho ktory vrchol pri-

davame a akého je typu:

1. preskoceny a prvy wvrchol: Takyto vrchol nemdze existovat, pretoze pred nim nie je
ziaden, z ktorého by mohla vychadzat hrana, ktora ho preskoci. Pravdepodobnost

tejto moznosti je preto nula.

2. preskoceny a nie prvy vrchol: V tomto pripade este nie je ukoncéené zoskupenie za sebou
iducich preskocenych vrcholov a preto pravdepodobnost za hrany vramci tohto tseku

este nezaratame.

3. nepreskoceny a prvy vrchol: Stale musime ratat s moznostou, ze prvy vrchol nezacina

priamo od prvého miesta zostrihu a nachadza sa tam nevrchol.

4. nepreskoceny a nie prvy vrchol: V tomto pripade ukoncujeme zoskupenie predchadza-
jucich preskocengch vrcholov a zaratavame pravdepodobnost za hrany medzi nimi.
Je mozné, ze pred prave pridavanym nepreskocenym vrcholom neboli ziadne presko-
cené vrcholy. Potom sa zarata pravdepodobnost len za moznd hranu medzi poslednymi
dvomi vrcholmi, lebo do prave pridaného vrcholu ina hrana vstupovat nemoze, pretoze

v opa¢nom pripade by platilo, ze predchadzajtci vrchol uz nie je nepreskoceny.

Nech H [n] oznacuje pravdepodobnost najpravdepodobnejsieho rozmiestnenia hran nad zo-
skupenim n+2 vrcholov, kde dva krajné vrcholy st nepreskocené a tie medzi nimi preskocené.
H|0] bude pravdepodobnost najpravdepodobnejsieho pridania hrany medzi dvomi susednymi

nepreskocenymi vrcholmi. Potom vypocet tabulky P je definovany nasledujicou rekurenciou:
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0 akn=1m >0
max {P[j,n — 1,m — 1|I1(j§,k)Ea(k,i) |2n —2 < j <k <i} akn>1,m>0
Pli,n,m] = {max {I(1,/)E(j,i) | 0 < j < i} akn=1m=0
2n—-2<j<k<q,

max $ Plj,n — LII(j,k)E(k,i)H(]) akn>1m=0
0<l<n-1

Celkové najpravdepodobnejsie rozdelenie vyberieme ako maximum z tabulky P.

Znovu este musime priratat pravdepodobnost za newvrchol na konci sekvencie a pravde-
podobnost za pocet vrcholov celého grafu podla modelu. Posledny vrchol, rovnako ako prvy,
nemoze byt preskoceny. Preto berime do tvahy len tie moznosti, kde m = 0. Nech N ozna-
cuje pocet miest zostrihu, ktoré mame k dispozicii. Pravdepodobnost rozdelenia pre cela

sekvenciu vyratame nasledovnym spdsobom:

max {/(1, N)Py(0), max {P[i,m,0I(i, N)Py(m) |0 <i < N,0 <m < N}}

Casovej a pamitovej zlozitosti sa budeme venovat aZ spoloéne po vysvetleni vietkych

casti algoritmu.

6.3.2 Najpravdepodobnejsia konfiguracia hran

V tejto casti predstavime algoritmus na zistenie najpravdepodobnejsej konfiguracie hran
pre zoskupenie preskocenych vrcholov medzi dvomi nepreskocenymi vrcholmi.

Ak existuje aspon jedna vzdialenost vrcholov x > 1 pre ktorta plati Py(x) > 0.5, tak
je zarucené, ze nad kazdym preskocenym vrcholom hrana naozaj pojde, pretoze v takom
pripade hrana p6jde nad kazdymi x preskocenymzi vrcholmi leziacimi vedla seba. Na vyratanie
pravdepodobnosti za hrany potom mézme pouzit algoritmus zo sekcie [6.2.2]

Ak neexistuje vzdialenost x > 1 pre ktort plati Py(x) > 0.5, tak musime pridat hrany
tak, aby nad kazdym preskocenym vrcholom viedla aspon jedna a sucasne aby sme nasli

najpravdepodobnejsie riesenie.
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Transformacia dlohy pridania hran

Ulohu pridania hrdn do zoskupenia vrcholov si upravime na tlohu, ako pokryt tsecku roz-
delent na dieliky pomocou malych tsediek, ktoré budeme dalej volat zéplaty. Dizky zaplat
st od jedného po n dielikov, kde n je pocet dielikov celej tisecky. Rovnako dlhé zéplaty maju
rovnaki cenu. Nasim cielom je najst najlacnejsie pokrytie, pricom kazdy dielik isecky moze
byt pokryty aj viac ako jednou zaplatou. Tento prevod tlohy je zndzorneny na obrazku [6.2

Lavy koniec zaplaty budeme nazyvat jej zaciatkom a pravy koniec bude jej koncom.

-7
P \/\' \)‘1 \
‘ O D O . Obr. 6.2: Transformacia tlohy vyberu najp-

ravdepodobnejsich hran medzi n vrcholmi

@ na pokrytie tsecky dizky n—2 zéplatmi. Ob-

razok naznacuje, aké zaplaty mame k dispo-

zicii. Kazda z nich zodpovedd jednej hrane

L 1 1 ] v povodnej tlohe.

Cena riesSenia

Ceny zaplat si z pravdepodobnosti vyskytu hran musime urcit tak, aby najlacnejsie pokrytie

transformovanej tlohy zodpovedalo najpravdepodobnejSiemu vyberu hran.

1— Py (z+1)

Prerl) Téato cena je

Cenu zaplaty dlzky z si oznaéime ako C(z) a definujeme ako
pre kazda dizku zéplaty vacsia ako 1, pretoze Py(z) < 0.5 pre vsetky x > 1. Cena celkového
pokrytia Hpserytie bude stcin cien vSetkych pouzitych zéplat, a pri pouziti viacerych zaplat
narastat.

Nésledne budeme moct jednoducho vyratat pravdepodobnost za hrany pre celé zosku-

enie vrcholov ako cenu celkového pokrytia Hooxrvtie Na minus prvil vynasobenu s pravde-
pokrytie

podobnostou za ziadne hrany. a s pravdepodobnostou za hrany medzi susednymi vrcholmi,
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ktoré na preskocenost vrcholov nemaju vplyv.

Vypocet pre n vrcholov bude vyzerat takto:

1 - : n—i+1 n—1
Hopeegesaln = 2 g(l — Py(i + 1)) max { Py(1),1 — Py(1)}

H[n] =

Tym sa vykratia pravdepodobnosti za nepritomnost hran, ktoré pridame, a zaroven sa

zarataju pravdepodobnosti za ich pritomnost.

Normalny tvar rieSenia transformovanej ilohy

Kazdé najlacnejsie pokrytie sa da transformovat na také pokrytie, pri ktorom prekryv bud
nebude ziaden, alebo ho bude spésobovat jedine posledna zaplata. To dosiahneme postupnym
pridavanim zaplat z pokrytia vedla seba od lavého konca pokryvanej tisecky. Pred pridanim
poslednej zaplaty este nemame pokrytu celt tisecku, pretoze v opac¢nom pripade by pokrytie,
ktoré upravujeme, nebolo najlacnejsie, lebo by sme z neho mohli poslednt zaplatu vyhodit
a tym ho zlepsit. Posledni zaplatu umiestnime tak, aby jej koniec lezal na pravom konci
usecky. Pokrytiu v takomto tvare budeme hovorit pokrytie v norméalnom tvare.

Ku kazdému najlacnejSiemu pokrytiu existuje pokrytie v normalnom tvare s rovnakou
cenou, a preto budeme hladat najlacnejsie pokrytie priamo v normalnom tvare. Ak by sme
posledni zaplatu tohto najlacnejsieho pokrytia presunuli tak, aby jej zaciatok pokracoval
priamo za koncom predposlednej zaplaty, tak nepresiahne koniec tsecky o viac ako n — 1
dielikov, pretoze najdlhsia zédplata pozostava z n dielikov.

Ked zistime najlacnejsie pokrytia bez prekryvov pre tsecky s dlzkami od n po 2n — 1,
tak z nich vyberieme to najlacnejsie. Nech je to pokrytie P’ pre tisecku dlzky n + x. Potom
posunutim jeho poslednej zaplaty ho upravime na pokrytie P s prekryvom pre tsecku diiky
n. Toto pokrytie bude zaroven aj najlacnejsie, pretoze ak by existovalo iné lacnejsie pokrytie
Q, tak ho posunom poslednej zaplaty upravim na rie§enie @' pre tsecku konkrétnej dlizky
v intervale n az 2n — 1. Kedze @' ma rovnaki cenu ako @ a ) je lacnejsie ako P, tak sme

nasli lacnejsie pokrytie ako P’, ¢o je v spore s pravidlom jeho vyberu.
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Algoritmus pre hladanie pokrytia

Nech N je dlzka tsecky, ktord chceme pokryt a nech Poox[n] oznacuje cenu najlacnejsieho
pokrytia bez prekryvov tsecky dizky n. Pokrytie usecky dlzky n vieme vytvorit pridanim
zéplaty dlzky = k pokrytiu tsecky dizky n — z, kde z je pripustnd cena zdplaty. Najlacnejsie
pokrytie tsecky dlzky n bude potom minimum z cien pokryti, ktoré dostaneme pridanim

zéplaty dlzky z k najlacnejiemu pokrytiu tsecky dizky n — z:

1 akn =10
Ppok[n] =
min { P,ox[n — m|C(m) | 0 <m <min{N,n}} akn >0

My hladdme rieSenie Glohy pokrytia s prekryvom pre tsecku s dlzkou n. Ako sme uz
ukazali, riesenie, ktoré hladame, je najlepsie z pokryti bez prekryvov pre tsecky dizok n az

2n — 1 a jeho cena bude:

Hookrytie[n] = min { Poox[m] | n < m < 2n — 1}

Casova zlozitost

Pravdepodobnost najpravdepodobnejsiecho pridania hran potrebujem pre vsSetky pocty vr-
cholov mensie alebo rovné N, kde N je pocet miest zostrihu sekvencie.

Vyratanie tabulky H za pomoci vyplnenej tabulky Hpoxryeie zaberie linedrny cas vzhla-
dom na N, pretoze tolko ma buniek a kazdu z nich viem vyratat v konstantnom case, pokial
si predratame zvysok vyrazu bez hodnoty z Hpgurytie- Toto predritanie vieme spravit v case
O(N?) velmi podobnym spdsobom, ako je pouZity v sekcii m

Casova zlozitost vyplnenia Hpoxrytie bude O(N %), pretoZe z nej potrebujeme N —2 buniek
a hodnotu kazdej z nich vyberame ako minimum z N moznosti.

Posledna tabulka, ktord pre vyber hran musime mat vyratani, je FP,ox Jej celé vyplnenie
bude trvat O(N?), pretoze budeme potrebovat hodnoty od 0 po 2N — 1 a kaZdt z nich
ziskavame vybratim minima z najviac N moznosti.

Najpravdepodobnejsie pridanie hran pre zoskupenie preskocenych vrcholov medzi dvomi

preskocenymi vrcholmi potrebujeme pre vediet pre velkosti celého zoskupenia do N vrcholov.
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Ziadna z tabuliek, ktora sa na tento vypocet pouziva, nepotrebuje viac ¢asu ako O(N?). Preto

celkova casova zlozitost pridania hran je kvadraticka vzhladom na pocet miest zostrihu.

Pamaiatova zlozitost

Pamatova zlozitost je O(N), pretoze kazda pouzita tabulka je jednorozmernéd a najvicsia

velkost rozmeru je 2N — 1.

Rekonstrukcia riesenia

Pre zapamaéatanie si najpravdepodobnejsieho riesenia potrebujeme vediet, ako sme k nemu
dospeli. Staci si ku kazdému vyberu minima zapamatat ktort moznost sme vybrali. To sa
tyka tabuliek Hpgrrytie @ Ppox, kut ktorym vytvorime tabulky Rpoxytie @ Rpox Obsahujlice prave
tuto informaciu o sposobe vyberu minima. Pre jednu bunku tabuliek si staci zapamétat jedno
¢islo a preto velkost pomocnych tabuliek R bude rovnaké ako tabuliek H a P a pamatova
zlozitost sa nezhorsi.

Spatnym prechodom tychto tabuliek vieme v linearnom case vymenovat, ktoré medzi

ktorymi vrcholmi p6jde hrana.

6.3.3 Kompletny algoritmus
Casova zloZitost

Nech pocet miest zostrihu je N. Prvou castou celého algoritmu je vyplnenie tabulky H.
Nezévisle na tom, ako vyzerd funkcia Py a ktory z postupov na vypliianie budeme musiet
pouzit, bude mat tato cast casovi zlozitost O(N?).

V druhej casti algoritmu, kde rozdelujeme vstupnu sekvenciu, potrebujeme na najdenie
najvicsej pravdepodobnosti vyplnit trojrozmernd tabulku P s N? bunkami. V najhorsom
pripade je potrebné pre vyplnenie jednej bunky prezriet O(N?) moznosti. Dokopy to déva
casovu zlozitost O(N?).

Rozdelovanie sekvencie je narocnejsie ako predratavanie hran a teda casova zlozitost

celého algoritmu je O(N®).
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Rekonstrukcia riesenia

Pri rozdelovani sekvencie budeme mat druha tabulku R, ktora pre kazdd bunku P bude
obsahovaf maximalne tri ¢isla. Tie budu urcovat aky vypocet sme spravili pri vybere maxima
pre dant bunku. Tabulka R bude preto obsahovat O(N?®) hodnot.

Jej spatnym prechodom vieme v ¢ase O(N) zrekonstruovat celé rozdelenie sekvencie,
pretoze druhé sturadnica do R moéze byt najviac N a v kazdom kroku spat sa znizi aspon
o jedna.

Pre kompletné riesenie potrebujeme aj hrany medzi vrcholmi. Tito informéciu potrebu-
jeme zistit vzdy ked pri vypocte pouzijeme tabulku H. V zavislosti od funkcie Py bude tato
¢ast trvat bud O(N?), alebo O(N). KedZe do tabulky H sa v najhorSom pripade potrebujeme
pozriet N krat, tak by ndm ¢asova zloZitost vypisania hran mohla stipnut na O(N?).

Staci si vSak uvedomit, Ze vSetkych moznych hran pre N vrcholov je O(N?) a tym paddom
toto vypisovanie hran dokopy nemoze spravit viac ako O(N?) préce, pretoze Ziadnu z hran

nevypisujeme viac krat.

Pamaiatova zlozitost

Najviac paméte potrebuje tabulka P a k nej pomocna tabulka na rekonstrukciu riesenia R.
Ziadna ind ¢ast algoritmu nemé takéto pamétové naroky a preto paméitova zlozitost celého

algoritmu je O(N3).

6.4 Inferencny algoritmus pre BMM

Uloha pre BMM ostdva rovnaké, no pouzité stochastické modely ¢asti DNA sekvencie zme-
nime tak, aby dokézali lepsie popisat jednotlivé typy vrcholov v tomto modeli. Budeme preto

pouzivat nasledovné modely pre nasledovné typy sekvencie:

o pravdepodobnost Fgtaiy strea(?, J), Ze Usek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym mies-
tom zostrihu je stdly vrchol

(stred exénu pritomného v kazdej izoforme)
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o pravdepodobnost Fpestaiystrea(?, ), Ze Usek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym
miestom zostrihu je nestdly vrchol

(stred exénu, ktory nie je pritomny v kazdej izoforme)

o pravdepodobnost Fsiaiy oxraj (7, ), Ze Gsek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym mies-
tom zostrihu je okrajovym vrcholom vlozenym ku stdlemu vrcholu

(alternativny zaciatok alebo koniec exénu nachddzajiceho sa v kazdej izoforme)

o pravdepodobnost Fgtaiy oxraj (%, J), Ze Usek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym mies-
tom zostrihu je okrajovym vrcholom vlozenym k nestdlemu vrcholu

(alternativny zaciatok alebo koniec exénu nenachddzajiceho sa v kazdej izoforme)

e pravdepodobnost (i, j), Ze tsek vstupnej sekvencie medzi i-tym a j-tym miestom
zostrihu je mevrchol

(intrén v kazdej izoforme)

Medzi stredovou ¢astou (stdly alebo nestdly vrchol) a okrajovymi castami sekvencie ne-
bude moct byt vo vyslednom rozdeleni nevrcholovd ¢ast sekvencie, pretoze takéto rozdelenie
pomocou BMM nevieme ziskat. V nasledujuicich ¢astiach sa preto budeme pozerat na stdly
(resp. nestdly) vrchol ako na kombindciu stdleho (resp. nestdleho) vrcholu spolu s okrajovymi

vrcholmi, ktoré ho obklopuju.

6.4.1 Najpravdepodobnejsia dekompozicia sekvencie

Nas algoritmus je opat postaveny na dynamickom programovani. Rozdelili sme ho do troch
logickych casti, ktoré postupne od najvrchnejsich casti objasnia cely algoritmus. Narozdiel
od MZV sa teraz nebudeme Specidlne zaoberat konfiguraciou hran, pretoze v tomto modely

je pritomnost hran medzi vrcholmi uréena priamo generativnym procesom.

Algoritmus

Podproblém, ktory budeme riesif, bude najdenie najpravdepodobnejsieho rozdelenia vstup-

nej sekvencie od jej zaciatku po i-te miesto zostrihu na vrcholy a hrany medzi nimi, pricom
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stalych vrcholov bude presne n a posledny z nich bude koncif na i-tom mieste. Pravdepo-
dobnosti budeme mat ulozené v tabulke P'[i, n].

Predpokladajme, ze mame vyratané P’[j, m] pre vSetky j < i a m < n. Rozdelenie s n
stalymi vrcholmi moze vzniknit jedine z rozdelenia s n — 1 stalymi vrcholmi pripojenim
jedného skoku a za nim nasledujtceho stdleho vrcholu. Na vyratanie P’[i, n] nam preto staci
odskusat vsetky moznosti na ktorych moze koncit (n — 1)-vy stdly vrchol a skok za nim,
a vybraf z nich ti s najvacsou pravdepodobnostou.

Pouzijeme dve dalsie tabulky, SKOK a Vgay. V SKOK]i, j] budid pravdepodobnosti
najpravdepodobnejsieho skoku, ktory zacina na i-tom a kond¢i na j-tom mieste potenciondl-
neho zostrihu, pricom na jeho zaciatku a konci je nevrchol. Viay i, j] bude obsahovat prav-
depodobnost najpravdepodobnejsieho rozdelenia sekvencie od i-teho po j-te miesto zostrihu
na stdly vrchol obklopeny okrajovymsi vrcholmi.

Specidlnym pripadom je rozdelenie obsahujtice prave jeden stdly vrchol. Vtedy toto roz-
delenie pozostava len z ivodného nevrcholu nasledovaného tymto vrcholom.

Vypocet P’ vieme zapisat nasledovnym sposobom:

Pli.n] = max {P'[j,n — 1|]SKOK]j, k|Vassary[k, 1] | n < j < k <i} akn>1
max {I(1,7)Vatary(4,7) | 0 < j < i} akn=1

Pri vypocte najpravdepodobnejsej moznosti nesmieme zabudnuf na:

e Zatial sme nikde nezapocitali pravdepodobnost podla modelu za vsetky pouzité stale
vrcholy Pyq. T zohladnime vo findlnom vypocte pravdepodobnosti rozdelenia vstupnej

sekvencie.
e Celkové rozdelenie nemusi koncit vrcholom, ale na konci sekvencie méze byt aj nevrchol.

e Pripustny je aj pripad, kedy rozdelenie neobsahuje ziaden vrchol, pretoze tabulka P’

obsahuje len pravdepodobnosti pre rozdelenia s aspon jednym vrcholom.

Pravdepodobnost najpravdepodobnejsieho rozdelenia vstupnej sekvencie po posledné N-
té miesto zostrihu oznacime ako P a vypocitame ako maximum z pravdepodobnosti pre jed-

notlivé moznosti poc¢tu stalych vrcholov a pozicie koncu posledného stdleho vrchola:
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P =max{I(1,N),max{P'[j,n]Py1(n)I[(j,N) |0 <n<j< N}}

Skoky

Skok rozprestierajuci sa od i-teho po j-te miesto zostrihu pozostava zo striedajicich sa
nevcholov a nestdlych vrcholov, pricom na zaciatku aj na konci je nevrchol.

Takyto skok sa moze skladat z nula az j — ¢ nestdlych vrcholov. Ak vyratame najpravde-
podobnejsie pravdepodobnosti pre vsetky moznosti vrcholov, zardtame k kazdej aj pravde-
podobnost za pocet vrcholov podla funkcie Pyo z modelu, tam najvacsia z nich je hladana

pravdepodobnost celého skoku:

SKOK]i,j| = max {SKOK'[i, j,n]Py2(n) |0 <=n < j —i}

Hodnoty pre SKOK'[i, j,n| vieme zistit ako maximum zo vsetkych moznosti, kde moze
koncit posledny nevrchol predchadzajiceho skoku a kde moze koncit za nim nasledujuci

nestdly vrchol:

I(i,7) akn =0
SKOK'[i,j,n] =
max {SKOK'[i,k,n — Vaestary [k, I(1,j) | i <k <1< j} akn>0

Vrcholy

Na predchadzajice vypocty sme potrebovali mat vyratané pravdepodobnosti Viestaiy[?, j|
a Vstaryl?, j]. Obe predstavuji najpravdepodobnejsie rozdelenie casti sekvencie na nestdly,
resp. stdly vrchol s k nemu pridruzenymi okrajovymi vrcholmi.

Vypocet tychto pravdepodobnosti sa lisi len v pouzitych stochastickych modeloch DNA
sekvencie, a preto dalej budeme postupovat spolo¢ne pre stdle a nestdle vrcholy s pravdepo-
dobnostou V. Cely vrchol sa da rozlozit na tri ¢asti: okrajové vrcholy leziace nalavo od stredu
vrcholu, stred vrcholu, ktory je priamo nestdly alebo stdly vrchol a okrajové vrcholy leziace

napravo od stredu vrcholu.
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Pri konstrukcii celého vrcholu leziaceho na j —i castiach vstupnej sekvencie mame j—i—1
moinostﬂ kde bude lezat posledny pravy okrajovy vrchol a kolko ich bude. Ak si oznac¢im
pravdepodobnost rozdelenia vrchol s n pravymi okrajovymi vrcholmi ako Viprave, ktord este
neobsahuje pravdepodobnost Py3(n) za pravé vloZenie okrajovich vrcholov podla modelu,

tak pravdepodobnost celého vrcholu viem vyratat nasledovnym spdsobom:

Vali, j] = max {Vivpravo[i, j; | Pra(n) | 0 <m < k —i— 1}

Pri ratani Vi ypravolt, 7, 7] musime uvazovat s dvomi moznostami. Prvou je n > 0. Vtedy
pravdepodobnost uré¢im ako maximum zo vSetkych moznosti pre koniec predchédzajiceho
okrajového vrcholu.

Druhou je Vi ypravolt, J, 0], ¢o znamend, Ze tento vrchol uz nemd ziadne pravé okrajové
vrcholy. Vtedy mame j — ¢ moznosti, kde moze zacinat stred vrcholu, a dalSie moznosti
pre pocet Tavych okrajovych vrcholov pred nim. Tu zaroven zaratame aj pravdepodobnost
Py3 za pocet Tavych okrajovijch vrcholov.

Ked si pravdepodobnost rozdelenia sekvencie od i-teho po j-te miesto zostrihu na n lavych

okrajovych vrcholov oznacime ako Vi viavo, tak Vi ypravo Vieme ratat nasledovnym sposobom:

1< k <y,
max ‘/x,vlavo[i7 ]{?, m]PV3(m>Ex,stred(k7j) ak n = 0
V;gvpravo[iaj7n] = 0<m< k—1
max { Vi vpravolt; k, 1 — 1] Ey oxraj (K, 7) | i < k < j} akn >0

Posledné tabulka, ktora potrebujeme vyréatat, je Vi viavo[i, j, n]. To spravime podobnym
sposobom ako pre pravé okrajové vrcholy. Pre viac ako jeden lavy okrajovy vrchol pravde-
podobnost vyberieme ako maximum z pravdepodobnosti pre riesenia Vi yiavoli, k&, n — 1], kde
k < j, vynasobenou pravdepodobnosfou za dany tsek podla stochastického modelu DNA.

Pre jeden okrajovy vrchol to bude priamo pravdepodobnost podla stochastického modelu
DNA. A pre pripad bez lavych okrajovych vrcholov tuto pravdepodobnost definujeme ako 1
alebo 0, podla toho & tsek ktory chcem pokryt mé nejaki dlzku.

2n — 1, pretoZe aspon jedna ¢ast musi byt stred vrcholu, okrajové vrcholy nemusia byt pritomné
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Vypocet Vi viavo Potom mozme zapisat nasledovnym vyrazom:

1 akn=0,i=j
. 0 akn=20,1#j
V;(,vlavo[zajv TL] =
Ex,okraj (7'7,]> akn=1
max {V;gvlaVO[ia k;n - 1]Ex,okraj (l{?,]> ’ 1< k< ]} akn>1

Casova a pamitova zlozitost

Pre najdenie najpravdepodobnejsieho rozdelenia vstupnej sekvencie potrebujeme vypocitat
viacero tabuliek. Nasledovna tabulka sumarizuje ¢as na to potrebny, pricom N je stale pocet

miest zostrihu zo vstupu:

nazov  rozmery cas vyplnenia bunky cas vyplnenia

tabulky tabulky v najhorSom pripade celej tabulky

P 1 O(N?) O(N?)

P’ N? O(N?) O(N?)
SKOK N? O(N) O(N?)
SKOK'  N° O(N?) O(N®)

Vi N? O(N) O(N?)
Vivpravo  NV° O(N?) O(N?)
Vivtavo N O(N) O(N?)

Najviac ¢asu zaberie vypocet pravdepodobnosti v tabulke SKOK' a preto ¢asova zlozi-
tost je O(N?).
Pamitova zloZitost celého algoritmu je O(N?), pretoze taki pamit niekolko tabuliek

zaberie a ziadna nepotrebuje viac.
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Rekonstrukcia riesenia

Rekonstrukciu najpravdepodobnejsSieho riesenia vieme spravit rovnakym sposobom, ako sme
to robili uz pri inferencii pre MZZ. Ku kazdej tabulke si stac¢i vytvorit jej pomocni ko-
piu, v ktorej budu ulozené informéacie identifikujicu moznost, pomocou ktorej sme vybrali
maximum pre dand bunku.

Tychto informacii je vzdy len konstantne vela, a preto tato uprava nezhorsi pamatovi
zlozitost.

Ani ¢asova zlozitost sa nezhorsi, pretoze pri vypocte bude treba navyse len zapisat tieto
informacie, ¢o trva konstantny cas.

Rekonstrukcia najpravdepodobnejsieho riesenia spatnym prechodom cez pomocné ta-
bulky bude trvat O(N), pretoze kazdy z N tsekov sekvencie méze byt len jeden typ vrcholu,

resp. nevrchol a pravdepodobnost zan zaratame len raz v prave jednej tabulke.

6.5 Vlastnosti inferencnych algoritmov

V tejto kapitole sme predstavili inferencéné algoritmy pre dva nami navrhnuté modely MZV
a BMM. Oba pracuji v polynomidlnej ¢asovej zlozitosti O(N®), kde N je pocet miest zo-
strihu. Tento cas je akceptovatelny vzhladom na priemerny pocet miest zostrihu v géne.

Nespokojnost mézu vyvolat predpovedané grafy alternativneho zostrihu pre MZV. Z tohto
modelu generativnym procesom méze vzniknit Tubovolny graf, no pomocou navrhnutych al-
goritmov sme schopny odvodit len niektoré typy grafov. Najpravdepodobnejsia konfiguracia
hran s pouzitim jednoduchsej sady stochastickych modelov DNA obsahovala hrany medzi
kazdou dvojicou vrcholov, ktoré boli od seba vzdialené vhodni vzdialenost. Podobné situ-
acia nastala aj pri pouziti jemnejsich stochastickych modelov, kde v zavislosti od funkcie
urcujucej pravdepodobnost spojenia dvoch vrcholov hranou dostavame len urcitu podtriedu
grafov vygenerovatelnych pomocou MZV.

Inferenc¢ny algoritmus pre BMM tymto problémom netrpi, no na druht stranu samotny

model nepokryva vSetky mozné grafy alternativneho zostrihu. Druhou nevyhodou algoritmu
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pre BMM je zavislost na stochastickych modeloch DNA, ktoré sa typom sekvencie, ktoru
sa snazia modelovat, liSia len malo. Existuje preto obava, ze by tieto stochastické modely
nepriniesli taku rozlisovaciu schopnost, ako by sme si zelali. Pouzitie externych stochastickych

modelov méa aj zna¢ni vyhodu — nas algoritmus priamo profituje z ich neustaleho zlepSovania.
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Kapitola 7

Zaver

Nasim cielom bolo najst novy sposob, ktorym by sa dal hladat alternativny zostrih. To sme

spravili v styroch krokoch:

1. Na grafy ziskané grafovou reprezenticiu alternativneho zostrihu sme sa pozreli ako
na produkt jednoduchého stochastického procesu, ¢o je doteraz nepouzivany sposob

pohladu na tento jav.

2. Navrhli sme dva generativne modely pre graf alternativneho zostrihu. Prvy z nich je

velmi jednoduchy. Druhy je komplikovanejsi, ale motivovany realnymi datami.

3. Pre jeden z modelov sme uviedli sposoby ako natrénovat jeho parametre a vyhodnotili

sme jeho (ne)vhodnost porovnanim so skutoénymi datami.

4. Pre obidva modely sme vymysleli netrivialne inferencné algoritmy, pomocou ktorych
dokéazeme za splnenia urc¢itych predpokladov predpovedat alternativny zostrih vo vstup-
nej sekvencii. Tieto algoritmy si zalozené na principe dynamického programovania
a oba pracuju v polynomidalnej casovej zlozitosti, ¢o je vzhladom na velkosti dat s kto-

rymi sa pracuje nevyhnutné.

Tato préca otvara moznosti pre dalsi vyskum v tejto oblasti. Jedna z moznych ciest,

ktorou sa da vydaft, je porovnat nami navrhnuty sposob hladania alternativneho zostrihu
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s uz existujucimi programami. Je to znacne naroc¢na uloha, pretoze na jej splnenie je nutné
natrénovat pouzité modely, pripravit data, ktoré nase algoritmy potrebuju, a zvolif vhodny
podproblém vseobecného hladania alternativneho zostrihu, ktory budu vedief riesit aj exis-
tujuce algoritmy. Druhou moznostou je hlbsie preskiimat biologicky motivovany model jeho

natrénovanim a porovnanim so skuto¢nymi datami.
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