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Abstrakt

Témou tejto diplomovej prace je problém najdenia zmyslu pre orientaciu v
grafe, kde pocet znaciek priradenych hrandm grafu je ¢o najmensi. Praca
skiima topoldgie hyperkociek a zovseobecnenych Petersenovych grafov. Na
tychto topoldgiach sa zameriava na chordalny zmysel pre orientaciu.

Hladaju sa podtriedy tychto grafov, na ktorych existuje minimalny chor-
dalny zmysel pre orientaciu, ¢im sa vylacia tie, v ktorych neexistuje a na-
sledne sa urcuji horné a spodné ohranicenia pre pocet znaciek.

V préci dokazujeme, ze hyperkocky nemaji miniméalny chordalny zmysel
pre orientaciu a urcujeme ohranicenia najmensieho poc¢tu znaciek pre do-
siahnutie chordalneho zmyslu pre orientaciu. V triede zovseobecnenych Pe-
tersenovych grafov nachéadzame niekolko podtried a ur¢ujeme ich najmensi
zmysel pre orientaciu, resp. ohranicenia. V malom rozsahu sa venujeme aj
vypoctovym metddam, ktoré, hoci mélo tspesné, ddvaju podnety na dalSie

skiimanie problematiky.

KItcéové slova: distribuované vypocty, topoldgie reguldrnych grafov, zmysel

pre orientaciu
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Kapitola 1
Uvod

Vo vSeobecnosti, distribuovany systém je mnozina vypoctovych jednotiek
(procesorov), ktoré medzi sebou mdzu komunikovat vymenou koneéného mnoz-
stva informacii, ktoré nazyvame spravy. Existuje viacero modelov v zavislosti
od realizacie komunikacie. My sa obmedzime na tzv. point-to-point model,
v ktorom mozu priamo medzi sebou komunikovat iba navzdjom susediace
vypoctové jednotky cez obojsmerny komunika¢ny kanal. Tento model mo-
zeme reprezentovat neorientovanym grafom (G = (V,FE)). V nom kazdy
vrchol v € V reprezentuje vypoctovi jednotku a kazdd hrana (z,y) € E
reprezentuje susediace vypoctové jednotky, ktoré moézu priamo medzi sebou

komunikovat.

1.1 Zmysel pre orientaciu - intuitivny pohlad

Zmysel pre orientaciu sa lokalne viaze na hrany incidentné k danému vrcholu.
Kazdy uzol (vrchol grafu) sa primarne orientuje podla toho, po akej hrane,
k nemu incidentnej, prisla sprava, alebo akou hranou odisla. Vrchol méa teda
lokalne oznacené hrany'. V pripade, Ze méame anonymnu sief, kde nevieme
identifikovat ostatné sietové uzly, vieme rozligit aspon susedov podla oznaceni

liniek, ktoré k nim smeruji. Zmysel pre orientaciu vSak ide este dalej. Cely

1V praxi byvaju siefové rozhrania pomenované, napr. eth0, ethl a pod.
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systém ma zmysel pre orientdciu, ak kazdy uzol vie odlisit dva rozne uzly v
sieti iba na zaklade postupnosti oznaceni liniek, ktoré ich navzajom spajaja
a zaroven, ak existuju dve cesty k tomu istému uzlu, je schopny to rozoznat
a identifikovat uzol pouzitim Tubovolnej z nich.

Ako vidime, zmysel pre orientaciu ponuka alternativu ku globalnym iden-
tifikdtorom v anonymnej sieti, s tym rozdielom, Ze identifikacia vrcholov pre-
bieha na lokalnej trovni. Uplny zmysel pre orientaciu mame vtedy, ak ma
systém vlastnost, Ze kazdy uzol vie transformovat lokalny identifikdtor iného
uzla na svoj vlastny lokalny identifikator.

Zmysel pre orientaciu si neskor popiseme podrobnejsie a formalnejsie.

1.2 Ako zmysel pre orientaciu pomaha pri

rieSenni problémov

Jedna z klasickych tloh, ktoré sa rieSia v distribuovanom systéme, je volba
$éfa. Cielom je, aby po skonceni algoritmu bol v grafe jednoznacne urceny
jediny proces, ktory budeme nazyvat Séf.

Predpokladame, 7Ze kazdy procesor ma na zaciatku prideleny unikatny
identifikator (ID), ktory pozna len on sam. Procesory moézu medzi sebou
komunikovat pomocou sprav. Budeme prepokladat, Ze posielanie moze pre-
biehat asynchrénne. Celkovo sa snazime najst taky algoritmus, pri ktorom
bude pocet sprav asymptoticky najmensi mozny.

Pre Iubovolny nédhodny graf pozname algoritmus GHS, ktory riesi volbu
$éfa s komunikacnou zozitostou O(NlogN), kde N je pocet vrcholov.

V pripade grafu s topolégiou hyperkocky vieme riesit tento problém s

komunikacnou zlozitostou O(N) prave vdaka zmyslu pre orientaciu [15, 3]

1.3 Doladenie modelu - lokalne oznacenie hran

V predoslich ¢astiach sme sa mali moznost presved¢it o tom, Ze zmysel pre

orient4ciu stuvisi s lokdlnym oznac¢enim hran grafu vzhladom na nejaky vrchol.
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N&s model bude potom reprezentovany hranovo oznac¢enym neorientovanym
grafom (G, \), kde kazdy vrchol (procesor) z mé oznacent kazda hranu k
nemu incidentni rozli¢nou znackou A, ((x,y)). Potom kazda hrana (z,y) ma
prave dve oznacenia, A\;((z,y)), A,({y,x)), jedno pre kazdy z vrcholov, ku
ktorym je incidentna.

Takéto hranové oznacenie na grafe méze mat niekolko vlastnosti, ktoré
mozu pomoct. NajzakladnejSou vlastnostou je lokdlna orientdcia - schopnost
procesora odlisit medzi linkami, ktoré z neho vychadzaja. Tato vlastnost sme
vyuzivali v pripade pravouhlej mriezky, kde boli hrany oznacené svetovymi
stranami a aj hyperkocky. Dalsia zaujimava vlastnost je hranovd symetria. Je
to schopnost rozoznaf z oznadenia na jednom konci hrany, aké bude oznacenie
na opac¢nom konci. Napriklad, ak mala hrana v mriezke oznacenie sever na
jednom konci, na druhom konci muselo byt oznacenie juh. V hyperkocke sa,
na druhej strane, hranové oznacenia na oboch koncoch zhodovali. V tomto
pripade je funkcia hranovej symetrie identita a takéto hranové oznacenie
grafu je ekvivalentné s ofarbenim grafu, ako ho pozname z klasickej tedrie
grafov.

Jedna z najdolezitejsich vlastnosti hranového oznacenia je nakoniec sa-
motny zmysel pre orientdciu, ktory by sme mohli interpretovat ako schopnost
zistit, ¢i rozne cesty zacinajice v spolocnom vrchole koncia v spoloénom vr-
chole alebo mie. V nasledujicej casti si definujeme zakladné pojmy, ktoré

budeme pouzivat neskor.



Kapitola 2
Definicie a terminologia

V tejto kapitole budeme pouzivat definicie z [6] a [7] v pripade, ak nebude

uvedené inak.

2.1 Grafy s hranovym oznacenim

Nech G = (V, F) je jednoduchy neorientovany graf, nech F(z) oznac¢uje mno-
zinu hréan, ktoré st incidentné k vrcholu x € V' anech d(x) = |E(x)| je stupen
vrcholu z.

Pre dany graf G = (V, E') a mnozinu oznaceni 3, budeme lokdlnou orien-
taciou vrcholu x nazyvat kazda prostt funkciu A, : E(x) — 3, ktora kazdej
hrane uréuje znacku. Potom mnozina A = {\, : * € V} lokdlnych orien-
tacii sa bude nazyvat hranové oznacenie s lokdlnou orientdciou (alebo len
hranové oznacenie) grafu G a usporiadand dvojica (G, \) bude oznacovat
zodpovedajuci hranovo oznaceny graf.

Hranové oznacenie A je minimdlne, ak pouziva |X| = A(G) = max{d(x) :
x € V} oznaceni. Je symetrické, ak existuje bijekcia ¢ : ¥ — ¥ taka, ze
pre kazda hranu (z,y) € E,\,((y,z)) = ¥(A\:(x,y)). Potom ¢ je funkcia
hranovej symetrie.

Sled ™ v grafe G je postupnost hran, v ktorej koncovy vrchol jednej

hrany je zaciato¢ny vrchol dalSej. Nech P|x] ozna¢uje mnoZinu vSetkych ne-
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prazdnych sledov, ktoré maju za¢iatok vo vrchole x € V| a nech P[z,y]
oznacuje mnozinu sledov so zac¢iatkom v x € V a koncom v y € V. Nech
A, : Plz] = £ a A = {A, : © € V} oznacuju rozsirenie )\, resp. A z hrdn
na sledy. Nech Alz] = A (7) : m € Plz] a Az, y] = Ap(m) : m € Pla,y).

2.2 Zmysel pre orientaciu

V danom hranovo ozna¢enom grafe (G, \) hovorime, Ze systém ma zmysel
pre orientdciu, ak je mozné na zéklade oznaceni priradenych k hranam zistit,
¢i rozne sledy (alebo cesty) z ktoréhokolvek vrcholu = kondia v tom istom
vrchole alebo nie. Presnejsie povedané, zmysel pre orientaciu si vyzaduje
existenciu konzistentnej kédovacej a konzistentnej dekédovacej funkcie.

Pre dany hranovo oznaceny graf (G, \) konzistentna kddovacia funkcia
(alebo iba kddovacia funkcia) f pre A\ je akakolvek funkcia s definiénym
oborom X, takd, ze sledy, ktoré vychddzaju z toho istého vrcholu sa zobrazia
na tu ist hodnotu prave vtedy ked ich koniec je v tom istom vrchole. Teda
Vr,y,z € V,Vmy € Plx,y|,m € Plz,z|, f(As(m1)) = f(Au(m2)) & y = z.
Pismenom AN budeme oznadovat obor hodnét funkcie f. Hodnotu z A, ktoré
je funkénou hodnotou funkcie f(x) pre nejaky vrchol z, budeme nazyvat

lokalne meno vrcholu.

Definicia 1. Slaby zmysel pre orientdciu
Systéem (G, \) md slaby zmysel pre orientdciu prave vtedy ked existuje kddo-

vacia funkcia f pre \.

Pre danu kédovaciu funkciu f, k nej asociovana dekdédovacia funkcia h je
akékolvek funkcia h: X x N — N takd, ze Vr,y,z € V, kde (z,y) € E(z) a

™ & Ply, 2] - h(Aa((z,9)), F(Ay (7)) = f(Aa((2,9)) - Ay (7)), kde - je operdtor

zrefazenia.

Definicia 2. Zmysel pre orientdciu

Systém (G, \) md zmysel pre orientdciu (SD)' prdve vtedy ked si splnené

langl.: sense of direction
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nasledovné podmienky:
1. ezistuje kodovacia funkcia f pre X
2. existuje dekodovacia funkcia h pre f.

Budeme tiez hovorit, Ze (f, h) je zmysel pre orientaciu v (G, \).
Existuju hranovo oznacené grafy, ktoré maja slaby zmysel pre orientaciu,

ale nemaju zmysel pre orientéciu.

2.3 Lokalne pomenovania

Pojem konzistentného kédovania, dekédovania a zmyslu pre orientaciu je
mozné vysvetlit pomocou lokdlnych mien. Tento pohlad je intuitivnejsi a
bude ndm preto velmi napomocny.

Kazdy vrchol z je schopny odkazovat na ostatné vrcholy grafu pomocou
lokalnych pomenovani z kone¢nej mnoZiny N, ktori nazveme menny pries-
tor. Nech 3, (y) je meno, ktoré ma vrchol x asociované s vrcholom y. Mnozinu
{8:(y) : y € V} nazveme lokdlny pohlad vrcholu z. Musime vSak zdoraznit, Ze
lokélne pomenovania nie s vzdy identity - nepouzivaju sa globalne identifi-
katory. Vo vseobecnosti predpokladame, zZe systém je anonymny, ¢ize vrcholy
nevedia o systéme ni¢ okrem toho, Ze mozu predpokladat, Ze na druhom konci
linky je vrchol. Rodinu prostych funkcii 5 = {3, : V — N : x € V} budeme
nazyvat lokdlne ndazvoslovie G.

Vyslovme znovu definiciu kédovacej funkcie, teraz vsak pomocou lokal-
nych nazvov: kddovacia funkcia f grafu (G, ) s lokdlnym nazvoslovim [ je
akakolvek funkcia taka, ze: Vr,y € V,Vr € Plz,y], f(Az(7)) = B.(y). Inymi
slovami, kédovacia funkcia zobrazi postupnost oznaceni cesty z vrcholu x do
vrcholu y na lokdlny nézov, ktory x priradi y. VSimnime si, Ze zatial¢o vy-
sledné pomenovanie je lokalne (vrcholy x a z moézu mat rézne pomenovanie
pre ten isty vrchol y), kédovacia funkcia je globédlna (rovnakd pre vsetky

vrcholy).



2.4 Priklady hranovych oznaceni so zmyslom pre orientaciu 13

Vyslovme teraz definiciu dekdédovacej funkcie pomocou lokalneho nazvos-
lovia. Pre dant kédovaciu funkciu f, dekédovacia funkcia h je akékolvek zo-
brazenie také, ze Vz,y,z € V, kde (z,y) € E(x), h(A:(x,y), 5y(2)) = Ba(2).
Aby sme porozumeli schopnosti dekédovacej funkcie z pohladu lokalnych
nazvov, uvazujme situaciu, kde vrchol y posiela susednému vrcholu z spravu,
ktora obsahuje informécie o vrchole z. Vrchol z je vrcholu y znamy ako 3,(2),
takze sprava, ktort posiela vrchol y, obsahuje tidaje o vrchole s ndzvom £, (z).
Dekédovacia funkcia umoziiuje vrcholu x prelozit tento ndzov na svoj vlastny
nazov pre ten isty vrchol z, ¢ize (,(z). Vrchol z pritom poznd iba oznacenie

linky A, ((z,y)), po ktorej mu bola sprava dorucena.

2.4 Priklady hranovych oznaceni so zmyslom

pre orientaciu

Existuje niekolko sposobov, ako na grafe vytvorit zmysel pre orienticiu. Za-
tial, ¢o niektoré z tychto sposobov s zavislé na topoldgii a nie je ich mozné
vytvorit na kazdom grafe, iné je mozné pouzit vo vSeobecnosti. Uvedieme si
niektoré typy hranovych oznaceni a z nich vyplyvajacich zmyslov pre orien-

taciu.

2.4.1 Chordalny zmysel pre orientaciu

Je dany graf G = (V, E), pri¢om |V'| = n. Chordélne oznacenie v iom vznikne
zoradenim vrcholov do nejakého cyklického usporiadania a hranovym ozna-
Cenim kazdej incidentnej hrany vzdialenostou v tomto cykle. Podla [6] je

definované nasledovne.

Definicia 3. Nech ~ je funkcia nasledovnika, ktord definuje cyklické uspo-
riadanie vrcholov v (G,\) a mech y*(x) = ~+*1(y(x)) pre k > 0. Nech
0 :VxV —=H{0,...,n — 1} je funkcia, ktord vracia vzdialenost dvoch vr-

cholov. Potom §(x,vy) je najmensie k také, Ze v*(x) = y. Hranové oznacenie
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A je chorddlne prdve vtedy ked ¥ (z,y) € E(x) plati:

Ae((T, ) = (2, y).

Inymi slovami, chordalne oznacenie hran mozme ziskat tak, Ze zoberieme
Tubovolné cyklické zoradenie vrcholov a kazd( hranu oznacime na prislus-
nej strane prirodzenym cislom, ktoré je hodnotou vzdialenosti vrcholu, pri
ktorom je znacka, od vrchola na druhej strane hrany v tomto zoradeni. Je
zrejmé, ze pri roznych cyklickych usporiadaniach vzniknta spravidla rozne

hranové oznadenia. Priklad méZeme vidiet na obr 2.1.

Obr. 2.1: Graf s chorddlnym hranovym oznac¢enim [6]

Veta 2.1. Nech A\ je chorddlne hranové oznacenie a Vx,y nech (.(y) =

v(z,y). Potom A je SD (zmysel pre orientaciu) [6].

Dokaz. Kédovacia funkcia f je definovana nasledovne: Vr € Plxo|, 71 =
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((xo, 1), (x1, 22), . s (Tp_1, Tim)),

f(ACBO<7T>) = f(/\$0(<$0,5(]1>),/\x1(<$1,l’2>),...,>\$2(<£L’m_1,£(}m>))

3

= Ae; ({zi,xi11)) mod n

= d(zi, xi41) mod n

(=]

X, l'm)

I
o

a dekodovacia funkcia h:
Y(xo,y0) € E(x0), VT € Plyo]

h(Azo ({205 Y0)), [ (Ao (1)) = Auo ({0, Yo0)) + f(Ayo (7)) mod n

Funkcia nasledovnika v spolu s funkciou vzdialenosti § nam zarucuje jedno-

znacnost kédovacej funkcie. O

Mobzeme si vSimnuf, Ze mnozina hranovych oznaceni sa zhoduje s mnozi-
nou lokdlnych pomenovani: ¥ = N = Z,,. Tento druh hranového oznacenia

budeme volat chordalny zmysel pre orientaciu.

Definicia 4. Zmysel pre orientdciu budeme nazyvat symetricky, ak existuje
dvojica funkcii ¢ : N — N a v : ¥ — X takd, Ze pre kaZdi dvojicu vrcholov

u a v plati
a pre kaZdi hranu (z,y) v (G, \) plati

Veta 2.2. Chordalny zmysel pre orientdciu je symetricky.

Dékaz. Dlzka cyklu je n, teda ak na jednej strane hrany je znacka d (vzdiale-
nost medzi vrcholmi v smere cyklického usporiadania), tak na druhej strane

je znacka n — d. Rovnako to plati pre lokdlne pomenovania. Z toho vyplyva,
ze o=,V Ly — Ly atp(d) =n—d. O
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2.4.2 Susednostny zmysel pre orientaciu

Graf G = (V,FE) méa susednostny zmysel pre orientdciu, ked funkciu lo-
kalneho hranového znadenia A ur¢ime nasledovne: V(z,y) € Elz], (z,w) €
E[z], \a({z, 1)) = \.((z,w)) préave vtedy ked y = w.

To znameni, ze vSetky hrany, ktoré koncia v tom istom vrchole, maju pri-
delené rovnaké oznacenie zo strany vrcholov susediacich s tymto spolo¢nym
vrcholom.

Nech ¥ je mnozina oznaceni. Kédovacia funkcia f : X7 — X je urcend
nasledovne. Pre akukolvek postupnost oznaceni ag,as,...as, kde a; € X,
fla,...ar) = aj. Prislusnd dekddivacia funkcia bude teda popisand nasle-
dovne: Va,b € ¥, h(a,b) = b.

Vidime, Ze na rozdiel od chordalneho zmyslu pre orientaciu, kde kazdy
vrchol vedel iba lokdlne pomenovat vSetky ostatné vrcholy v sieti, v sused-
nostnom zmysle pre orientaciu pomenovania dostavaju globalny charakter.
Pokial ja takyto zmysle pre orientaciu pritomny v anonymne;j sieti, vzdy bura

anonymitu, kedZe prideluje vrcholom unikéatne identifikatory.

2.4.3 Suradnicovy zmysel pre orientaciu

Majme vnorenie? grafu G do roviny. Potom ) je stiradnicové znacenie prave
vtedy ked V(u,v) € Elu], \,({u,v)) = (1 — 20, y1 — Y0), kde (2o, v0) a (z1,v1)
su suradnice vrcholov u a v

Pri takomto oznaceni (G, A) mé suradnicovy zmysel pre orientaciu. Nech
Y} je mnozina oznaceni. Potom kddovacia funkcia f : ¥* — X je definované
nasledovne: pre postupnost oznaceni (z1,v1)...(Tm,Ym), kde (z;,y;) € X,
plati f((z1,y1) ... (Tm,ym)) = Oy Tiy 21y ¥i). Nésledne pre dekddovaciu
funkciu h plati: V(z,y), (2/,¢) € &, h((x,y), (2',¢)) = (r + 2",y + ¢).

2embedding
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2.5 Najmensi pocet hranovych oznaceni

Jednou z otazok, ktoré nas pri studiu zmyslu pre orientaciu zaujimaju je,
aky je ¢o najmensi pocet oznaceni potrebnych na dosiahnutie zmyslu pre
orientaciu na grafe a aké vlastnosti ma zmysel pre orientaciu v grafoch ozna-
¢enych minimalnym poc¢tom. Tieto vlastnosti uz boli zna¢ne preskiimané pri
regularnych grafoch.

V kapitole (3) si definujeme minimalny zmysel pre orientéciu a spome-
nieme si dosiahnuté vysledky tykajtce tejto oblasti. Nakolko trieda grafov
majucich minimélny zmysel pre orientaciu bola charakterizovana, v celom
zvysku prace sa budeme zaoberaf triedami grafov, ktoré nemaji minimalny

zmysel pre orientaciu a budeme hladat ich najmensi zmysel pre orientéciu.



Kapitola 3

Minimalny a najmensi zmysel

pre orientaciu

V tejto a v dalsich kapitoldch nés uz budt zaujimaft iba regularne grafy a ich
rozne podtriedy. V kazdej zo skiimanych tried reguldrnych grafov sa budeme
snazit najst najmensi pocet hranovych oznaceni potrebnych na vytvorenie
zmyslu pre orientaciu.

Je zrejmé, Ze velkost mnoziny hranovych oznaceni ¥ je zdola ohranicena

najvacsim stupniom v grafe a zhora po¢tom vrcholov (A(G) < |X] < |V]).

3.1 Zakladné definicie

Nech ¥ je mnozina znaciek v hranovom znaceni A. Nasledovné definicie vy-
chadzaju z [4].

Definicia 5. Velkost hranového znacenia \ je pocet roznych znaciek v X.

Definicia 6. Minimadlny zmysel pre orientdciu.
Zmysel pre orientdaciu A v (G, \, B) je minimdlny prdve vtedy ked jeho velkost

je rovnd mazimdlnemu stupnu G.

Ako neskor vysvitne, nie vSetky regularne grafy maji minimélny zmysel

pre orientaciu. Preto ak budeme chciet hovorit o zmysle pre orientéaciu, ktory
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pouziva pre dany graf najmensi mozny pocet znaciek, bez ohladu na to, ¢i je
minimalny (podla definicie hore), budeme hovorit o najmensom zmysle pre

orientdciu.

Definicia 7. Najmensi zmysel pre orientdciu
Zmysel pre orientdciu A v (G, \, B) je najmensi prave vtedy ked pre kazdé N

v (G, N, ) plati, Ze pocet znaicek je vicsi alebo rovny ako v A.

3.2 Cyklickd symetria a minimalnost

Minimélny zmysel pre orientéciu stvisi s cyklickou symetrickostou grafu ([4]).

Najskor si vsak definujme pojem vrcholovej tranzitivnosti.

Definicia 8. Vrcholovd tranzitivnost*. [4]
Graf G je vrcholovo tranzitivny prdave vtedy ked pre Vx,y € V existuje auto-

morfizmus « grafu G taky, Ze y = o(x).

Inymi slovami, graf je vrcholovo tranzitivny, ak vyzera rovnako z Tubo-
volného vrchola. Nasleduje definicia samotnej cyklickej symetrickosti, kde
oznacenie C,[i] znamena pocet kruznic dlzky i, ktoré prechadzajt vrcholom

Z.

Definicia 9. Cyklickd symetria. [4]
Graf je cyklicky symetricky prdave vtedy, ked

Vi e NV, y € V,C,li| = Cyli]

Inymi slovami, graf je cyklicky symetricky, ak kazdy vrchol patri do rov-
nakého po¢tu kruznic rovnakej dizky.

V suvislosti s tymito pojmami, bolo v [4] dokazané, ze vrcholovd tranzi-
tivnost implikuje cyklicki symetriu. KedZe vrcholovo tranzitivny graf je tiez
cyklicky symetricky, vrcholovou tranzitivnostou je dané slabSia nutna pod-

mienka existencie minimalneho zmyslu pre orientaciu. Tiete dve vlastnosti

INiekedy oznacovand aj ako vrcholova symetria
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vSak nie st ekvivalentné. V [10] bolo ukdzané, Ze cyklicky symetricky graf ne-
musi byt nutne vrcholovo tranzitivny. Na obrazku 3.1 st 3-regularne grafy, z
ktorych (b) nie je cyklicky symetricky, takze tento graf nevieme oznacit pou-
zitim troch znaciek aby sme dosiahli zmysel pre orientaciu. Na druhej strane,
graf na obrazku (a) je cylicky symetricky, takze v tomto pripade moézeme

vidiet, Ze na 1iom existujue miniméalny zmysel pre orientaciu.

a) b)

Obr. 3.1: Pre graf vlavo existuje minimalny SD, pre graf vpravo nie.

V [4] bolo dalej dokazané, ze cyklickd symetria je nutnou, ale nie postacu-
jucou podmienkou minimélneho zmyslu pre orientaciu v regularnych grafoch.
Ako protipriklad bol pouZity Petersenov graf (obrazok 3.2), ktory je sice vr-
cholovo tranzitivny a teda aj cyklicky symetricky, ale pre akékolvek hranové
oznacenie A s 3 znackami nemé zmysel pre orientaciu. Aby sme ho dosiahli,

potrebujeme aspon dalSiu Stvrti znacku.
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Obr. 3.2: Petersenov graf

3.3 Cayleyho grafy a minimalny zmysel pre
orientaciu

Nutné a postacujice podmienky pre minimalny zmysel pre orientaciu v hra-
novo zna¢enom grafe (G, \) boli nakoniec polozené v [8] pre symetrické hra-
nové znaCenia a v [9] pre nesymetrické. My sa dalej budeme zaoberat iba
symetrickymi.

V ¢lanku [8], ktory sa zaoberal zmyslom pre orientéciu pre symetrické
oznacenia hran, bolo dokazané, ze regularny graf so symetrickym hranovym
oznacenim ma minimalny zmysel pre orientaciu, ak je symetricky ¢o do oko-
lia?. T4ato vlastnost sa vSak viaZe iba triedu grafov, ktorti nazyvame Cayleyho

grafy.

Definicia 10. Cayleyho graf
Majme konecni grupu G a S mnoZinu jej generatorov. Cayleyho graf G =

CG(G,S) mozeme definovat nasledovne. Vrcholy budi prislichat prokom grupy

2surounding symmetric
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G a hrany budi korespondovat akcidm generdtorov. Vrcholy u,v € V budi
spojené hranou prave vtedy, ak existuje generdator g € S taky, Ze ug = v. Ak
je mnozina generdtorov S uzavretd na inverzné prvky, potom je graf neorien-

tovany.

Definicia 11. Cayleyho hranové znacenie
Graf ma Cayleyho hranové znacenie X\, ak je to Cayleyho graf a oznacenia

hran koresponduji s prvkami mnoZiny generdtorov S

My sa budeme zaoberaf vylu¢ne neorientovanymi grafmi, teda pre kazdy
prvok generujicej mnoziny S existuje inverzny prvok patriaci do mnoziny S.
Vseobecna charakterizacia minimalneho zmyslu pre orientaciu v neregu-

larnych grafoch zostava stale otvorenou otazkou.

3.4 Problém minimalneho pocétu znadiek

Koneéne sa dostavame k tomu, ¢o je ciefom diplomovej prace. V sekciach tejto
kapitoly sme definovali miniméalny zmysel pre orientaciu a triedu grafov, pri
ktorych sme schopni dosiahnut minimalny zmysel pre orientaciu. Minimalny
symetricky zmysel pre orientaciu ma jedine trieda Cayleyho grafov. V ostat-
nych pripadoch potrebujeme viac oznaceni ako d(G) na dosiahnutie zmyslu
pre orientaciu. Existuje domnienka, ze na dosiahnutie zmyslu pre orientaciu
v Tubovolnom grafe ndm vo vSeobecnosti postaci d(G) + 1 znaciek. Tento
pocet sa vSak v niektorych pripadoch javi nedostato¢ny. Prikladom je praca
[13], v ktorej autorka experimentalne (hrubou silou) nasla najmensi chor-
dalny zmysel pre orientaciu v Petersenovom grafe, pricom pocet znaciek bol
5. Da sa tiez ukazat, Ze hoci kocka patri do triedy Cayleyho grafov a teda pre
nu existuje minimalny zmysel pre orientaciu s Cayleyho hranovym znacenim,
neexistuje vsak s chordalnym.

V dalsich kapitolach sa budeme zaoberat najmensim chordalnym zmyslom

pre orientaciu Cayleyho grafov a Petersenovych grafov.



Kapitola 4

Najmensi chordalny zmysel pre

orientaciu

4.1 Cayleyho grafy

V podkapitole 3.3 sme definovali triedu Cayleyho grafov a tiez pojem Cay-
leyho hranového znacenia v stvislosti so zmyslom pre orientaciu. Spomenuli
sme, ze prave trieda Cayleho grafov je totozna s triedou grafov majuicich
minimalny symetricky zmysel pre orientaciu. Do tohto spada aj minimalny
chordalny zmysel pre orientéciu.

Nasledovné podkapitoly budii venované podmienkam pre minimalny chor-

dalny zmysel pre orientaciu v Cayleyho grafoch.

4.1.1 Cirkulantné grafy

Definicia 10 dava za zaklad Cayleyho grafu vo vSeobecnosti kone¢nui grupu.

Cirkulantné grafy, ako podtriedu Cayleho grafov, si definujeme nasledovne:

Definicia 12. Cayleho graf, ktory md za zdklad konecni cyklicki grupu,

budeme nazyvat cirkulantny graf.

Bez ujmy na vseobecnostil budeme v nasledovnom texte pouZivaf iba

Lygetky cyklické grupy n prvkov st navzijom izomorfné
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konecénu cyklicka grupu (Z,, +).

4.1.2 Minimalny chordalny zmysel pre orientaciu

Chordalne oznacenie hran sme si v Casti 2.4.1 definovali pomocou cyklického
usporiadania urc¢eného funkciou nasledovnika. Ekvivalentni definiciu chor-

dalneho oznacenia hran dostaneme nasledovne:

Definicia 13. Je dany graf G = (V, E), pricom |V| =n. Nech ¢ : V — Z, je
prosta funkcia, ktord priradi kazZdému vrcholu c¢islo z konecnej mnozZiny Z,,.
Nech § : V xV —{0,...,n — 1} je funkcia, ktord vracia vzdialenost dvoch
vrcholov. Potom pre x,y € V, ((x) < ((y), é(x,y) je k < n také, Ze

() +k modn=_(y)

. Hranové oznacenie \ je chorddlne prave vtedy ked ¥V{(z,y) € E(x) plati:

A((z,y)) = 0(z,y).

Rozdiel definicii (3) a (13) spo¢iva iba v spdsobe, ako je definovana funkcia
. Zatial ¢o v prvom pripade sa vyhybame identifikacii vrcholov, v druhom
sme ju pouzili bez ujmy na vSeobecnosti. Vlastnost konec¢nej cyklickej grupy
nam zarucuje cyklickost usporiadania a ekvivalenciu oboch definicii.

Tato definicia néas priblizuje blizsie ku Cayleyho grafom, ktorych zaklad-

nou ¢rtou je stotoznenie vrcholov s prvkami grupy.

Veta 4.1. Chorddlny oznacenie hrdn v kompletnom reguldrnom grafe G je

minimdlne prdve vtedy, ked graf patri do triedy cirkulantnych grafov.

Dokaz. “=¢“ Mame regularny graf G oznaceny chordalnym oznacenim hran
s minimalnym poétom znaciek. Podla [8] takyto graf musi byt Cayle-
yho graf s Cayleyho oznacenim hran. Podla definicie 13 chordélneho
oznacenia hran existuje zobrazenie ( vrcholov do Z,. Pre kazdy vrchol
x € V aznackur € ¥ (pricom X C 7Z,) existuje vrchol y a hrana (z, y),
ze plati A\, ((z,y)) = r a zéroveil ((x)+r mod n = ((y). Kedze graf je
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kompletny, pre kazda dvojicu vrcholov z V' existuje cesta, ¢ize postup-
nost hran, ktora ich spaja. To je ekvivalentné tvrdeniu, Ze mnoZina X

generuje Z,. Teda G je cirkulantny graf.

Nech G je cirkulantny graf nad grupou (Z,,®). Z definicie Cayleyho
grafov, nech zobrazenie z vrcholov do mnoziny Z, je funkciou ( z de-
finicie 13. Potom, ak A\, ((z,y)) = r pre z,y € V a r € 3, potom z
definicie Cayleho grafov ((z) +r mod n = ((y). Z toho vyplyva, Ze
Cayleho oznacenie hran kazdého cirkulantného grafu je zaroven chor-
délne a minimalne.

]

Nasledovna veta bude uzito¢néa v dokazoch, ktoré budi nasledovat v dal-

sich kapitolach.

Veta 4.2. Nech G = CG((Zy,®),S) je neorientovany cirkulantny graf, teda

S = S7L. Potom platia nasledovné tvrdenia:

1.

2.

Pre kazdy prvok a € S a kaZdy vrchol v € V existuje prdave jedna

kruznica obsahujiuca tba hrany oznacené a resp. —a

Ak r = NSD(n,a) potom dizka tejto kruznice je n/r a pocet kruznic

je r. Pocet kruznic je r a tvoria 2-faktor grafu.

Dokaz. 1. Pre Va € § v Cayleyho grafe kazdy vrchol obsahuje hranu k

nemu incidentni s oznacenim a. Potom existuje Tubovolne dlhy sled
hran oznadenjch a s podiatkom v fubovolnom vrchole. Ak dizka sledu
je vacsia ako n, potom v slede existuju vrcholy, ktoré sa opakuju. Teraz
dokazeme sporom, ze vsetky vrcholy v slede sa opakuju a ze dostaneme
kruznicu. Nech existuju vrcholy ktoré sa v slede nevyskytuju viac ako
raz. Potom existuju susedné vrcholy v slede také, Ze jeden sa vyskytuje
prave raz a druhy sa opakuje. Z toho vyplyva, Ze existuju hrany lokalne
oznacené rovnakou znackou incidentné s vrcholom, ktory sa v slede

opakuje, ¢o je spor so zakladnou definiciou zmyslu pre orientaciu.
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Kazdy vrchol patri do prave jednej takejto kruznice, kedZe je incidentny

s prave jednou dvojicou hran oznacenych a a —a.

2. V Cayleyho grafe dizka kruZnice obsahujiicej hrany iba jednej dlzky
(dvojice znaciek) je rovna radu prvku grupy. Rad prvku je z definicie
najmensie také ¢islo k, Ze ka = n (mod n). Z toho hodnota ka je rovna
nsn(n,a). Nech r = NSD(n,a). Potom kedZe kar = an, plati k = n/r.
KedZe kazdy prvok sa nachadza v prave jednej kruznici, tychto kruznic
je spolu r a su disjunktné, teda tvojia 2-faktor grafu.

O

4.2 Hyperkocky

Vo vsSeobecnosti zmysel pre orientaciu vyrazne zlepsuje komunikacnt zlozi-
tost (kapitola 1.2). So znalostou topoldgie hyperkocky vSak vieme pri volbe
$éfa dosiahnuf omnoho niz§iu komunikaént zlozitost. V pracach [14, 15, 3|
autori prezentovali pristupy, ktorymi na hyperkocke dosahovali algoritmy so
zlozitostou ©(n), pricom vyuzivali tradiény dimenzionélny zmysel pre orien-
taciu. O to zaujimavejsi a prekvapivy je vysledok O(1) v praci [5] s pouzitim
chordéalneho zmyslu pre orientaciu, ktorym sa zaoberame.

V podkapitole 7?7 sme dokazali, ze kocka dimenzie 3 neméa minimalny
chordalny zmysel pre orientaciu a tiez, Ze najmensi chordalny zmysel pre
orientaciu na tejto kocke mé pocet hranovych oznaceni 4. Vyvstava priro-
dzena otazka zavislosti najmensieho poc¢tu hranovych oznaceni a zvySovania

dimenzie hyperkocky.

4.2.1 Hyperkocka a jej dimenzionalne oznacenie hran

Nech Q)4 je hyperkocka s dimenziou d. Jedna z moznych definicii hyperkocky

je nasledovna:

Definicia 14. Hyperkocka Qq je Cayleyho graf CG((Zs*,®),S), kde gene-
rujica mnozina S = {(0,---,0,1),(0,---,1,0),(1,---,0,0)}.
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Hyperkocka @), je teda graf, ktorého vrcholy reprezentuju vsetky binarne
d — zlokov vektory. Hrana spédja dva vrcholy prave vtedy, ked sa liSia prave v
jednej zlozke, ¢ize z jedného vektora dostaneme druhy vektor zmenou prave
jedného bitu.

Podla definicie 11 hrany st ozna¢ované prvkammi mnoziny S. Kazdy
vrchol mé incidentnych d hréan pridom kazd4 hrana je lokélne vzhladom k
vrcholu oznacena inym vektorom z mnoziny S. Hrana ma na oboch koncoch
ta ista znacku, ¢ize symetricka funkcia je identita. Tym padom nam na ozna-
Cenie kazdej hrany staci jedna znacka, ¢im dostaneme hranové ofarbenie d
farbami. Takyto zmysel pre orientaciu nazyvame dimenzionalny.

Pre zjednoduSenie mozeme hrany oznacit miesto vektora napriklad ¢is-
lom zlozky vektora sprava poc¢nic nulou, v ktorej sa nachadza bit 1 alebo
hodnotou, ktori dostaneme, ak ¢islo 2 umocnime na toto ¢islo. Nasledne sa
podla toho bude menit aj kédovacia a dekédovacia funkcia, ¢o je uz otazka

konkrétnej realizacie. Takyto zmysel pre orientaciu nazyvame dimenzionélny.

4.2.2 Najmensi chordalny zmysel pre orientaciu nie je
minimalny
V podkapitole 4.1.2 bola dokazana veta, ze ak ma graf G minimalny chor-
dalny zmysel pre orientaciu, prave vtedy, ked graf G patri do triedy cirkulant-
nych Cayleyho grafov. Kedze kocka dimenzie 3 nemé minimélny chordalny
zmysel pre orientaciu, nepatri do triedy cirkulantnych Cayleyho grafov. V
pripade, ze dokazeme vo vSeobecnosti pre hyperkocky dimenzii d > 2, Ze ne-
patria do triedy cirkulantnych Cayleyho grafov, potom spodné hranica pre

pocet hranovych oznaceni v najmensom chordalnom zmysle pre orientaciu

bude d + 1 vratane.

Lema 4.3. KaZda dvojica hran hyperkocky Q4 so spolocnym vrcholom patri
prdave do jednej kruinice dizky 4, co je najkratsia dizka kruznice v grafe hy-

perkocky Q.

Dokaz. Ak d je dimenzia hyperkocky, potom kazdy vrchol je jednoznacne
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uréeny vektorom zo Z,? a plati, ze hrana spaja dva vrcholy, ak sa lisia v
prave jednej z d suradnic vektora. Majme vrchol v a vrcoly u; a us, ktoré
su oba spojené hranou s vrcholom v. Nech u; sa liSi od v v i-tej stiradnici a
ug v j-tej stradnici, pricom ¢ # j. Potom u; a us sa navzajom lisia v dvoch
suradniciach, teda neexistuje medzi nimi hrana. Majme ale vrchol w, ktory
sa lisi od vrchola v v stradniciach ¢ aj j. Vidime, Ze existuja hrany, ktoré
spajaja vrchol w s vrcholmi u; aj ue, ¢im dostdvame kruznicu dizky 4. Ak
vrchol v je dany stradnicami (vg, vy, -+ ,v4-1)), potom existuje prave jeden
vrchol, ktory sa lisi v prave dvoch stradniciach danych indexami ¢ a j. Z
toho vyplyva, Ze existuje prave jedna kruznica urcend susednymi hranami a

to ta, ktora je dana vrcholmi v, uy, w, us. O
Lema 4.4. Vsetky kruznice hyperkocky Qg maji pdrnu diZku.

Dokaz. Vyuzijeme znamy poznatok, ze graf neobsahuje kruznicu neparnej
dlzky prave vtedy, ked je bipartitny (dokaz napr. v [2]). Mnozinu vrcholov
hyperkocky rozdelime na dve disjunktné podmnoziny. V jednej podmnozine
budu vrcholy, ktorych zapis reprezentovany vektorom bude obsahovat parny
pocet stradnic hodnoty 1, v druhej neparny pocet stiradnic hodnoty 1. Kedze
vrcholy st spojené hranou prave vtedy, ked v jednom vrchole zmenou prave
jednej stradnice z 1 na 0 alebo naopak dostaneme stiradnice druhého vrcholu.
7 toho vyplyva, ze v ani jednej z mnozin neexistuji dva vrcholy spojené

hranou a teda graf hyperkocky s dimenziou d je bipartitny. O

Veta 4.5. Nech d je dimenzia hyperkocky. Potom pre kaZdé d > 2 plati,
zZe hyperkocka s touto dimenziou nie je izomorfnd so Ziadnym cirkulantnym

grafom.

Dokaz sporom. Majme hyperkocku Qg a cirkulantny Cayleho graf G = CG(Z,, S),
kde n = 2¢ a |S| = d. Budeme predpokladat, Ze grafy st izomorfné.
Bez ujmy na vSeobecnosti, zvolme vrchol oznaceny Cislom 0 a k nemu
dve incidentné hrany nech st lokdlne oznacené a a —a, pricom a, —a # a
st navzajom inverzné prvky S a reprezentuji prirodzené ¢isla zo Z,. Podla

lemy 4.3 tato dvojica hran patri prave jednej kruznici dlzky 4. Uvazujic b, c
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Obr. 4.1: Pomocné obrazky k dokazu vety 4.5

ako dalsie prvky generujicej mnoziny S a tiez k nim inverzné prvky, —b a
—c, majme vo vSeobecnosti vrcholy a hrany tejto kruznice oznacené ako na
obrazku 4.5a. Plati z = a+b = —a—c (mod n) a tiez 2a+b+c =0 (mod n).

Rozoberme nasledovné pripady:

e Vseobecny pripad, pre hranové oznacenia a, b, c.
7 uvedeného vyplyva, Ze existuje hrana incidentnd k vrcholu oznace-
nému a, ktora je lokdlne oznacena c. Nech vrchol na opa¢nom konci
hrany je oznaceny y = a + c. Existuje hrana incidentna k vrcholu vy,
ktora je lokalne oznacend b. Kedze ¢ + b = b+ ¢ (mod n), potom na
konci tejto hrany sa nachadza vrchol oznaceny —a ako na obr. 4.5b.

Dostavame spor s lemou 4.3.

e Pripad, ked b = ¢ (vynimka z predoslého pripadu, kedze vrcholy ozn.
x a y takto splyvaju).
Existuju hrany incidentné k vrcholu oznac¢enému 0, ktoré majt znacky
b a —b. Tieto hrany spajaja vrchol oznaceny 0 s vrcholmi oznacenymi b
a —b. Z vrchola oznaceného b vychadza hrana s lokdlnym oznacenim a
a podobne z vrchola oznac¢eného —b vychadza hrana s lokalnym ozna-
¢enim —a. Obe tieto hrany koncia vo vrchole ozna¢enom x ako na obr.
4.4d. Ked sa pozrieme na vrchol oznaceny a, tak si vSimneme, Ze hrany

z neho vychadzajice, ktoré si lokoalne oznacené —a a b, tvoria v grafe
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nie jednu, ale tri kruznice, ¢o je v spore s lemou 4.3.

e Pripad, ked a = b = ¢ (vynimka z oboch predoslych pripadov).
Stvorec uréeny vrcholom oznacenym 0 a k nemu incidentnymi hranami
a a —a bude mat teraz vSetky hrany oznac¢ené znackami a a —a, ako je
to zobrazené na obrazku. Ked%e 4a = 0 (mod n) aa < 247! (inak by vr-
chol oznaceny 0 bol totozny s vrcholom ozn. z), potom a = 2¢/4 = 242,
KedZe pocet vrcholov grafu je 2¢ a graf je stvisly, musi existovat pr-
vok r € S, ktory je neparny (parne prvky nestadia na vygenerovanie
celej grupy). Potom kazdy vrchol v grafe mé prave jednu hranu ozna-
¢enu r. KedZe prvok r je sdm o sebe generatorom grupy (rdd prvku
je m), potom cesta tvorend hranami oznacenymi r je Hamiltonovska
kruznica. Z toho vyplyva, Ze existuje cesta z vrcholu oznaceného 0 do
vrcholu oznaceného a = 2972 tvorend iba hranami oznac¢enymi r. Nech
dlzka tejto cesty je k. Z tejto cesty vytvorime kruznicu dizky k + 1,
ked priddme hrany spajajticu vrchol ozna¢ny 0 s vrcholom oznac¢enym

a. Potom plati:

kr —a=0 (mod n)

kr =a (mod n)

KedZe r je neparne ¢islo a ¢isla a a n si parne, k musi byt parne ¢islo.
Potom dlzka kruznice je k + 1, &o je neparne &islo a dostavame spor s

lemou 4.4.

4.2.3 Horné ohranicenia poc¢tu znaciek

V predoslej kapitole sme dokazali, ze pre Hyperkocku (), nestaci d znaciek na
dosiehnutie chordalneho zmyslu pre orientéciu, ktory je zarovenl minimalny.
Potrebujeme aspon d+ 1. V tejto podkapitole ohrani¢ime najmensi potrebny

pocet znaciek zhora.
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KedZe prirodzenym hranovym oznacenim hyperkocky je dimenzionélne
(podkapitola 4.2.1), méze byt uzitocné z neho vieme priamociaro vytvorit

chordalne hranové oznadenie.

Veta 4.6. Majme hyperkocku Qg a zobrazenie ¢ : 'V — 7, také, ktoré zobrazi
vrchol v € V' na ¢islo 2%4-1 4 2%-1 ... 2% kde (ag_1,aq-1," - , Qo) je vek-
tor zo 7" reprezentujici vrchol v. Chorddlne oznacenie vrcholov s takymto

cyklickym usporiadanim (podla funkcie ¢) pouZiva 2d — 1 znadiek.

Dékaz. Ekvivalentny pohlad na vektory z Zx? je, Ze sa na ne mozeme pozeraf
ako na d-bitové binarne c¢isla. Potom vsetko, ¢o funkcia ¢ robi, je preklad z
binarneho do desiatkového zépisu. Kedze vektory st spojené hranou prave
vtedy ked sa lisia v prave jednom bite, v tomto preklade to znamend, ze
rozdiel dvoch ¢&isel reprezentujicich tieto vrcholy je 2¢, kde i je poradie bitu
sprava poc¢ntic nultym. Ak teda pre vy, v, € V plati ((v;) + 2° mod 2¢ =
((vq), potom ((vg) + (2¢ — 21) mod 2¢ = ((v;). Vidime, %e hrany v tomto
chordalnom oznaceni budt oznacené navzajom inverznymi dvojicami znaciek
20 a (2% —2%) pre 0 < i < d — 1. Vzhladom na to, ze 277! je v grupe (Zoa, ®)
inverzny sam k sebe, bude pocet znacie v tomto chordalnom oznaceni rovny
2d — 1. [

Ukézeme si vSak spdsob oznacenia hran, s ktorym sa nam podari vylepsit
tato hornt hranicu o 1, ¢ize dostaneme chordalny zmysel pre orientaciu, ktory
bude pouzivat 2d — 2 hran. Budeme postupovat induktivne:

Hyperkocka malej dimenzie, ktort si mozeme zobrat za zaklad je Stvorec
()2 dimenzie, ktory pouziva 2d — 2 = 2 znaciek.

Teraz urobme indukény krok. Majme hyperkocku ()r dimenzie k, ktora
pouziva 2k — 2 znaciek. Pomocou oznacenia hran tejto hyperkocky vytvorime
oznacenie hran na hyperkocke )y dimenzie k + 1. V kocke Q)51 najdeme
dve vrcholovo disjuktné podkocky dimenzie k (ktoré st navzajom oddelené
hranami nejakého 1-faktoru). Nech zobrazenia z; : V(Qxr) — V(Qkt1) a
21 : V(Qg) — V(Qk41) zobrazuju vrcholy z Qy kazdé do prislusnej podkocky,
pricom pre v € V(Qg) a wi,we € V(Qry1) plati z1(v)) = wy a 25(v)) = we
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prave vtedy ked w; a ws s spojené hranou, ktord nepatri ani do jednej z
vybranych podkociek hyperkocky Qy.;. Potom, ak (; je zobrazenie repre-
zentujuce cyklické usporiadanie vrcholov v chordalnom hranovom oznaceni
Qy, vytvorme zobrazenie (i1 : V(Qpy1) — Zoar1 reprezentujuce cyklické

usporiadanie vrcholov v Qg11. Nech pre v € V(Qx) a w € V(Qg41) plati:

| 26() ak w = 2 (v)
Cer1(w) = { 2(0)+1  ak w = z,(v)

Nésledne mozeme chordalne oznacif hrany celej Q.1 podla vzdialenosti v
tomto vytvorenom usporiadani. Z definicie (1 vyplyva, ze hodnoty znaciek
v oboch podkockéch sa zdvojnésobili, ¢ize st vSetky parne a ich pocet zostal

nezmeneny. Pre w; = 21 (v) a wy = 25(v) vSak plati:

Ck+1(w2> - €k+1(w1) =1

Tym vznikaji dve oznadenia hrdn, a to 1 a (2471 — 1), ktoré st obe nepéarne
a oznacuju hrany spominaného 1-faktoru.

Takto dostavame v k + 1 rozmernej hyperkocke Q1 pocet hranovjch
znaciek rovny 2k —2+2 =2(k+ 1) — 2.

Indukény krok pre Q2 a Q3 je ilustrovany na obr. 4.2.

Obr. 4.2: Indukény krok pre Q2 a Q5.
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4.3 Zovseobecnené Petersenove grafy

V podkapitole 3.2 sme spominali Petersenov graf ako priklad kubického grafu,
ktory je vrcholovo tranzitivny, teda aj cyklicky symetricky, a zaroven neexis-
tuje hranové znacenie A, pre ktoré by mal tento graf minimalny zmysel pre
orientaciu. Cielom tejto podkapitoly je preskiimat nekonecéni triedu zowvse-
obecnenych Petersenovych grafov, ktora sa javi ako vhodny kandidat spome-
dzi tried grafov, ktorych najmensi zmysel pre orientaciu nie je vo vSeobecnosti
minimalny.

Okrem toho, trieda zovSeobecnenych Petersenovych grafov je vhodna na
skiimanie aj z praktického hladiska. Podla [12] bola navrhnuta ako topolé-
gia vhodna na zlepSenie latencie a krehkosti sieti s jednoduchou kruhovou

topolégiou (Ring).

4.3.1 Definicia zovseobecneného Petersenovho grafu

PodTla [1], zovSeobecneny Petersenov graf GP(n, k), kden >3al <k <n/2

je graf, ktory pozostava
e 7z mnoziny vrcholov
{Uo, Uy ..., Up—1,V0,V1,y... ,’Unfl}
e 7z mnoziny hran
{Uith(i+1 mod n)» WiVis Vi¥(itk modn) : 0 <1 <n—1}

Graf teda pozostava z vonkajsej kruznice tvorenej n vrcholmi, vnatro tvori
cirkulantny graf n vrcholov stupna 2 a zodpovedajice vrcholy vnitornej a
vonkajsej Casti st spojené hranami tvoriacimi 1-faktor.

Na obrazku 4.4 vidime zastupcov tejto triedy grafov.

4.3.2 Minimalny chordalny zmysel pre orientaciu

Vo vSeobecnosti minimalny zmysel pre orientaciu so symetrickym hranovym

oznacenim maju zovSeobecnené Petersenove grafy, ktoré su zaroven Cayleho
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Obr. 4.3: Zovseobecnené Petersenove grafy GP(nk) pre 3 < n < 8 (zdroj:
http://mathworld.wolfram.com/GeneralizedPetersenGraph.html)

grafy. V praci [11] autori dokazali, ze zovSeobecneny Petersenov graf G P(n, k)

je Cayleyho graf prave vtedy ked k> =1 (mod n).
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(a) GP(3,1) (b) GP(4,1) (c) GP(5,2) (d) GP(6,2)

Obr. 4.4: Zastupcovia triedy zovSeobecnenych Petersenovych grafov 4.5

V nasledovnom texte dokdzeme pomocné lemy a nakoniec sformulujeme
tvrdenia charakterizujicu podtriedy tychto grafov, ktoré su zaroven cirku-
lantné grafy a teda maji minimalny zmysel pre orientaciu s chordalnym

oznacenim hran.

Lema 4.7. Zovseobecny Petersenov graf GP(n, k) je bipartitnyg prdve vtedy

ked n je pdrne a k je nepdrne.

Dokaz. Vrcholy vonkajsej kruznice vieme zafarbit dvomi farbami préve vtedy
ked kruznica mé péarnu dizku, z toho n musi byt parne. Zafarbenie vrcholov
na vonkajsej kruznici urcuje zafarbenie vrcholov vo vnutornej casti grafu.
KedZe pre lubovoIné vrcholy na vonkajsej kruznici je ich vzdialenost na tejto
kruznici parna, potom vnitorné vrcholy rovnakej farby nie st susedné prave

vtedy, ked k je neparne?. O

Lema 4.8. Neorientovany kubicky suvisly cirkulantny graf s poctom vrcholov

2n, kde n je pdrne ¢islo, obsahuje aspori jednu kruznicu nepdrnej dizky.

Dokaz. Velkost generujiicej mnoziny je 3, jeden z prvkov teda musi byt prvok,
ktory je sam k sebe inverzny a jeho hodnota je n, ¢o je parne ¢islo. Kedze
mame upny graf, zvysné dva prvky generujiicej mnoziny s neparne. Nazvime

ich a a —a. Bez ujmy na vseobecnosti, vezmime vrchol, ktory je oznaceny

2Dékaz tejto lemy je priamodiary, preto je zrejmé, Ze bol uvedeny v aspoil jednej praci
predo mnou. Nepodarilo sa mi vSak najst ani jednu konkrétnu pracu, ktord by som mohol

citovat.
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¢islom 0. Tento vrchol je spojeny s vrcholom s ¢islom n hranou oznacenou
n. V cirkulantnom grafe existuje kruznica zlozena iba z hran oznacenych
jednoou znackou. Pozrime sa na kruznicu prechadzajucou vrcholom s ¢islom
0, ktora obasahuje iba hrany oznacené a. Nech z je najvicsi spoloény delitel
Cisel 2n a a, a zéaroven n, kedZze a je neparne. Potom kruznica mé dizku
2n/x. Kedze n deli z, potom polovica kruznice so zaciatkom vo vrchole s
¢islom 0 dosiahne svoj koniec prave vo vrchole s ¢islom n. Vzhladom na to,
ze n je parne, kruznica, ktora vznikne doplnenim tejto polkruznice s hranou

oznacenou n, ma neparnu dizku. O]

Veta 4.9. Zovseobecneny Petersenov graf GP(n, k) pre pdrne n nemd mini-

malny chordadlny zmysel pre orientdciu.
Dokaz. Dokaz rozdelime na dva pripady:

e k je neparne:
Nech G = GP(n, k) s pArnym n a neparnym k. Z lemy 4.7 vyplyva, Ze
véetky kruznice v G’ majt parnu dizku [2]. Nésledne ako dosledok lemy
4.8 dostavame, Ze zovseobecneny Petersenov graf GP(n,k) s parnym
n a neparnym k nie je izomorfny so ziadnym cirkulantnym grafom a
tym padom pren neexistuje chordalne oznacenie hran s minimalnym

zmyslom pre orientaciu.

e k je parne:
Nech G = GP(n, k) s pArnymi n aj k. Potom v grafe G existuje kruznica
dlzky k + 3, ktort popiSeme nasledovne: Kruznica sa sklada z obliku
vonkajsej kruznice grafu dlzky k. K obliku priddme dve hrany, ktoré
spajaju krajné vrcholy oblika s vntutrom grafu v dvoch vrcholoch. Tieto

dva vrcholy st spojené hranou, ¢im dostavame kruznicu dizky k + 3.

Najmensi GP(n, k) s pArnymi n aj k je GP(6,2). Vyplyva to z definicie
vSeobecnych Petersenovych grafov, kde plati nerovnost k£ < n/2. V
nasom pripade 6 < n a teda 3 < n/3. Z toho dostdvame nerovnost

k+3<n.
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Sporom. Nech graf G je izomorfny s cirkulantnym grafom CG((Za,, ®), {a,n, (2n—

a)}). Kedze n je parne, potom a je neparne a nesudelitelné s n aj 2n.

Majme v tomto grafe kruznicu neparnej dizky tvorent hranami so znaé-
kami a, (2n—a) a n. Kedze znacky a a (2n—a) sa po paroch séitavanim
zrusia, nech [ je rozdiel po¢tu znaciek a a (2n — a) (znaciek typu a je
bez ujmy na vSeobecnosti viac). Nech pocet hran oznacenych n je m.

Potom platia nasledovné vztahy:

[+m=1 (mod 2)
la+mn=0 (mod 2n)

7 kongruencii vyplyva, ze m je neparne a [ je parne. Potom plati:

la+n=0 (mod 2n)

la=n (mod 2n)

Tento vztah vzhladom na nestdelitelnost a a n plati pre [, ktoré je
nenulovym nasobkom n, z ¢oho dostavame, ze [ > n, ¢o je spodnou
hranicou dizky kruznice v cirkulantnom grafe a zaroveii sporom s exis-

tenciou kruznice dizky k + 3 < n.
O

Veta 4.10. Zovseobecneny Petersenov graf GP(n, k) s nepdrnym n md mi-

nimdlny zmysel pre orientdciu prdave vtedy ked k = 1.

Dokaz. Nech G = GP(n, k) s neparnym n a k = 1. Potom vonkajsia aj
vnatornéa ¢ast grafu G st kruznice dizky n také, Ze ak existuje hrana
(u1,us) na vonkajSej kruznici, hrana (vy,vs) na vnatornej kruznici a
hrana (uq,v;) medzi nimi, potom existuje aj hrana (us, v3). Takyto graf
je izomorfny s cirkulantnym Cayleyho grafom CG((Za,, ®), {a,n, (2n—
a)}), pricom hrany na vonkajsej aj vnttornej kruznici st oznacené znac-
kami a a (n — a), kde a < n je parne ¢islo nestdelitelné s n a hrany

medzi nimi (1-faktor) st oznacené znackou n. Uvedend konstrukcia plati
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vdaka tomu, Ze pre vSetky parne a < n nestudelitelné s n najvicsi spo-

lo¢ny delitel a a 2n je 2. Plati to napriklad pre a = 2.

Teraz dokazeme, Ze 3-regularny cirkulantny graf s poc¢tom vrcholov 2n,
kde n je nepérne, je izomorfny s GP(n, k) prave vtedy, ked spliia vyssie

uvedené oznacenie hran a teda plati, ze k = 1.

Nech cirkulantny Cayleyho graf G = CG((Zay, @), {a,n, (2n —a)}) je
izomorfny s grafom GP(n, k) pre n neparne. Nech vonkajsie kruznica
je tvorend m hranami oznac¢enymi n a nech [ je rozdiel poctu znaciek
a a po¢tu znaciek (2n — a) v jednom smere prechddzanie kruznicou.

Rozdielom sa zbavime parneho poétu znaciek a a (2n — a), kedze a +
(2n —a) mod 2n = 0.

Bez ujmy na vSeobecnosti znaciek a je viac ako (2n — a) (ak by to bolo
naopak, tak budeme kruznicou prechadzat opaénym smerom). Kedze
dlzka kruZnice je neparna a ostranenim parneho poc¢tu hran sa parita
zachovava rovnako ako aj odstranenim dvojic navzajom inverznych zna-

¢iek, plati:

I+m=1 (mod 2)
la+mn=0 (mod 2n)

Dostavame dve moznosti:

Nech m je neparne a [ je parne:
Potom mn je neparne a la je parne, ¢im sucet la + mn je neparny

a to je spor s druhou kongruenciou.

— Nech m je parne a [ je neparne:
Ak mé byt zachovand druhé kongruencia, ¢ize sucet la + mn ma
byt parny, potom a je parne.
Nech r je najvicsi spolo¢ny delitel ¢isel a a 2n. Potom podla vety
4.2 kazdy vrchol grafu patri do kruznice dizky 2n/r tvorenej iba

hranami oznacenymi ¢islom a. Z toho vyplyva, ze takychto kruznic
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sa nachadza v grafe a, st disjunktné a st v nich obsiahnuté vsetky
hrany s ozna¢enim a (resp. (2n — a)).

Jediné hrany, ktoré zostavaju zatial neobsiahnuté, st hrany s ozna-
¢enim n. Tieto hrany spajaju vrcholy, ktorych vzajomna vzdiale-
nost je n. Ak vrchol s hodnotou ¢ patri kruznici dizky 2n /7, potom
ostatné vrcholy tejto kruznice maju hodnoty c+r mod 2n, c+ 2r
mod 2n,--- ,c+ (2n/r —1)r mod 2n. Kazdy z vrcholov obsahuje
prave jednu hranu, ktora nepatri do tejto kruznice, a to hranu s
oznacenim n. T4 spaja vrchol s hodnotou ¢ s vrcholom s hodnotou
c+mn mod 2n a podobne ostatné vymenované vrcholy kruznice s
vrcholmi ¢+ 7 +n mod 2n,c+2r +n mod 2n,--- ¢+ (2n/r —
1)r +n mod 2n. Vidime, zZe tieto vrcholy st o seba vzdialené o
vzdialenost, ktora je nasobkom r, teda tiez tvoria kruznicu dizky
2n/r.

Z toho vyplyva, Ze dve kruznice vytvaraju kruznicovy péar vdaka
hrandm oznacenym n. Tento par je disjunktny od zvysku grafu.
Dostévame teda r/2-komponentovy graf. Jedine v pripade, ze r =

2, je graf suvisly.

Zatial ¢o tento dokaz je vo svojej forme zaujimavy, posledné myslienky je
mozné zjednosusit nasledovne: Ak b je parne ¢islo, potom aj (2n —b) je parne
¢islo a tieto dva navzajom inverzné prvky nie st nesudelitelné a sami o sebe
teda nemozu generovat grupu Zs,. Preto, ak cirkulantny graf G je stuvisly, je
potrebné aby prvky generujicej mnoziny b a n boli navzajom nestdelitelné.
Ak b a n st nesudelitelné, potom najvacsi spolo¢ny delitel b a 2n je 2.

O

4.3.3 Horné ohranicenia poc¢tu znaciek

Zatial ¢o v predoslej podkapitole sme stanovili spodnii hranicu pre najmensi
pocet znaciek v chordalnom zmysle pre orientaciu v zovSeobecnenom Pe-

tersenovom grafe, v tejto podkapitole najdeme hornt hranicu pre vsetky
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zovSeobecnené Petersenove grafy.

Veta 4.11. Pre lubovolny zovSeobecneny Petersenov graf GP(n, k) ezistuje
chorddlne oznacenie hrdn s poctom znaciek mensim alebo rovnym 6. Ak n je

neparne, staci b znaciek.

Dokaz. Ukazeme si konkrétny priklad chordalneho oznacenia ubovolného zo-
vSeobecneného Petersenovho grafu GP(n, k) s po¢tom znaciek najviac 6.

Majme zobrazenie ¢ : V — Zs,, v ktrom sa vrcholy vonkajsej kruznice
zobrazia na parne ¢isla, pri¢om cyklické poradie zostane zachované (zvolime si
nejaky smer na kruznici). Nésledne vrcholy vnttornej ¢asti grafu zobrazime
na neparne ¢isla tak, aby platilo, ze ak vrchol v je z vonkajsej kruznice a
vrchol w z vnutornej casti, tak hrana medzi tymito grafmi existuje prave
vtedy, ked ((v) + 1 mod 2n = ((w). Nésledne medzi vrcholmi vnitorne;
Casti bude hrana prave vtedy ked vzdialenost medzi nimi je 2k, ¢ize ((w;)+1
mod 2n = ((ws). Vonkajsia kruznica bude teda tvorena hranami so znackami
2 a 2n — 2, vnutro 2k a 2n — 2k a 1-faktor medzi nimi znackami 1 a 2n — 1.
Této konstrukcia by sa dala zovseobecnit pre 1-faktor so znackami a a 2n —a
pre neparne a.

V pripade neparneho n plati n = 2n — n. Ak za a v predoslom odstavci
dosadime n, dosiahnem pocet znaciek 5. Priklad takéhoto oznacenia hran je
na obrazku 4.5. [

Désledok 4.12. Pre GP(n, 1), kde n je pdrne md najmensi chorddlny zmysel

pre orientdciu pocet znaciek 4.

Dokaz. Ak za k v dokaze predoslej vety dosadime 1, dostavame oznacenia
hran vnutornej cCasti grafu rovnaké ako vonkajsej, ¢im dostavame pocet 4.

Ten je zhodny s dolnou hranicou vyplyvajicou z vety 4.9 pre n parne. [
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Obr. 4.5: Chordélne hranové oznacenie Petersenovho grafu GP(5,2) pomocou

5 znadiek.



Kapitola 5
Vypoctové metody

Na hladanie najmensieho poc¢tu hranovych oznaceni chordalneho zmyslu pre
orientaciu v hyperkockach pomocou pocitaca boli pouzité nasledovné dva al-
goritmy a pre malé pripady skimanych tried grafov boli zistené vysledky,
ktoré davaji podnety pre dalSie skiimanie tychto tried v stvislosti s najmen-
$im poc¢tom hran potrebnym na vytvorenie chordalneho zmyslu pre orienta-

ciu.

5.1 Algoritmus 1: Generovanie permutacii vr-

cholov

Hyperkocka dimenzie d ma n = 2¢ vrcholov. Permutécii vietkych vrcholov je

n! = 241

Vstup:

Graf reprezentovany mnozinou vrcholov a hran.

Vystup:

Pocet hran najmensieho chordalneho zmyslu pre orientaciu grafu.

Princip:
V cykle (alebo pomocou rekurzie) generujeme vsetky cyklické usporia-

dania vrcholov a pre kazdé z nich vytvorime chordalne oznacenie hran
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a zistime pocet roznych znaciek. Pamitame si zatial najmens$i pocet
znaciek. Algoritmus skonéi, ak boli overené vsetky permutacie vrcho-

lov.

Analyza:
Vzhladom na to, Ze ide o cyklické usporiadanie vrcholov, zafixujeme si

prvy prvok a permutujeme zvy$né prvky, ¢o robi (n — 1)! permutécii.

Implementacia:
Algoritmus bol najprv implementovany v jazyku Java a potom aj v

C++ pre pripadné znizenie casu vypoctu, ktoré vsak nenastalo.

5.2 Algoritmus 2: Zistovanie podgrafu cirku-

lantného grafu

Ide o tspesnejsi algoritmus, avSak vyuzivajaci zlozitejsi princip. Algoritmus
vyuzival nasledovny poznatok: Ak chordalny zmysel pre orientaciu na k-
reguldrnom grafe G vyuziva m > k hranovych oznaceni, potom existuje
podgraf cirkulantného grafu nad grupou (Z,,+) s generujicou mnozinou
velkosti m, kde n = 2¢, taky, ze G je izomorfny s tymto podgrafom. Pripad,
Ze nastane rovnost k = m by znamenal, %e graf G by bol sam cirkulantnym
grafom.

Pocet hran cirkulantného grafu nad grupou (Z,,+) s generujicou mno-
zinou velkosti m je nm/2, zatial ¢o pocet hran k-regularneho grafu je nk/2.
To znamené, ze ak existuje chordalne oznacenie hran hyperkocky vyuziva-
juce m hranovych znaciek, potom existuje n(m — k)/2 hran takych, ze ak
ich odstranim z uvedeného cirkulantného grafu, dostanem graf spomenutej
hyperkocky.

Algoritmus bol navrhnuty kvoli testovaniu bipartitnych grafov, o ktorych
bolo navyse zname, ze nemaji minimalny zmysel pre orientaciu. Testovany

bol teda pocet k + 1 hranovych znaciek.
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Vstup:

Graf reprezentovany mnozinou vrcholov a hran.

Vystup:
Algoritmus vratil FALSE, ak po odstraneni n(m—=k)/2 hrén z cirkulant-
ného grafu tento obsahoval stéle kruznicu nepéarnej dlzky. Algoritmus
vratil TRUE, ak po odstraneni n(m — k)/2 hran z cirkulantného grafu
boli vSetky kruZnice v grafe parnej dlzky.

Princip:
V cykle generujeme vsetky kombindcie a pre kazdu z nich backtrackom
prehladévame graf, pri¢om testujeme dizky vSetkych kruznic. Akonéhle

zistime kruznicu nepéarnej dlzky, skon¢ime backtrack.

Implementacia:
Algoritmus bol najprv implementovany v jazyku Java s pouzitim ob-

jektového pristupu.

5.3 Vysledky

5.3.1 Hyperkocky
Algoritmus 1

Implementovany algoritmus bol testovany iba pre hyperkocky dimenzii 3 a
4. Pre kocku dimenzie 3 algoritmus v zanedbadelne malom ¢ase potvrdil
vysledok 4 hranovych oznaceni. Pre hyperkocku dimenzie 4 algoritmus nikdy
nedopocital do konca, pretoze bol manualne preruseny vzhladom na dlha
dobu vypoctu (odhad 10-11 dni na 2.2 GHz jadre procesora) a pre dosiahnutie
ocakavaného vysledku pomocou iného pristupu v omnoho nizsom reidlnom

¢ase. Z uvedenych pricin algoritmus nebol testovany pre ziadne vicsie vstupy.
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Algoritmus 2

Druhy implementovany algoritmus bol pouzity na testovanie toho, ¢i hyper-
kocka dimenzie d = 4 je podgrafom nejakého 5-regulédrneho cirkulantného
grafu s po¢tom vrcholov 2%. Algoritmus vratil zdporni odpoved, ¢oho do-
sledok je, ze najmensi chordalny zmysel pre orientaciu hyperkocky )4 mé

oznadenie so 6 znackami.

5.3.2 ZovsSeobecnené Petersenove grafy
Algoritmus 1

Implementovany algoritmus bol testovany na GP(n, k) pre vSetky n < 7 a

vSetky platné k < n/2. Vysledky st nasledovné:

e Najmensi pocet znaciek 3: Zo skimanych grafov dosahovali tie,

ktoré mali n neparne a k = 1.

e Najmensi pocet znaciek 4: Zo skimanych grafov dosahovali tie,

ktoré mali n parne a k = 1.

e Najmensi pocet znaciek 5: Zo skimanych grafov dosahovali tie,

ktoré mali k = 1.

Pre n > 7 vypocet trval dlho a bol z rovnakych pric¢in ako pri hyperkockach

preruseny.

Algoritmus 2

Pri zovseobecnenych Petersenovych grafoch bol druhy z algoritmov pouzity
iba pre GP(8, 3), kedZe je to najmensi bipartitny zovseobecneny Petersenov
graf, pre ktory k£ > 1. KedZe z vety 4.9 vyplyva, Ze bipartitné zovseobecnené
grafy nemaju zmysel pre orientéciu, bolo testované, ¢i graf GP(8,3) moze
mat najmensi chordéalny zmysel pre orientaciu s po¢tom znaciek 4. Pre kazdy
4-regulérny cirkulantny graf vSak algoritmus vratil zapornt odpoved, ¢im sa

spodnd hranica zvysila na 5.



Kapitola 6
Zaver

V préci sme presktimali dve triedy regularnych grafov, hyperkocky a zovse-
obecnené Petersenove grafy, pricom sme hladali podmienky pre chordalny
zmysel pre orientaciu s ¢o najmensim poc¢tom hranovych znaciek.

Napriek tomu, zZe nadpis prace hovori o najmensom zmysle pre orientaciu,
ktory nie je miniméalny, vysledky prace hovoria aj o podtriedach grafov pri
ktorych dosahujeme minimalny chordalny zmysel pre orientaciu.

Najmens$i nie minimalny zmysel pre orientaciu sa podarilo najst iba pre
malt triedu grafov. Vicsina dosiehnutych vysledkov hovori o hodnote, pod
ktori1 pocet znaciek v najmensom neminimalnom zmysle pre orientaciu ne-
moze ist alebo o konstrukcii chordalneho zmyslu pre orientaciu so zatial
najmensim poc¢tom znaciek, ktory sa podarilo dosiahnut. Vtedy hovorime
o dolnom, resp. hornom ohraniceni najmensieho zmyslu pre orientaciu.

Pre triedu hyperkociek )4 s dimenziou d bolo dokazané, ze napriek tomu,
ze su podtriedou Cayleyho grafov, nedosahuji minimalny chordalny zmysel
pre orientaciu. To urcuje spodné ohranicenie d + 1 pre najmensi chordalny
zmysel pre orientaciu. Bolo ukéazané, Ze pre kazdu hyperkocku @)y existuje
chordalny zmysel pre orientaciu s poctom znaciek 2d — 2, ¢im bola uréené
horné ohranicenie.

Vypoctovymi metédami bol algoritmicky overeny najmensi chordalny

zmysel pre orientaciu hyperkocky ()4 a bol stanoveny na hodnotu 6 znaciek.



47

To vzbudzuje domnienku, ze pocet znaciek 2d — 2 je zaroven spodnym ohra-
ni¢enim pre vSetky hyperkocky. Pre vyssie dimenzie sa ukazal ¢as vypoctu
algoritmu prilis dlhy, preto nebol realizovany.

Pre triedu zovSeobecnenych Petersenovych grafov GP(n,k) boli dosia-

hnuté nasledovné vysledky:

e Pre parne n graf nema minimélny chordalny zmysel pre orientaciu, teda
spodnym ohranic¢enim najmensieho chordalneho zmyslu pre orientaciu

je pocet znaciek 4.

e Pre parne n a k = 1 bola najdena konstrukcia chordalneho zmyslu pre
orientaciu, ktora pouziva 4 znacky, ¢o je zhodné so spodnym ohrani-
¢enim. Tym sme dostali najmensi chordalny zmysel pre orientaciu v

tomto grafe.

e Pre neparne n ma graf minimélny chordalny zmysel pre orientaciu prave
vtedy, ked & = 1. Tym bola stanovena spodné ohranicenie 4 pre grafy

s neparnym n a k > 1.

e Vo vSeobecnosti bolo najdené horné ohranicenie 5 pre GP(n, k) s ne-

parnym n a 6 s parnym n.

Vypocty s pouzitim prvého z algoritmov pre GP(n,k) s n < 7 ukazali
pre k£ > 1 najmensi chordalny zmysel pre orientaciu s po¢tom znaciek 5. V
pripadoch k£ = 1 vysledky stihlasili so vSseobecnymi tvrdeniami dokdzanymi v
tejto praci. Graf GP(8,3) mohol byt vdaka svojej bipartitnosti prehladdvany

druhym algoritmom, avsSak ten potvrdil spodnt ohranic¢enie 5 pre tento graf.

Podnety pre dalSiu pracu

Dolné ohranicenie pre pocet znaciek v najmensom chordalnom zmysle pre
orientdciu v hyperkockach bolo zatial zistené iba o rozdiel velkosti 1 nad

velkostou dimenzie kocky. Motivaciou pre dalsiu pracu je najst funkciu f(d)

.....
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bude d+ f(d), v ideadlnom pripade dokézat, ze f(d) = d — 2. DalSou moZnos-
tou je asymptoticky znizit hornt hranicu 2d — 2. Toto sa v8ak nepredpoklada,
kedZe hornéd hranica dosahuje asponi pre 2 < d < 4 zaroven najmensiu hod-
notu.

Napriek najdenym ohrani¢eniam, otvorenym problémom zostava najdenie

najmensieho nie miniméalneho zmyslu pre orientaciu v Petersenovych grafoch

GP(n,k)s k> 1.
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