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Abstrakt

V praci sa zaoberame modifikaciou problému obchodného cestujiceho — problé-
mom dvoch obchodnych cestujucich, t.j. hfTaddme dve hranovo disjuktné hamilto-
novské kruznice, ktorych stcet dlzok je ¢o najmensi. Pre riesenie tohoto problému
sme pomocou dynamického programovania zostrojili exaktny algoritmus, ktorého
¢as behu je vyrazne lepsi ako ¢as behu trividlneho algoritmu. Dalej sme modifi-
kovali PTAS pre problém obchodného cestujiceho v euklidovskej rovine, aby sme
pomocou neho zostrojili PTAS pre problém dvoch obchodnjch cestujtcich. Na-
zaver eSte porovnavame prakticki vykonnost heuristik vyuzivajucich celoc¢iselné

linedrne programovanie.

KItéové slova: obchodny cestujici, PTAS, dynamické programovanie, celo-

¢iselné linedrne programovanie



Abstract

In this work we focus on modification of travelling salesman problem — 2-peripatetic
salesman problem, where the aim is to find two disjoint hamiltonian circles of
minimum total cost. We use dynamic programming to develop exact algorithm,
which running time is much smaller than running time of trivial algorithm. We
modified PTAS for travelling salesman problem in euclidean plane to develop PTAS
for 2-peripatetic salesman problem. We finish our work with practical comparison

of several heuristics using integer linear programming.

Key words: travelling salesman, PTAS, dynamic programming, integer linear

programming
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Uvod

Problém obchodného cestujiceho je pomerne znamy a dobre preskiimany problém
v teoretickej informatike. NavySe ma vela aplikicii v planovani, logistike, atd.

V tejto praci sa zaoberame modifikidciou problému obchodného cestujiceho.
Namiesto jednej hamiltonovskej kruznice budeme hladat dve hranovo disjuktné
hamiltonovské kruznice a budeme minimalizovat ich celkovt dlzku. Tento problém
nazveme problémom dvoch obchodnych cestujtcich.

Ako prvy tento problém zaviedol [Kra75|. V literatire sa spomina niekolko ap-
likacii tohoto problému. Napriklad [WCCO03] sktima néavrh ciest pre straznikov, kde
je cielom néajst niekolko réznych kruznic, aby sa cesty neopakovali. Dalsie aplika-
cie spomina [DLS07]. Napriklad pri transporte nebezpeénych materidlov chceme
distribuovat riziko a trasy kamiénov navrhnut tak, aby zdielali ¢o najmenej ciest.

V tejto praci navrhneme niekolko novych algoritmov pre rieSenie problému
dvoch obchodnych cestujicich. Praca je ¢lenena nasledovne: V kapitole 1 formalne
zadefinujeme problém a jeho variacie, ktoré budeme riesit. V kapitole 2 zhrnieme
doterajsie vysledky pri skiimani problému dvoch obchodnych cestujicich. V kapi-
tolach 3 a 4 sme navrhli algoritmy, ktorych vyznam je hlavne teoreticky. V kapitole
3 sme navrhli exaktny algoritmus pre rieSenie problému dvoch obchodnych cestu-
jucich. V kapitole 4 popisujeme PTAS pre instancie, kde vrcholy predstavuja body
v euklidovskej rovine. Napokon v kapitole 5 navrhneme niekolko novych heuristik

porovnavame ich vysledky s heuristikami znamymi doteraz.
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Kapitola 1
Definicia problému

V tejto kapitole forméalne zadefinujeme problém dvoch obchodnych cestujucich a

jeho variécie, ktoré budeme riesit.

Definicia 1.0.1 (Problém dvoch obchodnych cestujtcich) Majme dany uplnyg
ohodnoteny graf G = (V, E) sn vrcholmi, pricom kaZdd hrana e € E md dlZku c(e).
Cielom je ndjst dve hranovo disjuktné hamiltonovské kruznice K1y C E, Ky C F,

tak aby sucet ich dlZok bol minimdiny. KruZnice K, Ko budeme volat aj TSP-cesty.
Poznamka 1.0.1 Cenu hranu spéjajucej vrcholy u, v budeme oznacovat ako c(u, v).

V niektorych pripadoch kladieme na dizky hran dalsie obmedzenia. Jednym z

obmedzeni je trojuholnikovéa nerovnost:

Definicia 1.0.2 (Trouholnikova nerovnost) Hrany uhodnoteného grafu G =

(V, E) spliiagi trouholnikovi nerovnost, ak plati:
Vu,v,w € V : c(u,v) + c(v,w) > c(u, w)

Este silnejsim obmedzenim je pozadovat, aby vrcholy grafu zodpovedali bodom

v rovine, t.j. kazdému vrcholu priradime realne ¢isla x,, y, a vzdialenost vrcholov

u,v bude: c(u,v) = \/(Ty — )% + (Yu — Y0)2-
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Kapitola 2
Doterajsie vysledky

Problém dvoch obchodnych cestujtcich je zjavne NP-tplny, ako to dokazal uz
[Kra75], ked tento problém zadefinoval.
V nasledujuicich riadkoch uvedieme niekolko doterajsich vysledkov, ktoré sa

vyskytli pri rieSeni tohoto problému.

2.1 Aproximacéné algoritmy

D4 sa pomerne Tahko ukéazaf, Ze pre problém dvoch obchodnych cestujicich vo
vseobecnych grafoch neexistuje aproximacny algoritmus s konstantnym aproxi-
macnym pomerom. Ddkaz je v prakticky rovnaky ako pre problém obchodného
cestujuceho.

V pripade, Ze graf spliia trojuholnikovu nerovnost sa uz dajt najst approxi-
macné algoritmy. D4 sa napriklad ukazat, ze ak méa graf dostatocne vela vrcholov,
tak ku kazdej TSP ceste existuje TSP cesta, ktora je s fiou disjuktnd a ma dlzku
najviac rovnt (2 + ¢)-nasobku dlzky pévodnej cesty. Pouzitim 1.5-aproximécie pre
problém obchodného cestujiceho (JChr76]) vieme dostat (9/4 + €)-aproximacny
algoritmus.

D& dosiahnut aj 2-aproximad¢ny algoritmus, ako to je ukédzané v [AP0S§|. Hlav-
nou ideou je zostrojit najprv dve disjuktné kostry s minimalnou cenou pomocou

algoritmu uvedeného v [RT85|] a nasledne pomerne technickou konstrukciou zo-
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6 KAPITOLA 2. DOTERAJSIE VYSLEDKY

strojit s pouzitim tychto kostier dve disjunktné hamiltonovské kruznice.
V pripade, Ze ceny hran mozu byt len z mnoZiny {1, 2} existuje 11/9-aproximacny
algoritmus ([Giml|). V tomto ¢lanku sa nachadza navyse niekolko vysledkov pre va-

riaciu problému, kde cenu ciest maximalizujeme.

2.2 Riesenia pomocou celociselného linearneho

programovania

2.2.1 Riesenie problému obchodného cestujiiceho pomo-

cou celociselného linearneho programovania
Najprv zhrnieme niekolko vysledkov o rieseni problému obchodného cestujiceho
pomocou celo¢iselného linearneho programovania, ktoré sa nachadzaju v [BNGS].

Problém obchodného cestujuceho sa da priamociaro popisat nasledujicim ce-

lo¢iselnym linedrnym programom:

min Z cle)x,

eck
Za predpokladov:
Vee E:z. € {0,1} (2.1a)
VoeV: Y x. =2 (2.1b)
e€d(v)
VSCV,S#0: 2%22 (2.1¢)

e€d(S)
Kde §(v) je mnozina vSetkych hrén, ktoré maji koniec vo vrchole v a §(S) je
mnozina vSetkych hran, ktord maju jeden koniec v S a druhy v V' \ S.
Podmienky zabezpecuju, aby z kazdého vrchola vychadzali prave dve
hrany. Podmienky zabezpecuja, aby sme mali iba jeden cyklus. Tato formu-
lacia mé ale exponencidlne vela podmienok a na prvy pohlad je neuZzitocna.
Existuje formulécia, ktord mé iba polynomiélne vela podmienok. V tomto pri-

pade ale pouzijeme orientované hrany:
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min Z (i, 7)xs;

7]
Za predpokladov:
Vj#dg: Y ay =1 (2.2a)
i=1
Vi#ig: Y iy =1 (2.2b)
j=1
VZ,j,Z#Zo\/j#jouz—i-uj—l-nl'ugn—l (22C)

Cielom premennych u; je zaviest o¢islovanie vrcholov na kruznici. Tento prog-
ram ma sice len polynomidlne vela podmienok, ale ukazuje sa, Ze nie je lahko
rieSitelny pomocou beznych néstrojov na rieSenie celo¢iselnych linearnych progra-
mov.

Ukazuje sa, ze pomerne uc¢inny algoritmus je nasledovny:
1. Vytvor linedrny program, ktora obsahuje iba podmienky (2.1al), (2.1b]).
2. Najdi riesenie daného linedrneho programu.

3. Ak je riesenie linedrneho programu iba jedna kruznica, tak mame dobré rie-

Senie a skondi.

4. Inac¢ najdi porusené podmienky (2.1c) a pridaj ich do linedrneho programu.
A pokracuj krokom 2.

Tomuto postupu sa zvykne hovorit aj ,,subtour elimination®.

2.2.2 Riesenie problému dvoch obchodnych cestujicich po-

mocou celoéiselného linearneho programovania

V nasledujtcej Casti zhrnieme vysledky z [DLS07]. Priamym rozsirenim postupu

pre obchodného cestujiiceho na dvoch cestujtcich dostaneme nasledovny program:
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Za predpokladov:

Vee E:x. €{0,1} (2.3a)
Vee E :y. € {0,1} (2.3b)
Vee B:x,+y.<1 (2.3c)
YoeV: Zme:2 (2.3d)
e€d(v)
YoeV: Zye:2 (2.3e)
e€d(v)
VSCV,S#0: > x.>2 (2.3f)
e€d(S)
VSCV,.S#0: ) y>2 (2.3g)
e€d(S)

Sposob riesenie je podobny ako pri rieSeni problému obchodného cestujiceho
— najprv nepouzijeme Ziadne z podmienok (2.31), a postupne priddme len
porusené podmienky. V [DLS07] sa tento algoritmus nazyva ,3-index®.

Ukazuje sa, Ze tento algoritmus je pomerne pomaly a potrebuje vela iterécii rie-
Senia linearneho programu. Pri praktickom testovani na ndhodnych euklidovskych
grafoch je tento algoritmus tspesny maximalne pre grafy s 50 vrcholmi. Hlavnym
problémom tohoto algoritmu je, Ze pomerne ¢asto nastava taky pripad, ked len
prehadzujeme hrany z z do y a naopak.

V [DLS07] tento postup este vylepsili. Pouzili algoritmus s nasledujicou mys-
lienkou: Namiesto hladania dvoch disjuktnych hamiltonovskych kruznic budeme
hladat najlacnejsi 4-regularny 4-suvisly ['| podgraf. Néasledne ak sa tento podgraf
dé rozlozit na dve hamiltonovské kruznice, tak mame rieSenie. Toto sa nemusi
vzdy podarit, na je priklad grafu, ktory je 4-stuvisly a 4-regularny, ale nema
hamiltonovskt kruznicu.

Ak sa nam nepodari 4-faktor rozlozit na dve hamiltonovské kruznice, tak tento
4-faktor zakazeme a budeme hladat najlacnejsi nezakizany podgraf. Iny pohlad
na tento algoritmus je taky, ze v lineArnom programe zlii¢ine premenné x. a y. do

jednej, ¢ize aktualny program, ktory budeme nazyvat 2-index vyzera takto:

tu a v dalsom texte 4-stivisly znamené hranovo 4-stvisly
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eck
Za predpokladov:
Vee E:x. €{0,1,2} (2.4a)
VoeV: Y =4 (2.4Db)
e€d(v)
VSCV,S%@:Z%ZZL (2.4c)
e€d(S)

Aktudlne uz hladanie porusenych podmienok (2.4c) nie je také jednoduché.
Nesta¢i uz len hladat komponenty vzniknutého grafu potrebujeme hladat rezy,

ktoré maju velkost mensiu ako 4. Na toto moZzeme napriklad pouzit algoritmus z
[SW97].

na dve disjuktné hamiltonovské kruznice. Tento problém je NP-tiplny ako ukézal
[Pik96]. V [DLSO7] na riesenie tohoto problému pouzivaji upraveny 3-index algo-
ritmus. Takyto 2-index algoritmus funguje pre nahodné euklidovské grafy, ktoré

majui menej ako 200 vrcholov.
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Kapitola 3
Pomalé metody riesenia

V tejto kapitole sa budeme venovat pomalym metédam rieSenia problému dvoch
obchodnych cestujtcich. Najskor prezentujeme niekolko pomerne triviadlnych vy-
sledkov na zakladne znamych algoritmov a potom prezentujeme nas algoritmus,
ktory je asympoticky rychlejsi.

Navyse v tento kapitole budeme pouzivat oznacenie f(n) = O(g(n)), ktoré
mé rovnaky vyznam ako f(n) = O(g(n)n®W), t.j. okrem konstatnjch faktorov,

ignorujeme aj vsetky faktory, ktoré st mensie alebo rovné ako polynomialne.

3.1 Skusanie vSetkych moznosti

V grafe s n vrcholmi sa nachédza n! réznych kruznic. Pokial hfTaddme dve disjuktné
kruznice, tak roznych dvojic kruznic je O((n!)?). Kazda z tjchto moznosti vieme

overit v dase O(n). Celkovy ¢as algoritmu je teda O((n!)?).

3.2 Dynamické programovanie pre problém ob-

chodného cestujiceho

Problém obchodného cestujticeho sa d4 riesit pomocou dynamického programova-
nia v ¢ase O(2"n?) (JHK61]). Hlavnou myslienkou tohoto algoritmu je riesit pod-

problémy tvaru: Najdite najkratsiu cestu, ktora zacina vo vrchole 1, prechadza cez

11



12 KAPITOLA 3. POMALE METODY RIESENIA

mnozinu vrcholov X C V a kondi vo vrchole x € X.
Tento algoritmus vieme vyuzif pomerne priamociaro. Pre kazda z n! moznych
kruznic v ¢ase O(2") najdeme najkratsiu druht kruznicu. Takto dostaneme algo-

ritmus, ktory bezi v dase O(2"n!).

3.3 Lepsie dynamické programovanie

V tejto Casti prezentujeme vlastny exaktny algoritmus na rieSenie problému dvoch
obchodnych cestujucich.

Budeme robit dynamické programovanie priamo pre problém dvoch obchod-
nych cestujicich. Nas pristup bude podobny ako pri probléme obchodného cestu-
juceho. Budeme hladatf jednu najkratsiu cestu cez dant podmnozinu vrcholov X,
ktora zacina vo vrchole 1 a kon¢i v danom vrchole x. Potrebujeme eSte vyriesit
druhta kruznicu. V tomto pripade pouzijeme pomerne hrubi silu. Mnozinu X roz-
lozime na tri disjuktné mnoziny A, B, C. Vrcholy v mnozine A zatial do druhej
kruznice zapojené nebudi. Vrcholy v mnozine C' budi spojené v druhej kruznici s
inymi dvoma vrcholmi. A vrcholy v mnozine B budu spojené iba s jednym vrcho-
lom. CiZe druh4 kruznica je rozloZena na niekolko ciest, ktoré za¢inaju vo vrcholoch
mnoziny B, ida cez niekolko (alebo nula) vrcholov z mnoziny C' a nasledne koncia
vo vrchole z mnoziny B. Este ale potrebujeme jednu informaciu navyse — ktoré
koncové body ciest v mnozine B su spojené (¢ize mame rozdelenie mnoziny B do
dvojic). Tato informéciu potrebujeme nato, aby sme zabranili zacykleniu druhej
cesty.

V kone¢nom dosledku pre kazdu kombinaciu mnozin A, B, C' vrchola = a roz-
deleni vrcholov v mnozine B hladame cestu p cez vrcholy v mnoZine AU B U C,
ktora za¢ina vo vrchole 1 a konéi vo vrchole z a mnozinu ciest R, ktoré spliaji
podmienky mnozin A, B, C, kde cesty z R st disjuktné s p a navyse cesty z R a p
st v sucte ¢o najkratsie.

Tento podproblém vieme jednoducho riesit pomocou rieSeni mensich podprob-
lémov. Vyskusame vsetky predchadzajice vrcholy pre vrchol x v prvej ceste a

zaroven podla jeho prislusnosti do mnoziny A, B, C' si vyberieme vhodné zapoje-
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nie do druhej cesty (kontrolujeme, ¢i cesty st disjuktné a ¢i sa druhé cesta neza-
cyklila). KedZe nové hrany priddvame len poslednému vrcholu, vieme priamociaro

kontrolovat podmienku disjuknosti ciest.

Tento algoritmus vieme este urychlit jednym orezavanim. Velkost mnoziny B
moze byt maximélne Zn. V opa¢nom pripade by sme nevedeli tieto cesty spojit do
kruznice (kazdy zo zvysnych vrcholov vie spojit dva volné konce v mnozine B).

Teraz odhadneme zloZitost vyssie spominaného algoritmu. Hlavnym faktorom
bude pocet réznych podproblémov (vyrieSenie podproblému nam trva polyno-
mialny ¢as od n).

Nech P(2k) je pocet roznych rozdeleni 2k prvkov do dvojic:

(2k)!

P(2k) = 1ok

Pre jednoduchost dodefinujeme P(2k + 1) = P(2k).

Celkovy pocet podproblémov odhadneme zhora. Mame najviac 4™ moznosti pre
rozdelnie vrcholov do mnozin A, B, C' a zvySok. Jeden vrchol navyse vyberieme ako
Specialny. Este potrebujeme sparovat mnozinu B a na to mame najviac P (L%nj)

moznosti. A teda pocet roznych podproblémov méZzeme odhadnif ako:

S(n) < nda"P (EHJ)

Ked na P(2k) pouzijeme Stirlingovu approximéciu dostdvame:

- (2162);’“ o Lok pk kL)
PN = oy ) = ko)

s=0 (2 (2))

Rovnaké (az na polynomidlny faktor) je aj ¢asova zlozitost vyssie popisaného

Po dosadeni mame:

algoritmu.
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Kapitola 4
Aproximacéné algoritmy

Zamerajme sa teraz na instancie, kde vrcholy grafu reprezentuja body v rovine
a hrany vzdialenosti medzi nimi. V pripade obycajného problému obchodného
cestujiiceho existuje PTAS (polynomial time approximation scheme) ([Aro9§]),
t.j. algoritmus, ktory pre ITubovolny aproximacny pomer bezi v polynomidlnom
¢ase od velkosti vstupu.

My v nasledujicej casti pouzijeme myslienky z tohoto algoritmu a ukézeme
nas PTAS algoritmus pre problém dvoch obchodnych cestujtcich.

Hlavnou myslienkou algoritmu je pomocou techniky rozdeluj a panuj vybudo-
vat nad vstupom randomizovany quad-tree. Nésledne ukazeme, Ze pre (1 + 1/¢)-
aproximacny algoritmus staci, aby TSP-cesty pretinali hrany delenia iba O(c) krét.

NavySe tieto prieniky sa mozu udiat iba v niektorych $pecialnych bodoch.

4.1 Rekurzivne delenie

Pre zaciatok predpokladajme, ze vSetky body maju celociselné stradnice a vzdiale-
nost medzi nimi je asponi 8. Neskor ukézeme, Ze kazdy vstup vieme takto upravit a
ak budeme mat PTAS pre upraveny vstup, tak budeme mat PTAS aj pre povodny
vstup.

Nech vSetky body leZia vo vnitri Stvorca S so stranou L, ktorého lavy dolny roh

mé sturadnice [0,0]. NavySe bez ujmy na vSeobecnosti nech je L mocnina dvojky.

15
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Rekurzivnym delenim stvorca S nazyvame jeho rekurzivne delenie na men-
Sie Stvorce tak, ze kazdy Stvorec rozdelime deliacimi ¢iarami na Styri rovnaké
stvorce. Delit prestaneme, ked je strana Stvorca < 1. Toto delenie predstavuje 4-
arny strom, kde synovia kazdé ho §tvorca st $tyri mensie stvorce. Hibka takéhoto
stromu je najviac O(log, L). Stvorcom delenia intuitivne priradime trovne. Stvo-
rec S ma uroven 0, jeho synovia uroven 1, atd. Deliaca ¢iara ma troven i vtedy,
ked obsahuje hranu nejakého Stvorca trovne i, ale Ziadneho trovne viicsej ako 1.

Quadtree definujeme podobne az na to, Ze rekurzivne delenie skonc¢i vtedy,
ked v danom S$tvorci je najviac jeden bod. Kedze kazdy list quadtree obsahuje bod
zo vstupu, alebo je sturodenec takého listu, tak quadtree ma maximélne O(n) listov

a teda dokopy najviac O(nlog, L) Stvorcov.

Teraz popiseme posunuté delenie. Nech a, b st celé ¢isla a plati 0 < a,b < L.
(a, b)-posunutie rekurzivneho delenia definujeme tak, ze x-, y— suradnice kazdej
deliacej ¢iary zvysSime o a resp. b a nasledne spoc¢itame ich zvysSok po deleni ¢islom
L (vstupnymi bodmi nehybeme). Takisto posunieme aj okrajové ¢iary Stvorca (za-
¢nu tvorit deliace ¢iary). Povodny Stvorec pokladdme za zacykleny, teda okrajové
oblasti pri posunutom deleni tvoria stvisla oblast ako na obrazku [4.1]

7 posunutého rekurzivneho delenia vieme dodefinovat quadtree s posunom tak,

ze nebudeme delif $tvorce, ktoré obsahuju najviac jeden bod.

4.2 Portaly a (m,r)-lahké cesty

Nas algoritmus dovoli TSP-cestam pretinat ¢iary delenia iba v niekolkych predpi-
sanych bodoch, tzv. portaloch. Toto je na prvy pohlad trochu kontraintuitivne.
My ale dovolime cestujicim cestovat medzi bodmi po Iubovolnej ¢Giare, teda nie
nutne najkratsej ceste medzi dvoma bodmi (vid. obr. [4.1)). Stale ale zachovavame
disjuktnost ciest, t.j. ked jeden cestujuci ide z vrchola x do vrcholu y, tak druhy

nemdze ist z x do y ani z y do x (nech ide Tubovolne zakrivenou cestou).

Definicia 4.2.1 Nech m je pdrne kladné celé ¢islo. m-reguldrna mnoZina portdlov
pre posunuté rekurzivne delenie je mnozina bodov takd, Ze kazZdd deliacia ciara

urovne i obsahuje portaly vo vzdialenostiach mL
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Obr. 4.1: Posunuté rekurzivne delenie a portaly

Definicia 4.2.2 TSP-cesta sa nazgva (m,r)-lahkd ak pretina ciary rekurzivneho
delenia tba v m-reguldrnej mnozine portalov a navyse kaZdu hranu stvorca pretina

najviac r-krat.
Teraz sformulujeme hlavnt vetu, ktord dokazuje koreknost nasho algoritmu.

Veta 4.2.1 Nech ¢ > 0 je lubovolna konstanta. Nech je kaZdd nenulovd vzdialenost
vo vstupe asponi 8 a mech vsetky body leZia vo vnitri stvorca so stranou L. Nech
0 <a,b< L si vybrané nahodne. Potom s pravdepodobnostou aspori 1/2 existuji
dve disjuktné (m, r)-lahké TSP-cesty, ktorych dizka je mazimdlne (1+1/c)-ndsobok
optimdinej dizky, pricom m = O(clog, L), r = O(c).

Dokaz tejto vety uvedieme neskor. Najprv sa pozrime na hladanie najkratSich

(m, r)-Tahkych ciest.

4.3 Popis algoritmu

V tejto casti ukazeme ako sme algoritmus od [Aro98] upravili tak, aby riesil prob-
lém dvoch obchodnych cestujucich.

Ako sme uz spominali, algoritmus predpoklada, ze vstupna instancia je ,,slusna‘,
t.j.:
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e Body maju celociselné stradnice.
e Nenulové vzdialenost bodov je aspoii 8.
e Najvicsia vzdialenost bodov je O(n).

Vstupnd indtanciu upravime na instanciu, ktoré spliia tieto podmienky nasle-
dovne: Nech L je dlzka strany Stvorca v ktorom lezi vstupné instancia a d je
dlzka optiméalneho riesenia. Navyse plati Ly < d. V $tvorci vyrobime mriezku s

velkostou bunky 8%0 a kazdy bod presunieme do najblizS§ieho mrezového bodu.

nlo 4 Diyka dvoch kruZnic sa
8nc 4c

zmeni maximalne o 2%‘ Teraz zmensime vSetky vzdialenost Gifw krat. Teda vsetky

sturadnice budi celo¢iselné a minimalna nenulova vzdialenost bodov bude aspori 8.

Dlzka jednej kruznice sa zmeni maximélne o

Navyse dlzka strany §tvorca, v ktorom lezia body, bude O(nc), ¢o je O(n), kedze
c je konstanta. Po takejto transformacii, ale namiesto 1+ 1/c aproximécie musime
hladat 141/2¢ aproximéciu, ale to ndm nevadi, kedze ¢ moéze byt lubovolna kladna

konstanta.

V nasledujicom kroku zvolime hodnoty a,b — posuny quad-tree. Mozeme ich
zvolit ndhodne a uspokojit sa s tym, Ze mame iba pravdepodnostny algoritmus,
alebo mozeme postupne vyskusat vSetky hodnoty za cenu vyssej casovej zlozitosti
o faktor O(n?). Pre zvySok tejto kapitoly budeme predpokladat, %e a,b volime
ndhodne. Teraz mozeme skonstruovat posunuty quad-tree. Kedze po predchadza-
jucom kroku mame L = O(n) a hibka quad-tree je teda najviac O(log,n), potom
pocet §tvorcov v quad-tree je O(nlog,n) (lebo médme maximélne n listov). Tento
quadtree vieme pomerne jednoducho skonstruovat v ¢ase O(nlog,n).

Teraz ideme néjst v skonstruovanom posunutom quad-tree najst najlacnejsie
(m, r)-Tahké disjuktné TSP cesty. Vyuzijeme techniku dynamického programova-
nia.

Zoberme si §tvorec S z quad-tree a optimdlne (m,r)-Tahké TSP cesty. Prva z
nich pretina hranicu stvorca S postupne v bodoch ai,as, ..., agp, kde 2p < 4r a
druhd v bodoch by, by, . .., by, kde 2¢ < 4r.

Casti TSP ciest vo vnutri S je postupnost ciest, ktoré majt konce v bodoch

21, Q2;, T€SP. baj_1,b95, pre i =1,2,... p,resp. j = 1,2,...q. Tieto cesty navyse
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prechadzaji vSetkymi bodmi vo vnutri S a ich zjednotenie je (m, r)-Tahké. Navyse
su tieto cesty disjuktné, t.j. neexistuja dva vrcholy v;, v; vo vnutri S také, Ze
v obidvoch postupnostiach st v; a v; spojené. Este si vSimnime vrcholy, ktoré
nasleduji na cestdch po jednotlivych prienikoch (ked pokracujeme po ceste od
prieniku smerom dovnutra Stvorca). Postupne ich ozna¢me pre prvi cestu ako
vf, V5, ..., vy, a pre druht cestu ako V35, vgq. Tieto vrcholy nemusia byt nutne
vrcholy vo vnutri S, kedze Cast cesty moze prechddzaf cez Stvorec S, ale nemusi
prechadzat cez ziadny vrchol.

KedZze mame optimalnu (m,r)-lahka cestu, tak aj postupnost ciest uvedena
vysSie je optimalna, t.j. najlacnejsia taka, ze jednotlivé cesty maju konce v zada-
nych bodoch ay,as, ..., as, resp. by, by, ..., by, najblizsie vrcholy ku koncom st
vY, U9, . ., Uy, TESD. Vo vl ,vgq a tieto cesty prechadzaju vsSetkymi bodmi vo
vnutri S a zaroven su disjuktné.

Teraz mozeme definovat vhodny podproblém pre dynamické programovanie.

Jeho vstupmi budu:

e Stvorec S z posunutého quad-tree.

e Postupnosti portalov, ktoré maji cesty pretinat: ay, as, ..., agp, b1, ba, . . ., bag.
e Postupnosti vrcholov, do ktorych pojdu cesty za portalmi: v, vy, ..., v3,,.
vh, 08, b,

Jeho vystupom je postupnost ciest definované vyssie.

Predtym nez ukdzeme ako tento podproblém riesit spoc¢itame pocet roznych
podproblémov. Ako sme spominali mame O(nlog,n) Stvorcov. Réznych postup-
nosti portalov bude O(m®). Roznych postupnosti vrcholov bude O(n®(). Kedze
r = O(c), tak stdle mame PTAS. Neskor ukidzeme ako zmensit ¢len O(n°™) na
¢len O(n).

Podproblémy vieme riesit nasledovne. Pokial obsahuje Stvorec iba jeden vrchol
vieme v ¢ase O(r). vyskusaf vSetky mozné priradenia. Zobereme si teraz Stvorec S,
ktory ma synov Si, So, S3,.5;. Pre jeho synov uz mame vyriesené vsetky podprob-
lémy. Chceme teraz najst najlacnejsie (m, r)-Tahké cesty pre stvorec S. Presktsame

vSetky moznosti akoby cesty mohli prechddzat hranami Stvorcov Sy, Sy, S3,S4. To
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obnéga vybrat poradie prechodu portdlmi a vrcholy, ktorymi cesta bude prechéa-
dzat po prechode portidlom. Este potrebujeme skontrolovat disjukntost ciest. Medzi
vrcholmi vramci $tvorcov Sy, Ss, S3, 53 mame disjuknost zarucent. Treba este za-
rucit aj disjuktnost ak cesta prechddza medzi vrcholmi z roéznych Stvorcov. To
vieme zarucit pomocou toho, Ze sa pozrieme aké vrcholy nasleduju za portalmi a
nepovolime tie moznosti, v ktorych st spojené rovnaké dvojice vrcholov v oboch
TSP cestach. Casova zlozitost tohoto kroku je najviac O(n?™mOm).

Celkovy ¢as tohoto algoritmu je O(n®™MmO™), ¢o je O(n°).

4.4 Dokaz hlavnej vety

Pri dokaze hlavnej vety vyuzijeme dve pomocné lemy. Prvou z nich je tzv. ,,Pat-

ching lema‘“. Pre problém obchodného cestujticeho je jej znenie nasledovné:

Lemétko 4.4.1 (Patching lema) Ezistuje konstanta g > 0 takd, Ze plati nasle-
dovné: Nech S je usecka dizky s a  je uzavretd cesta, ktord pretina S aspoti 3-krdt.
Potom ezistuje mnoZina podiseciek S s dlZkou najviac gs, ktorych pridanim do

dostaneme cestu 7 , ktord pretina S najviac 2-krdt.
Dokaz tejto lemy sa da néjst v [Aro98]. My ho tu stru¢éne zhrnieme.

Dodkaz. Predpokladajeme, ze 7 pretina S prave t krat v bodoch My, Ms, ..., M; —
body oznac¢ime v poradi v akom sa vyskytuji na tsecke S. Cestu 7 v tychto bodoch
rozsekneme na t casti Py, Ps, ..., P;. Z kazdého bodu M; si pripravime dve kdpie
~ M; a M, kazdt képiu umiestnime na jednu stranu S. Nech J je multimnoZina

useciek, ktora obsahuje nasledovné:
e Najlacnejsiu kruznicu, ktora prechadza cez body My, Ms, ..., M.

e Najlacnejsie perfektné parenie medzi bodmi My, Ms, ..., My, kde 2k je naj-

vécSie parne cislo mensie ako .

Mnozina J mé dfzku najviac 3s. Mnozinu J opét zoberieme v dvoch képiach —

J', J" apriddme ju k ceste 7. ESte navyse ak je t neparne, tak spojime body Mék,ﬂ
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a M, , a ak je t parne, tak spojime body My, ., a My, ., a body My, a My, .
Spolu cesty Py, Ps,..., P, a pridané tseky tvoria 4-regularny graf na vrcholoch
{My,...,M;YU{M,..., M, }. Eulerovsky tah na tomto grafe prechadza vietkymi
cestami P,..., P, a navyse pretina S najviac dvakrat. Navyse stcet vSetkych

pridanych tseciek je najviac 6s. A teda sme dokazali tto vetu pre g = 6.
My sme tuto lemu upravili pre dvoch obchodnych cestujucich.

Lematko 4.4.2 FEuxistuje konstanta g > 0 takd, Ze plati nasledovné: Nech S je
usecka dizky s a 7 je uzavretd cesta, ktord pretina S aspori 20-krdt. Nech 7 je
cesta disjuktnd s w. Potom ezistuje mnoZina podiseciek S s dizkou najviac gs,
ktorych pridanim do m dostaneme cestu 7, ktord pretina S najviac 20-krdt a zd-

roven nepretina cestu mo.

Dokaz. Vdaka patching leme vieme cestu 7 previest na cestu 7, ktoréd pretina
S najviac dvakrat. Predpokladajme, Ze m bola zostrojena pomocou predchadza-
juceho dokazu a teda vedie cez body M{, e ,Mt', M{', cee Mt". Tato cesta moze
ale zdielat niektoré hrany s cestou my. Teda moze existovat niekolko dvojic bodov
(z,y) takych, ktoré su spojené aj v 7w aj v my. Tychto dvojic je najviac 2t, kedze
najviac 2t bodom sme zmenili suseda.

Zakézanou dvojicou budume nazyvat dvojicu bodov (z,y) takd, ze = a y su
susedné na ceste my. Kazdy vrchol sa teda vyskytuje prave v dvoch zakazanych
dvojiciach.

Nagim ciefom je upravif cestu 7 tak, aby neobsahovala ani jednu zakazant
dvojicu. Zakazané dvojice budeme odstranovat postupne.

Nech (z,v) je zakdzana dvojica, ktora sa vyskytuje v . RozliSujeme niekolko

pripadov (vSetky pripady maji obdobu pre druht stranu tsecky S).
1. Cesta 7 od z smerom k y najprv prechadza bodmi MZ/ a Mz‘/+1 (resp. M;_l.
2. Cesta 7 od x smerom k y najprv prechddza bodmi M, a M (alebo opaéne).

3. Cesta 7 od z smerom k y najprv prechddza bodmi ]\/[; a MZ-” (alebo opacne),
kde 1 =t, alebo i =1 — 1.
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My#lienka odstranenia zakézanej dvojice bude nasledovna. V blizkosti M, (resp.
Mt/ ) ndjdeme tsecku medzi bodmi M]/-, M ;, cez ktoru cesta m spaja vrcholy u, v
a dvojice (z,u), (z,v), (y,u), (y,v) nie su zakdzané. Potom prehodime tsecky tak,
ze spojime vrcholy x a v a vrcholy y a u (resp. opacne), tak aby sme opit do-
stali uzavret cestu. Teraz uZ len potrebujeme dokézat, Ze isecka s pozadovanou
vlastnostou existuje.

UkéZeme to pre prvy pripad, ostatné st obdobné. Nech (z,a) a (y,b) st zaka-
zané dvojice pre body x,y iné ako (z,y). Zoberme si postupne najblizsich susedov
M. Pre suseda M]' sa pozrime na najblizsi vrchol na ceste P; (resp. Pjy1), ktora
tam kon¢i (predpokladame, Ze tato cesta ma aspon jeden vrchol, in&¢ by sme pocet
pretnuti usecky vedeli znizit inym sposobom). Tento vrchol ozna¢me z. Bod M JI
lezi teda medzi vrcholom z a nejakym inym vrcholom z'.

Nagim cielom je najst MJI také, Ze z a 2z st iné ako z,y,a,b. Kazdy vrchol
sa moze vyskytnuf ako najblizsi vrchol dvakrat. NavySe sa kazdy z nich moze
dva krat vyskytnaf ako sused najbliz§ieho vrchola. To znamend, Ze potrebujeme
presetrit aspon 17 bodov M J/ Aby sme sa vyhli zavadzaniu dal$ich pretnuti tsecky
S nebudeme sa pozeraf na body M, a M, ;. To znamen4, Ze ak mame 20 rdznych
bodov pretnutia, tak urcite najdeme nejaky vhodny bod.

Uplne rovnakym sposobom vieme vyriesit druhy pripad. V trefom pripade je
jedinym problémom to, Ze nam vznikne navySe niekolko pretnuti tisecky S, ale pre
jedno odstranenie zakazanej dvojice vznikne maximéalne jedno nové pretnutie. A

takého zakazane dvojice bidu najviac 4.

Takymto spdsobom odstranime vsetky zakazané dvojice. Este treba ukazat, ze
nezvysime dizku cesty o viac ako konstatny nasobok s. KedZe kazdy bod pripojime
v najhorsom pripade k 17-tému najblizg§iemu bodu, tak celkové predizenie bude

najviac 34s (lebo mozeme prepéjat body na oboch stranach).

Zvysok dokazu je rovnaky ako v [Aro98| az na zmenu niekolkych konstant a
to, ze rozdiel medzi optimalnym rieSenim a (m, r)-Tahkou cestou pocitame pre dve

cesty miesto jednej.
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4.5 Rychlejsi algoritmus

Pocet stavov v doteraz popisanom algoritme najviac dvihala nutnost pamétat
si, ktory vrchol nasleduje za ktorym prechodom. Tuto informéaciu sme si pamétali
preto, aby sme zabezpecili disjuktnost ciest, ked spajame informécie z jednotlivych
synov $tvorca v quad-tree. Teraz ukdzeme ako algoritmus upravit, aby jeho ¢asova
zlozitost bola mensia.

Disjuktnost vieme zabezpecit aj s mensim poctom stavov. Staci nam vediet, Ze
¢i za dvoma prechodmi portalmi lezi rovnaky vrchol. Ked cesta pretne Stvorec v

portali a;, tak mame nasledovné moznosti:
e (Cesta prechadza stvorcom bez toho, aby presla cez nejaky vrchol.

e (Cesta vojde do Stvorca a prvy vrchol cez ktory prejde je vrchol v;. V tomto
pripade moze existovat ziaden, jeden alebo dva portaly — b;,, b;, — pre druha

cestu také, ze druha cesta po prejdeni tymito portalmi vojde do vrchola v;.

Pri spajani podproblémov potom vieme overit disjuktnost prave na zaklade
tejto informacie.

Vstupy podproblému teda budu:
e Stvorec S z posunutého quad-tree.
e Postupnosti portalov, ktoré maji cesty pretinat: ay, as, ..., agp, b1, ba, . . ., bag.

e Pre kazdé pretnutie portalu informacia o rovnakom vrchole za portalom, tak

ako je uvedené vyssie.

Ked spocitame pocet podproblémov, tak dostaneme. O(n log, n) stvorcov, O(m?))
postupnosti portalov a O(r®") moznosti ako mézu maf pretnutia spolocné vi-

choly. Celkovo méame teda aj ¢asovii zlozitost O(n(log, n)°@cl@),
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Kapitola 5
Heuristiky

V tejto Casti popiseme niekolko algoritmov, ktoré st pomerne tispesné na praktic-
kych instancidch problému, ale vic¢Sinou je ich teoreticka analyza pomerne tazka.
Popiseme niekolko heuristik, ktoré v pomerne kratkom case davaju rieSenie, ktoré
je vi¢sinou blizko optiméalneho. Aby sme vedeli odhadnaf kvalitu tychto heuristik,
najprv ukézeme niekolko algoritmov na hladanie dolného odhadu velkosti rieSenia.
Nasledne este vylepsime algoritmus pouzivajuci celoc¢iselné linearne programova-
nie od [DLS07], aby sme dokéazali optimélne riesit inStancie, ktoré maji najviac
400 vrcholov.

5.1 Dolné odhady velkosti rieSenia

5.1.1 Odhad pomocou dvoch disjuktnych kostier

Pomerne priamociarym dolnym odhadom velkosti rieSenia je velkost dvoch nakrat-

Sich disjuktnych kostier. My to jemne vylepSime budeme pouzivat tzv. 1-kostry.

Definicia 5.1.1 I-kostra v grafe G = (V, E) je zjednotenie kostry na vrcholoch
V' \ {1} a dvoch hran susednych s vrcholom 1.

Lematko 5.1.1 Velkost dvoch naglacnejsich disjuktnijch 1-kostier je najviac tak

velkd ako dlzka riesenia problému dvoch obchodniych cestujicich.

25
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Doékaz. Kazda hamiltonovska kruznica je 1-kostra. RieSenie problému dvoch ob-

chodnych cestujucich st teda dve disjuktné 1-kostry.

Dve najkratsie disjuktné 1-kostry modzeme hladat v ¢ase O(m log, m + n?) po-
mocou algoritmu popisaného v [RT85] — ndjdeme najkratsie disjuktné kostry na
V'\ {1} a k vrcholu 1 eSte priddme Styri najkratsie hrany.

Tento odhad sa da vylepsif pomocou techniky opisanej v [HK70] a [CH80]. Jej
princip je nasledovny. Kazdému vrcholu priradime potencial p; € R. A zavedenieme
nové dizky hran:

d(u,v) = c(u, v) + pu+ po

Lematko 5.1.2 Majme potencialy p1, pa, - . . , pn. RieSenie problému dvoch obchod-
nych cestugicich pri dizkach d(u,v) definovanych vyssie je rovnaké ako riesenie

problému dvoch obchodnyjch cestugicich pri dizkach c(u,v).

Doékaz. Majme hamiltonovskt kruznicu vy, vs,...,v, s dlzkou C = c(vy,vy) +

(v, v3) + - - - + c(vy, v1). Pokial zavedieme dlzky hran d(u,v) dostaneme cenu:

/

O — C(U17U2) +p1)1 +pv2 + C(U27 U3) +p1}2 +pv3 + -+ C(”n; Ul) +pvn +pv1

c’ :C'—I—Zva

veV
To znamend, 7ze ku dizke kazdej hamiltonovskej kruznice prirdtame rovnaké
¢islo a teda najlepsie rieSenie pri upravenych dlzkach je rovnaké ako najlepsie

riesenie pri povodnych dlzkach.

Podstatné je, Ze zmenou potencidlov vieme zmenit najlacnejsie disjuktné 1-
kostry. Nagim cielom bude néjst také potencialy, aby rozdiel medzi dlzkou najlac-
nejsich disjuktnjch 1-kostier a dizkou riesenia problému dvoch obchodngch ces-
tujtcich bol ¢o najmensi. Nech C je dlzka rieSenia problému dvoch obchodnych
cestujtcich pri nulovych potencialoch. Nech D je dlzka dvoch najlacnejsich disjukt-
nych 1-kostier pri potencialoch py, ..., p,. Potom spominany rozdiel vieme vyjadrit

ako:

C+2) p,—D

veV
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V naSom pripade je C' ndm neznama konStanta a teda sta¢i minimalizovat

2va—D

veV

vyraz:

Vhodné potencidly vieme néjst napriklad pomocou subgradientovej optimaliza-
cie. D4 sa totiz ukazat, Ze ak d, je sucet stupiiov vrchola v v obidvoch kostréach, tak
vektor so zlozkami g, = 4 — d,, je subgradient pre vyssie spominany optimalizacny
problém.

Algoritmus optimalizédcie sa da popisaf nasledovne. Na zaciatku polozime vSetky

) =0.V i-tej iteracii si najprv zvolime velkost kroku ¢ . Nasledne

spocitame subgradienty gl(,i) = 4—d™ anasledne vyratame nové potencialy ako:

pq(,i) = pq(f*l) + ¢ gq(f). V nadej implementacii sme t® volili ako konstantu a iteréacie

potencialy ako pq()0

opakovali dovtedy, kym sa vysledok zlepsoval.

5.1.2 Dolny odhad pomocou styroch najblizsich susedov

Este ukazeme jeden dolny odhad, ktory je o trochu rychlejsi ako odhad pomocou

kostier a navyse méa niektoré prijemné vlastnosti, ktoré sa ukazu neskor.

Definicia 5.1.2 Dany je ohodnoteny graf G = (V, E). Graf k najblizsich susedov
Gs = (V, E) je orientovany graf taky, Ze z kaZdého vrchola v € V wychddza k

najkratsich hrdn, ktoré s vrcholom v susedia v G.

Lematko 5.1.3 Nech s je celkovd dizka hrdn v grafe 4 najblizsich susedov, nech f
je dizka najlacnejsieho 4-faktora a t je dizka riesenia problému dvoch obchodnijch

cestugucich. Potom:

1
—_s < f <t
8=/ =

Doékaz. Druhé nerovnost vyplyva z toho, Ze dve hamiltonovské kruZnice tvoria
dokopy 4-faktor. Prva nerovnost vyplyva z toho, Ze ked z kazdej hrany 4-faktoru
spravime dve orientované hrany, tak dostaneme graf v ktorom z kazdého vrchola

vychadzaju prave 4 hrany.
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My budeme hladat graf 4 najblizSich susedov. Vieme ho néjst pomerne pria-
mociaro v ¢ase linedrnom od poctu hréan. Op#t mozeme pouzit aj transforméciu
pomocou potencialou. Cielom je tento krat dostat hodnotu s/2 ¢o najblizsie k hod-
note f (kedZe najlacnejsi 4-faktor sa pri zmene potencidlov nezmeni). Cely postup

subgradientovej optimalizacie je rovnaky ako pri disjuktnych 1-kostrach.

Poznamka 5.1.1 Vedeli by sme aj priamo hladat najlacnejsi 4-faktor prevede-
nim na hladanie najlacnejsieho 1-faktora v spravne pozmenenom grafe. Vyhoda
nasho pristupu sa ukéze neskor, ked budeme vyhladavat hrany, ktoré zarucene

nepouzijeme v optimalnom rieseni.

5.2 Heuristiky na hladanie horného odhadu vel-
kosti riesenia

Na hladanie horného odhadu velkosti rieSenia pouzijeme upravent Lin-Kernighanovu
heuristiku pre problém obchodného cestujiceho ([LKT73]). Tato heuristika po-
stupne vylepsuje najdené rieSenie pomocou lokalnych zmien. V kazdom kroku vy-
berie mnozinu k£ hran X, ktoré z aktualneho riesenia odstrani a mnozinu k& hran
Y, ktort do rieSenia prida. Tejto operécii sa zvykne hovorif aj k-opt krok, v na-
Sej implementacii budeme pouzivat k maximalne 5. Lin-Kernighanova heuristika

kladie na tieto mnoziny eSte niekolko obmedzeni:

e Hrany z X UY musia tvorif cyklus. Kroku, ktorych splita tto podmienku
hovorime aj sekvencény k-opt krok. Na tomto cykle sa striedavo budu vysky-

tovat hrany z mnozin X a Y.

e Hrany z Y musia byt podmnozinou tzv. mnoziny kandidatov. Mnozina kan-
didatov je mnozina hran, o ktorej predpokladame, ze vicsina z hran rieSenia
bude prave z nej. Obvykle je mnozina kandidatov tvorend tak, ze pre kazdy
vrchol zoberieme m najkratsich hran, ktoré s nim susedia. V nasej imple-

mentacii sme polozili m = 8.
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\

Obr. 5.1: 3-opt krok, ¢iarkovane sii vyznacené hrany, ktoré odstranime, resp. pri-

dame

Sekvencéné k-opt kroky vieme hladat priamociaro pomocou rekurzie — v kazdom
kroku si vyberieme, ktort hranu priddme do mnoziny X alebo Y (postupujeme
striedavo), zac¢iname najprv mnozinou X . Po pridani hrany do mnoziny X sktisime
uzavriet cyklus (ignorujeme, ¢i hrana, ktora uzavrie cyklus je z mnoziny kandida-
tov). A skontrolujeme, ¢i po takomto tahu dostaneme stale hamiltonovska kruznicu
a & jej dlzka bude kratsia. V momente, ked nédjdeme vhodny tah aplikujeme ho —
t.j. nehladdame najlepsi k-opt fah.

Zéaroveti si pri rekurzii po¢itame doterajsi zisk, t.j. rozdiel medzi dizkou odobra-
nych a pridanych hran. Pokial chceme, aby nas k-opt krok bol dobry, tak jeho zisk
musi byt kladny. My pouZijeme eSte agresivnejSie orezanie — pozadujeme, aby po
kazdom kroku rekurzie sme maly kladny zisk. Toto vobec neobmedzi prehladané
kroky, lebo ak mame celkovo kladny zisk, tak vieme cyklus prejst v takom poradi,

aby bol zisk po kazdom kroku kladnjy.

V nasom pripade mame hamiltonovské kruznice dve. Priamociara implementa-
cia by mohla pre kazdy k-opt tah kontrolovat, ¢i neporusi podmienku disjuktnosti
ciest a povolit len tie, ktoré ju neporusuju.

Nage kroky budti mierne komplikovanejsie. Algoritmus na ich najdenie by sa

dal popisat nasledovne:

1. Najdi k-opt krok v jeden z kruznic, ktory tato kruznicu zlepsi. Nech tento

krok vymaze hrany z mnoziny X a prida hrany z mnoziny Y.
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2. Ak sa ziadna hrana z mnoziny Y nenachadza v druhej kruznici, vykonaj

tento krok.

3. Ak mé prienik druhej kruznice a Y velkost 1, tak najdi v druhej kruznici
najlacnejsi 2-opt alebo 3-opt krok, ktory obsahuje tato hranu. Ak sa po

vykonani tychto krokov zlepsi stucet diZzok kruznic, vykonaj tieto kroky.

4. V pripade, Ze mé tento prienik velkost viac ako 1, ozna¢me hrany v prieniku
ako ey, ...,e;. Tieto hrany nam druht kruZnicu rozdelia na niekolko ciest.
Vyskusame vsetky moznosti ako tieto cesty pospajat bez toho, aby sme po-
uzili hrany eq,...,e; a vyberieme najlacnejsiu. Ak sa po vykonani tychto

krokov zlepsi stcet dlzkov kruznic vykonaj tieto krokov.
5. Inac¢ najdi iny k-opt krok v prvej kruznici.

Tieto kroky opakujeme kym sa rieSenie neda zlepsit. Pokial sa zasekneme v
lokédlnom optime, tak sa pokusime dostat tak, Ze spravime niekolko krokov, ktoré
jednu cestu zlepsia a stcet nezhorsia o viac ako 1%. A nasledne sa opif snazime
znizovat celkovi dlzku. Algoritmus skonéi vtedy, ked sa uZ ani po tak§chto krokoch

Ve L4 . v
nepodari rieSenie zlepsit.

5.3 Riesenia pomocou celociselného linearneho

programovania

Nase riesenie vychadza z rieSenia od [DLS0T7], ktoré sme struéne opisali v druhe;
kapitole. Pripometime, Ze hlavnou myslienkou tohoto rieSenia je hladat 4-stvisly 4-
faktor, ktory sa nasledne poktuseme rozdelif na dve hamiltonovské kruznice. Pokial

sa toto rozdelenie nepodari, dany 4-faktor zakédzeme a hladame dalsi.

My toto riesenie vylepsime pomocou niekolkych veci.
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5.3.1 Rozdelovanie 4-stivislého 4-faktora pomocou SAT sol-

vera

Ako sme uz spominali zistit, ¢i sa da rozdelit 4-stuvisly 4-faktor na dve hamiltonov-
ské kruznice je NP-tplny problém. Pévodné riesenie tento problém riesi pomocou
celociselného linearneho programu. Kedze ale tento problém je rozhodovaci a nie
optimaliza¢ny, ndm sa zda rozumnejsie tento problém riesit pomocou SAT solvera.
Technika riesenia bude takmer podobna ostatnym. Na zaciatku budeme pozado-
vat iba rozklad na dva 2-faktory (t.j. rozlozime hrany do dvoch mnozin A, B tak,
aby kazdy vrchol mal dve susedné hrany z A a dve susedné hrany z B). Pokial
sa vyskytne nejaky cyklus C, ktory neprechadza celym grafom, tak tento cyklus
zakazeme (t.j. budeme pozadovat vyskyt aspoi jednej hrany medzi mnozinami C'

alV\C).

5.3.2 Zrychlenie rozdelovania pomocou hladania vhodnych

podgrafov

Uz [DLS07] ukézal jeden sposob ako zrychlit rozhodovanie, ¢i sa da 4-stuvisly 4-

faktor rozdelit na dve hamiltonovské kruznice.

Definicia 5.3.1 Artikulacny pdr v 4-suvislom 4-requldrnom grafe G = (V, E) je
dvojica vrcholov vy, vy také, Ze ked z grafu odstranime tieto vrcholy a ich susediace

hrany, tak sa graf rozpadne na dva grafy Gi,Gs.

Artikula¢né pary vieme trividlne hladat v case O(n?).

Pokial ndjdeme v grafe G artikulacny par vy, v, mdZzeme ho rozdelit pomocou
nasledovnej dekompozicie: Nech sa po odstraneni vrcholov vy, vs graf rozpadne na
dva grafy Gp,Gsy. Graf G vytvorime z G, tak, Ze mu priddme vrcholy vy, v, a
vSetky hrany, ktoré spajali vrcholy vy, vs s grafom G, v grafe G. Nasledne este
spojime vrcholy vy, v9 medzi sebou pomocou dvoch hran. Obdobne vyrobime z
grafu Gy graf Gl.

Grafy G, G, budt 4-stvislé a 4-regularne. Navyse o nich plati nasledovné.
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R i
1)

Obr. 5.2: Dekompozicia grafu. Hore vlavo: vstupny graf G s vyznacenym artikulac-
nym parom. Hore vpravo: Graf po odstraneni artikula¢ného paru. Dole: Vzniknuté

grafy, po pridani artikula¢nym parov a hran medzi nimi.
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Veta 5.3.1 Nech G je 4-suvisly 4-reqularny graf, ktory obsahuje artikulacny pdr
vy, vy. Nech Gy, Gy st grafy, ktoré vznikli dekompoziciou popisanou vyssie. Graf G
sa dd rozloZit na dve hamiltonovské kruznice prdve vtedy a len vtedy, ked sa grafy

G a Gy dajii rozloZit na dve hamiltonovskeé kruznice.
Dokaz. Pozri [DLS07].

Tato techniku moézeme aplikovat rekurzivne. NavySe pokial sme spravili iba
jednu dekompoziciu, tak mozeme zakézat mensiu cast grafu ako cely. T.j. ak sa
nepodari dany graf G rozlozif na dve hamiltonovské kruznice, preto, lebo graf G

sa nepodarilo rozlozit, tak mozeme miesto podmienky:

er§2n—1

eeG

Pouzif podmienku:
Y x < B -1
e
Téato podmienka hovori, Ze dany graf potrebujeme zmenit. Tato technika ale
nefunguje rekurzivne, ale iba pri prvej dekompozicii. Protipriklad mozeme vidiet
na obrazku Po troch krokoch dekompozicie by sme povodny graf rozlozili na
grafy GGy, G, G3, G4 a nasledne by sme zistili, ze problematicky je graf G;. Avsak
rieSenie sa d4 dosiahnit aj tak, Ze graf G; nezmenime, ale prepojime medzi sebou

napriklad grafy G, a Gj.

V nasom algoritme pouzivame este jednu operaciu, ktora vstup pre SAT solver
este zjednodusi. Myslienka vyzera nasledovne: Ak najdeme nejaka stvorcu bodov,
ktoré su vSetky navzajom spojené (kliku velkosti 4), tak ich mozeme zlucit do
jedného bodu.

Veta 5.3.2 Nech G je 4-suvisly 4-reqularny graf a nech vy, ve, v3, vy sU jeho vrcholy
také, Ze medzi kazdymi dvoma vedie hrana. Nech graf G' vznikne z grafu G tak,
Ze vrcholy vy, vy, v3,v4 2lucime do jedného. Potom graf G je rozloZitelny na dve
hamiltonouvské kruznice prdve vtedy a len vtedy, ked je graf G rozloZitelny na dve

hamiltonovské kruznice.
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a) Povodny graf

e

c) G2,G3,Gy

Obr. 5.3: Protipriklad pri rekurzivnej dekompozicii

Doékaz. Zoberme hrany, ktoré vedi medzi mnozinami V,, = {vq, va, v3,v4} a V\ V.
Takéto hrany st prave 4. Ak by ich bolo menej, tak G nie je 4-suvisly, ak by ich
bolo viac, tak G nemdoze byt 4-regularny.

Ak sa graf G déa rozlozif na dve hamiltonovské kruznice, tak trivialne vidno, Ze
aj graf G’ sa d4 rozlozit (kruznice budi presne rovnaké akuraf vynechdme hrany

medzi vrcholmi vy, ..., vy).

Obr. 5.4: Prechod kruZnic cez kliku velkosti 4

Ak sa graf G’ dé rozlozif na dve hamiltonovské kruznice, tak pomocou vhod-
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ného prepojenia (vid. [5.4) medzi vrcholmi vy, ..., v, vieme graf G rozlozit na dve
hamiltonovské kruznice (ostatné hrany rozlozime medzi kruznice rovnako ako v

grafe G ).

Poznamenajme, ze takéto Stvorice vrcholov vieme hladat v ¢ase O(n) — vybe-
rieme si jeden vrchol v; a v konStantom cCase prejdeme vsSetky jeho kombinéacie

susedov.

5.3.3 Odstranovanie nepouzitelnych hran

Predstavme si graf, ktorého vrcholy zodpovedaju bodom v rovine. Pomerne intu-
itivne vieme oznadit vela hran, o ktorych si sme isty, Ze v optimalnom rieseni urcite
nebudu — st to hlavne tie hrany, ktoré vedu cez celt rovinu. My by sme v tejto
Casti chceeli ukdzat ako tieto hrany hladaf algoritmicky. Pokial by sme ich vedeli
hladat, mozeme obmedzit pocet premennych, ktoré si v linedrnom programe a tak

urychlit jeho riesenie.

Lemaétko 5.3.3 Nech (G, e) je dolny odhad velkosti rieSenia, ktoré obsahugje hranu
e. Nech u(G) je nejaky horny odhad riesenia. Ak I(G,e) > u(G), tak sa hrana e

urcite nepouzije v optimdlnom riesent.
Dokaz. Trivialny.

Ako ziskat horny odhad velkosti rieSenia sme uZ popisali. ESte potrebujeme

popisat ako ziskat dolny odhad, ktory obsahuje hranu e.

Pokial pouzivame dolny odhad pomocou $tyroch najblizsich susedov, tak sa
dolny odhad, ktory obsahuje hranu e dé ziskat pomerne jednoducho. Nech e ve-
die medzi vrcholmi x,y. Potom do velkosti dolného odhadu miesto 4 najblizsich
susedov zapocitame iba 3 najblizsich susedov (okrem hrany e) a navySe hranu e
zapoc¢itame 2 — krt. Pokial mame uz dopredu spocitany dolny odhad bez nutnej
hrany, tak pre dant hranu e vieme tento odhad preratat v konstantnom case. To

znamend, %e v ¢ase O(n?) vieme néjst nepouzitelné hrany.
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Pokial pouzivame dolny odhad pomocou dvoch disjuktnych kostier, tak je si-
tuécia trochu zlozitejsia. Pokial mame spocitané najlacnejsie dve disjuktné kostry
a chceme, aby sa nutne pouzila hrana e, tak potrebujeme z tychto kostier jednu
hranu vyhodif. Nestaci sa ale len pozrief na cykly v ktorych lez{ hrana e, lebo mo-
zeme si hrany medzi kostrami prestvat. To znamen4, Ze vloZime hranu e, ini hranu
e; presunieme z kostry M; do kostry Ms (e a e; lezali po pridani do M; na jed-
nom cykle), dalsiu hranu e, presunieme z M, do M, atd., az nakoniec odstranime
hranu e;,. Teda hladdme cestu medzi hranami kostier a chceme vyhodif najlacnej-
Siu hranu, ku ktorej sa vieme dostat. Tento problém efektivne riesi znackovacia
procedira z [RT85], akurat si potrebujeme pamétat aki najlacnejsiu hranu vieme
dosiahnit. Téato znackovacia procedtra trva pre jednu hranu ¢as O(n). Nésledne
ked zistime, ktort hranu musime z kostier vyhodit, tak velkosti dolného odhadu
vieme preratat trivalne. Celkovo na to, aby sme o kazdej hrane zistili ¢i je zbyto¢na

potrebujeme ¢as O(n?).

Poznamka 5.3.1 Dobre spraveny algoritmus by toto vedel riesit aj v ¢ase O(n?).
KedZe ale vo vietkych nasich vstupoch plati n < 500, tak je O(n?) rieSenie posta-

¢ujuce a nepotrebujeme sa zaoberat komplikovanej$im rieSenim.

5.4 Experimenty

Vyssie popisané algoritmy sme implementovali s ciefom empiricky overit ich Géin-
nost na niektorych druhoch dat. Testovacie data buda tvorif ndhodné grafy v
euklidovskej rovine (kde stradnice bodov st vyberané rovnomerne nidhodne) a
niektoré instancie z TSPLIB ([Rei91]).

Hladanie dolnych a hornych odhadov sme implementovali v C++. Na rieSenie
celociselnych linearnych programov sme pouzili Numberjack, ktory pouziva SCIP
a ako SAT solver sme pouzili kniznicu STP, ktora pouziva MINISAT. Réziu okolo
celociselnych linearnych programov a SAT solvera sme implementovali v jazyku
Python. Algoritmy sme testovali na pocitaci s procesorom Intel i7 Q720.

Testovali sme tri rézne implementacie. Jedna nepouzivala ziadne vyhadzovanie

nepotrebnych hran, druha pouzivala vyhadzovanie nepotrebnych hran cez styroch
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najblizsich susedov a tretia pouzivala vyhadzovanie nepotrebnych hran pomocou

dvoch disjuktnych kostier.

V pripade ndhodnych grafov v euklidovskej rovine sme generovali grafy velkosti
100, 150, 200, 250, 300. Pre kazda velkost sme vygenerovali 10 grafov. Nasledne

sme kazd nasu implementaciu pustili a sledovali niekolko tdajov:

Ci uspesne skonéi do jednej hodiny. Ak neskonéi, tak ratame riesenie za

neuspesné.
Ako rychlo skondi.

Kolko krat sa vykond rozklad 4-stvislého 4-faktora na dve hamiltonovské

kruZnice.

Kolko hran bolo oznacenych ako nepouzitelné.

5.4.1 Vysledky pre nahodné grafy v euklidovskej rovine

V tabulke st zhrnuté priemerné vysledky pre kazdu velkost grafu. Oznacenia:

n — velkost grafu

fa — priermerny pocet rozkladov na dve hamiltonovské kruznice pre vsetky
instancie (v pripade, Ze sme do hodiny nedostali vysledok, tak ratame pocet

rozkladov, ktoré program stihol vykonat za hodinu)

fu — priemerny pocet rozkladov pre instancie, kde sme tspesne skoncili

f1 — pocet instancii, kde prvy rozklad bol tspesny

s, — uspesnost algoritmu, ked sme Ziadne nepotrebné hrany nehladali

t, — priemerny ¢as behu algoritmu, ked sme Ziadne nepotrebné hrany nehla-
dali (pokial sme neskondili v priebehu hodiny, do priemeru zaratame hodinu)
v sekundach

u, - to isté, ¢o t, ale ratame priemer iba na instanciach, kde sme tspesne
skoncili

S4,t4,uy — Gspesnost a céasy behu v pripade, Ze nepouzitelné hrany, hladame

pomocou Styroch najblizsich susedov
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® s, 1, up — Uspesnost a ¢asy behu v pripade, Ze nepouzitelné hrany, hladame

e d; — priemerny podiel ndjdenych nepouzitelnych hrén

pomocou dvoch disjuktnych kostier

n| faol| ful fi| sn ln Up | S4 12} Uy dy | Sk 179 Ug, dy,
100 | 57129 5109 | 736 | 37809 | 687 | 322|064 |09 | 58 | 249 | 0.70
150 | 83 | 28 | 4| 0.7 | 1380 | 428 | 0.7 | 1327 | 353 | 0.61 | 0.7 | 1314 | 334 | 0.58
200 1 68| 8| 3105|2000 | 400 0.5 |1903 | 206 | 0.56 | 0.5 | 1913 | 226 | 0.60
250 | 46 | 22| 2103|2769 | 819 | 0.4 | 2662 | 1255 | 0.50 | 0.4 | 2615 | 1136 | 0.57
30034 6| 0]0.2 3087|1035 |0.2|3029 | 745 |0.52 | 0.2 ] 3021 | 705 | 0.52

Tabulka 5.1: Vysledky pre ndhodné grafy.

Z tabulky sa d& usudif niekolko zaverov.

Vidime, ze odhad pomocou dvoch kostier odstrani o nieco viac hran ako odhad
pomocou $tyroch najblizsich susedov Z hladiska celkového ¢asu su tieto algoritmy
porovnatelné. Dalej vidime, Ze odstrafiovanie tjchto hran sa oplaca (pri velkosti
250 je mensi ¢as pri neorezdvani spdsobeny tym, ze zaratavame iba 3 instancie
namiesto 4).

V porovnani s [DLS07] médme o nieco vysSiu tspesnost, oni pri instancidch

.....

My tato hranicu postvame na 300.

5.4.2 Vysledky pre niektoré instancie z TSPLIB

Vysledky pre inStancie z TSPLIB zhfna nasledujica tabulka. Oznacenia (uvéa-
dzame iba iné ako v predchidzajicej tabulke a miesto priermernych casov uvé-

dzame ¢as behu jednej inStancie):

e Inst — nazov instancie, ¢islo v nazve vyjadruje pocet vrcholov

e {; — Cas rieSenia uvadzany v [DLS0T7], ak bol uvadzany
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Inst | f, th ty dy ts dy, ta
kroA100 | 26 | 200 | 178 | 0.66 | 187 | 0.73 -
kroB100 | 3| 25 23 1 0.70 24 1 0.61 | 209
kroC100 | 5| 45 41 | 0.65 43 1 0.67 | 137
kroD100 | 1| 14 16 | 0.70 18 [ 0.90 10
kroE100 | 1 8 10 | 0.73 16 | 0.68 23

bier127 | 24 | 220 | 225 | 0.08 | 219 | 0.63 -

kroA150 | 1| 18 26 | 0.55 20 [ 0.85 | 749
kroA200 | 1| 65 67 | 0.50 50 | 0.73 | 311
a280 | 1201 | 203|0.70 | 317 | 0.09 | 3085
lin318 | 1573 | 276 |0.34 | 276 | 0.29 -
rd400 | 1 | 813 | 857 | 0.48 | 741 | 0.50 -
pcb442 | 1 -1 1503 | 0.20 | 1775 | 0.23 -

Vysledky ukazuji, ze nas algoritmus je radovo rychlejsi ako algoritmus od
[DLS07]. Nasa najvicsia zrieSend instancia mé velkost 442 v ich pripade je to
280. Navyse sa ukazuje, ze vymazavanie nepotrebnych hran pomaha, ale nie je to
hlavny faktor nasho zrychlenia. Autori prechadzajuceho algoritmu hovoria, ze dr-
vivil vac¢sinu casu ich algoritmus stravi zistovanim, ¢i je prislusny 4-suvisly 4-faktor
rozlozitelny na dve hamiltonovské kruznice. Preto sme zobrali niektoré instancie
z TSPLIB, ktoré boli rozlozitelné na prvy krat a pustili ich na naSom algoritme
bez vyhadzovania hran. Tentokrat sme nemerali celkovy Cas, ale aké percento casu
algoritmus stravil hfadanim rozkladu na kruznice (p,). Toto sme porovnali s pred-
chédzajicimi vysledkami p,. Pre prehladnost uvddzame aj ¢asy rieSenia.

V tabulky vidno, Ze nas algoritmus travi ovela menej ¢asu pri zistovani, ¢i je
dany 4-suvisly 4-faktor rozlozitelny na dve hamiltonovské kruznice. To mu umoz-
nuje vyriesit aj niektoré instancie, ktoré toto potrebuju zistovat aj viac krat (napr.
bier127).

7 tychto merani teda vyplyva, Ze hlavnou vyhodou nasho algoritmu je lepsi

algoritmus na rozkladanie grafu na dve kruznice. V niektorych pripadoch vieme
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Inst Dr P | ta tq
kroD100 | 0.43 | 0.90 | 14 10
kroE100 | 0.71 | 1.00 8 23
kroA150 | 0.35 | 0.95 | 18 | 749
kroA200 | 0.44 | 0.93 | 65| 311

a280 | 0.93 | 0.73 | 201 | 3085
lin318 | 0.22 —| 573 -

navyse algoritmus zrychlif aj tym, Ze nadjdeme nepouzitelné hrany, ale toto zrych-
lenie je ovela slabgie. Na§ algoritmus vie riesif ndhodné instancie do velkosti 300 a

Zaujimavou teoretickou otazkou aky ocakavany pocet takychto rozkladov pre
rozne n. Tato otézka je pomerne pribuznd otézke: kolko percent 4-stuvislych 4-
regularny grafov s n vrcholmi sa dé rozlozit na dve hamiltonovské kruznice. Bo-
huzial nepodarilo sa ndm néjst ziadny odhad na pocet 4-stvislych 4-regularnych

grafov a teda na tito otédzku odpovedat nevieme.

5.5 Heuristiky pre vicsie instancie

Na webovej stranke Kaggle.com sa konala sttaz Travelling santa problem, v ktorej
bola zadana inStancia problému dvoch obchodnych cestujicich s drobnymi obme-
nami, ktora mala 150000 vrcholov, ktoré predstavovali body v rovine. Spominané

obmeny boli:

e Cielom nebolo néjst disjuktné kruznice, ale disjuktné cesty, ktoré prechadzali

vSetkymi vrcholmi.

e Cielom nebolo minimimalizovat stucet dlzok ciest, ale minimalizovat dlzku

dlhsej cesty.

Do tejto stfaze sme sa zapoli spolu s Petrom Peresinim. Skonc¢ili sme na prvom

mieste, kde nase riesenie malo dlzku 6526972, pricom nami vyratany dolny odhad
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mal velkost: 6525773. To znamend, Ze sme boli od opmima vzdialeny najviac 1199,
¢o je asi 0.02%.

Okrem technik spomenutych vyssie sme v tejto sttazi vyuzili niekolko dalsich
heuristik:

Neriesili sme problém zo zadania, t.j. minimalizovat dizku dlhsej cesty, ale
nasim cielom bolo minimalizovaf stcet dlzok ciest. Zistili sme, Ze nie je problém
zabezpedit, aby cesty mali takmer podobnti dlzku (staci niekolko prehodeni hran
medzi cestami) a preto ndm tato zmena nerobi velky problém.

Robili sme dolny odhad priamo pomocou najmensieho 4-faktoru. Tento sme
ratali pomocou celoc¢iselného linedrneho programu. NavySe sme ho nemohli ratat
priamo pre inStanciu velkosti 150000. Preto sme dant inStanciu nasekali na mensie
obdl7nikové kitsky a hladali najmensi 4-faktor v nich. Neprijemnou technickou
zélezistou bolo urobit tento dolny odhad pre 2 cesty miesto 2 cyklov.

Pri rieSeni sme vyuzivali aj vyssie spominané celociselné linedrne programova-
nie spolu so SAT solverom. Opit sme nechceli najst optimélne rieSenie pre celt
inStanciu, ale optimalne rieSenie pre nejaka dant cast.

Este sme pouzivali jednu heuristiku. Jej kroky sa daji zhrnat nasledovne:
1. Spoj obidve cesty do jedného grafu (dostaneme takmer 4-regularny graf)

2. V tomto grafe najde alternujicu kruznicu, ktord ma zapornia cenu (t.j. cena
vloZenych hran je mensie ako cena odstranenych hran) a nésledne pomocou

nej zmensi velkost daného grafu.
3. Pokus sa graf spitne rozlozit na dve cesty.

V kroku 2 sme hladali pomerne dlhé alternujice kruznice. Na toto sme opif
pouzili heuristiku. Tak isto sme pouzili aj heuristiku na rozkladanie grafu na dve
cesty. Viac o tychto heuristikdch sa da najst v [KAG].
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Z.aver

V tejto praci sme zhrnuli a navrhli niekolko novych pristupov pre riesenie problému

dvoch obchodnych cestujtucich. Nase hlavné prinosy st nasledovné:

e Navrhli sme exaktny algoritmus, ktorého ¢asova zlozitost je ovela lepsia ako

zloZitost trividlneho algoritmu.

e Ukézali sme ako urobif PTAS pre problém dvoch obchodnych cesttijich. Na-
vyse jeho zlozitost nie je horsia ako zlozitost PTASu pre problém obchodného

cestujuceho.

e Navrhli sme niekolko heuristik a porovnali ich s doteraj$imi. Kym doterajsie
heuristiky zvladali inStancie s maximéalnou velkostou 280, naSe heuristiky

zvlddaju instancie s maximalnou velkostou 442.

V spominanych vysledkoch je stale niekolko miest na zlepSenie. Pri exaktnom
algoritme je zaujimavé zistit, ¢i obmedzenie na vstupny graf (napr. trojuholnikova
nerovnost) neumozni névrh este rychlejsieho algoritmu. Pri heuristikidch by bolo
velmi napomocné, ak by sa podarilo najst postup ako zniZit pocet zistovani toho,

¢ je 4-suvisly 4-regularny graf rozlozitelny na dve hamiltonovské kruznice.
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