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Abstrakt

L(2, 1)-farbenie je vzdialenostou podmienené farbenie, ktoré priradzuje vrcholom prirodzené
¢isla s nulou. Susedné vrcholy musia mat’¢isla, ktoré sa liSia asponi o dva a vrcholy, ktoré sa vo
vzdialenosti dva, musia mat rozne Cisla. Chceme vediet, aké je najmensie Cislo &, Ze existuje
L(2,1)-farbenie grafu G, ktoré nepouZziva Cisla vicsie ako k. Toto &islo potom oznadu-
jeme A\(G). Ndjst' \(G) je vo vSeobecnosti velmi tazké. Dokonca otestovat ¢i \(G) < k je
NP-tplny problém uz pre sériovo-paralelné grafy. Existuje len mélo tried grafov, kde je tento
problém polynomiélne rieSitelny. Triedy, ktoré patria do tejto kategérie st stromy a grafy s
konStantnym poctom cyklov. My sme tento poznatok rozsirili o triedu cyklovych stromov
(kaktusy s vrcholovo disjunktnymi kruZnicami). Dalej sme uréili tesné ohraniéenia AMG)
vzhladom na maximdlny stupeti grafu. Dokdzali sme, Ze pre kazdy kaktus G’ s maximdlnym
stupiom A plati: A+1 < \(G) < A+3. AknavySe A > 5, tak plati: A+1 < \(G) < A+2.

KrUCOVE SLOVA: kaktus, cyklovy strom, L(2,1)-farbenie



Abstract

An L(2,1)-labelling is a labelling of the vertex set of graph with non-negative integers such
that the labels of adjacent vertices differ by at least two and the labels of vertices at distance 2
are distinct. It is required to determine, for a given graph G, the smallest integer k such that G
admits an L(2,1)-labelling with integers not exceeding k; this invariant is denoted by \(G).
Determining \(G) is known to be a hard problem. To test whether A\(G) < k is NP-complete
even for series-parallel graphs. On the other hand, there exist classes of graphs where this
problem is polynomially solvable. Classes in this group are trees and graphs with constant
number of cycles. In this thesis we show that cycle-trees (cacti with disjoint cycles) also
belong to this group. We also derive tight upper and lower bounds for the A-number of cacti.
We prove that A +1 < A\(G) < A+ 3 for any cactus G of maximum degree A. Furthermore
we prove that A + 1 < A\(G) < A + 2 for any cactus with A > 5.

KEYWORDS: cactus, cycle-tree, L(2, 1)-labelling
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Uvod

V tejto prci sa zaoberdme problémom L(2,1)-farbenia kaktusov a cyklovych stromov.
Najprv prezradime nieo o L(2,1)-farbeni. Ide o vzdialenostou podmienené farbenie po-
mocou nezdpornych celych ¢isel. Tento druh farbenia grafov je inSpirovany problémom
priradenia frekvencii (angl. Frequency Assignment Problem (FAP)). Koncept vzdialenostou
podmieneného farbenia grafov predstavil Hale v [13] a podla [12] Roberts [19] bol prvy,
kto navrhol model L(2, 1)-farbenia.

V probléme FAP je na vstupe siet’ vysielacov v broadcast-ovej sieti. Cielom je priradit’
vysielacom frekvencie tak, aby sa ¢o najmenej rusili. Ak dva vysielaCe m6Zu medzi sebou
priamo komunikovat’ (ich oblasti pdsobenia sa vo velkej miere prekryvajd), nesmd mat’
podobné frekvencie. Dalsou podmienkou je, Ze ak dva vysielade vedia komunikovat's tretim
vysielatom (ich oblasti sa ¢iastocne prekryvaji), tak tieto dva vysielace nem6Zu mat' rovnaké
frekvencie.

Z tychto podmienok vznikli podmienky pre L(2, 1)-farbenie grafu. Graf v tomto pripade
predstavuje siet’ vysielacov. Vrcholy su vysielace a ak je medzi nimi hrana, znamena to,
Ze vedia medzi sebou priamo komunikovat. (2, 1)-farbenie grafu je také priradenie celych

nezdpornych &isiel vrcholom, ktoré spiiia dve podmienky:
e Ak st dva vrcholy susedné, potom ich ¢isla sa musia 1iSit’ aspoii o dva.
e Ak maju dva vrcholy spolo¢ného suseda, potom ich ¢isla musia byt rozne.

Samozrejme existuju aj zov§eobecnenia tohto pojmu. Napriklad L(p, ¢)-farbenie. My vSak
zostaneme len pri L(2, 1)-farbeni.

Cielom je pre dany graf G ndjst minimélne také &islo &, Ze existuje L(2, 1)-farbenie grafu
musime pouzit. Toto ¢islo pre dany graf oznacujeme A(G). V tejto praci sa v§ak zaoberame
rozhodovacou verziou tohto problému. V pripade rozhodovacej verzie chceme pre dany graf
G a ¢islo k rozhodnit, ¢i A(G) < k. Inymi slovami, snazime sa zistit, ¢i existuje L(2,1)-
farbenie grafu G pomocou farieb 0, 1, . . . , k. Uvedieme niekol’ko zndmych vysledkov v tejto

oblasti.
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Griggs a Yeh v [12] ukdzali, Ze ur¢it’ A\(G) pre lTubovolny graf G je NP-tazky prob-
1ém. Dokonca vyslovili hypotézu, Ze tento problém je NP-tplny pre stromy. Neskor vSak
Chang a Kuo [6] nasli polynomiélny algoritmus pre rozhodovaciu verziu problému L (2, 1)-
farbenia pre stromy s ¢asovou zloZitostou O(|V (G)|k*?). Tento vysledok neskdr vylepsili
Hasunuma a spol. [14] ndjdenim linedrneho algoritmu. Fiala a spol. [10] miernou tdpravou
prvého polynomiélneho algoritmu pre stromy ziskali polynomidlny algoritmus pre ¢-takmer
stromy pre fixné ¢. t-takmer stromy su suvislé grafy, ktoré maja n vrcholovan +¢ — 1
hrén. Dalej v tomto &ldnku ukézali, Ze pre vieobecné grafy je rozhodovaci problém L(2,1)-
farbenia NP-uplny pre kazdé fixné k > 4. Pre k < 3 je problém polynomidlny. NP-tiplnost’
pre plandrne grafy dokdzali Bodlaender a spol. [S] pre £ = 8, neskor Janczewski a spol.
[16] pre k£ = 4, a nakoniec Eggeman a spol. [8] pre £ > 4. V skutocnosti, vzdialenostou
podmienené farbenie je tazsi problém ako obycajné farbenie. Tento fakt je najlepSie vidiet’
na tom, Ze rozhodnit’¢i A(G) < k je NP-iplné dokonca aj pre sériovo-paralelné grafy [9].

Dal3ou oblastou, ktorou sa v préci zaoberdme, sii ohrani¢enia &isla \ pre kaktusy. Vyskum
v tejto oblasti podnietila hypotéza uverejnend v ¢lanku [12]. Griggs a Yeh v hypotéze tvrdia,
7e pre lubovolny graf G's maximalnym stuptiom A > 2 plati \(G) < AZ. Dalej uviedli tesné
ohrani¢enie ¢isla A pre stromy. Pre [ubovolny strom 7" plati A+ 1 < A7) < A+2,kde A je
maximdlny stupeii 7'. Pre v§eobecné grafy dalej ukdzali horné ohranicenie A\(G) < A%+ 2A.
Znakom A vzdy myslime maximdlny stupeni grafu G. Tento vysledok bol neskor vylepseny
autormi Chang a Kuo [6] na A\(G) < A?+ A. Momentdlne najlepsi zndmy vysledok uverejnil
Congalves [11] pre L(p, 1)-farbenie. Konkrétne A\(G,p,1) < A% + (p — 1)A — 2. Pre nase
L(2, 1)-farbenie to znamend A\(G) < A? + A — 2.

Spomenieme aj plandrne grafy ako zastupcov mensich tried. Heuvel a McGuinness [20]
ukdzali, ze pre L(p, q)-farbenie a planarne grafy plati \(G, p, ¢) < (4¢—2)A+10p+38¢—23.
Pre L(2,1)-farbenie to znamend \(G) < 2A + 35. Podobny vysledok pre L(p, q)-farbenie
mali aj autori Molloy a Salavatipour [18], ktorym vylepsili hornd hranicu pre L(2, 1)-farbenie
na A\(G) < (%AW + 95. Spomenieme eSte jeden zaujimavy vysledok k plandrnym grafom.
Wang a Lih [21] skimali ohrani¢enia A(G,p,q) pre L(p, q)-farbenie pre planirne grafy,
ktorym zdola ohrani¢ili diZku najmensieho cyklu. Zaujimavé je, Ze &im bolo doIné ohranicenie
di7ky cyklu prisnejsie (boli povolené len dlhsie cykly), tak tym mensie bolo horné ohrani¢enie
MG, p,q).

Hypotéza, ktord rozbehla tento vyskum, eSte nie je dokdzand. Vieme vsak, Ze plati pre vela
tried grafov. Zaujimavostou je, Ze jediné grafy, o ktorych vieme, Ze dosahuji hornd hranicu

V naSej praci sme sa rozhodli, Ze budeme skumat triedy kaktusov a cyklovych stromov.
Kaktus je jednoduchy suvisly neorientovany graf, pre ktory plati, Ze kazda jeho hrana lezi

na najviac jednej kruZnici. Inymi slovami, jediné jeho 2-sivislé komponenty (bloky) si hrany
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a kruznice. Cyklovymi stromami nazyvame také kaktusy, pre ktoré navySe plati, Ze kazdy
vrchol leZi na najviac jednej kruZnici.

Tieto triedy sme si vybrali preto, lebo zatial’ o nich nebolo znidme, aky zloZity je pre ne
problém L(2, 1)-farbenia. Vieme, Ze si podtriedami sériovo-paralelnych grafov. Dalej mo7u
obsahovat’ Iubovolne vela kruznic a zdroven maju prijemnu stromovitd Struktiru. Predpo-
kladali sme, Ze pre obe triedy existuje polynomidlny algoritmus pre rozhodovaciu verziu
skimaného problému. Cielom price bolo tieto algoritmy ndjst. Dal$im cielom bolo ndjst,
pokial’ mozno, tesné ohranicenia &isla A\(G) pre tieto triedy. Pri prieskume vysledkov z tejto
oblasti sme nenasli Ziaden korektny vysledok. Nasli sme len jeden ¢ldnok, ktory sa veno-
val prave tomuto problému [7]. Po precitani ¢lanku sme zistili, Ze dokazy, ktoré autorka
predkladala, neboli korektné a nedali sa ani trividlnym zdsahom opravit.

Prva kapitola tejto prace obsahuje definicie, ktoré si pouZivané v praci a algoritmus
na zakorenenie Tubovolného kaktusu, ktory bude pouzity pri vSetkych dalSich opisanych
algoritmoch. Druhd kapitola obsahuje opis polynomidlneho algoritmu pre rozhodovaciu
verziu problému L(2,1)-farbenia pre cyklové stromy. Je v nej uvedeny aj dokaz jeho
korektnosti a odhad jeho Casovej zloZitosti. V poslednej kapitole st uvedené dve ohranicenia
A(G) pre kaktusy. Okrem dokazov tychto ohranicent, tito kapitola obsahuje aj dokaz tesnosti
prvého z nich. V ramci tohto dékazu je uvedena nekone¢nd trieda kaktusov, ktorych \(G)

dosahuje hornu hranicu a aj sposob, ako bola ndjdena.



Kapitola 1
Definicie a zakorenovaci algoritmus

Skor ako sa budeme venovat' nasim vysledkom, uvedieme eSte pojmy, ktoré budeme dalej
pouzivat. V kazdej dalSej Casti budeme pracovat’ so zakorenenym kaktusom. Okrem defini-
cii spojenych so zakorenenym kaktusom uvedieme aj algoritmus na efektivne zakorenenie
Tubovolného kaktusu. Pri stromoch by to znamenalo, pre kaZzdy vrchol zistit mnoZinu synov

a otca. V naSom pripade to je velmi podobné.

1.1 Definicie

Najprv definujeme dolezité pojmy, ktoré budeme pouZzivat. Ako prvé formélne definujeme

k-L(2,1)-farbenie a triedy grafov, ktoré v praci skimame.

Definicia 1 k-L(2,1)-farbenie grafu G je funkcia, ktord priradzuje vrcholom grafu G &isla

zmnoZiny {0, ...k}, pricom dodrZuje nasledujiice podmienky:

e ak d(u,v) =1, potom |f(u) — f(v)| > 2

e ak d(u,v) =2, potom |f(u) — f(v)| > 1

kde u a v si vrcholy grafu a d(u, v) je ich vzdialenost’v grafe G

Definicia 2 Kaktus je jednoduchy sivisly neorientovany graf, pre ktory plati, Ze kazdd jeho

hrana leZi na najviac jednej kruznici.

Definicia 3 Cyklovy strom je kaktus, pre ktory navyse plati, Ze kaZdy jeho vrchol leZi

na najviac jednej kruznici.

Inak povedané, kaktusy modZu obsahovat’ len hranovo disjunktné kruZnice a cyklové
stromy len vrcholovo disjuktné kruznice. V pripade cyklovych stromov, medzi kazdymi

dvoma kruZnicami existuje asponi jedna hrana, ktord neleZi na Ziadnej kruZnici.

4
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V préci budeme Casto pouZivat pojem zakoreneny kaktus a vela dal$ich pojmov, ktoré s
tym suvisia. Kaktus si v prvom rade rozdelime na bloky (2-sivislé komponenty). UZ z definicie
kaktusu vidno, Ze kaZdy jeho blok je bud hrana alebo kruZnica.

Vyberieme vrchol kaktusu, ktory budeme oznacovat ako koreri. Kaktus, ktory mé koren
nazyvame zakoreneny kaktus. Akondhle ma kaktus koren, mdZeme sa zaujimat’ o dalSie

vztahy medzi jeho vrcholmi.

Definicia 4 Vrchol v bloku B je otcovskym vrcholom tohto bloku, ak je zo vsetkych jeho
vrcholov najblizsie ku koreriu. Nech je to vrchol v. Blok B budeme nazyvat’ synovskym
blokom vrcholu v. VSetky vrcholy v bloku B, okrem vrcholu v, budeme nazyvat’ synmi

vrcholu v. Pre tieto vrcholy bude blok B ich otcovskym blokom a vrchol v ich otcom.

Pre dplnost’ by sa patrilo poznamenat, Ze definicia otcovského vrcholu bloku je korektna.
To znamend, Ze existuje prave jeden vrchol z kazdého bloku, ktory je najblizSie ku korefiu.

V pripade, Ze by to neplatilo, tak existuji aspoii dva vrcholy, ktoré su najblizsie. Nech st to
vrcholy u a v. Existuji dve cesty rovnakej dizky P, a P, vediice z koretia do u resp. v. Uréite
existuje taky vrchol x, od ktorého dalej sa uz tieto dve cesty nestretnd. V pripade, Ze blokom
je hrana, vieme ndjst’ kruZnicu, ktorej stcastou je tato hrana. To je ale spor s tym, Ze tato
hrana je 2-suvisly komponent. Ak je blokom kruZnica, potom vieme ndjst’inu kruZnicu, ktora
s iou nie je hranovo disjunktnd. To je spor s definiciou kaktusu.

Budeme este Casto pouZivat pojem otcovské hrany.
Definicia 5 Nech vrchol v md otcovsky blok B.

e Ak B je hrana, potom md vrchol v len jednu otcovski hranu a je to priamo hrana

do otca bloku.

e Ak B je kruznica, potom md vrchol v dve otcovské hrany. Siu to hrany, ktoré leZia

na jeho otcovskej kruZnici a si s nim incidentné.

Potrebujeme este definovat pojmy, ktoré st blizke pojmu list v stromoch. Definujeme /list

a listovy blok. NaSa nové definicia listu je rozSirenim pojmu listu v stromoch.

Definicia 6 List je vrchol, ktory patri len do jedného bloku. Bud’je to vrchol so stupriom

jeden, alebo vrchol so stupriom dva, ktory leZi na kruZnici.

Definicia 7 Listovym blokom nazyvame blok, ktory obsahuje m — 1 listov, kde m je pocet
vrcholov v bloku. Ak je to hrana, potom jeden z jej vrcholov md stuperni jedna a ak je to

kruZnica, potom vSetky jej vrcholy okrem jedného majii stuperi dva.

V prici budeme pomerne Casto pisat’ namiesto (2, 1)-farbenie iba farbenie. Vzdy,

ked budeme hovorit o farbeni, mysli sa pod tym L(2, 1)-farbenie.



KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZAKORENOVACI ALGORITMUS 6
1.2 Zakorenovaci algoritmus

Pre tplnost’ prace uvedieme v tejto kapitole aj algoritmus, pomocou ktorého efektivne za-
korenime Tubovolny kaktus. Vo vSetkych dalSich uvedenych algoritmoch predpokladame,
7e mame zakoreneny kaktus. To znamend, Ze pre lubovolny vrchol kaktusu vieme, ¢i jeho
otcovskym blokom je hrana alebo kruZnica a ktoré vrcholy sd jeho synmi. Pre synov dalej
potrebujeme vediet ich Struktdru. To znamen4d, Ze potrebujeme vediet, ktoré vrcholy spolu
lezia na synovskych kruzniciach a ktoré lezia na synovskych hranach. V pripade kruZnic,
musime vediet rozliSit, ktory vrchol patri do ktorej kruZnice a vrcholy patriace do jedne;j
kruznice mat’ ulozené v poradi, ako leZia na kruZnici.

Tieto informécie sa dajd ziskat’ pomocou jednoduchej Gpravy prehladévania do hibky.

Uvedieme najskor algoritmus a potom ukédzeme jeho korektnost’ a efektivnost’.

1.2.1 Algoritmus

Predpokladdme, Ze mdme kaktus dany zoznamami susedov pre kazdy vrchol. Vrcholy su
&islované od 0 po n. Dalej mame vrchol 7, v ktorom chceme tento kaktus zakorenit’,
Algoritmus bude mat niekolko globdlnych poli. V prvom poli B sa bude ukladat’ infor-
macia, ¢i je otcovskym blokom hrana alebo kruznica. Na zaciatku budi v tomto poli samé
nuly. Koretiu tam zostane nula, lebo nebude mat’ Ziaden otcovsky blok. Ak po skonceni behu

programu bude v poli hodnota

e B[v] = 1, znamen4 to, Ze otcovskym blokom vrcholu v je hrana a ma jednu otcovsku

hranu.

e B[v] = 2, znamena to, Ze otcovskym blokom vrcholu v je kruZnica a ma dve otcovské

hrany.

Dalej bude mat’ pre kazdy vrchol v dvojrozmerné pole W,, pre jeho synov, ktori leZia
na synovskych kruzniciach. Po skon¢eni behu programu v ilom bude jeden riadok predstavo-
vat’jednu synovsku kruZnicu. Vrcholy v jednom riadku budu uloZené v poradi, v akom lezia
na prislichajdcej kruZnici. Poslednym polom, ktoré bude algoritmus mat pre kazdy vrchol
v, je jednorozmerné pole V,,. V tomto poli budd po skon¢eni behu programu uloZeni synovia
v, ktory leZia na synovskych hranidch. Na ich poradi ndm v tomto pripade nezaleZi. Obe tieto
polia st na zaciatku prazdne.

Ked7e ns algoritmus je upravené prehladavanie do hibky, potrebuje si este uchovavat
informdciu o tom, ¢i bol dany vrchol uZ navstiveny alebo nie. Toto pole sa bude volat’ P

a hodnota

e P[v] = 0 oznacuje vrchol, ktory este nebol navstiveny
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e P[v] = 1 oznacuje vrchol, ktory uZ bol navstiveny, ale eSte sme neprezreli vSetkych

jeho susedov

e P[v] = 2 oznacuje vrchol, ktory bol navstiveny a uz sme spracovali vSetkych jeho

susedov

Na zaciatku je pole P iniciované samymi nulami.

Zakorenovanie kaktusu vo vrchole bude rekurzivna funkcia. Tato funkcia dostane ako
parametre dve ¢isla vrcholov v a u. Tieto dve Cisla budi znamenat, Ze ideme zakorenit’ kaktus
pod vrcholom v, priCom sme vrchol v objavili z vrcholu w. Tato funkcia moze vrétit’ rézne
ndvratové hodnoty. Ak vrati —1, znamend to, Ze otcovskym blokom vrcholu v je hrana.
Ak vréti ¢&islo z € {0,1,...,n}, otcovskym blokom vrcholu v je kruZnica s otcovskym
vrcholom z.

Prehladdvanie za¢iname vo vrchole r. Hranu, ktorou vrchol bol naposledy vrchol opus-
teny, voldme odchéddzajica hrana. Hranu, ktorou bol vrchol objaveny, voldme objavitel'ska
hrana. Z kazdého objaveného a nespracovaného vrcholu ide prave jedna odchddzajica hrana.

Ak algoritmus spractiva vrchol, ktory je objaveny a stdle existuju hrany, ktoré eSte neboli
preskimané, vyberie si jednu z nich a uréi ju za novi odchddzajicu hranu. Mdze sa stat,
Ze takymto sposobom sa navstivi vrchol v, ktory uz bol objaveny, ale nebol dokonceny.
V tomto pripade bola objavena kruznica, ktord mé otcovsky vrchol v. V tomto pripade sa len
vrati spit' ndvratova hodnota v a v poli W, sa vyrobi miesto na novu kruznicu. Musi sa posielat’
aj informdcia o tom, ktory vrchol je otcovskym vrcholom kruZnice, aby sa vedelo, kde tiito
spravu zastavit. Ak pride spit’ k vrcholu v, potom sd spracované vSetky vrcholy na tejto
kruZnici. Ak sa objavi novy vrchol, len sa prediZi cesta a pokraluje sa dalej v prehladdvan.

Predpokladajme, Ze sa na proces pozerame z pohladu vrcholu v, ktorého objavitel'ska
hrana je (u,v). Postupne, ako sa vracaji vysledky od jeho jednotlivych susedov, meni si
informéciu o otcovskom bloku. Tato informécia sa bude ukladat’ do premennej b. Najskor
predpokladdme, Ze jeho otcovsky blok je hrana. Premennd b budeme mat hodnotu —1.
Ak vSak pride od niektorého suseda informécia, Ze jeho sused lezi na kruZnici s otcovskym
vrcholom w takd, Ze w # v, tak hodnota premennej b sa zmeni na w. Takato informacia
mozZe prist iba jedna. Vrchol v teraz vie, Ze jeho otcovskym blokom je kruZnica s otcovskym
vrcholom w.

Ked sa prehl'adajui vSetci susedia, uloZia sa do globdlny poli vSetky potrebné informaécie.

e Ak b = —1, tak sa nenaSiel sused leZiaci na kruznici, ktord nemé otcovsky vrchol v.
v je teda synom u leZiaci na synovskej hrane. Vrchol v sa pridd do pola V,,. V poli B
bude hodnota B[v] = 1.

e Ak b = w, tak sa naSiel sused leZiaci na kruZznici s inym otcom ako v. v je synom
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vrcholu w leZiaci na synovskej kruznici. Vrchol v sa pridd na koniec posledného riadku
pola W,,. V poli B bude hodnota B[v] = 2.

Nasledne sa po objavitel'skej hrane vrati informdcia o otcovskom bloku prave dokon¢eného
vrcholu. Je to &islo rovné hodnote premennej b. Ked sa takto prehladd cely kaktus, budi
vo vysSie popisanych globalnych poliach uloZené spravne informécie.

Pseudokéd prehladdvania moZete vidiet' niZSie. Funkciu ZAKOREN stadi zavolat napriklad
s parametrami  a —1. Druhy parameter v tomto pripade neddva zmysel, lebo vrchol r ako
jediny nemd objavitel'skd hranu. Sta¢i tam teda dat’ &islo, ktoré urcite nie je ¢islom vrcholu

v kaktuse.

1: function ZAKOREN(v, u)
2 if P[v] = 1 then

3 W,.append(]])

4 return v

5: Plv] + 1

6 b+ —1

7 for kazdého suseda s vrcholu v, s # u do
8 if P[s] # 2 then

9: h < ZAKOREN(s, v)

10: if h# —1and h # v then

11: b<h

12: Plv] 2

13: if b = —1 then

14: V...append(v)

15: Bv] =1

16: else

17: Wh[poslednd].append(v)
18: Blv] =2

19: return b

1.2.2 Analyza algoritmu

Zostava eSte ukdazat, Ze vysSie popisany algoritmus je korektny a efektivny. Skor ako

sa pustime do tohto dokazu, dokdZeme si pomocnu lemu.

Lema 1.2.1 Otcom bloku B je vrchol v prdve vtedy, ked’ bol pri prehladdvani do hlbky
objaveny ako prvy zo vsetkych vrcholov bloku B.
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Dokaz. Musime ukazat’ dve implikacie. Najprv ukdZzeme, Ze ak vrchol v je otcom bloku,
potom bol navstiveny ako prvy. Budeme to ukazovat sporom.

Nech vrchol v je otcom bloku B a nebol navstiveny ako prvy. Nech bol navstiveny
ako prvy vrchol u. To znamena, Ze existuju dve cesty P, a P, veduce z r do v resp. u. Cesta
P, je najkratSia cesta do v, lebo z definicie je tento vrchol najblizSie ku korenu. Ziroven
tato cesta neobsahuje Ziaden dalsi vrchol z tohto bloku. Inak by to bol spor s minimélnostou
vzdialenosti v od korena. Cesta P, je cesta, ktorou sme objavili vrchol u. Tato cesta zjavne
neobsahuje Ziaden iny vrchol bloku B. Inak by u nebol prvy ndjdeny vrchol. Nech vrchol z
je posledny spolo¢ny vrchol tychto dvoch ciest. Taky urcite existuje, lebo uz vrchol r maji
spolo¢ny.

Ak blok B je hrana (u, v), potom hrany na ceste P, z x do u, hrana (u, v) a hrany na ceste
P, z v do z tvoria kruznicu (Obr. 1.1a). To je ale v spore s tym, Ze hrana (u, v) je blok.

Ak blok B je kruznica, potom hrany na ceste P, z x do u, hrany na kruZnici B medzi
vrcholmi u a v (vyberieme Iubovolni stranu kruznice) a hrany na ceste P, z v do x tvoria
kruznicu (Obr. 1.1b). Této novy kruZnica nie je hranovo disjuktnd s kruznicou B. Co je spor

s definiciou kaktusu.

T
r
4%
x P
v
P, P
P, v
U
U
(a) Blok B je hrana (b) Blok B je kruznica

Obr. 1.1

Zostava dokdzat opacnu implikdciu. Ak sme vrchol v objavili ako prvy, potom je vrchol
u otcom bloku B. Opit to dokdZeme sporom. Predpokladdme, Ze plati, Ze u bol objaveny
ako prvy, ale skutoénym otcom je v. Dal3i priebeh dokazu je potom identicky s dokazom

prvej implikdcie. Aj tu sa dostaneme do sporu. Preto lema plati. U
Teraz mdZeme pristipit k dokazu hlavnej vety.

Veta 1.2.1 VysSie popisany algoritmus sprdvne zakoreni lubovolny kaktus. Jeho casovd

zlozitost’je O(n), kde n je pocet vrcholov vstupného kaktusu.
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Dokaz. Najprv ukdzeme korektnost. Mozeme si v§imnut, Ze vrcholy, ktoré si objavené,
ale nedokon¢ené tvoria spolu so svojimi objavitel'skymi hranami cestu. V tejto ceste sd
vSetky objavené a nedokoncéené vrcholy. Nech su to vrcholy vy = r,vq,...,v, v takom
poradi, Ze hrana (v;_1,v;) je objavitel'skou hranou v;, pre i € 1,2,..., m. Kazdy vrchol
v; md v sebe premenni b;, v ktorej si uchovava informéciu o svojom otcovskom bloku.
Hodnota premennej sa meni po¢as behu programu podla vysledkov, ktoré prichddzaji od
jeho susedov. Hodnota b; mozZe byt —1, ak Ziaden zo susedov zatial nevratil ind hodnotu
ako —1 a v;. DalSou moZnostou je, Ze je to fubovolné &islo od 0 po n. Premenna b; mohla
nadobudnut’ takd hodnotu iba v pripade, Ze niektory zo susedov ju vratil. Nech vrchol v je
posledny vrchol v poradi, ktorého b, # —1. Podme si rozobrat’ moZnosti,ako sa tito situédcia
moZe zmenit' pridanim dalSej hrany do tejto postupnosti.

Najprv rozoberieme moznost, Ze vrchol v,, eSte ma susedov, ktorych moze prehladat’.
NajjednoduchSou moznostou v tomto pripade je, Ze navstivime suseda v,,, 1 vrcholu v,,, ktory
eSte nebol navstiveny. V tomto pripade len vrchol v, pribudne do postupnosti s hodnotou
b1 = —1.

ZaujimavejSou moznostou je, Ze vrchol v, je niektory z vrcholov vy, vy, ..., Vp_s.
To znamend, Ze je jednym z objavenych, ale eSte nie dokoncenych vrcholov. Nech je to
vrchol v;. Musi platit, Ze j > k. Inymi slovami, v; je na ceste z nedokoncenych vrcholov
z korenia dalej ako v,. Ak by to tak nebolo, potom vrchol v, dostane od dvoch réznych
susedov informéciu o tvorbe kruznice, ktorej otcovskym vrcholom nie je vi. V tomto pripade
ale hrana (vy_1, v) lezi na viacerych kruzniciach (Obr. 1.2). To je spor s definiciou kaktusu.
Preto sa nikdy nemoZe stat, Ze jeden vrchol dostane od dvoch rd6znych susedov ind hodnotu

ako —1 a jeho vlastné &islo.

Vo V; Of Vg—1 Uk U
Obr. 1.2
Zjavne vrcholy vj,vjiq,...,v,, tvoria kruZnicu. Podla predchadzajicej lemy vieme,

Ze otcovskym vrcholom tejto kruZnice je vrchol v;. Algoritmus teda spravne posSle vrcholu
vy, informéciu, Ze v, lezi na kruznici s otcovskym vrcholom v;. Vo vrchole v, sa tito
informacia uloZi do b,,,. Nové k teraz bude m.

Zostavaji uz len moznosti, ked’ vrchol v, nema suseda, ktorého este treba prehladat.
Podla algoritmu nastal ¢as uloZit’ tento vrchol na spravne miesto do globédlnych poli a poslat’

o tom informéciu dialej. Rozoberieme niekolko moZnosti podl'a hodnoty b,),.

e b,, = —1: Tato moZnost' mohla nastat’iba v pripade, ked  sa nenasiel Ziaden sused, ktory
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by vrcholu v,, poslal inti informéciu ako —1 a v,,. Ak by vrchol v,,, mal otcovsky blok
kruZnicu a nie hranu, potom jeden z jeho susedov s nim bud’leZi na tejto kruznici alebo je
jej otcom. V oboch pripadoch by tento vrchol o tom dostal informéciu, €o sa ale nestalo.
Potom zjavne otcovskym blokom vrcholu v,, je objavitel'skd hrana a algoritmus spravne

zaradi tento vrchol medzi synov vrcholu v, 1, ktorf leZia na synovskych hranach.

e b, = v; # —1: Vo vrchole v,,, mdZe byt'uloZend takdto informdcia iba vtedy, ked jeden
z jeho susedov vratil ind hodnotu ako —1 a v,,,. To znamen4, Ze vrchol v,, spolu s jeho
susedom maju otcovsky blok kruznicu s otcom v;. K vrcholu v, sa tdto informécia
mohla dostat’ len tak, Ze vznikla pri¢inenim vrcholu v; a ndsledne bola postupne
postivana spit’ po objavitel'skych hrandch, ktoré tvoria tito kruznicu, az k vrcholu
Um. VSetky dokoncené vrcholy si uz zapisané na sprdvnom mieste, lebo v jednom
Case moOzeme tvorit’ len jednu synovsku kruznicu vrcholu v;. Vrchol v, sa zapiSe
za tieto vrcholy a posle informéciu dalej po svojej objavitel'skej hrane, ktora taktieZ
patri do tejto kruznice. Tento postup zarucuje spravne poradie vrcholov zapisanych

v jednotlivych poliach.

Nésledne vrchol v, bude medzi dokoncenymi vrcholmi. Preto uz nebude patrit’ do cesty
z objavitel'skych hran.

V kazdom kroku prejde algoritmus po nejakej hrane. Po kazdej hrane prejde najviac
dvakrét. Preto zaru¢ene skondi, lebo hran je len kone¢ne vela. Zaroveii to znamend, Ze ¢asova
zloZitost’ tohto algoritmu je linedrne zdvisla od poc¢tu hran v kaktuse. Pocet hran v kaktuse
s n vrcholmi m6Zeme z hora odhadnut’ vyrazom
(n—1) 3n-3

2 2

[EG)] < (n—-1)+

Najvicsi poet hran md kaktus, ktory je zloZzeny z kruznic dizky tri. Takyto kaktus mé-
Zeme vytvorit’ zo stromu tak, Ze dve susedné hrany spojime novou hranou do trojuholnika
a pokracujeme, kym sa daji pridavat hrany. Na dve hrany stromu priddme jednu novi hranu.
Ked k po¢tu hran stromu priddme eSte polovicu tohto poctu dostaneme horné ohrani¢enie
poétu hran v kaktuse. Vidime, ze |E(G)| = O(|]V(G)|) = O(n). Preto cely zakoretiovaci

algoritmus md asovi zlozitost' O(n). O

Ukazali sme, Ze na$ algoritmus na zakorenenie kaktusu pracuje spravne a efektivne.

Teraz sa mdZeme venovat’ samotnym vysledkom.



Kapitola 2

Polynomialny algoritmus pre cyklové

stromy

V tejto kapitole predstavime polynomidlny algoritmus pre triedu cyklovych stromov, ktory
sme vymysleli. Vstupom je cyklovy strom G a nezdporné celé ¢islo k. Algoritmus v po-
lynomidlnom ¢ase vzhladom na pocet vrcholov grafu G a &islo k rozhodne, &i existuje
k-L(2, 1)-ofarbenie cyklového stromu G.

N4S algoritmus je rozSirenim prvého algoritmu pre stromy, ktory publikovali autori Chang
a Kuo v ¢lanku [6]. V tomto algoritme sa pracovalo so zakorenenym stromom. Kazdy vrchol
okrem korenia mal ur€end hranu, ktord viedla do otca. Hlavnou myslienkou algoritmu bolo
pre kazdy vrchol v vypoditat’ vSetky pripustné farby pre vrcholy na otcovskej hrane (u,v).
Pripustné su také, Ze sa podstrom visiaci pod vrcholom v da ofarbit koreSpondujuc s farbami
hrany (u, v).

Mensi technicky problém bol iba s korefiom, lebo korefi nemé otca. To sa vyriesilo tak,
Ze sa strom na vstupe zakorenil v niektorom liste. Tento list sa ndsledne odstranil a korefiom
sa stal jeho jediny syn. Tak sa docielilo, Ze kazdy vrchol v novom grafe m4 prave jedného
otca.

Na konci uz len stacilo pozriet, ¢i vypocitand mnoZina dvojic farieb pre koreil nie je
prazdna. Ak bola prdzdna, tak sa strom nedal ofarbit. A naopak, ak sa v nej nieco nachéddzalo,
tak sa dal ofarbit.

V nasledujuicej Casti popiSeme nas algoritmus, ktory je zaloZeny na podobnej myslienke.

2.1 Algoritmus

Bude sa postupovat’ rovnako ako v algoritme pre stromy. Cyklovy strom G sa zakoreni
sposobom popisanym v 1.2.1. Pre kazdy vrchol chceme vypocitat mnozinu pripustnych

farieb pre vrcholy na otcovskych hranach. V naSom pripade mo6Zze byt otcovskych hran viac.

12
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Na zaciatku sa otestuje, ¢i je na vstupe graf s maximalnym stupfiom najviac dva. Ak je to
tak, tak to moZe byt len cesta alebo kruZnica. Pre tieto pripady platia nasledujice vysledky,

ktoré sa daju jednoducho dokazat:

Graf G AG)
cesta dizky 1 2
cesta dizky 2 alebo 3 3
cesta dizky aspoii 4 4
kruznica lubovolnej dizky | 4

Pre tieto cyklové stromy sa dd odpoved zistit'len na zdklade maximdalneho stupiia, po¢tu hran
a poctu vrcholov.

Od teraz mdzZeme predpokladat, Ze maximalny stupeti cyklového stromu G je aspon tri.
V tomto pripade uz treba pouzit’ zloZzitejsi algoritmus. Podobne ako pri stromoch, aj tu sa
chceme spravat’ ku vSetkym vrcholom grafu rovnako, €o sa tyka otcovskych hran. Musi sa
preto spravit’ jeden technicky krok.

KedZe maximélny stupeii vstupného cyklového stromu je aspoii tri, tak existuje vrchol,
ktory lezi asponi v dvoch roznych blokoch. Cyklovy strom sa preto skladd z viacerych
blokov. D4 sa ukdzat, Ze v iom existuje aspoil jeden listovy blok. Jeden taky listovy blok sa
vyberie. Uprednostiiuje sa hrana pred kruZnicou, pretoZe kruZnice na konci vyZaduji pracu
navyse. Nech je vybratym listovym blokom blok B, ktorého jedinou artikulaciou je vrchol r.
Z cyklového stromu G sa teraz vyrobi novy cyklovy strom G’ tak, Ze sa z G odstrania vSetky
vrcholy bloku B okrem vrcholu . Nasledne sa novy cyklovy strom G’ zakoreni v 7.

V pripade, Ze blok B bola hrana, tak vrchol r bude mat jednu otcovsku hranu. V opa¢nom
pripade bude mat’ dve otcovské hrany.

Teraz budeme zistovat, ¢i vieme ofarbit’ graf G’ spolu s otcovskymi hranami vrcholu 7.

Vrcholy sa rozdelia do dvoch mnoZin podl'a po¢tu otcovskych hran.

Vi = {v e V(G) | v majednu otcovskd hranu}

Vo = {v e V(G)|vmidve otcovské hrany}

Zjavne plati Vi U Vo, = V(G) a Vi NV = 0.

Pre kazdy vrchol v grafu G’ chceme vypocitat mnozinu F,, moznych ofarbeni otcovskych
hran. V mnoZine F), budu také dvojice (resp. trojice) farieb, ktoré mdézme dat’ vrcholom
na otcovskej hrane (resp. hrandch) vrcholu v a podkaktus pod vrcholom v sa da ofarbit’
koreSpondujtc s tymito farbami.

Zjavne pre list v je jednoduché urcit mnoZinu F,,. RozliSuju sa dva pripady:
eveVi: F={(ab)|abe{0,...,k}la—b > 2}

e veEl: FU:{(a,b,c)|a,b,c€{0,...,k},|a—b\22,|b—0|22,|a—c|21}
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Predpokladajme, Ze vrchol v nie je list a vSetci jeho synovia maji uZ mnoZiny F,,

vypocitané. RozliSujeme tri pripady, ako mdze vyzerat okolie vrcholu v.

1. Vrchol v nelezi na kruZnici. To znamend, Ze patri do mnoZiny V; a rovnako do nej

patria aj vSetci jeho synovia.

2. Vrchol v lezi na kruZnici a tito kruznica je jeho synovskd kruZnica. V tomto pripade
v € V). Niektori jeho synovia patria do mnoZiny V5 a zvy$ni synovia patria do mnoZiny
Vi.

3. Vrchol v lezi na kruznici, ktora je jeho otcovskou kruznicou. V tomto pripade v € V,

a vsetci jeho synovia patria do V.
Ku kazdému pripadu pristupuje algoritmus trochu inak. V nasledujicej ¢asti ukdZeme ako.

e v € V] avSetci jeho synovia patria tieZ do V;:

Vrchol v mé len jednu otcovskd hranu (u, v) a vetky jeho synovské bloky sd hrany.

Nech vy, v9, ..., v, st jeho synovia (Obr. 2.1).

V1 V2 Un

Obr. 2.1: v nelezi na kruznici

Vsetky mnoZiny F,,, obsahuju iba dvojice. Z tychto ¢iastoénych vysledkov algoritmus
vytvori mnozinu F),. F, bude obsahovat iba dvojice farieb, a to konkrétne mozné
ofarbenia hrany (u, v). Kazdd dvojicu farieb a,b € {0, 1, ..., k} takd, Ze |a — b| > 2,
treba otestovat. To znamend zistit, ¢i je mozné priradit’ vrcholu u farbu a a vrcholu
v farbu b tak, aby sa podkaktus pod vrcholom v dal ofarbit. Definuji sa mnoziny W
prei € {1,2,...,n}:

W;={c| (b,c) € F,,, c#a}

Teraz staci otestovat, i existuju reprezentanti cy, co, . . . , ¢, tychto tried taki, Ze ¢; € W
ac # cj, ak i # j. To sa da overit’ hladanim maximélneho pérenia na §pecidlnom
bipartitnom grafe, ktorého jedna particia su vrcholy vy, vs, ... v, a druhd particia su
farby 0,1, ..., k. Medzi v; a j je hrana ak j € W,;. Ak v tomto grafe existuje parenie

s mohutnostou n, potom dvojica (a, b) patri do mnoziny F,.
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e v € V4, Cast’jeho synov patri do V5 a ¢ast'do V;:

Vrchol v md len jednu otcovskd hranu (u,v). Jeden jeho synovsky blok je kruznica
a zvysSné su hrany. Nech wq, ws, . .. w,, su synovia v na kruZnici v poradi, v akom su
umiestnené na kruznici. Vrcholy w; a w,, su incidentné s v. Dalej vy, v, ..., v, sd

synovia v na hranich (Obr. 2.2).

Obr. 2.2: v lezi na kruZnici a jeho otcovsky blok je hrana

Najprv treba zistit, aké farby mozu mat’ vrcholy w,, v a w,,, aby sa podkaktus pod touto
kruZnicou dal ofarbit. MnoZiny F),, pre i € {1,2,...,m} uZ si vypocitané. Vsetky
tieto mnoziny obsahuju trojice farieb, ktoré predstavuji mozné ofarbenia otcovskych

hran vrcholov wq, wa, . . . , w,, také, Ze podkaktusy pod tymito vrcholmi sa daju ofarbit..
Vyrobi sa mnoZinu:

X; ={(a,b,b,¢) | (a,b,c) € Fy, }
Prvé dve Cisla znamenajd ofarbenie hrany (v,w;) a druhé dve znamenaji ofarbenie
hrany (wy, wy). Postupne sa vyrabajd dalsie X; pre i € 2,3,...m:

Xi = {(avbv d? 6) | (CL, b7 ¢, d) € Xi—la (C, da 6) S Fwi}

Jednoducho povedané, stile sa predlZzuje uz ofarbend Cast kruzZnice a ukladaju sa
do medzivysledkov len farby zaciato¢nych dvoch vrcholov a koncovych dvoch vrcho-

lov. Stvorica farieb (a,b,c,d) € X; symbolizuje vietky L(2,1)-ofarbenia vrcholov

U, W1, W2, ...,W;1r1 také, Ze
flw) = a
flw) = b
flw) = ¢
flwin) = d

Ak i = m, potom w;; = v. Nie je podstatné, ¢i sa k jednej Stvorici da prist’ viacerymi

spdsobmi.

Hl'adan4d mnoZina je zjavne:

Y ={(b,a,c) | (a,b,c,a) € Xy, b # c}



KAPITOLA 2. POLYNOMIALNY ALGORITMUS PRE CYKLOVE STROMY 16

Aby sa zistilo, ktoré dvojice patria do mnoZiny £, musia sa opit’ otestovat’ vSetky
dvojice farieb a,b € {0,1,...,k} také, Ze |a — b| > 2. Aby sa zistilo, ¢i (a,b) je
vhodna dvojica farieb pre vrcholy u a v, musi sa pre vSetky kompatibilné trojice farieb
(c,b,d) € Y také, ze ¢ # d # a, zistit’, ¢i sa daji ofarbit’ ostatn{ synovia v. Podobne ako

v prvom pripade, sa vyrobia mnoziny W;, i € {1,2,...,n} pre vrcholy vy, va, ..., Uy.
Wi={cl(bc) e Fy, c#a#b#d}

Uplne rovnakym spdsobom ako predtym sa ndsledne vyrobi bipartitny graf a zistf sa,
¢i v lom existuje maximélne parenie s mohutnostou n. Ak pre asponl jednu kompati-

bilnd trojicu z Y existuje také pérenie, tak dvojica farieb (a, b) patri do F,,.

e v € V; avSetci jeho synovia patria do V;:

V tomto pripade ma vrchol v dve otcovské hrany (uq, v) a (ug, v) a vietky jeho synovské

bloky su hrany. Nech jeho synovia su vy, vs, . . ., v, (Obr. 2.3).

Uy Uz

U1 V2 Un,

Obr. 2.3: v lezi na kruZnici a jeho otcovsky blok je kruZnica

Mnozina F;, bude teraz obsahovat’ trojice pripustnych farieb (a, b, c), kde a je farba
pre uy, b je farba pre v a c je farba pre wus. Pre kazdu skiSand trojicu musi preto platit®
la—bl >2,b—c|>2aa#ec.

Pri testovani trojice farieb (a, b, ¢) sa bude postupovat rovnako ako v prvom pripade.

Mnoziny W; prei € {1,2,...,n} sa vytvérajd nasledovne:
Wi={d| (bd) € Fy, d £ a+#c}

Opit sa vyrobi bipartitny graf rovnakym spdsobom ako v prvom pripade a zisti sa,

¢i existuje maximalne parenie s mohutnostou n. Ak dno, trojica (a, b, ¢) patri do F,.

Ak sa na zaciatku z grafu G odstranila hrana, potom staci pozriet, ¢i je F, prazdna
mnoZina. Ak F, = (), potom sa zjavne neda kaktus G ofarbit. Ak F, obsahuje aspoii jednu
dvojicu, potom sa dd odobratd hrana ofarbit’ danou dvojicou a zvySok grafu sa da tieZ ofarbit’,
lebo tak sa vytvarali mnoZiny F,,.

Ak sa z grafu GG odstranila kruZnica, musi sa eSte zistit, ¢i sa da ofarbit’tak, Ze toto farbenie

koreSponduje s niektorym vypocitanym farbenim otcovskych hran r. Nech sa odstranili
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vrcholy wq, ws, . .., wy,. Uréia sa mnoZiny F,, pre i € {1,2,...,m} tak, ako v pripravnej

faze pre listy na kruZniciach.
F’wi = {(a,b,c) ‘ ’CL—Z)’ 227 ’b—C| > 27 CL?éC}

Nésledne sa vyrobi mnozina Y tplne rovnakym spdsobom ako v druhom pripade popisanom
vy$Sie. Nakoniec sa zisti, ¢i Y N F, = (). Ak 4no, potom neexistuje k-L(2,1)-farbenie
cyklového stromu G. V opa¢nom pripade sa dd L(2, 1)-ofarbit’ cely graf G a to znamena,
e \(G) < k.

2.2 Analyza algoritmu

UZ ndm staci len ukézat, Ze naS vymysleny algoritmus je korektny a polynomidlny. Formu-

lujeme to ako dve vety.

Veta 2.2.1 Algoritmus popisany v sekcii 2.1 sprdvne rozhodne pre dany cyklovy strom G
a Cislo k, ¢iplati \(G) < k.

Dokaz. Najprv musime dokazat, Ze sme mnoziny F), vypocitali spravne. To znamen4, Ze sd
to prave tie dvojice alebo trojice povolenych farieb, ktoré méZeme priradit’ otcovskym hranam
vrcholu v a podkaktus pod vrcholom tymto vrcholom sa d4 ofarbit. Ozna¢me si taku skutocnu

mnoZinu F, pre vrchol v. Chceme teda ukdzat, Ze pre kazdy v € V(G’) plati

Ukdzeme to matematickou indukciou vzhladom na zlozitost’ podgrafu pod vrcholom.
V Béze indukcie ukdZeme, Ze tvrdenie plati pre listy. Kazdy typ listu rozoberieme zv1ast.

Nech v je list so stupfiom jedna. Musime ukazat’ dve inkluzie.

o [, C E,: Potrebujeme ukdzat, ze vSetky dvojice v F), su aj v I,. To je zjavne pravda.
Akonihle dvojica farieb (a,b) spliia, |a — b| > 2, tak potom otcovski hranu (u, v)
vrcholu v mdéZeme touto dvojicou ofarbit, lebo pod vrcholom v uZ neleZia Ziadne

vrcholy.

e I, O E,: Chceme ukdzat, Ze vSetky dvojice v E, sd aj v F,. Ked si zoberieme
Tubovolni dvojicu farieb (a,b) € E,, tak musi spliiat’ podmienky L(2, 1)-farbenia,
Cize |a — b| > 2. Ked%e v F, sa nachddzajii vietky dvojice farieb, ktoré spliiaji tito

podmienku, tak sa tam musi nachadzat aj dvojica (a, b).

Nech teraz v je list so stupiom dva. Opit’ dokdZeme dve inkluzie:
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e [, C E,: Aby sme to dokdzali ukdZeme, Ze vSetky trojice v F), si aj v E,. Nech trojica
a—>bl>2,|b—c| >2aa # c Zjavne

moZeme potom vrcholom uq, v a us leZiacim na otcovskych hraniach vrcholu v priradit’

(a,b,c) € F,.Z definicie F,, musi platit

takéto farby, lebo pod vrcholom v uZ neleZia Ziadne dalSie vrcholy. Preto je tdto trojica

farieb aj v mnoZine E,,.

o F, DO E,: Chceme ukdzat, ze vSetky trojice v E, su aj v I,. Podobne ako v pripade
listu na hrane, si zoberieme lTubovolni trojicu farieb (a,b,c) € E,. Této trojica musi
spltiat’ podmienky L (2, 1)-farbenia, &ize |[a — b] > 2, |b — ¢| > 2aa # c. KedZze v F,
sa nachddzaji vietky trojice farieb, ktoré spliiaji tito podmienku, tak sa tam musi

nachadzat’ aj trojica (a, b, c).

Zjavne tvrdenie plati pre listy. Tym sme ukoncili dokaz bazy indukcie.

PokraCujeme dalej indukénym krokom. Nech vrchol v nie je list a pre vSetkych jeho
synov tvrdenie plati. UkaZeme, Ze potom plati aj pre v. Budeme opét rozliSovat’ tri pripady
ako moZe vyzerat okolie vrcholu v.

Najprv rozoberieme pripad, ked vrchol v neleZi na kruZnici. Jeho otcovsky blok aj
synovské bloky su hrany. Budeme pouZivat rovnaké oznacenie ako v popise algoritmu.
Vrcholy vy, v9, ..., v, st synovia v a vrchol u je jeho otec. Z indukéného predpokladu vieme,

zeplati F,,, = E,, prekazdéi € {1,2,...,n}.

e F, C E,: UkdZeme, Ze lubovolnd dvojica (a, b) € F, patriajdo E,.Nech ¢y, ¢, ..., ¢,
su farby, ktoré sme vybrali vrcholom vy, vs, . .., v, pomocou ndjdenia maximalneho
pérenia pri pridavani dvojice (a, b) do F,,. To bolo mozné iba preto, lebo (b, ¢;) € F,,
a zérovetia # ¢;prei € {1,2,...,n}. Zpredpokladu vieme, Ze (b, ¢;) € E,,. Ked'teda
ddme vrcholom u, v, vy, v, . .., v, postupne farby a, b, ¢y, ¢, . . ., ¢, tak z indukéného
predpokladu vieme, Ze zvySok podkaktusu vieme ofarbit’ tak, Ze toto farbenie kore-

Sponduje s uz vybratymi farbami. Preto dvojica (a, b) patri aj do F,.

e [, O E,:V tomto pripade ukazeme, Ze lubovolnd dvojica (a,b) € E, patri aj do F,,.

Zjavne musi platit’ |a — b| > 2. Dalej musia existovat farby ¢, s, . . ., ¢, pre vrcholy

V1, V2, . . ., Uy, ktoré si navzdjom rdzne a pre kazdé ¢ € {1,2,... n} plati |c; — b| > 2
a ¢; # a,lebo podmienkou prislusnosti dvojice farieb do (a, b) do E, je, Ze sa podkaktus
pod v dé ofarbit. KedZe podla indukéného predpokladu (b, ¢;) € F,,, tak ¢; € W;
prekazdé i € {1,2,...,n}. Potom ale plati, Ze vo vytvorenom bipartitnom grafe

existuje maximdlne pdrenie s mohutnostou n. Preto aj (a, b) € F,.

Dal§fm pripadom je, Ze otcovskym blokom vrcholu v je hrana a jeden z jeho synovskych
blokov je kruznica. Nech u je jeho otec, wy, ws, . . . , Wy, st jeho synovia na synovskej kruznici

a vy, Vg, ...V, sU jeho synovia na synovskych hranich. Pre vSetkych synov tvrdenie plati,
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¢ize F, = By, prei € {1,2,...,m} a F,, = E, prei € {1,2,...,n}. Opat ukdZzeme

dokaz dvoch inkluazii.

e F, C E,: Nech (a,b) € F,. UkédZeme, Ze aj (a,b) € E,. Aby sa (a,b) dostalo do
F, musela existovat’ takd trojica (¢, b,d) € Y, Ze a # ¢ # d a bipartitny graf, ktory
vznikol z mnozin W; pre i € {1,2,...,n} mal maximdlne parenie s mohutnostou 7.
Poslednou podmienkou je, Ze |a — b| > 2.Najprv musime ukazat, ze ked (¢, b,d) € Y,
potom existuje ofarbenie kruZnice a celého podkaktusu pod touto kruZnicou. Aby sa

(¢, b,d) mohlo dostat do Y, tak v X,, musela byt $tvorica (b, ¢, d, b), lebo tak bola

definovana mnozina Y. UkdZeme Ze existujui farby d;, do, . . . , d,,, d;y 11, ktoré mdzeme
priradit’ vrcholom wy, ws, ..., w,,,v také, ze dy = ¢, d,, = d a d,,, .1 = b. Budeme
postupovat’ spitne cez proces vytvarania mnozin X; pre ¢ € {1,2,...,m}.

Aby mohla vzniknat' §tvorica farieb (b, ¢, d;,d; 1) € X;, musela existovat’ nejaka
farba d;_, takd,ze (d;_1,d;,d;v1) € Fy, a (b,c,d;—1,d;) € X;_1 pre i postupne
m,m — 1,...,2.Ztoho vyplyva, Ze v X; muselabyt'Stvorica (b, d1, dy, ds) = (b, ¢, ¢, ds).
Této Stvorica mohla vznikndt jedine tak, Ze existovala trojica (b, ¢, ds) € F,,. Z toho
vyplyva, Ze hladané farby pre vrcholy wy, ws, ..., w,, a v koreSpondujiice s trojicou
farieb (c,b,d) € Y naozaj existuji a z indukéného predpokladu vyplyva, Ze sa da

ofarbit cely podkaktus pod touto kruznicou tak, Ze sa roz$iri ndjdené farbenie kruznice.

Podobnym argumentom ako v prvom pripade ukdZzeme, Ze aj pre vrcholy vy, vs, ..., v,
vieme ndjst farby, ¢, co, . . ., ¢, také, Ze koreSponduju s farbami a, b, ¢ a d. MnoZiny

moznych farieb pre vrcholy vy, vs, . . . v, sme vyberali tak, aby boli splnené podmienky
L(2,1)-farbenia. Vytvoreny bipartitny graf mal parenie hodnosti n. Preto na zdklade
induk¢ného predpokladu vieme, Ze cely podkaktus pod vrcholom v sa da ofarbit

kore$pondujiic s farbami (a, b). Preto plati (a, b) € E,.

e F, D E,: Nech teraz (a,b) € E,. UkdZeme, Ze aj (a,b) € F,. KedZe (a,b) € E,,

potom existuji farby dy, ds, . .., d,, pre vrcholy wy, ws, ..., w,, afarby ci,co, ..., c,
pre vrcholy vy, v, ..., v, také, Ze sa podkaktusy pod tymito vrcholmi daji ofarbit.
Zjavne
(b,dy,dy) € Fy,
(di—y,d;ydiyr) € Fy,, 1€{2,3,...,m—1}
(dm—1,dm,b) € Fy,,
(b,c;) € F,, ie{l,2...,n}

Potom ale musi platit’

(b7 d17d17d2> S Xl
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(b,dl,di,di+1) € Xi7 i€{2,3,...,m—1}
(b7d1)dm7b) € Xm

Preto je v mnozine Y aj trojica (dy,b,d,,). KedZe (a,b) € E, tak zjavne plati
a # dy # d,,. Tak isto d; je urCite rdzne od vSetkych farieb ¢; a rovnaké tvrdenie
plati aj pre d,,. Ked teda vytvorime bipartitny graf sp6sobom opisanym v algoritme,
tak bude mat’ parenie s mohutnostou n. Napriklad to mdZe byt parenie dané farbami

C1,Ca, . . ., Cy. Preto nds algoritmus zaradi (a, b) do F,.

Poslednym pripadom zostava, ked otcovskym blokom vrcholu v je kruznica a vSetky
jeho synovské bloky st hrany. Nech vrcholy na otcovskych hranich sd u; a us a jeho synmi
su v1, Vg, . .. Uny. Jedine v tomto pripade budeme pracovat’ s trojicami farieb. Opit ukdZeme

dve inklazie.

e F, C E,: Nech (a,b,c) € F,. Ukdzeme, Ze (a,b,c) € E,. Zjavne musel existovat’
bipartitny graf vytvoreny z vysledkov v F,, pre i € {1,2,...,n}, ktory mal parenie
s mohutnostou n. Toto parenie urcuje farby ci,cs, ..., c, pre synov vrcholu v také,
7e spliiai podmienky L(2, 1)-farbenia. KedZe F, obsahuje dvojicu (b,¢;), tak z in-
duk¢ného predpokladu vieme, Ze podgraf pod v; sa dd ofarbit. To plati pre vSetky
i€{1,2,...,n}. Ztoho vyplyva, Ze aj (a,b, c) € E,.

e F, O E,: Nech (a,b,c) € E,. Ukdzeme, Ze (a,b,c) € F,. Z predpokladu vieme,
ze ak ddme vrcholom wuy, v, us farby a, b, ¢, tak zvySok grafu pod vrcholom v vieme
ofarbit. Vieme tieZ, Ze farby spliiaji podmienky L(2, 1)-farbenia. Vyberme si jedno
farbenie podkaktusu pod v koresSpondujice s farbami a, b a c. Nech priradilo synom
vrcholu v farby ¢, ¢, ..., ¢,. Z indukéného predpokladu vieme, Ze (b,¢;) € F,,
atym padom aj ¢; € W, pre i € {1,2,...,n}, lebo pre kazdé i plati ¢; # a # c.
Preto v bipratitnom grafe, vytvorenom v tejto faze algoritmu, bude parenie s mohut-

nostou n. Preto bude trojica (a, b, ¢) zaradend, do F,,.

Tym sme dokézali, Ze sme mnoZiny F), vypocitali korektne. Zostava rozobrat’ posledny
krok algoritmu.

Najprv rozoberieme moznost, Ze sme graf G’ vytvorili odstranenim hrany. Ak existuje
dvojice (a,b) € F,, potom odstrdnenému vrcholu mozeme dat’ farbu a a korefiu farbu b.
Podl'a predchddzajuicej Casti dokazu vieme, Ze zvySok grafu sa dd L(2, 1)-ofarbit. Ak sa tam
Ziadna takd dvojica nenachddza, potom je zjavné, Ze ho nevieme ofarbit. NaS algoritmus d4
v tomto pripade spravny vysledok.

Zostava moznost, Ze sme odstrafiovali kruZnicu. V tomto pripade sme si eSte vyrdbali

mnozinu Y. Ako sme ukdzali v druhom pripade v indukénom kroku, takto vytvorend mnozina
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naozaj obsahuje prave tie trojice farieb, ktoré mo6zu mat’ vrcholy wu., 7, us, aby sa dala celd
tato kruZnica ofarbit. Ak v prieniku F, a Y nie je Ziadna trojica, potom Ziadna trojica z F.
sa nedala doplnit’ na ofarbenie celej kruznice. Preto sa Ziadne farbenie grafu G’ (plus hran
(r,uq), (., 2)) nedalo rozsirit' na farbenie kaktusu GG. Ak je naopak tento prienik neprazdny,
potom existuje trojica farieb (a, b, ¢), Ze vrcholy uy, 7 a us mdzu mat tieto farby lebo cely
podkaktus pod r sd da ofarbit’ a zaroven tieto farby umoziuji dofarbit’ aj zvy$Sné vrcholy

odstrdnenej kruznice, preto aj v tomto pripade d4 nas algoritmus spravny vysledok. 0

Veta 2.2.2 Algoritmus popisany v sekcii 2.1 md casovii zloZitost’ O(|V (G)|k™®) pre vstupny

cyklovy strom G a cislo k.

Dokaz. Aby sme nemuseli vSade pisat V' (G) a E(G), budeme namiesto toho pouZzivat V'
a E. Pozrime sa, kolko Casu zaberaji jednotlivé kroky algoritmu.

Algoritmus najprv testuje, ¢i je cyklovy strom na vstupe cesta alebo kruznica. To sa da
otestovat’ v Case O(|E|), lebo stadi zistit' maximalny stupen, celkovy pocet hran a pocet
E| = O(|V|). Dokazali sme to

v dokaze vety 1.2.1. Testovanie md teda casovi zloZitost O(|V|). Zistené stupne vrcholov

vrcholov. KedZe mame na vstupe cyklovy strom, tak plati

si mdZeme zapamétat, aby sme ich nemuseli zistovat’ znovu. Takisto si zapamétdme vrchol
s maximdlnym stupfiom.

AKk je na vstupe zlozitejsi graf, potom algoritmus hl'add listovy blok. V prvom rade
hl'add, ¢i existuje vrchol so stuptiom jedna. To zaberie maximélne O(|V]) Casu. Ak taky
list neexistuje, musi sa hl'adat’ listova kruznica. To sa da spravit napriklad tak, Ze sa kaktus
zakoreni vo vrchole, ktory nemd stupen dva. To znamen4, Ze to je urcite artikuldcia a patri
do viacerych blokov. Mdze to byt napriklad vrchol s maximdlnym stupfiom, ktory sme nasli
v prvej faze. Spusti sa teda algoritmus z Casti 1.2.1. Potom uZ len pre kazdy vrchol, ktory ma
nejaku synovsku kruznicu otestujeme, ¢i vSetci jeho synovia na tejto kruZnici maju stupen
dva. KedZe v Struktire, vytvorenej algoritmom na zakorefiovanie kaktusu, je kazdy vrchol
uloZeny najviac raz, tak tato operacia spolu so zakorenovanim kaktusu mé ¢asovi zlozZitost’
oV

Ked sa ndjde listovy blok, potom odstranime vSetky vrcholy listového bloku okrem
vrcholu 7, ktory ako jediny patril do viacerych blokov. Nasledne sa tento zmenSeny kaktus
zakoreni v tomto vrchole. Toto celé opit zaberie ¢as O(|V|). Podkaktus, ktory vznikne
ozna¢ime G' = (V', E').

V dal$ej faze algoritmus pocita mnoziny F,,. Pozrime sa na mnozstvo prace v jednotlivych

vrcholoch.

1. Vrchol v nelezi na kruzZnici:

V tomto pripade pre vrchol v po¢itame iba mnozinu F),. Do F), ukladdme dvojice farieb

z mnoziny {0, 1,...,k}. Takych dvojic farieb je O(k?) a pre kazdd z nich spistame
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hladanie maximdlneho parenia na grafe s velkostou O(A + k), kde A je maximalny
stupen kaktusu G. Z pravidla bude ¢islo & > A. Keby to tak nebolo, tak mdZeme
rovno odpovedat, Ze sa tento graf neda ofarbit’. Vysvetlenie ndjdete v dalSej kapitole.
Velkost’ bipartitného grafu teda bude O(k). Algoritmus na hladanie parenia v grafe

s n vrcholmi ma Casovd zloZitost O(n*%) [15]. Spolu teda dostdvame Casovi zloZitost
O( k4'5)

2. Vrchol v lezi na kruznici, ktord je jeho synovska:

V algoritme hladdme pri tomto vrchole mnozinu Y. Tidto pracu vSak zapocitame
vrcholom, ktoré na nej leZia a nie vrcholu v. Predpokladajme, Ze uZ mdme mnoZinu
trojic farieb Y. Aj pre tento vrchol skiSame vSetky vhodné dvojice farieb z mnoZiny
{0,1,...,k}, ktorych je O(k?). Pre kazdu dvojicu (a, b) skiSame vietky kompatibilné
trojice (¢, b,d) € Y. Spolu médme O(k°) moZznosti, ktoré musime vyskidsat. Pre kazdd
dvojicu farieb a kazdu k nej kompatibilnu trojicu z Y robime opit’ maximalne parenie

na bipartitnom grafe s velkostou O (k). Spolu teda dostdvame Casovi zlozitost O(k?).

3. Vrchol v leZi na kruznici, ktoré je jeho otcovska:

Spracovanie tohto typu vrcholu md dve fazy. Najprv sa vypocita F;, a potom neskor

sa pozbieraju vysledky na tvorbu mnoZiny Y.

V prvej faze skisame vietky trojice farieb z mnoziny {0,1,...,k}. Tych je O(k?).
Pre kazdu trojicu robime bipartitny graf s velkostou O(k) a hlTadame v ilom maximalne

pdrenie. Této faza ma teda Casovi zloZitost O (k°2).

V druhej fize méZeme bud vytvérat prvé X, alebo tvorit' z predchddzajiceho X
to nasledujice. V prvom pripade je ¢asova zloZitost O(k?), lebo musime prejst’ vietky
trojice z ;. V druhom pripade mdme mnoZinu X, ktord obsahuje Stvorice Cisiel
z mnoziny {0, 1,..., k}. Preto | X| = O(k*). Pre kazdd $tvoricu v X hladdme vietky
také trojice z F,, Ze sa daju skombinovat. Pri naivnej implementécii by sme skusili
skombinovat’ kazdu Stvoricu z X s kazdou trojicou z F;,. Tak by sme dostali ¢asovi
zlozitost O(kT). Z posledného X vyrobime eSte Y. To ndm bude trvat O(k*), ale této

praca sa schova do O(k").

Cas na spracovanie vrcholu takéhoto typu je teda O (k7).

Nech vrcholov i-teho typu v grafe G’ je n). Zjavne n) + nj + nj = |V'|. Celkova Casovd
zloZitost tejto fazy tedaje O (n) k*5 +nbk™® +njkT™). NajhorSiu asovi zloZitost majd vrcholy
druhého typu. Tychto vrcholov mozZe byt v cyklovom strome az jedna tretina. Preto celkova
Casovd zlozitost tejto fazy je O(|V'|k™5).

Zostava rozobrat’ posledni fazu. NajhorSie, o sa ndm v tejto faze mdze stat’ je, Ze sme

odstranili kruznicu. Ak sme odstranili hranu, potom uZ nemusime ni¢ robit, len sa pozriet’
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do tabulky. Nech pocet odstranenych vrcholov je m. Ku vSetkym tymto vrcholom sa spra-
vame ako keby boli tretieho typu. To znamen4, Ze im poc¢itame mozné trojice farieb a nasledne
tieto vysledky zbierame. To znamen4, Ze plati analyza popisand vysSie pre treti typ vrcholov,
preto tto faza md ¢asovu zloZitost O(mk").

Posledni fdzu moéZeme pripocitat’ k predchadzajicej faze, lebo plati

VI|+m = |V].
Preto celkovd Casova zloZitost' poslednych dvoch faz je O(|V'|k™® + mk™) = O(|V|k™5).
Prvé fazy tito Casovi zloZitost nezhorSia, lebo maju len linedrnu ¢asovu zloZitost’ od poctu

vrcholov grafu. U

Niektoré odhady v predchddzajicom dokaze vobec neboli tesné, alebo by sa dali Sikovnou
implementédciou vyrazne vylepsit. Prikladom m&ze byt aj algoritmus, ktory sme rozSirovali.
Z pdvodnej Casovej zlozitosti O(|V |k*?) sa len lepsimi odhadmi a efektivnejSou imple-
mentdciou stala linedrna Casova zlozitost. Pre naSe potreby nam vSak zatial tento vysledok

staci.

2.3 Rozsirenie algoritmu

Princip algoritmu, ktory sme opisali v Casti 2.1, sa d4 pouzit’ aj na kaktusy, ktoré nie su
cyklové stromy.

Nech mame dany kaktus G a Cislo k. Ur¢i sa najvicsie také Cislo ¢, Ze existuje vrchol
grafu G, ktory leZi na ¢ kruzniciach. Mysli sa pod tym pocet blokov, ktoré st kruznice a tento
vrchol na nich lezi.

Bude sa pouZivat ten isty postup ako v predchadzajicom algoritme. Kaktus sa zakoreni
a vrcholy sa rozdelia do dvoch skupin podla po¢tu otcovskych hran. V tomto pripade bude
v md m synovskych kruznic. Pre kazdu takuto kruznicu sa vypocita jej mnoZina Y rovnako,
ako v povodnom algoritme pre cyklové stromy. Ozna¢me si mnoZinu Y i-tej kruznice Y;.

Pri zistovani, ¢i nejaka dvojica alebo trojica farieb patri do F;, sa musi vyskuasat kazda
kombindcia trojic farieb z mnozin Y;. Ak kombindcia spiiia podmienky L(2,1)-farbenia,
tak sa eSte pre ostatné synovské vrcholy na synovskych hrandch zisti, ¢i sa daji ofarbit’.
To sa urobi rovnakym spdsobom ako v predchddzajicom algoritme. VSetkych kombinécii
trojiczmnozin Y; prei € {1,2,...,m} je O(k*™). Na zistenie, ¢i sa dajd aj zvy$né synovské
vrcholy ofarbit treba ¢as O (k).

Spolu dostdvame, Ze pre vrcholy s jednou otcovskou hranou a m synovskymi kruZnicami
bude treba ¢as O(k?T3™25), Pre vrcholy s dvoma otcovskymi hranami a m synovskymi
kruZnicami bude treba Cas O(k¥3m+25 4 k7). Do tohto odhadu sme pridali aj k7 preto,
lebo to je Cas, ktory algoritmus stravi pri vrchole v pri vypocte mnoZiny Y pre jeho otcovsku

kruznicu. Najhorsi pripad nastane, ked’ vrchol v md ¢ synovskych kruZnic a jednu otcovski
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hranu. To znamend, Ze Casova zloZitost pre tento vrchol je O(k?T3125) = O(k31H45),
Cely algoritmus m4 v tomto pripade Casovi zloZitost O(|V (G)|k3+45).

Désledkom tohto trvdenia je, Ze ak bude parameter ¢ konStantny, tak vyslednd ¢asova
zlozitost’ bude polynomidlna. To znamend, Ze pre kaktusy s konStantnym poctom kruZnic,
na ktorych mdze lezat jeden vrchol, je rozhodovacia verzia problému L(2, 1)-farbenia tieZ

polynomidlne rieSiteln4.



Kapitola 3

Ohranicenie \(G)

Podobne ako pre stromy, tak aj pre iné triedy grafov existujd ohranicenia pre A(G) vzhladom
na maximdlny stupen grafu G z danej triedy. Preto sme aj my chceli ndjst, pokial je to mozné,
tesné ohrani¢enie A\(G) pre kaktusy a cyklové stromy. V tejto kapitole ukdZzeme dve ohrani-
¢enia. Prvé plati pre vSetky kaktusy a je tesné pre kaktusy a aj pre cyklové stromy s malym
maximalnym stupfiom.

V dal8ich Castiach sa budeme venovat’ hlavne hornym ohrani¢eniam. Dolné ohrani¢enie
je pre vSetky grafy rovnaké a je to A + 1, kde A je maximalny stupeni grafu. Tento fakt

dokézali v ¢lanku [12]. KedZe je tento dokaz jednoduchy, pre dplnost ho uvedieme.

Lema 3.0.1 Nech G je jednoduchy graf bez sluciek a ndsobnych hrdn s maximdlnym stupriom
A. Potom plati
AMG)>A+1

Dokaz. Aby sme ukazali platnost’ tohto tvrdenia, musime ukazat, Ze na ofarbenie kazdého
grafu potrebujeme aspon A + 2 farieb.

Vsimnime si vrchol v, ktory ma maximalny stupeii. Tento vrchol ma A susedov. Aby bola
splnend druhd podmienka L (2, 1)-farbenia, musia mat’tieto vrcholy rdzne farby. Ked vrcholu
v ddme niektord z krajnych farieb , potom jedna farba zo zvysSnych farieb sa nebude dat
pouzit, aby sa neporusila prvd podmienka L (2, 1)-farbenia. Keby sme dali vrcholu v niektord
zo strednych farieb, potom by sa nedali pre susedov v pouzit’ dve dalSie farby. Vrchol v
teda obsadi aspori dve farby a jeho pre susedov musi zostat’ aspoit A volnych farieb. Z toho
dostadvame, Ze potrebujeme asponi A + 2 farieb, aby bolo mozné graf ofarbit. Potrebujeme
teda mnozinu farieb {0,1,..., A + 1}. Preto A(G) > A + 1. O

Tento dolny odhad je tesny. Ako ukdzali v ¢lanku [12], existuje nekonecne vela grafov,
pre ktoré plati A\(G) = A + 1. Sd to napriklad stromy, ktoré majd jeden vrchol maximélneho

stupnia a zvys$né vrcholy s listy.

25
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3.1 Ohranicenie pre vSetky kaktusy

V tejto sekcii ukdzeme, Ze pre ubovolny kaktus plati, Ze sa dd L(2,1)-ofarbit’ pomocou
A + 4 farieb. Ako sme uz spominali, budeme sa venovat iba hornému odhadu, lebo dolny je

jasny. UkaZeme nasledujicu vetu

Veta 3.1.1 Nech graf G je kaktus s maximdlnym stuperi A. Potom plati:
A+1<)MNG)<A+3

NavySe existujii kaktusy, ktoré dosahuji aj dolnii a hornii hranicu.

Dokaz ukaZzeme postupne. Ako prvy uvedieme dokaz horného ohrani¢enia a potom

ukdZeme, Ze toto ohranicenie je tesné pre kaktusy a cyklové stromy.

3.1.1 Pazravy algoritmus

Aby sme ukézali platnost’ horného odhadu, uvedieme pazravy algoritmus, ktory dostane
lTubovolny kaktus a farby z mnoziny {0, 1, ..., A+3}. Jeho vystupom bude (A +3)-L(2,1)-
farbenie f grafu G.

Zakorenime kaktus v Tubovolnom vrchole r pomocou algoritmu z Casti 1.2.1 a ddme mu
farbu 0. Tym, Ze tak spravime, kaZzdému vrcholu uré¢ime mnoZinu jeho synov a ich rozdelenie
do kruZnic a hran. To znamend, Ze budeme mat kaktus rozdeleny na jednotlivé bloky.

V naSom algoritme bude farbeny kaktus po blokoch. VZdy sa bude farbit’ blok iba v tom
momente, ked prave jeden z jeho vrcholov bude uZ ofarbeny. Bude to konkrétne vzdy otec
tohto bloku.

Predpokladajme, Ze existuje funkcia, ktord dostane blok, Ciastocné farbenie grafu G
farbami v rozmedzi 0 az A + 3 a jej vystupom je doplnené Ciastocné farbenie zo vstupu
na vrcholy zadaného bloku. Té4to funkcia predpokladd, Ze prave jeden vrchol tohto bloku
uz bol ofarbeny. Ozna¢me tito funkciu OFARBI_BLOK. Potom nasledujtica rekurzivna funkcia

ofarbi cely kaktus, ak ju zavoldme pre vrchol r a ¢iastoéné farbenie, ktoré priradzuje f(r) = 0.

1: function OFARBI_PODKAKTUS(v, f)

2: if v je list then return f

3: for kazdy synovsky blok B vrcholu v do

4: f < OFARBI_BLOK(B, f)
5: for kazdého syna u vrcholu v do
6: OFARBI_PODKAKTUS(u, f)

7: return f
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Treba ale ukézat, Ze sa d4 naozaj spravit’ funkcia OFARBI_BLOK.

Pozrime sa na to, ako mdze vyzerat blok B a aké st moznosti jeho ofarbenia vzhladom
na uz ofarbené vrcholy.

Prvym pripadom je, Ze blok B je hrana (v, u). Nech jej otcovsky vrchol v md uréend
farbu. V tomto pripade staci ndjst farbu pre vrchol u, aby bol cely blok ofarbeny. Vrchol v
moze mat’ naviac A — 1 uz ofarbenych susedov. Nepouzitelnych farieb z tychto vrcholov
je teda najviac A — 1. NepouZitelné farby vyplyvajice z farby vrcholu v sd najviac tri.
TakZe najviac A + 2 farieb je uz obsadenych inymi okolitymi vrcholmi. Stale vSak pre vrchol
u zostavaju aspon dve farby, ktorymi sa da ofarbit, lebo je k dispozicii asponn A + 4 farieb.
Z moznych farieb sa vyberie t4 najmensSia.

Dal$im pripadom je, Ze blok B je kruznica. Ak B je cely graf G, tak plati A\(G) = 4 =
A + 2 a da sa priamo ofarbit. Predpokladajme, Ze A > 2. Nech v je otcovsky vrchol tejto
kruZnice a uz ma nejakd farbu b. Nech wy, wo, ..., wy_1 st vrcholy na kruZnici v poradi,
v akom lezia na kruznici a wy a wy_; su susedia vrcholu v. MoZe existovat najviac A — 2
uz ofarbenych susedov vrcholu v. To znamen4, Ze pre wy a wy_ je zakazanych najviac A+ 1
farieb. CiZe aspoti tri farby st pre nich volné. Vyberie sa taka dvojica (a, ¢) z tychto farieb,
Ze |a — ¢| > 2. KedZe sa tieto farby vyberaji najmenej z troch moznych farieb, urcite takd
dvojica existuje. Farby a, b a ¢ maju taku vlastnost, Ze sa dajui na kruznici dookola striedat’.

Algoritmus rozli$uje niekol’ko pripadov podla dizky d kruZnice B.

e d =0 (mod 3): Farby a,b a ¢ sa budd na kruznici stile striedat. Farba pre w;,i €
{1,2,...,d — 1} sa teda urdi takto (Obr. 3.1):

fw;)) = a,i=2 (mod 3)
fw;)) = b,i=0 (mod 3)
fw;)) = ¢,i=1 (mod 3)

Obr.3.1: d=0 (mod 3)

e d = 4: Vrcholu wj sa priradi farba a (Obr. 3.2). Zostava urcit’ farby pre w; a ws.

Pozrime sa na pocty farieb, ktoré sa dajua pouzit’ pre vrcholy w; a ws.
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b
a/ i
Obr.3.2:d=4

Vrchol w; mé ofarbeného prave jedného suseda anajviac A—1 vrcholov vo vzdialenosti
dva. Farieb, ktoré uZ nie si prefiho pouZitelné, je najviac A + 2. Preto md aspoil dve

farby, ktoré su prentho pripustné. Nazvime tito mnoZinu farieb P;.

Vrchol w,; ma len jedného uZ ofarbeného suseda a prave jeden ofarbeny vrchol
vo vzdialenosti dva. Z toho dostdvame, Ze najviac Styri farby su pre vrchol ws uz
nepouzitelné. Kedze je k dispozicii aspoii sedem farieb (A > 3), tak vrchol wy; ma

aspon tri pouzitelné farby. Nazvime tdto mnoZinu Ps.

Zjavne musia existovat farby e; a e také, Ze e; € Py, eq € Py a|e; — ea| > 2. Vyberie

sa zo vSetkych takych dvojic lexikograficky najmensia. Potom

flw) = e
f(wa) = ey

e d=1 (mod 3)Ad # 4: Farby a,b a c sa opit budu striedat’ podobne ako v prvom
pripade. Dva vrcholy vSak zostant neofarbené. Konkrétne to budu vrcholy wy a ws.
Algoritmus priradi vrcholu w; farbu ¢ a vietkym vrcholom w; pre i € {4,5,...,d—1}

priradi nasledujice farby(Obr. 3.3):

Obr.33:d=1 (mod3)Ad#4

Pre oba vrcholy ws aj ws plati, Ze majui ofarbeného prave jedného suseda a prave dva

vrcholy, ktoré su od nich vo vzdialenosti dva. Tieto dva vrcholy maji vzdy ta istd
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farbu. Preto oba vrcholy majui zakdzané najviac Styri farby. To znamen4, Ze aj vrcholy
wy a ws majd k dispozicii aspoti tri farby. CiZe existuji také farby e, a es, Ze e je
pripustna farba pre w, a e3 je pripustnd farba pre w3 a navySe |e; — e3| > 2. Vyberie sa
lexikograficky najmensSia takd dvojica. Potom:
flw2) = e
flws) = e3
e d =2 (mod 3): Aj v tomto pripade sa budi striedat’ farby a,b a ¢ na vrcholoch
Wy, Wy, ooy Wy—1°
fw;)) = a,i=1 (mod 3)
fw;) = b,i=2 (mod 3)
fw;)) = ¢,i=0 (mod 3)

Algorimus priradi f(w;) = ¢, podobne ako v predchddzajicich pripadoch (Obr. 3.4).

Obr.3.4:d=2 (mod 3)

Vrchol w, ma zakdzané farby z tejto mnoZiny Z, = {c — 1, ¢, c+ 1, a, b}. Dalej vrchol
w3 mé zakazané farby z mnoziny Z3 = {a — 1, a,a + 1, b, c}. Samozrejme, nie vietky
Cisla v Z5 a Z3 musia byt povolené farby. Niektoré mdzu byt zdporné, alebo vicsie
ako A + 3.

Nech jedno z Cisiel a alebo ¢ je jedna z krajnych farieb (0 alebo A + 3). Ak je to Cislo
a, potom jedno z Cisel a — 1 a a + 1 nie je povolena farba. Podobne, ak je to ¢, tak jedno
z &isel c— 1 a ¢+ 1 nie je povolend farba. Preto bud wy alebo w3 md aspoti tri povolené
farby. Z toho vyplyva, Ze existuje dvojica farieb, ktord vyhovuje podmienkam (2, 1)

farbenia. Nech st to farby e; a e3. Potom
f(wa) = ey
flws) = e;

Druhd mozZnost’je, Ze ani jedno z isel a a c nie je krajnd farba. Bez ujmy na v§eobecnosti

nech a < c. V tomto pripade algoritmus moZze priradit’

flwg) = a—1



KAPITOLA 3. OHRANICENIE \(G) 30
Zjavne budd stéle zachované vsetky podmienky L(2, 1)-farbenia.

Ked'sa teda ide farbit'’kruZnica, tak sa vyberd dve farby a a ¢, aby sa spolu s farbou b, ktord
ma otec bloku, dali dookola striedat. V pripade, Ze farbend kruZnica ma di7ku delitelnd tromi,
potom tieto farby sa budu stdle striedat’ a ofarbi sa tak celd kruznica. V opacnom pripade
sa takto ofarbi takmer celd kruZnica. Nechaju sa neofarbené dva vrcholy. Ak sa dd, vyberu sa
také vrcholy, ktoré nie su susedné s vrcholom v. Ak sa nedd, nevadi. Pre kazdy neofarbeny
vrchol sa zisti mnozina farieb, ktoré mdze mat’ vzhladom na farby okolitych vrcholov.
Z tychto mnozin sa vyberu také farby, Ze neporusuju Ziadnu podmienku L(2, 1)-farbenia.

Tym sme tito cast’ dokazu ukoncili. Kazdy blok sa da ofarbit,, ak bol ofarbeny len jeho
otcovsky vrchol. Ofarbenie bloku sa d4 uskutoc¢nit’ vys$Sie spominanym postupom. Zjavne

pri kazdom volani funkcie OFARBI_BLOK sa d4 dany blok B ofarbit’ nejakym sposobom.

3.1.2 Tesnost’ horného ohranicenia

Ked sme nasli vySSie spomenuty algoritmus, chceli sme vediet, ¢i existuju grafy, ktoré
dosahujui hornt hranicu. Snazili sme sa preto také grafy ndjst. Na to sme ale potrebovali pomoc
pocitata. Naprogramovali sme si niekolko funkcii na generovanie kaktusov, na hladanie
AG) pre dany graf GG a zistovanie dal$ich zaujimavych vlastnosti L(2, 1)-farbenia grafov.

Funkcionalitu sme rozdelili do dvoch skupin
e funkcie na generovanie kaktusov
e funkcie na zistovanie vlastnosti L(2, 1)-farbenia kaktusov

V nasledujucich dvoch ¢astiach opiSeme hlavné myslienky pouZité pri implementécii.

Generovanie kaktusov

Zacneme s generovanim. Vsetky kaktusy budeme generovat zo stromov. Stromy su tiez
kaktusy a vSetky ostatné sa z nich daju vyrobit’ spravnym pridavanim hrén.

Najprv opiSeme, ako vyzera spravne priddvanie hran. Mdme dve képie stromu 7', ktory
tvori kostru budiceho kaktusu. Jedna kdpia T sa pouziva na zistovanie, i sa dd nejakd hrana
pridat’ a druhd képia 75 sliZi na uchovavanie ¢iasto¢ne vyrobeného kaktusu. Nech chceme
do vytvaraného stromu pridat’ hranu h. Ked sa tdto hrana pridd do stromu 77, vyrobi kru-
Znicu. Ku grafu 75 sa pridd hrana h. Z T} sa ndsledne odstrdnia vSetky hrany, ktoré lezali
na kruznici. Tym sa strom rozpadne na niekol’ko kostrovych komponentov a vznikne les 77.
Ak chceme pridat’ dalSiu hranu, musi to byt hrana, ktord spdja vrcholy v jednom kompo-

nente lesa 77. Keby sa spojili vrcholy v réznych komponentoch, tak bude porusend definicia
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kaktusu. Predstavme si, Ze ideme pridat’ hranu (u, v), ktord spdja dva rozne komponenty 77.
V pdévodnom strome 7' to vyrobi kruznicu. KedZe ale v 7] to kruZnicu nevyrobi, musi tito
kruZnica v T obsahovat’ hrany, ktoré uz su odstranené. Tie sa vSak odstraniovali preto, lebo uz
lezia na kruznici. To znamend, Ze pridanim hrany (u, v) do vytvaraného kaktusu, by vznikli
dve kruZnice, ktoré ale nie si hranovo disjunktné.

Kaktus teda vytvorime tak, Ze vyberieme hranu, ktora spdja dva vrcholy v jednom kos-
trovom komponente a z kostry odstrdnime vSetky hrany, ktoré leZia na kruznici. Tym sa tento
kostrovy komponent rozpadne na mensSie komponenty. Hrany sa daju pridavat’ az dovtedy,
kym existuje kostrovy komponent s aspoil tromi vrcholmi.

Rozpadnutie kostry sa dd urobit pomerne pohodlne. Predstavme si, Ze mame kostru
zadanu ako pole, kde na poli¢ku v je zapisany otec vrcholu v. V pripade, Ze v je koren
stromu, tak m4 na svojom poli¢ku zapisané v. CiZe je si sam otcom. Predpokladajme teraz,
Ze ideme pridat’ hranu (u,v). Najprv musime ndjst’ hrany kostry, ktoré patria do kruznice.
MoZeme si znacit vo vrcholoch, ¢i ich otcovska hrana je v tejto kruznici. Pre u a v ideme
postupne po otcovskych hrandch hore a po ceste zanechdvame znacky. Potom plati, Zze do
kruznice patria hrany, ktoré su otcovské hrany vrcholov s jednou znackou. Aby sa kostra
rozpadla na sprdvne komponenty, staci, aby sa kazdému takému vrcholu nastavilo, Ze je si
sam otcom (Obr. 3.5). Jeden komponent je reprezentovany svojim korefilom. Kazdy vrchol

na kruznici uz bude mat’ iného reprezentanta komponentu.

N\

u\ d/v fﬁ Qv
(a) (b)

Obr. 3.5: Priddvanie hrany. (a) Povodny stav pred pridanim hrany (u, v). Ciarkované hrany
st hrany na kruZnici, ktord vznikne pridanim tejto hrany. (b) Stav po pridani hrany (u,v) a

odstraneni hran na kruZznici.

Predstavme si, Ze mdme dany strom 7. Z tohto stromu chceme vygenerovat’ vsetky
mozné kaktusy, ktorym je tento strom kostrou. Na zadiatku je mozné pridat’ Tubovolni
hranu, ktord uz nie je v strome. Vyberieme si jednu takd hranu h. Mdme dve moZnosti.
Bud tam td hranu ddme, alebo nie. V pripade, Ze nie, len z mnoZiny pripustnych hrdn

odstrdnime hranu h a modZeme pokraovat’ dalej. V pripade, Ze ju priddme do kaktusu,
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kostra sa rozpadne na komponenty. Hrany, ktoré boli predtym pouZzitelné a spdjaju dva rdzne
komponenty st uZ nepouzitelné a preto ich odstranime z pouzitelnych hrdn. V pripade,
7e mnoZina pouZitelnych hran je prazdna, potom uZ neméame Co priddvat’ a graf, ktory sme
vyrobili je kaktus, ktorého kostrou je 7'. Staci ho vratit' na vystup.

Méme teda rekurzivnu funkciu GENERUJ_KAKTUSY, ktord ako vstup dostane ciasto-
¢ny kaktus G = (V) E), jeho kostrové komponenty 7" a mnozinu pouZiteInych hran H.
Této funkcia potom vriti mnozinu vSetkych neizomorfnych kaktusov, ktoré sa daji vygene-
rovat pridanim hran z H ku kaktusu GG. V pripade, Ze H je neprdzdna, robime dve rekurzivne
volania, ktorych vysledky spdjame. Nech sa ide spracovat hrana h. Jedno rekurzivne volanie
bude s parametrami G, T'a H — h. Druhé volanie bude z parametrami G’ = (V, EU{h}), T’
a H', kde T" a H' vyrobime vys$ie popisanym spdsobom, rozpadom niektorého komponentu
v T a odstrdnenim prislus$nych nepouziteInych hrdan z H. Vysledkom budd dve mnoZiny
kaktusov G; a G5. Vieme, Ze vSetky grafy v (G; sd navzdjom neizomorfné, a rovnako aj
vSetky grafy v G5 sd navzdjom neizomorfné. Ked teda chceme spravit’ zjednotenie tychto
mnozin, musime zabezpecit, aby sa do zjednotenia nedostali dva izomorfné grafy. To sa
spravi tak, Ze sa kazdy graf z G5 otestuje, i nie je izomorfny s niektorym grafom z Gj.

Ak nie, potom pojde do vysledku. Pseudokdd tejto funkcie mozete vidiet niZsie.

1: function GENERUJ_KAKTUSY(G,T,H)
2: if H = () then return [G]

3: h < nejakd hrana z H

4: G1 < GENERUJ_KAKTUSY(G, T, H — h)
5: G’ + @ s pridanou hranou h

6: T’ < upravené T' podla pridanej hrany
7: H' + H bez nepouzitelnych hran

8: G9 < GENERUJ_KAKTUSY(G',T", H')

9: vysledok = G4

10 1zomor fny = False

11: for go € G5 do

12: for g, € G; do

13: if g» a g1 s izomorfné then izomor fny = True
14: if nie izomorfny then g, pridaj do vysledok

15: return vysledok

Uz sme ukdzali, ako sa da jednoducho rozlozit’ graf na spradvne komponenty po pridani
nejakej hrany. Zostdva ndm eSte ukazat, ako vieme identifikovat hranu, ktord je uz nepouzi-

telnd. Vieme, Ze tato hrana nesmie leZat' medzi dvoma komponentmi. Nech sa ide testovat’
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hrana (u, v). Pre vrcholy u a v sa ndjdu reprezentanti komponentov, v ktorych lezia. Ako sme
vysSie spominali, reprezentantom komponentu je jeho koren. Pre v a v sa ndjde koren tak,
Ze sa postupne posuva vySSie po otcovskych hrandch. Ked sa dosiahne vrchol, ktorého otec
je on sam, tak tento vrchol je korein a teda reprezentant komponentu. Na zdver uz len staci
otestovat,, Ci takto vypocitani reprezentanti sa zhodujud alebo nie. Ak sa nezhoduju, tak hrana
(u, v) je uz nepouzitelnd.

Teraz vieme z jedného stromu nerovat vSetky kaktusy, ktoré tento strom maju ako kos-
tru. Této kostra vSak urcite nie je kostrou vSetkych kaktusov. Aby sme teda vygenerovali
vSetky kaktusy, musime vysSie spomenuti procediru pouzit' na vSetky stromy. KedZe jeden
kaktus mé vela neizomorfnych kostier, takymto spdsobom vygenerujeme ten isty kaktus
viacerymi sposobmi. Musime teda kazdy kaktus, ktory takto vygenerujeme, testovat, ¢i sme
ho uZ neukladali do pola s vyslednymi kaktusmi.

Aby sme generovanie ¢o najviac urychlili, urobili sme eSte zopar tprav. Pri generovani
ako povodny strom. Nech mdme kaktus G s maximalnym stupniom A. Tento kaktus zjavne ma
aj kostru 7' s maximélnym stupiiom A. Ked teda budeme generovat vietky kaktusy z kostry
T, urite vygenerujeme aj kaktus G. T toho vyplyva, Ze ak budeme generovat kaktusy
zo vSetkych stromov, tak aspoinl raz vygenerujeme kazdy kaktus. To sa dd implementovat
tak, Ze pri urovani, ¢i je hrana pouZitelnd sa navySe urobi test, ¢i jeden z jej vrcholov uz
nemd maximalny stupen. Ak ma, tak zjavne jej pridanim, by sme maximélny stupeni zvacsili
a to nechceme. Dalej sme uZ prvi mnozinu H, ktortd sme posielali pri prvom volani, zbavili
takych hran, ktorych aspon jeden vrchol mal maximalny stuper.

DalSou dpravou bolo zévere¢né testovanie na maximalitu. Kaktus voldme maximalny,
ak neexistuje hrana, ktord by sa dala pridat, bez poruSenia definicie kaktusu a zvicSenia maxi-
madlneho stupiia. Tito dpravu sme si zvolili preto, lebo takéto grafy maji najvicsie ¢isla A\(G).
Zjavne plati, Ze ak graf G’ je podgrafom grafu GG, potom A(G’) < A\(G). KedZe chceme ndjst
kaktus dosahujici hornd hranicu pre A(G), staci, ked budeme hladat’ medzi maximalnymi
grafmi.

Maximalita grafu sa dd otestovat’ pomerne jednoducho. Kaktus je maximdlny, ked’ Ziaden
z jeho kostrovych komponentov neobsahuje dva vrcholy s mensim stupfiom ako maximal-
nym. Pre kazdy komponent teda staci spocitat’ pocet takychto vrcholov. To sa dd spravit’
tak, Ze sa kazdému vrcholu, ktory nemd maximalny stupeii v (G, vypocita reprezentant jeho
kostrového komponentu. Pre kazdého reprezentanta sa zaznamenava, kolko takych vrcholov
pod sebou ma. Potom uZ len sta¢i skontrolovat, ¢i niektory z reprezentantov nema pod sebou
aspon dva také vrcholy.

Naprogramovali sme teda jednu funkciu, ktord dostane mnoZinu stromov a informéciu,

¢i chceme generovat vSetky kaktusy alebo len maximalne. Nasledne jej vystupom je prislu$na
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mnozina kaktusov. Nech sa tato funkcia vola GENERUJ.

Farbenie kaktusov

Aby sme mohli pre vygenerované grafy zistit' ich &isla A\(G), vyrobili sme si niekol’ko po-
mocnych funkcii na testovanie rdznych vlastnosti ich L(2, 1) farbenia. Najprv sme vyrobili
funkciu, ktord pre kaktus G zisti ¢islo A\(G). KedZe nemdme pre vSetky kaktusy polyno-
midlny algoritmus na jeho zistovanie, pomohli sme si pomocou SAT-solvera. SAT-solver
sme pouZili hlavne kvoli jeho rychlosti. Keby sme si chceli implementovat’ vlastné hladanie
AG), vyslednd implementdcia by bola prili§ pomala.

Ked chceme zistit' \(G) pre graf G, musime zistovat' ¢&i A(G) < k, pre k rovné A + 1
a A + 2. Staci vyskusat len tieto mozZnosti, ako sme dokazali v prvej asti dokazu vety 3.1.1.
Ked nédjdeme prvé k, kde to plati, tak mame vysledok. Ak to neplati ani pre jedno z nich,
potom A\(G) = A + 3.

Teraz sa mdZeme zamerat’ len na zistovanie, ¢i plati A\(G) < k pre jedno konkrétne k.
Pokdsime sa zistit, ¢i existuje k-L(2, 1)-farbenie grafu G. Na to pouzivame SAT-solver. SAT-
solver je program, ktory vie pomerne rychlo rozhodnut, ¢i nejaka formula v konjunktivne;j
normdlnej forme je splnitelna alebo nie. Sformulujeme teda formulu v konjuktivnej normalne;j
forme, ktord vyjadruje podmienky k-L(2, 1)-farbenia grafu G. Ndsledne tdto formulu ddme
ako vstup SAT-solveru, ktory pomerne rychlo ur¢i, ¢i je tito formula splnitelnd alebo nie.
Ak je formula splnitelnd, potom existuje k-L(2, 1)-farbenie grafu GG a ak nie je, tak neexistuje.

Teraz popiSeme konStrukciu formuly. Zavedieme si premenné X, . pre kazdy vrchol v €
V(G) afarbu c € {0,...,k}. Premennd X, . znamend, Ze vrchol v m4 farbu c. Aby platilo,
Ze formula F je splnitelnd prave vtedy, ked graf G md k-L(2, 1)-farbenie, mus{ zahffiat tieto

tri podmienky:
1. KaZdy vrchol musi mat priradend farbu.
2. Susedné vrcholy grafu G musia mat farby, ktoré sa liSia aspoii o dva.
3. Vrcholy, ktoré maju spolo¢ného suseda, musia mat' rozne farby.

Aby sme zabezpecili prvid podmienku, priddme do formuly F' nasledujicu klauzulu
pre kazdy vrchol v € V(G):

(XU,O VX, V...V Xv,k>

Dalej potrebujeme zarucit, Ze dva susedné vrcholy budi mat farbu asponi o dva r6znu.
Inak povedané, nesmi mat rovnakd farbu a ani nesmd mat’ susedné farby. To znamena,

Ze pre kazdé dva susedné vrcholy u a v priddime do formuly F' nasledujd sadu klauzil:

Ve e {0,... k}: (XW = ﬁXuC) = (ﬁXu,c v ﬁXU,C>
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Vee {0,... . k—1}: (Xu,c = ﬁXU,CH) = (ﬁXu,C V- MH)
Vee {0, k—1}: (X = ﬁXu,cH) = (—-XU,C V- uﬁl)

Poslednd, tretiu podmienku zaru¢ime tak, Ze do formuly priddme eSte d’alSiu sadu formuil
pre kazdu dvojicu vrcholov, ktoré maju vzdialenost’ dva. Pre kazdé také dva vrcholy u a v

do formuly F' pridime nasledujicu sadu klauzul:
Vee {0, k) (Xue = ~Xoe) = (X VX

Takto zostrojend formula F' bude mat’ poZadované vlastnosti. Funkciu, ktord ndjde A\(G)
budeme volat’ NAJDI_LAMBDA.

Zistili sme, Ze samotné zistovanie Cisla A\(G) nestadi. Ako uvidime vo vysledkoch,
ani jeden z vygenerovanych grafov nebol prikladom grafu, ktorého ¢islo A by dosahovalo
hornu hranicu. Potrebovali sme teda zistit’ viac informécii. Rozhodli sme sa, Ze pre kazdy
vrchol grafu zistime mnoZinu farieb, ktoré mdZe mat, aby sa zvySok grafu dal k-L(2, 1)-
ofarbit’. Zjavne staci skusat’ len polovicu farieb. Zvys$nd polovica je totiz symetrickd. Ak vieme
ofarbit’ vrchol farbou ¢, vieme ho ofarbit aj farbou & — c tak, Ze prvé farbenie otocime.

Zistovanie, ¢i vrchol v m6Ze mat farbu ¢, m6Zeme urobit’ jednoducho tak, Ze k formule F’
na zistovanie existencie k-L(2, 1)-farbenia pridime este klauzulu X, .. T4 zaruci, Ze vrchol
v musi mat’ farbu c. Nech je tato nova formula F’. F’' dime na vstup SAT-solveru. Ak aj F’
bude splnitelnd, potom bude existovat’ k-L(2, 1)-farbenie grafu, ktoré priradi vrcholu v farbu
c.

Funkciu, ktord pre kazdy vrchol grafu G ndjde mnoZinu pripustnych farieb, budeme volat’

Z1STI_MOZNE_FARBY.

Implementacia

Zostava eSte uviest, aké technolégie sme pri implenentdcii pouZzivali. Cely program sme
pisali v jazyku Python [3].

Pri generovani stromov, sme pouZzivali okrem Standardnych pythonovskych kniZnic
aj dalSie programy. Na generovanie stromov sme pouZivali implementaciu FreeTree od au-
torov Gang Li and Frank Ruskey, ktori v nej implementovali svoje algoritmy z ¢lanku [17].
Této implementacia ma ti vyhodu, Ze generuje vSetky neizomorfné stromy, v nami poZadova-
nom formdte. NavySe vieme generovanie ovplyvnit tak, Ze nastavime horné ohranicenie pre
maximadlny stupeil stromov, ktoré chceme generovat. Testovanie izomorfizmu grafov sme ro-
bili pomocou pythonovskej kniZnice 1 graph na pracu s grafmi [4], ktord je implementovand
v jazyku C'. Z toho dovodu je rychlejsia ako bezna pythonovska implementacia.

Pri zistovani rdznych vlastnosti L(2, 1)-farbeni sme pouzivali hlavne SAT-solver. Pouzili
sme SAT-solver implementovany v pythonovskej kniZnici pycosat [2]. Aby sme vedeli vy-

hodnotit’ vysledky, ktoré nasla funkcia ZISTI_MOZNE _FARBY, potrebovali sme si vypocitané
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udaje vizualizovat. Na to sme pouZivali program Graphviz [1]. Tento program z jednodu-
chého textového siboru vyrobi obrdzok grafu. Stacilo teda pomocou nasej funkcie vypocitat,
aké farby m6zu mat vrcholy a nésledne tieto tdaje uloZit vo forméte vhodnom pre tento

program. Potom vygenerovany vystup posunut’ do programu Graphviz.

Vysledky

Najprv sme skisili vygenerovat vSetky neizomorfné kaktusy. Generovali sme postupne po-
dl'a poc¢tu vrcholov. Takto sa ndim pomocou funkcie GENERUJ podarilo vygenerovat’ vSetky
rovanie trvalo prili§ dlho. Ked sme mali tieto grafy vygenerované, pre kazdy z nich sme
nasli jeho A(G). Pocty kaktusov rozdelené podla poctu vrcholov a ich ¢isla A mozZete vidiet

v nasledujicej tabulke.

pocet vrcholov || vSetky | A+1 | A+2 | A+3
2 1 1 0 0
3 2 1 1 0
4 4 3 1 0
5 9 7 2 0
6 23 17 6 0
7 63 49 14 0
8 188 148 40 0
9 596 484 112 0
10 1979 | 1636 | 343 0
11 6804 | 5733 | 1071 0

Tabulka 3.1: Pocty vSetkych kaktusov, rozdelené podla A\(G)

Pocas hl'adania prikladu kaktusu, ktorého &islo A dosahuje hornd hranicu, sa nim poradilo
Aby sme teda generovanie urychlili, generovali sme len kaktusy zo stromov, ktoré maji
maximalny stupeii najviac 4. NavySe sme generovali len maximélne kaktusy. To ndm pomohlo
tak, Ze sme vygenerovali vSetky také kaktusy az do 15 vrcholov. Aj tam sme ndsledne
pre kazdy vygenerovany kaktus vypoditali jeho \(G). V tabulke 3.2 moZete vidiet, vysledné
pocty kaktusov rozdelené podla poctu vrcholov a ¢isla .

V poslednom stipci oboch tabuliek si samé nuly. To znamend, Ze takymto spdsobom
sa ndm nepodarilo ndjst’ kaktus, ktory by dosahoval hornd hranicu. Museli sme ho teda

hladat’ inym spdsobom.
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pocet vrcholov || vSetky | A+1 | A+2 | A+3
12 383 44 339 0
13 835 75 760 0
14 1907 140 | 1767 0
15 4321 237 | 4084 0

Tabulka 3.2: Poéty maximdlnych kaktusov, rozdelené podla A(G)

Zjavne pre vSetky kaktusy, ktoré majd najviac 15 vrcholov plati, Ze ich A\(G) < A + 2.
Rozhodli sme sa, Ze zistime, ktoré z vygenerovanych kaktusov ma nejakym spdsobom
obmedzené (A + 2)-L(2,1)-farbenie. To znamend, Ze niektory z vrcholov nemdZe mat
vSetky farby. Tuto informdciu sme zistili tak, Ze sme pre kazdy vygenerovany kaktus GG
zavolali funkciu ZISTI_ MOZNE _FARBY s parametrom k£ = A + 2. Ak niektory z vrcholov
grafu nemohol mat vSetky farby, tento kaktus sme si uloZili aj spolu s mnoZinami moZnych
farieb pre jednotlivé vrcholy do suboru pre program Graphviz.

Tieto grafy sme si rozdelili na tie, ktoré maju maximalny stupenl 3 a 4. Najprv sme sa
zamerali na kaktusy s maximalnym stupiom A = 3. V tomto pripade je k£ = 5. Z ndjdenych
kaktusov sme spravili vyber, ktory mdzete vidiet’ na obrazku 3.6. Do vyberu sme vybrali
iba grafy, ktoré mali unikdtny pocet zaujimavych vrcholov (tie ktoré nemohli mat’ vSetky
farby) alebo neboli nadgrafom Ziadneho uz vybratého kaktusu. Postupovali sme od kaktusov
s mensim poctom vrcholov.

Z tychto grafov ja zaujimavy graf na obrazku 3.6b. Ozna¢me si ho Gg. Zaujimavé je,
Ze okrem troch vrcholov, maji vSetky jeho vrcholy nejakym spdsobom obmedzené farby.
NavySe vrchol v strede ma len dve moZzné farby a to 1 a 4. To znaci, Ze ma pravdepodobne
madlo réznych (A + 2)-L(2, 1)-farbeni.

Hrladali sme vSetky jeho farbenia a zistili sme, Ze su len Styri. Dve su unikdtne a zvy$né
dve sud k nim symetrické. Tieto farbenia mdzete vidiet' na obrazku 3.7.

z farbeni GG sa neda rozsirit'na farbenie grafu G| bez pridania dal$ej farby. Malou ndpovedou
nam bol graf na obrazku 3.6¢c. Ak k listu grafu G cez hranu napojime kruZnicu dizky tri,
tak dostaneme dalsi vrchol, ktory ma obmedzené farby.

Skusili sme preto graf G rozsirit'tak, Ze sme pridali ku kaZzdému jeho listu hranu, ktord ma
na druhej strane napojend kruZznicu dizky tri (Obr. 3.8). Tento graf sme ndsledne otestovali
pomocou funkcie NAJDI_LAMBDA, ktora vratila hodnotu 6 = A + 3.

Spolu s tymto prikladom sme zaroven nasli nekonecni mnoZinu kaktusov, ktorych ¢islo
A(G) dosahuje hornd hranicu. Kazdy kaktus G s A = 3, ktory obsahuje G; ako podgraf,
musi mat'nutne A\(G) = A + 3.
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(d) (e)

¢y (€9)

Obr. 3.6: Vybrané zaujimavé graty. V kazdom vrchole je uvedena polovica farieb, ktoré tento

vrchol mdZe mat. Druhd polovica sa d4 doplnit’ symetricky

MoZete si tiez vSimnuit, Ze graf (¢, je zaroven cyklovy strom. Z toho dostavame, Ze horny
odhad je tesny aj pre cyklové stromy.

Podobnd metdda sa nedala pouzit’ pre kaktusy s A = 4. Zaujimavé grafy, ktoré sme
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Obr. 3.7: VSetky mozné (A + 2)-L(2, 1)-farbenia grafu G,.

Obr. 3.8: Kaktus G, ktory dosahuje hranicu A\(G1) = A + 3.

dostali, mali stdle vela farbeni a bolo prili§ vela moznosti ako ich rozsirit. Pre tito triedu
kaktusov sme teda nezistili, ¢i je tento odhad tesny.

Tymto sme ukoncili dokaz vety 3.1.1.
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3.2 Ohranicenie \(G) pre kaktusy s A > 5

Pri hl'adani kaktusu, ktorého ¢islo A dosahuje horni hranicu ohrani¢enia z vety 3.1.1, sme nasli

Ak by sa ndm podarilo nejakym spdsobom vylepSit'pazravy algoritmus z ¢asti 3.1.1, mohli
by sme tym zdrovei vylepsit ohranicenie. V predchddzajicom algoritme sme pri kruzniciach
hladali tri farby, ktoré sa mohli na tejto kruznici stdle striedat. To sme zabezpecili tak,
7e pre dva prvé vrcholy na kruZnici zostali aspori tri volné farby. Keby sme vSak tieto farby
vyberali naraz pre vSetky kruZnice pod nejakym vrcholom, nebolo by nutné mat’ o jednu
farbu viac.

Musime vSak dédvat’ pozor na pripad, ked ma vrchol v len jednu synovski kruZnicu.
V tomto pripade, podobne ako predtym, potrebujeme mat’ na vyber aspoi tri farby, aby vzdy
existovala vhodna dvojica. V najhorSom pripade mé vrchol v otcovsku kruznicu a tym paddom
uz dvoch ofarbenych susedov. V tom pripade je pre susednych synov v obsadenych najviac 5
farieb. KedZe potrebujeme aspoi 3 volné farby, musime mat aspoii 8 farieb. Z toho vyplyva,
ze kaktus, ktory takto chceme farbit’ musi mat’ maximalny stupeil aspon 5.

Z tychto tvah vznikol dokaz nasledujicej vety.

Veta 3.2.1 Nech graf G je kaktus s maximdlnym stuperiom A > 5. Potom plati:
A+1<)MNG)<A+2

Dokaz. Opit’ sa zameriame len na horné ohrani¢enie. UkaZeme paZravy algoritmus, ktory
kazdy takyto graf ofarbi v silade s podmienkami (2, 1)-farbenia a pouZije farbu najviac
A+ 2.

Podobne, ako v predchddzajicom pripade, sa kaktus zakoreni v ITubovolnom vrchole r
a polozi sa f(r) = 0. Rozdiel oproti predchddzajicemu algoritmu bude taky, Ze sa budd
farbit’ vSetky synovské bloky spracivaného vrcholu naraz. Algoritmus prechadzania kaktusu
bude rovnaky ako v predchddzajicom pripade, len budeme pre dany vrchol volat’ funkciu
OFARBI_SYNOVSKE_BLOKY (v, f), ktord naraz ofarbi vSetky synovské bloky vrcholu v vzhla-

dom na Ciasto¢né farbenie f:

1: function OFARBI_PODKAKTUS(v, f)

2: if v je list then return f

3: f < OFARBI_SYNOVSKE_BLOKY (v, f)
4: for kazdého syna u vrcholu v do

5: OFARBI_PODKAKTUS(u, f)

6: return f
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Teraz uZ len treba ukazat, Ze funkcia OFARBI_SYNOVSKE _BLOKY existuje.

Nech teda farbime synovské bloky vrcholu v, ktory uz ma farbu b. Ak ma vrchol jednu
otcovskl hranu, tak ma prave jedného suseda uz ofarbeného a ak méd dve otcovské hrany,
tak md prave dvoch uZ ofarbenych susedov. Nech ¢y, ¢s, . . ., ¢;, st volné farby v rasticom po-
radi pre susednych synov vrcholu v. Nech mé vrchol v m synovskych kruznic a n synovskych
hran. Z toho dostdvame, Ze v md presne 2m + n susednych synov.

Vieme, Ze plati:

2m+n <k

Vychdadza to preto, lebo mame k dispozicii A+ 3 farieb. Z toho najviac tri farby obsadil vrchol
v svojou farbou. Vrchol v ma najviac stupeni A a tak zvySnych farieb je dost’ na ofarbenie
vSetkych jeho susedov.

Oznacme si teraz vSetkych synov vrcholu v. Vrcholy w1, w; 2, ..., w; q,—1 st vrcholy
na i-tej synovskej kruznici a d; je jej dizka, i € {1,2,...,m}. Vrcholy vy, vy, ..., v, st
synovské vrcholy spojené s v synovskou hranou.

Ak je pocet synovskych kruZnic aspon dva, tak sa ofarbia susedné synovské vrcholy
takto: Pre kazdé i € {1,2,...,m}:

flwig) = ¢
fwig,—1) = citm
aprekazdéi € {1,2,...,n}:
fv)) = citom

Rozoberme teraz pripad, ked v ma len jednu synovskud kruZnicu. Zjavne musi platit,
ze k > 3. Urcite je k dispozicii asponi osem farieb a uz doteraz ofarbené vrcholy mohli

obsadit' maximélne pit’ farieb. Zvoli sa teda nasledujtce farbenie:

/ (wl,l) =
f(w1,d171) = (3
Ak existuje nejaky vrchol v;, tak:
flo)) = ¢
A ostatné vrcholy v; pre i € {2,3,...,n} ofarbime nasledovne:

/ (Uz) = Ciy2
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Ak neexistuje Ziadna synovskd kruZnica, potom je to velmi jednoduché. Vrcholy v;

prei € {1,2,...,n} sa ofarbia nasledovne:
flo) = ¢

Zjavne doterajsie doplnenie povodného &iastoéného farbenia spiiia podmienky L (2, 1)-farbenia.
Zostéava vyrieSit zvyS$né vrcholy na kruZniciach.

Pozrime sa na ¢-tu kruZznicu. Zavedieme nasledujice oznacenie:

f(wi,di—l) = a

flwin) = c

Farby a a c sa vyberali tak, aby platilo |a — ¢| > 2. To znamend, Ze farby a, b a c sa daju stdle

dookola opakovat. Rozoberme niekolko pripadov.

e d; =0 (mod 3): V tomto pripade sa urobi presne to isté, ¢o v predchddzajicom
algoritme (Obr. 3.9):

Pricom j € {2,3...,d; — 2}.

Obr.3.9:d; =0 (mod 3)

e d;=1 (mod 3): Aj tu sa budi farby a, b a c stéle striedat, av§ak vrchol w; » zostane

zatial neofarbeny (Obr. 3.10):

Pricom j € {3,4,...,d; — 2}
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Obr. 3.10: d; =1 (mod 3)

Vrchol w; » mé teraz prdve dvoch ofarbenych susedov. Kazdy z nich ma inu farbu.
Dalej m4 najviac dva ofarbené vrcholy vo vzdialenosti dva, ale tieto vrcholy majd
vzdy rovnaku farbu. To znamend, Ze je pre vrchol w;, obsadenych najviac sedem
farieb. Preto existuje farba, ktord sa da pre tento posledny vrchol pouZit. PouZije sa

zo vSetkych dostupnych farieb t4 najmensia.

e d; =2 (mod 3): Opit sa budu striedat farby a, b a ¢, ale zostant neofarbené vrcholy
W;2 A Wi 3 (Obr 311)

fwi;) = a,j=1 (mod 3)
f(wi;) = b,j=2 (mod 3)
f(wij) = ¢,j=0 (mod 3)

PriCom j € {4,5,...,d; — 2}

Obr.3.11: d; =2 (mod 3)

Vrchol w; » ma prave jedného ofarbeného suseda a prave dva ofarbené vrcholy vo
vzdialenosti dva. Z tohto dovodu najviac pit farieb sa uz pre tento vrchol nedd pouZit,
¢o znamend, Ze existuju aspon tri farby, ktoré sa daji pouzit. Rovnako to plati aj
pre vrchol w; 5. Z toho vyplyva, Ze urcite existuje vhodnd dvojica farieb pre tieto
vrcholy. Spomedzi vSetkych moZznych dvojic sa vyberieme lexikograficky najmensSia

dvojica.

Ukazali sme, Ze existuje funkcia OFARBI_SYNOVSKE _BLOKY, ¢im sme zdroven dokazali

platnost’ horného odhadu. 0
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Lepsi vysledok pre tito skupinu kaktusov uZ neexistuje. Takéto ohranicenie plati aj
pre stromy a stromy su podtriedou kaktusov. NavySe vieme, Ze toto ohrani¢enie je pre stromy
tesné.

Vieme, 7e ak si zvolime lubovolny maximdélny stupeii grafu, vzdy existuje strom,
pre ktory plati A\(G) = A + 2. Sta¢i zobrat taky, ktory ma vrchol s maximdlnym stupiiom
a aspon dvaja jeho susedia maji tieZ maximdalny stupenl. Ak by sa takyto graf dal ofarbit’
len farbami 0,1..., A + 1, potom nutne kazdy jeho vrchol s maximalnym stupfiom musi
mat’ niektord z krajnych farieb. V naSom pripade ale mdme tri vrcholy s maximélnym stu-
priom, ktoré musia mat’ r6zne farby, avSak krajné farby si len dve. Preto sa taky graf nedd
(A +1)-L(2,1)-ofarbit.



Zaver

Cielom préce bolo ndjst’ polynomidlne algoritmy pre rozhodovaciu verziu problému L(2, 1)-
farbenia pre cyklové stromy a kaktusy. Daliim cielom bolo ndjst tesné ohrani¢enie \(G)
pre grafy z tychto tried.

V zadani préce bolo medzi cielmi spomenuté aj zlepSenie vysledku pre ¢-takmer stromy.
V tomto pripade zamySlany pristup zlyhal a ni¢ dalSie sa ndm k tomu neporadilo vymysliet.

Prvy ciel’ sme naplnili len ¢iasto¢ne. Podarilo sa ndm ndjst’ polynomidlny algoritmus
pre triedu cyklovych stromov. Ukdzali sme vSak, Ze algoritmus, ktory sme nasli, sa dal
trividlnym sposobom rozsirit pre vietky kaktusy. Ak mali tieto kaktusy konStantou ohrani¢eny
pocet kruznic, na ktorych moze lezat jeden vrchol, tak bol tento algoritmus polynomidlny.
Nepodarilo sa ndm vSak ndjst’ polynomidlny algoritmus pre vSetky kaktusy.

Pri ohraniceniach sme boli tdspeSnejSi. Podarilo sa ndm dokdzat' aZ dve ohranicenia.
Prvé z nich bolo tesné pre kaktusy s maximélnym stupiiom 3 a teda aj pre cyklové stromy.
Druhé bolo tesné pre vSetky kaktusy s maximdlnym stuptiom asponi 5. Pre kaktusy s menSim
maximdlnym stupfiom ako tri bol tento problém vyrieSeny uz predtym. Jedine pre kaktusy
s maximdlnym stupiiom 4 nevieme, ¢i mdme tesné ohranicenie alebo nie.

Zostéava teda otvorend otdzka, ¢i existuje polynomidlny algoritmus pre problém L(2,1)-
farbenia pre kaktusy. Taktiez zostdva otvorené, Ci existuju kaktusy s maximdlnym stupiiom
4, pre ktoré \(G)) = A + 3.
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