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Školiace pracovisko: Katedra informatiky
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Abstrakt

L(2, 1)-farbenie je vzdialenost’ou podmienené farbenie, ktoré priradzuje vrcholom prirodzené

čı́sla s nulou. Susedné vrcholy musia mat’čı́sla, ktoré sa lı́šia aspoň o dva a vrcholy, ktoré sú vo

vzdialenosti dva, musia mat’rôzne čı́sla. Chceme vediet’, aké je najmenšie čı́slo k, že existuje

L(2, 1)-farbenie grafu G, ktoré nepoužı́va čı́sla väčšie ako k. Toto čı́slo potom označu-

jeme λ(G). Nájst’λ(G) je vo všeobecnosti vel’mi t’ažké. Dokonca otestovat’ či λ(G) ≤ k je

NP-úplný problém už pre sériovo-paralelné grafy. Existuje len málo tried grafov, kde je tento

problém polynomiálne riešitel’ný. Triedy, ktoré patria do tejto kategórie sú stromy a grafy s

konštantným počtom cyklov. My sme tento poznatok rozšı́rili o triedu cyklových stromov

(kaktusy s vrcholovo disjunktnými kružnicami). Ďalej sme určili tesné ohraničenia λ(G)

vzhl’adom na maximálny stupeň grafu. Dokázali sme, že pre každý kaktus G s maximálnym

stupňom ∆ platı́: ∆+1 ≤ λ(G) ≤ ∆+3. Ak navyše ∆ ≥ 5, tak platı́: ∆+1 ≤ λ(G) ≤ ∆+2.

KL’ÚČOVÉ SLOVÁ: kaktus, cyklový strom, L(2,1)-farbenie

v



Abstract

An L(2,1)-labelling is a labelling of the vertex set of graph with non-negative integers such

that the labels of adjacent vertices differ by at least two and the labels of vertices at distance 2

are distinct. It is required to determine, for a given graph G, the smallest integer k such that G

admits an L(2,1)-labelling with integers not exceeding k; this invariant is denoted by λ(G).

Determining λ(G) is known to be a hard problem. To test whether λ(G) ≤ k is NP-complete

even for series-parallel graphs. On the other hand, there exist classes of graphs where this

problem is polynomially solvable. Classes in this group are trees and graphs with constant

number of cycles. In this thesis we show that cycle-trees (cacti with disjoint cycles) also

belong to this group. We also derive tight upper and lower bounds for the λ-number of cacti.

We prove that ∆ + 1 ≤ λ(G) ≤ ∆ + 3 for any cactusG of maximum degree ∆. Furthermore

we prove that ∆ + 1 ≤ λ(G) ≤ ∆ + 2 for any cactus with ∆ ≥ 5.

KEYWORDS: cactus, cycle-tree, L(2, 1)-labelling
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Úvod

V tejto práci sa zaoberáme problémom L(2, 1)-farbenia kaktusov a cyklových stromov.

Najprv prezradı́me niečo o L(2, 1)-farbenı́. Ide o vzdialenost’ou podmienené farbenie po-

mocou nezáporných celých čı́sel. Tento druh farbenia grafov je inšpirovaný problémom

priradenia frekvenciı́ (angl. Frequency Assignment Problem (FAP)). Koncept vzdialenost’ou

podmieneného farbenia grafov predstavil Hale v [13] a podl’a [12] Roberts [19] bol prvý,

kto navrhol model L(2, 1)-farbenia.

V probléme FAP je na vstupe siet’ vysielačov v broadcast-ovej sieti. Ciel’om je priradit’

vysielačom frekvencie tak, aby sa čo najmenej rušili. Ak dva vysielače môžu medzi sebou

priamo komunikovat’ (ich oblasti pôsobenia sa vo vel’kej miere prekrývajú), nesmú mat’

podobné frekvencie. Ďalšou podmienkou je, že ak dva vysielače vedia komunikovat’s tretı́m

vysielačom (ich oblasti sa čiastočne prekrývajú), tak tieto dva vysielače nemôžu mat’rovnaké

frekvencie.

Z týchto podmienok vznikli podmienky pre L(2, 1)-farbenie grafu. Graf v tomto prı́pade

predstavuje siet’ vysielačov. Vrcholy sú vysielače a ak je medzi nimi hrana, znamená to,

že vedia medzi sebou priamo komunikovat’. L(2, 1)-farbenie grafu je také priradenie celých

nezáporných čı́siel vrcholom, ktoré spĺňa dve podmienky:

• Ak sú dva vrcholy susedné, potom ich čı́sla sa musia lı́šit’aspoň o dva.

• Ak majú dva vrcholy spoločného suseda, potom ich čı́sla musia byt’rôzne.

Samozrejme existujú aj zovšeobecnenia tohto pojmu. Naprı́kladL(p, q)-farbenie. My však

zostaneme len pri L(2, 1)-farbenı́.

Ciel’om je pre daný grafG nájst’minimálne také čı́slo k, že existuje L(2, 1)-farbenie grafu

G, ktoré nepoužije čı́slo väčšie ako k. Inými slovami, zaujı́ma nás, aký najmenšı́ rozsah čı́siel

musı́me použit’. Toto čı́slo pre daný graf označujeme λ(G). V tejto práci sa však zaoberáme

rozhodovacou verziou tohto problému. V prı́pade rozhodovacej verzie chceme pre daný graf

G a čı́slo k rozhodnút’, či λ(G) ≤ k. Inými slovami, snažı́me sa zistit’, či existuje L(2, 1)-

farbenie grafu G pomocou farieb 0, 1, . . . , k. Uvedieme niekol’ko známych výsledkov v tejto

oblasti.
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ÚVOD 2

Griggs a Yeh v [12] ukázali, že určit’ λ(G) pre l’ubovol’ný graf G je NP-t’ažký prob-

lém. Dokonca vyslovili hypotézu, že tento problém je NP-úplný pre stromy. Neskôr však

Chang a Kuo [6] našli polynomiálny algoritmus pre rozhodovaciu verziu problému L(2, 1)-

farbenia pre stromy s časovou zložitost’ou O(|V (G)|k4.5). Tento výsledok neskôr vylepšili

Hasunuma a spol. [14] nájdenı́m lineárneho algoritmu. Fiala a spol. [10] miernou úpravou

prvého polynomiálneho algoritmu pre stromy zı́skali polynomiálny algoritmus pre t-takmer

stromy pre fixné t. t-takmer stromy sú súvislé grafy, ktoré majú n vrcholov a n + t − 1

hrán. Ďalej v tomto článku ukázali, že pre všeobecné grafy je rozhodovacı́ problém L(2, 1)-

farbenia NP-úplný pre každé fixné k ≥ 4. Pre k ≤ 3 je problém polynomiálny. NP-úplnost’

pre planárne grafy dokázali Bodlaender a spol. [5] pre k = 8, neskôr Janczewski a spol.

[16] pre k = 4, a nakoniec Eggeman a spol. [8] pre k ≥ 4. V skutočnosti, vzdialenost’ou

podmienené farbenie je t’ažšı́ problém ako obyčajné farbenie. Tento fakt je najlepšie vidiet’

na tom, že rozhodnút’či λ(G) ≤ k je NP-úplné dokonca aj pre sériovo-paralelné grafy [9].

Ďalšou oblast’ou, ktorou sa v práci zaoberáme, sú ohraničenia čı́sla λ pre kaktusy. Výskum

v tejto oblasti podnietila hypotéza uverejnená v článku [12]. Griggs a Yeh v hypotéze tvrdia,

že pre l’ubovol’ný grafG s maximálnym stupňom ∆ ≥ 2 platı́ λ(G) ≤ ∆2. Ďalej uviedli tesné

ohraničenie čı́sla λ pre stromy. Pre l’ubovol’ný strom T platı́ ∆+1 ≤ λ(T ) ≤ ∆+2, kde ∆ je

maximálny stupeň T . Pre všeobecné grafy d’alej ukázali horné ohraničenie λ(G) ≤ ∆2 +2∆.

Znakom ∆ vždy myslı́me maximálny stupeň grafu G. Tento výsledok bol neskôr vylepšený

autormi Chang a Kuo [6] na λ(G) ≤ ∆2+∆. Momentálne najlepšı́ známy výsledok uverejnil

Conçalves [11] pre L(p, 1)-farbenie. Konkrétne λ(G, p, 1) ≤ ∆2 + (p − 1)∆ − 2. Pre naše

L(2, 1)-farbenie to znamená λ(G) ≤ ∆2 + ∆− 2.

Spomenieme aj planárne grafy ako zástupcov menšı́ch tried. Heuvel a McGuinness [20]

ukázali, že preL(p, q)-farbenie a planárne grafy platı́λ(G, p, q) ≤ (4q−2)∆+10p+38q−23.

Pre L(2, 1)-farbenie to znamená λ(G) ≤ 2∆ + 35. Podobný výsledok pre L(p, q)-farbenie

mali aj autori Molloy a Salavatipour [18], ktorým vylepšili hornú hranicu preL(2, 1)-farbenie

na λ(G) ≤
⌈
5
3
∆
⌉

+ 95. Spomenieme ešte jeden zaujı́mavý výsledok k planárnym grafom.

Wang a Lih [21] skúmali ohraničenia λ(G, p, q) pre L(p, q)-farbenie pre planárne grafy,

ktorým zdola ohraničili dĺžku najmenšieho cyklu. Zaujı́mavé je, že čı́m bolo dolné ohraničenie

dĺžky cyklu prı́snejšie (boli povolené len dlhšie cykly), tak tým menšie bolo horné ohraničenie

λ(G, p, q).

Hypotéza, ktorá rozbehla tento výskum, ešte nie je dokázaná. Vieme však, že platı́ pre vel’a

tried grafov. Zaujı́mavost’ou je, že jediné grafy, o ktorých vieme, že dosahujú hornú hranicu

a majú maximálny stupeň väčšı́ ako dva, sú Petersenov graf a Hoffmannov-Singletonov graf.

V našej práci sme sa rozhodli, že budeme skúmat’triedy kaktusov a cyklových stromov.

Kaktus je jednoduchý súvislý neorientovaný graf, pre ktorý platı́, že každá jeho hrana ležı́

na najviac jednej kružnici. Inými slovami, jediné jeho 2-súvislé komponenty (bloky) sú hrany
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a kružnice. Cyklovými stromami nazývame také kaktusy, pre ktoré navyše platı́, že každý

vrchol ležı́ na najviac jednej kružnici.

Tieto triedy sme si vybrali preto, lebo zatial’o nich nebolo známe, aký zložitý je pre ne

problém L(2, 1)-farbenia. Vieme, že sú podtriedami sériovo-paralelných grafov. Ďalej môžu

obsahovat’ l’ubovol’ne vel’a kružnı́c a zároveň majú prı́jemnú stromovitú štruktúru. Predpo-

kladali sme, že pre obe triedy existuje polynomiálny algoritmus pre rozhodovaciu verziu

skúmaného problému. Ciel’om práce bolo tieto algoritmy nájst’. Ďalšı́m ciel’om bolo nájst’,

pokial’možno, tesné ohraničenia čı́sla λ(G) pre tieto triedy. Pri prieskume výsledkov z tejto

oblasti sme nenašli žiaden korektný výsledok. Našli sme len jeden článok, ktorý sa veno-

val práve tomuto problému [7]. Po prečı́tanı́ článku sme zistili, že dôkazy, ktoré autorka

predkladala, neboli korektné a nedali sa ani triviálnym zásahom opravit’.

Prvá kapitola tejto práce obsahuje definı́cie, ktoré sú použı́vané v práci a algoritmus

na zakorenenie l’ubovol’ného kaktusu, ktorý bude použitý pri všetkých d’alšı́ch opı́saných

algoritmoch. Druhá kapitola obsahuje opis polynomiálneho algoritmu pre rozhodovaciu

verziu problému L(2, 1)-farbenia pre cyklové stromy. Je v nej uvedený aj dôkaz jeho

korektnosti a odhad jeho časovej zložitosti. V poslednej kapitole sú uvedené dve ohraničenia

λ(G) pre kaktusy. Okrem dôkazov týchto ohraničenı́, táto kapitola obsahuje aj dôkaz tesnosti

prvého z nich. V rámci tohto dôkazu je uvedená nekonečná trieda kaktusov, ktorých λ(G)

dosahuje hornú hranicu a aj spôsob, ako bola nájdená.



Kapitola 1

Definı́cie a zakoreňovacı́ algoritmus

Skôr ako sa budeme venovat’našim výsledkom, uvedieme ešte pojmy, ktoré budeme d’alej

použı́vat’. V každej d’alšej časti budeme pracovat’so zakoreneným kaktusom. Okrem definı́-

ciı́ spojených so zakoreneným kaktusom uvedieme aj algoritmus na efektı́vne zakorenenie

l’ubovol’ného kaktusu. Pri stromoch by to znamenalo, pre každý vrchol zistit’množinu synov

a otca. V našom prı́pade to je vel’mi podobné.

1.1 Definı́cie

Najprv definujeme dôležité pojmy, ktoré budeme použı́vat’. Ako prvé formálne definujeme

k-L(2, 1)-farbenie a triedy grafov, ktoré v práci skúmame.

Definı́cia 1 k-L(2, 1)-farbenie grafu G je funkcia, ktorá priradzuje vrcholom grafu G čı́sla

z množiny {0, . . . , k}, pričom dodržuje nasledujúce podmienky:

• ak d(u, v) = 1, potom |f(u)− f(v)| ≥ 2

• ak d(u, v) = 2, potom |f(u)− f(v)| ≥ 1

kde u a v sú vrcholy grafu a d(u, v) je ich vzdialenost’v grafe G

Definı́cia 2 Kaktus je jednoduchý súvislý neorientovaný graf, pre ktorý platı́, že každá jeho

hrana ležı́ na najviac jednej kružnici.

Definı́cia 3 Cyklový strom je kaktus, pre ktorý navyše platı́, že každý jeho vrchol ležı́

na najviac jednej kružnici.

Inak povedané, kaktusy môžu obsahovat’ len hranovo disjunktné kružnice a cyklové

stromy len vrcholovo disjuktné kružnice. V prı́pade cyklových stromov, medzi každými

dvoma kružnicami existuje aspoň jedna hrana, ktorá neležı́ na žiadnej kružnici.

4



KAPITOLA 1. DEFINÍCIE A ZAKOREŇOVACÍ ALGORITMUS 5

V práci budeme často použı́vat’pojem zakorenený kaktus a vel’a d’alšı́ch pojmov, ktoré s

tým súvisia. Kaktus si v prvom rade rozdelı́me na bloky (2-súvislé komponenty). Už z definı́cie

kaktusu vidno, že každý jeho blok je bud’hrana alebo kružnica.

Vyberieme vrchol kaktusu, ktorý budeme označovat’ako koreň. Kaktus, ktorý má koreň

nazývame zakorenený kaktus. Akonáhle má kaktus koreň, môžeme sa zaujı́mat’ o d’alšie

vzt’ahy medzi jeho vrcholmi.

Definı́cia 4 Vrchol v bloku B je otcovským vrcholom tohto bloku, ak je zo všetkých jeho

vrcholov najbližšie ku koreňu. Nech je to vrchol v. Blok B budeme nazývat’ synovským

blokom vrcholu v. Všetky vrcholy v bloku B, okrem vrcholu v, budeme nazývat’ synmi

vrcholu v. Pre tieto vrcholy bude blok B ich otcovským blokom a vrchol v ich otcom.

Pre úplnost’by sa patrilo poznamenat’, že definı́cia otcovského vrcholu bloku je korektná.

To znamená, že existuje práve jeden vrchol z každého bloku, ktorý je najbližšie ku koreňu.

V prı́pade, že by to neplatilo, tak existujú aspoň dva vrcholy, ktoré sú najbližšie. Nech sú to

vrcholy u a v. Existujú dve cesty rovnakej dĺžky Pu a Pv vedúce z koreňa do u resp. v. Určite

existuje taký vrchol x, od ktorého d’alej sa už tieto dve cesty nestretnú. V prı́pade, že blokom

je hrana, vieme nájst’ kružnicu, ktorej súčast’ou je táto hrana. To je ale spor s tým, že táto

hrana je 2-súvislý komponent. Ak je blokom kružnica, potom vieme nájst’inú kružnicu, ktorá

s ňou nie je hranovo disjunktná. To je spor s definı́ciou kaktusu.

Budeme ešte často použı́vat’pojem otcovské hrany.

Definı́cia 5 Nech vrchol v má otcovský blok B.

• Ak B je hrana, potom má vrchol v len jednu otcovskú hranu a je to priamo hrana

do otca bloku.

• Ak B je kružnica, potom má vrchol v dve otcovské hrany. Sú to hrany, ktoré ležia

na jeho otcovskej kružnici a sú s nı́m incidentné.

Potrebujeme ešte definovat’pojmy, ktoré sú blı́zke pojmu list v stromoch. Definujeme list

a listový blok. Naša nová definı́cia listu je rozšı́renı́m pojmu listu v stromoch.

Definı́cia 6 List je vrchol, ktorý patrı́ len do jedného bloku. Bud’ je to vrchol so stupňom

jeden, alebo vrchol so stupňom dva, ktorý ležı́ na kružnici.

Definı́cia 7 Listovým blokom nazývame blok, ktorý obsahuje m − 1 listov, kde m je počet

vrcholov v bloku. Ak je to hrana, potom jeden z jej vrcholov má stupeň jedna a ak je to

kružnica, potom všetky jej vrcholy okrem jedného majú stupeň dva.

V práci budeme pomerne často pı́sat’ namiesto L(2, 1)-farbenie iba farbenie. Vždy,

ked’budeme hovorit’o farbenı́, myslı́ sa pod tým L(2, 1)-farbenie.
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1.2 Zakoreňovacı́ algoritmus

Pre úplnost’ práce uvedieme v tejto kapitole aj algoritmus, pomocou ktorého efektı́vne za-

korenı́me l’ubovol’ný kaktus. Vo všetkých d’alšı́ch uvedených algoritmoch predpokladáme,

že máme zakorenený kaktus. To znamená, že pre l’ubovol’ný vrchol kaktusu vieme, či jeho

otcovským blokom je hrana alebo kružnica a ktoré vrcholy sú jeho synmi. Pre synov d’alej

potrebujeme vediet’ ich štruktúru. To znamená, že potrebujeme vediet’, ktoré vrcholy spolu

ležia na synovských kružniciach a ktoré ležia na synovských hranách. V prı́pade kružnı́c,

musı́me vediet’ rozlı́šit’, ktorý vrchol patrı́ do ktorej kružnice a vrcholy patriace do jednej

kružnice mat’uložené v poradı́, ako ležia na kružnici.

Tieto informácie sa dajú zı́skat’ pomocou jednoduchej úpravy prehl’adávania do hĺbky.

Uvedieme najskôr algoritmus a potom ukážeme jeho korektnost’a efektı́vnost’.

1.2.1 Algoritmus

Predpokladáme, že máme kaktus daný zoznamami susedov pre každý vrchol. Vrcholy sú

čı́slované od 0 po n. Ďalej máme vrchol r, v ktorom chceme tento kaktus zakorenit’.

Algoritmus bude mat’niekol’ko globálnych polı́. V prvom poli B sa bude ukladat’ infor-

mácia, či je otcovským blokom hrana alebo kružnica. Na začiatku budú v tomto poli samé

nuly. Koreňu tam zostane nula, lebo nebude mat’žiaden otcovský blok. Ak po skončenı́ behu

programu bude v poli hodnota

• B[v] = 1, znamená to, že otcovským blokom vrcholu v je hrana a má jednu otcovskú

hranu.

• B[v] = 2, znamená to, že otcovským blokom vrcholu v je kružnica a má dve otcovské

hrany.

Ďalej bude mat’ pre každý vrchol v dvojrozmerné pole Wv, pre jeho synov, ktorı́ ležia

na synovských kružniciach. Po skončenı́ behu programu v ňom bude jeden riadok predstavo-

vat’jednu synovskú kružnicu. Vrcholy v jednom riadku budú uložené v poradı́, v akom ležia

na prislúchajúcej kružnici. Posledným pol’om, ktoré bude algoritmus mat’pre každý vrchol

v, je jednorozmerné pole Vv. V tomto poli budú po skončenı́ behu programu uloženı́ synovia

v, ktorý ležia na synovských hranách. Na ich poradı́ nám v tomto prı́pade nezáležı́. Obe tieto

polia sú na začiatku prázdne.

Ked’že náš algoritmus je upravené prehl’adávanie do hĺbky, potrebuje si ešte uchovávat’

informáciu o tom, či bol daný vrchol už navštı́vený alebo nie. Toto pole sa bude volat’P

a hodnota

• P [v] = 0 označuje vrchol, ktorý ešte nebol navštı́vený
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• P [v] = 1 označuje vrchol, ktorý už bol navštı́vený, ale ešte sme neprezreli všetkých

jeho susedov

• P [v] = 2 označuje vrchol, ktorý bol navštı́vený a už sme spracovali všetkých jeho

susedov

Na začiatku je pole P iniciované samými nulami.

Zakoreňovanie kaktusu vo vrchole bude rekurzı́vna funkcia. Táto funkcia dostane ako

parametre dve čı́sla vrcholov v a u. Tieto dve čı́sla budú znamenat’, že ideme zakorenit’kaktus

pod vrcholom v, pričom sme vrchol v objavili z vrcholu u. Táto funkcia môže vrátit’ rôzne

návratové hodnoty. Ak vráti −1, znamená to, že otcovským blokom vrcholu v je hrana.

Ak vráti čı́slo z ∈ {0, 1, . . . , n}, otcovským blokom vrcholu v je kružnica s otcovským

vrcholom z.

Prehl’adávanie začı́name vo vrchole r. Hranu, ktorou vrchol bol naposledy vrchol opus-

tený, voláme odchádzajúca hrana. Hranu, ktorou bol vrchol objavený, voláme objavitel’ská

hrana. Z každého objaveného a nespracovaného vrcholu ide práve jedna odchádzajúca hrana.

Ak algoritmus spracúva vrchol, ktorý je objavený a stále existujú hrany, ktoré ešte neboli

preskúmané, vyberie si jednu z nich a určı́ ju za novú odchádzajúcu hranu. Môže sa stat’,

že takýmto spôsobom sa navštı́vi vrchol v, ktorý už bol objavený, ale nebol dokončený.

V tomto prı́pade bola objavená kružnica, ktorá má otcovský vrchol v. V tomto prı́pade sa len

vráti spät’návratová hodnota v a v poliWv sa vyrobı́ miesto na novú kružnicu. Musı́ sa posielat’

aj informácia o tom, ktorý vrchol je otcovským vrcholom kružnice, aby sa vedelo, kde túto

správu zastavit’. Ak prı́de spät’ k vrcholu v, potom sú spracované všetky vrcholy na tejto

kružnici. Ak sa objavı́ nový vrchol, len sa predĺži cesta a pokračuje sa d’alej v prehl’adávanı́.

Predpokladajme, že sa na proces pozeráme z pohl’adu vrcholu v, ktorého objavitel’ská

hrana je (u, v). Postupne, ako sa vracajú výsledky od jeho jednotlivých susedov, menı́ si

informáciu o otcovskom bloku. Táto informácia sa bude ukladat’ do premennej b. Najskôr

predpokladáme, že jeho otcovský blok je hrana. Premenná b budeme mat’ hodnotu −1.

Ak však prı́de od niektorého suseda informácia, že jeho sused ležı́ na kružnici s otcovským

vrcholom w taká, že w 6= v, tak hodnota premennej b sa zmenı́ na w. Takáto informácia

môže prı́st’iba jedna. Vrchol v teraz vie, že jeho otcovským blokom je kružnica s otcovským

vrcholom w.

Ked’sa prehl’adajú všetci susedia, uložia sa do globálny polı́ všetky potrebné informácie.

• Ak b = −1, tak sa nenašiel sused ležiaci na kružnici, ktorá nemá otcovský vrchol v.

v je teda synom u ležiaci na synovskej hrane. Vrchol v sa pridá do pol’a Vu. V poli B

bude hodnota B[v] = 1.

• Ak b = w, tak sa našiel sused ležiaci na kružnici s iným otcom ako v. v je synom
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vrcholuw ležiaci na synovskej kružnici. Vrchol v sa pridá na koniec posledného riadku

pol’a Ww. V poli B bude hodnota B[v] = 2.

Následne sa po objavitel’skej hrane vráti informácia o otcovskom bloku práve dokončeného

vrcholu. Je to čı́slo rovné hodnote premennej b. Ked’ sa takto prehl’adá celý kaktus, budú

vo vyššie popı́saných globálnych poliach uložené správne informácie.

Pseudokód prehl’adávania môžete vidiet’nižšie. Funkciu ZAKOREŇ stačı́ zavolat’naprı́klad

s parametrami r a −1. Druhý parameter v tomto prı́pade nedáva zmysel, lebo vrchol r ako

jediný nemá objavitel’skú hranu. Stačı́ tam teda dat’ čı́slo, ktoré určite nie je čı́slom vrcholu

v kaktuse.

1: function ZAKOREŇ(v, u)

2: if P [v] = 1 then
3: Wv.append([])

4: return v

5: P [v]← 1

6: b← −1

7: for každého suseda s vrcholu v, s 6= u do
8: if P [s] 6= 2 then
9: h← ZAKOREŇ(s, v)

10: if h 6= −1 and h 6= v then
11: b← h

12: P [v]← 2

13: if b = −1 then
14: Vu.append(v)

15: B[v] = 1

16: else
17: Wb[posledná].append(v)

18: B[v] = 2

19: return b

1.2.2 Analýza algoritmu

Zostáva ešte ukázat’, že vyššie popı́saný algoritmus je korektný a efektı́vny. Skôr ako

sa pustı́me do tohto dôkazu, dokážeme si pomocnú lemu.

Lema 1.2.1 Otcom bloku B je vrchol v práve vtedy, ked’ bol pri prehl’adávanı́ do hĺbky

objavený ako prvý zo všetkých vrcholov bloku B.
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Dôkaz. Musı́me ukázat’ dve implikácie. Najprv ukážeme, že ak vrchol v je otcom bloku,

potom bol navštı́vený ako prvý. Budeme to ukazovat’sporom.

Nech vrchol v je otcom bloku B a nebol navštı́vený ako prvý. Nech bol navštı́vený

ako prvý vrchol u. To znamená, že existujú dve cesty Pv a Pu vedúce z r do v resp. u. Cesta

Pv je najkratšia cesta do v, lebo z definı́cie je tento vrchol najbližšie ku koreňu. Zároveň

táto cesta neobsahuje žiaden d’alšı́ vrchol z tohto bloku. Inak by to bol spor s minimálnost’ou

vzdialenosti v od koreňa. Cesta Pu je cesta, ktorou sme objavili vrchol u. Táto cesta zjavne

neobsahuje žiaden iný vrchol bloku B. Inak by u nebol prvý nájdený vrchol. Nech vrchol x

je posledný spoločný vrchol týchto dvoch ciest. Taký určite existuje, lebo už vrchol r majú

spoločný.

Ak blokB je hrana (u, v), potom hrany na ceste Pu z x do u, hrana (u, v) a hrany na ceste

Pv z v do x tvoria kružnicu (Obr. 1.1a). To je ale v spore s tým, že hrana (u, v) je blok.

Ak blok B je kružnica, potom hrany na ceste Pu z x do u, hrany na kružnici B medzi

vrcholmi u a v (vyberieme l’ubovol’nú stranu kružnice) a hrany na ceste Pv z v do x tvoria

kružnicu (Obr. 1.1b). Táto nový kružnica nie je hranovo disjuktná s kružnicou B. Čo je spor

s definı́ciou kaktusu.

r

x

v

u

Pv

Pu

(a) Blok B je hrana

r

x

v

u

Pv

Pu

(b) Blok B je kružnica

Obr. 1.1

Zostáva dokázat’opačnú implikáciu. Ak sme vrchol u objavili ako prvý, potom je vrchol

u otcom bloku B. Opät’ to dokážeme sporom. Predpokladáme, že platı́, že u bol objavený

ako prvý, ale skutočným otcom je v. Ďalšı́ priebeh dôkazu je potom identický s dôkazom

prvej implikácie. Aj tu sa dostaneme do sporu. Preto lema platı́. �

Teraz môžeme pristúpit’k dôkazu hlavnej vety.

Veta 1.2.1 Vyššie popı́saný algoritmus správne zakorenı́ l’ubovol’ný kaktus. Jeho časová

zložitost’je O(n), kde n je počet vrcholov vstupného kaktusu.
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Dôkaz. Najprv ukážeme korektnost’. Môžeme si všimnút’, že vrcholy, ktoré sú objavené,

ale nedokončené tvoria spolu so svojimi objavitel’skými hranami cestu. V tejto ceste sú

všetky objavené a nedokončené vrcholy. Nech sú to vrcholy v0 = r, v1, . . . , vm v takom

poradı́, že hrana (vi−1, vi) je objavitel’skou hranou vi, pre i ∈ 1, 2, . . . ,m. Každý vrchol

vi má v sebe premennú bi, v ktorej si uchováva informáciu o svojom otcovskom bloku.

Hodnota premennej sa menı́ počas behu programu podl’a výsledkov, ktoré prichádzajú od

jeho susedov. Hodnota bi môže byt’−1, ak žiaden zo susedov zatial’ nevrátil inú hodnotu

ako −1 a vi. Ďalšou možnost’ou je, že je to l’ubovol’né čı́slo od 0 po n. Premenná bi mohla

nadobudnút’takú hodnotu iba v prı́pade, že niektorý zo susedov ju vrátil. Nech vrchol vk je

posledný vrchol v poradı́, ktorého bk 6= −1. Pod’me si rozobrat’možnosti,ako sa táto situácia

môže zmenit’pridanı́m d’alšej hrany do tejto postupnosti.

Najprv rozoberieme možnost’, že vrchol vm ešte má susedov, ktorých môže prehl’adat’.

Najjednoduchšou možnost’ou v tomto prı́pade je, že navštı́vime suseda vm+1 vrcholu vm, ktorý

ešte nebol navštı́vený. V tomto prı́pade len vrchol vm+1 pribudne do postupnosti s hodnotou

bm+1 = −1.

Zaujı́mavejšou možnost’ou je, že vrchol vm+1 je niektorý z vrcholov v0, v1, . . . , vm−2.

To znamená, že je jedným z objavených, ale ešte nie dokončených vrcholov. Nech je to

vrchol vj . Musı́ platit’, že j ≥ k. Inými slovami, vj je na ceste z nedokončených vrcholov

z koreňa d’alej ako vk. Ak by to tak nebolo, potom vrchol vk dostane od dvoch rôznych

susedov informáciu o tvorbe kružnice, ktorej otcovským vrcholom nie je vk. V tomto prı́pade

ale hrana (vk−1, vk) ležı́ na viacerých kružniciach (Obr. 1.2). To je spor s definı́ciou kaktusu.

Preto sa nikdy nemôže stat’, že jeden vrchol dostane od dvoch rôznych susedov inú hodnotu

ako −1 a jeho vlastné čı́slo.

v0 vi vj vk−1 vk vm

Obr. 1.2

Zjavne vrcholy vj, vj+1, . . . , vm tvoria kružnicu. Podl’a predchádzajúcej lemy vieme,

že otcovským vrcholom tejto kružnice je vrchol vj . Algoritmus teda správne pošle vrcholu

vm informáciu, že vm ležı́ na kružnici s otcovským vrcholom vj . Vo vrchole vm sa táto

informácia uložı́ do bm. Nové k teraz bude m.

Zostávajú už len možnosti, ked’ vrchol vm nemá suseda, ktorého ešte treba prehl’adat’.

Podl’a algoritmu nastal čas uložit’tento vrchol na správne miesto do globálnych polı́ a poslat’

o tom informáciu d’alej. Rozoberieme niekol’ko možnostı́ podl’a hodnoty bm.

• bm = −1: Táto možnost’mohla nastat’iba v prı́pade, ked’sa nenašiel žiaden sused, ktorý
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by vrcholu vm poslal inú informáciu ako−1 a vm. Ak by vrchol vm mal otcovský blok

kružnicu a nie hranu, potom jeden z jeho susedov s nı́m bud’ležı́ na tejto kružnici alebo je

jej otcom. V oboch prı́padoch by tento vrchol o tom dostal informáciu, čo sa ale nestalo.

Potom zjavne otcovským blokom vrcholu vm je objavitel’ská hrana a algoritmus správne

zaradı́ tento vrchol medzi synov vrcholu vm−1, ktorı́ ležia na synovských hranách.

• bm = vj 6= −1: Vo vrchole vm môže byt’uložená takáto informácia iba vtedy, ked’jeden

z jeho susedov vrátil inú hodnotu ako −1 a vm. To znamená, že vrchol vm spolu s jeho

susedom majú otcovský blok kružnicu s otcom vj . K vrcholu vm sa táto informácia

mohla dostat’ len tak, že vznikla pričinenı́m vrcholu vj a následne bola postupne

posúvaná spät’ po objavitel’ských hranách, ktoré tvoria túto kružnicu, až k vrcholu

vm. Všetky dokončené vrcholy sú už zapı́sané na správnom mieste, lebo v jednom

čase môžeme tvorit’ len jednu synovskú kružnicu vrcholu vj . Vrchol vm sa zapı́še

za tieto vrcholy a pošle informáciu d’alej po svojej objavitel’skej hrane, ktorá taktiež

patrı́ do tejto kružnice. Tento postup zaručuje správne poradie vrcholov zapı́saných

v jednotlivých poliach.

Následne vrchol vm bude medzi dokončenými vrcholmi. Preto už nebude patrit’ do cesty

z objavitel’ských hrán.

V každom kroku prejde algoritmus po nejakej hrane. Po každej hrane prejde najviac

dvakrát. Preto zaručene skončı́, lebo hrán je len konečne vel’a. Zároveň to znamená, že časová

zložitost’ tohto algoritmu je lineárne závislá od počtu hrán v kaktuse. Počet hrán v kaktuse

s n vrcholmi môžeme z hora odhadnút’výrazom

|E(G)| ≤ (n− 1) +
(n− 1)

2
=

3n− 3

2

Najväčšı́ počet hrán má kaktus, ktorý je zložený z kružnı́c dĺžky tri. Takýto kaktus mô-

žeme vytvorit’ zo stromu tak, že dve susedné hrany spojı́me novou hranou do trojuholnı́ka

a pokračujeme, kým sa dajú pridávat’hrany. Na dve hrany stromu pridáme jednu novú hranu.

Ked’ k počtu hrán stromu pridáme ešte polovicu tohto počtu dostaneme horné ohraničenie

počtu hrán v kaktuse. Vidı́me, že |E(G)| = O(|V (G)|) = O(n). Preto celý zakoreňovacı́

algoritmus má časovú zložitost’O(n). �

Ukázali sme, že náš algoritmus na zakorenenie kaktusu pracuje správne a efektı́vne.

Teraz sa môžeme venovat’samotným výsledkom.



Kapitola 2

Polynomiálny algoritmus pre cyklové
stromy

V tejto kapitole predstavı́me polynomiálny algoritmus pre triedu cyklových stromov, ktorý

sme vymysleli. Vstupom je cyklový strom G a nezáporné celé čı́slo k. Algoritmus v po-

lynomiálnom čase vzhl’adom na počet vrcholov grafu G a čı́slo k rozhodne, či existuje

k-L(2, 1)-ofarbenie cyklového stromu G.

Náš algoritmus je rozšı́renı́m prvého algoritmu pre stromy, ktorý publikovali autori Chang

a Kuo v článku [6]. V tomto algoritme sa pracovalo so zakoreneným stromom. Každý vrchol

okrem koreňa mal určenú hranu, ktorá viedla do otca. Hlavnou myšlienkou algoritmu bolo

pre každý vrchol v vypočı́tat’všetky prı́pustné farby pre vrcholy na otcovskej hrane (u, v).

Prı́pustné sú také, že sa podstrom visiaci pod vrcholom v dá ofarbit’korešpondujúc s farbami

hrany (u, v).

Menšı́ technický problém bol iba s koreňom, lebo koreň nemá otca. To sa vyriešilo tak,

že sa strom na vstupe zakorenil v niektorom liste. Tento list sa následne odstránil a koreňom

sa stal jeho jediný syn. Tak sa docielilo, že každý vrchol v novom grafe má práve jedného

otca.

Na konci už len stačilo pozriet’, či vypočı́taná množina dvojı́c farieb pre koreň nie je

prázdna. Ak bola prázdna, tak sa strom nedal ofarbit’. A naopak, ak sa v nej niečo nachádzalo,

tak sa dal ofarbit’.

V nasledujúcej časti popı́šeme náš algoritmus, ktorý je založený na podobnej myšlienke.

2.1 Algoritmus

Bude sa postupovat’ rovnako ako v algoritme pre stromy. Cyklový strom G sa zakorenı́

spôsobom popı́saným v 1.2.1. Pre každý vrchol chceme vypočı́tat’ množinu prı́pustných

farieb pre vrcholy na otcovských hranách. V našom prı́pade môže byt’otcovských hrán viac.

12
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Na začiatku sa otestuje, či je na vstupe graf s maximálnym stupňom najviac dva. Ak je to

tak, tak to môže byt’len cesta alebo kružnica. Pre tieto prı́pady platia nasledujúce výsledky,

ktoré sa dajú jednoducho dokázat’:

Graf G λ(G)

cesta dĺžky 1 2

cesta dĺžky 2 alebo 3 3

cesta dĺžky aspoň 4 4

kružnica l’ubovol’nej dĺžky 4

Pre tieto cyklové stromy sa dá odpoved’zistit’len na základe maximálneho stupňa, počtu hrán

a počtu vrcholov.

Od teraz môžeme predpokladat’, že maximálny stupeň cyklového stromu G je aspoň tri.

V tomto prı́pade už treba použit’ zložitejšı́ algoritmus. Podobne ako pri stromoch, aj tu sa

chceme správat’ku všetkým vrcholom grafu rovnako, čo sa týka otcovských hrán. Musı́ sa

preto spravit’jeden technický krok.

Ked’že maximálny stupeň vstupného cyklového stromu je aspoň tri, tak existuje vrchol,

ktorý ležı́ aspoň v dvoch rôznych blokoch. Cyklový strom sa preto skladá z viacerých

blokov. Dá sa ukázat’, že v ňom existuje aspoň jeden listový blok. Jeden taký listový blok sa

vyberie. Uprednostňuje sa hrana pred kružnicou, pretože kružnice na konci vyžadujú prácu

navyše. Nech je vybratým listovým blokom blokB, ktorého jedinou artikuláciou je vrchol r.

Z cyklového stromu G sa teraz vyrobı́ nový cyklový strom G′ tak, že sa z G odstránia všetky

vrcholy bloku B okrem vrcholu r. Následne sa nový cyklový strom G′ zakorenı́ v r.

V prı́pade, že blokB bola hrana, tak vrchol r bude mat’jednu otcovskú hranu. V opačnom

prı́pade bude mat’dve otcovské hrany.

Teraz budeme zist’ovat’, či vieme ofarbit’graf G′ spolu s otcovskými hranami vrcholu r.

Vrcholy sa rozdelia do dvoch množı́n podl’a počtu otcovských hrán.

V1 = {v ∈ V (G′) | v má jednu otcovskú hranu}

V2 = {v ∈ V (G′) | v má dve otcovské hrany}

Zjavne platı́ V1 ∪ V2 = V (G′) a V1 ∩ V2 = ∅.
Pre každý vrchol v grafuG′ chceme vypočı́tat’množinu Fv možných ofarbenı́ otcovských

hrán. V množine Fv budú také dvojice (resp. trojice) farieb, ktoré môžme dat’ vrcholom

na otcovskej hrane (resp. hranách) vrcholu v a podkaktus pod vrcholom v sa dá ofarbit’

korešpondujúc s týmito farbami.

Zjavne pre list v je jednoduché určit’množinu Fv. Rozlišujú sa dva prı́pady:

• v ∈ V1 : Fv = {(a, b) | a, b ∈ {0, . . . , k}, |a− b| ≥ 2}

• v ∈ V2 : Fv = {(a, b, c) | a, b, c ∈ {0, . . . , k}, |a− b| ≥ 2, |b− c| ≥ 2, |a− c| ≥ 1}
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Predpokladajme, že vrchol v nie je list a všetci jeho synovia majú už množiny Fvi

vypočı́tané. Rozlišujeme tri prı́pady, ako môže vyzerat’okolie vrcholu v.

1. Vrchol v neležı́ na kružnici. To znamená, že patrı́ do množiny V1 a rovnako do nej

patria aj všetci jeho synovia.

2. Vrchol v ležı́ na kružnici a táto kružnica je jeho synovská kružnica. V tomto prı́pade

v ∈ V1. Niektorı́ jeho synovia patria do množiny V2 a zvyšnı́ synovia patria do množiny

V1.

3. Vrchol v ležı́ na kružnici, ktorá je jeho otcovskou kružnicou. V tomto prı́pade v ∈ V2
a všetci jeho synovia patria do V1.

Ku každému prı́padu pristupuje algoritmus trochu inak. V nasledujúcej časti ukážeme ako.

• v ∈ V1 a všetci jeho synovia patria tiež do V1:

Vrchol v má len jednu otcovskú hranu (u, v) a všetky jeho synovské bloky sú hrany.

Nech v1, v2, . . . , vn sú jeho synovia (Obr. 2.1).

u

v

v1 v2 vn

Obr. 2.1: v neležı́ na kružnici

Všetky množiny Fvi obsahujú iba dvojice. Z týchto čiastočných výsledkov algoritmus

vytvorı́ množinu Fv. Fv bude obsahovat’ iba dvojice farieb, a to konkrétne možné

ofarbenia hrany (u, v). Každú dvojicu farieb a, b ∈ {0, 1, . . . , k} takú, že |a− b| ≥ 2,

treba otestovat’. To znamená zistit’, či je možné priradit’ vrcholu u farbu a a vrcholu

v farbu b tak, aby sa podkaktus pod vrcholom v dal ofarbit’. Definujú sa množiny Wi

pre i ∈ {1, 2, . . . , n}:
Wi = {c | (b, c) ∈ Fvi , c 6= a}

Teraz stačı́ otestovat’, či existujú reprezentanti c1, c2, . . . , cn týchto tried takı́, že ci ∈ Wi

a ci 6= cj , ak i 6= j. To sa dá overit’ hl’adanı́m maximálneho párenia na špeciálnom

bipartitnom grafe, ktorého jedna partı́cia sú vrcholy v1, v2, . . . vn a druhá partı́cia sú

farby 0, 1, . . . , k. Medzi vi a j je hrana ak j ∈ Wi. Ak v tomto grafe existuje párenie

s mohutnost’ou n, potom dvojica (a, b) patrı́ do množiny Fv.
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• v ∈ V1, čast’jeho synov patrı́ do V2 a čast’do V1:

Vrchol v má len jednu otcovskú hranu (u, v). Jeden jeho synovský blok je kružnica

a zvyšné sú hrany. Nech w1, w2, . . . wm sú synovia v na kružnici v poradı́, v akom sú

umiestnené na kružnici. Vrcholy w1 a wm sú incidentné s v. Ďalej v1, v2, . . . , vn sú

synovia v na hranách (Obr. 2.2).

u

v

w1 wmv1 v2 vn

w2 wm−1

Obr. 2.2: v ležı́ na kružnici a jeho otcovský blok je hrana

Najprv treba zistit’, aké farby môžu mat’vrcholyw1, v awm, aby sa podkaktus pod touto

kružnicou dal ofarbit’. Množiny Fwi
pre i ∈ {1, 2, . . . ,m} už sú vypočı́tané. Všetky

tieto množiny obsahujú trojice farieb, ktoré predstavujú možné ofarbenia otcovských

hrán vrcholovw1, w2, . . . , wm také, že podkaktusy pod týmito vrcholmi sa dajú ofarbit’.

Vyrobı́ sa množinu:

X1 = {(a, b, b, c) | (a, b, c) ∈ Fw1}

Prvé dve čı́sla znamenajú ofarbenie hrany (v, w1) a druhé dve znamenajú ofarbenie

hrany (w1, w2). Postupne sa vyrábajú d’alšie Xi pre i ∈ 2, 3, . . .m:

Xi = {(a, b, d, e) | (a, b, c, d) ∈ Xi−1, (c, d, e) ∈ Fwi
}

Jednoducho povedané, stále sa predlžuje už ofarbená čast’ kružnice a ukladajú sa

do medzivýsledkov len farby začiatočných dvoch vrcholov a koncových dvoch vrcho-

lov. Štvorica farieb (a, b, c, d) ∈ Xi symbolizuje všetky L(2, 1)-ofarbenia vrcholov

v, w1, w2, . . . , wi+1 také, že

f(v) = a

f(w1) = b

f(wi) = c

f(wi+1) = d

Ak i = m, potom wi+1 = v. Nie je podstatné, či sa k jednej štvorici dá prı́st’viacerými

spôsobmi.

Hl’adaná množina je zjavne:

Y = {(b, a, c) | (a, b, c, a) ∈ Xd, b 6= c}
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Aby sa zistilo, ktoré dvojice patria do množiny Fv, musia sa opät’ otestovat’ všetky

dvojice farieb a, b ∈ {0, 1, . . . , k} také, že |a − b| ≥ 2. Aby sa zistilo, či (a, b) je

vhodná dvojica farieb pre vrcholy u a v, musı́ sa pre všetky kompatibilné trojice farieb

(c, b, d) ∈ Y také, že c 6= d 6= a, zistit’, či sa dajú ofarbit’ostatnı́ synovia v. Podobne ako

v prvom prı́pade, sa vyrobia množiny Wi, i ∈ {1, 2, . . . , n} pre vrcholy v1, v2, . . . , vn.

Wi = {c | (b, c) ∈ Fvi , c 6= a 6= b 6= d}

Úplne rovnakým spôsobom ako predtým sa následne vyrobı́ bipartitný graf a zistı́ sa,

či v ňom existuje maximálne párenie s mohutnost’ou n. Ak pre aspoň jednu kompati-

bilnú trojicu z Y existuje také párenie, tak dvojica farieb (a, b) patrı́ do Fv.

• v ∈ V2 a všetci jeho synovia patria do V1:

V tomto prı́pade má vrchol v dve otcovské hrany (u1, v) a (u2, v) a všetky jeho synovské

bloky sú hrany. Nech jeho synovia sú v1, v2, . . . , vn (Obr. 2.3).

u1 u2

v

v1 v2 vn

Obr. 2.3: v ležı́ na kružnici a jeho otcovský blok je kružnica

Množina Fv bude teraz obsahovat’ trojice prı́pustných farieb (a, b, c), kde a je farba

pre u1, b je farba pre v a c je farba pre u2. Pre každú skúšanú trojicu musı́ preto platit’:

|a− b| ≥ 2, |b− c| ≥ 2 a a 6= c.

Pri testovanı́ trojice farieb (a, b, c) sa bude postupovat’rovnako ako v prvom prı́pade.

Množiny Wi pre i ∈ {1, 2, . . . , n} sa vytvárajú nasledovne:

Wi = {d | (b, d) ∈ Fvi , d 6= a 6= c}

Opät’ sa vyrobı́ bipartitný graf rovnakým spôsobom ako v prvom prı́pade a zistı́ sa,

či existuje maximálne párenie s mohutnost’ou n. Ak áno, trojica (a, b, c) patrı́ do Fv.

Ak sa na začiatku z grafu G odstránila hrana, potom stačı́ pozriet’, či je Fr prázdna

množina. Ak Fr = ∅, potom sa zjavne nedá kaktus G ofarbit’. Ak Fr obsahuje aspoň jednu

dvojicu, potom sa dá odobratá hrana ofarbit’danou dvojicou a zvyšok grafu sa dá tiež ofarbit’,

lebo tak sa vytvárali množiny Fv.

Ak sa z grafuG odstránila kružnica, musı́ sa ešte zistit’, či sa dá ofarbit’tak, že toto farbenie

korešponduje s niektorým vypočı́taným farbenı́m otcovských hrán r. Nech sa odstránili
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vrcholy w1, w2, . . . , wm. Určia sa množiny Fwi
pre i ∈ {1, 2, . . . ,m} tak, ako v prı́pravnej

fáze pre listy na kružniciach.

Fwi
= {(a, b, c) | |a− b| ≥ 2, |b− c| ≥ 2, a 6= c}

Následne sa vyrobı́ množina Y úplne rovnakým spôsobom ako v druhom prı́pade popı́sanom

vyššie. Nakoniec sa zistı́, či Y ∩ Fv = ∅. Ak áno, potom neexistuje k-L(2, 1)-farbenie

cyklového stromu G. V opačnom prı́pade sa dá L(2, 1)-ofarbit’ celý graf G a to znamená,

že λ(G) ≤ k.

2.2 Analýza algoritmu

Už nám stačı́ len ukázat’, že náš vymyslený algoritmus je korektný a polynomiálny. Formu-

lujeme to ako dve vety.

Veta 2.2.1 Algoritmus popı́saný v sekciı́ 2.1 správne rozhodne pre daný cyklový strom G

a čı́slo k, či platı́ λ(G) ≤ k.

Dôkaz. Najprv musı́me dokázat’, že sme množiny Fv vypočı́tali správne. To znamená, že sú

to práve tie dvojice alebo trojice povolených farieb, ktoré môžeme priradit’otcovským hranám

vrcholu v a podkaktus pod vrcholom týmto vrcholom sa dá ofarbit’. Označme si takú skutočnú

množinu Ev pre vrchol v. Chceme teda ukázat’, že pre každý v ∈ V (G′) platı́

Ev = Fv

Ukážeme to matematickou indukciou vzhl’adom na zložitost’podgrafu pod vrcholom.

V Báze indukcie ukážeme, že tvrdenie platı́ pre listy. Každý typ listu rozoberieme zvlášt’.

Nech v je list so stupňom jedna. Musı́me ukázat’dve inklúzie.

• Fv ⊆ Ev: Potrebujeme ukázat’, že všetky dvojice v Fv sú aj v Ev. To je zjavne pravda.

Akonáhle dvojica farieb (a, b) spĺňa, |a − b| ≥ 2, tak potom otcovskú hranu (u, v)

vrcholu v môžeme touto dvojicou ofarbit’, lebo pod vrcholom v už neležia žiadne

vrcholy.

• Fv ⊇ Ev: Chceme ukázat’, že všetky dvojice v Ev sú aj v Fv. Ked’ si zoberieme

l’ubovol’nú dvojicu farieb (a, b) ∈ Ev, tak musı́ spĺňat’ podmienky L(2, 1)-farbenia,

čiže |a − b| ≥ 2. Ked’že v Fv sa nachádzajú všetky dvojice farieb, ktoré spĺňajú túto

podmienku, tak sa tam musı́ nachádzat’aj dvojica (a, b).

Nech teraz v je list so stupňom dva. Opät’dokážeme dve inklúzie:
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• Fv ⊆ Ev: Aby sme to dokázali ukážeme, že všetky trojice v Fv sú aj vEv. Nech trojica

(a, b, c) ∈ Fv. Z definı́cie Fv musı́ platit’ |a − b| ≥ 2, |b − c| ≥ 2 a a 6= c. Zjavne

môžeme potom vrcholom u1, v a u2 ležiacim na otcovských hranách vrcholu v priradit’

takéto farby, lebo pod vrcholom v už neležia žiadne d’alšie vrcholy. Preto je táto trojica

farieb aj v množine Ev.

• Fv ⊇ Ev: Chceme ukázat’, že všetky trojice v Ev sú aj v Fv. Podobne ako v prı́pade

listu na hrane, si zoberieme l’ubovol’nú trojicu farieb (a, b, c) ∈ Ev. Táto trojica musı́

spĺňat’podmienky L(2, 1)-farbenia, čiže |a− b| ≥ 2, |b− c| ≥ 2 a a 6= c. Ked’že v Fv

sa nachádzajú všetky trojice farieb, ktoré spĺňajú túto podmienku, tak sa tam musı́

nachádzat’aj trojica (a, b, c).

Zjavne tvrdenie platı́ pre listy. Tým sme ukončili dôkaz bázy indukcie.

Pokračujeme d’alej indukčným krokom. Nech vrchol v nie je list a pre všetkých jeho

synov tvrdenie platı́. Ukážeme, že potom platı́ aj pre v. Budeme opät’rozlišovat’ tri prı́pady

ako môže vyzerat’okolie vrcholu v.

Najprv rozoberieme prı́pad, ked’ vrchol v neležı́ na kružnici. Jeho otcovský blok aj

synovské bloky sú hrany. Budeme použı́vat’ rovnaké označenie ako v popise algoritmu.

Vrcholy v1, v2, . . . , vn sú synovia v a vrchol u je jeho otec. Z indukčného predpokladu vieme,

že platı́ Fvi = Evi pre každé i ∈ {1, 2, . . . , n}.

• Fv ⊆ Ev: Ukážeme, že l’ubovol’ná dvojica (a, b) ∈ Fv patrı́ aj doEv. Nech c1, c2, . . . , cn
sú farby, ktoré sme vybrali vrcholom v1, v2, . . . , vn pomocou nájdenia maximálneho

párenia pri pridávanı́ dvojice (a, b) do Fv. To bolo možné iba preto, lebo (b, ci) ∈ Fvi

a zároveň a 6= ci pre i ∈ {1, 2, . . . , n}. Z predpokladu vieme, že (b, ci) ∈ Evi . Ked’teda

dáme vrcholom u, v, v1, v2, . . . , vn postupne farby a, b, c1, c2, . . . , cn, tak z indukčného

predpokladu vieme, že zvyšok podkaktusu vieme ofarbit’ tak, že toto farbenie kore-

šponduje s už vybratými farbami. Preto dvojica (a, b) patrı́ aj do Ev.

• Fv ⊇ Ev: V tomto prı́pade ukážeme, že l’ubovol’ná dvojica (a, b) ∈ Ev patrı́ aj do Fv.

Zjavne musı́ platit’ |a − b| ≥ 2. Ďalej musia existovat’farby c1, c2, . . . , cn pre vrcholy

v1, v2, . . . , vn, ktoré sú navzájom rôzne a pre každé i ∈ {1, 2, . . . , n} platı́ |ci − b| ≥ 2

a ci 6= a, lebo podmienkou prı́slušnosti dvojice farieb do (a, b) doEv je, že sa podkaktus

pod v dá ofarbit’. Ked’že podl’a indukčného predpokladu (b, ci) ∈ Fvi , tak ci ∈ Wi

pre každé i ∈ {1, 2, . . . , n}. Potom ale platı́, že vo vytvorenom bipartitnom grafe

existuje maximálne párenie s mohutnost’ou n. Preto aj (a, b) ∈ Fv.

Ďalšı́m prı́padom je, že otcovským blokom vrcholu v je hrana a jeden z jeho synovských

blokov je kružnica. Nech u je jeho otec,w1, w2, . . . , wm sú jeho synovia na synovskej kružnici

a v1, v2, . . . vn sú jeho synovia na synovských hranách. Pre všetkých synov tvrdenie platı́,
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čiže Fwi
= Ewi

pre i ∈ {1, 2, . . . ,m} a Fvi = Evi pre i ∈ {1, 2, . . . , n}. Opät’ ukážeme

dôkaz dvoch inklúziı́.

• Fv ⊆ Ev: Nech (a, b) ∈ Fv. Ukážeme, že aj (a, b) ∈ Ev. Aby sa (a, b) dostalo do

Fv musela existovat’ taká trojica (c, b, d) ∈ Y , že a 6= c 6= d a bipartitný graf, ktorý

vznikol z množı́n Wi pre i ∈ {1, 2, . . . , n} mal maximálne párenie s mohutnost’ou n.

Poslednou podmienkou je, že |a− b| ≥ 2.Najprv musı́me ukázat’, že ked’(c, b, d) ∈ Y ,

potom existuje ofarbenie kružnice a celého podkaktusu pod touto kružnicou. Aby sa

(c, b, d) mohlo dostat’ do Y , tak v Xm musela byt’ štvorica (b, c, d, b), lebo tak bola

definovaná množina Y . Ukážeme že existujú farby d1, d2, . . . , dm, dm+1, ktoré môžeme

priradit’ vrcholom w1, w2, . . . , wm, v také, že d1 = c, dm = d a dm+1 = b. Budeme

postupovat’spätne cez proces vytvárania množı́n Xi pre i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Aby mohla vzniknút’ štvorica farieb (b, c, di, di+1) ∈ Xi, musela existovat’ nejaká

farba di−1 taká,že (di−1, di, di+1) ∈ Fwi
a (b, c, di−1, di) ∈ Xi−1 pre i postupne

m,m− 1, . . . , 2. Z toho vyplýva, že vX1 musela byt’štvorica (b, d1, d1, d2) = (b, c, c, d2).

Táto štvorica mohla vzniknút’jedine tak, že existovala trojica (b, c, d2) ∈ Fw1 . Z toho

vyplýva, že hl’adané farby pre vrcholy w1, w2, . . . , wm a v korešpondujúce s trojicou

farieb (c, b, d) ∈ Y naozaj existujú a z indukčného predpokladu vyplýva, že sa dá

ofarbit’celý podkaktus pod touto kružnicou tak, že sa rozšı́ri nájdené farbenie kružnice.

Podobným argumentom ako v prvom prı́pade ukážeme, že aj pre vrcholy v1, v2, . . . , vn
vieme nájst’ farby, c1, c2, . . . , cn také, že korešpondujú s farbami a, b, c a d. Množiny

možných farieb pre vrcholy v1, v2, . . . vn sme vyberali tak, aby boli splnené podmienky

L(2, 1)-farbenia. Vytvorený bipartitný graf mal párenie hodnosti n. Preto na základe

indukčného predpokladu vieme, že celý podkaktus pod vrcholom v sa dá ofarbit’

korešpondujúc s farbami (a, b). Preto platı́ (a, b) ∈ Ev.

• Fv ⊇ Ev: Nech teraz (a, b) ∈ Ev. Ukážeme, že aj (a, b) ∈ Fv. Ked’že (a, b) ∈ Ev,

potom existujú farby d1, d2, . . . , dm pre vrcholy w1, w2, . . . , wm a farby c1, c2, . . . , cn
pre vrcholy v1, v2, . . . , vn také, že sa podkaktusy pod týmito vrcholmi dajú ofarbit’.

Zjavne

(b, d1, d2) ∈ Fw1

(di−1, di, di+1) ∈ Fwi
, i ∈ {2, 3, . . . ,m− 1}

(dm−1, dm, b) ∈ Fwm

(b, ci) ∈ Fvi , i ∈ {1, 2 . . . , n}

Potom ale musı́ platit’

(b, d1, d1, d2) ∈ X1
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(b, d1, di, di+1) ∈ Xi, i ∈ {2, 3, . . . ,m− 1}

(b, d1, dm, b) ∈ Xm

Preto je v množine Y aj trojica (d1, b, dm). Ked’že (a, b) ∈ Ev tak zjavne platı́

a 6= d1 6= dm. Tak isto d1 je určite rôzne od všetkých farieb ci a rovnaké tvrdenie

platı́ aj pre dm. Ked’ teda vytvorı́me bipartitný graf spôsobom opı́saným v algoritme,

tak bude mat’párenie s mohutnost’ou n. Naprı́klad to môže byt’párenie dané farbami

c1, c2, . . . , cn. Preto náš algoritmus zaradı́ (a, b) do Fv.

Posledným prı́padom zostáva, ked’ otcovským blokom vrcholu v je kružnica a všetky

jeho synovské bloky sú hrany. Nech vrcholy na otcovských hranách sú u1 a u2 a jeho synmi

sú v1, v2, . . . vm. Jedine v tomto prı́pade budeme pracovat’s trojicami farieb. Opät’ukážeme

dve inklúzie.

• Fv ⊆ Ev: Nech (a, b, c) ∈ Fv. Ukážeme, že (a, b, c) ∈ Ev. Zjavne musel existovat’

bipartitný graf vytvorený z výsledkov v Fvi pre i ∈ {1, 2, . . . , n}, ktorý mal párenie

s mohutnost’ou n. Toto párenie určuje farby c1, c2, . . . , cn pre synov vrcholu v také,

že spĺňaú podmienky L(2, 1)-farbenia. Ked’že Fvi obsahuje dvojicu (b, ci), tak z in-

dukčného predpokladu vieme, že podgraf pod vi sa dá ofarbit’. To platı́ pre všetky

i ∈ {1, 2, . . . , n}. Z toho vyplýva, že aj (a, b, c) ∈ Ev.

• Fv ⊇ Ev: Nech (a, b, c) ∈ Ev. Ukážeme, že (a, b, c) ∈ Fv. Z predpokladu vieme,

že ak dáme vrcholom u1, v, u2 farby a, b, c, tak zvyšok grafu pod vrcholom v vieme

ofarbit’. Vieme tiež, že farby spĺňajú podmienky L(2, 1)-farbenia. Vyberme si jedno

farbenie podkaktusu pod v korešpondujúce s farbami a, b a c. Nech priradilo synom

vrcholu v farby c1, c2, . . . , cn. Z indukčného predpokladu vieme, že (b, ci) ∈ Fvi

a tým pádom aj ci ∈ Wi, pre i ∈ {1, 2, . . . , n}, lebo pre každé i platı́ ci 6= a 6= c.

Preto v bipratitnom grafe, vytvorenom v tejto fáze algoritmu, bude párenie s mohut-

nost’ou n. Preto bude trojica (a, b, c) zaradená, do Fv.

Tým sme dokázali, že sme množiny Fv vypočı́tali korektne. Zostáva rozobrat’posledný

krok algoritmu.

Najprv rozoberieme možnost’, že sme graf G′ vytvorili odstránenı́m hrany. Ak existuje

dvojice (a, b) ∈ Fr, potom odstránenému vrcholu môžeme dat’ farbu a a koreňu farbu b.

Podl’a predchádzajúcej časti dôkazu vieme, že zvyšok grafu sa dá L(2, 1)-ofarbit’. Ak sa tam

žiadna taká dvojica nenachádza, potom je zjavné, že ho nevieme ofarbit’. Náš algoritmus dá

v tomto prı́pade správny výsledok.

Zostáva možnost’, že sme odstraňovali kružnicu. V tomto prı́pade sme si ešte vyrábali

množinu Y . Ako sme ukázali v druhom prı́pade v indukčnom kroku, takto vytvorená množina
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naozaj obsahuje práve tie trojice farieb, ktoré môžu mat’vrcholy u1, r, u2, aby sa dala celá

táto kružnica ofarbit’. Ak v prieniku Fr a Y nie je žiadna trojica, potom žiadna trojica z Fr

sa nedala doplnit’ na ofarbenie celej kružnice. Preto sa žiadne farbenie grafu G′ (plus hrán

(r, u1), (r,u 2)) nedalo rozšı́rit’na farbenie kaktusu G. Ak je naopak tento prienik neprázdny,

potom existuje trojica farieb (a, b, c), že vrcholy u1, r a u2 môžu mat’ tieto farby lebo celý

podkaktus pod r sá dá ofarbit’ a zároveň tieto farby umožňujú dofarbit’ aj zvyšné vrcholy

odstránenej kružnice, preto aj v tomto prı́pade dá náš algoritmus správny výsledok. �

Veta 2.2.2 Algoritmus popı́saný v sekciı́ 2.1 má časovú zložitost’O(|V (G)|k7.5) pre vstupný

cyklový strom G a čı́slo k.

Dôkaz. Aby sme nemuseli všade pı́sat’V (G) a E(G), budeme namiesto toho použı́vat’V

a E. Pozrime sa, kol’ko času zaberajú jednotlivé kroky algoritmu.

Algoritmus najprv testuje, či je cyklový strom na vstupe cesta alebo kružnica. To sa dá

otestovat’ v čase O(|E|), lebo stačı́ zistit’ maximálny stupeň, celkový počet hrán a počet

vrcholov. Ked’že máme na vstupe cyklový strom, tak platı́ |E| = O(|V |). Dokázali sme to

v dôkaze vety 1.2.1. Testovanie má teda časovú zložitost’O(|V |). Zistené stupne vrcholov

si môžeme zapamätat’, aby sme ich nemuseli zist’ovat’znovu. Takisto si zapamätáme vrchol

s maximálnym stupňom.

Ak je na vstupe zložitejšı́ graf, potom algoritmus hl’adá listový blok. V prvom rade

hl’adá, či existuje vrchol so stupňom jedna. To zaberie maximálne O(|V |) času. Ak taký

list neexistuje, musı́ sa hl’adat’ listová kružnica. To sa dá spravit’naprı́klad tak, že sa kaktus

zakorenı́ vo vrchole, ktorý nemá stupeň dva. To znamená, že to je určite artikulácia a patrı́

do viacerých blokov. Môže to byt’naprı́klad vrchol s maximálnym stupňom, ktorý sme našli

v prvej fáze. Spustı́ sa teda algoritmus z časti 1.2.1. Potom už len pre každý vrchol, ktorý má

nejakú synovskú kružnicu otestujeme, či všetci jeho synovia na tejto kružnici majú stupeň

dva. Ked’že v štruktúre, vytvorenej algoritmom na zakoreňovanie kaktusu, je každý vrchol

uložený najviac raz, tak táto operácia spolu so zakoreňovanı́m kaktusu má časovú zložitost’

O(|V |).

Ked’ sa nájde listový blok, potom odstránime všetky vrcholy listového bloku okrem

vrcholu r, ktorý ako jediný patril do viacerých blokov. Následne sa tento zmenšený kaktus

zakorenı́ v tomto vrchole. Toto celé opät’ zaberie čas O(|V |). Podkaktus, ktorý vznikne

označı́me G′ = (V ′, E ′).

V d’alšej fáze algoritmus počı́ta množinyFv. Pozrime sa na množstvo práce v jednotlivých

vrcholoch.

1. Vrchol v neležı́ na kružnici:

V tomto prı́pade pre vrchol v počı́tame iba množinu Fv. Do Fv ukladáme dvojice farieb

z množiny {0, 1, . . . , k}. Takých dvojı́c farieb je O(k2) a pre každú z nich spúšt’ame
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hl’adanie maximálneho párenia na grafe s vel’kost’ou O(∆ + k), kde ∆ je maximálny

stupeň kaktusu G. Z pravidla bude čı́slo k > ∆. Keby to tak nebolo, tak môžeme

rovno odpovedat’, že sa tento graf nedá ofarbit’. Vysvetlenie nájdete v d’alšej kapitole.

Vel’kost’ bipartitného grafu teda bude O(k). Algoritmus na hl’adanie párenia v grafe

s n vrcholmi má časovú zložitost’O(n2.5) [15]. Spolu teda dostávame časovú zložitost’

O(k4.5)

2. Vrchol v ležı́ na kružnici, ktorá je jeho synovská:

V algoritme hl’adáme pri tomto vrchole množinu Y . Túto prácu však započı́tame

vrcholom, ktoré na nej ležia a nie vrcholu v. Predpokladajme, že už máme množinu

trojı́c farieb Y . Aj pre tento vrchol skúšame všetky vhodné dvojice farieb z množiny

{0, 1, . . . , k}, ktorých jeO(k2). Pre každú dvojicu (a, b) skúšame všetky kompatibilné

trojice (c, b, d) ∈ Y . Spolu máme O(k5) možnostı́, ktoré musı́me vyskúšat’. Pre každú

dvojicu farieb a každú k nej kompatibilnú trojicu z Y robı́me opät’maximálne párenie

na bipartitnom grafe s vel’kost’ouO(k). Spolu teda dostávame časovú zložitost’O(k7.5).

3. Vrchol v ležı́ na kružnici, ktorá je jeho otcovská:

Spracovanie tohto typu vrcholu má dve fázy. Najprv sa vypočı́ta Fv a potom neskôr

sa pozbierajú výsledky na tvorbu množiny Y .

V prvej fáze skúšame všetky trojice farieb z množiny {0, 1, . . . , k}. Tých je O(k3).

Pre každú trojicu robı́me bipartitný graf s vel’kost’ouO(k) a hl’adáme v ňom maximálne

párenie. Táto fáza má teda časovú zložitost’O(k5.5).

V druhej fáze môžeme bud’ vytvárat’ prvé X , alebo tvorit’ z predchádzajúceho X

to nasledujúce. V prvom prı́pade je časová zložitost’O(k3), lebo musı́me prejst’všetky

trojice z Fv. V druhom prı́pade máme množinu X , ktorá obsahuje štvorice čı́siel

z množiny {0, 1, . . . , k}. Preto |X| = O(k4). Pre každú štvoricu v X hl’adáme všetky

také trojice z Fv, že sa dajú skombinovat’. Pri naivnej implementáciı́ by sme skúsili

skombinovat’ každú štvoricu z X s každou trojicou z Fv. Tak by sme dostali časovú

zložitost’O(k7). Z posledného X vyrobı́me ešte Y . To nám bude trvat’O(k4), ale táto

práca sa schová do O(k7).

Čas na spracovanie vrcholu takéhoto typu je teda O(k7).

Nech vrcholov i-teho typu v grafe G′ je n′i. Zjavne n′1 + n′2 + n′3 = |V ′|. Celková časová

zložitost’tejto fázy teda jeO(n′1k
4.5+n′2k

7.5+n′3k
7). Najhoršiu časovú zložitost’majú vrcholy

druhého typu. Týchto vrcholov môže byt’v cyklovom strome až jedna tretina. Preto celková

časová zložitost’tejto fázy je O(|V ′|k7.5).

Zostáva rozobrat’poslednú fázu. Najhoršie, čo sa nám v tejto fáze môže stat’ je, že sme

odstránili kružnicu. Ak sme odstránili hranu, potom už nemusı́me nič robit’, len sa pozriet’
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do tabul’ky. Nech počet odstránených vrcholov je m. Ku všetkým týmto vrcholom sa sprá-

vame ako keby boli tretieho typu. To znamená, že im počı́tame možné trojice farieb a následne

tieto výsledky zbierame. To znamená, že platı́ analýza popı́saná vyššie pre tretı́ typ vrcholov,

preto táto fáza má časovú zložitost’O(mk7).

Poslednú fázu môžeme pripočı́tat’ k predchádzajúcej fáze, lebo platı́ |V ′| + m = |V |.
Preto celková časová zložitost’ posledných dvoch fáz je O(|V ′|k7.5 + mk7) = O(|V |k7.5).

Prvé fázy túto časovú zložitost’nezhoršia, lebo majú len lineárnu časovú zložitost’od počtu

vrcholov grafu. �

Niektoré odhady v predchádzajúcom dôkaze vôbec neboli tesné, alebo by sa dali šikovnou

implementáciou výrazne vylepšit’. Prı́kladom môže byt’aj algoritmus, ktorý sme rozširovali.

Z pôvodnej časovej zložitosti O(|V |k4.5) sa len lepšı́mi odhadmi a efektı́vnejšou imple-

mentáciou stala lineárna časová zložitost’. Pre naše potreby nám však zatial’ tento výsledok

stačı́.

2.3 Rozšı́renie algoritmu

Princı́p algoritmu, ktorý sme opı́sali v časti 2.1, sa dá použit’ aj na kaktusy, ktoré nie sú

cyklové stromy.

Nech máme daný kaktus G a čı́slo k. Určı́ sa najväčšie také čı́slo t, že existuje vrchol

grafuG, ktorý ležı́ na t kružniciach. Myslı́ sa pod tým počet blokov, ktoré sú kružnice a tento

vrchol na nich ležı́.

Bude sa použı́vat’ten istý postup ako v predchádzajúcom algoritme. Kaktus sa zakorenı́

a vrcholy sa rozdelia do dvoch skupı́n podl’a počtu otcovských hrán. V tomto prı́pade bude

trochu väčšı́ počet možnostı́, ako môže vyzerat’okolie spracúvaného vrcholu v. Nech vrchol

v má m synovských kružnı́c. Pre každú takúto kružnicu sa vypočı́ta jej množina Y rovnako,

ako v pôvodnom algoritme pre cyklové stromy. Označme si množinu Y i-tej kružnice Yi.

Pri zist’ovanı́, či nejaká dvojica alebo trojica farieb patrı́ do Fv sa musı́ vyskúšat’každá

kombinácia trojı́c farieb z množı́n Yi. Ak kombinácia spĺňa podmienky L(2, 1)-farbenia,

tak sa ešte pre ostatné synovské vrcholy na synovských hranách zistı́, či sa dajú ofarbit’.

To sa urobı́ rovnakým spôsobom ako v predchádzajúcom algoritme. Všetkých kombináciı́

trojı́c z množı́n Yi pre i ∈ {1, 2, . . . ,m} jeO(k3m). Na zistenie, či sa dajú aj zvyšné synovské

vrcholy ofarbit’treba čas O(k2.5).

Spolu dostávame, že pre vrcholy s jednou otcovskou hranou am synovskými kružnicami

bude treba čas O(k2+3m+2.5). Pre vrcholy s dvoma otcovskými hranami a m synovskými

kružnicami bude treba čas O(k3+3m+2.5 + k7). Do tohto odhadu sme pridali aj k7 preto,

lebo to je čas, ktorý algoritmus strávi pri vrchole v pri výpočte množiny Y pre jeho otcovskú

kružnicu. Najhoršı́ prı́pad nastane, ked’vrchol v má t synovských kružnı́c a jednu otcovskú
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hranu. To znamená, že časová zložitost’ pre tento vrchol je O(k2+3t+2.5) = O(k3t+4.5).

Celý algoritmus má v tomto prı́pade časovú zložitost’O(|V (G)|k3t+4.5).

Dôsledkom tohto trvdenia je, že ak bude parameter t konštantný, tak výsledná časová

zložitost’ bude polynomiálna. To znamená, že pre kaktusy s konštantným počtom kružnı́c,

na ktorých môže ležat’ jeden vrchol, je rozhodovacia verzia problému L(2, 1)-farbenia tiež

polynomiálne riešitel’ná.



Kapitola 3

Ohraničenie λ(G)

Podobne ako pre stromy, tak aj pre iné triedy grafov existujú ohraničenia pre λ(G) vzhl’adom

na maximálny stupeň grafuG z danej triedy. Preto sme aj my chceli nájst’, pokial’je to možné,

tesné ohraničenie λ(G) pre kaktusy a cyklové stromy. V tejto kapitole ukážeme dve ohrani-

čenia. Prvé platı́ pre všetky kaktusy a je tesné pre kaktusy a aj pre cyklové stromy s malým

maximálnym stupňom. Druhé, trochu lepšie ohraničenie, bude platit’ pre kaktusy s väčšı́m

maximálnym stupňom.

V d’alšı́ch častiach sa budeme venovat’hlavne horným ohraničeniam. Dolné ohraničenie

je pre všetky grafy rovnaké a je to ∆ + 1, kde ∆ je maximálny stupeň grafu. Tento fakt

dokázali v článku [12]. Ked’že je tento dôkaz jednoduchý, pre úplnost’ho uvedieme.

Lema 3.0.1 NechG je jednoduchý graf bez slučiek a násobných hrán s maximálnym stupňom

∆. Potom platı́

λ(G) ≥ ∆ + 1

Dôkaz. Aby sme ukázali platnost’ tohto tvrdenia, musı́me ukázat’, že na ofarbenie každého

grafu potrebujeme aspoň ∆ + 2 farieb.

Všimnime si vrchol v, ktorý má maximálny stupeň. Tento vrchol má ∆ susedov. Aby bola

splnená druhá podmienka L(2, 1)-farbenia, musia mat’tieto vrcholy rôzne farby. Ked’vrcholu

v dáme niektorú z krajných farieb , potom jedna farba zo zvyšných farieb sa nebude dat’

použit’, aby sa neporušila prvá podmienka L(2, 1)-farbenia. Keby sme dali vrcholu v niektorú

zo stredných farieb, potom by sa nedali pre susedov v použit’ dve d’alšie farby. Vrchol v

teda obsadı́ aspoň dve farby a jeho pre susedov musı́ zostat’aspoň ∆ vol’ných farieb. Z toho

dostávame, že potrebujeme aspoň ∆ + 2 farieb, aby bolo možné graf ofarbit’. Potrebujeme

teda množinu farieb {0, 1, . . . ,∆ + 1}. Preto λ(G) ≥ ∆ + 1. �

Tento dolný odhad je tesný. Ako ukázali v článku [12], existuje nekonečne vel’a grafov,

pre ktoré platı́ λ(G) = ∆ + 1. Sú to naprı́klad stromy, ktoré majú jeden vrchol maximálneho

stupňa a zvyšné vrcholy sú listy.

25
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3.1 Ohraničenie pre všetky kaktusy

V tejto sekciı́ ukážeme, že pre l’ubovol’ný kaktus platı́, že sa dá L(2, 1)-ofarbit’ pomocou

∆ + 4 farieb. Ako sme už spomı́nali, budeme sa venovat’iba hornému odhadu, lebo dolný je

jasný. Ukážeme nasledujúcu vetu

Veta 3.1.1 Nech graf G je kaktus s maximálnym stupeň ∆. Potom platı́:

∆ + 1 ≤ λ(G) ≤ ∆ + 3

Navyše existujú kaktusy, ktoré dosahujú aj dolnú a hornú hranicu.

Dôkaz ukážeme postupne. Ako prvý uvedieme dôkaz horného ohraničenia a potom

ukážeme, že toto ohraničenie je tesné pre kaktusy a cyklové stromy.

3.1.1 Pažravý algoritmus

Aby sme ukázali platnost’ horného odhadu, uvedieme pažravý algoritmus, ktorý dostane

l’ubovol’ný kaktus a farby z množiny {0, 1, . . . ,∆+3}. Jeho výstupom bude (∆+3)-L(2, 1)-

farbenie f grafu G.

Zakorenı́me kaktus v l’ubovol’nom vrchole r pomocou algoritmu z časti 1.2.1 a dáme mu

farbu 0. Tým, že tak spravı́me, každému vrcholu určı́me množinu jeho synov a ich rozdelenie

do kružnı́c a hrán. To znamená, že budeme mat’kaktus rozdelený na jednotlivé bloky.

V našom algoritme bude farbený kaktus po blokoch. Vždy sa bude farbit’blok iba v tom

momente, ked’práve jeden z jeho vrcholov bude už ofarbený. Bude to konkrétne vždy otec

tohto bloku.

Predpokladajme, že existuje funkcia, ktorá dostane blok, čiastočné farbenie grafu G

farbami v rozmedzı́ 0 až ∆ + 3 a jej výstupom je doplnené čiastočné farbenie zo vstupu

na vrcholy zadaného bloku. Táto funkcia predpokladá, že práve jeden vrchol tohto bloku

už bol ofarbený. Označme túto funkciu OFARBI BLOK. Potom nasledujúca rekurzı́vna funkcia

ofarbı́ celý kaktus, ak ju zavoláme pre vrchol r a čiastočné farbenie, ktoré priradzuje f(r) = 0.

1: function OFARBI PODKAKTUS(v, f )

2: if v je list then return f

3: for každý synovský blok B vrcholu v do
4: f ← OFARBI BLOK(B, f)

5: for každého syna u vrcholu v do
6: OFARBI PODKAKTUS(u, f )

7: return f
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Treba ale ukázat’, že sa dá naozaj spravit’funkcia OFARBI BLOK.

Pozrime sa na to, ako môže vyzerat’blok B a aké sú možnosti jeho ofarbenia vzhl’adom

na už ofarbené vrcholy.

Prvým prı́padom je, že blok B je hrana (v, u). Nech jej otcovský vrchol v má určenú

farbu. V tomto prı́pade stačı́ nájst’ farbu pre vrchol u, aby bol celý blok ofarbený. Vrchol v

môže mat’ naviac ∆ − 1 už ofarbených susedov. Nepoužitel’ných farieb z týchto vrcholov

je teda najviac ∆ − 1. Nepoužitel’né farby vyplývajúce z farby vrcholu v sú najviac tri.

Takže najviac ∆+2 farieb je už obsadených inými okolitými vrcholmi. Stále však pre vrchol

u zostávajú aspoň dve farby, ktorými sa dá ofarbit’, lebo je k dispozı́ciı́ aspoň ∆ + 4 farieb.

Z možných farieb sa vyberie tá najmenšia.

Ďalšı́m prı́padom je, že blok B je kružnica. Ak B je celý graf G, tak platı́ λ(G) = 4 =

∆ + 2 a dá sa priamo ofarbit’. Predpokladajme, že ∆ > 2. Nech v je otcovský vrchol tejto

kružnice a už má nejakú farbu b. Nech w1, w2, . . . , wd−1 sú vrcholy na kružnici v poradı́,

v akom ležia na kružnici a w1 a wd−1 sú susedia vrcholu v. Môže existovat’najviac ∆ − 2

už ofarbených susedov vrcholu v. To znamená, že prew1 awd−1 je zakázaných najviac ∆+1

farieb. Čiže aspoň tri farby sú pre nich vol’né. Vyberie sa taká dvojica (a, c) z týchto farieb,

že |a − c| ≥ 2. Ked’že sa tieto farby vyberajú najmenej z troch možných farieb, určite taká

dvojica existuje. Farby a, b a c majú takú vlastnost’, že sa dajú na kružnici dookola striedat’.

Algoritmus rozlišuje niekol’ko prı́padov podl’a dĺžky d kružnice B.

• d ≡ 0 (mod 3): Farby a, b a c sa budú na kružnici stále striedat’. Farba pre wi, i ∈
{1, 2, . . . , d− 1} sa teda určı́ takto (Obr. 3.1):

f(wi) = a , i ≡ 2 (mod 3)

f(wi) = b , i ≡ 0 (mod 3)

f(wi) = c , i ≡ 1 (mod 3)

v
b

wd−1

a

w4
c w3

b

w2

a

w1

c

Obr. 3.1: d ≡ 0 (mod 3)

• d = 4: Vrcholu w3 sa priradı́ farba a (Obr. 3.2). Zostáva určit’ farby pre w1 a w2.

Pozrime sa na počty farieb, ktoré sa dajú použit’pre vrcholy w1 a w2.
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v
b

w3a
w2

w1

Obr. 3.2: d = 4

Vrcholw1 má ofarbeného práve jedného suseda a najviac ∆−1 vrcholov vo vzdialenosti

dva. Farieb, ktoré už nie sú preňho použitel’né, je najviac ∆ + 2. Preto má aspoň dve

farby, ktoré sú preňho prı́pustné. Nazvime túto množinu farieb P1.

Vrchol w2 má len jedného už ofarbeného suseda a práve jeden ofarbený vrchol

vo vzdialenosti dva. Z toho dostávame, že najviac štyri farby sú pre vrchol w2 už

nepoužitel’né. Ked’že je k dispozı́ciı́ aspoň sedem farieb (∆ ≥ 3), tak vrchol w2 má

aspoň tri použitel’né farby. Nazvime túto množinu P2.

Zjavne musia existovat’farby e1 a e2 také, že e1 ∈ P1, e2 ∈ P2 a |e1− e2| ≥ 2. Vyberie

sa zo všetkých takých dvojı́c lexikograficky najmenšia. Potom

f(w1) = e1

f(w2) = e2

• d ≡ 1 (mod 3) ∧ d 6= 4: Farby a, b a c sa opät’budú striedat’podobne ako v prvom

prı́pade. Dva vrcholy však zostanú neofarbené. Konkrétne to budú vrcholy w2 a w3.

Algoritmus priradı́ vrcholuw1 farbu c a všetkým vrcholomwi pre i ∈ {4, 5, . . . , d−1}
priradı́ nasledujúce farby(Obr. 3.3):

f(wi) = a , i ≡ 0 (mod 3)

f(wi) = b , i ≡ 1 (mod 3)

f(wi) = c , i ≡ 2 (mod 3)

v
b

wd−1

a

w5c
w4

b

w3

w2

w1

c

Obr. 3.3: d ≡ 1 (mod 3) ∧ d 6= 4

Pre oba vrcholy w2 aj w3 platı́, že majú ofarbeného práve jedného suseda a práve dva

vrcholy, ktoré sú od nich vo vzdialenosti dva. Tieto dva vrcholy majú vždy tú istú
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farbu. Preto oba vrcholy majú zakázané najviac štyri farby. To znamená, že aj vrcholy

w2 a w3 majú k dispozı́ciı́ aspoň tri farby. Čiže existujú také farby e2 a e3, že e2 je

prı́pustná farba pre w2 a e3 je prı́pustná farba pre w3 a navyše |e2− e3| ≥ 2. Vyberie sa

lexikograficky najmenšia taká dvojica. Potom:

f(w2) = e2

f(w3) = e3

• d ≡ 2 (mod 3): Aj v tomto prı́pade sa budú striedat’ farby a, b a c na vrcholoch

w4, w5, . . . , wd−1:

f(wi) = a , i ≡ 1 (mod 3)

f(wi) = b , i ≡ 2 (mod 3)

f(wi) = c , i ≡ 0 (mod 3)

Algorimus priradı́ f(w1) = c, podobne ako v predchádzajúcich prı́padoch (Obr. 3.4).

v
b

wd−1

a

w6c

w5

b
w4

a

w3

w2

w1

c

Obr. 3.4: d ≡ 2 (mod 3)

Vrchol w2 má zakázané farby z tejto množiny Z2 = {c− 1, c, c+ 1, a, b}. Ďalej vrchol

w3 má zakázané farby z množiny Z3 = {a− 1, a, a+ 1, b, c}. Samozrejme, nie všetky

čı́sla v Z2 a Z3 musia byt’ povolené farby. Niektoré môžu byt’ záporné, alebo väčšie

ako ∆ + 3.

Nech jedno z čı́siel a alebo c je jedna z krajných farieb (0 alebo ∆ + 3). Ak je to čı́slo

a, potom jedno z čı́sel a−1 a a+1 nie je povolená farba. Podobne, ak je to c, tak jedno

z čı́sel c−1 a c+ 1 nie je povolená farba. Preto bud’w2 alebo w3 má aspoň tri povolené

farby. Z toho vyplýva, že existuje dvojica farieb, ktorá vyhovuje podmienkam L(2, 1)

farbenia. Nech sú to farby e2 a e3. Potom

f(w2) = e2

f(w3) = e3

Druhá možnost’je, že ani jedno z čı́sel a a c nie je krajná farba. Bez ujmy na všeobecnosti

nech a < c. V tomto prı́pade algoritmus môže priradit’

f(w2) = a− 1
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f(w3) = c+ 1

Zjavne budú stále zachované všetky podmienky L(2, 1)-farbenia.

Ked’sa teda ide farbit’kružnica, tak sa vyberú dve farby a a c, aby sa spolu s farbou b, ktorú

má otec bloku, dali dookola striedat’. V prı́pade, že farbená kružnica má dĺžku delitel’nú tromi,

potom tieto farby sa budú stále striedat’ a ofarbı́ sa tak celá kružnica. V opačnom prı́pade

sa takto ofarbı́ takmer celá kružnica. Nechajú sa neofarbené dva vrcholy. Ak sa dá, vyberú sa

také vrcholy, ktoré nie sú susedné s vrcholom v. Ak sa nedá, nevadı́. Pre každý neofarbený

vrchol sa zistı́ množina farieb, ktoré môže mat’ vzhl’adom na farby okolitých vrcholov.

Z týchto množı́n sa vyberú také farby, že neporušujú žiadnu podmienku L(2, 1)-farbenia.

Tým sme túto čast’dôkazu ukončili. Každý blok sa dá ofarbit’, ak bol ofarbený len jeho

otcovský vrchol. Ofarbenie bloku sa dá uskutočnit’ vyššie spomı́naným postupom. Zjavne

pri každom volanı́ funkcie OFARBI BLOK sa dá daný blok B ofarbit’nejakým spôsobom.

3.1.2 Tesnost’horného ohraničenia

Ked’ sme našli vyššie spomenutý algoritmus, chceli sme vediet’, či existujú grafy, ktoré

dosahujú hornú hranicu. Snažili sme sa preto také grafy nájst’. Na to sme ale potrebovali pomoc

počı́tača. Naprogramovali sme si niekol’ko funkciı́ na generovanie kaktusov, na hl’adanie

λ(G) pre daný graf G a zist’ovanie d’alšı́ch zaujı́mavých vlastnostı́ L(2, 1)-farbenia grafov.

Funkcionalitu sme rozdelili do dvoch skupı́n

• funkcie na generovanie kaktusov

• funkcie na zist’ovanie vlastnostı́ L(2, 1)-farbenia kaktusov

V nasledujúcich dvoch častiach opı́šeme hlavné myšlienky použité pri implementáciı́.

Generovanie kaktusov

Začneme s generovanı́m. Všetky kaktusy budeme generovat’ zo stromov. Stromy sú tiež

kaktusy a všetky ostatné sa z nich dajú vyrobit’správnym pridávanı́m hrán.

Najprv opı́šeme, ako vyzerá správne pridávanie hrán. Máme dve kópie stromu T , ktorý

tvorı́ kostru budúceho kaktusu. Jedna kópia T1 sa použı́va na zist’ovanie, či sa dá nejaká hrana

pridat’a druhá kópia T2 slúži na uchovávanie čiastočne vyrobeného kaktusu. Nech chceme

do vytváraného stromu pridat’ hranu h. Ked’ sa táto hrana pridá do stromu T1, vyrobı́ kru-

žnicu. Ku grafu T2 sa pridá hrana h. Z T1 sa následne odstránia všetky hrany, ktoré ležali

na kružnici. Tým sa strom rozpadne na niekol’ko kostrových komponentov a vznikne les T ′1.

Ak chceme pridat’ d’alšiu hranu, musı́ to byt’ hrana, ktorá spája vrcholy v jednom kompo-

nente lesa T ′1. Keby sa spojili vrcholy v rôznych komponentoch, tak bude porušená definı́cia
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kaktusu. Predstavme si, že ideme pridat’hranu (u, v), ktorá spája dva rôzne komponenty T ′1.

V pôvodnom strome T to vyrobı́ kružnicu. Ked’že ale v T ′1 to kružnicu nevyrobı́, musı́ táto

kružnica v T obsahovat’hrany, ktoré už sú odstránené. Tie sa však odstraňovali preto, lebo už

ležia na kružnici. To znamená, že pridanı́m hrany (u, v) do vytváraného kaktusu, by vznikli

dve kružnice, ktoré ale nie sú hranovo disjunktné.

Kaktus teda vytvorı́me tak, že vyberieme hranu, ktorá spája dva vrcholy v jednom kos-

trovom komponente a z kostry odstránime všetky hrany, ktoré ležia na kružnici. Tým sa tento

kostrový komponent rozpadne na menšie komponenty. Hrany sa dajú pridávat’ až dovtedy,

kým existuje kostrový komponent s aspoň tromi vrcholmi.

Rozpadnutie kostry sa dá urobit’ pomerne pohodlne. Predstavme si, že máme kostru

zadanú ako pole, kde na polı́čku v je zapı́saný otec vrcholu v. V prı́pade, že v je koreň

stromu, tak má na svojom polı́čku zapı́sané v. Čiže je si sám otcom. Predpokladajme teraz,

že ideme pridat’ hranu (u, v). Najprv musı́me nájst’ hrany kostry, ktoré patria do kružnice.

Môžeme si značit’ vo vrcholoch, či ich otcovská hrana je v tejto kružnici. Pre u a v ideme

postupne po otcovských hranách hore a po ceste zanechávame značky. Potom platı́, že do

kružnice patria hrany, ktoré sú otcovské hrany vrcholov s jednou značkou. Aby sa kostra

rozpadla na správne komponenty, stačı́, aby sa každému takému vrcholu nastavilo, že je si

sám otcom (Obr. 3.5). Jeden komponent je reprezentovaný svojim koreňom. Každý vrchol

na kružnici už bude mat’iného reprezentanta komponentu.

u v

(a)

u v

(b)

Obr. 3.5: Pridávanie hrany. (a) Pôvodný stav pred pridanı́m hrany (u, v). Čiarkované hrany

sú hrany na kružnici, ktorá vznikne pridanı́m tejto hrany. (b) Stav po pridanı́ hrany (u, v) a

odstránenı́ hrán na kružnici.

Predstavme si, že máme daný strom T . Z tohto stromu chceme vygenerovat’ všetky

možné kaktusy, ktorým je tento strom kostrou. Na začiatku je možné pridat’ l’ubovol’nú

hranu, ktorá už nie je v strome. Vyberieme si jednu takú hranu h. Máme dve možnosti.

Bud’ tam tú hranu dáme, alebo nie. V prı́pade, že nie, len z množiny prı́pustných hrán

odstránime hranu h a môžeme pokračovat’ d’alej. V prı́pade, že ju pridáme do kaktusu,
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kostra sa rozpadne na komponenty. Hrany, ktoré boli predtým použitel’né a spájajú dva rôzne

komponenty sú už nepoužitel’né a preto ich odstránime z použitel’ných hrán. V prı́pade,

že množina použitel’ných hrán je prázdna, potom už nemáme čo pridávat’a graf, ktorý sme

vyrobili je kaktus, ktorého kostrou je T . Stačı́ ho vrátit’na výstup.

Máme teda rekurzı́vnu funkciu GENERUJ KAKTUSY, ktorá ako vstup dostane čiasto-

čný kaktus G = (V,E), jeho kostrové komponenty T a množinu použitel’ných hrán H .

Táto funkcia potom vráti množinu všetkých neizomorfných kaktusov, ktoré sa dajú vygene-

rovat’pridanı́m hrán zH ku kaktusuG. V prı́pade, žeH je neprázdna, robı́me dve rekurzı́vne

volania, ktorých výsledky spájame. Nech sa ide spracovat’hrana h. Jedno rekurzı́vne volanie

bude s parametramiG, T aH−h. Druhé volanie bude z parametramiG′ = (V,E ∪{h}), T ′

a H ′, kde T ′ a H ′ vyrobı́me vyššie popı́saným spôsobom, rozpadom niektorého komponentu

v T a odstránenı́m prı́slušných nepoužitel’ných hrán z H . Výsledkom budú dve množiny

kaktusov G1 a G2. Vieme, že všetky grafy v G1 sú navzájom neizomorfné, a rovnako aj

všetky grafy v G2 sú navzájom neizomorfné. Ked’ teda chceme spravit’ zjednotenie týchto

množı́n, musı́me zabezpečit’, aby sa do zjednotenia nedostali dva izomorfné grafy. To sa

spravı́ tak, že sa každý graf z G2 otestuje, či nie je izomorfný s niektorým grafom z G1.

Ak nie, potom pôjde do výsledku. Pseudokód tejto funkcie môžete vidiet’nižšie.

1: function GENERUJ KAKTUSY(G,T,H)

2: if H = ∅ then return [G]

3: h← nejaká hrana z H

4: G1 ← GENERUJ KAKTUSY(G, T,H − h)

5: G′ ← G s pridanou hranou h

6: T ′ ← upravené T podl’a pridanej hrany

7: H ′ ← H bez nepoužitel’ných hrán

8: G2 ← GENERUJ KAKTUSY(G′, T ′, H ′)

9: vysledok = G1

10: izomorfny = False

11: for g2 ∈ G2 do
12: for g1 ∈ G1 do
13: if g2 a g1 sú izomorfné then izomorfny = True

14: if nie izomorfny then g2 pridaj do vysledok

15: return vysledok

Už sme ukázali, ako sa dá jednoducho rozložit’graf na správne komponenty po pridanı́

nejakej hrany. Zostáva nám ešte ukázat’, ako vieme identifikovat’hranu, ktorá je už nepouži-

tel’ná. Vieme, že táto hrana nesmie ležat’medzi dvoma komponentmi. Nech sa ide testovat’
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hrana (u, v). Pre vrcholy u a v sa nájdu reprezentanti komponentov, v ktorých ležia. Ako sme

vyššie spomı́nali, reprezentantom komponentu je jeho koreň. Pre u a v sa nájde koreň tak,

že sa postupne posúva vyššie po otcovských hranách. Ked’sa dosiahne vrchol, ktorého otec

je on sám, tak tento vrchol je koreň a teda reprezentant komponentu. Na záver už len stačı́

otestovat’, či takto vypočı́tanı́ reprezentanti sa zhodujú alebo nie. Ak sa nezhodujú, tak hrana

(u, v) je už nepoužitel’ná.

Teraz vieme z jedného stromu nerovat’všetky kaktusy, ktoré tento strom majú ako kos-

tru. Táto kostra však určite nie je kostrou všetkých kaktusov. Aby sme teda vygenerovali

všetky kaktusy, musı́me vyššie spomenutú procedúru použit’na všetky stromy. Ked’že jeden

kaktus má vel’a neizomorfných kostier, takýmto spôsobom vygenerujeme ten istý kaktus

viacerými spôsobmi. Musı́me teda každý kaktus, ktorý takto vygenerujeme, testovat’, či sme

ho už neukladali do pol’a s výslednými kaktusmi.

Aby sme generovanie čo najviac urýchlili, urobili sme ešte zopár úprav. Pri generovanı́

kaktusov z jedného stromu je zbytočné generovat’aj tie, ktoré majú maximálny stupeň väčšı́

ako pôvodný strom. Nech máme kaktusG s maximálnym stupňom ∆. Tento kaktus zjavne má

aj kostru T s maximálnym stupňom ∆. Ked’teda budeme generovat’všetky kaktusy z kostry

T , určite vygenerujeme aj kaktus G. T toho vyplýva, že ak budeme generovat’ kaktusy

zo všetkých stromov, tak aspoň raz vygenerujeme každý kaktus. To sa dá implementovat’

tak, že pri určovanı́, či je hrana použitel’ná sa navyše urobı́ test, či jeden z jej vrcholov už

nemá maximálny stupeň. Ak má, tak zjavne jej pridanı́m, by sme maximálny stupeň zväčšili

a to nechceme. Ďalej sme už prvú množinu H , ktorú sme posielali pri prvom volanı́, zbavili

takých hrán, ktorých aspoň jeden vrchol mal maximálny stupeň.

Ďalšou úpravou bolo záverečné testovanie na maximalitu. Kaktus voláme maximálny,

ak neexistuje hrana, ktorá by sa dala pridat’, bez porušenia definı́cie kaktusu a zväčšenia maxi-

málneho stupňa. Túto úpravu sme si zvolili preto, lebo takéto grafy majú najväčšie čı́sla λ(G).

Zjavne platı́, že ak grafG′ je podgrafom grafuG, potom λ(G′) ≤ λ(G). Ked’že chceme nájst’

kaktus dosahujúci hornú hranicu pre λ(G), stačı́, ked’ budeme hl’adat’ medzi maximálnymi

grafmi.

Maximalita grafu sa dá otestovat’pomerne jednoducho. Kaktus je maximálny, ked’žiaden

z jeho kostrových komponentov neobsahuje dva vrcholy s menšı́m stupňom ako maximál-

nym. Pre každý komponent teda stačı́ spočı́tat’ počet takýchto vrcholov. To sa dá spravit’

tak, že sa každému vrcholu, ktorý nemá maximálny stupeň v G, vypočı́ta reprezentant jeho

kostrového komponentu. Pre každého reprezentanta sa zaznamenáva, kol’ko takých vrcholov

pod sebou má. Potom už len stačı́ skontrolovat’, či niektorý z reprezentantov nemá pod sebou

aspoň dva také vrcholy.

Naprogramovali sme teda jednu funkciu, ktorá dostane množinu stromov a informáciu,

či chceme generovat’všetky kaktusy alebo len maximálne. Následne jej výstupom je prı́slušná
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množina kaktusov. Nech sa táto funkcia volá GENERUJ.

Farbenie kaktusov

Aby sme mohli pre vygenerované grafy zistit’ ich čı́sla λ(G), vyrobili sme si niekol’ko po-

mocných funkciı́ na testovanie rôznych vlastnostı́ ich L(2, 1) farbenia. Najprv sme vyrobili

funkciu, ktorá pre kaktus G zistı́ čı́slo λ(G). Ked’že nemáme pre všetky kaktusy polyno-

miálny algoritmus na jeho zist’ovanie, pomohli sme si pomocou SAT-solvera. SAT-solver

sme použili hlavne kvôli jeho rýchlosti. Keby sme si chceli implementovat’vlastné hl’adanie

λ(G), výsledná implementácia by bola prı́liš pomalá.

Ked’ chceme zistit’λ(G) pre graf G, musı́me zist’ovat’ či λ(G) ≤ k, pre k rovné ∆ + 1

a ∆ + 2. Stačı́ vyskúšat’len tieto možnosti, ako sme dokázali v prvej časti dôkazu vety 3.1.1.

Ked’ nájdeme prvé k, kde to platı́, tak máme výsledok. Ak to neplatı́ ani pre jedno z nich,

potom λ(G) = ∆ + 3.

Teraz sa môžeme zamerat’ len na zist’ovanie, či platı́ λ(G) ≤ k pre jedno konkrétne k.

Pokúsime sa zistit’, či existuje k-L(2, 1)-farbenie grafuG. Na to použı́vame SAT-solver. SAT-

solver je program, ktorý vie pomerne rýchlo rozhodnút’, či nejaká formula v konjunktı́vnej

normálnej forme je splnitel’ná alebo nie. Sformulujeme teda formulu v konjuktı́vnej normálnej

forme, ktorá vyjadruje podmienky k-L(2, 1)-farbenia grafu G. Následne túto formulu dáme

ako vstup SAT-solveru, ktorý pomerne rýchlo určı́, či je táto formula splnitel’ná alebo nie.

Ak je formula splnitel’ná, potom existuje k-L(2, 1)-farbenie grafuG a ak nie je, tak neexistuje.

Teraz popı́šeme konštrukciu formuly. Zavedieme si premenné Xv,c pre každý vrchol v ∈
V (G) a farbu c ∈ {0, . . . , k}. Premenná Xv,c znamená, že vrchol v má farbu c. Aby platilo,

že formula F je splnitel’ná práve vtedy, ked’graf G má k-L(2, 1)-farbenie, musı́ zahŕňat’tieto

tri podmienky:

1. Každý vrchol musı́ mat’priradenú farbu.

2. Susedné vrcholy grafu G musia mat’farby, ktoré sa lı́šia aspoň o dva.

3. Vrcholy, ktoré majú spoločného suseda, musia mat’rôzne farby.

Aby sme zabezpečili prvú podmienku, pridáme do formuly F nasledujúcu klauzulu

pre každý vrchol v ∈ V (G): (
Xv,0 ∨Xv,1 ∨ . . . ∨Xv,k

)
Ďalej potrebujeme zaručit’, že dva susedné vrcholy budú mat’ farbu aspoň o dva rôznu.

Inak povedané, nesmú mat’ rovnakú farbu a ani nesmú mat’ susedné farby. To znamená,

že pre každé dva susedné vrcholy u a v pridáme do formuly F nasledujú sadu klauzúl:

∀c ∈ {0, . . . , k} :
(
Xu,c → ¬Xv,c

)
≡

(
¬Xu,c ∨ ¬Xv,c

)
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∀c ∈ {0, . . . , k − 1} :
(
Xu,c → ¬Xv,c+1

)
≡

(
¬Xu,c ∨ ¬Xv,c+1

)
∀c ∈ {0, . . . , k − 1} :

(
Xv,c → ¬Xu,c+1

)
≡

(
¬Xv,c ∨ ¬Xu,c+1

)
Poslednú, tretiu podmienku zaručı́me tak, že do formuly pridáme ešte d’alšiu sadu formúl

pre každú dvojicu vrcholov, ktoré majú vzdialenost’dva. Pre každé také dva vrcholy u a v

do formuly F pridáme nasledujúcu sadu klauzúl:

∀c ∈ {0, . . . , k} :
(
Xu,c → ¬Xv,c

)
≡

(
¬Xu,c ∨ ¬Xv,c

)
Takto zostrojená formula F bude mat’požadované vlastnosti. Funkciu, ktorá nájde λ(G)

budeme volat’NÁJDI LAMBDA.

Zistili sme, že samotné zist’ovanie čı́sla λ(G) nestačı́. Ako uvidı́me vo výsledkoch,

ani jeden z vygenerovaných grafov nebol prı́kladom grafu, ktorého čı́slo λ by dosahovalo

hornú hranicu. Potrebovali sme teda zistit’ viac informáciı́. Rozhodli sme sa, že pre každý

vrchol grafu zistı́me množinu farieb, ktoré môže mat’, aby sa zvyšok grafu dal k-L(2, 1)-

ofarbit’. Zjavne stačı́ skúšat’len polovicu farieb. Zvyšná polovica je totiž symetrická. Ak vieme

ofarbit’vrchol farbou c, vieme ho ofarbit’aj farbou k − c tak, že prvé farbenie otočı́me.

Zist’ovanie, či vrchol v môže mat’farbu c, môžeme urobit’jednoducho tak, že k formule F

na zist’ovanie existencie k-L(2, 1)-farbenia pridáme ešte klauzulu Xv,c. Tá zaručı́, že vrchol

v musı́ mat’farbu c. Nech je táto nová formula F ′. F ′ dáme na vstup SAT-solveru. Ak aj F ′

bude splnitel’ná, potom bude existovat’k-L(2, 1)-farbenie grafu, ktoré priradı́ vrcholu v farbu

c.

Funkciu, ktorá pre každý vrchol grafuG nájde množinu prı́pustných farieb, budeme volat’

ZISTI MOŽNÉ FARBY.

Implementácia

Zostáva ešte uviest’, aké technológie sme pri implenentáciı́ použı́vali. Celý program sme

pı́sali v jazyku Python [3].

Pri generovanı́ stromov, sme použı́vali okrem štandardných pythonovských knižnı́c

aj d’alšie programy. Na generovanie stromov sme použı́vali implementáciu FreeTree od au-

torov Gang Li and Frank Ruskey, ktorı́ v nej implementovali svoje algoritmy z článku [17].

Táto implementácia má tú výhodu, že generuje všetky neizomorfné stromy, v nami požadova-

nom formáte. Navyše vieme generovanie ovplyvnit’tak, že nastavı́me horné ohraničenie pre

maximálny stupeň stromov, ktoré chceme generovat’. Testovanie izomorfizmu grafov sme ro-

bili pomocou pythonovskej knižnice igraph na prácu s grafmi [4], ktorá je implementovaná

v jazyku C. Z toho dôvodu je rýchlejšia ako bežná pythonovská implementácia.

Pri zist’ovanı́ rôznych vlastnostı́ L(2, 1)-farbenı́ sme použı́vali hlavne SAT-solver. Použili

sme SAT-solver implementovaný v pythonovskej knižnici pycosat [2]. Aby sme vedeli vy-

hodnotit’výsledky, ktoré našla funkcia ZISTI MOŽNÉ FARBY, potrebovali sme si vypočı́tané
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údaje vizualizovat’. Na to sme použı́vali program Graphviz [1]. Tento program z jednodu-

chého textového súboru vyrobı́ obrázok grafu. Stačilo teda pomocou našej funkcie vypočı́tat’,

aké farby môžu mat’ vrcholy a následne tieto údaje uložit’ vo formáte vhodnom pre tento

program. Potom vygenerovaný výstup posunút’do programu Graphviz.

Výsledky

Najprv sme skúsili vygenerovat’všetky neizomorfné kaktusy. Generovali sme postupne po-

dl’a počtu vrcholov. Takto sa nám pomocou funkcie GENERUJ podarilo vygenerovat’všetky

neizomorfné kaktusy, ktoré mali od 2 do 11 vrcholov. Pre väčšı́ počet vrcholov už gene-

rovanie trvalo prı́liš dlho. Ked’ sme mali tieto grafy vygenerované, pre každý z nich sme

našli jeho λ(G). Počty kaktusov rozdelené podl’a počtu vrcholov a ich čı́sla λ môžete vidiet’

v nasledujúcej tabul’ke.

počet vrcholov všetky ∆ + 1 ∆ + 2 ∆ + 3

2 1 1 0 0

3 2 1 1 0

4 4 3 1 0

5 9 7 2 0

6 23 17 6 0

7 63 49 14 0

8 188 148 40 0

9 596 484 112 0

10 1979 1636 343 0

11 6804 5733 1071 0

Tabul’ka 3.1: Počty všetkých kaktusov, rozdelené podl’a λ(G)

Počas hl’adania prı́kladu kaktusu, ktorého čı́slo λ dosahuje hornú hranicu, sa nám poradilo

dokázat’, že pre kaktusy s väčšı́m maximálnym stupňom ako 4 platı́ ešte tesnejšie ohraničenie.

Aby sme teda generovanie urýchlili, generovali sme len kaktusy zo stromov, ktoré majú

maximálny stupeň najviac 4. Navyše sme generovali len maximálne kaktusy. To nám pomohlo

tak, že sme vygenerovali všetky také kaktusy až do 15 vrcholov. Aj tam sme následne

pre každý vygenerovaný kaktus vypočı́tali jeho λ(G). V tabul’ke 3.2 môžete vidiet’, výsledné

počty kaktusov rozdelené podl’a počtu vrcholov a čı́sla λ.

V poslednom stĺpci oboch tabuliek sú samé nuly. To znamená, že takýmto spôsobom

sa nám nepodarilo nájst’ kaktus, ktorý by dosahoval hornú hranicu. Museli sme ho teda

hl’adat’iným spôsobom.
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počet vrcholov všetky ∆ + 1 ∆ + 2 ∆ + 3

12 383 44 339 0

13 835 75 760 0

14 1907 140 1767 0

15 4321 237 4084 0

Tabul’ka 3.2: Počty maximálnych kaktusov, rozdelené podl’a λ(G)

Zjavne pre všetky kaktusy, ktoré majú najviac 15 vrcholov platı́, že ich λ(G) ≤ ∆ + 2.

Rozhodli sme sa, že zistı́me, ktoré z vygenerovaných kaktusov má nejakým spôsobom

obmedzené (∆ + 2)-L(2, 1)-farbenie. To znamená, že niektorý z vrcholov nemôže mat’

všetky farby. Túto informáciu sme zistili tak, že sme pre každý vygenerovaný kaktus G

zavolali funkciu ZISTI MOŽNÉ FARBY s parametrom k = ∆ + 2. Ak niektorý z vrcholov

grafu nemohol mat’všetky farby, tento kaktus sme si uložili aj spolu s množinami možných

farieb pre jednotlivé vrcholy do súboru pre program Graphviz.

Tieto grafy sme si rozdelili na tie, ktoré majú maximálny stupeň 3 a 4. Najprv sme sa

zamerali na kaktusy s maximálnym stupňom ∆ = 3. V tomto prı́pade je k = 5. Z nájdených

kaktusov sme spravili výber, ktorý môžete vidiet’ na obrázku 3.6. Do výberu sme vybrali

iba grafy, ktoré mali unikátny počet zaujı́mavých vrcholov (tie ktoré nemohli mat’ všetky

farby) alebo neboli nadgrafom žiadneho už vybratého kaktusu. Postupovali sme od kaktusov

s menšı́m počtom vrcholov.

Z týchto grafov ja zaujı́mavý graf na obrázku 3.6b. Označme si ho G0. Zaujı́mavé je,

že okrem troch vrcholov, majú všetky jeho vrcholy nejakým spôsobom obmedzené farby.

Navyše vrchol v strede má len dve možné farby a to 1 a 4. To značı́, že má pravdepodobne

málo rôznych (∆ + 2)-L(2, 1)-farbenı́.

Hl’adali sme všetky jeho farbenia a zistili sme, že sú len štyri. Dve sú unikátne a zvyšné

dve sú k nim symetrické. Tieto farbenia môžete vidiet’na obrázku 3.7.

Graf G0 sme sa následne snažili rozšı́rit’na väčšı́ graf G1, pre ktorý by platilo, že žiadne

z farbenı́ G0 sa nedá rozšı́rit’na farbenie grafuG1 bez pridania d’alšej farby. Malou nápovedou

nám bol graf na obrázku 3.6c. Ak k listu grafu G0 cez hranu napojı́me kružnicu dĺžky tri,

tak dostaneme d’alšı́ vrchol, ktorý má obmedzené farby.

Skúsili sme preto grafG0 rozšı́rit’tak, že sme pridali ku každému jeho listu hranu, ktorá má

na druhej strane napojenú kružnicu dĺžky tri (Obr. 3.8). Tento graf sme následne otestovali

pomocou funkcie NAJDI LAMBDA, ktorá vrátila hodnotu 6 = ∆ + 3.

Spolu s týmto prı́kladom sme zároveň našli nekonečnú množinu kaktusov, ktorých čı́slo

λ(G) dosahuje hornú hranicu. Každý kaktus G s ∆ = 3, ktorý obsahuje G1 ako podgraf,

musı́ mat’nutne λ(G) = ∆ + 3.
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(a) (b) (c)

(d) (e)

(f) (g)

Obr. 3.6: Vybrané zaujı́mavé grafy. V každom vrchole je uvedená polovica farieb, ktoré tento

vrchol môže mat’. Druhá polovica sa dá doplnit’symetricky

Môžete si tiež všimnút’, že grafG1 je zároveň cyklový strom. Z toho dostávame, že horný

odhad je tesný aj pre cyklové stromy.

Podobná metóda sa nedala použit’ pre kaktusy s ∆ = 4. Zaujı́mavé grafy, ktoré sme
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Obr. 3.7: Všetky možné (∆ + 2)-L(2, 1)-farbenia grafu G0.

Obr. 3.8: Kaktus G1, ktorý dosahuje hranicu λ(G1) = ∆ + 3.

dostali, mali stále vel’a farbenı́ a bolo prı́liš vel’a možnostı́ ako ich rozšı́rit’. Pre túto triedu

kaktusov sme teda nezistili, či je tento odhad tesný.

Týmto sme ukončili dôkaz vety 3.1.1.
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3.2 Ohraničenie λ(G) pre kaktusy s ∆ ≥ 5

Pri hl’adanı́ kaktusu, ktorého čı́sloλ dosahuje hornú hranicu ohraničenia z vety 3.1.1, sme našli

ešte lepšie ohraničenie čı́sla λ(G), ktoré platı́ len pre kaktusy s väčšı́m maximálnym stupňom.

Ak by sa nám podarilo nejakým spôsobom vylepšit’pažravý algoritmus z časti 3.1.1, mohli

by sme tým zároveň vylepšit’ohraničenie. V predchádzajúcom algoritme sme pri kružniciach

hl’adali tri farby, ktoré sa mohli na tejto kružnici stále striedat’. To sme zabezpečili tak,

že pre dva prvé vrcholy na kružnici zostali aspoň tri vol’né farby. Keby sme však tieto farby

vyberali naraz pre všetky kružnice pod nejakým vrcholom, nebolo by nutné mat’ o jednu

farbu viac.

Musı́me však dávat’ pozor na prı́pad, ked’ má vrchol v len jednu synovskú kružnicu.

V tomto prı́pade, podobne ako predtým, potrebujeme mat’na výber aspoň tri farby, aby vždy

existovala vhodná dvojica. V najhoršom prı́pade má vrchol v otcovskú kružnicu a tým pádom

už dvoch ofarbených susedov. V tom prı́pade je pre susedných synov v obsadených najviac 5

farieb. Ked’že potrebujeme aspoň 3 vol’né farby, musı́me mat’aspoň 8 farieb. Z toho vyplýva,

že kaktus, ktorý takto chceme farbit’musı́ mat’maximálny stupeň aspoň 5.

Z týchto úvah vznikol dôkaz nasledujúcej vety.

Veta 3.2.1 Nech graf G je kaktus s maximálnym stupeňom ∆ ≥ 5. Potom platı́:

∆ + 1 ≤ λ(G) ≤ ∆ + 2

Dôkaz. Opät’ sa zameriame len na horné ohraničenie. Ukážeme pažravý algoritmus, ktorý

každý takýto graf ofarbı́ v súlade s podmienkami L(2, 1)-farbenia a použije farbu najviac

∆ + 2.

Podobne, ako v predchádzajúcom prı́pade, sa kaktus zakorenı́ v l’ubovol’nom vrchole r

a položı́ sa f(r) = 0. Rozdiel oproti predchádzajúcemu algoritmu bude taký, že sa budú

farbit’všetky synovské bloky spracúvaného vrcholu naraz. Algoritmus prechádzania kaktusu

bude rovnaký ako v predchádzajúcom prı́pade, len budeme pre daný vrchol volat’ funkciu

OFARBI SYNOVSKÉ BLOKY(v, f), ktorá naraz ofarbı́ všetky synovské bloky vrcholu v vzhl’a-

dom na čiastočné farbenie f :

1: function OFARBI PODKAKTUS(v, f)

2: if v je list then return f

3: f ← OFARBI SYNOVSKÉ BLOKY(v, f)

4: for každého syna u vrcholu v do
5: OFARBI PODKAKTUS(u, f)

6: return f
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Teraz už len treba ukázat’, že funkcia OFARBI SYNOVSKÉ BLOKY existuje.

Nech teda farbı́me synovské bloky vrcholu v, ktorý už má farbu b. Ak má vrchol jednu

otcovskú hranu, tak má práve jedného suseda už ofarbeného a ak má dve otcovské hrany,

tak má práve dvoch už ofarbených susedov. Nech c1, c2, . . . , ck sú vol’né farby v rastúcom po-

radı́ pre susedných synov vrcholu v. Nech má vrchol v m synovských kružnı́c a n synovských

hrán. Z toho dostávame, že v má presne 2m+ n susedných synov.

Vieme, že platı́:

2m+ n ≤ k

Vychádza to preto, lebo máme k dispozı́ciı́ ∆+3 farieb. Z toho najviac tri farby obsadil vrchol

v svojou farbou. Vrchol v má najviac stupeň ∆ a tak zvyšných farieb je dost’na ofarbenie

všetkých jeho susedov.

Označme si teraz všetkých synov vrcholu v. Vrcholy wi,1, wi,2, . . . , wi,di−1 sú vrcholy

na i-tej synovskej kružnici a di je jej dĺžka, i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Vrcholy v1, v2, . . . , vn sú

synovské vrcholy spojené s v synovskou hranou.

Ak je počet synovských kružnı́c aspoň dva, tak sa ofarbia susedné synovské vrcholy

takto: Pre každé i ∈ {1, 2, . . . ,m}:

f(wi,1) = ci

f(wi,di−1) = ci+m

a pre každé i ∈ {1, 2, . . . , n}:

f(vi) = ci+2m

Rozoberme teraz prı́pad, ked’ v má len jednu synovskú kružnicu. Zjavne musı́ platit’,

že k ≥ 3. Určite je k dispozı́ciı́ aspoň osem farieb a už doteraz ofarbené vrcholy mohli

obsadit’maximálne pät’farieb. Zvolı́ sa teda nasledujúce farbenie:

f(w1,1) = c1

f(w1,d1−1) = c3

Ak existuje nejaký vrchol vi, tak:

f(v1) = c2

A ostatné vrcholy vi pre i ∈ {2, 3, . . . , n} ofarbı́me nasledovne:

f(vi) = ci+2



KAPITOLA 3. OHRANIČENIE λ(G) 42

Ak neexistuje žiadna synovská kružnica, potom je to vel’mi jednoduché. Vrcholy vi

pre i ∈ {1, 2, . . . , n} sa ofarbia nasledovne:

f(vi) = ci

Zjavne doterajšie doplnenie pôvodného čiastočného farbenia spĺňa podmienkyL(2, 1)-farbenia.

Zostáva vyriešit’zvyšné vrcholy na kružniciach.

Pozrime sa na i-tu kružnicu. Zavedieme nasledujúce označenie:

f(wi,di−1) = a

f(wi,1) = c

Farby a a c sa vyberali tak, aby platilo |a− c| ≥ 2. To znamená, že farby a, b a c sa dajú stále

dookola opakovat’. Rozoberme niekol’ko prı́padov.

• di ≡ 0 (mod 3): V tomto prı́pade sa urobı́ presne to isté, čo v predchádzajúcom

algoritme (Obr. 3.9):

f(wi,j) = a , j ≡ 2 (mod 3)

f(wi,j) = b , j ≡ 0 (mod 3)

f(wi,j) = c , j ≡ 1 (mod 3)

Pričom j ∈ {2, 3 . . . , di − 2}.

v
b

wi,di−1

a

wi,4
c

wi,3

b

wi,2

a

wi,1

c

Obr. 3.9: di ≡ 0 (mod 3)

• di ≡ 1 (mod 3): Aj tu sa budú farby a, b a c stále striedat’, avšak vrchol wi,2 zostane

zatial’neofarbený (Obr. 3.10):

f(wi,j) = a , j ≡ 0 (mod 3)

f(wi,j) = b , j ≡ 1 (mod 3)

f(wi,j) = c , j ≡ 2 (mod 3)

Pričom j ∈ {3, 4, . . . , di − 2}
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Obr. 3.10: di ≡ 1 (mod 3)

Vrchol wi,2 má teraz práve dvoch ofarbených susedov. Každý z nich má inú farbu.

Ďalej má najviac dva ofarbené vrcholy vo vzdialenosti dva, ale tieto vrcholy majú

vždy rovnakú farbu. To znamená, že je pre vrchol wi,2 obsadených najviac sedem

farieb. Preto existuje farba, ktorá sa dá pre tento posledný vrchol použit’. Použije sa

zo všetkých dostupných farieb tá najmenšia.

• di ≡ 2 (mod 3): Opät’sa budú striedat’farby a, b a c, ale zostanú neofarbené vrcholy

wi,2 a wi,3 (Obr. 3.11):

f(wi,j) = a , j ≡ 1 (mod 3)

f(wi,j) = b , j ≡ 2 (mod 3)

f(wi,j) = c , j ≡ 0 (mod 3)

Pričom j ∈ {4, 5, . . . , di − 2}

v
b

wi,di−1

a

wi,6c

wi,5

b
wi,4

a

wi,3

wi,2

wi,1

c

Obr. 3.11: di ≡ 2 (mod 3)

Vrchol wi,2 má práve jedného ofarbeného suseda a práve dva ofarbené vrcholy vo

vzdialenosti dva. Z tohto dôvodu najviac pät’farieb sa už pre tento vrchol nedá použit’,

čo znamená, že existujú aspoň tri farby, ktoré sa dajú použit’. Rovnako to platı́ aj

pre vrchol wi,3. Z toho vyplýva, že určite existuje vhodná dvojica farieb pre tieto

vrcholy. Spomedzi všetkých možných dvojı́c sa vyberieme lexikograficky najmenšia

dvojica.

Ukázali sme, že existuje funkcia OFARBI SYNOVSKÉ BLOKY, čim sme zároveň dokázali

platnost’horného odhadu. �
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Lepšı́ výsledok pre túto skupinu kaktusov už neexistuje. Takéto ohraničenie platı́ aj

pre stromy a stromy sú podtriedou kaktusov. Navyše vieme, že toto ohraničenie je pre stromy

tesné.

Vieme, že ak si zvolı́me l’ubovol’ný maximálny stupeň grafu, vždy existuje strom,

pre ktorý platı́ λ(G) = ∆ + 2. Stačı́ zobrat’ taký, ktorý má vrchol s maximálnym stupňom

a aspoň dvaja jeho susedia majú tiež maximálny stupeň. Ak by sa takýto graf dal ofarbit’

len farbami 0, 1 . . . ,∆ + 1, potom nutne každý jeho vrchol s maximálnym stupňom musı́

mat’niektorú z krajných farieb. V našom prı́pade ale máme tri vrcholy s maximálnym stu-

pňom, ktoré musia mat’ rôzne farby, avšak krajné farby sú len dve. Preto sa taký graf nedá

(∆ + 1)-L(2, 1)-ofarbit’.



Záver

Ciel’om práce bolo nájst’polynomiálne algoritmy pre rozhodovaciu verziu problému L(2, 1)-

farbenia pre cyklové stromy a kaktusy. Ďalšı́m ciel’om bolo nájst’ tesné ohraničenie λ(G)

pre grafy z týchto tried.

V zadanı́ práce bolo medzi ciel’mi spomenuté aj zlepšenie výsledku pre t-takmer stromy.

V tomto prı́pade zamýšl’aný prı́stup zlyhal a nič d’alšie sa nám k tomu neporadilo vymysliet’.

Prvý ciel’ sme naplnili len čiastočne. Podarilo sa nám nájst’ polynomiálny algoritmus

pre triedu cyklových stromov. Ukázali sme však, že algoritmus, ktorý sme našli, sa dal

triviálnym spôsobom rozšı́rit’pre všetky kaktusy. Ak mali tieto kaktusy konštantou ohraničený

počet kružnı́c, na ktorých môže ležat’ jeden vrchol, tak bol tento algoritmus polynomiálny.

Nepodarilo sa nám však nájst’polynomiálny algoritmus pre všetky kaktusy.

Pri ohraničeniach sme boli úspešnejšı́. Podarilo sa nám dokázat’ až dve ohraničenia.

Prvé z nich bolo tesné pre kaktusy s maximálnym stupňom 3 a teda aj pre cyklové stromy.

Druhé bolo tesné pre všetky kaktusy s maximálnym stupňom aspoň 5. Pre kaktusy s menšı́m

maximálnym stupňom ako tri bol tento problém vyriešený už predtým. Jedine pre kaktusy

s maximálnym stupňom 4 nevieme, či máme tesné ohraničenie alebo nie.

Zostáva teda otvorená otázka, či existuje polynomiálny algoritmus pre problém L(2, 1)-

farbenia pre kaktusy. Taktiež zostáva otvorené, či existujú kaktusy s maximálnym stupňom

4, pre ktoré λ(G) = ∆ + 3.
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