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Vytah V praci skiimame vplyv ohrani¢eného pouzitia

synchroniza¢nych symbolov pri alternovani. Po-
drobnejsie skimame model synchronizovane alter-
nujucich kone¢nych automatov, ktoré synchronizu-
ji s jednym symbolom a na zaver vypoctu mozu
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synchronizovat s druhym symbolom ako "zaraz-

kou”.
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Predhovor

Praca je z oblasti teoretickej informatiky, konkrétne Teorie forméalnych
jazykov a automatov. Vznikd v obdobi, kedy sa vo velkej miere vytvaraju
softvérové rieSenia, ktoré pouzivaji viacero procesov, ktoré medzi sebou ko-
munikujua. V nasej praci sa zaoberame modelom, ktory ttto situdciu popisuje
v matematickom formalizme.

Hlavnym cielom je preskumat, aké obmedzenia pouzitia synchronizadc-
nych symbolov maji vplyv na vypoctovi silu alternujucich strojov a aké
nie. Definovali sme niektoré obmedzenia a ukazali sme, akii vypoctovia silu
mé alternujtce zariadenie s konkrétnym druhom synchronizacie. Ak to bolo
mozné, hovorili sme o alternujtcich zariadeniach vo vSeobecnosti — bez uda-
nia sekven¢ného modelu, z ktorého vychadzaji. Pri obmedzeni, v ktorom
takyto pristup neviedol k vysledku, sme sa snazili ukazat vypoctova silu
modelu, ktory vychadza z konkrétneho sekvenéného modelu.

Verime, ze vysledky, ku ktorym sme dospeli, budi viest k lepsiemu pochope-
niu toho, ako a preco koncept Synchronizovaného alternovania pridava sek-
venénym automatom taka velka vypoctovu silu.
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1 Uvod

Koncept Alternovania vznikol zaciatkom osemdesiatych rokov, ako prirodzené
rozsirenie nedeterminizmu. Bol publikovany v [I]. Umoznuje modelovat
vypocet, ktory pozostava z viacerych nezéavislych procesov.

Na konci osemdesiatych rokov vznikol na Katedre informatiky koncept
Synchronizovaného alternovania. Umoziiuje modelovat vypocet, v ktorom
jednotlivé diel¢ie procesy mozu medzi sebou komunikovat. Komunikécia pre-
bieha v takzvanych synchroniza¢nych stavoch a st do nej zapojené vsetky
procesy, ktoré este nepresli do akceptacného stavu. Synchronizaény stav
je tvoreny dvojicou — stav procesu a synchroniza¢ny symbol. Stav proce-
su vyjadruje lokalnu informaciu procesu, zatial ¢o synchronizacny symbol
je globalna informacia o vypocte, ktort sa dozvie kazdy proces zapojeny
v komunikécii.

Vysledok, ktory preslavil tento koncept hovori, Ze synchronizovane al-
ternujiice konecéné automaty dokédzu simulovat linearne ohrani¢eny automat.
Vysledok je prekvapivy, pretoze samotné Alternovanie kone¢nym automatom
nepridalo Ziadnu vypoc¢tovu silu, zatial ¢o synchronizované alternovanie im
umoznilo preskocit dve triedy zloZitosti. Za vSetky prace venujice sa tomuto
konceptu spomenme [2] a [3].

Koncept synchronizovane alternujtcich zariadeni je zaujimavy aj z prak-
tického hladiska, pretoze matematicky popisuje situaciu, s ktorou sa riesitelia
softvérovych systémov stretavaju velmi ¢asto — niekolko nezévislych procesov
(bez spolo¢nych hodin), ktoré pocas vypoctu spolu komunikuji. Motivaciou
pre takéto rieSenie uz Casto nebyva urychlenie vypoctu. V sucasnosti je
hlavnou motivaciou pre riesenie, v ktorom je vypocet rozdeleny na viaceré
nezéavislé celky, zjednodusenie jedného velkého problému na viaceré mensie
problémy, z ktorych vyrieSenia ziskame rieSenie pévodného velkého problému.
Cize klasickd taktika "Rozdeluj a panuj”.

Motivaciou pre skiimanie vplyvu obmedzenej synchronizacie na vypoc-
tova silu alternujucich zariadeni je, Ze koncept Synchronizovaného alternova-
nia pridava sekvenénym modelom velka vypoctovu silu. Dokazuje to okrem
uz spominaného vysledku aj vysledok, ze synchronizovane alternujici poci-
tadlovy automat je rovnako vypoctovo silny ako Turingov stroj. Tento vysle-
dok je prezentovany v kapitole |3 a patri medzi jednoduchsie.

V kapitole [4] sa budeme zaoberat obmedzenim poc¢tu synchroniza¢nych
symbolov. Ukazeme, Ze synchronizovanie len s jednym synchroniza¢nym
symbolom alternujucim zariadeniam nepridé Zziadnu vypoctovi silu. Naproti
tomu alternujice zariadenie, ktoré moéze synchronizovat len v dvoch synchro-
niza¢nych symboloch, je rovnako vypoctovo silné ako zariadenie, ktoré moze



synchronizovat bez obmedzenia.

Z predchadzajuceho je zrejmé, Ze je velky rozdiel medzi synchronizo-
vanim s jednym a s dvomi synchronizaénymi symbolmi. Preto sa budeme
snazit najst spésob synchronizovania, ktory by zariadeniu pridal vypoctova
silu, ktord je mensia ako vypoctova sila neobmedzene synchronizujticeho za-
riadenia. Vysledkom nasho snazenia bude koncept nazvany Synchronizacia
s jednym synchroniza¢nym symbolom a zarazkou. V tomto koncepte alternu-
juce zariadenie moZze pocas vypoctu synchronizovat len s jednym symbolom
a na konci vypoc¢tu méze synchronizovat s druhym symbolom — "zarazkou”.
V kapitole |5| sa budeme zaoberat kone¢nymi automatmi s takto obmedzenou
synchronizaciou. Tato Cast prace je najzaujimavejSia a prindSa najzaujima-
vejsie vysledky.

Je Tahké vidiet, Ze takyto synchronizovane alternujuci koneény automat
dokaze akceptovat jazyky, na ktorych akceptiaciu ndm nestacia ani bezkon-
textové prostriedky. Napriklad jazyk a™b"c".

Pre skiimany model existuje norméalny tvar, v ktorom vSetky vlakna syn-
chronizuju aspon k krat a maja rovnakt synchroniza¢nu postupnost (konéia-
cu zarézkou).

Najzaujimavejsi vysledok prace hovori, Ze trieda definovana alternujici-
mi koneénymi automatmi synchronizujtcimi s jednym symbolom a zarazkou,
ktoré pre konkrétne slovo vyprodukuju vzdy rovnaki synchroniza¢nu postup-
nost, je uzatvorend na oznacCené zretazenie. Budeme prezentovat techniku,
ktora nam umozni do jednej synchronizacnej postupnosti zakodovat dve syn-
chronizac¢né postupnosti.



2 Definicie a oznacenia

V tejto kapitole uvedieme niektoré definicie, ktoré st relevantné k tvrdeniam
nachadzajucim sa v tejto praci. Budeme pouzivat obvykld notaciu pre pojmy
konfiguracia a krok vypoctu (F4) zariadenia. Ich formélne definicie moézeme
najst napriklad v [4].

Predtym, nez uvedieme forméalne definicie synchronizovane alternujicich
zariadeni, v kratkosti popiSeme ako vyzerda vypoctovy proces takéhoto za-
riadenia. Na zaciatku vypoctu je jeden proces, ktory je v pociato¢nom
stave a na jednosmernej read only péske méa vstupné slovo. Alternovanie
je prirodzené rozsirenie nedeterminizmu. Nedeterminizmus umoznuje auto-
matu z jednej konfigurécie prejst do inej z viacerych moznych. Vstupné slovo
je akceptované, ak existuje vypocet, ktory skonci v akceptacnej konfiguracii
(je precitany cely vstup a automat je v akcepta¢nom stave). Pri alternovani
dovolujeme aj prechody z jednej konfiguracie do viacerych konfigurécii naraz.
Jeden rodicovsky proces sa rozdeli na viaceré dcérske procesy. Dcérske pro-
cesy budu mat rovnaka pamét a poziciu na vstupnom slove ako rodi¢ovsky
proces, az na prechod podla ¢ funkcie. Slovo bude akceptované, ak existuje
vypocet, v ktorom sa vSetky procesy dostanu do akceptacnej konfiguracie.

Na synchronizaciu sa da neformélne pozriet nasledovne. Ak procesor pre-
jde do synchroniza¢ného stavu (ten predstavuje dvojicu stav a synchronizac-
ny symbol), tak ¢aké, az vSetky Zzivé procesory prejdi do synchroniza¢ného
stavu. Vypocet mdze zase pokracovat, ak vSetky procesory mali rovnaky syn-
chroniza¢ny symbol. Inak sa vypocet zasekne. Rovnako ako pri alternovani,
slovo bude akceptované ak existuje vypocet, v ktorom vsetky procesy dosiah-
nu akceptacni konfiguraciu.

Definicia 1. Synchronizovane alternujici konecny automat je
7-mica (Q, S, A, %, 8, qo, F), kde:

Q - Konecnd mnoZina stavov
S - Konecnd mnozZina synchronizacnich symbolov
QU(Q xS) - Interny stav automatu, budeme oznacovat Q'
ACQ - MnoZina univerzdlnych stavov
> - Konecnd vstupnd abeceda

Y UA{e} budeme oznacovat ¥,
§:Q x X, — 29 - Prechodovd funkcia
G € Q - Pociatocny stav
Fc@Q - MnoZina akceptacnijch stavov
Zariadenie budeme oznacovat ako SAKA.



Definicia 2. Synchronizovane alternujici pocitadlovy automat je
8-ica (@, S, A,%,0,q, F), kde:
Q, S, A Y q, FF - Rovnako ako pre SAKA
x - Symbol pocitadla
MnoZinu {e,z} bude oznacovat X.
§:Q x X, x X, — 2972 _ Prechodovd funkcia
Zariadenie budeme oznacovat SAPA.
Hodnota uloZend v pocitadle bude urcend poctom symbolov x (v zdsobniku,
ak pocitadlovy automat chdapeme ako zdsobnikovy automat s jedno prvkovou
pracovnou abecedou).
Budeme predpokladat model pocitadlovych automatov, v ktorom ak je poci-
tadlo neprdzdne, sa vZdy precita symbol x, inak sa precita c.
Automat s pocitadlom bude v akceptacnej konfigurdcii, ak jeho stav bude
v mnozine akceptacnyjch stavov.

Definicia 3. Synchronizovane alternujici konecény automat s jednym syn-
chronizacngm symbolom a zardzkou je 6-tica (Q, A, %, 4, qo, F'), kde:
Q, A, X - Rovnako ako pre SAKA

QU(Q x{1}) - Vygpoctovy interny stav automatu, budeme oznacovat )y
Q1U(F x{2}) - Interny stav automatu, budeme oznacovat Qo
§:Q1 x Y. — 292 - Prechodovd funkcia
go € Q - Pociatoény stav

FcQ - Mnozina F
FU(F x{2}) - MnoZina interngch akceptacnych stavov

Zariadenie budeme oznacovat ako SYAKA. Vsimnite si, Ze ak sa proces
dostane do interného stavu s druhym synchronizacnygm symbolom a jeho kon-
figurdcia nie je akceptacnd, tak proces nebude akceptovat. Z tejto konfigurdcie
uZ neexistuje prechod.

Oznacenie 1. Niekedy budeme hovorit o synchronizovane alternujicich za-
riadeniach vo vSeobecnosti, bez udania konkrétneho sekvencného modelu, z ktorého
vychddzaji. Vtedy budeme pouZivat oznacenie SAZ, pripadne S3AZ.

Oznacenie 2. Interny synchronizacny stav budeme oznacovat ako dvojicu
stav, symbol v hranatych zdtvorkdch, t.j. [< stav >, < symbol >|.

Definicia 4. Budeme hovorit, Ze konfigurdcia je univerzilna, ak je jej stav
z mnoziny A. Inak bude konfigurdcia existencnd.

Budeme hovorit, Ze konfigurdcia je synchronizacnd, ak jej stav je z mnoZiny
Q x S. Inak budeme hovorit, Ze konfigurdcia je nesynchronizacnd.
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Definicia 5. Uplny strom konfigurdcii synchronizovane alternujiceho stroja
A na vstupnom slove w je (mozno aj nekonecény) strom s oznacengmi vrcholmi
TA taky, Ze:

o Kazdyj uzol t stromu T je oznaceny konfigurdciou c(t) stroja A
e Koren ty je oznaceny pociatocnou konfigurdciou stroja A na slove w
e 1y je priamy potomok ty prave vtedy, ked c(t1) b4 c(t2)

c(v) oznacuje konfigurdciu vrcholu v.

c1 Fa co oznacuje reldaciu krok vypoctu pre zariadenie A.

Niekedy budeme pouzivat oznacenie sc(v) pre stav konfigurdcie, ktorou je
oznaceny vrchol v.

Definicia 6. Synchronizacnd postupnost uzla t v uplnom vipoctovom strome
TA s koreriom tg je postupnost synchronizacnijch symbolov vyskytujicich sa
na oznaceniach uzlov na ceste z ty do t.

Synchronizacni postupnost uzla t budeme oznacovat SP(t).

Oznacenie 3. Symbolom IN;, budeme oznacovat mnozinu {l,1+1,1+42,... r}.
Symbolom N, budeme oznacovat mnozinu INy ,.

Oznacenie 4. Budeme hovorit, Ze postupnost a = aias . . .a, je pociatocnou
podpostupnostou postupnosti b = b1bs . ..b,, ak plati:

(n <m)A(VieN,) (a; = b;)
Thito skutocnost budeme oznacovat a < b.

Definicia 7. Vypoctovy strom zariadenia A na vstupnom slove w je (mozno
aj nekonecny) podstrom T" uplného stromu konfigurdcii T stroja A na w taky,
ze:

1. Kazdy uzol v T" oznaceny univerzdlnou konfigurdciou md rovnakiyjch
priamych nasledovnikov ako v T, alebo nemd Ziadneho nasledovnika

2. Kazdyj uzol vT' oznacenyj existencénou konfigurdciou md najviac jedného
priameho nasledovnika

3. Pre vsetky uzly u, v zT" plati, Ze SP(u) < SP(v) alebo SP(v) < SP(u)

Niekedy budeme hovorit o wvipocte zariadenia A na vstupnom slove w.
Budeme tiym chdpat podstrom vypoctového stromu, ktory obsahugje koreri.
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Definicia 8. Akceptacny vypocet zariadenia A na vstupnom slove w je konecny
vypoctovy strom A na slove w taky, Ze kazdy list je oznaceny akceptacnou
konfigurdciou.

Definicia 9. Vidkno vijpoctového stromu je orientovand cesta z korena alebo
priameho nasledovnika vrcholu oznaceného univerzdlnou konfigurdciou do naj-
blizsieho vrcholu oznaceného univerzdalnou alebo akceptacnou konfigurdciou.

Definicia 10. Nech A je synchronizovane alternujice zariadenie. Budeme
hovorit, Ze A je T(n) c¢asovo ohraniceny, ak pre kazdé slovo w € L(A) dlzky
n existuje akceptacny vijpocet, ktorého hlbka je naviac T(n).

Definicia 11. Budeme hovorit, Ze synchronizovane alternujice zariadenie A
je deterministicky synchronizujice, ak pre kaZdé vstupné slovo w a lubovolné
akceptacné vypocty Ty, Ty zariadenia A na slove w plati, Ze ak vrchol v md
najdlhsiu synchronizacni postupnost z vrcholov Ty a w md najdlhsiu synchro-
nizacni postupnost z vrcholov Ty, tak SP(v) = SP(u).

Definicia 12. Pocitadlovy automat s dvomi pocitadlami je
5-ica (@, %, 0, qo, F).
Q,%,q, F - Ako pri SAKA
§: QXY x X, x X, — 20xXexXe - Prechodovd funkcia
Zariadenie budeme oznacoval P2A.

12



3 Synchronizovane alternujtce automaty s poci-
tadlom

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vypoctovou silou synchronizovane alter-
nujucich zariadeni, ktorych model vychadza z modelu sekven¢nych automa-
tov s pocitadlom. Ukazeme, Ze je rovnako vypoctovo silny ako Turingov
stroj. Simulacia Turingovho stroja nebude priama. Ukazeme, Ze synchroni-
zovane alternujici automat s pocitadlom dokaze simulovat automat s dvomi
pocitadlami a ten dokaze simulovat Turingov stroj. Simuléciu Turingovho
stroja automatom s dvomi po¢itadlami mozno najst napr. v [5.

Priklad 3.1. Nech M je pocitadlovy automat s dvomi pocitadlami. Definuj-
me synchronizovane alternujici pocitadlovy automat M' nasledovne:

Nech M je (Q,%,0,q0, F). Automat M' bude fungovat nasledovne: Nayj-
skor sa rozdeli na dva procesy. Proces A bude simulovat prvé pocitadlo a
jeho stav bude zodpovedat stavu simulovaného automatu M. Proces B bude
simulovat druhé pocitadlo. KaZdy krok simuldcie bude vyzerat nasledovne:
Z pohladu procesu A:

Proces A si tipne, aky symbol i je na vrchu druhého pocitadla. Ndsledne
urobi prechod simulujici automat M. Ak podla &y treba vloZit do druhého
zdasobnika slovo j, proces bude synchronizovat v symbole (i, 7).

Ak je proces A v stave, ktory zodpovedd akceptacnému stavu automatu
M, tak moéZe synchronizovat v symbole 2 a prejst do akceptacného stavu.
Tento technicky krok mdm umoZiiuje viac ohranicit vypocet automatu M’ a
zjednodusi ndm dokaz jeho korektnosti. Umozni nam ukdzat, Ze oba procesy
skoncia vypocet v rovnakom case.

Z pohladu procesu B:

Proces B bude pocas vijpoctu v novom stave qp, resp. q,. Pri kaZdom kroku
vypoctu nedeterministicky uhddne, ¢i proces A chce prejst do akceptacného
stavu. 'V pozitivnom pripade synchronizuje v symbole 2 a prejde do akcep-
tacného stavu. V negativnom simuluje krok automatu M. Nech symbol v je
na vrchu jeho pocitadla. Proces si tipne aké slovo j sa md v simulovanom
kroku vypoctu zapisat do druhého pocitadla. ViozZi 7 do svojho pocitadla a
synchronizuje v symbole (i, 7).

Proces B sa najskor nachddza v stave q,. 'V tomto stave cita pri kaZdom
kroku vgpoctu symbol zo vstupného slova. Ked precita celé vstupné slovo,
prejde do stavu q,, v ktorom uZ vstupné slovo necita. Aj toto je technické
rieSenie, ktoré ohranicuje vypocet automatu M’ a zjednodusi nam dokaz jeho
korektnosti.
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Nech funkcia f je definovand nasledovne:
f  X.—{0,1}
10 = {0

mak

Aby sme sa vyhli zbytocnym zdtvorkdam, budeme hodnotu f(z) zapisovat ako
f». Prirodzené rozsirenie funkcie f na retazce budeme oznacovat g (napr.
Grae = 111).

Nech M’ je (Q',S', A", 2,8, q), F'), kde:

Q = {0 dw U@
X = {jlqeq, kiieX., aci, (pl,j)€dqak,i)}

S = {2} U {(i.5)]iecX.,jeX)}
A = {g}
F' = {d}

Funkcia 0" je definovand nasledovne:

5,<q6’ 575) = {([QOa (07 0)]’ 5)7 ([Qb’ (0’ O)]’€>} (3 1)
5/([(]/’ (fi’agj’)]7a7 kl) = {([Qa (fiagj)]’ k)| (NS X67 (Q7 k7]) € 5<q,7aa klaz)}’
7e€Q, i'eX, jeX ael, KFeX. (32
d'(lg, (fig9)).e k) = {(lg. 2], k)}, ikeX., jEX, g€ F (3.3)
5,([%7 (fi’a.%”)]?a’?i) = {([Qb’ (f’b?.g])] )| ] € X}
iii€eX,, je€X, aeX (3.4)
O (las, (fir, 7)) e.1) = {(la, (fi99)].9)| J € X}
U {(lgf.2,9)} U {([a. (fi, 9)].9)| J € X}

i,i' € X., j X (3.5)

' ([ay, (fir, 95)) e.1) = {la, (fing5)). )| 7 € X} U {([d},2],9)},
i,i' e X., j7€X (3.6)
o'(lgy, 21, k) = {(g}.k)}, ke X (3.7)
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Lema 3.1. Nech TM je akceptacny vijpocet stroja M na vstupnom slove
w. Nech konfigurdcia, ktord sa vyskytuje vo wvipocte TM ako n-ty clen je
(g, (fi, g5)], m, K, 1). Cleny akceptacného vipoctu cislujeme od 0, t.j. konfigu-
racia (qo, w, €, €) je 0-ty clen. Potom existuje vijpocet TM' stroja M’ na vstup-
nom slove w, ktory obsahuje dve vidkna a vrcholy, ktorych cesta od korena
obsahuje n + 2 wvrcholov, ktoré maji rovnaki synchronizacni postupnost a si
oznacené konfigurdciami ky, ko, kde:

kv o= (g, (fi,95)], m. k)
ko = ([bgv(fiagj)mel)

o — @ n < |w|
" q, inak
sufic w dihy |lw| —n n < |w|
w, = .
€ inak

Doékaz. Dokaz urobime matematickou indukciou vzhladom na n.
1°n=1

Relevantna ¢ast vypoctu stroja M je

(q07 w, €, 5) I_]\4 <Q7 m, k7 l)

a relevantny ¢len je (¢, m,k,1). Podla definicie funkcie ¢ existuje vypocet,
ktory je znazorneny na obrazku 3.1} Dolné indexy pri sipkach hovoria, podla
ktorej casti definicie funkcie &’ bol uskuto¢neny prechod. Tento vypocet
splia vlastnosti:

e Obsahuje dve vlakna

e Vrcholy ktorych cesta od korenha obsahuje tri vrcholy, maji rovnaku
synchroniza¢ni postupnost a to (0,1) a st oznaené konfiguraciami

([Qa (07 gl)]v w, k)v ([b;f, (07 gl)]a Wy, l)

Cize tvrdenie pre n = 1 plati.

(g0, w,€)

/B N\ET
([QO7(O’O>]vw75) ([qb,(0,0)],w,s)
lz=2 lza
([q’ (Oagl)}vwak) ([Qb>(o>gl)]7wlﬂl>

Obrazok 3.1: SAPA simulujiaci P2A, prvy krok indukcie
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2° Predpokladajme, zZe tvrdenie plati pre n > 1. Ukazme, ze plati aj
pre n + 1.

Nech n-ty a (n + 1)-vy ¢len TM st konfiguracie (¢, m, k, 1), (¢/,m', k', 1').

Podl'a indukéného predpokladu existuje vypocet stroja M’ na slove w,
ktory obsahuje dve vldkna a vrcholy, ktorych cesta od korena obsahuje n + 2
vrcholov, ktoré st oznacené konfiguraciami (¢, (fi, g;)], w, k), ([b%, (fi, g5)], wn, ).

Kedze existuje prechod (¢, m, k, 1) Fas (¢',m/, K, 1), tak podla[3.2)z defini-
cie funkcie ¢ existuje prechod ([q, (fi, g;)],m, k) Far ([, (fir, g5)], M, k'),
kde i, j st vhodné.

Rozoberme tri pripady:

1. Ak n < |w|, tak bY = q,bY,, = ¢ a podla z definicie funkcie ¢’
existuje prechod

([va (f27 gj)]v W, l) I_M’ ([Qba (fi’a gj’)]v Wp+1, l/)

2. Ak n = |w|, tak bY = ¢, b%,, = ¢, a podla z definicie funkcie ¢’
existuje prechod

([va (fza gj)]v W, l) '_M’ ([qllya (fi’a gj’)]v Wn+1, l/)

3. Ak n > |w|, tak bY = ¢, b%,, = ¢, a podla z definicie funkcie ¢’
existuje prechod

([Qb, (fw gj)]v W, l) |_M’ ([ql,w (fi’7 gj’)]v Wp+1, l/)

Z predchadzajuceho vyplyva, Ze existuje vypocet stroja M’ na vstup-
nom slove w, ktory splha pozadované vlastnosti. Vypocet je znazorneny
na obrazku |3.2 E Cize tvrdenie plati aj pre n + 1.

([qa (fiagj)hm’ k) ([bga(fhgj)}?wml)
! !
([q/a (fi’v gj’)]a m/7 k/) ([bz-s—l? (fi’> gj’)] y Wn+1, l/)
Obrazok 3.2: SAPA simulujici P2A, indukény krok

3° Z 1. a 2. kroku indukcie vyplyva, Ze tvrdenie plati pre Tubovolné n
]
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Lema 3.2. Nech TM' je akceptacnyj vijpocet stroja M’ na lubovolnom vstup-
nom slove w. Potom viypocet Tqﬂ/ﬂ je tvaru podla obrdzku a pre kaZdy par
vrcholov v, u, ktoryjch cesta od korena obsahuje n+ 2 vrcholov a ktorych kon-
figurdcie si ([q, (fi,g5)],m, k), ([bY, (fi, 9;)], wn, 1) plati, Ze SP(v) = SP(u)
a existuje vijpocet TM stroja M na slove w, ktoryj obsahuje konfigurdciu
(g, m,k,l). Naviac plati, Ze p,, € qyf, i, je prvy znak z l,_1 a postupnost
l, sa rovnd postupnosti l,_1 bez prvého znaku a spredu zvicsend o slovo j,

(90, w, €)
/ N\
([QO, (Oaf)]vwvg) ([va (Oaf)]vwvg)

([plv(oagji”vwl?kl) ([bg}?(Ougjf)]?wl?ll)
([p27 (fizag]é)]’ w27 kQ) ([bg}? (fiw gj2)]v Wa, ZQ)

| |

l l
([pnv (fzna gjn)]? wn7 kn) ([627 (fimgjn>]7 Wn, ln)

! |

l |
([pm’(fimvijm)]v&km) ([qév(fimnjjm)]v‘g»lm)

(df, 2], €, km) ([}, 2], €. lm)
! l
(93%57 k) <Q}a5alm)

Obrazok 3.3: Tvar vypoctu SAPA M’ na slove

A . A 4 2z /. d v v / s
Doékaz. Najskor dokdzme tvar pre prvé dve trovne vypoctu a ze TM' pouziva
dve vlakna.

1. Konfiguracia ¢y = (g, w,e) nie je akceptacna ~» V T existuje
prechod z konfiguracie ¢

2. Definicia funkcie 0" ~» Existuje jediny prechod z konfiguracie c
do konfigurcii ¢! = (o, (0,0)],w,2), = ([gs, (0,0)], w,e)

3. (1) A (2) ~» Prvé dve arovne TM odpovedaji obrézku
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4. (3) ANA={g} N Do stavu ¢} sa neda vratit ~ TM pouziva dve
vldkna

Teraz dokédZzme tvar vypoctu pre posledné tri irovne:
1. F"={q;} ~» Posledna tiroveil zodpovedd obrazku

2. (1.) A Do stavu ¢} sa da dostat len zo stavu [g},2]. Pri prechode
nebude precitané ziadne pismeno zo vstupného slova a obsah pocitadla
sa nezmeni ~-» Konfiguracie poslednej tirovne zodpovedaji obrazku

3.3

3. Je lahké vidiet, Ze pred synchronizaciou v symbole 2 sa v prvom vlakne
pouzivaju stavy tvaru [p, (fi, g;)] a v druhom vlakne stavy tvaru

[av, (fi, 97)], Tesp. [q, (fi 9)]

4.(2.) A (3.) A Prechod do stavu [q},2] je mozny len zo stavov
lq,(1,7)], [g-b, (¢, 7")], kde ¢ € F. Pri tomto prechode nebude precitané
ziadne pismeno zo vstupného slova a obsah zasobnika sa nezmeni ~-
~ Konfiguracie predpredposlednej trovne zodpovedaju obrazku [3.3]

Ostatné drovne tvaru vypoctu, ich napojenie na trovne, ktorych tvar
sme uz ukazali a existenciu prislusného c¢lena vo vypocte stroja M na slove
w dokadZeme indukciou vzhladom na n.

1°n=1
Nech ¢ je konfiguracia, do ktorej sa stroj M’ dostal z konfiguricie ci.
Podl'a definicie ¢’ mohli nastat nasledovné moznosti:

1. 3 = ([p1, (fir, 9j1)], w', k1) ~» Bolo pouzité pravidlo 3.2 a teda z pocia-
to¢nej konfiguracie stroja M na slove w rovnej (qo, w, €, €) sa da dostat
do konfiguracie (py,w?, ki, j1).

2. ¢3 = ([¢}, 2], w, k1) A Definicia funkeie &' A Predogli odsek A Zo stavu
q} nie je mozny ziadny prechod ~- Ide o predpredposlenti troven

Nech ¢ je konfiguracia, do ktorej sa stroj M’ dostal z konfiguracie c?.
Synchroniza¢ny symbol v konfiguracii ¢3 musi byt rovnaky ako pri ci, lebo
inak by sa vypocet zasekol. Teraz ukidZzme, Ze proces B musi zodpovedat

obrazku B.3

1. ¢} obsahuje synchronizaény symbol (fi,,95,) A w =¢e A Definicia
funkcie 6’ ~~ Mohol byt pouzity len prechod do stavu, ktorého prva
zlozka je g, = bY

18



2.

Definicia funkcie ' ~» Zo stavu g, sa neda dostat do stavu, v ktorom
by sa ¢italo vstupné slovo

(2.) A c} obsahuje synchroniza¢ny symbol (fi,, g;,) A w # e A Defini-
cia funkcie &’ ~» Mohol byt pouZity len prechod do stavu, ktorého prva
zlozka je q, = by’

. ¢4 obsahuje synchroniza¢ny symbol 2 ~» Mohol byt pouZity len pre-

chod do stavu, ktorého prva zlozka je q} a teda ide o predpredposledni
aroven

Vo vsetkych pripadoch stav procesov zodpoveda obrazku [3.3] a v pri-
pade, Ze stavy procesov st ([p1, (0, g;,)], w', k1), ([b%, (0, g;,)], wn, l1), existuje
vypocet stroja M na slove w, ktory obsahuje konfiguraciu (py, w?, k1, [;). Cize
tvrdenie pre n = 1 plati.

2° Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n > 1. Ukézme, Ze tvrdenie
plati aj pre n + 1

1.

IP ~ Existuju vrcholy s rovnakou synchronizac¢nou postupnostou,
ktoré si oznacené konfiguraciami ¢, = ([pn, (fi,, g5.)], ™, k),
2 = ([bY, (fin, 9jn)], W, ) a existuje vypocet stroja M na slove w,

ktory obsahuje ¢len (p,, w", kp,l,).

Nech ¢}, ¢2,, su konfiguracie, do ktorych sa automat M’ dostal s kon-

figuracif ¢, 2

n’-n’

Zo stavov s prvou zlozkou g resp. ¢} sa neda dostat do stavu, v ktorom
by sa ¢italo vstupné slovo

C(B) AW =g N wy, # e~ iy mé prva zlozku stavu g, = bY 4 A

A ZvySok vstupného slova je v ¢2,; je o prvy znak kratsi ako w,, ¢ize
je rovny wp1

by = q N w, = € A Predkovia vrcholu oznaceného konfiguraciou
9 s . " « P 2

¢y 1 maju vzdy o jeden znak kratsi zvySok vstupného slova A c; 4
nesynchronizuje v symbole 2 ~» ¢, méa prvt zlozku stavu rovna

q, = by, alebo ¢ A ZvySok vstupného slova je € = w11

(3.) Ab

) = ¢, A ., nesynchronizuje v synchronizatnom symbole
2 ~ q

= by 1A\ Zvysok vstupného slova je w41

(1.) A (4.) A (5.) A (6.) A ¢, nesynchronizuje v symbole 2 A

A Definicia funkcie &' ~ 2.1 = ([0% 1, (finsas Gjnsa))s Wnt1, bng1), kde
int1 je prvy znak z [, 1)
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8. (1.) A (7.) A Definicia funkcie &' A ¢2,, nesynchronizuje
v symbole 2~ ¢ = ([pnt1, (finirs Gjnea)], W™ kny1) A Existuje
vypocet stroja M na slove w, ktory je rovnaky ako vypocet z (1.) a
PO (pn, w", ky, 1) nasleduje ¢len (pn i1, W™ kpit, lyit)

9. ¢2,, synchronizuje v symbole 2 A Zo stavu [¢},2] sa d& dostat len
do stavu q} a z tohto stavu uz nie je mozny prechod A Predchadzajtce
dokazané vlastnosti o tvare vypoc¢tu ~- Ide o predpredposlednii tiroven

10. (8.) A (9.) ~» Tvrdenie plati aj pre n + 1

3° Z prvého a druhého kroku vyplyva platnost tvrdenia pre lubovolné n
O

Veta 3.1. Nech M je pocitadlovy automat s dvomi pocitadlami. Potom ex-
istuje synchronizovane alternujici pocitadlovy automat M', ktory akceptuje
rovnaky jazyk. Naviac ak M je T(n) casovo ohraniceny, tak M' je T(n) + 2
casovo ohranicenyj.

Dékaz. L(M) C L(M')

1. Nech w je slovo z jazyka L(M) ~ Existuje akceptacny vypodet TM
stroja M na slove w. Nech tento vypocet ma n-¢lenov

2. (1.) A Definicia akceptacného vypoctu ~~ Posledny ¢len T je oz-
naceny konfiguraciou (q, ¢, k, 1), kde g € F.

3. (2.) A Lema ~ Existuje vypocet stroja M’ na slove w, ktory ob-
sahuje dve vldkna. Na prvom vlakne sa vyskytuje vrchol v a na druhom
vrchol u také, ze:

SP(u) = SPW)e(v) = (g, (fi, 95)], 6, k), ¢ € Fe(u) = ([b, (fi, 9;)], wn, )

4. (3.) A Na prvom vlakne je zvySok vstupného slova rovny e ~» n > |w|

5. (3) A (&) ~ c(u) = (g, (fi, g5)],€:1)

6. (3) A (5.) A Definicia & ~ Existuje vypocet T stroja M’
na slove w, ktory je znazorneny na obrazku . Listy T2 st oznacené
akceptacnou konfiguraciou a ich synchronizac¢né postupnost je rovnaka.

7. (6.) ~ we L(M)
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(0. Fog)l e k) (dh (fiogi)]sel)

le3 lz3
([}, 2], ¢, k) (¢, 2],¢,0)
e ez
(Q}v g, k) (Qf7 € l)

Obrazok 3.4: SAPA simulujici P2A, akceptaény vypocet

L(M') € L(M)

Nech w € L(M') je Tubovolné. Cize existuje vypocet stroja L(M')
na slove w. Podla lemy je vypocet tvaru znazorneného na obrazku a
existuje vypocet stroja M na slove w, ktory obsahuje konfiguraciu
(Pms €5 kmy Um ), kde p,, € F. Z toho vyplyva, ze w € L(M), ¢o sme cheeli
dokézat. O

Poznamka 3.1. Technika pouZitd v predchddzajicej konstrukcii sa dd rozsirit
na simulovanie automatu s k pocitadlami, kde k je lubovolnd konstanta. Pro-
ces sa na zaciatku rozdeli na k procesov. KaZdy proces bude simulovat jedno
pocitadlo. Synchronizacné symboly budi obsahovat k zloZiek. KazZdd zloZka
bude obsahovat informdciu o stave pocitadla pred krokom vijpoctu a informad-
ciu o aktualizaci pocitadla po kroku viypoctu.

Nasledovné veta hovori, ze synchronizovane alternujtice automaty s poci-
tadlom charakterizuju triedu rekurzivne vy¢islitelnych jazykov. To inymi
slovami znamena, ze vSetko ¢o sa da vypocitat, sa da vypocitat aj na syn-
chronizovane alternujtcich automatoch s pocitadlom.

Veta 3.2. ERE = »CSAPA

Dokaz. Lrg C Lgapa

Pre kazdy jazyk z Lgrp existuje Turingov stroj A, ktory ho akceptuje.
Vieme, 7Ze pre A existuje ekvivalentny automat s dvomi poé¢itadlami B. Podla
vety exituje ekvivalentny SAPA C' s B. Cize C je ekvivalentny aj s A.
Co sme cheeli dokazat.

Lsapa C Lre

Vyplyva z Turingovej tézy. O]
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4 Pocet synchroniza¢nych symbolov

V tejto kapitole sa budeme zaoberat synchronizovane alternujicimi model-
mi vo vSeobecnosti, bez udania sekvené¢ného modelu, z ktorého vychadza.
Preskiimame, ako pocet synchronizacnych symbolov ovplyviuje vypoctovi
silu synchronizovane alternujtuceho zariadenia.

4.1 Alternovanie s jednym synchronizacnym symbolom

V nasledovnom tvrdeni ukazeme, Ze synchronizovanie len v jednom synchro-
nizacnom symbole alternujicemu zariadeniu vobec nepomodze. Intuitivne,
ked proces synchronizuje, tak nevie ¢i aj iny proces synchronizuje, alebo uz
presiel do akcepta¢ného stavu. Vie len, ze keby bol iny proces este zivy a
chcel synchronizovat, tak bude synchronizovat v rovnakom symbole. Kedze
je symbol len jeden, tak tato informacia je skuto¢ne trivialna.

Lema 4.1. Nech A je SAZ, ktoré synchronizuje len v jednom synchronizac-
nom symbole. Potom existuje alternujuce zariadenie B, ktorého model vy-
chdadza z rovnakého sekvencného automatového modelu a akceptuje rovnaky
jazyk.

Dékaz. Nech B je definované rovnako ako A, len synchronizacné stavy neb-
uda synchronizacné. T.j. ak A je (@, S, A,3, 1,9, qo, F), tak B je (Q U (Q X
{1}>7 A7 27 Fa 67 do, F)

Pre Tubovolné slovo u plati, Ze tplny strom konfiguracii T je rovnaky
ako T3, pretoze A a B maji rovnaké prechodové funkcie.

L(A) C L(B)
Nech w € L(A), ¢ize existuje 7' podstrom T2 a plati:

1. Kazdy uzol z T'* oznaceny univerzalnou konfiguraciou ma rovnakych
w
priamych nasledovnikov ako na T, alebo nem4 Ziadneho nasledovnika

2. Kazdy uzol z T'4 oznadeny existen¢nou konfiguraciou ma najviac jed-
ného priameho nasledovnika

3. Pre kazdy uzol t; a ty plati, ze SP(t1) je po¢iato¢nou podpostupnostou
SP(ty) alebo naopak

4. T je koneény

5. Kazdy list je oznaceny akceptacnou konfiguraciou
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Plati T4 = T3,
Nech T2 = T'A. Potom plati:

1.

3.
4.

Kazdy uzol z T'P oznadeny univerzalnou konfiguraciou méa rovnakych
priamych nasledovnikov ako na T2, alebo nem4 Ziadneho nasledovnika

Kazdy uzol z T'P oznadeny existenénou konfiguraciou ma najviac jed-
ného priameho nasledovnika

T'B je kone¢ny

Kazdy list je oznaceny akceptacnou konfiguraciou

Cize podla definicie alternujiceho stroja slovo w patri do L(B).

L(B) C L(A)

Nech w € L(B), ¢ize existuje T'P podstrom TP a plati:

1.

3.
4.

Kazdy uzol z T'P oznaceny univerzalnou konfiguréciou ma rovnakych
priamych nasledovnikov ako na T2, alebo nem4 Ziadneho nasledovnika

. Kazdy uzol z T'P oznaceny existen¢nou konfigurdciou mé najviac jed-

ného priameho nasledovnika
I1B ; P
T)7 je konecny

Kazdy list je oznaceny akceptacnou konfiguraciou

Plati T2 = T4,
Nech T/4 = T'B. Potom plati:

1.

3.
4.

Kazdy uzol z T'4 oznadeny univerzalnou konfiguréciou mé rovnakych
w
priamych nasledovnikov ako na 74, alebo nem4 Ziadneho nasledovnika

Kazdy uzol z T'4 oznadeny existen¢nou konfiguraciou ma najviac jed-
ného priameho nasledovnika

T'4 je koneény

Kazdy list je oznaceny akceptacnou konfiguraciou

Kazdy uzol ma synchronizacni postupnost prazdnu, alebo obsahuje len sym-
boly 1. Cize trivialne plati, ze pre kazdy uzol t; a to SP(t1) je pociato¢nou
podpostupnostou SP(t,) alebo naopak. Cize podla definicie synchronizovane
alternujtceho stroja slovo w patri do L(A). ]
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Lema 4.2. Nech B je alternujice zariadenie. Potom existuje SAZ A, ktorého
model vychddza z rovnakého sekvencného automatového modelu a akceptuje
rovnaky jazyk.

Doékaz. SAZ je rozsirenie modelu alternujiceho zariadenia. A moze byt SAZ,
ktoré vobec nesynchronizuje a je rovnaké ako B. Trividlne L(A) = L(B). O

Veta 4.1. Trieda jazykov definovand synchronizovane alternujicimi zariade-
niami, ktoré pouZivaji len jeden synchronizacny symbol je rovnakd, ako trie-
da jazykov definovand alternujicimi zariadeniami, ktorych model vychddza
z rovnakého sekvencného automatového modelu.

Dékaz. Vyplyva z predchadzajiacich pomocnych tvrdeni. O]
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4.2 Alternovanie s dvomi synchronizac¢nymi symbolmi

V tejto kapitole sa budeme zaoberat otazkou, akt vypoctovu silu maja zaria-
denia, ktoré pouzivaju len dva synchronizac¢né symboly. UkaZeme Ze rovnaku
ako zariadenia, ktoré pouzivaji neohranic¢eny pocet synchroniza¢nych sym-
bolov. Jadrom simulécie zariadenia, ktoré pouziva [ubovolny kone¢ny pocet
synchroniza¢nych symbolov, je zakédovanie symbolov do binarnej sistavy.

Lema 4.3. Nech A je lubovolné SAZ, ktoré pri vijpocte pouZiva k synchro-
nizacngch symbolov. Potom existuje SAZ B, ktorého sekvencny automatovyj
model je rovnaky a ktoré pri vypocte pouziva 2 synchronizacné symboly. Na-
viac ak A je T'(n) ¢asovo ohraniceny, tak B je (k+1)-T(n) c¢asovo ohraniceny.

Dokaz. Ak k < 2 tak tvrdenie trividlne plati. Zaoberajme sa preto situaciou,
ked k > 2.

Nech A je definovana ako (Qa, Sa, Aa, 2, I, 64,0, F).

Synchroniza¢né symboly zoradime do postupnosti. KedZe synchronizac-
nych symbolov je kone¢ne vela, postupnost je koneéna. Nech f: Sy — N je
taka funkcia, ze f(x) je poradie symbolu x v tejto postupnosti.

B bude rovnaké SAZ len ak A chcelo synchronizovat v symbole z, tak B
bude synchronizovat postupne v symboloch 1/®)2. Formélne:

KedZe chceme dokazovat tvrdenie pre vSetky mozné SAZ, musime sa vys-
poriadat s ich moznymi rozdielmi. Je rozumné uvazovat len zariadenia, ktoré
vidia zo vstupného slova jeden znak. Zariadenia, ktoré vidia viac znakov,
mozeme nahradit zariadeniami, ktoré maju v stave buffer. O paméti budeme
uvazovat abstraktne. Vieme to, Ze v konfiguracii procesu sa moze vyskyto-
vat neohranic¢ené pamét, ale pri relacii krok vypoctu sa berie v tivahu len jej
kone¢na cast. Konecné cast paméite sa modifikuje na kone¢nia cast paméte,
ostatné cCasti paméte ostanii nezmenené. Takychto konecény casti paméte
musi byt kone¢ne vela. Ozna¢me konecnt mnozinu takychto ¢asti paméti
M Cion I'*. Dodajme len, Ze ak zariadenie nemé pamét (koneény automat),
tak M = (). Ak to zhrnieme, tak:

041 Q' x Do x M — 2@axM

Nech |S4| = k. Pre jednoduchost nech S, = INy.
Nech B je (@5, SB, A, 2,105, qo, F)
Qp = QaU(Qax Ny xNy)
Sg = {1,2}
Ap = {qla€QaNqge An}
U{l(g,0,1),2]|g€ Qanl € SaN[ql] € An}
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0p bude definované nasledovne:

(Vp,q € Qa) (Va € ) (Vg,h € M) (Vr;t € Ng) (Vs € Ny_1)(s <) :

!

(p.g) € 0a(g,a,h
([para ) € 5A(qaa h

l

(p,9) € d5(q,a,h)
([(p,7,1),1], 9) € 08(g, a,h)

)
] )
on([(p,r,5),1],e.9) = {([(p,r,s+1),1],9)}
os([(p,r,7),1],e,9) = {([(p,7,7).2],9)}
(p,9) € dallg,7],a,h) — (p,g)653([(q,r77“),2]>a,h)
(Ip,t].9) € dallg.r],a.h) — ([(p,1,1),1], g) € deltag([(q,7,7),2], a,h)

Je zrejmé, ze zariadenia A a B akceptuji rovnaky jazyk.
O

Veta 4.2. Trieda jazykov definovand synchronizovane alternujicimi zaria-
deniams, ktoré pouZivaji dva synchronizacné symboly je rovnakd, ako trie-
da jazykov definovand synchronizovane alternujicimi zariadeniams, ktorych
model vychddza z rovnakého sekvencéného automatového modelu.

Doékaz. Je zrejmé, ze trieda definované synchronizovane alternujtcimi zaria-
deniami je vacsia alebo rovnaka, ako trieda definovana synchronizovane alter-
nujicimi zariadeniami, ktoré vychadzaji z rovnakého sekvenéného modelu a
pouzivaju len 2 synchronizac¢né symboly.

Druhé inklazia vyplyva z predchéddzajuceho tvrdenia. O]
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5 Alternujtce kone¢né automaty s jednym syn-
chronizacnym symbolom a zarazkou

V tejto kapitole sa budeme zaoberat myslienkou pouzitia kone¢nych automa-
tov, ktoré pouzivaji len jeden synchroniza¢ny symbol, ale v akcepta¢nom
stave mdzu komunikovat s druhym synchroniza¢nym symbolom. Po pouziti
tohto druhého symbolu proces uz vo vypocéte nemoze pokracovat. Ak docital
slovo, tak je tento proces v akceptacnej konfiguracii. Inak je v konfiguracii,
ktora nie je akceptacna.

Formalne je tento model definovany v definicii [3] v kapitole

5.1 Porovnanie s Chomského hierarchiou

Najskor ukdzeme, ze toto zariadenie je vypoctovo silnejSie ako jednoduchy
alternujtci koneény automat. Podla [6] alternujici kone¢ny automat je rov-
nako vypoctovo silny ako klasicky kone¢ny automat a teda trieda jazykov
nimi definovana je trieda regularnych jazykov.

Teraz ukdZeme, 7e existuje SSAKA, ktory rozpoznava jazyk, na ktory nam
nestacia ani bezkontextové prostriedky. Konkrétne jazyk a™b"c™.

Priklad 5.1. Nech S;AKA M je (Q,A,%,0,q, F), kde:

{Q(b q1, 92,43, qa, 4b; 4c, Qf}
{QO}

= {a,b,c}

{ar: lar. 21}

oMo O
|
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Funkcia 6 bude definovand nasledovne:

6(q0,a) = {[qa; 1], @, Ges 1} (5.1)
0([¢a, 1), @) = {[ga, 1]} (5.2)
0([¢a,1],0) = {qa} (5.3)

(¢a,0) = {¢u} (5.4)

0(¢asc) = {q} (5.5)

6(qase) = {lar. 2]} (5.6)

d(qy, a) {®} (5.7)

o(gpc) = {a} (5.8)

6(q,0) = {law, 1]} (5.9)

o(q,e) = {lar,21} (5.10)
6([gv, 1],0) = {[aw: 1]} (5.11)
6(lap, 1],¢) = {a} (5.12)

0(ge;a) = {qc} (5.13)

6(¢e,0) = {qc} (5.14)

6(ge,0) = {lae, 11} (5.15)
0([ge: 1],0) = {lge, 11} (5.16)
6([ge: 1],6) = {lgr. 2]} (5.17)

6(qi,a) = {a} (5.18)

0(q1,0) = {a} (5.19)

0(q2,0) = {q} (5.20)

6(g2,¢) = {as} (5.21)

0(g3,c) = {gs} (5.22)

6(gz.e) = {ar} (5.23)

Z definicie automatu M vyplyva, ze kazdy jeho vypocet zac¢ina rozdelenim
korenia na vlakna, ktorych prvé vrcholy zacinaju stavmi [qq, 1], @, ¢e, ¢1-
Ozna¢me tieto vldkna symbolmi A, B, C, D. Iné vlakna uz vo vypocte
nemozu vzniknit.

Pred samotnym dodkazom korektnosti zariadenia dokazeme dve pomocné
tvrdenia. Prvé pomocné tvrdenie hovori o invariante platnom v prvych troch
procesoch. Druhé hovori o vlastnosti, ktorta overi stvrty proces.
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Lema 5.1. Nech TM je lubovolny vypocet zariadenia M na lubovolnom slove
w. Potom pre kazZdy vrchol v vidkna A, B, C plati, Ze pocet symbolov 1
v SP(v) sa rovnd poctu precitaniych symbolov a, b, ¢ zo vstupného slova
na ceste od korena po vrchol v.

Doékaz. Dokaz urobime matematickou indukciou vzhladom na m - vzdialenost
vrcholu od korefia vypoctu TV,

1°m=1

Prvy krok vypoctu je deterministicky, takze ndm staci rozobrat tri pri-
pady, z ktorych dva st symetrické.

Pre proces A: Zo vstupu je precitany jeden symbol a a synchronizacna
postupnost obsahuje jeden symbol 1.

Pre procesy B, C': Zo vstupu nie je pre¢itany ziadny symbol b, ¢ a syn-
chronizacné postupnost je préazdna.

2° Nech tvrdenie plati pre m > 1. Ukazme, zZe plati aj pre m + 1.

Nech u je vrchol, ktorého vzdialenost od korena je m + 1. Nech v je jeho
priamy nasledovnik.

Z definicie ¢ funkcie je zrejmé, ze vrchol vlakna A, B, C' moze byt oz-
naceny len konfiguraciou so stavom z mnoziny {[q.. 1], ¢a, [97, 2]}, {@: @ 1] [¢7, 2]},
{¢c, [9c, 1], [ar, 2]}. Naviac vrcholy so stavom z mnoziny {[qa, 1], ¢a }, {a. [, 1]},
{qc; [qc, 1]} sa vyskytujua len vo vlakne A, B, C.

Pripad, ze ¢(v) ma stav [gy, 2] nemusime rozoberat pretoze podla definicie
[l tento vrchol uz neméze mat nasledovnikov. Cize nam stadi rozobraf Sest
pripadov na stav konfigurécie c¢(v).

Nech p.(y) je pocet pre¢itanych symbolov z na ceste od korefia po vrchol
y. Potom induké¢éné tvrdenie mozeme prepisat nasledovne.

Pa(v) ~ §1(SP(u)) = pa(u)
po(v) ~ §1(SP(u)) = py(u)
pe(v) ~ £1(SP(u)) = pe(u) (5.24)

vEA 1 (SP())
vEB  ~ 1 (SP(v))
veC  ~ H(SP(v))

Rozoberme teraz vSetky mozné pripady.
1. u,v € A, ¢(v) ma stav [q,, 1]

o v —pgu, t.j. ([qu, 1], ar) F ([qa, 1],7)

Pa(u) = pa(v) + 1, 11(SP(u)) =1 (SP(v)) + 1
* v —ggu, t.j. ([¢a;1],0r) F (qa,7)

Pa(u) = pa(v), h(SP(u)) =t (SP(v))
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2. u,v € A, ¢(v) ma stav g,
® v —pgu, tj. (¢a,0r) & (¢a,7)
Pa(t) = pa(v), 11(SP(u)) =] (SP(v))
o v —pmu, t.j. (qu,cr)F (qa,r)
Pa(u) = pa(v), h(SP(u)) =t (SP(v))
* v —gg, t.J. (¢o,7) = ([gr,2],7)
Pa(u) = pa(v), ﬁl(SP(U)) 1(SP(v))

3. u,v € B, ¢(v) mé stav g,

e u,v €A, c(v) ma stav g
o v —pmu, t.j. (g, ar)F (g,7)
po(u) = pp(v), 11(SP(u)) = h(SP(v))
® v =gy U, t.j. (g cr) F (g,7)
po(u) = py(v), $1(SP(u)) = 1 (SP(v))
o v —gmu, 6. (g, 0r) = ((a, 1], 7)
po(u) = pp(v) + 1, 11(SP(u)) = th(SP(v)) + 1
o v =g u, tj. (g, 7) F (lgy, 2] r)
po(u) = po(v), $1(SP(u)) = H(SP(v))

4. u,v € B, ¢(v) ma stav [gp, 1]
o v —gmu, t-j. ([, 1], br) = ([g,1],7)
po(u) = po(v) +1, £2(SP(u)) = £ (SP(v)) +1
o v =gzt b (g, 1], er) = (@, 7)
po(u) = po(v), 11(SP(u)) = 1(SP(v))

5. u,v € C, ¢(v) ma stav ¢,

e u,v € A, c(v) ma stav q,
® v —Ema Ut (g ar) F (g, 7)

Pe(u) = pe(v), 11(SP(u)) = th(SP(v))
o v —p1g U, t.j. (¢, br)F (g,7)

Pe(u) = pe(v), 11(SP(u)) = 1 (SP(v))
* v =gz U, t.j. (ge cr) F ([ge, 1, )

Pe(u) = pe(v) + 1, 11(SP(u)) = h(SP(v)) +1
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6. u,v € C, c(v) méa stav [q., 1]

* v —gmu, t.j. (g, 1], cr) - ([gc, 1], 7)
Pe(u) = pe(v) + 1, Hi(SP(u)) = h(SP(v)) + 1
o v —gmmu, tJ. ([ge1],7) F ([gr,2],7)
Pe(u) = pe(v), 11(SP(u)) = 11(SP(v))
Pre vSetky mozné pripady implikacie [5.24] platia a teda plati indukény
krok.

3° Z prvého a druhého kroku indukcie vyplyva, ze tvrdenie plati pre kazdé
m, pre Tubovolny vrchol vypodétu T, O

Lema 5.2. Nech TM je lubovolny vijpocet zariadenia M na lubovolnom slove
w. Potom vldkno D konci listom oznacenym akceptacnou konfigurdciou len
ak w € {a't/ckli, j,k > 1}. Naviac synchronizacnd postupnost listu vldkna D
je prdazdna.

Dékaz. Pozrime sa ako vyzerd vypocet vo vlakne D.

1. Zo stavu gy na vstupny symbol a do stavu ¢; vznikne vlakno D A
A Stav qp nie je akceptacny ~~» w € ad*

2. 7 ¢, existuju prechody len na znaky a — do stavu ¢y, b — do stavu ¢o A
A Stav ¢ nie je akceptainy ~» w € atbX*

3. 7 @ existuju prechody len na znaky b — do stavu ¢, ¢ — do stavu g3 A
A Stav ¢y nie je akceptacny ~ w € aTbTcX*

4. 7 g3 existuju prechody len na znak ¢ — do stavu g3, na € — do stavu ¢y
A Stav g3 nie je akceptacny ~ w € a*bTcTX*

5. Zo stavu ¢y uz prechody neexistuji A Aby vypocet mohol byt akcep-
tacny, vstupné slovo musi byt uz celé precitané A

A Stav gy je akceptainy ~» w € atbtct
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Lema 5.3. {a"0"c"|n > 1} € Lgiaxa

Dékaz. {a"b"c"|n > 1} C L(M)

Zoberme Tubovolné n > 1, nech w = a"b"c". Nech T je vypocet auto-
matu M na slove w, ktory je znazorneny na obrazku . v —¥ u je skratka
za cestu z vrcholu oznac¢eného konfiguraciou v do vrcholu oznaceného kon-
figurdciou u, ktorda vznikla k-nasobnym pouzitim pravidla [. Pre &k =1 je
horny index vynechany. Na obrazku je znacka zakreslend vo zvislom smere.

Kedze vsetky listy st oznacené akcepta¢nou konfiguraciou, z lemy
vyplyva, Ze synchroniza¢né postupnost prvych troch listov je rovnaka, z lemy
[.2] vyplyva, Ze synchroniza¢né postupnost stvrtého listu je prazdna, vypocet

TM je akceptacny.

Ve w
(190, 1], gfl‘lb”C") (o
([¢a- 1], b”C”) (@
(¢a _b;HC") ([gw, 1],
!
(¢a ) ([gv, 1],
(¢a 10"1) (@
(@, o) (@
(a2, 2 (ap2),

(qo’anbncn)

JET
an—lbncn> (qc 7
n—1
&7 n.n
bre) (g
bnflcn> (qc 7
n—1
BT
") (e
) (lge 1],
n—1
58l
€) ([ge; 1],
510
5) ([Qf’2]v

an—lbncn)
n—1
b c™)
bnflcn
n—1 )
BWE
")
Cnfl)
n—1

Obréazok 5.1: Vypocet na slove a™b"c"
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L(M) C {a"b"c"|n > 1}

1. Nech w € L(M). To znamené, Ze existuje akceptacny vypocet TV,
2. (1.) A Lemal5.2~ w € {a'b/c"| i, 5,k > 1}

3. Nech vy, vy, v, st listy vlakien A, B, C'. KedZe st oznacené akceptacnou
konfiguraciou, precitali celé vstupné slovo.

4. (3.) A Lemap.]|

11(SP(va) = fa(w)
81(SP(w) = fh(w)
81(SP(ve) = fe(w)

5. (4.) A M je SLAKA

1% ()9

SP(v,)
SP(v) = 1842
SP(v,) = 1%®2

6. Lahko vidiet

12 <172 vV 1V2<12 ~ =3

7. (5) A (6) ~w e {w| fa(w) = th(w) = fo(w)}
8. (2.) AN(7.) »»w e {a"b"c"| n>1}
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Nasledovné tvrdenie nam dovoluje ¢iasto¢ne zaradit nami definovani
triedu do Chomského hierarchie. Okrem iného hovori, Ze takto definované
synchronizované alternovanie pridéava koneénym automatom vypoctovi silu.

Veta 5.1. £S;AKA NLgcs — Lor # 0

Doékaz. Vyplyva z lemy [5.3| O

KedZe skumany model urcite nie je silnejsi ako model synchronizovane
alternujicich konecnych automatov vieme, Ze je urcite pod triedou kontex-
tovych jazykov. My ale vyslovime hypotézu, Ze dokonca tak jednoduché zari-
adenie ako je automat s poc¢itadlom, dokaze akceptovat jazyk, pre ktory neex-
istuje alternujuci kone¢ny automat synchronizujici s jednym symbolom a za-
razkou. Ako kandidat pre takyto jazyk by mohol byt jazyk dobre uzatvorko-
vanych vyrazov pre jednu dvojicu zatvoriek — D;.

Hypotéza 5.1. Lpa — Lgiaxa # 0
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5.2 Rovnako synchronizujtci normalny tvar

Lema 5.4. Pre kazdy SyAKA M a kazdé prirodzené cislo k existuje Sy AKA M’
taky, ze L(M) = L(M') a kazdy list kazdého akceptacného vypoctu zariade-

nia M’ je oznacenyj rovnakiym stavom a md synchronizacni postupnost, ktord

obsahuge aspon k symbolov 1 a jeden symbol 2, t.j. wvSetky synchronizujice

postupnosti listov sii 1¥72 pre vhodné | > 0.

Dékaz. Nech M je (Q, A, %,0,qo, F).

Zariadenie, ktoré bude simulovat M bude pracovat nasledovne: Najskor
bude k-krat synchronizovat. Nasledne za¢ne simulovat vSetky procesy auto-
matu M, ktoré synchronizovali menej ako k-krat v jedenom korenovom pro-
cese. Simulécia bude prebiehat po krokoch, ktoré predstavuji preéitanie
jedného pismena zo vstupu vSetkymi procesmi. Ak nejaky proces P bude
chciet synchronizovat viacej ako k-krat, vytvori sa novy proces P’, ktory
bude v simulécii procesu P pokracovat. P’ bude rovnaky ako P s vynimkou,
ak P chcel prejst do akceptacného stavu. Vtedy P’ bude este niekolkokrat
synchronizovat v symboloch 1 a nasledne prejde do akceptacného stavu [q}, 2].
To zabezpeci, ze vSetky procesy budi synchronizovat v rovnakej synchroni-
zacnej postupnosti. Ak korenovy proces precita celé vstupné slovo, tak overi
¢i moze akceptovat. To urobi nasledovne: Ak vytvoril novy proces, tak ziadny
nim simulovany proces nemoéze synchronizovat v symbole 2. Ak nevytvoril
novy proces, tak niektoré zo simulovanych procesov moézu synchronizovat
v symbole 2, no musia predtym synchronizovat v rovnakom poc¢te symbolov
1 a ziadny z procesov, ktoré nesynchronizuji v symbole 2, nemoze synchro-
nizovat v symboloch 1 viac krat.

Formalne :

Nech 6. je funkcia definovana nasledovne: 0.(q) = {(p1, 1), (p2, 52), - - -
ooy (Pny Sn)}, ak z vrcholu v ozna¢eného konfiguraciou (g, e) mozno na M
urobit vypocet, ktory obsahuje listy vy, vs,...,v,. Vrchol v; je oznaceny
konfiguraciou so stavom p; € @1 (@1 = Q U (Q x {1})) a postupnost syn-
chroniza¢nych symbolov na ceste z vrcholu v do v; je sp; a s; = #1(sp;),
S; S k.
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Nech M’ je (Q', A", %, ¢, ¢, F'), kde:

o
W
P

&' (g €)
&'(lg;, 1], €)
&' ([gx, 1], €)

8 (B, a)

§'(B,e¢)

(g, a)

6/({[@/}]“ b}7 1]7 8)

2(Qx Mok ) Hdoi b {¢] i e Nop1}UQU {Q}}
{BeQ|3qe,(q,k) € B}

{a7}

{lg, 1}

{[gi11, 1]} 1 € Nes

{{(q0,0)}}

Krok(B,a) U PoslednyKrok(B, a),

B € 2@ Nox-1)Uib} - ¢ 3

{{(¢.;9)] (¢.1) € B,i#k} U {b}} U

U {q| (¢,k) € B}, B € 2@V 35 € Q,((q,k) € B)
9(g, a)

U {lgy, 2]] (FU(F x{2}))nd(g,a) #0} U
U {[{gor, 0}, 1| F'Nd(q,a) # 0} —

— (@ x{2}),ak g € O

{[{dor: 03,1, [qy 2]}

Korenovy proces pocas vypoctu potrebuje vediet, ¢i uz vytvoril novy
proces, alebo este nie. Ttuto informaciu uchovavame v pritomnosti prvku b
v mnozine tvoriacej stav korefiového procesu.

V definicii funkcie ¢’ st pouzité mnoziny Krok a PoslednyKrok. Kedze
definicia tychto mnozin je zlozita a pri zapise v Standartnej notécii by bol
jej zapis tazko citatelny, buda definované ako mnoziny vysledkov nedetermi-
nistickych funkcii krok a poslednyKrok. Zvolili sme zapis podobny notéacii
programovacieho jazyka Pascal:
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function krok(B, a)
begin
Result .= ();
error = 0;
foreach((p,e) € B)
begin
foreach((r, f) € 0.(p))
begin
if e+ f > k then error :=1;
else if e + f = k then begin
if r € @Q x {1} then Result := Result U {(r,k)} else error := 1;
end else begin
if r € Athen S :=4(r,a) else S := random(é(r,a));
if S =0 then error := 1;
foreach(s € 9)
begin
if s € @ x {1} then g :=1 else g :=0;
Result := Result U{(s,e+ [+ 9)};
end
end
end
end
if b € B then Result := Result U {b};
if error = 1 then Result := ();
end

Vyznam premennych vo funkcii krok:

Result - Postupnost dvojic (stav, pocet syn. symbolov)
simulovanych procesov po precitani znaku a
error - Prisimulacii kroku nastala chyba, vypocet sa musi zaseknit
p,r,s - Aktudlny stav
e,f,g - Ciastkovy pocet symbolov 1 v aktualnej synchronizacne;j
postupnosti
S - Zoznam aktualnych stavov po prechode na znak a

Funkcia krok pouziva funkciu random, ktora vrati jednoprvkovi mnozinu,
ktora obsahuje nedeterministicky vybrany prvok zo vstupnej mnoziny.
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function poslednyKrok(B,a) begin

error := 0;
syn = —1;
pSyn = —1;

foreach((p, e) € B) begin
foreach((r, f) € 0.(p)) begin
if e+ f > k then error := 1;
else if ¢ + f = k then begin
if r € Q x {1} then begin
Result := Result U {(r, k)};
B := BU({b};
end else error :=1;
end else begin
if r € A then S :=0(r,a) else S := random(d(r,a));
if S = () then error :=1;
foreach(s € 5) begin
if s € @ x {2} then begin
if s € F then error := 1;
if syn = —1 then begin
if pSyn > e + f then error :=1;
syn :=e+ f;
end else if syn <> e + f then error :=1;
end else begin
if s € Q x {1} then g :=1 else g := 0;
if s € F and random({0,1}) = {0} then begin
if syn = —1 then pSyn := Max(pSyn,e + f + g);
else if syn < e+ f + g then error := 1;
end else foreach((¢,h) € d.(s)) begin
ife+ f+ g+ h >k then error :=1;
else if e + f + g+ h = k then begin
if t € Q x {1} then begin
Result := Result U{(t,k)};
B := BU{b};
end else error :=1;
end else begin
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end else begin
if t € Q x {2} then begin
if t ¢ F then error := 1,
if syn = —1 then begin
if pSyn > e+ f + g+ h then error := 1;
syn:=e+ f+ g+ h;
end else if syn <> e+ f + g+ h then error := 1;
end else if t € F' then begin
if syn = —1 then pSyn := Max(pSyn,e + f + g+ h);
else if syn < e+ f + g+ h then error := 1;
end else error := 1;
end
end
end
end
end
end
end
if error =1 or (b € B and syn > —1) then Result := (;
else Result := Result U {[{q).,b},1]}

end

Vyznam premennych vo funkcii poslednyKrok:

Result - Stav po precitani posledného pismena
error - Prisimulacii kroku nastala chyba, vypocet sa musi zaseknit
syn - Pocet symbolov 1 v synchronizacnej postupnosti, ktora
obsahuje symbol 2
pSyn - Maximélny pocet symbolov 1 v synchronizac¢nej postupnosti,

ktora neobsahuje symbol 2. Pouziva sa len ak hodnota
premennej syn nie je urcend (syn = -1)
p,r,s,t - Aktudlny stav

e,f,g,h - éiastkovy pocet symbolov 1 v aktualnej synchronizacnej
postupnosti
S - Zoznam aktualnych stavov po prechode na poslednom znaku

Kvoli technickej komplikovanosti dokaz korektnosti automatu M’ nebu-

deme uvadzat. O]
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5.3 Uzavretost na oznacené zretazenie

Ohranicené zretazenie je operacia definovana na jazykoch. Jej vstupy su dva
jazyky a vystupom je treti jazyk, ktorého slova st zretazenim slova z prvého
jazyka, nového symbolu a slova z druhého jazyka. V nasledovnej leme budeme
prezentovat konstrukciu, ktord ndm umozni vytvorit takyto jazyk, ak prvy
jazyk je definovany pomocou Iubovolného SJAKA a druhy jazyk je defino-
vany pomocou deterministicky synchronizujticeho SJAKA.

Lema 5.5. Nech M* je SSAKAa M? je deterministicky synchronizujici SsAKA.
Nech ¢ je novy symbol. Potom existuje SSAKA M, ktory akceptuje jazyk
{wicwsy| wy € L(MY),wy € L(M?)}. Naviac ak M' je deterministicky syn-
chronizugici, tak aj M je determainisticky synchronizujica.

Dékaz. Nech M'je (Q', AY, X 61, ¢b, F1), M? je (Q%, A% 332, 6%, ¢2, F?). Podla
lemy mozeme predpokladat, ze vSetky akceptacné vypocty My, My pouzi-
vaju len vldkna, ktoré synchronizuju.

Predpokladajme, ze Q' N Q? = 0.

Nech M je (Q, A, 3,0, qo, F), kde:

Q Q'UQ*U{q}
A = Alu A2

Y = Yuxiu{c
w0 = q

F = F?

Definujme nasledovné zobrazenie:

foo QU x{1HUF x{2}) - Q u(Q" x {1}) U{q}

0 - {8 15w

Nech f’ je zobrazenie, ktoré aplikuje funkciu f na vSetky prvky mnoziny.
Teraz definujme ¢ funkciu

f'(6Yq,a)) a€eXl, ge Q' U(Q' x {1})
6<Q7 a) = qg a = ¢, qd = 4qc
0*(q, a) aeX? qe@Q*U(Q*x{1})

{wycwsy| wy € L(MY),wy € L(M?)} C L(M)
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Nech wicwy,w; € L(MY),wy € L(M?) je Tubovolné slovo. Ukazme, Ze
existuje akceptacny vypocet stroja M na wicws.

1. wy € L(MY)AM! je vnormélnom tvare ~ Existuje akceptacny vypocet
T ', ktorého kazdy list je oznafeny konfiguraciou (lgs,2]e), qr € F.

2. wy € L(M?) ~ Existuje akceptatny vypocet T%Q.

3. Nech TM , Je strom, ktory dostaneme napojenim Té‘g * na kazdy list

w1 cw
1 . , 4
T . Pozri obrézok . Vrcholy p,...,71,79, ..., n, 51,52, ..,5, st
M1 1,1 n M2 £ :
z Ty, vrcholy &y, ...ty ... uy, Uy, ... upy, 2z Ty Nech prva skupina

vrcholov tvori mnozinu S a druhé skupina vrcholov tvori mnozinu 7.

Ak vrchol v z S je na vypocte Tfu‘f ' oznadeny konfiguraciou (g, =), tak

prislusny vrchol v T}, bude oznaceny konfiguraciou (f(q), zcw,).

Vrcholy z T budi na T/, oznacené rovnakou konfiguraciou ako na 775! g
4. Tahké vidiet
Yu,v € S,u je priamy nasledovnik v ~ ¢(v) s c(u)

5. Vsetky vrcholy z S oznac¢ené univerzalnou konfigurdciou maji rov-
nakych nasledovnikov ako v iplnom strome konfiguracii. Dékaz sporom.
Predpokladajme, ze Jv € S, 3¢y : ¢(v) b ¢r, vna T) ., nemd priame-

ho nasledovnika oznac¢eného konfiguraciou ¢;. Nech Q1 = Q'UQ' x {1}.

(a) ve SAsclv) € ANq. & A~ sc(v) € Q!

(b) (a) A ANQ} = Al ~ sc(v) € A?

(c) (a) ~ Va € X.(d(sc(v),a) = f'(6*(sc(v),a)))

(d) (b) A (c) A Konstrukeia T) . ~» Na akceptacnom vypocte T '

w1cws2
existuje vrchol, ktory je oznaceny univerzalnou konfiguraciou a

vypocet neobsahuje vSetkych jeho priamych nasledovnikov z iiplného
stromu konfiguracii. SPOR

(
(
(

Pomocou rovnakého postupu mozno odvodit, ze vSetky vrcholy z S
oznacené existen¢nou konfiguradciou maji najviac jedného priameho
nasledovnika z uplného stromu konfiguracii.

6. (1.) A konstrukcia 7!

wicwsa

~ SP(s1) = SP(s3) =...= SP(sy).

7. Definicia ¢ funkcie ~~ Existuje prechod medzi vrcholmi s; a t;.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Lahké vidiet

Vu,v € T, u je priamy nasledovnik v ~~ ¢(v) by c(u)

. Vsetky vrcholy z T oznacené univerzalnou konfiguraciou maja rov-

nakych nasledovnikov ako v tplnom strome konfiguracii a vsetky vr-
choly z T oznacené existentnou konfiguraciou maji naviac jedného
priameho nasledovnika z tiplného stromu konfiguracii. Rovnaka myslien-
ka ako pri (5.)

(2.) ~» Na cestach od vrcholov t; do u} sa nachadzaju rovnaké postup-
nosti synchroniza¢nych symbolov.

(4) A (7) A (8) ~

Vu,v € T .., u je priamy nasledovnik v ~ c(v) ks c(u)

(11.) A koren T, je oznaceny pociatoénou konfiguraciou ~ Tof -

je podstrom tplného stromu konfigurécii.

(5.) A (9.) A g € A~ Vsetky vrcholy oznacené univerzalnou konfi-
guraciou maju rovnakych nasledovnikov, ako prislusné vrcholy v upl-
nom strome konfiguracii a vSetky vrcholy oznaceny existenc¢nou konfi-
guraciou maji najviac jedného priameho nasledovnika z nasledovnikov
v uplnom strome konfiguracii stroja M na w;cws.

(6.) A (10.) ~ SP(uj) = SP(u}) = SP(u").

Iné uzly st oznacené synchroniza¢nou postupnostou tvorenou len sym-
bolmi 1 a preto je vzdy jedna postupnost podpostupnostou druhe;j.

(2.) N F = F? ~ Kazdy list T,/ . je oznaceny akceptatnou konfigu-
raciou.

(12.) A (13.) A (14.) A (15.) ~» THM je akceptaény vypocet stroja

w1 cwsy
M na slove wycwy ~ wicwy € L(M)
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Obrazok 5.2: Vypocet SSAKA pre oznadené zretazenie

L(M) C {wicws| wy € L(M"Y),wy € L(M?)}

Nech w € L(M). Ukdzme, Ze potom w = wycws, kde wy € L(M*),w, €
L(M?).

Nech X C @, potom ozna¢me mnoziny X U (X x {1}), X U (X x {2}),
XU (X X {1,2}) ako X17 XQ, X1:2

1. w € L(M) ~ Existuje akceptacny vypocet TM stoja M na vstupnom
slove w.

2. 7 nasledovnych vlastnosti stroja M:
(a) g5 € Q1 je potiatocny stav
(b) Akceptaény stav je z Fy C Q7,

(c) Jediny prechod zo stavu z Q} do stavu, ktory nepatri do mnoZiny
Q1, je prechod do stavu g

(d) Zo stavu g sa da dostat len do stavu ¢ € Q7 5 na symbol ¢
(e) Zo stavu z Q7 , sa da dostat len do stavu z mnoziny Q7 ,

(f) Mnoziny Q1, {¢.} a QF, s disjunktné,
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vyplyva, Ze konfiguricie nachadzajice sa na Tubovolnom vlédkne vypoc-
tu TM moézeme rozdelit na tri bloky:

1.blok 2.blok 3.blok
- % ~  —— > % ~
(q07wlcw2>a"'7(pa ach)a (QCacw2)7 (q07w2)7"' (Qf7€>a

kde qf € F,a € 3.,p € Qj. V prvom bloku st len konfiguracie
so stavmi z Q1 a v tretom bloku st len konfiguracie so stavmi z Q7 ,.

Ozna¢me T, " gast vypoctu TM, kde z kazdého vldkna zoberieme len
vrcholy, ktorych konfiguracie patria do prvych dvoch blokov. Ozna¢me
vsetky listy Tz’%l symbolmi s, Sa, ..., Sp.

Nech s; je Tubovolny z s1, sg, ..., S,. Ozna¢me T%Q cast vypoctu TM,
ktora obsahuje vrcholy, ktorych predok je s;. Je zrejmé, Ze vrcholy
z T obsahuju konfiguracie so stavom z Q3 ,.

. V § existuje prechod zo stavu p do stavu ¢, na znak a len ak v &' je
prechodzo stavu p do stavu z F'' x {2} na znak a. Naviac v § existuje
prechod zo stavu z Q] do stavu z Q1, len ak existuje rovnaky prechod
aj vo funkcii '.

. Nech T% " je strom, ktory dostaneme z Tg‘l/[ ' tak, ze konfiguraciena oz-
naceniach vrcholov zmenime nasledovne. ZvySok vstupného slova rcws
zmenime na r. Stav ¢. zmenime za odpovedajuci stav z F! x {2} (podla
(3.)), iné stavy nechame nezmenené. Je zrejmé, ze plati:

Yu,v € qu‘fl,u je priamy nasledovnik v ~~ ¢(v) Fyn e(u)

v . 1 . M v ’ . ’, ’ .
. Kazdy vrchol v z T j‘ff , ktory je oznaceny univerzalnou konfiguraciou
mé rovnakych nasledovnikov ako v tplnom strome konfiguracii stroja

M?! na slove w;. Ddkaz urobime sporom.
Nech nemé4 nasledovnika oznac¢eného konfiguraciou ¢ takou, ze ¢(v) Fpn

C.

(a) Vrchol ozna¢eny konfiguraciou so stavom z F'!' x {2} v tplnom
strome konfigurécii nemé ziadneho nasledovnika ~~ stav konfigu-
racie ¢ je z Q1

(b) (a) ~ ¢(v) ks ¢, pripadne do konfiguracie, ktort dostaneme z ¢
zmenenim stavu z F1 x {2} na stav g
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10.

11.

(c) (b) A konstrukcia TM' A A' € A ~ TM obsahuje vrchol, ktory je
oznaceny univerzalnou konfiguraciou a neméa rovnakych priamych
nasledovnikov ako v uplnom strome konfiguracii. SPOR

. . . . RN 1 .
Rovnakym spdsobom mozno ukazat, ze kazdy vrchol z T% , ktory je oz-
naceny existenc¢nou konfiguraciou ma najviac jedného priameho nasle-
dovnika.

. .. 1 PR N v P N M
. Je zrejmé, ze pre T% plati, Ze koren je oznaceny pociatoc¢nou konfi-

guraciou a kazdy list je oznaceny akceptacnou konfiguraciou stroja M?!
na vstupnom slove w;.

Kazdy prechod podla funkcie ¢ zo stavu z Q7 do stavu z Q7 , je mozny
aj vo funkecii 2. Preto plati:

VUUET

oo * u je priamy nasledovnik v ~ ¢(v) bz c(u)

Kazdy vrchol z T% ’ oznaceny univerzalnou konfiguraciou ma rovnakych
nasledovnikov ako v tiplnom strome konfiguracii stroja M? na slove w, a
kazdy vrchol z T%Q oznaceny existencnou konfiguraciou ma rovnakych
nasledovnikov ako v tiplnom strome konfiguracii stroja M? na slove ws.
Dokaz je ekvivalentny k (5.)

s~ 2 P v « . v v
Je zrejmé zZe pre T% plati, Ze koren je oznaCeny pociato¢nou konfigu-
raciou a kazdy list je oznaceny akcepta¢nou konfiguraciou stroja M?
na vstupnom slove ws.

(8.) A (9.) ~» Ak ukdZeme, ze kazdy list T)). * ma rovnakia synchroni-
zacni postupnost, tak T% ’ je akceptacny vypocet.

Oznacme listy T, ktoré st nasledovnikmi vrcholu s; symbolmi u}, uf,
uk
Ukazme, ze SP(s;) = SP(s2) = ... = SP(s,). Sporom.
(a) Nech SP(s;) # SP(s;)
(b) T2 je akceptacény vypocet ~» SP(u}) = SP(ub) = ... = SP(ul, ) =

= SP(uj) = SP(uj) = ... = SP(u, )

(¢) Nech funkcia g vrati pocet symbolov 1 v synchroniza¢nej postup-
nosti vrcholu z TM | t.j. g(z) = #,(SP(x)).
(a) A (b) ~ k= g(u) — g(si) = g(up) — ( )= =glu,) -
—g(si) # g(u1) —g(s;) = g(uz) —g(s;) = ... = ( ) 9(s;) =1,

kde k, 1 st vhodné prirodzené cisla.
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(d) Nech T;, T} st ¢asti vypoctu T2 | ktoré obsahuju vrcholy, ktorych
predok je s; a s;. Je l'ahké vidiet, Ze synchroniza¢nd postupnost
listov T; (resp. T}) je 12 (resp. 1'2).

(e) (8.) A (d) ~ T;, T; st akceptacné vypolty stroja M? na wy.

(f) (c¢) A (e) A M? je deterministicky akceptujici ~» SPOR

A , .. . . , . 1 2 ..
Dokaz predchadzajiceho tvrdenia naviac ukéazal, Ze listy T% maji
rovnaki synchroniza¢nt postupnost.

12. (5.) A (6.) A (11.) ~~ T%l je akceptacny vypocet stoja M' na vstup-
nom slove wy.
(10.) A (11.) ~ Tulf je akcepta¢ny vypocet stoja M? na vstupnom
slove ws.

O deterministickom synchronizovani:

Ak M' je deterministicky synchronizujuci SJAKA, tak kazdy jeho ak-
ceptaény vypocet na slove w musi synchronizovat rovnako. Dokaz urobime
priamo.

Nech T7, T5 st dva akceptacné vypocty stroja M na w.

Uz sme ukazali, Zze w = wycws a kazdy akceptacny vypocet mozno rozdelit
na ¢ast, z ktorej mozno skonstruovat akceptacny vypocet M! na w; a niekol'ko
¢asti, z ktorych mozno skonstruovat akceptacny vypocet M? na ws.

Prva ¢ast vypoctu (na slove w;) musi synchronizovat rovnako (listy si
ozna¢ené rovnakou postupnostou symbolov 1) v 77 aj v T5, inak mozno
skonstruovat inak synchronizujice vypoéty stroja M na w;.

Ale aj druha ¢ast vypoc¢tu musi synchronizovat rovnako v 77 aj v T, lebo
inak mozno skonstruovat inak synchronizujice vypocéty M? na wy. Tym je
tvrdenie dokazané.

O

Poznamka 5.1. Myslienka konstrukcie z predchddzagicej lemy vychddza z tor-

denia:

1 .1 1 2 2 2 n ,n n
Vai,ay, ... a,, a3, a5, ... a5, ,...,at,ay .. .ar (

) ¥'myo ? 'mo) mn

Vo, yr € {af,...,an, }, a0, y0 € {af, ... a2}, ..., xn,yn € {al, ... al } (

Z?:l Ty = Z?:l yl ))
)
Vie N, (Vj,k € Ny, (a} = al))
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a nahradenia n rovnosti na rézne ¢isla za my-moy-. .. -m, rovnosti na rovnaké
¢islo.

Tdto myslienka sa dd okrem iného pouZit pri konstrukcii SyAKA, pre jazyk
{w| fo(w) = fh(w) A fe(w) = fa(w)}. KaZdy vypocet by pouZival 4 procesy,
kde:

1. proces synchronizuje na znaky a, c

2. proces synchronizuje na znaky a, d
3. proces synchronizuje na znaky b, c
4. proces synchronizuje na znaky b, d
Na konci vijpoctu procesy synchronizuji so symbolom 2. Je lahké vidiet,
Ze takéto zariadenie akceptuge jazyk {w| f,(w) = fp(w) A fe(w) = t4(w)}.

Teraz vyslovime tvrdenie, ktoré hovori o triede jazykov definovanych po-
mocou deterministicky synchronizujicich SLAKA.

Veta 5.2. Trieda deterministicky synchronizujicich SyAKA je uzatvorend
na oznacené zretazenie.

Dékaz. Vyplyva z lemy [5.5] O

Poznamka 5.2. Je dobré si uvedomit, Ze konstrukcia uvedend v leme
rovnako dobre funguje na vseobecné zretazenie pre jazyky, kde zaciatok slova
z druhého jazyka je lahko identifikovatelny. Napriklad ndm ddva ndvod ako
mozno skonstruovat SsAKA, ktory akceptuje slovd z jazyka a™b"a™b™.
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6 Zaver

V préci sme skimali, aky vplyv na vypoctovi silu alternujuceho zariadenia
maju niektoré obmedzené pouzivania synchronizac¢nych symbolov.

Ukéazali sme, Ze kardinalita abecedy synchroniza¢nych symbolov ma velky
vplyv na vypoctovi silu modelu. Jeden synchroniza¢ny symbol neprida ziad-
nu vypoctovu silu. S dvomi symbolmi dokézeme simulovat Tubovolny pocet
synchronizac¢nych symbolov, ale to len za cenu narastu ¢asovej zlozitosti.

Definovali sme synchronizéaciu s jednym synchronizacnym symbolom a
zarédzkou a preskumali sme kone¢né automaty, s takymto sposobom synchro-
nizacie.

Ukéazali sme, Ze pre tento model existuje normalny tvar, v ktorom kazdy
proces synchronizuje v rovnakej synchroniza¢nej postupnosti, ktora moze
byt dlhsia ako Tubovolna konstanta. Pri konStrukeii sme vyvinuli techniku
pouzitia jedného korenového procesu, ktory simuluje procesy pévodného za-
riadenia, ktoré este nesynchronizovali k krat. Ak nejaky proces chce synchro-
nizovat viac ako k krat, simuldcia tohto procesu pokrac¢uje v samostatnom
novom vlakne.

Najzaujimavejsi vysledok hovori, Ze trieda definovana alternujacimi ko-
necnymi automatmi synchronizujiicimi s jednym symbolom a zarézkou, ktoré
pre konkrétne slovo vyprodukuja vzdy rovnakt synchroniza¢ntu postupnost,
je uzatvorena na ohranicené zretazenie. Pri dokaze tohto tvrdenia sme vyvi-
nuli techniku, ktora nam dovolila nahradit viacej rovnosti s viacerymi ¢lenmi
na jednu rovnost s viacerymi ¢lenmi.

Ukazali sme, ze trieda obsahuje jazyky, na ktorych akceptaciu nam nesta-
Cia ani bezkontextové prostriedky — jazyk a™b"c". Pri konstrukcii zariadenia
pre tento jazyk sme prezentovali, ako v modely mozno realizovat taktiku
Rozdeluj a panuj. Prvé tri procesy overili rovnost po¢tu symbolov a, b, c,
stvrty proces overil tvar slova.

Otvorenym problémom zostala platnost hypotézy, ¢i existuje jazyk, ktory
je akceptovany sekvenénym pocitadlovym automatom, a pre ktory neexistu-
je synchronizovane alternujuci koneény automat s jednym synchroniza¢nym
symbolom a zardzkou. Dokaz alebo vyvratenie hypotézy sa ukazalo ako
velky problém a napriek tomu, Ze sa ho nepodarilo vyriesit, ukazal nam
mnohé vlastnosti takto definovaného modelu. Napriklad vysledok o uza-
vretosti na oznacené zretazenie vznikol pri pokuse ukézat, ze a™b"c"d™ je
takyto jazyk. 7 naSich snazeni sa zda, ze vhodny jazyk, ktory dokazuje
platnost hypotézy, je jazyk dobre uzatvorkovanych vyrazov s jednym parom
zatvoriek — D;.
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