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Abstrakt

Vince Matej, Vlastnosti programov so stratégiami. Diplomova praca. Ka-
tedra informatiky. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Univerzita Ko-
menského. Vedici diplomovej prace: RNDr. Peter Borovansky, PhD. Brati-
slava 2009.

Tato praca sa zaoberd systémami na prepisovanie termov a pojednava o
vypoctoch tychto systémov riadenych stratégiami. Zaobera sa problémom
zastavenia pre prepisovacie systémy pri stratégii innermost. Opisuje metodu
pre dokaz zastavenia a jej implementaciu. Popisuje tiez charakteristiku a im-

plementaciu pomocnych problémov potrebnych pre jej rieSenie.

Kliéové slova: systémy na prepisovanie termov, problém zastavenia, im-

plementécia nerozhodnutelnych problémov

Abstract

This master thesis studies term rewriting systems and their strategy control-
led computations. Termination problem of rewriting systems with innermost
strategy is discussed, together with a brief overview of termination proof
method and its implementation. Moreover, additional problems concerning

the proof method are characterized and their implementation is proposed.
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Kapitola 1
Uvod

V dnesnom svete si nedokéZeme predstavit Zivot bez pocitacov. Poéitace ndm
ulahéuji kazdodenny Zivot, a preto sa ich pouzivanie stalo pre viésinu z nés
kazdodennou sti¢astou. To ¢o robi z poéitacov pouzitelné néstroje je softvér.

Pri vytvarani softvéru sa pouzivaju rozne programovacie jazyky. Tieto ja-
zyky mozno rozdelit do viacerych paradigiem. Najrozsirenejsou paradigmou
je imperativne programovanie. Pri imperativnom programovani popisujeme
ako sa mé vypocet spravat na zdklade postupnosti prikazov a tym menime
stav prostredia. Sem patria vSeobecne zname jazyky ako su Java, C#, .NET,
Delphi alebo C++4. Protipélom k takémuto pristupu je deklarativne progra-
movanie. Pri deklarativnom programovani nepopisujeme ako sa ma vypocet
spravat, ale ¢o méa program dosiahnut. Deklarativne programovanie v sebe
zahitia viacero pristupov. Najznamejsie st logické a funkcionédlne programo-
vanie. V logickom programovani program pomocou pravidiel vyhodnocuje
vstupny dotaz. Prikladom logického jazyka je Prolog. Pri funkcionalnych ja-
zykoch je cely program popisany funkciami. Na rozdiel od imperativnych
jazykov, funkcie nie su zavislé na stave vypoctu. K jednému vstupu vracaji

rovnaky vystup. Medzi funkcionalne programovacie jazyky patri napriklad
Haskell.



Osobitou skupinou je prepisovanie termov. Pri tomto pristupe mame
stubor pravidiel, podla ktorych prepisujeme vstupny term. Vysledkom je term,
na ktory sa uz nedd pouzit ziadne pravidlo. Prepisovanie termov je pouzivané
najma v nastrojoch na dokazovanie teorém a pri interpretacii funkcii A—kalkulu.
Pouziva sa na vypocty aj v niektorych deklarativnych jazykoch.

Pri takomto pouZiti prepisovania je dolezité vediet, ¢i vypocet skoné.
Problém zastavenia pre prepisovacie systémy ale nie je rozhodnutelny. Na-
priek tejto skutocnosti existuje vyskum, ktory sa zaoberd touto oblastou.
Ulohou je pokryt ¢o najviicsie mnozstvo pripadov, v ktorych vieme rozhodo-

vat.

1.1 Ciel

Cielom tejto diplomovej prace je preskiimat oblast prepisovania termov a
moznosti rieSenia rozhodnutelnosti zastavenia prepisovacieho systému v $pecidlnom
pripade, ked je vypocet riadeny istou stratégiou. Kedze vo vieobecnosti ide

o nerozhodnutelny problém, tiez prestudovat ndstroje, ktoré tento problém
riesia. Naimplementujeme poloautomaticky ndstroj vhodny na d alsie rozsirenie.
Zvolime vhodny programovaci jazyk na implementaciu, v ktorom sa da jed-

noducho zachytif podstata vypoctu prepisovacich systémov.

1.2 Struktira préce

Praca sa deli na 7 kapitol, ktoré na seba nadvézuju. V kapitole 2 podavame
prehlad o zékladnych pojmoch a definicidch z oblasti prepisovania termov.
Kapitola 3 rozoberd moznosti rieSenia problému zastavenia prepisovacieho
systému. Vysvetlujeme v nej ideu metddy, ktori sme implementovali. V na-
sledujticej kapitole sa zaoberdme ndvrhom riesenia. Prva cast zahfiia volbu

programovacieho jazyka a prostredia pre implelentaciu. Druha uvadza datové



struktury pouzité v implementacii. KIti¢ovym predmetom kapitoly 5 je imple-
mentacia hlavnych operacii metédy. Suvisiace podproblémy, ktoré si rieSenie
halsvného problému vyzadovalo, popisujeme v kapitole 6. Kazdy podproblém
sme vysvetlili pre potreby nasej metédy a popisujeme jeho implementécia v

nasom rieseni.



Kapitola 2

Zakladné pojmy a definicie

2.1 Termy a prepisovaci systém

Definicia 2.1. Term Nech F je mnozina funkéngch symbolov a X je mnozZina

premenngych, potom
o Vr,x e X, je term.
e Vf|0, f € F, (kazdd konstanta, t.j. 0-drny funkény symbol) je term.

o Ak ty, ta, ..., t, su termy a f|ln € F je n-drny funkény symbol potom
vyraz f(ti,ta,...,t,) je term.

Mnozinu vsetkych termov nad premennymi X a funkénymi symbolmi F
oznacujeme 7 (F, X)

Definicia 2.2. Prepisovacie pravidlo
l—r
kde:

o LreT(F,X).



o Var(l) C Var(r) - tzn. kaZdd premennd termu r je premennou aj

termu .

Definicia 2.3. Prepisovaci systém R (alebo systém na prepisovanie termov

R) je mnozina prepisovacich pravidiel:

R = {ll,—> Tl,lg — T9, ,ln — 7’”}

2.2 Prepisovanie termov

Definicia 2.4. Substitiucia
t(x «—s)

znamend, Ze v terme t nahradime kaZdy viyskyt premennej x za term s.

Pri substiticii za viaceré premenné:
t (1 < S1,T2 < S9, ..., < Sp)
nahradzujeme tieto premenné postupne. Substiticiu budeme oznacovat ako 0.

Definicia 2.5. Unifikdcia termov t a ' znamend ndjst taku substiticiu 0,

aby platilo:

to=1t0
Hovorime, Ze termy t a t' si unifikovatelné, ak pre ne ewistuje takdto sub-
stitucia.

Pri prepisovani, na rozdiel od substiticie, nahradzujeme cely podterm
a nahradzujeme len jeden jeho vyskyt. Ak chceme prepisat term t podla
pravidla [ — r, tak musi existovat podterm s termu ¢ a substitticia 0 taka,

ze:

o

I
w



Inymi slovami, ak chceme pouZit nejaké pravidlo, tak musime vediet dosadit

za jeho premenné tak, aby jeho lava strana bola podtermom t.

Definicia 2.6. Relaciu krok odvodenia v prepisovacom systéme R (pomocou

pravidla | — r) definujeme:
t —rt (t sa prepiSe, resp. redukuje na t')
kde:
e s je podterm termu t,
e crituje substiticia 0 takd, Ze 10 = s a
e term t' dostaneme nahradenim podtermu s v terme t pomocou 1.
Term s nazyvame redex.

Definicia 2.7. Ireducibilny term ¢ je taky, Ze neexistuje term t', pre ktory

by platilo:
t —R t/

Inak povedané je to taky term, ktory v danom systéme nevieme prepisat

podla Ziadneho pravidla. Takyto term sa nazyva normalnou formou.

2.3 Prepisovanie podla stratégii

Priklad 2.1. Uvazujme prepisovaci systém R s nasledujicou mnozinou pra-

vidiel

f(g(x)) —a
g9(x) — f(g(x))



Prepisovanie v systéme R zacinajice z termu f (g (z)) moze vyzerat na-

sledovne:

* f(9(2)) —=ra

o [g@) —=r [(f(9(2) =r f(f(f(9(2))) —r[f(f(a))

o fg@) —=r [(f(9(2) =r f(f(f(g(2)) —=r f(f(f(f(g()).

V prvom pripade sme pouzili prvé pravidlo a dostali sme term v normalnej
forme. V druhom pripade sme najprv pouzili 2-krat druhé a potom raz prvé
pravidlo. V poslednom pripade sme pouzivali len druhé pravidlo. Tu je vidiet,
7Ze prepisovanie je nedeterministické a volba roznych pravidiel moze viest k
roznym vysledkom. Tiez vidime, ze pouzivanie niektorych pravidiel moze
viest k nekoneénému vypoctu.

Na kontrolu behu vypoctu sa preto zaviedli stratégie. Stratégie urcujui, na
ktorych pozicidch sa maji termy redukovat. Medzi najpouzivanejsie stratégie
patri innermost stratégia, kedy sa snazime zredukovat, ¢o najvnitornejsie
podtermy. Term redukujeme, az ked sa vSetky jeho podtermy nedaji redu-
kovat. Protipdlom k innermost stratégii je stratégia outermost. Tu sa snazime

VVVVV

) 7 PR
vat vnutornejsie termy.

Definicia 2.8. Innermost a outermost stratégia: Ked R je prepisovact systém
a pre kazdy term t € T (F,X) plati t —g t' na pozicii p. Potom definujeme

nasledovne prepisovanie pomocou stratégie



e innermost: kaZdd pozicia p', na ktorej sa mohol term t prepisat, nemd

prefiz p.

e outermost: kazdd pozicia p', na ktorej sa mohol term t prepisat, nie je

prefizom p.

V predchadzajicom pripade nds pouzitie innermost stratégie (posledny
pripad) priviedlo k nekoneénému vypoctu, zatial ¢o pri prepisovani podla
outermost stratégie (prvy pripad) skoncilo hned po prvom kroku. TakZe

skoncenie pri jednej stratégii neznamena skoncenie pri inej.
Priklad 2.2. Zoberme prepisovaci systém Ry s mnoZinou pravidiel
f <O7 ]‘7'7;) - -f (x71:7 3:)

g(z,y) — 2
g(x,y) =y

Zacinajic z termu f (¢ (0,1),¢(0,1),9(0,1)), si ukdzeme prepisovanie podla

innermost (prepisujeme podéiarknuty redex):

f (g (07 1)79 (07 1) g (07 1)) R
f (0,9 (07 1)79 (07 1)) TRy
(

07 1)79 (07 1) g (07 1)) R
9 (07 1)79 (07 1)) i)

Q
—

10



Posledny riadok pri prepisovani podla outermost je nas povodny term. Z
tohto teda vidime, Ze aj prepisovanie podla outermost stratégie moze viest
k nekoneénym vypoctom, zatial ¢o pri innermost vedie k normélnej forme.
Pre nds teda bude zaujimavé zistovat, ¢i nejaky prepisovaci systém skonéi

vypocet.

11



Kapitola 3

Popis a riesenie problému

3.1 Problém zastavenia pre prepisovaci systém

Definicia 3.1. Zastavenie prepisovacieho systému: Nech R je prepisovaci
systém. Hovorime, Ze R zastavi, ak pre kazdy termt, t € T (F, X)), neezistuje

nekonecnyj vijpocet vzhladom na R.

My potrebujeme vedief rozhodntt, ¢i dany prepisovaci systém zastavi.
Tento problém je vSak nerozhodnutelny [17] vo vSeobecnosti. Existuje vela
pristupov k jeho rieseniu. Vacsina z nich sa opiera o problém zastavenia na
algebre termov (definicia v [23]) pre prepisovanie bez stratégii. Zalozené su
na noetherovskych usporiadaniach, ¢i uz syntaktickych alebo sémantickych,
ktoré st indukované na zéklade pravidiel prepisovacieho systému [20, 18, 10,
4, 11, 7).

Iné metddy zase redukuju problém zastavenia prepisovacieho systému
na nejaky problém klesajicej postupnosti na dobre usporiadanej mnozine.
Napriklad semantic labelling [25] alebo dependency pair method [3]. Pre
vAcsinu pristupov je klicovym problémom néjdenie vhodného usporiadania.
Jeho néjdenie casto zahitia vyrieSenie mnoziny podmienok.

Pre programovacie jazyky s pravidlami, ako si Maude [8], TOM [22] alebo

12



ELAN [5], je programom prepisovaci systém a vyhodnocovanie dotazov je
dosiahnuté pomocou prepisovania prvoradovych termov. Preto je potrebné
Specifické dokazovanie zastavenia tychto programov, na zaklade osobitosti
stratégii, pouzitych na vyhodnocovanie dotazu. Vysledkov pre automati-
zované dokazovanie pre prepisovacie systémy so stratégiami je len maélo.
Znédme st metédy pre kontextové prepisovanie [21, 13, 1], ktoré zahfnaju
ciastocne aj lokdlne stratégie. Pre innermost stratégiu [2, 14, 12, 16]. Prave
metéda popisand v [12] a [16] sa d4 prisposobit na dokazovanie pre outermost
stratégiu, lokdlne stratégie a tiez na prioritné innermost prepisovanie [15].

Prave vdaka tomu, Ze posledne menovand metéda je prisposobend na
pouzivanie pri viacerych typoch stratégii, zd4 sa byt vhodnym kandiddtom
na dalsie rozsirenie o definované stratégie[6]. Dovodom je tiez, ze metéda bola
prototypovana priamo v jazyku ELAN, ktory podporuje takyto typ stratégii.
Viaceré pokusy o spojazdnenie frameworku s touto implementaciou neboli
uspesné. Framework vyuzival pri svojom behu viacero pomocnych modu-
lov. KedZe framework samotny, ale ani niektoré z modulov, neboli podporo-
vané autormi, nepodarilo sa nam napriek snahe dosiahnut fungovanie celého
systému.

Ked'ze metéda bola navrhnutd pre viacero strategif, rozhodli sme sa im-
plementovat ju v existujicom prostredi jazyka Haskell. V rdmci diplomove;
prace sme implementovali samotni metédu a aj vsetky moduly, ktoré boli
potrebné pre jej fungovanie.

Za zmienku este stoji, ze problém zatavenia pri prepisovani pomocou
innermost stratégie je ekvivalentny standardnému problému zastavenie pre
systém nepouzivajuce stratégie [19]. A aj preto implementéicia metody pre

innermost nie je rovnako dolezita ako metdda pre standardné prepisovanie.

13



3.2 Popis zvolenej metédy

3.2.1 Dokazovanie pomocou indukcie

V tejto sekcii najprv vysvetlime princip zvolenej metédy, ktord je podrobne
popisana v [12, 16].

Zakladnou myslienkou je uvazovanie o probléme zastavenia pre termy,
namiesto celého prepisovacieho systému R. Ak mame prepisovaci systém R
a stratégiu S. Hovorime, ze term t € 7 (F) zastavi pri stratégii S alebo S-
zastavi prave vtedy, ak kazdé odvodenie zac¢inajice z t je konecéné. Zastavenie
prepisovacieho systému potom moZeme vyjadrit pomocou zastavenia termov:
prepisovaci systém zastavi pri stratégii S prave vtedy, ak kazdy term t €
T (F) S-zastavi.

Pri dékazoch budeme pouzivat indukciu vzhladom na termy pri nejakom
noetherovskom usporiadani >. Pri dokaze tiez pouzijeme stromy odvodenia.
Ak pre term ¢ existuje v kazdom dovodeni (podla stratégie S) term ¢’ taky,
zet = t', tak t S-zastavi. Na takomto terme ¢’ moézeme pouzit indukény pred-
poklad, ¢o znamend t' S-zastavi a teda term ¢ tiez. Tieto stromy odvodenia

vak budeme kvoli dokazom schematizovat do dokazovych stromov.

Definicia 3.2. Dokazovy strom je n—drny strom, ktorého vrcholy si troj-
ice. Prvou zloZkou je term. Tento term budeme nazjvat aktudlnym termom.
Dalsie dve zlozky si dva typy podmienok. Prvé nazjvame podmienky pre abs-
trahovanie a druhé podmienky pre usporiadanie. Aktudlny term reprezentuje
vSetky zdkladné instancie, ktoré si s nim unifikovatelné. Takisto tento term

must spl/ﬁat’ obidva druhy podmienok.

Pri konstruovani stromu budeme postupovat nasledovne. Za koreii si
zvolime term ¢, ktory je instanciou termu g (21, xa, ..., T, ), pre nejaky funkény
symbol g € F. Synov vrcholu budeme vytvirat dvoma operdciami, ab-

strahovanie a zuzovanie. Abstrahovanie slizi na normalizaciu podtermov

14



aktualneho termu. Zuzovanie schematizuje vSetky moznosti prepisovacieho
kroku. Pri oboch operacidch budeme vyuzivat usporiadanie . Toto usporia-
danie musi byt rovnaké pre cely dokazovy strom. Pre rozne stromy si viak
mozeme zvolit rozne usporiadanie. Na zaklade tychto operacii sa tiez budu
vytvarat obidva typy podmienok. Podmienky nie st nové pre kazdy vrchol,
ale postupne sa hromadia pocas vypoctu.

Pri dokazovani, Ze prepisovaci systém zastavi, budeme vytvarat takéto
stromy. Za dokaz budeme povazovat mnozinu dokazovych stromov takych,

ze:
e pre kazdy funkény symbol f palti, existuje dokazovy strom s korenom

f(z, .y n),

e vSetky strom maju len konecné vetvy.

3.2.2 Pouzité operacie a podmienky
Podmienky pre usporiadanie

Usporiadanie >, ktoré sa vyuziva pri indukénom kroku, musi byt definované
na 7 (F,X). To znamen4, ze musime vediet porovnat kazdi dvojicu termov.
NavysSe toto usporiadanie musi spiﬁat’: t =t = 0t = 0t pre kazda
substituciu #. Usporiadanie, ktoré spfﬁa spiﬁa tito implikaciu, nazyvame

stabilnym na substituciu.

Definicia 3.3. Podmienka pre usporiadanie je zoznam dvojic termov. KaZdi
dvojicu t, t' zo zoznamu oznacime ako t > t'. Podmienka pre usporiadanie
je splnitelnd, ak existuje usporiadanie = také, Ze pre kaZdi dvojicu termov

t >t plati 0t = Ot pre kazdi inStancidciu 6.

Vo vseobecnosti je splnitelnost podmienky pre usporiadanie C' v takejto

forme nerozhodnutelny problém. Dalsia podmienka, Ze usporiadanie musf

15



byt stabilné na substitticiu, je pre rozhodnutelnost problému postacujiica.
Najznamejsie priklady usporiadani, ktoré st stabilné na substiticiu, su LPO
(Lexicographical Path Ordering) [18] a RPO (Recursive Path Ordering) [10].
Ked'Ze tieto dve usporiadania pokryvaji velké mnozstvo pripadov, pri hladan{
rieSenia pre C' je mnohokrét jednoduchsie a efektivnejsie skisit, ¢i je niektoré

z nich vhodnym riesenim.

Abstrahovanie

Abstrahovanie termu ¢ na pozicii j, kde o podterme ¢|; predpokladdme, ze ma
normalnu formu ¢|; |, znamend nahradenie termu t|; novou abstrahovanou
premennou X ;. Abstrahovand premenna X; zastupuje normélnu formu termu

t];.

Definicia 3.4. Abstrahovanie: term t[t|;]jc(p,,..pe} abstrahujeme na term u
na pozicidch {pi,...,pr} prave vtedy, ked u = t[X;]jctp, py 0 X; U nové

abstrahované premenné.

Pri vykonavani abstrahovania na pozicii j priddvame medzi podmienky
rovnost t|; |= X;. Poziciu pre abstrahovanie vzdy vyberdme tak, aby abs-
trahovanie pokrylo ¢o najvicsi podterm. Na tento podterm musi byt apli-
kovatelny indukény predpoklad. Do podmienok pre usporiadanie priddvame

podmienku t > ;.

Zuzovanie (Narrowing)

Zuzovanie slizi na simulaciu prepisovacieho kroku na aktualnom terme. Kazdy
aktualny term zuZzujeme na vsetkych pozicidch, kde mozeme pouzit nejaké
prepisovacie pravidlo.

Predstavme si situdciu, ked aktudlny term ¢ je tvaru f(X;), kde X je
abstrahovana premennd, a prepisovaci systém obsahuje pravidlo f (g (x)) —

g (z). Pri klasickom prepisovani by sme toto pravidlo pouzit nemohli. Lenze

16



v tomto pripade abstrahovand premennd X; predstavuje normalnu formu
nejakého termu. O X; teda moZeme v jednej vetve dokazu predpokladat,
ze ma tvar g (X3), kde X, je novéd abstrahovand premennd, a term ¢ teda
prepisat na g (X5).

Zoberme si nejakd substiticiu o = (21 « ty, ..., 2, < t,). Takito sub-
stiticiu mozeme tiez chdpaf ako koneéni mnoZinu rovnosti a budeme ju
zapisovat ako 71 = t; A ... A 1, = t,, kde "="je syntaktickd rovnost.
Negéciou @ substiticie o budeme nazyvat formulu \/; (z; # t;). Ohrani¢enou
substitiiciou ¢ budeme nazyvat formulu oy A Nj \/ij (a:ij + tij), kde o je sub-

stittcia.

Definicia 3.5. Lepsia pozicia: o pozicii p' hovorime Ze je lepSia ako pozicia
p pri prepisovani podla stratégie innermost, ak p je (nevlastngm) prefizom

/

p.

Definicia 3.6. Innermost-zuzovanie: term t € T (F, X) sa innermost-zuzuje
do termu t' na pozicii p (t|, neméze byt premennd) podla pravidla I — r

s ohranicenou substiticiou 0 = o9 A Njeq,. xy 05 prdve vtedy, ak
oo (1) = o0 (t]p) a t’ = oo (t[r],)

Kde oy je najvseobecnejsi unifikdtor t|, a l. o; je najvseobecnejsi unifikator
0o (t|;) a lavej strany nejakého pravidla z prepisovacieho systému, kde p' je

lepsia pozicia ako p.

Dovod, preco neprepisujeme premenné, je ten, ze su to abstrahované pre-

menné. Tym padom predstavuji normalnu formu.

Priklad 3.1. Uvazujme prepisovaci systém R s pravidlami:

ri: f(x,h(g(y,y) — =
ro: g(h(z),y) — h(y)
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a aktudlny term f (g (X1, X2),h(X3)) Skisme tento term innermost-zuzit
podla pravidla r1 na pozicii € (v hlave termu):

aby sme to mohli urobit, tak premennd X3 musi mat tvar g (Xy, X4). Teda
najvseobecnej§im unifikdtorom bude oy = (X3 = g (X4, X4)).

Teraz podla definicie ndjdeme lepsie pozicie. Jedinou moznostou je pouZitie
pravidla ry pre term g (X1, X2) s najseobecnejsim unifikatorom o1 = (X1 = h (X5)).
Negaciou dostaneme o7 = (X7 # h (X5)).

Cize nasim novym aktudlnym termom je g (X4, X4). Navyse dostaneme pod-

mienku: X1 # h(X5).

Dovod, preco sme dostali tito podmienku, je to, ze ak by term X; mal
normalnu formu A (X5), tak by sme museli prepisovat vntitornejsi term a
nemohli by sme pouzit prvé pravidlo. Ak sme pred zuZovanim mali pod-
mienky pre abstrahovanie A, tak po tomto zuzeni dostaneme podmienku
AN (Xy # h(X5)).

Zuzovanie robime na vsetkych pozicidch, na ktorych sa da aktualny term

redukovat, ¢o sposobuje vetvenie stromu.

Podmienky pre abstrahovanie

Definicia 3.7. Podmienky pre abstrahovanie (ACF - abstraction constraint
formula) je formula tvaru A; (t; =t;) N N\p Vi, (21, # wy,), kde 7, € X a
ti,t;,ulk € T(JT,X)

Treba poznamenat, Ze ak mame ohrani¢ent substiticiu ¢ = o¢ A N; G5,
tak mozeme aplikovat substitticiu oy na aktudlny term, na vsetky podmienky
vo vrchole a tiez na pomienky A;7;. Ndsledne mozeme tuto substituciu z
formuly vynechat, a tym zredukujeme pocet ¢lenov v podmienkach pre abs-
trahovanie. Vdaka tomuto kroku bude dalsie upravovanie podmienok ovela

jednoduchsie.
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Definicia 3.8. Splnitelnost podmienok pre abstrahovanie: formula A; (t; |= t})A
Ai Vi, (21, # w,,) je splnitelnd prdve vtedy, ked ewistuje instancidcia 6 takd,
ze \; (0t; |= 0) NN\ Vi, (01, # Owy,,). Thito instancidciu nazjvame riesenim

formuly.

Ak v nejakom vrchole zistime, ze podmienky pre abstrahovanie si nespl-
nitelné, mozeme pre tento vrchol zastavit vypocet. Keby boli nesplnitelné,
tak ziadna instancidcia aktudlneho termu nie je rieSenim podmienok. Potom

ale mnozina, ktord aktualny term reprezentuje, je prazdna.

Priklad 3.2. Zoberme aktualny term a prepisovaci systém R z predchddzajiceho
prikladu. Zostrojime prepisovact systém R’ tak, Ze k systému R priddme pra-
vidlo r3 : h(x) — x. V takomto systéme R' skisme pouZit pravidlo r1 na
pozicii €, tak ako v predchadzajicom priklade. Dostali by sme dve lepsie
pozicie, a teda este jednu zloZku k ohranicenej substiticii: oo = T. Cela
ohranicend substiticia md tvar 0 = oo Aoy Ao = o9 Aot AN L = 1. Ta je
automaticky nesplniting.

7z o 7z AN vy . R
To znamend, Ze v aktudlnom terme nemozZeme pouzit pravidlo ry na pozicii €.

Disunifikdcia[9] riesi ¢ast podmienok s nerovnostami. Ich rieSenie je vo
vieobecnosti nerozhodnutelné, ale dodatoéné podmienky na normdlne formy
rozsiruju pripady, kedy je disunifikdcia rozhodnutelnd. Tieto pripady sme

popisali v sekcii 6.1.4. Samotna disunifikacia je popisand v sekcii 6.1.5.

3.2.3 Popis procediry

V nasom dokazovom strome budi vrcholmi trojice: aktualny term, pod-
mienky pre abstrahovanie, podmienky pre usporiadanie. Za¢neme z korena
(T = g(x1,...,2,), A = T, C = T). Potom spustime iterativne kroky v

nasledujicom poradi:

e abstrahovanie: najprv abstrahujeme term na poziciach {pi, ..., px}. Do

podmienok pre usporiadanie C' priddme ¢ > t|; pre tie termy, pre
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ktoré neplati ani jedna z dodatoénych podmienok pre zastavenie z
predchadzajicej sekcie. Do podmienok pre abstrahovanie A zase pridavame

podmienky ¢|; |= X;.

e zuzovanie: tu prepiSeme term na vsetkych moznych pozicidch (kym sa
neporusi splnitelnost podmienok A). Tym sa strom rozvetvi na tolko

vrcholov, kolko je moZnych prepisani.

e ukoncenie vetvy: dokaz skonc¢ime, ak aktualny term spfﬁa jedno z pod-

mienok pre zastavenie.

Pri vypocte musi platit, Ze podmienky A st stdle splnitelné.
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Kapitola 4

Navrh a analyza riesenia

4.1 Volba jazyka a prostredia

4.1.1 Jazyk

Pri povodnej myslienke rozsirenia metédy sme cheeli pokracovat vo vyvoji
v jazyku ELAN. Na beh implementdcie bolo potrebné nainstalovat komildtor
tohoto jazyka. Kompildtor vsak nebol kompatibilny s aktudlnym opera¢nym
systémom, vyuzival staré systémové premenné. Pri problémoch sme skusali
hladat podporu u autorov, ale ani to nepomohlo tieto problémy odstranit.
Rozhodli sme sa ndjst iny vhodny jazyk, ktory je vSeobecne pouzivany. Zvolili
sme si programovaci jazyk Haskell [24].

Haskell je najznamejsi funkcionalny programovaci jazyk. Prave tento fakt
bol jednym z hlavnych dévodov jeho vyberu. Haskell ma oproti klasickym
imperativny jazykom ako st Java, C, C++ alebo C# niekolko vyhod:

e Haskell je silne typovy jazyk. To znamend, ze vsetko ma svoj typ. Takze

nemozeme zle pretypovavat objekty a tym prist k vynimke,

e vsetko, ¢o sa deje pri vypocte vo funkcionalnych jazykoch, je volanie
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funkecii. Vsetky priradenia a procediry st robené pomocou volania fun-

keid,

e v jazyku Haskell sa nedaji pouzivat globdlne premenné. To znamena,
7e vsetko, o ovplyviuje vysledok funkcie, musi prist na vstup ako
argument. To znamenad, ze pri volani funkcie s rovnakym vstupom do-

staneme stale rovnaky vystup,

e kedZe nemdme globdlne premenné, pouZivame techniku monid. Na-

miesto tychto premennych pracujeme so Specidlnymi stavovymi monadami,

e predoslé vlastnosti spolu tvoria tzv. refernént transparentnost. To zna-
mend, Ze nemozu nastat vedlajsie efekty (side efects). Napriklad, ak
pocitame s nejakou premennou, t4 ma po volani funkcie rovnaki hod-
notu ako pred jej volanim. Nemoze sa stat, ze pocas behu ju nejakd ind

funkcia zmenila,

e Haskell poskytuje nastroje pre pracu so zoznamami. Pri imperativnych
jazykoch musime pri prechadzani zoznamov pouZit itedtor. Pre Haskell

existuju vstavané konstrukcie, ktoré mapuju funkcie na prvky zoznamu,

e kod vo funkcionalnom jazyku je vo vseobecnosti omnoho kratsi a ispornejsi
ako v impeprativnych. Tym sa nielen zmensuje velkost kédu ale aj sa

zvysuje jeho iatelnost,

e Specifikom jazyka Haskell je tiez takzvané lenivé vyhodnocovanie. To

znamena, ze funkcie sa vyhodnocuju, len ak su pre vysledok potrebné.

4.1.2 Prostredie

Nevyhodou jazyka ELAN bolo, Ze bol implementovany len pre operacny systém

Linux. My sme chceli poskytnit platformovi nezdvislost. KedZe existuje
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interpreter jazyka Haskell aj v operacnom systém Linux aj vo Windows, tiito
podmienku sme naplnili. Pri nagej implementécii sme mali moznost volby

medzi nimi. Vybrali sme si operacny systém Linux a distribicii GENTOO.

4.2 Navrh datovej struktuary

Pri ndavrhu datovych struktir sme postupovali hierarchicky, t.j. zdola nahor.
To znamend, Ze sme zacali definovat typy od najnizsej vrstvy a postupovali
k zlozitejsim.

Na najnizsej vrstve typovej hierarchie sa nachadza premenna. Typ pre-
mennej potrebujeme ako osobitny typ najmé kvoli hladaniu substiticie pri
prepisovani a pri unifikacii termu s pravidlami. Namiesto staleho premenova-
nia premennych pri unifikdcii, budeme rozlisovat premenné systému. Dalsim
odlisnym typom premennej je abstrahovans premenns. KedZe implementu-
jeme innermost stratégiu, nepotrebujeme oby¢ajné premenné, lebo ich hned
v prvom kroku vSetky abstrahujujeme. Definicia typu premennej vyzera na-
sledovne:

data Var = ABS String |
RW String

Teraz mozeme zadefinovat term. Podla definicie 2.1, term je bud premennd
alebo funkcia vytvorena nad termami:

data Term = VAR Var |
FUNC String [Term]

Na definiciu vrcholu stromu este potrebujeme zadefinovat podmienky pre ab-
strahovanie a podmienky pre usporiadanie. Za¢neme podmienkami pre abs-

trahovanie.

e Trividlnym pripadom je, ked je celd podmienka pravdivd T alebo ne-

pravdiva L.
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e V podmienke sa moze vyskytovat rovnost vzhladom na normdlnu formu:

t1 |= ts, o ktorej hovori treti riadok tejto definicie.

e V dalsom riadku je popisana nerovnost dvoch termov. Aj ked podla
definicie 3.7 by sa na lavej strane nerovnosti mala vyskytovat iba pre-
menns, my pripistame nerovnost dvoch lubovolnych termov. Toto
zovseobecnenie sme urobili kvoli tomu, ze pri upravach podmienok sa
na lavej strane moze docasne vyskytnit aj term. Vo vrcholoch je vsak

normalna forma v sulade s definiciou 3.7.

e Konjunkciu a disjunkciu podmienok sme urobili na zoznamoch podmie-

nok, kvoli lepSiemu narabaniu s nimi.

data Acond = TRUE |
FALSE |
EQNF Term Term |
NEQ Term Term |
AND [Acond] |
OR [Acond]

Priklad 4.1. Pre lepsiu ilustrdaciv uvedieme priklad. UvazZuyme podmienku

9 (X2) A (X1 # f(X2,X3,X4)) V(X5 # g (X2)))

jej vnatornd reprezentdcia vyzrd nasledovne:

AND [EQNF (FUNC "g" [VAR (ABS "X2")]) (VAR (ABS "X1")),
OR [NEQ (VAR (ABS "X1"))
(FUNC "f" [VAR (ABS "X2"),VAR (ABS "X3"),VAR (ABS "X4")]1),
NEQ (VAR (ABS "X5"))
(FUNC "g" [VAR (ABS "X2")1)
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Podmienky pre usporiadanie s jednoduchsie. Ked'ze mame stéale len jeden
term, s ktorym porovnavame, tak podmienka bude vyzerat ako dvojica, kde
prvy prvok je nas term, a druhy zoznam prvkov, od ktorych je vécsi. Prazdny
zoznam bude reprezentovat podmienku T:

type Ccond = (Term, [Term])

Uzol stromu bude trojica: term, podmienky pre abstrahovanie a podmienky
pre usporiadanie:

type Node = (Term, Acond, Ccond)

Dokazovy strom bude rekurzivna definicia pozostavajica z vrcholu a zo zo-
namu Synov:

data Tree = TREE Node [Tree]

Pri vypocte potrebujeme rostredie, simulujice globalne premenné. V prevej
verzii sme pouzili poéitadlo, usporiadanie, podla ktorého robime indukciu, a
prepisovaci systém. Pre vypocet niekedy potrebujeme nové premenné. Aby
sme ich odlisili, ¢islujeme ich, a k tomu sluzi pocitadlo. Usporiadanie je pre
cely vypocéet rovnaké, ale pre rozne prepisovacie moze byt rozne. Preto ho
posielame ako argument:

type Env = (Int, OrderingO, Rw_system)

7 d'alsich definicii typov este spomenieme definiciu usporiadania. Haskell
mé v sebe zabudovani podporu pre lambda kalkul. Vdaka tejto vlastnosti
je mozné vytvarat anonymné funkcie, to znamend lokdlne definované funkcie
bez mena. Tie potom mozno dalej posielat ako parametre. Preto argumen-
tami mozu byt aj funkcie. Pri definicii teda definujeme vstupy a vystupy
funkcie. Usporiadanie bude mat ako vstupy dva termy, ktoré chceme po-
rovnat. KedZe zakladné usporiadania, ktoré sme pouzili, vyuzivaji na po-
rovnanie termov ¢iatoéné usporiadanie na funkénych symboloch, tak d’alsim
argumentom je mnoZina (zoznam) prefernecii. MnoZina preferencii musi byt
dobré usporiadanie na funkénych symboloch, t.j. neexistuje nekonecné kle-
sajtica postupnost. Vyslednym typom pre porovnanie je True alebo False:

type Ordering0 = Term -> Term -> [(String, String)] -> Bool
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Este poznamename, ze Haskell pozna dva druhy typov:

e type je definovanie vysledného typu ako synonymum uz existujuicich
typov. Takymto Stylom sme zadefinovali vrchol stromu ale aj usporia-

danie.

e data sluzi na zlozitejsie definicie. Pri definicii premennej ndm posluzil
ako identifikator, o akd premennu ide. Pri definicii termu nam zas
umoznil rekurzivnu definiciu. Vseobecne nam slizi na definovanie réznych
typov do jedného celku. Pri rozoberani pripadov potom v hlavach fun-

keif pouzivame porovnanie vzorov (pattern matching).
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Kapitola 5

Implementacia

5.1 Popis pomocnych funkcii

V nasledujucej sekcii popiseme pomocné funkcie potrebné na beh celej metddy.
Uvedené funkcie su vSeobecné a vyuzivaju sa v roznych castiach programu.
Pri implementacii sme postupovali spravidla zdola nahor, podobne ako pri

definicidch.

Substitucia

Substiticiu aplikujeme podla nasledovného algoritmu: nech mame substitticiu

0 = (T1 < $1,T « S2, ..., Ty < Sy), potom

o 1o =1ty (v3 — S2y..., Ty — Sp), ak T = 1,
o 10 =1x(Ty — So,...,Tp — Sp), ak T # x1,

o (f(tr,.tn) o= f(ti0,....,t,0).
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Unifikacia
K unifikdcii budeme potrebovat funkciu occur check. Této funkcia je pravdiva
pre premenni x a term ¢, ak sa x nachadza v t.

Unifikdciu sme v implementdcii vyriegili podla naivného algoritmu. Na
zaciatku si zo vstupnych termov vytvorime zoznam dvojic. Vysledkom fun-
kcie unify na zozname ((t1,%2) : ts) bude substiticia:

o (t; « ty)o (unify ts(t; « t3))

ak t; € X a neplati occur check pre t; a to,

o (ty « t1)o (unify ts(ty «— t1))

ak to € X a neplati occur check pre ¢, a tq,

o unify ([(s1,8]), s (Sm, Shy)] D L)
ak t1 = f(s1,...,8m) ata= f(s],...,s),

e v ostatnych pripadoch termy nie st unifikovatelné.

Pouzitie funkcie occur check je dolezité. Ak by sme netestovali vyskyt pre-
mennej v terme, algoritmus by mohol chybne o niektorych termoch prehlésit,
7e st unifikovatelné. Napriklad, unifikujme termy: f (X, X) a f (X, g (X)) bez
pouzitia occur check. Dostaneme substiticiu X « g (X). Po dosadeni dosta-
neme z prvého termu f (g (X), g (X)) a z druhého f (¢ (X), g (g (X))). Tieto

sa nerovnaju a teda mame zli substitticiu, t.j. substiticia nie je unifikdtorom.

Zistovanie pozicii pre zuZovanie

Zistovanie pozicif pre term ¢ znamend postupné prechddzanie termu. V kazdom
podterme s, ktory nie je premennd, zistujeme, ¢i je s unifikovatelny s niekto-
rou lavou stranou pravidla. Ak 4no, medzi pozicie priddme poziciu s v terme
t. Premenné sme vylucili preto, lebo abstrahované premenné reprezentuju

, . s )
normalnu formu, a teda ich nemozeme prepisat.
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5.2 Hlavné casti programu

5.2.1 Abstrahovanie

Abstrahovanie je funkcia, ktora dostane na vstup vrchol stromu a prostredie
a vrati novy (pravdepodobne) zmeneny vrchol a aktualizované prostredie.
Aktualizdcia spociva v zmene pocitadla, bude vyssie o tolko, kolko novych
premennych sa nachadza v terme a podmienkach. Predtym, ako popiseme
abstrahovanie, potrebujeme este dve pomocné funkcie. Prva je spojena s
termindciou a je popisand d’alej v 6.1.2. Druhou funkciou je funkcia, ktora
zistuje splnitelnost podmienok pre usporiadanie. Této funkcia dostane na
vstup term ¢, zoznam termov ts a usporiadanie = na ich porovnanie. Zistuje,

¢i pre kazdy prvok s zo zoznamu ts plati:
t - s.

Takto definovand funkcia je v stlade s nasim predpokladom, ze ak je zoznam
ts prazdny, tak reprezentuje splnenti podmienku T. Druhym cielom je tiez
abstrahovat splnitelnost podmienok od konkrétneho usporiadania. Preto je
usporiadanie vstupnym parameterom.

Teraz sa mozeme vratit k funkcii pre abstrahovanie. Ako sme uz povedali,
nahréddza podtermy abstrahovanymi premennymi. Pre podtermy, ktoré abs-

trahujeme plati, ze vypocet pre ne zastavi. Funkcia rozobera viac pripadov:

e vstupny term je premennda. V tomto pripade nemenime uzol ani pro-
stredie. Ked'Ze implementujeme innermost stratégiu, tak iné ako abs-
trahované premenné a premenné prepisovacieho systému nepouzivame.
Samozrejme, premenné systému nevstupuji do vypoctu. Inak by cel-
kom stratili zmysel, lebo sme chceli mat rozne premenné v termoch a v
pravidlach. To znamnd, Ze vstupna premennd musi byt abstrahovanou

premennou. A tato uz je v normalnej forme.
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e ak pre term ¢ plati podmienka terminécie. Tato podmienka sa vyhod-
noti na zaklade funkcie podrobne popisanej v 6.1.2. Ak je splnena, pre
dany term vypocet skonéi a moZzeme ho abstrahovat do premennej X;.
Vtedy pridame do podmienok pre abstrakciu ¢ |= X;. Taktiez zvySime

pocitadlo o jedna.

e ak nie je splnend podmienka pre terminéciu, ale je splnend podmienka
na usporiadanie. Toto vyhodnotime na zaklade hore popisanej pomoc-
nej funkcie tak, ze k zoznamu pridame term zo vstupu. Do vysledku
pojde podmienka ako v predoslom pripade. Navyse vstupny term pridame

do zoznamu podmienok pre usporiadnaie.

e ak nenastal niektory z predchadzajuicich pripadov, tak abstrahujeme
vnitorné termy. Treba dat pozor, aby argumenty funkcie boli abstraho-
vané postupne, pretoZe potrebujeme aktualizovat prostredie a pocitadlo.
Ak by sme to nerobili, mohlo by nastat, Ze mame viac podmienok typu
t1 = X; Aty |= X, ¢im by sme stotoznili normélne formy niektorych

termov.

5.2.2 Zuzovanie

Zuzovanie je zlozitejsie ako abstrahovanie. Potrebujeme viac pomocnych fun-
kcif. Medzi pomocnymi funkcimi mame funkciu na hladanie vsetkych pozicii
pre zuzovanie. Pri zuzovani na konkrétnej pozicii tiez potrebujeme zistit aj
moznost prepisania na lepsich pozicidch. Pri ich hladani predpokladdme, zZe
zuzovanie robime v hlave termu. Ked'Ze pre innermost stratégiu je pozicia p/
lepsia ako pozicia p, ak p je prefixom p'. Takze zo vSetkych pozicii vylicime
len poziciu e.

Na vytvaranie podmienok potrebnych pre zuzovanie pouzivame funkciu,

ktora na vstupe dostane term ¢ a dvojicu (pozicia p, pravidlo r). Znamena to,
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7e v terme t moZeme na pozicii p pouzit pravidlo r. Pri hladani podmienok po-
trebujeme zistif substitticiu potrebni pre zuzovanie. Podla danej pozicie ro-
zoberieme term. Unifikdciou s lavou stranou pravidla a néslednou restrikciou
premennych na premenné termu ziskame hladand substitticiu. Nésledne tiito
substiticiu uz len transformujeme na podmienky.

Ked vieme vytvarat podmienky zo substiticie a hladaf lepsie pozicie, vy-
tvorime funkciu, ktora pre dané pravidlo a poziciu vytvori podmienky pre ab-
strahovanie. Inak povedané vytvorime ohranic¢ent substitiiciu pre dany vrchol
a poziciu. Funkcia najskor pre vstupny term zisti vSetky lepsie pozicie. Pomo-
cou predchadzajicej funkcie vytvorime pre kazdu takito poziciu podmienky
pre pouZitie a ndsledne ich znegujeme. Ich konjunkciou ziskame hladané pod-
mienky. Ak by sme pri skimani niektorej lepsej pozicie zistili, ze existuje pra-
vidlo, ktoré je stéle pouzitelné na danej pozicii, tak vyslednou podmienkou
pre niu by (pred negéciou) bolo TRUE. To by znamenalo, Ze celd ohranicend
substitiicia je FALSE, teda tento term nemozeme prepisovat v hlave, vid
priklad 3.2.

Dolezitym prvkom pri prepisovani je premenovanie premennych. Zoberme
si priklad, ked chceme ztzit term f (X, X5) podla pravidla f (g (u),v) — v,
kde X, X5 su abstrahované premenné a wu,v si premenné prepisovacieho
systému. Vysledkom unifikdcie je substitticia, ktort ked zizime na premenné
termu, tak dostaneme: X; « ¢ (u). Takymto sposobom sa ndm do termu
moze dostat premennd prepisovacieho systému. Tieto premenné musime pre-
menovat. Postupnym prechddzanim substiticie budeme nahradzovat kazdu
premennu prepisovacieho systému za novi abstrahovanu premenntu. Tieto
abstrahované premenné ¢islujeme podla stavu pocitadla. Dolezité je vSak na-
hradit rovnaké premenné prepisovacieho systému rovnakymi abstrahovanymi
premennymi. Technicky, kazdé premenovanie berieme ako substiticiu u <+ X;
a skladame ju s pévodnou substitiiciou. Dévodom je, zZe premenné sa uz mohli

ocitnit v terme alebo v podmienkach.
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Poslednou funkciou pred zuzovanim je funkcia pre vytvorenie vrcholu
stromu. Ked pre nejaky vrchol nd@ (¢,a,c) pozndme poziciu a pravidlo,
podla ktorych ho zuZujeme, tato funkcia vytvéra novy vrchol, ktory bude
v dokazovom strome synom vrchola nd. Najprv zistime ohraniceni sub-
stiticiu (s,al) pre danut poziciu. Ziskané podmienky ddme do konjunkcie
s uz existujicimi podmienkami pre abstrahovanie. Potom mozeme na danej
pozicii prepfsat term ¢ na novy term t'. Nakoniec pre vrchol (t,a A al,c) a
substitiiciu s pouzijeme premenovanie premennych, ¢im upravime vrchol do
konecného tvaru.

Samotné zuzovanie je uz len jednoduchym zlozenim predoslych funkcii.
Pre term v danom vrchole nd si vytvorime zoznam vsetkych pozicii. Potom si
pomocou predchadzajicej funkcie vytvorime pre kazdu poziciu novy vrchol.
Tieto vrcholy predstavuji synov vrchola nd. V zdvere eSte musime vylicit
zo zoznamu synov vsetky tie vrcholy, ktorych podmienky pre abstrahovanie
si FALSE.

5.2.3 Beh dokazu

Pri dokazovani zastavenia pre jeden funkény symbol si najskor vytvorime
podciatoény vrchol (f (x1,...,x,), T, T). Na jednotlivych vrcholoch opaku-
jeme proces, ktory je nasledovny: najskor pouzijeme funkcie abstrahovania
a zuzovania. Po kazdom zuzeni skisame, ¢i podmienky pre abstrahovanie st
konzistentné. Ak nie, vetva dokazu konéi. Ak dno, skiisime zistit, ¢i vypocet
na aktualnom terme konc¢i pomocou podmienok popisanych v casti 6.1.2. Ak
term nie je terminujucim, iterujeme cely proces. Ak proces zastavi, a teda
vSetky vetvy budu konecné, zastavi aj vypocet pre prepisovaci systém, ktory
skiumame.

Pre prepisovaci systém popisany proces vykondvame pre kazdy funkcny

symbol, ktory sa nachadza v hlave aspon jedného pravidla. Vidime, ze ak
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f(xl, x2)
A= T
C=T

k

X1
A= f(x1,x2) +=X1
c=T

Obr. 5.1: Dokazovy strom pre funkciu f

sa symbol f nenachadza v hlave ziadneho pravidla, tak vypocet na terme

f (51, ..., 8,) zastavi prave vtedy, ked sa zastavi na vsetkych jeho podtermoch.

Priklad 5.1. Pre ilustraciu uwvedieme priklad. UvaZujme prepisovaci systém.:

ri f(h(u),v) — h(f(u,v))
(

Ty fla,u) —u
Trs: g(uab)ﬁg(f(u’a)va)
T4 g(u,a) —b

a nech mdme ¢iastoéné usporiadanie funkénijch symbolov: f > h. Na vipocet
pouzijeme usporiadanie RPO. Predpokladdme, Ze vypocet skonci pre konstanty

a,b a tiez pre funkciu h, lebo nie je v hlave Ziadnej lavej strany pravidla.

Dokaz zacneme s funkciou f a dokazovy strom pre nu zachytava obrazok
5.1. Zaciname z uzla f(x1,25). V prvom kroku abstrahujeme obidve pre-
menné, kedze premenné x; a x, st mensie ako povodny term v usporia-
dani RPO. Preto sa nam zmenia obidva typy podmienok. V druhom kroku
vypoéitame pouzitelné pravidld. Zistime, Ze si dobre usporiadané a mozeme
skonéit.

Pre funkciu g (obrézok 5.2) je prvy krok rovnaky. V druhom kroku

mozeme zuzovat podla dvoch pravidiel. V jednej vetve predpokladdme, ze
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g(x1, x2)
A= T
C=

g( X1, X2)
A= (x1d=X1) A(x21=X2)
C= g(x1, x2) >x1, x2

b g(f(X1,a),a)
A= (x1i=X1) A(Xx2d¢=a) A= (x1i=X1) A(x23i=b)
C= g(x1, x2) >x1, x2 C= g(x1, x2)>x1, x2

g( X3, a)
A= (x1i=X1) A(x2i=b) A(f (X1,
a) $=X3)
C= g(x1, x2)>x1, x2

b

A= (x1i=X1) A(x2i=b) A(f (X1,
a) $=X3)

C= g(x1, x2)>x1, x2

Obr. 5.2: Dokazovy strom pre funkciu g
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X5 ma tvar b. Term b je zdkladny term v normalnej forme a preto tu vypocet
skonci. V druhej vetve sme uvazovali, ze Xy ma tvar a a aktualny term sa
prepisal na term g (f (X1,a),a). O takomto terme zatial nevieme povedat, ze
je v normdlnom tvare, preto ideme proces opakovat. Najvicsi podterm, ktory
vieme abstrahovat, je f (X1, a), lebo jeho pouZzitelné pravidl4 su usporiadané
v RPO. Tento podterm sme abstrahovali do premennej X3 a do podmienok
pre abstrahovanie pribudla podmienka f(Xi,a) |= X3. V dalsom kroku
novy aktualny term ziuzime do termu b, ktory je v normélnej forme. Vypocet

teda skondi.

Priklad 5.2. V tomto priklade mame prepisovaci systém, ktory vytvdra re-

verz zoznamu.:

Tt revl (0,nil) —

o : revl (s (X), ml)—>s(X)

T3 revl (X, cons (Y, L)) — revl (Y, L)

Ty rev (nil) — nil

Ty rev (cons (X, L)) — cons (revl (X, L) ,rev2 (X, L))

6 - rev2 (X, nil) — nil

r7: rev2 (X, cons (Y, L)) — rev (cons (X, rev (rev2 (Y, L))))

a ciastoéné usporiadanie funkénych symbolov:
rev > cons,rev > revl,rev > rev2,revl > cons,rev2 > cons
s usporiadanim RPO.

V tomto priklade zacneme s funkciou revl, obrazok 5.3. Podobne ako v
predoslom priklade pre funkciu f, pravidla su v usporiadani. To znamend
terminaciu tejto vetvy.

Druhou funkciou je funkcia rev2 (na obrazku 5.5). V druhom vrchole

sa strom rozvetvuje podla toho, ¢i je Xy prdzdny zoznam (nil), alebo ¢i
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revl(xl, x2)
A= T
C=T

X1
A= revl(xl, x2) I=X1
C=T

Obr. 5.3: Priklad 2, funkcia revl

obsahuje aspon jeden prvok (cons(Xy4, X3)). V pripade prazdneho zoznamu
vypocet konéi. V druhom pripade dostaneme aktualny term
rev (cons (X, rev (rev2 (X4, X3)))). Abstrahovanim dostaneme jednoduchsi

term rev (cons (X1, rev (X5))). Z tohto termu existuju tri rézne cesty:

1. ak X5 # nil A X5 # cons (X, L). V tomto pripade mézeme pouzit iba
pravidlo r5 na pozicii €. Vysledny term je ale v usporiadani RPO mensi

a teda vypocet skonci.

2. ak X5 = cons (X, L). V tomto pripade pouzijeme tiez pravidlo s, ale
vo vnutri termu. Tato pozicia je lepsia. Vo vyslednom terme abstrahu-
jeme do termu rev (cons (X1, cons (Xg, Xo))), ktory vieme znova zizit
podla pravidla 75. Ale tento term bude v danom usporiadani mensi ako

predchddzajici, preto moéZeme vetvu ukonéit.

3. v poslednom pripade X5 = nil mame po zizeni term rev (cons (X1, nil)).
Pouzitim pravidla r5, tak ako v predoslej vetve, dostavame mensi term

a ukoncujeme vypocet.

Samotna funkcia pre reverz je zobrazena na obrazku 5.4. Zakladny term
moZzeme zuzovat na dvoch miestach. V obidvoch pripadoch dostdvame mensi

term a preto dokaz konéi.
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rev(xl)
A= T
C=

rev(X1l)
A= x1i=X1
C= rev(xl) >x1

T

cons(revl(X3, X2), rev2(X3, X2)) nil
A= x1ll=cons( X3, X2) A= x1l=nil
C= rev(xl) >x1 C= rev(x1l) >x1

Obr. 5.4: Priklad 2, funkcia rev
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A= T
C=T

rev2(xi, x2)

rev2(xi, x2)

A= (x11=X1) A(x21=X2)
C= rev2(x1, x2) >x1, x2

rev(cons(Xl, rev(rev2(X4, X3
))))
A= (x1i=X1)A(x2i=cons(X4, X
3))
C= rev2(xl, x2)>x1, x2

rev(cons (X1, rev(Xx5)))

A= (x1d=X1)A(x2d¢=cons(X4, X
3)) A(rev2(X4, X3) I=X5)
C= rev2(xl, x2) >x1, x2

A= (x1d=X1)A(x2i=nil)
C= rev2(xl, x2)>x1l, x2

cons(revi(Xl, rev(X5)),rev2
(X1, rev(X5)))
A= (x1i=X1)A(x2d=cons(X4, X
3))A(rev2(X4,X3) §=X5) A(X5=
cons(X,L))A(X5=nil)A(X5#co
ns(X,L))a(X5=nll)
C= rev2(x1, x2) >x1, x2

rev(cons(X1, cons(revl(X7,X
6),rev2(X7,X6))))

A= (x1i=X1)A(x2i=cons(X4, X
3)) A(rev2(X4, X3) I=cons (X7,
X6))

C= rev2(xl, x2) >x1, x2

rev(cons(X1,nil))
A= (x1li=X1)A(x2i=cons(X4, X
3))A(rev2(X4, X3) d=nll)
C= rev2(x1, x2) >x1, x2

rev(cons(X1, cons(X8,X9)))
A= (x14=X1)A(x2i=cons(X4, X
3))A(rev2(X4, X3) ¢=cons (X7,
X6)) A(revl(X7, X6) ¢=X8) A(re
v2( X7, X6) $=X9)
C= rev2(x1, x2) >x1, x2

rev(cons(X1,nil))
A= (x1i=X1)A(x2i=cons(X4, X
3)) A(rev2(X4, X3) $=nil)
C= rev2(x1l, x2) >x1, x2

cons(revl(Xl, cons(X8, X9)),
rev2(X1l,cons(X8, X9)))
A= (x1d=X1)A(x2d4=cons(X4, X
3))A(rev2(X4, X3) ¢=cons (X7,
X6)) A(revl(X7, X6) 4=X8) A(re
V2(X7, X6) $=X9)
C= rev2(x1, x2) >x1, x2

cons(revl(Xl,nil), rev2(Xxi,
nil))
A= (x1i=X1)A(x2¢=cons(X4,X
3))A(rev2(X4, X3) $=nil)
C= rev2(xl, x2) >x1, x2

Obr. 5.5: Priklad 2,
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Kapitola 6

Stuvisiace problémy: popis a

implementacia

V tejto kapitole popiSeme problémy, na ktoré sme narazili pocas imple-
menticie metdédy. Medzi nimi je mnoho takych, ktoré si predmetom sa-
mostatného vyskumu. My ukazujeme, ako sme tieto problémy prisposobili

a aplikovali pre nase riesenie.

6.1 Termindcia a pouzitelné pravidla

6.1.1 Pouzitelné pravidla

Pouzitelné pravidld [2] nejakého termu st vSetky pravidla, ktoré sa mozu

vyskytnut pri vypoéte na tomto terme. Teraz si ich zadefinujeme formalnejsie.

Definicia 6.1. Pouzitelné pravidld pre stratégiu innermost: majme prepi-
sovaci systém R s mnozinou funkéngjch symbolov F. Dalej nech Rls (f) =
{l — r € R|hlava(l) = f}. Potom mnoZina pouZitelnych pravidiel U
termu t, je:

Ut)=0, akte XUVar(R),
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U (f (tlv ) tn)) = Rls (f) U U:‘L:I U (tZ) U Ul—>rERls(f) U (’I")
Poznamka: term t obsahuje len abstrahované premenné a premenné prepiso-

vacieho systému.

Uvazovanie o zastaveni vypoctu robime na terme t a prepisovacom systéme

R' = U (t). Pri implementécii je s rekurzivnym prehladdvanim problém.

Priklad 6.1. Uvazujme term t = f(u), kde u je systémovd premennd, a
prepisovaci systém R pozostdvajici z pravidla r = f (f (v)) — f(u). Ak by

sme rdatali tieto pravidlda rekurzivne, dostaneme:

U(f(u) = Rls (f) VU (u) VU (f (u)) = .

Priklade ilustruje, ze na vypocet U (f (u)) potrebujeme vypocitat U (f (u)),
z ¢oho by sme sa dostali do nekonecnej rekurzie. Pri implementéacii sme teda
postupovali vypoc¢tom zhora nadol. Algoritmus pracuje nasledovne:
- vypocet zacneme s prazdnou mnozinou pravidiel,
- ak do vypoc¢tu pre term f (z1,...,z,) dostaneme mnozinu uz najdenych

pravidiel S, tak
e vypocitame Sy = Rls (f).

e pre kazdud pravi stranu pravidla z mnoziny Sp \ S pocitame pouzitelné

pravidld s pravidlami S U Sp.
e nakoniec vypocitame pouzitelné pravidld subtermov na mnozine SUSj.

Takymto sposobom nehladdme v pravidlach, ktoré si uZz ndjdené. Takyto
vypocet zastane, ak napriklad uvézime mieru klesania dvojicu (|R\ S|, >),

kde > je noetherovské usporiadanie na termoch.
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6.1.2 Terminacia

Pri dokazovani pouzivame predpoklad, ze pre mensie termy ako je aktualny,
vypocet zastavi. Zatial sme ale len na zaklade terminécie podtermov upravo-
vali aktudlny term. Preto potrebujeme este nejaké kritérid, podla ktorych by
sme vedeli povedat, Ze vypocet zastavi aj pre aktudlny term. Okrem toho,
ak podmienka na terminaciu aktualneho termu nie je splnend, oplati sa nam
skimat aj termindciu podtermov. Dovodom je, Ze podterm, pre ktory je
termindcia splnens, mozeme abstrahovat do premennej. Pozname tri takéto

kritéria:

1. ak vstupny term nie je zizitelny. To znamend, Ze neexistuje Ziadne
pravidlo, ktoré by sme na dani mnozinu mohli pouzit. To znamend, Ze

term je v normélnej forme.

2. ak vstupny term sice zuzitelny je, ale len s takou substitticiou, ktora
porusuje splnitelnost podmienok pre abstrahovanie. Tato skutoénost
znamend, ze vypocet skonéi, ked'ze prepisany term by predstavoval

prazdnu mnozinu instancii termov.

3. Ak nenastane Ziadny z predoslych pripadov, tak vypo¢itame pouZitelné
pravidld. Ak existuje noetherovské usporiadanie > také, ze pre kazdé
pravidlo | — r plati: [ = r, méZeme prehldsit, Zze vypocet na tomto
terme skonci. Toto usporiadanie moze byt tiplne nezdvislé od usporia-
dania, ktoré pouzivame pri indukecii v dokaze. Vd'aka tomuto mozeme
skusit viacero usporiadani. V implementdcii sme pouzili dve, ktoré si

rozobraté v d'alsej sekcii.

6.1.3 Usporiadanie

Ako sme uz spominali, usporiadanie je pri celej metéde dolezité. My vsak

nepracujeme s pevie danym usporiadanim, ale metéda ho dostane na vstupe
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ako parameter. V praci sme implementovali dve najpouzivanejsie usporiada-
nia LPO a RPO, ktoré si najcastejsSim nastrojom pri dokazovani pre vacsinu
systémov. Sofistikovanejsie usporiadanie je mozné moduldrne doplnit do im-
plementécie

Pri obidvoch usporiadaniach sa vyuziva usporiadanie na funkénych sym-
boloch:

Definicia 6.2. Usporiadanie na funkénych symboloch: je také ciastocné
usporiadanie > definované na F, Ze v riom neeristuje nekonecénd postupnost

takd, Ze:
fi>fo>..> fu> ..

LPO

Definicia 6.3. LPO: nech je danda mnoZina funkénich symbolov F a dvojica

termov s, t. Bindrna operdcia »=ppo je definovand na termoch nasledovne:
s>rpot
ak s = f(s1,...,8,) a plati aspon jedna z nasledugicich podmienok:
1. di,s; =rpo t alebo s; =t

2. t= f(tl,...,tn) a
HZ(VJO <1 A Sj = tj) N S; =rpo ti /\Vj(j > 1A S >rpPo Ifj)

3. t= g(tl,...,tm) af > g/\\V/j(S >~ LPO tj)

RPO

Definicia 6.4. RPO:pre dani mnozinu funkénych symbolov F a dvojicu ter-

mov s, t definujeme =grpo reldciu nasledovne:
s >grpo't
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ak s = f(s1,...,8,) a plati aspon jedna z nasledugicich podmienok:
1. di,s; =grpo t alebo s; =t
2. t=f(ty,ontn) Q< 81,y 8y > M8 <t Lt >
3. t=g(t1,....tm) a f > gAVj(s =rpro t;)
Kde =Myl je rozsirenie usporiadania =pgpo definovanvé na zoznamoch.

Pri vypocte teda hladdme také usporiadanie funkénych symbolov, pri
ktorom by bol dokazovy strom koneény. Toto uporiadanie musi byt ale
pre vSetky vrcholy rovnaké. To znamena, ze ak chceme takéto usporiadanie
najst museli by sme strom prehladévat do §irky, ¢o by uZ pri malom pocte
funkénych symbolov bolo neefektivne. Preto usporiadanie funkénych symbo-
lov berieme ako stcast charakteristiky prepisovacieho systému a je vstupom
pre LPO a RPO.

6.1.4 Splnitelnost podmienok s normalnymi formami

Ako sme uz povedali predtym v sekcii 3.2.2 podmienky pre abstrahovanie
su zlozené z dvoch typov. Teraz si rozoberieme podmienky pre normalne
formy a ukaZeme pripady, kedy vieme rozhodnit o ich nesplinitelnosti. Oproti
povodnému rieseniu uvedenému v [12] sme tieto pripady rozsirili. Navyse, pri
vicsine pripadov sa nepoktsame vyvratit splnitelnost, ale upravujeme celé

vrcholy stromu.

Pripad 1: Uvazujme o podmienke ¢ |= s, kde ¢ je zakladny term, tzn.
Ze neobsahuje ziadne, ani abstrahované, premenné. Zoberme si, ze tato pod-
mienka vznikla postupnym substituovanim z nejakej povodnej podmienky
t. |= X;. To znamen4, Ze o terme t; vieme, ze zastavi. Z toho tiez vieme, ze

aj kazd4 jeho instancia zastavi, a teda aj t. TakZze mozeme spustit vypocet na
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tomto terme a vysledny term v normalnej forme dostaneme v kone¢nom case.
Oznacme tento term ¢, ;. Potom ale dostaneme oby¢ajni rovnost ¢,y = s.
Podla tvaru termu s upravime podmienky nasledovne:

nech ¢, = f (t1,...,t,) a

e s = X;, v tomto pripade vytvorime substiticiu o = (X; « t,s) v celom

strome, na aktualnom terme a aj na podmienkach.

e s=g(s1,..,8m), ak f # g potom je tdto podmienka vzdy nesplnitelnd

a mozeme cely vrchol oznacit za nedosiahnutelny.

e s = f(s1,...,5,), v tomto pripade najskor zistime, ¢i si t,; a s unifi-
kovatelné. Ak nie, podmienka je vzdy nesplnitelnd, vrchol je nedosia-
hnutelny. Ak unifikovatelné su, tak z unifikicie dostaneme substiticiu,

ktori aplikujeme na cely vrchol.

Ak by sme dostali pri vypocte na t viac normélnych foriem, strom rozvetvime

a kazdy vrchol upravime podla predchédzajiceho popisu.

Pripad 2:t |= s, kde hlava (t) je funkény symbol ¢ pricom neexistuje
pravidlo | — r také, ze hlava (I) = c. Ak term s = f(s1,...,8,) a ¢ # [, tak
podmienka je vzdy nesplnitelnd. Ak ¢ = f at = c(ty,...,t,), tak prvotni

podmienku moézeme nahradif konjunkciou:
t1 l: S1 A ... /\tn l: Sn

Uvazujme term t = ¢ (ty, ..., t,). Ziadna instancia ¢ ale nie je unifikovatelns
s lavou stranou niektorého pravidla. To znamend, 7ze vsetky odvodenia z t
maju tvar c(t},...,t,), kde t; —% ti.. A teda, ak c¢(sy,...,S,) je normalnou

formou ¢, tak ¢; musi mat formu s;.

Pripad 3: ¢t |= s, kde term s je redukovatelny. Vtedy existuje pravidlo

[ — t a substitucia o takd, ze ol = s. Potom, s nie je v norméalnej forme, ¢o
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je spor. V tomto pripade mozeme prehldsit podmienku za nesplnitelni.

Pripad 4: t |= s A's |= u, v tomto pripade musi platit, Ze s a u si
unifikovatelné. Kedze pre kazdi inStancidcia 6 spliiajicu podmienku plati,
ze Ot |= 60s a 0s |= Ou. Term s je ale v normélnej forme, z ¢oho vyplyva,
7e 0s = Qu. Teda s a v musia byt unifikovatelné. V skutoc¢nosti mozeme zo-
brat najvseobecnejsi unifikdtor o pre s a u a aplikovat ho na aktudlny term
a tiez na podmienky (pretoze pre kazdi instancidciu 0 existuje oy taka, ze
0 = 0o 0p). Tymto krokom obmedzime také vypocty, ktoré mohli viest k

nesplnitelnosti danej podmienky.

Pripad 5: t |= s, kde s a t nie si unifikovatené. V tomto pripade sa
pokiisime zizit term ¢. Podmienka bude nesplnitelnd, ak pre vietky termy ¢;,
do ktorych sme sa takymto sposobom dostali, nie je splnitelné t; |= s. Pre

kazdu z podmienok skisime upravu pomocou predchadzajiucich pripadov.

Implementacia

Implementécia pripadov 2 a 3 je priamociara a nevyzadovala si ziadne Specidlne
pomocné funkcie. Pri implementdcii prvého pripadu sme museli realizovat in-
terpreter prepisovacieho systému. Tento interpreter ndm zo vstupného termu
a prepisovacieho systému simuluje cely vypocet pri stratégii innermost.

V pripade 4 sme postupovali mierne odlisne. Vo vSeobecnosti sa moze
stat, Ze v podmienkach mame t; |=ty Aty |=t3 A ... Atp_1 |=t,. V tomto
pripade vSak mozeme unifikovat celi takdto “refaz’termov, to znamend
mnozinu to,t3,...,t,. Dovod, ktory plati pre dvojice podmienok, mozeme
takymto sposobom zovieobecnit a rozsirif ho na mnozinu termov. Iny pripad
je, ked si napriklad zoberieme podmienku t; |= to Aty |= t3 Aty |=
ts. V tomto pripade musia byt unifikovatelné aj termy ts, t4. Zoberme si

Tubovolnt instancidciu 6 splitajicu tieto podmienky. Po jej aplikdcii dosta-
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neme: 0t; |= 6Ota A Oty | = Ot N Oty |= 0ty Avsak ty je normélna
forma, takZe to mozeme zapisat 0t; |= Oty A Oty = Ots A Oty = Ot4. 7 tran-
zitivnosti rovnosti dostaneme 0t, = 6t, a teda musia byt unifikovatelné.
Na zéaver eSte jedna drobna uvaha. Zoberme si napriklad takéto podmienky:
t1 =1t ANty |= X, kde X; je abstrahovana premenna. V takomto pripade
nebudeme unifikovat X; a t, z dovodu, ze t, |= X; sme dostali abstraho-
vanim termu t5, z ktorého postupnou substitiiciou vznikol term 5.

Celkovy postup pri spracovavani vietkych tychto moznosti bude vyzerat na-

sledovne: budeme pouzivat mnozinu termov S a pre dani podmienku t; |= t,

1. nijdeme vsetky podmienky, ktoré maji na lavej strane term ¢, a pravé

strany priddme do mnoziny S,

2. postup zopakujeme pre kazdy term t; z mnoziny .S, az kym nedostaneme

tranzitivny uzaver mnoziny S,

3. na konci vyradime z mnoziny S vSetky termy, ktoré su premenné. Tieto
premenné mozeme nahradit jednou a vykonat zodpovedajiice preme-

novanie (substiticiu),

4. unifikujeme vSetky termu z S. Ziskame unifikator, ktory aplikujeme na

aktudlny term aj na podmienky;,

5. z podmienok pre abstrahovanie vylicime vSetky podmienky tvaru t; |=
t.

Takyto postup nam umoznuje postupné aplikovanie iprav popisané v pripade 4
vykonat v jednom kroku. Navyse, zachovdva abstrahované premenné a ne-
nahrédza ich znova termami.

Zoberme si nakoniec pripad 5. V tomto pripade pre t |= s povazujeme
podmienku za splnitelni, ak existuje aspon jedna vetva pri zuzovani termu

t, v ktorej dostaneme term unifikovatelny s termom s. Problémom je, Ze
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moZe existovat obrovské mnozstvo moznosti. Z implementacéného hladiska
nemozeme teda ztzovat term t do §irky, ale musime to robif do hibky. A%
tomto pripade sa mozZe stat, Ze sa program zacykli aj napriek tomu, Ze uni-
fikovatelny term sa v jednej vetve vyskytne. Zoberme si priklad, ked prepi-

sovaci systém obsahuje pravidla:

f(h(u),v) — f(u,v)

f(g(u),v) = g(a)

a mame podmienku f (X7, Xs) |= ¢(X3). Ako vidime, ak by sme zacali
zuzovat term podla prvého pravidla, tak by sme sa ocitli v nekoneénej vetve
a nastalo by zacyklenie. Vidime, Ze podla druhého pravidla, by sme doslatli
term unifikovatelny s termom ¢ (X3). Preto budeme term zuzovat len do
vopred urcenej hibky. V kazdej vetve a na kazdej urovni budeme skusat
upravovat podmienky podla ostatnych pravidiel. Ak sa pocas tychto krokov
neukdze, Zze dana podmienka je nesplnitelnd, pokladdme ju stale za splnitelni

a pokracujeme vo vypocte.

6.1.5 Disunifikacia

Ako sme uz spomenuli, prave podmienky s normalnymi formami nam po-
skytuji kritéria, vd'aka ktorym méme vicsiu sancu rozhodnit o nerozhod-
nutelnosti podmienok pre abstrahovanie. Takisto vSak potrebujeme néstroje
na upravu a zistovanie splnitelnosti pre druht ¢ast podmienok. Druhi cast
tvoria podmienky s nerovnostami. Ich rieSenie vo vSeobecnosti nie je rozhod-

nutelné a zaoberd sa nimi disunifikicia.

Definicia 6.5. Ekvacionalna formula bez kvantifikatorov (quantifier free equ-
ational formula) je formula skladagica sa z logickych spojok N, V,—, kde
atémami si bud rovnosti termov alebo symbol T . Pre skrdtenie vijraz — (s = t)

zapiseme ako s #t a vyraz =T ako L.
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Definicia 6.6. Elementarna formula pre riesenie disunfikdcie bude formula
V; 3zVY;0;

kde ¢; je ekvaciondlna formula bez kvantifikatorov a z;,y; si mnoziny pre-

mennyjch.

Definicia 6.7. Vyriesend forma (solved form) je vo wvseobecnosti formula

tvaru:
Vidw:zi =t A Az =t, Azt Fur Ao A 2 7 U

Ulohou disunifik4cie je previest elementarnu formulu na vyriesend formu.
Na riesenie existuju pravidla, ktorymi formulu zjednodusujeme. Ich aplikacia
ale nemusi byt kone¢na. Formuly, ktoré chceme zjednodusovat, si v tvare
A Vi, (ti, # s1,.), kde 8y, a s, st termy, a tiez vysledni formu budeme ocakévat
v tvare A; Vj, (¢, # uj,), kde x;, st premenné a u;, si termy. Samozrejme,
tato formula sa dé previest do disjunktivnej normalnej formy, aby spliiala
definiciu. Ale kedZe my podmienky konstruujeme v konjunktivnej forme,
tak vysledna formula by bola mnohonédsobne vécsia ako vstupnd. Takisto
pravidld, ktoré budeme pouzivat, pracuji s disjunkciou a nie konjunkciou.
V nasej formule sa nevyskytuji kvantifikdtory a ani rovnost, a preto uve-

dieme len pravidla, ktoré sa daji v nasej formule pouzit.

Nahradenie:
z2#tV Plz] — z#tV P[z](z 1)

Ak z ¢ Var (t) a ak t je premennd, tak sa mus{ vyskytovat v P.

Zlucovanie:

vEsSsVvAu—v#EsVsFu
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Ak s nie je premenna.
Konflikt:

f(th 7tm) 7é 9(51, "'7Sn) ——

Dekompozicia:

ft,ostm) # [ (81,0 8m) — 1 # STV o Vit # S
Occur check:
r#u[z]— T
Okrem tychto pravidiel z kalkulu, moézeme zaviest este pravidlo:
t#t— L

Toto pravidlo je prirodzené, ked'ze reldcia nerovnosti nemoze byt reflexivna.
Navyse, implicitne pocas vypoctu pouzivame este jedno pravidlo. Ako sme uz
hovorili, ak méme substiticiu, nebudeme ju ddvat do konjunkcie so zvyskom

podmienok, ale aplikujeme ju na jednotlivé termy v nich.

z=1tAP[z] — P[z] (2 < 1)

Implementacia

Pri implementéacii podmienok sme zacali s tipravou nerovnosti. Pravidla pre
nereflexivnost, konflikt a occur check boli jednoduché. Navyse occur check
sme mali uz naimplementovany kvoli unifikdcii. Pre dekompoziciu pozna-
mendme, Ze ju nestacilo urobit len na vstupnych termoch, ale bolo by dobré
ju urobit aj na vysledku. Zoberme si priklad, ked

tr = f(g(w1,22) 23,9 (24, 75)) &

ta=f(9(y1,92) . h (y3) , )
Po aplikovani pravidla dekompozicie na t; # to dostaneme disjunkciu:
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g(z1,22) # g(y1,92) Vs # h(ys)Vys# g (s, 5)
Ako vidime, na niektoré podmienky budeme moct znova pouzit dekompoziciu

(pripadne aj pravidld konflikt, occur check a pravidlo pre nereflexivnost),
a preto je pri implementdcii vhodné redukovat podmienky pokial sa uZ
nedd pouzit ziadne zo spominanych pravidiel. Na konci teda dostaneme ako
vysledok disjunkciu nerovnosti, T alebo L.

Pravidlo nahradenia bolo jednoduché a priamociare. Z nasho hladiska

bola najzaujimavejsia situdcia pri implementacii zlucovania. Zoberme si prvy
priklad, ked
TN FNWNVTL F 2V Ty #F 13V T3 F Ty
a postupne aplikujme pravidlo zlu¢ovania na podéiarknuté podmienky:
1 F Vx££V Iy F#£ a3V I3F# Ty
Ty F Vg F£ Vg # 13V X3 F# 14—
TNFE WV F Va3 F LV T3 F 14—
nFEWNV T FEF Vs F Vo F

Ako vidime, podmienka Ay = x1 # t; Vo1 # 22V ...V X, 1 # T, je
nesplnitelné prave vtedy, ked je nesplnitelnd pomienka Ay = 1 # t; V x5 #
t1 V..V, # 1.

1) ak A; je nesplnitelnd, to znamend, Ze musi platit x; = t; A z; = a9 A
. N Tp_1 = x,. Vdaka komutativite konjunkcie a nerovnosti mozeme tiito
podmienku prepisat na z, = z,1 A ... Axs = 21 Az = t;. Ked si tito
podmienku zoberieme ako substiticiu a aplikujeme ju na A,, tak dostaneme
ti1 £t V...Vt #ty, o je tiez nesplnitelné.

2) ak je nesplnitelnd Ay, tak musi platit z; = t; A ... Az, = t;. Po takejto

substiticii dostaneme z A; nesplnitelnt formulu t; # t; V... V t; # t;.

V inom pripade si zoberme podmienku xy # t1 V x1 # ty V 11 # t3

a pouzime pravidlo zlicovania:
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Ty # V£tV £ty

T FU VT F Vi F iy

Ty F i Vig #Ft Vi #£ i3

Vo vieobecnosti teda mozeme napisat, ze podmienka x # t;Va # toV...Vx #

t, je splnitelnd prave vtedy, ked je nesplnitelnd podmienka x # t; V t; #
to Vit # t3V ...Vt # t,. Toto sa dd ukdzat podobnym spésobom ako v

predchédzajicom pripade.

Spojenim tychto dvoch veci dostaneme jeden zlozitejsi pripad. Zoberme
si podmienku a upravme ju
x1 £ 1 Vi # 19V g #ty < podla prvého pripadu
T1# Vg £t Vg #ty <= podla druhého pripadu
Ty F Vg £ty Vi F£ ity

Vo vSeobecnosti teda upravime formulu nasledovne:

1. budeme si udrziavat dve mnoziny: mnoZinu termov 7" a mnoZinu pre-

mennych X,

2. vyberieme si poc¢iatoéni nerovnost x; # t;, x; priddme do mnoziny X.
Ak je term t; premennd, tiez ho priddme do X, inak ho priddme do

mnoziny 7',

3. pre kazdu premenni z mnoziny X nédjdeme vo zvySnych nerovnostiach
také, v ktorych sa nachadza, a druhu stranu nerovnosti pridame do

niektorej z mnozin podla predchadzajiceho kroku,
4. bod 3 opakujeme, az kym nedostaneme uzaver oboch mnozin,

5. ak je mnozina T prazdna, ponechame povodné podmienky, inak si vybe-
rieme nejaky term ¢ € T" a skonstruujeme nové podmienky nasledovne:
Vo € X pridame podmienku x # t,

Vt' € T,t' # t priddme podmienku ¢ # t'.
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Samozrejme je dolezité ponechat vietky ostatné podmienky, ktoré sme takymto
sposobom nevybrali. Vidime, ze takato aplikacia pravidla zlucovania nam
moze znacne pomoct urychlit zjednodusovanie podmienok. Po takejto tiprave
moZzeme znova skusat predoslé pravidld, najméi dekompoziciu, a proces ite-

rovat, pokial sa dd nieco upravit.

6.1.6 Vizualizacia

Aby sme videli, ako dokaz prebiehal, potrebovali sme vizualizovat vysledny
dokazovy strom. Vysledkom vykreslovanie je obrdzok vo forméate svg. Tento
format slizi na zachytenie vektorovej grafiky v jazyku XML.

Pri implementdcii sme sa zaoberali dvoma problémami. Prvym bolo zistovanie
parametrov dokazového stromu a pozicie jednotlivych vrcholov. Tieto pozicie
sme cheeli urc¢ovat dynamicky na zéklade velkosti samotného vrchola a velkosti
jeho synov. Pri vypocte sme preto museli rekurzivne prejst cely strom a na
zéklade velkosti podstromov vypocitavat aktudlnu poziciu.

Druhym problémom bolo samotné vykreslovanie termov a podmienok.
Vykreslovanie textu bolo necitatelné, pismend a najmé znaky ako zatvorky
mali prili§ malé odsadenie. V dosledku toho sme sa rozhodli vykreslovat
kazdy znak osobitne. Pri takomto rieSen{ trva sice vykreslovanie o maly kiisok

dlhsie, no vyrazne zlepsi itatelnost textu.
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Kapitola 7
Zaver

Praca nés podrobne oboznamila s problémom zastevenia pre systémy na
prepisovanie termov a vysledkami v predmetnej oblasti. Ked'Ze dand oblast
je uzko Specializovana, metéd na rieSenie nédsho problému je mélo. Vacsina
metdd sa zaoberala rieSsenim problému pri Specifickej stratégii. Metédu, ktora
pokryvala viacero stratégii a bola vhodna na rozsirenie, sme nasli jednu.
KedZe jej implementécia nie je podporovana autormi, rozhodli sme sa pre
vlastni implementaciu tejto metody.

Moézeme skonstatovat, Ze sme vytvorili funkény poloautomaticky néstroj,
pomocou ktorého vieme dokazovat zastavenie prepisovacieho systému pri
strategii innermost. Tato implementacia vznikla v programovacom jazyku
Haskell. Postup, akym program vznikal je zachyteny v kapitolach 4, 5.

Sucastou ndsho rieSenia bolo aj preskiimanie a implementdcia dalsich
problémov suvisiacich s realizaciou danej metody. Medzi tymito problémami
sa nachadzaji aj nerozhodnutelné problémy, napriklad disunifikdcia alebo
najdenie vhodného usporiadania na termoch. Mnohé z nich sme neriesili
vieobecne, ale prisposobili sme ich pre nase potreby. Tym sme vedeli zvAcsit
pokrytie pripadov pre ktoré je mozné rozhodnit. Prikladom je disunifikdcia,

kde sme pouzili dodatocné podmienky o normalnych formach. Iny pristup
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sme zvolili pri usporiadani. Usporiadanie, ktoré sa ma pouzit, uzivatel zada
ako parameter alebo vyuzije jedno z predvolenych.

Mozeme povedat, Ze ciele, ktoré sme si stanovili na zaciatku, sme naplnili.
Ostalo ale mnozstvo priestoru na rozsirenie. V prvom rade je to implemen-
tovanie dalsich stratégii, najmi outermost, lokdlne stratégie a uzivatelsky
definované stratégie. V samotnej implementdcii je moznost vylepsit dote-
raz pouzité rieSenia a zefektivnit pouzité algoritmy. V kategérii stvisiacich
problémov sa otvaraji moznosti preskiimat niektoré z nich do vicsej hfbky.
To by mohlo znamenat viicsie pokrytie pripadov, pre ktoré sa da dokdzat, ze
vypoéet na nich zastavi. Tetnto vyskum by sa mal tykatf hlavne podmienok
s normdlnymi formami, kde sa d4 predpokladat existencia lepSieho riesenia.
Druhou moznostou je zmensenie interakcie uzivatela pri préaci so sytémom,
napriklad pre rieSenie usporadania ndjst vhodné usporiadanie na funkénych

symboloch.
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Prilohy

Prilohy k diplomovej préaci sa nachadzaji na prilozenom CD.
e zdrojové kody programu v jazyku Haskell,

e pouzivatelskd prirucka.
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