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Abstrakt

Vince Matej, Vlastnosti programov so stratégiami. Diplomová práca. Ka-

tedra informatiky. Fakulta matematiky, fyziky a informatiky. Univerzita Ko-

menského. Vedúci diplomovej práce: RNDr. Peter Borovanský, PhD. Brati-

slava 2009.

Táto práca sa zaoberá systémami na prepisovanie termov a pojednáva o

výpočtoch týchto systémov riadených stratégiami. Zaoberá sa problémom

zastavenia pre prepisovacie systémy pri stratégii innermost. Opisuje metódu

pre dôkaz zastavenia a jej implementáciu. Popisuje tiež charakteristiku a im-

plementáciu pomocných problémov potrebných pre jej riešenie.

Kl’́učové slová: systémy na prepisovanie termov, problém zastavenia, im-

plementácia nerozhodnutel’ných problémov

Abstract

This master thesis studies term rewriting systems and their strategy control-

led computations. Termination problem of rewriting systems with innermost

strategy is discussed, together with a brief overview of termination proof

method and its implementation. Moreover, additional problems concerning

the proof method are characterized and their implementation is proposed.
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3.2.3 Popis procedúry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4 Návrh a analýza riešenia 21
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4.2 Návrh dátovej štruktúry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1



5 Implementácia 27
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6.1.2 Terminácia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.3 Usporiadanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

6.1.4 Splnitel’nost’ podmienok s normálnymi formami . . . . 43
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Kapitola 1

Úvod

V dnešnom svete si nedokážeme predstavit’ život bez poč́ıtačov. Poč́ıtače nám

ul’ahčujú každodenný život, a preto sa ich použ́ıvanie stalo pre väčšinu z nás

každodennou súčast’ou. To čo rob́ı z poč́ıtačov použitel’né nástroje je softvér.

Pri vytvarańı softvéru sa použ́ıvajú rôzne programovacie jazyky. Tieto ja-

zyky možno rozdelit’ do viacerých paradigiem. Najrozš́ıreneǰsou paradigmou

je imperat́ıvne programovanie. Pri imperat́ıvnom programovańı popisujeme

ako sa má výpočet správat’ na základe postupnosti pŕıkazov a tým meńıme

stav prostredia. Sem patria všeobecne známe jazyky ako sú Java, C#, .NET,

Delphi alebo C++. Protipólom k takémuto pŕıstupu je deklarat́ıvne progra-

movanie. Pri deklarat́ıvnom programovańı nepopisujeme ako sa má výpočet

správat’, ale čo má program dosiahnut’. Deklarat́ıvne programovanie v sebe

zahŕňa viacero pŕıstupov. Najznámeǰsie sú logické a funkcionálne programo-

vanie. V logickom programovańı program pomocou pravidiel vyhodnocuje

vstupný dotaz. Pŕıkladom logického jazyka je Prolog. Pri funkcionálnych ja-

zykoch je celý program poṕısaný funkciami. Na rozdiel od imperat́ıvnych

jazykov, funkcie nie sú závislé na stave výpočtu. K jednému vstupu vracajú

rovnaký výstup. Medzi funkcionálne programovacie jazyky patŕı napŕıklad

Haskell.
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Osobitou skupinou je prepisovanie termov. Pri tomto pŕıstupe máme

súbor pravidiel, podl’a ktorých prepisujeme vstupný term. Výsledkom je term,

na ktorý sa už nedá použit’ žiadne pravidlo. Prepisovanie termov je použ́ıvané

najmä v nástrojoch na dokazovanie teorém a pri interpretácii funkcíı λ−kalkulu.

Použ́ıva sa na výpočty aj v niektorých deklarat́ıvnych jazykoch.

Pri takomto použit́ı prepisovania je dôležité vediet’, či výpočet skonč́ı.

Problém zastavenia pre prepisovacie systémy ale nie je rozhodnutel’ný. Na-

priek tejto skutočnosti existuje výskum, ktorý sa zaoberá touto oblast’ou.

Úlohou je pokryt’ čo najväčšie množstvo pŕıpadov, v ktorých vieme rozhodo-

vat’.

1.1 Ciel’

Ciel’om tejto diplomovej práce je preskúmat’ oblast’ prepisovania termov a

možnosti riešenia rozhodnutel’nosti zastavenia prepisovacieho systému v špeciálnom

pŕıpade, ked’ je výpočet riadený istou stratégiou. Ked’že vo všeobecnosti ide

o nerozhodnutel’ný problém, tiež preštudovat’ nástroje, ktoré tento problém

riešia. Naimplementujeme poloautomatický nástroj vhodný na d’aľsie rozš́ırenie.

Zvoĺıme vhodný programovaćı jazyk na implementáciu, v ktorom sa dá jed-

noducho zachytit’ podstata výpočtu prepisovaćıch systémov.

1.2 Štruktúra práce

Práca sa deĺı na 7 kapitol, ktoré na seba nadväzujú. V kapitole 2 podávame

prehl’ad o základných pojmoch a defińıciách z oblasti prepisovania termov.

Kapitola 3 rozoberá možnosti riešenia problému zastavenia prepisovacieho

systému. Vysvetl’ujeme v nej ideu metódy, ktorú sme implementovali. V na-

sledujúcej kapitole sa zaoberáme návrhom riešenia. Prvá čast’ zahŕňa vol’bu

programovacieho jazyka a prostredia pre implelentáciu. Druhá uvádza dátové
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štruktúry použité v implementácii. Kl’́učovým predmetom kapitoly 5 je imple-

mentácia hlavných operácíı metódy. Súvisiace podproblémy, ktoré si riešenie

halsvného problému vyžadovalo, popisujeme v kapitole 6. Každý podproblém

sme vysvetlili pre potreby našej metódy a popisujeme jeho implementácia v

našom riešeńı.
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Kapitola 2

Základné pojmy a defińıcie

2.1 Termy a prepisovaćı systém

Defińıcia 2.1. Term Nech F je množina funkčných symbolov a X je množina

premenných, potom

• ∀x, x ∈ X , je term.

• ∀f |0, f ∈ F , (každá konštanta, t.j. 0-árny funkčný symbol) je term.

• Ak t1, t2, ..., tn sú termy a f |n ∈ F je n-árny funkčný symbol potom

výraz f(t1, t2, ..., tn) je term.

Množinu všetkých termov nad premennými X a funkčnými symbolmi F
označujeme T (F ,X )

Defińıcia 2.2. Prepisovacie pravidlo

l→ r

kde:

• l, r ∈ T (F ,X ).
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• V ar (l) ⊆ V ar (r) - tzn. každá premenná termu r je premennou aj

termu l.

Defińıcia 2.3. Prepisovaćı systém R (alebo systém na prepisovanie termov

R) je množina prepisovaćıch pravidiel:

R = {l1,→ r1, l2 → r2, ..., ln → rn}

2.2 Prepisovanie termov

Defińıcia 2.4. Substitúcia

t (x← s)

znamená, že v terme t nahrad́ıme každý výskyt premennej x za term s.

Pri substitúcii za viaceré premenné:

t (x1 ← s1, x2 ← s2, ...xn ← sn)

nahradzujeme tieto premenné postupne. Substitúciu budeme označovat’ ako θ.

Defińıcia 2.5. Unifikácia termov t a t′ znamená nájst’ takú substitúciu θ,

aby platilo:

tθ = t′θ

Hovoŕıme, že termy t a t′ sú unifikovatel’né, ak pre ne existuje takáto sub-

stitúcia.

Pri prepisovańı, na rozdiel od substitúcie, nahradzujeme celý podterm

a nahradzujeme len jeden jeho výskyt. Ak chceme preṕısat’ term t podl’a

pravidla l → r, tak muśı existovat’ podterm s termu t a substitúcia θ taká,

že:

lθ = s
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Inými slovami, ak chceme použit’ nejaké pravidlo, tak muśıme vediet’ dosadit’

za jeho premenné tak, aby jeho l’avá strana bola podtermom t.

Defińıcia 2.6. Reláciu krok odvodenia v prepisovacom systéme R (pomocou

pravidla l→ r) definujeme:

t→R t′ (t sa preṕı̌se, resp. redukuje na t′)

kde:

• s je podterm termu t,

• exituje substitúcia θ taká, že lθ = s a

• term t′ dostaneme nahradeńım podtermu s v terme t pomocou rθ.

Term s nazývame redex.

Defińıcia 2.7. Ireducibilný term t je taký, že neexistuje term t′, pre ktorý

by platilo:

t→R t′

Inak povedané je to taký term, ktorý v danom systéme nevieme preṕısat’

podl’a žiadneho pravidla. Takýto term sa nazýva normálnou formou.

2.3 Prepisovanie podl’a stratégíı

Pŕıklad 2.1. Uvažujme prepisovaćı systém R s nasledujúcou množinou pra-

vidiel

f (g (x))→ a

g (x)→ f (g (x))
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Prepisovanie v systéme R zač́ınajúce z termu f (g (x)) môže vyzerat’ na-

sledovne:

• f (g (x))→R a

• f (g (x))→R f (f (g (x)))→R f (f (f (g (x))))→R f (f (a))

• f (g (x))→R f (f (g (x)))→R f (f (f (g (x))))→R f (f (f (f (g (x))))) ...

V prvom pŕıpade sme použili prvé pravidlo a dostali sme term v normálnej

forme. V druhom pŕıpade sme najprv použili 2-krát druhé a potom raz prvé

pravidlo. V poslednom pŕıpade sme použ́ıvali len druhé pravidlo. Tu je vidiet’,

že prepisovanie je nedeterministické a vol’ba rôznych pravidiel môže viest’ k

rôznym výsledkom. Tiež vid́ıme, že použ́ıvanie niektorých pravidiel môže

viest’ k nekonečnému výpočtu.

Na kontrolu behu výpočtu sa preto zaviedli stratégie. Stratégie určujú, na

ktorých poźıciách sa majú termy redukovat’. Medzi najpouž́ıvaneǰsie stratégie

patŕı innermost stratégia, kedy sa snaž́ıme zredukovat’, čo najvnútorneǰsie

podtermy. Term redukujeme, až ked’ sa všetky jeho podtermy nedajú redu-

kovat’. Protipólom k innermost stratégii je stratégia outermost. Tu sa snaž́ıme

zredukovat’ najvonkaǰseǰśı term. Pokial’ sa redukovat’ nedá, skúšame reduko-

vat’ vnútorneǰsie termy.

Defińıcia 2.8. Innermost a outermost stratégia: Ked’ R je prepisovaćı systém

a pre každý term t ∈ T (F ,X ) plat́ı t →R t′ na poźıcii p. Potom definujeme

nasledovne prepisovanie pomocou stratégie
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• innermost: každá poźıcia p′, na ktorej sa mohol term t preṕısat’, nemá

prefix p.

• outermost: každá poźıcia p′, na ktorej sa mohol term t preṕısat’, nie je

prefixom p.

V predchádzajúcom pŕıpade nás použitie innermost stratégie (posledný

pŕıpad) priviedlo k nekonečnému výpočtu, zatial’ čo pri prepisovańı podl’a

outermost stratégie (prvý pŕıpad) skončilo hned’ po prvom kroku. Takže

skončenie pri jednej stratégii neznamená skončenie pri inej.

Pŕıklad 2.2. Zoberme prepisovaćı systém R2 s množinou pravidiel

f (0, 1, x)→ f (x, x, x)

g (x, y)→ x

g (x, y)→ y

Zač́ınajúc z termu f (g (0, 1) , g (0, 1) , g (0, 1)), si ukážeme prepisovanie podl’a

innermost (prepisujeme podčiarknutý redex):

f
(
g (0, 1), g (0, 1) , g (0, 1)

)
→R2

f
(
0, g (0, 1), g (0, 1)

)
→R2

f
(
0, 1, g (0, 1)

)
→R2

f (0, 1, 0)→R2

f (0, 0, 0)

a podl’a outermost:

f
(
g (0, 1), g (0, 1) , g (0, 1)

)
→R2

f
(
0, g (0, 1), g (0, 1)

)
→R2

f (0, 1, g (0, 1))→R2

f
(
g (0, 1), g (0, 1) , g (0, 1)

)
→R2

...
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Posledný riadok pri prepisovańı podl’a outermost je náš pôvodný term. Z

tohto teda vid́ıme, že aj prepisovanie podl’a outermost stratégie môže viest’

k nekonečným výpočtom, zatial’ čo pri innermost vedie k normálnej forme.

Pre nás teda bude zauj́ımavé zist’ovat’, či nejaký prepisovaćı systém skonč́ı

výpočet.
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Kapitola 3

Popis a riešenie problému

3.1 Problém zastavenia pre prepisovaćı systém

Defińıcia 3.1. Zastavenie prepisovacieho systému: Nech R je prepisovaćı

systém. Hovoŕıme, že R zastav́ı, ak pre každý term t, t ∈ T (F ,X ), neexistuje

nekonečný výpočet vzhl’adom na R.

My potrebujeme vediet’ rozhodnút’, či daný prepisovaćı systém zastav́ı.

Tento problém je však nerozhodnutel’ný [17] vo všeobecnosti. Existuje vel’a

pŕıstupov k jeho riešeniu. Väčšina z nich sa opiera o problém zastavenia na

algebre termov (defińıcia v [23]) pre prepisovanie bez stratégíı. Založené sú

na noetherovských usporiadaniach, či už syntaktických alebo sémantických,

ktoré sú indukované na základe pravidiel prepisovacieho systému [20, 18, 10,

4, 11, 7].

Iné metódy zase redukujú problém zastavenia prepisovacieho systému

na nejaký problém klesajúcej postupnosti na dobre usporiadanej množine.

Napŕıklad semantic labelling [25] alebo dependency pair method [3]. Pre

väčšinu pŕıstupov je kl’́učovým problémom nájdenie vhodného usporiadania.

Jeho nájdenie často zahŕňa vyriešenie množiny podmienok.

Pre programovacie jazyky s pravidlami, ako sú Maude [8], TOM [22] alebo
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ELAN [5], je programom prepisovaćı systém a vyhodnocovanie dotazov je

dosiahnuté pomocou prepisovania prvorádových termov. Preto je potrebné

špecifické dokazovanie zastavenia týchto programov, na základe osobitost́ı

stratégíı, použitých na vyhodnocovanie dotazu. Výsledkov pre automati-

zované dokazovanie pre prepisovacie systémy so stratégiami je len málo.

Známe sú metódy pre kontextové prepisovanie [21, 13, 1], ktoré zahŕňajú

čiastočne aj lokálne stratégie. Pre innermost stratégiu [2, 14, 12, 16]. Práve

metóda poṕısaná v [12] a [16] sa dá prispôsobit’ na dokazovanie pre outermost

stratégiu, lokálne stratégie a tiež na prioritné innermost prepisovanie [15].

Práve vd’aka tomu, že posledne menovaná metóda je prispôsobená na

použ́ıvanie pri viacerých typoch stratégíı, zdá sa byt’ vhodným kandidátom

na daľsie rozš́ırenie o definované stratégie[6]. Dôvodom je tiež, že metóda bola

prototypovaná priamo v jazyku ELAN, ktorý podporuje takýto typ stratégíı.

Viaceré pokusy o spojazdnenie frameworku s touto implementáciou neboli

úspešné. Framework využ́ıval pri svojom behu viacero pomocných modu-

lov. Ked’že framework samotný, ale ani niektoré z modulov, neboli podporo-

vané autormi, nepodarilo sa nám napriek snahe dosiahnut’ fungovanie celého

systému.

Ked’že metóda bola navrhnutá pre viacero strátegíı, rozhodli sme sa im-

plementovat’ ju v existujúcom prostred́ı jazyka Haskell. V rámci diplomovej

práce sme implementovali samotnú metódu a aj všetky moduly, ktoré boli

potrebné pre jej fungovanie.

Za zmienku ešte stoj́ı, že problém zatavenia pri prepisovańı pomocou

innermost stratégie je ekvivalentný štandardnému problému zastavenie pre

systém nepouž́ıvajúce stratégie [19]. A aj preto implementácia metódy pre

innermost nie je rovnako dôležitá ako metóda pre štandardné prepisovanie.
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3.2 Popis zvolenej metódy

3.2.1 Dokazovanie pomocou indukcie

V tejto sekcii najprv vysvetĺıme prinćıp zvolenej metódy, ktorá je podrobne

poṕısana v [12, 16].

Základnou myšlienkou je uvažovanie o probléme zastavenia pre termy,

namiesto celého prepisovacieho systému R. Ak máme prepisovaćı systém R

a stratégiu S. Hovoŕıme, že term t ∈ T (F) zastav́ı pri stratégii S alebo S-

zastav́ı práve vtedy, ak každé odvodenie zač́ınajúce z t je konečné. Zastavenie

prepisovacieho systému potom môžeme vyjadrit’ pomocou zastavenia termov:

prepisovaćı systém zastav́ı pri stratégii S práve vtedy, ak každý term t ∈
T (F) S-zastav́ı.

Pri dôkazoch budeme použ́ıvat’ indukciu vzhl’adom na termy pri nejakom

noetherovskom usporiadańı �. Pri dôkaze tiež použijeme stromy odvodenia.

Ak pre term t existuje v každom dovodeńı (podl’a stratégie S) term t′ taký,

že t � t′, tak t S-zastav́ı. Na takomto terme t′ môžeme použit’ indukčný pred-

poklad, čo znamená t′ S-zastav́ı a teda term t tiež. Tieto stromy odvodenia

však budeme kvôli dôkazom schematizovat’ do dôkazových stromov.

Defińıcia 3.2. Dôkazový strom je n−árny strom, ktorého vrcholy sú troj-

ice. Prvou zložkou je term. Tento term budeme nazývat’ aktuálnym termom.

Ďaľsie dve zložky sú dva typy podmienok. Prvé nazývame podmienky pre abs-

trahovanie a druhé podmienky pre usporiadanie. Aktuálny term reprezentuje

všetky základné inštancie, ktoré sú s ńım unifikovatel’né. Takisto tento term

muśı spĺňat’ obidva druhy podmienok.

Pri konštruovańı stromu budeme postupovat’ nasledovne. Za koreň si

zvoĺıme term t, ktorý je inštanciou termu g (x1, x2, ..., xn), pre nejaký funkčný

symbol g ∈ F . Synov vrcholu budeme vytvárat’ dvoma operáciami, ab-

strahovanie a zužovanie. Abstrahovanie slúži na normalizáciu podtermov
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aktuálneho termu. Zužovanie schematizuje všetky možnosti prepisovacieho

kroku. Pri oboch operáciách budeme využ́ıvat’ usporiadanie �. Toto usporia-

danie muśı byt’ rovnaké pre celý dôkazový strom. Pre rôzne stromy si však

môžeme zvolit’ rôzne usporiadanie. Na základe týchto operácíı sa tiež budú

vytvárat’ obidva typy podmienok. Podmienky nie sú nové pre každý vrchol,

ale postupne sa hromadia počas výpočtu.

Pri dokazovańı, že prepisovaćı systém zastav́ı, budeme vytvárat’ takéto

stromy. Za dôkaz budeme považovat’ množinu dôkazových stromov takých,

že:

• pre každý funkčný symbol f palt́ı, existuje dôkazový strom s koreňom

f (x1, ..., xn),

• všetky strom majú len konečné vetvy.

3.2.2 Použité operácie a podmienky

Podmienky pre usporiadanie

Usporiadanie �, ktoré sa využ́ıva pri indukčnom kroku, muśı byt’ definované

na T (F ,X ). To znamená, že muśıme vediet’ porovnat’ každú dvojicu termov.

Navyše toto usporiadanie muśı sṕlňat’: t � t′ =⇒ θt � θt′ pre každú

substitúciu θ. Usporiadanie, ktoré sṕlňa sṕlňa túto implikáciu, nazývame

stabilným na substitúciu.

Defińıcia 3.3. Podmienka pre usporiadanie je zoznam dvoj́ıc termov. Každú

dvojicu t, t′ zo zoznamu označ́ıme ako t > t′. Podmienka pre usporiadanie

je splnitel’ná, ak existuje usporiadanie � také, že pre každú dvojicu termov

t > t′ plat́ı θt � θt′ pre každú inštanciáciu θ.

Vo všeobecnosti je splnitel’nost’ podmienky pre usporiadanie C v takejto

forme nerozhodnutel’ný problém. Ďaľsia podmienka, že usporiadanie muśı
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byt’ stabilné na substitúciu, je pre rozhodnutel’nost’ problému postačujúca.

Najznámeǰsie pŕıklady usporiadańı, ktoré sú stabilné na substitúciu, sú LPO

(Lexicographical Path Ordering) [18] a RPO (Recursive Path Ordering) [10].

Ked’že tieto dve usporiadania pokrývajú vel’ké množstvo pŕıpadov, pri hl’adańı

riešenia pre C je mnohokrát jednoduchšie a efekt́ıvneǰsie skúsit’, či je niektoré

z nich vhodným riešeńım.

Abstrahovanie

Abstrahovanie termu t na poźıcii j, kde o podterme t|j predpokladáme, že má

normálnu formu t|j ↓, znamená nahradenie termu t|j novou abstrahovanou

premennou Xj. Abstrahovaná premenná Xj zastupuje normálnu formu termu

t|j.

Defińıcia 3.4. Abstrahovanie: term t[t|j]j∈{p1,...,pk} abstrahujeme na term u

na poźıciách {p1, ..., pk} práve vtedy, ked’ u = t[Xj]j∈{p1,...pk} a Xj sú nové

abstrahované premenné.

Pri vykonávańı abstrahovania na poźıcii j pridávame medzi podmienky

rovnost’ t|j ↓= Xj. Poźıciu pre abstrahovanie vždy vyberáme tak, aby abs-

trahovanie pokrylo čo najväčš́ı podterm. Na tento podterm muśı byt’ apli-

kovatel’ný indukčný predpoklad. Do podmienok pre usporiadanie pridávame

podmienku t > t|j.

Zužovanie (Narrowing)

Zužovanie slúži na simuláciu prepisovacieho kroku na aktuálnom terme. Každý

aktuálny term zužujeme na všetkých poźıciách, kde môžeme použit’ nejaké

prepisovacie pravidlo.

Predstavme si situáciu, ked’ aktuálny term t je tvaru f (X1), kde X1 je

abstrahovaná premenná, a prepisovaćı systém obsahuje pravidlo f (g (x))→
g (x). Pri klasickom prepisovańı by sme toto pravidlo použit’ nemohli. Lenže
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v tomto pŕıpade abstrahovaná premenná X1 predstavuje normálnu formu

nejakého termu. O X1 teda môžeme v jednej vetve dôkazu predpokladat’,

že má tvar g (X2), kde X2 je nová abstrahovaná premenná, a term t teda

preṕısat’ na g (X2).

Zoberme si nejakú substitúciu σ = (x1 ← t1, ..., xn ← tn). Takúto sub-

stitúciu môžeme tiež chápat’ ako konečnú množinu rovnost́ı a budeme ju

zapisovat’ ako x1 = t1 ∧ ... ∧ xn = tn, kde ”=”je syntaktická rovnost’.

Negáciou σ substitúcie σ budeme nazývat’ formulu
∨

i (xi 6= ti). Ohraničenou

substitúciou σ budeme nazývat’ formulu σ0 ∧
∧

j

∨
ij

(
xij 6= tij

)
, kde σ je sub-

stitúcia.

Defińıcia 3.5. Lepšia poźıcia: o poźıcii p′ hovoŕıme že je lepšia ako poźıcia

p pri prepisovańı podl’a stratégie innermost, ak p je (nevlastným) prefixom

p′.

Defińıcia 3.6. Innermost-zužovanie: term t ∈ T (F ,X ) sa innermost-zužuje

do termu t′ na poźıcii p (t|p nemôže byt’ premenná) podl’a pravidla l → r

s ohraničenou substitúciou σ = σ0 ∧
∧

j∈{1,...,k} σj práve vtedy, ak

σ0 (l) = σ0 (t|p) a t′ = σ0 (t[r]p)

Kde σ0 je najvšeobecneǰśı unifikátor t|p a l. σj je najvšeobecneǰśı unifikátor

σ0

(
t|′p
)

a l’avej strany nejakého pravidla z prepisovacieho systému, kde p′ je

lepšia poźıcia ako p.

Dôvod, prečo neprepisujeme premenné, je ten, že sú to abstrahované pre-

menné. Tým pádom predstavujú normálnu formu.

Pŕıklad 3.1. Uvažujme prepisovaćı systém R s pravidlami:

r1 : f (x, h (g (y, y)))→ x

r2 : g (h (x) , y)→ h (y)
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a aktuálny term f (g (X1, X2) , h (X3)) Skúsme tento term innermost-zúžit’

podl’a pravidla r1 na poźıcii ε (v hlave termu):

aby sme to mohli urobit’, tak premenná X3 muśı mat’ tvar g (X4, X4). Teda

najvšeobecneǰśım unifikátorom bude σ0 = (X3 = g (X4, X4)).

Teraz podl’a defińıcie nájdeme lepšie poźıcie. Jedinou možnost’ou je použitie

pravidla r2 pre term g (X1, X2) s naǰseobecneǰśım unifikátorom σ1 = (X1 = h (X5)).

Negáciou dostaneme σ1 = (X1 6= h (X5)).

Čǐze našim novým aktuálnym termom je g (X4, X4). Navyše dostaneme pod-

mienku: X1 6= h (X5).

Dôvod, prečo sme dostali túto podmienku, je to, že ak by term X1 mal

normálnu formu h (X5), tak by sme museli prepisovat’ vnútorneǰśı term a

nemohli by sme použit’ prvé pravidlo. Ak sme pred zužovańım mali pod-

mienky pre abstrahovanie A, tak po tomto zúžeńı dostaneme podmienku

A ∧ (X1 6= h (X5)).

Zužovanie rob́ıme na všetkých poźıciách, na ktorých sa dá aktuálny term

redukovat’, čo spôsobuje vetvenie stromu.

Podmienky pre abstrahovanie

Defińıcia 3.7. Podmienky pre abstrahovanie (ACF - abstraction constraint

formula) je formula tvaru
∧

i (ti = t′i) ∧
∧

k

∨
lk (xlk 6= ulk), kde xlk ∈ X a

ti, t
′
i, ulk ∈ T (F ,X ).

Treba poznamenat’, že ak máme ohraničenú substitúciu σ = σ0 ∧
∧

j σj,

tak môžeme aplikovat’ substitúciu σ0 na aktuálny term, na všetky podmienky

vo vrchole a tiež na pomienky
∧

j σj. Následne môžeme túto substitúciu z

formuly vynechat’, a tým zredukujeme počet členov v podmienkach pre abs-

trahovanie. Vd’aka tomuto kroku bude d’aľsie upravovanie podmienok ovel’a

jednoduchšie.
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Defińıcia 3.8. Splnitel’nost’ podmienok pre abstrahovanie: formula
∧

i (ti ↓= t′i)∧∧
k

∨
lk (xlk 6= ulk) je splnitel’ná práve vtedy, ked’ existuje inštanciácia θ taká,

že
∧

i (θti ↓= θt′i)∧
∧

k

∨
lk (θxlk 6= θulk). Túto inštanciáciu nazývame riešeńım

formuly.

Ak v nejakom vrchole zist́ıme, že podmienky pre abstrahovanie sú nespl-

nitel’né, možeme pre tento vrchol zastavit’ výpočet. Keby boli nesplnitel’né,

tak žiadna inštanciácia aktuálneho termu nie je riešeńım podmienok. Potom

ale množina, ktorú aktuálny term reprezentuje, je prázdna.

Pŕıklad 3.2. Zoberme aktuálny term a prepisovaćı systém R z predchádzajúceho

pŕıkladu. Zostroj́ıme prepisovaćı systém R′ tak, že k systému R pridáme pra-

vidlo r3 : h (x) → x. V takomto systéme R′ skúsme použit’ pravidlo r1 na

poźıcii ε, tak ako v predchádzajúcom pŕıklade. Dostali by sme dve lepšie

poźıcie, a teda ešte jednu zložku k ohraničenej substitúcii: σ2 = >. Celá

ohraničená substitúcia má tvar σ = σ0 ∧ σ1 ∧ σ1 = σ0 ∧ σ1 ∧ ⊥ = ⊥. Tá je

automaticky nesplnitl’ná.

To znamená, že v aktuálnom terme nemôžeme použit’ pravidlo r1 na poźıcii ε.

Disunifikácia[9] rieši čast’ podmienok s nerovnost’ami. Ich riešenie je vo

všeobecnosti nerozhodnutel’né, ale dodatočné podmienky na normálne formy

rozširujú pŕıpady, kedy je disunifikácia rozhodnutel’ná. Tieto pŕıpady sme

poṕısali v sekcii 6.1.4. Samotná disunifikácia je poṕısaná v sekcii 6.1.5.

3.2.3 Popis procedúry

V našom dôkazovom strome budú vrcholmi trojice: aktuálny term, pod-

mienky pre abstrahovanie, podmienky pre usporiadanie. Začneme z koreňa

(T = g (x1, ..., xn), A = >, C = >). Potom spust́ıme iterat́ıvne kroky v

nasledujúcom porad́ı:

• abstrahovanie: najprv abstrahujeme term na poźıciách {p1, ..., pk}. Do

podmienok pre usporiadanie C pridáme t > t|i pre tie termy, pre

19



ktoré neplat́ı ani jedna z dodatočných podmienok pre zastavenie z

predchádzajúcej sekcie. Do podmienok pre abstrahovanieA zase pridávame

podmienky t|i ↓= Xi.

• zužovanie: tu preṕı̌seme term na všetkých možných poźıciách (kým sa

neporuš́ı splnitel’nost’ podmienok A). Tým sa strom rozvetv́ı na tol’ko

vrcholov, kol’ko je možných preṕısańı.

• ukončenie vetvy: dôkaz skonč́ıme, ak aktuálny term sṕlňa jedno z pod-

mienok pre zastavenie.

Pri výpočte muśı platit’, že podmienky A sú stále splnitel’né.
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Kapitola 4

Návrh a analýza riešenia

4.1 Vol’ba jazyka a prostredia

4.1.1 Jazyk

Pri pôvodnej myšlienke rozš́ırenia metódy sme chceli pokračovat’ vo vývoji

v jazyku ELAN. Na beh implementácie bolo potrebné nainštalovat’ komilátor

tohoto jazyka. Kompilátor však nebol kompatibilný s aktuálnym operačným

systémom, využ́ıval staré systémové premenné. Pri problémoch sme skúšali

hl’adat’ podporu u autorov, ale ani to nepomohlo tieto problémy odstránit’.

Rozhodli sme sa nájst’ iný vhodný jazyk, ktorý je všeobecne použ́ıvaný. Zvolili

sme si programovaćı jazyk Haskell [24].

Haskell je najznámeǰśı funkcionálny programovaćı jazyk. Práve tento fakt

bol jedným z hlavných dôvodov jeho výberu. Haskell má oproti klasickým

imperat́ıvny jazykom ako sú Java, C, C++ alebo C# niekol’ko výhod:

• Haskell je silne typový jazyk. To znamená, že všetko má svoj typ. Takže

nemôžeme zle pretypovávat’ objekty a tým pŕıst’ k výnimke,

• všetko, čo sa deje pri výpočte vo funkcionálnych jazykoch, je volanie
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funkcíı. Všetky priradenia a procedúry sú robené pomocou volania fun-

kcíı,

• v jazyku Haskell sa nedajú použ́ıvat’ globálne premenné. To znamená,

že všetko, čo ovplyvňuje výsledok funkcie, muśı pŕıst’ na vstup ako

argument. To znamená, že pri volańı funkcie s rovnakým vstupom do-

staneme stále rovnaký výstup,

• ked’že nemáme globálne premenné, použ́ıvame techniku monád. Na-

miesto týchto premenných pracujeme so špeciálnymi stavovými monádami,

• predošlé vlastnosti spolu tvoria tzv. refernčnú transparentnost’. To zna-

mená, že nemôžu nastat’ vedl’aǰsie efekty (side efects). Napŕıklad, ak

poč́ıtame s nejakou premennou, tá ma po volańı funkcie rovnakú hod-

notu ako pred jej volańım. Nemôže sa stat’, že počas behu ju nejaká iná

funkcia zmenila,

• Haskell poskytuje nástroje pre prácu so zoznamami. Pri imperat́ıvnych

jazykoch muśıme pri prechádzańı zoznamov použit’ iteátor. Pre Haskell

existujú vstavané konštrukcie, ktoré mapujú funkcie na prvky zoznamu,

• kód vo funkcionálnom jazyku je vo všeobecnosti omnoho kratš́ı a úsporneǰśı

ako v impeprat́ıvnych. Tým sa nielen zmenšuje vel’kost’ kódu ale aj sa

zvyšuje jeho čiatel’nost’,

• špecifikom jazyka Haskell je tiež takzvané lenivé vyhodnocovanie. To

znamená, že funkcie sa vyhodnocujú, len ak sú pre výsledok potrebné.

4.1.2 Prostredie

Nevýhodou jazyka ELAN bolo, že bol implementovaný len pre operačný systém

Linux. My sme chceli poskytnút’ platformovú nezávislost’. Ked’že existuje
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interpreter jazyka Haskell aj v operačnom systém Linux aj vo Windows, túto

podmienku sme naplnili. Pri našej implementácii sme mali možnost’ vol’by

medzi nimi. Vybrali sme si operačný systém Linux a distribúcii GENTOO.

4.2 Návrh dátovej štruktúry

Pri návrhu dátových štruktúr sme postupovali hierarchicky, t.j. zdola nahor.

To znamená, že sme začali definovat’ typy od najnižšej vrstvy a postupovali

k zložiteǰśım.

Na najnižšej vrstve typovej hierarchie sa nachádza premenná. Typ pre-

mennej potrebujeme ako osobitný typ najmä kvôli hl’adaniu substitúcie pri

prepisovańı a pri unifikácii termu s pravidlami. Namiesto stáleho premenova-

nia premenných pri unifikácii, budeme rozlǐsovat’ premenné systému. Ďaľśım

odlǐsným typom premennej je abstrahovaná premenná. Ked’že implementu-

jeme innermost stratégiu, nepotrebujeme obyčajné premenné, lebo ich hned’

v prvom kroku všetky abstrahujujeme. Defińıcia typu premennej vyzerá na-

sledovne:

data Var = ABS String |

RW String

Teraz môžeme zadefinovat’ term. Podl’a defińıcie 2.1, term je bud’ premenná

alebo funkcia vytvorená nad termami:

data Term = VAR Var |

FUNC String [Term]

Na defińıciu vrcholu stromu ešte potrebujeme zadefinovat’ podmienky pre ab-

strahovanie a podmienky pre usporiadanie. Začneme podmienkami pre abs-

trahovanie.

• Triviálnym pŕıpadom je, ked’ je celá podmienka pravdivá > alebo ne-

pravdivá ⊥.
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• V podmienke sa môže vyskytovat’ rovnost’ vzhl’adom na normálnu formu:

t1 ↓= t2, o ktorej hovoŕı tret́ı riadok tejto defińıcie.

• V d’aľsom riadku je poṕısaná nerovnost’ dvoch termov. Aj ked’ podl’a

defińıcie 3.7 by sa na l’avej strane nerovnosti mala vyskytovat’ iba pre-

menná, my pripúšt’ame nerovnost’ dvoch l’ubovol’ných termov. Toto

zovšeobecnenie sme urobili kvôli tomu, že pri úpravách podmienok sa

na l’avej strane môže dočasne vyskytnút’ aj term. Vo vrcholoch je však

normálna forma v súlade s defińıciou 3.7.

• Konjunkciu a disjunkciu podmienok sme urobili na zoznamoch podmie-

nok, kvôli lepšiemu narábaniu s nimi.

data Acond = TRUE |

FALSE |

EQNF Term Term |

NEQ Term Term |

AND [Acond] |

OR [Acond]

Pŕıklad 4.1. Pre lepšiu ilustráciu uvedieme pŕıklad. Uvažujme podmienku

g (X2) ∧ ((X1 6= f (X2, X3, X4)) ∨ (X5 6= g (X2)))

jej vnútorná reprezentácia vyzrá nasledovne:

AND [EQNF (FUNC "g" [VAR (ABS "X2")]) (VAR (ABS "X1")),

OR [NEQ (VAR (ABS "X1"))

(FUNC "f" [VAR (ABS "X2"),VAR (ABS "X3"),VAR (ABS "X4")]),

NEQ (VAR (ABS "X5"))

(FUNC "g" [VAR (ABS "X2")])

]

]

24



Podmienky pre usporiadanie sú jednoduchšie. Ked’že máme stále len jeden

term, s ktorým porovnávame, tak podmienka bude vyzerat’ ako dvojica, kde

prvý prvok je náš term, a druhý zoznam prvkov, od ktorých je väčśı. Prázdny

zoznam bude reprezentovat’ podmienku >:

type Ccond = (Term, [Term])

Uzol stromu bude trojica: term, podmienky pre abstrahovanie a podmienky

pre usporiadanie:

type Node = (Term, Acond, Ccond)

Dôkazový strom bude rekurźıvna defińıcia pozostávajúca z vrcholu a zo zo-

namu synov:

data Tree = TREE Node [Tree]

Pri výpočte potrebujeme rostredie, simulujúce globálne premenné. V prevej

verzii sme použili poč́ıtadlo, usporiadanie, podl’a ktorého rob́ıme indukciu, a

prepisovaćı systém. Pre výpočet niekedy potrebujeme nové premenné. Aby

sme ich odĺı̌sili, č́ıslujeme ich, a k tomu slúži poč́ıtadlo. Usporiadanie je pre

celý výpočet rovnaké, ale pre rôzne prepisovacie môže byt’ rôzne. Preto ho

posielame ako argument:

type Env = (Int, Ordering0, Rw_system)

Z d’aľśıch defińıcíı typov ešte spomenieme defińıciu usporiadania. Haskell

má v sebe zabudovanú podporu pre lambda kalkul. Vd’aka tejto vlastnosti

je možné vytvárat’ anonymné funkcie, to znamená lokálne definované funkcie

bez mena. Tie potom možno d’alej posielat’ ako parametre. Preto argumen-

tami môžu byt’ aj funkcie. Pri defińıcii teda definujeme vstupy a výstupy

funkcie. Usporiadanie bude mat’ ako vstupy dva termy, ktoré chceme po-

rovnat’. Ked’že základné usporiadania, ktoré sme použili, využ́ıvajú na po-

rovnanie termov čiatočné usporiadanie na funkčných symboloch, tak d’aľśım

argumentom je množina (zoznam) prefernecíı. Množina preferencíı muśı byt’

dobré usporiadanie na funkčných symboloch, t.j. neexistuje nekonečná kle-

sajúca postupnost’. Výsledným typom pre porovnanie je True alebo False:

type Ordering0 = Term -> Term -> [(String, String)] -> Bool
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Ešte poznamenáme, že Haskell pozná dva druhy typov:

• type je definovanie výsledného typu ako synonymum už existujúcich

typov. Takýmto štýlom sme zadefinovali vrchol stromu ale aj usporia-

danie.

• data slúži na zložiteǰsie defińıcie. Pri defińıcii premennej nám poslúžil

ako identifikátor, o akú premennú ide. Pri defińıcii termu nám zas

umožnil rekurźıvnu defińıciu. Všeobecne nám slúži na definovanie rôznych

typov do jedného celku. Pri rozoberańı pŕıpadov potom v hlavách fun-

kcíı použ́ıvame porovnanie vzorov (pattern matching).
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Kapitola 5

Implementácia

5.1 Popis pomocných funkcíı

V nasledujúcej sekcii poṕı̌seme pomocné funkcie potrebné na beh celej metódy.

Uvedené funkcie sú všeobecné a využ́ıvajú sa v rôznych častiach programu.

Pri implementácii sme postupovali spravidla zdola nahor, podobne ako pri

defińıciách.

Substitúcia

Substitúciu aplikujeme podl’a nasledovného algoritmu: nech máme substitúciu

σ = (x1 ← s1, x2 ← s2, ..., xn ← sn), potom

• xσ = t1 (x2 → s2, ..., xn → sn), ak x = x1,

• xσ = x (x2 → s2, ..., xn → sn), ak x 6= x1,

• (f (t1, ..., tn))σ = f (t1σ, ..., tnσ).
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Unifikácia

K unifikácii budeme potrebovat’ funkciu occur check. Táto funkcia je pravdivá

pre premennú x a term t, ak sa x nachádza v t.

Unifikáciu sme v implementácii vyriešili podl’a naivného algoritmu. Na

začiatku si zo vstupných termov vytvoŕıme zoznam dvoj́ıc. Výsledkom fun-

kcie unify na zozname ((t1, t2) : ts) bude substitúcia:

• (t1 ← t2) ◦ (unify ts (t1 ← t2))

ak t1 ∈ X a neplat́ı occur check pre t1 a t2,

• (t2 ← t1) ◦ (unify ts (t2 ← t1))

ak t2 ∈ X a neplat́ı occur check pre t2 a t1,

• unify ([(s1, s
′
1), ..., (sm, s

′
m)]⊕ ts)

ak t1 = f (s1, ..., sm) a t2 = f (s′1, ..., s
′
m),

• v ostatných pŕıpadoch termy nie sú unifikovatel’né.

Použitie funkcie occur check je dôležité. Ak by sme netestovali výskyt pre-

mennej v terme, algoritmus by mohol chybne o niektorých termoch prehlásit’,

že sú unifikovatel’né. Napŕıklad, unifikujme termy: f (X,X) a f (X, g (X)) bez

použitia occur check. Dostaneme substitúciu X ← g (X). Po dosadeńı dosta-

neme z prvého termu f (g (X) , g (X)) a z druhého f (g (X) , g (g (X))). Tieto

sa nerovnajú a teda máme zlú substitúciu, t.j. substitúcia nie je unifikátorom.

Zist’ovanie poźıcíı pre zužovanie

Zist’ovanie poźıcíı pre term t znamená postupné prechádzanie termu. V každom

podterme s, ktorý nie je premenná, zist’ujeme, či je s unifikovatel’ný s niekto-

rou l’avou stranou pravidla. Ak áno, medzi poźıcie pridáme poźıciu s v terme

t. Premenné sme vylúčili preto, lebo abstrahované premenné reprezentujú

normálnu formu, a teda ich nemôžeme preṕısat’.
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5.2 Hlavné časti programu

5.2.1 Abstrahovanie

Abstrahovanie je funkcia, ktorá dostane na vstup vrchol stromu a prostredie

a vráti nový (pravdepodobne) zmenený vrchol a aktualizované prostredie.

Aktualizácia spoč́ıva v zmene poč́ıtadla, bude vyššie o tol’ko, kol’ko nových

premenných sa nachádza v terme a podmienkach. Predtým, ako poṕı̌seme

abstrahovanie, potrebujeme ešte dve pomocné funkcie. Prvá je spojená s

termináciou a je poṕısaná d’alej v 6.1.2. Druhou funkciou je funkcia, ktorá

zist’uje splnitel’nost’ podmienok pre usporiadanie. Táto funkcia dostane na

vstup term t, zoznam termov ts a usporiadanie � na ich porovnanie. Zist’uje,

či pre každý prvok s zo zoznamu ts plat́ı:

t � s.

Takto definovaná funkcia je v súlade s naš́ım predpokladom, že ak je zoznam

ts prázdny, tak reprezentuje splnenú podmienku >. Druhým ciel’om je tiež

abstrahovat’ splnitel’nost’ podmienok od konkrétneho usporiadania. Preto je

usporiadanie vstupným parameterom.

Teraz sa môžeme vrátit’ k funkcii pre abstrahovanie. Ako sme už povedali,

nahrádza podtermy abstrahovanými premennými. Pre podtermy, ktoré abs-

trahujeme plat́ı, že výpočet pre ne zastav́ı. Funkcia rozoberá viac pŕıpadov:

• vstupný term je premenná. V tomto pŕıpade nemeńıme uzol ani pro-

stredie. Ked’že implementujeme innermost stratégiu, tak iné ako abs-

trahované premenné a premenné prepisovacieho systému nepouž́ıvame.

Samozrejme, premenné systému nevstupujú do výpočtu. Inak by cel-

kom stratili zmysel, lebo sme chceli mat’ rôzne premenné v termoch a v

pravidlách. To znamná, že vstupná premenná muśı byt’ abstrahovanou

premennou. A táto už je v normálnej forme.
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• ak pre term t plat́ı podmienka terminácie. Táto podmienka sa vyhod-

not́ı na základe funkcie podrobne poṕısanej v 6.1.2. Ak je splnená, pre

daný term výpočet skonč́ı a môžeme ho abstrahovat’ do premennej Xi.

Vtedy pridáme do podmienok pre abstrakciu t ↓= Xi. Taktiež zvýšime

poč́ıtadlo o jedna.

• ak nie je splnená podmienka pre termináciu, ale je splnená podmienka

na usporiadanie. Toto vyhodnot́ıme na základe hore poṕısanej pomoc-

nej funkcie tak, že k zoznamu pridáme term zo vstupu. Do výsledku

pôjde podmienka ako v predošlom pŕıpade. Navyše vstupný term pridáme

do zoznamu podmienok pre usporiadnaie.

• ak nenastal niektorý z predchádzajúcich pŕıpadov, tak abstrahujeme

vnútorné termy. Treba dát’ pozor, aby argumenty funkcie boli abstraho-

vané postupne, pretože potrebujeme aktualizovat’ prostredie a poč́ıtadlo.

Ak by sme to nerobili, mohlo by nastat’, že máme viac podmienok typu

t1 ↓= Xi ∧ t2 ↓= Xi, č́ım by sme stotožnili normálne formy niektorých

termov.

5.2.2 Zužovanie

Zužovanie je zložiteǰsie ako abstrahovanie. Potrebujeme viac pomocných fun-

kcíı. Medzi pomocnými funkcimi máme funkciu na hl’adanie všetkých poźıcíı

pre zužovanie. Pri zužovańı na konkrétnej poźıcii tiež potrebujeme zistit’ aj

možnost’ preṕısania na lepš́ıch poźıciách. Pri ich hl’adańı predpokladáme, že

zužovanie rob́ıme v hlave termu. Ked’že pre innermost stratégiu je poźıcia p′

lepšia ako poźıcia p, ak p je prefixom p′. Takže zo všetkých poźıcíı vylúčime

len poźıciu ε.

Na vytváranie podmienok potrebných pre zužovanie použ́ıvame funkciu,

ktorá na vstupe dostane term t a dvojicu (poźıcia p, pravidlo r). Znamená to,
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že v terme tmôžeme na poźıcii p použit’ pravidlo r. Pri hl’adańı podmienok po-

trebujeme zistit’ substitúciu potrebnú pre zužovanie. Podl’a danej poźıcie ro-

zoberieme term. Unifikáciou s l’avou stranou pravidla a následnou reštrikciou

premenných na premenné termu źıskame hl’adanú substitúciu. Následne túto

substitúciu už len transformujeme na podmienky.

Ked’ vieme vytvárat’ podmienky zo substitúcie a hl’adat’ lepšie poźıcie, vy-

tvoŕıme funkciu, ktorá pre dané pravidlo a poźıciu vytvoŕı podmienky pre ab-

strahovanie. Inak povedané vytvoŕıme ohraničenú substitúciu pre daný vrchol

a poźıciu. Funkcia najskôr pre vstupný term zist́ı všetky lepšie poźıcie. Pomo-

cou predchádzajúcej funkcie vytvoŕıme pre každú takúto poźıciu podmienky

pre použitie a následne ich znegujeme. Ich konjunkciou źıskame hl’adané pod-

mienky. Ak by sme pri skúmańı niektorej lepšej poźıcie zistili, že existuje pra-

vidlo, ktoré je stále použitel’né na danej poźıcii, tak výslednou podmienkou

pre ňu by (pred negáciou) bolo TRUE. To by znamenalo, že celá ohraničená

substitúcia je FALSE, teda tento term nemôžeme prepisovat’ v hlave, vid’

pŕıklad 3.2.

Dôležitým prvkom pri prepisovańı je premenovanie premenných. Zoberme

si pŕıklad, ked’ chceme zúžit’ term f (X1, X2) podl’a pravidla f (g (u) , v)→ v,

kde X1, X2 sú abstrahované premenné a u, v sú premenné prepisovacieho

systému. Výsledkom unifikácie je substitúcia, ktorú ked’ zúžime na premenné

termu, tak dostaneme: X1 ← g (u). Takýmto spôsobom sa nám do termu

môže dostat’ premenná prepisovacieho systému. Tieto premenné muśıme pre-

menovat’. Postupným prechádzańım substitúcie budeme nahradzovat’ každú

premennú prepisovacieho systému za novú abstrahovanú premennú. Tieto

abstrahované premenné č́ıslujeme podl’a stavu poč́ıtadla. Dôležité je však na-

hradit’ rovnaké premenné prepisovacieho systému rovnakými abstrahovanými

premennými. Technicky, každé premenovanie berieme ako substitúciu u← Xi

a skladáme ju s pôvodnou substitúciou. Dôvodom je, že premenné sa už mohli

ocitnút’ v terme alebo v podmienkach.
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Poslednou funkciou pred zužovańım je funkcia pre vytvorenie vrcholu

stromu. Ked’ pre nejaký vrchol nd@ (t, a, c) poznáme poźıciu a pravidlo,

podl’a ktorých ho zužujeme, táto funkcia vytvára nový vrchol, ktorý bude

v dôkazovom strome synom vrchola nd. Najprv zist́ıme ohraničenú sub-

stitúciu (s, a1) pre danú poźıciu. Źıskané podmienky dáme do konjunkcie

s už existujúcimi podmienkami pre abstrahovanie. Potom môžeme na danej

poźıcii preṕısat’ term t na nový term t′. Nakoniec pre vrchol (t′, a ∧ a1, c) a

substitúciu s použijeme premenovanie premenných, č́ım uprav́ıme vrchol do

konečného tvaru.

Samotné zužovanie je už len jednoduchým zložeńım predošlých funkcíı.

Pre term v danom vrchole nd si vytvoŕıme zoznam všetkých poźıcíı. Potom si

pomocou predchádzajúcej funkcie vytvoŕıme pre každú poźıciu nový vrchol.

Tieto vrcholy predstavujú synov vrchola nd. V závere ešte muśıme vylúčit’

zo zoznamu synov všetky tie vrcholy, ktorých podmienky pre abstrahovanie

sú FALSE.

5.2.3 Beh dôkazu

Pri dokazovańı zastavenia pre jeden funkčný symbol si najskôr vytvoŕıme

počiatočný vrchol (f (x1, ..., xn) ,>,>). Na jednotlivých vrcholoch opaku-

jeme proces, ktorý je nasledovný: najskôr použijeme funkcie abstrahovania

a zužovania. Po každom zúžeńı skúšame, či podmienky pre abstrahovanie sú

konzistentné. Ak nie, vetva dôkazu konč́ı. Ak áno, skúsime zistit’, či výpočet

na aktuálnom terme konč́ı pomocou podmienok poṕısaných v časti 6.1.2. Ak

term nie je terminujúcim, iterujeme celý proces. Ak proces zastav́ı, a teda

všetky vetvy budú konečné, zastav́ı aj výpočet pre prepisovaćı systém, ktorý

skúmame.

Pre prepisovaćı systém poṕısaný proces vykonávame pre každý funkčný

symbol, ktorý sa nachádza v hlave aspoň jedného pravidla. Vid́ıme, že ak
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Obr. 5.1: Dôkazový strom pre funkciu f

sa symbol f nenachádza v hlave žiadneho pravidla, tak výpočet na terme

f (s1, ..., sn) zastav́ı práve vtedy, ked’ sa zastav́ı na všetkých jeho podtermoch.

Pŕıklad 5.1. Pre ilustráciu uvedieme pŕıklad. Uvažujme prepisovaćı systém:

r1 : f (h (u) , v)→ h (f (u, v))

r2 : f (a, u)→ u

r3 : g (u, b)→ g (f (u, a) , a)

r4 : g (u, a)→ b

a nech máme čiastočné usporiadanie funkčných symbolov: f > h. Na výpočet

použijeme usporiadanie RPO. Predpokladáme, že výpočet skonč́ı pre konštanty

a, b a tiež pre funkciu h, lebo nie je v hlave žiadnej l’avej strany pravidla.

Dôkaz začneme s funkciou f a dôkazový strom pre ňu zachytáva obrázok

5.1. Zač́ıname z uzla f (x1, x2). V prvom kroku abstrahujeme obidve pre-

menné, ked’že premenné x1 a x2 sú menšie ako pôvodný term v usporia-

dańı RPO. Preto sa nám zmenia obidva typy podmienok. V druhom kroku

vypoč́ıtame použitel’né pravidlá. Zist́ıme, že sú dobre usporiadané a môžeme

skončit’.

Pre funkciu g (obrázok 5.2) je prvý krok rovnaký. V druhom kroku

môžeme zužovat’ podl’a dvoch pravidiel. V jednej vetve predpokladáme, že
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Obr. 5.2: Dôkazový strom pre funkciu g
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X2 má tvar b. Term b je základný term v normálnej forme a preto tu výpočet

skonč́ı. V druhej vetve sme uvažovali, že X2 má tvar a a aktuálny term sa

preṕısal na term g (f (X1, a) , a). O takomto terme zatial’ nevieme povedat’, že

je v normálnom tvare, preto ideme proces opakovat’. Najväčš́ı podterm, ktorý

vieme abstrahovat’, je f (X1, a), lebo jeho použitel’né pravidlá sú usporiadané

v RPO. Tento podterm sme abstrahovali do premennej X3 a do podmienok

pre abstrahovanie pribudla podmienka f (X1, a) ↓= X3. V d’aľsom kroku

nový aktuálny term zúžime do termu b, ktorý je v normálnej forme. Výpočet

teda skonč́ı.

Pŕıklad 5.2. V tomto pŕıklade máme prepisovaćı systém, ktorý vytvára re-

verz zoznamu:

r1 : rev1 (0, nil)→ 0

r2 : rev1 (s (X) , nil)→ s (X)

r3 : rev1 (X, cons (Y, L))→ rev1 (Y, L)

r4 : rev (nil)→ nil

r5 : rev (cons (X,L))→ cons (rev1 (X,L) , rev2 (X,L))

r6 : rev2 (X,nil)→ nil

r7 : rev2 (X, cons (Y, L))→ rev (cons (X, rev (rev2 (Y, L))))

a čiastočné usporiadanie funkčných symbolov:

rev > cons, rev > rev1, rev > rev2, rev1 > cons, rev2 > cons

s usporiadańım RPO.

V tomto pŕıklade začneme s funkciou rev1, obrázok 5.3. Podobne ako v

predošlom pŕıklade pre funkciu f , pravidlá sú v usporiadańı. To znamená

termináciu tejto vetvy.

Druhou funkciou je funkcia rev2 (na obrázku 5.5). V druhom vrchole

sa strom rozvetvuje podl’a toho, či je X2 prázdny zoznam (nil), alebo či
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Obr. 5.3: Pŕıklad 2, funkcia rev1

obsahuje aspoň jeden prvok (cons(X4, X3)). V pŕıpade prázdneho zoznamu

výpočet konč́ı. V druhom pŕıpade dostaneme aktuálny term

rev (cons (X1, rev (rev2 (X4, X3)))). Abstrahovańım dostaneme jednoduchš́ı

term rev (cons (X1, rev (X5))). Z tohto termu existujú tri rôzne cesty:

1. ak X5 6= nil ∧X5 6= cons (X,L). V tomto pŕıpade môžeme použit’ iba

pravidlo r5 na poźıcii ε. Výsledný term je ale v usporiadańı RPO menš́ı

a teda výpočet skonč́ı.

2. ak X5 = cons (X,L). V tomto pŕıpade použijeme tiež pravidlo r5, ale

vo vnútri termu. Táto poźıcia je lepšia. Vo výslednom terme abstrahu-

jeme do termu rev (cons (X1, cons (X8, X9))), ktorý vieme znova zúžit’

podl’a pravidla r5. Ale tento term bude v danom usporiadańı menš́ı ako

predchádzajúci, preto môžeme vetvu ukončit’.

3. v poslednom pŕıpadeX5 = nil máme po zúžeńı term rev (cons (X1, nil)).

Použit́ım pravidla r5, tak ako v predošlej vetve, dostávame menš́ı term

a ukončujeme výpočet.

Samotná funkcia pre reverz je zobrazená na obrázku 5.4. Základný term

môžeme zužovat’ na dvoch miestach. V obidvoch pŕıpadoch dostávame menš́ı

term a preto dôkaz konč́ı.
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Obr. 5.4: Pŕıklad 2, funkcia rev
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Obr. 5.5: Pŕıklad 2, funkcia rev2
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Kapitola 6

Súvisiace problémy: popis a

implementácia

V tejto kapitole poṕı̌seme problémy, na ktoré sme narazili počas imple-

mentácie metódy. Medzi nimi je mnoho takých, ktoré sú predmetom sa-

mostatného výskumu. My ukazujeme, ako sme tieto problémy prispôsobili

a aplikovali pre naše riešenie.

6.1 Terminácia a použitel’né pravidlá

6.1.1 Použitel’né pravidlá

Použitel’né pravidlá [2] nejakého termu sú všetky pravidlá, ktoré sa môžu

vyskytnút’ pri výpočte na tomto terme. Teraz si ich zadefinujeme formálneǰsie.

Defińıcia 6.1. Použitel’né pravidlá pre stratégiu innermost: majme prepi-

sovaćı systém R s množinou funkčných symbolov F . Ďalej nech Rls (f) =

{l → r ∈ R|hlava (l) = f}. Potom množina použitel’ných pravidiel U

termu t, je:

U (t) = ∅, ak t ∈ X ∪ V ar (R),
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U (f (t1, ..., tn)) = Rls (f) ∪ ⋃n
i=1 U (ti) ∪

⋃
l→r∈Rls(f) U (r).

Poznámka: term t obsahuje len abstrahované premenné a premenné prepiso-

vacieho systému.

Uvažovanie o zastaveńı výpočtu rob́ıme na terme t a prepisovacom systéme

R′ = U (t). Pri implementácii je s rekurźıvnym prehl’adávańım problém.

Pŕıklad 6.1. Uvažujme term t = f (u), kde u je systémová premenná, a

prepisovaćı systém R pozostávajúci z pravidla r1 = f (f (u)) → f (u). Ak by

sme rátali tieto pravidlá rekurźıvne, dostaneme:

U (f (u)) = Rls (f) ∪ U (u) ∪ U (f (u)) = ...

Pŕıklade ilustruje, že na výpočet U (f (u)) potrebujeme vypoč́ıtat’ U (f (u)),

z čoho by sme sa dostali do nekonečnej rekurzie. Pri implementácii sme teda

postupovali výpočtom zhora nadol. Algoritmus pracuje nasledovne:

- výpočet začneme s prázdnou množinou pravidiel,

- ak do výpočtu pre term f (x1, ..., xn) dostaneme množinu už nájdených

pravidiel S, tak

• vypoč́ıtame S0 = Rls (f).

• pre každú pravú stranu pravidla z množiny S0 \S poč́ıtame použitel’né

pravidlá s pravidlami S ∪ S0.

• nakoniec vypoč́ıtame použitel’né pravidlá subtermov na množine S∪S0.

Takýmto spôsobom nehl’adáme v pravidlách, ktoré sú už nájdené. Takýto

výpočet zastane, ak napŕıklad uvážime mieru klesania dvojicu (|R \ S|, �),

kde � je noetherovské usporiadanie na termoch.
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6.1.2 Terminácia

Pri dokazovańı použ́ıvame predpoklad, že pre menšie termy ako je aktuálny,

výpočet zastav́ı. Zatial’ sme ale len na základe terminácie podtermov upravo-

vali aktuálny term. Preto potrebujeme ešte nejaké kritériá, podl’a ktorých by

sme vedeli povedat’, že výpočet zastav́ı aj pre aktuálny term. Okrem toho,

ak podmienka na termináciu aktuálneho termu nie je splnená, oplat́ı sa nám

skúmat’ aj termináciu podtermov. Dôvodom je, že podterm, pre ktorý je

terminácia splnená, môžeme abstrahovat’ do premennej. Poznáme tri takéto

kritériá:

1. ak vstupný term nie je zúžitel’ný. To znamená, že neexistuje žiadne

pravidlo, ktoré by sme na danú množinu mohli použit’. To znamená, že

term je v normálnej forme.

2. ak vstupný term śıce zúžit’el’ný je, ale len s takou substitúciou, ktorá

porušuje splnitel’nost’ podmienok pre abstrahovanie. Táto skutočnost’

znamená, že výpočet skonč́ı, ked’že preṕısaný term by predstavoval

prázdnu množinu inštancíı termov.

3. Ak nenastane žiadny z predošlých pŕıpadov, tak vypoč́ıtame použitel’né

pravidlá. Ak existuje noetherovské usporiadanie � také, že pre každé

pravidlo l → r plat́ı: l � r, môžeme prehlásit’, že výpočet na tomto

terme skonč́ı. Toto usporiadanie môže byt’ úplne nezávislé od usporia-

dania, ktoré použ́ıvame pri indukcii v dôkaze. Vd’aka tomuto môžeme

skúsit’ viacero usporiadańı. V implementácii sme použili dve, ktoré sú

rozobraté v d’aľsej sekcii.

6.1.3 Usporiadanie

Ako sme už spomı́nali, usporiadanie je pri celej metóde dôležité. My však

nepracujeme s pevne daným usporiadańım, ale metóda ho dostane na vstupe
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ako parameter. V práci sme implementovali dve najpouž́ıvaneǰsie usporiada-

nia LPO a RPO, ktoré sú najčasteǰśım nástrojom pri dokazovańı pre väčšinu

systémov. Sofistikovaneǰsie usporiadanie je možné modulárne doplnit’ do im-

plementácie

Pri obidvoch usporiadaniach sa využ́ıva usporiadanie na funkčných sym-

boloch:

Defińıcia 6.2. Usporiadanie na funkčných symboloch: je také čiastočné

usporiadanie > definované na F , že v ňom neexistuje nekonečná postupnost’

taká, že:

f1 > f2 > ... > fn > ...

LPO

Defińıcia 6.3. LPO: nech je daná množina funkčných symbolov F a dvojica

termov s, t. Binárna operácia �LPO je definovaná na termoch nasledovne:

s �LPO t

ak s = f (s1, ..., sn) a plat́ı aspoň jedna z nasledujúcich podmienok:

1. ∃i, si �LPO t alebo si = t

2. t = f (t1, ..., tn) a

∃i(∀j(j < i ∧ sj = tj) ∧ si �LPO ti ∧ ∀j(j > i ∧ s �LPO tj)

3. t = g (t1, ..., tm) a f > g ∧ ∀j(s �LPO tj)

RPO

Defińıcia 6.4. RPO:pre danú množinu funkčných symbolov F a dvojicu ter-

mov s, t definujeme �RPO reláciu nasledovne:

s �RPO t
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ak s = f (s1, ..., sn) a plat́ı aspoň jedna z nasledujúcich podmienok:

1. ∃i, si �RPO t alebo si = t

2. t = f (t1, ..., tn) a < s1, ..., sn > �Mul
RPO < t1, ..., tn >

3. t = g (t1, ..., tm) a f > g ∧ ∀j(s �RPO tj)

Kde �Mul
RPO je rozš́ırenie usporiadania �RPO definovanvé na zoznamoch.

Pri výpočte teda hl’adáme také usporiadanie funkčných symbolov, pri

ktorom by bol dôkazový strom konečný. Toto uporiadanie muśı byt’ ale

pre všetky vrcholy rovnaké. To znamená, že ak chceme takéto usporiadanie

nájst’ museli by sme strom prehl’adávat’ do š́ırky, čo by už pri malom počte

funkčných symbolov bolo neefekt́ıvne. Preto usporiadanie funkčných symbo-

lov berieme ako súčast’ charakteristiky prepisovacieho systému a je vstupom

pre LPO a RPO.

6.1.4 Splnitel’nost’ podmienok s normálnymi formami

Ako sme už povedali predtým v sekcii 3.2.2 podmienký pre abstrahovanie

sú zložené z dvoch typov. Teraz si rozoberieme podmienky pre normálne

formy a ukážeme pŕıpady, kedy vieme rozhodnút’ o ich nesplinitel’nosti. Oproti

pôvodnému riešeniu uvedenému v [12] sme tieto pŕıpady rozš́ırili. Navyše, pri

väčšine pŕıpadov sa nepokúšame vyvrátit’ splnitel’nost’, ale upravujeme celé

vrcholy stromu.

Pŕıpad 1: Uvažujme o podmienke t ↓= s, kde t je základný term, tzn.

že neobsahuje žiadne, ani abstrahované, premenné. Zoberme si, že táto pod-

mienka vznikla postupným substituovańım z nejakej pôvodnej podmienky

t′i ↓= Xi. To znamená, že o terme t′i vieme, že zastav́ı. Z toho tiež vieme, že

aj každá jeho inštancia zastav́ı, a teda aj t. Takže môžeme spustit’ výpočet na
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tomto terme a výsledný term v normálnej forme dostaneme v konečnom čase.

Označme tento term tnf . Potom ale dostaneme obyčajnú rovnost’ tnf = s.

Podl’a tvaru termu s uprav́ıme podmienky nasledovne:

nech tnf = f (t1, ..., tn) a

• s = Xi, v tomto pŕıpade vytvoŕıme substitúciu σ = (Xi ← tnf ) v celom

strome, na aktuálnom terme a aj na podmienkach.

• s = g (s1, ..., sm), ak f 6= g potom je táto podmienka vždy nesplnitel’ná

a môžeme celý vrchol označit’ za nedosiahnutel’ný.

• s = f (s1, ..., sn), v tomto pŕıpade najskôr zist́ıme, či sú tnf a s unifi-

kovatel’né. Ak nie, podmienka je vždy nesplnitel’ná, vrchol je nedosia-

hnutel’ný. Ak unifikovatel’né sú, tak z unifikácie dostaneme substitúciu,

ktorú aplikujeme na celý vrchol.

Ak by sme dostali pri výpočte na t viac normálnych foriem, strom rozvetv́ıme

a každý vrchol uprav́ıme podl’a predchádzajúceho popisu.

Pŕıpad 2: t ↓= s, kde hlava (t) je funkčný symbol c pričom neexistuje

pravidlo l → r také, že hlava (l) = c. Ak term s = f (s1, ..., sn) a c 6= f , tak

podmienka je vždy nesplnitel’ná. Ak c = f a t = c (t1, ..., tn), tak prvotnú

podmienku môžeme nahradit’ konjunkciou:

t1 ↓= s1 ∧ ... ∧ tn ↓= sn

Uvažujme term t = c (t1, ..., tn). Žiadna inštancia t ale nie je unifikovatel’ná

s l’avou stranou niektorého pravidla. To znamená, že všetky odvodenia z t

majú tvar c (t′1, ..., t
′
n), kde ti →∗R t′i. A teda, ak c (s1, ..., sn) je normálnou

formou t, tak ti muśı mat’ formu si.

Pŕıpad 3: t ↓= s, kde term s je redukovatel’ný. Vtedy existuje pravidlo

l → t a substitúcia σ taká, že σl = s. Potom, s nie je v normálnej forme, čo
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je spor. V tomto pŕıpade môžeme prehlásit’ podmienku za nesplnitel’nú.

Pŕıpad 4: t ↓= s ∧ s ↓= u, v tomto pŕıpade muśı platit’, že s a u sú

unifikovatel’né. Ked’že pre každú inštanciácia θ sṕlňajúcu podmienku plat́ı,

že θt ↓= θs a θs ↓= θu. Term s je ale v normálnej forme, z čoho vyplýva,

že θs = θu. Teda s a u musia byt’ unifikovatel’né. V skutočnosti môžeme zo-

brat’ najvšeobecneǰśı unifikátor σ pre s a u a aplikovat’ ho na aktuálny term

a tiež na podmienky (pretože pre každú inštanciáciu θ existuje σ0 taká, že

θ = σ ◦ σ0). Týmto krokom obmedźıme také výpočty, ktoré mohli viest’ k

nesplnitel’nosti danej podmienky.

Pŕıpad 5: t ↓= s, kde s a t nie sú unifikovatel’né. V tomto pŕıpade sa

pokúsime zúžit’ term t. Podmienka bude nesplnitel’ná, ak pre všetky termy ti,

do ktorých sme sa takýmto spôsobom dostali, nie je splnitel’né ti ↓= s. Pre

každú z podmienok skúsime úpravu pomocou predchádzajúcich pŕıpadov.

Implementácia

Implementácia pŕıpadov 2 a 3 je priamočiara a nevyžadovala si žiadne špeciálne

pomocné funkcie. Pri implementácii prvého pŕıpadu sme museli realizovat’ in-

terpreter prepisovacieho systému. Tento interpreter nám zo vstupného termu

a prepisovacieho systému simuluje celý výpočet pri stratégii innermost.

V pŕıpade 4 sme postupovali mierne odlǐsne. Vo všeobecnosti sa môže

stat’, že v podmienkach máme t1 ↓= t2 ∧ t2 ↓= t3 ∧ ... ∧ tn−1 ↓= tn. V tomto

pŕıpade však môžeme unifikovat’ celú takúto ”ret’az”termov, to znamená

množinu t2, t3, ..., tn. Dôvod, ktorý plat́ı pre dvojice podmienok, môžeme

takýmto spôsobom zovšeobecnit’ a rozš́ırit’ ho na množinu termov. Iný pŕıpad

je, ked’ si napŕıklad zoberieme podmienku t1 ↓= t2 ∧ t2 ↓= t3 ∧ t2 ↓=
t4. V tomto pŕıpade musia byt’ unifikovatel’né aj termy t3, t4. Zoberme si

l’ubovol’nú inštanciáciu θ sṕlňajúcu tieto podmienky. Po jej aplikácii dosta-
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neme: θt1 ↓= θt2 ∧ θt2 ↓ = θt3 ∧ θt2 ↓= θt4. Avšak t2 je normálna

forma, takže to môžeme zaṕısat’ θt1 ↓= θt2 ∧ θt2 = θt3 ∧ θt2 = θt4. Z tran-

zit́ıvnosti rovnosti dostaneme θt2 = θt4 a teda musia byt’ unifikovatel’né.

Na záver ešte jedna drobná úvaha. Zoberme si napŕıklad takéto podmienky:

t1 ↓= t2 ∧ t2 ↓= Xi, kde Xi je abstrahovaná premenná. V takomto pŕıpade

nebudeme unifikovat’ Xi a t2 z dôvodu, že t2 ↓= Xi sme dostali abstraho-

vańım termu t′2, z ktorého postupnou substitúciou vznikol term t2.

Celkový postup pri spracovávańı všetkých týchto možnost́ı bude vyzerat’ na-

sledovne: budeme použ́ıvat’ množinu termov S a pre danú podmienku t1 ↓= t2

1. nájdeme všetky podmienky, ktoré majú na l’avej strane term t2 a pravé

strany pridáme do množiny S,

2. postup zopakujeme pre každý term ti z množiny S, až kým nedostaneme

tranzit́ıvny uzáver množiny S,

3. na konci vyrad́ıme z množiny S všetky termy, ktoré sú premenné. Tieto

premenné môžeme nahradit’ jednou a vykonat’ zodpovedajúce preme-

novanie (substitúciu),

4. unifikujeme všetky termu z S. Źıskame unifikátor, ktorý aplikujeme na

aktuálny term aj na podmienky,

5. z podmienok pre abstrahovanie vylúčime všetky podmienky tvaru ti ↓=
ti.

Takýto postup nám umožňuje postupné aplikovanie úprav poṕısané v pŕıpade 4

vykonat’ v jednom kroku. Navyše, zachováva abstrahované premenné a ne-

nahrádza ich znova termami.

Zoberme si nakoniec pŕıpad 5. V tomto pŕıpade pre t ↓= s považujeme

podmienku za splnitel’nú, ak existuje aspoň jedna vetva pri zužovańı termu

t, v ktorej dostaneme term unifikovatel’ný s termom s. Problémom je, že
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môže existovat’ obrovské množstvo možnost́ı. Z implementačného hl’adiska

nemôžeme teda zúžovat’ term t do š́ırky, ale muśıme to robit’ do h́lbky. V

tomto pŕıpade sa môže stat’, že sa program zacykĺı aj napriek tomu, že uni-

fikovatel’ný term sa v jednej vetve vyskytne. Zoberme si pŕıklad, ked’ prepi-

sovaćı systém obsahuje pravidlá:

f (h (u) , v)→ f (u, v)

f (g (u) , v)→ g (a)

a máme podmienku f (X1, X2) ↓= g (X3). Ako vid́ıme, ak by sme začali

zužovat’ term podl’a prvého pravidla, tak by sme sa ocitli v nekonečnej vetve

a nastalo by zacyklenie. Vid́ıme, že podl’a druhého pravidla, by sme doslatli

term unifikovatel’ný s termom g (X3). Preto budeme term zužovat’ len do

vopred určenej h́lbky. V každej vetve a na každej úrovni budeme skúšat’

upravovat’ podmienky podl’a ostatných pravidiel. Ak sa počas týchto krokov

neukáže, že daná podmienka je nesplnitel’ná, pokladáme ju stále za splnitel’nú

a pokračujeme vo výpočte.

6.1.5 Disunifikácia

Ako sme už spomenuli, práve podmienky s normálnymi formami nám po-

skytujú kritériá, vd’aka ktorým máme väčšiu šancu rozhodnút’ o nerozhod-

nutel’nosti podmienok pre abstrahovanie. Takisto však potrebujeme nástroje

na úpravu a zist’ovanie splnitel’nosti pre druhú čast’ podmienok. Druhú čast’

tvoria podmienky s nerovnost’ami. Ich riešenie vo všeobecnosti nie je rozhod-

nutel’né a zaoberá sa nimi disunifikácia.

Defińıcia 6.5. Ekvacionálna formula bez kvantifikátorov(quantifier free equ-

ational formula) je formula skladajúca sa z logických spojok ∧,∨,¬, kde

atómami sú bud’ rovnosti termov alebo symbol >. Pre skrátenie výraz ¬ (s = t)

zaṕı̌seme ako s 6= t a výraz ¬> ako ⊥.
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Defińıcia 6.6. Elementárna formula pre riešenie disunfikácie bude formula

∨
j ∃~zj∀~yjφj

kde φi je ekvacionálna formula bez kvantifikátorov a ~zj, ~yj sú množiny pre-

menných.

Defińıcia 6.7. Vyriešená forma (solved form) je vo všeobecnosti formula

tvaru:

∨
j ∃~w : x1 = t1 ∧ ... ∧ xn = tn ∧ z1 6= u1 ∧ ... ∧ zm 6= um

Úlohou disunifikácie je previest’ elementárnu formulu na vyriešenú formu.

Na riešenie existujú pravidlá, ktorými formulu zjednodušujeme. Ich aplikácia

ale nemuśı byt’ konečná. Formuly, ktoré chceme zjednodušovat’, sú v tvare∧
k

∨
lk (tlk 6= slk), kde tlk a slk sú termy, a tiež výslednú formu budeme očakávat’

v tvare
∧

i

∨
ji

(xji
6= uji

), kde xji
sú premenné a uji

sú termy. Samozrejme,

táto formula sa dá previest’ do disjunkt́ıvnej normálnej formy, aby sṕlňala

defińıciu. Ale ked’že my podmienky konštruujeme v konjunkt́ıvnej forme,

tak výsledná formula by bola mnohonásobne väčšia ako vstupná. Takisto

pravidlá, ktoré budeme použ́ıvat’, pracujú s disjunkciou a nie konjunkciou.

V našej formule sa nevyskytujú kvantifikátory a ani rovnost’, a preto uve-

dieme len pravidlá, ktoré sa dajú v našej formule použit’.

Nahradenie:

z 6= t ∨ P [z] 7→ z 6= t ∨ P [z] (z ← t)

Ak z /∈ V ar (t) a ak t je premenná, tak sa muśı vyskytovat’ v P .

Zlučovanie:

v 6= s ∨ v 6= u 7→ v 6= s ∨ s 6= u
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Ak s nie je premenná.

Konflikt:

f (t1, ..., tm) 6= g (s1, ..., sn) 7→ >

Dekompoźıcia:

f (t1, ..., tm) 6= f (s1, ..., sm) 7→ t1 6= s1 ∨ ... ∨ tm 6= sm

Occur check:

x 6= u[x] 7→ >

Okrem týchto pravidiel z kalkulu, môžeme zaviest’ ešte pravidlo:

t 6= t 7→ ⊥

Toto pravidlo je prirodzené, ked’že relácia nerovnosti nemôže byt’ reflex́ıvna.

Navyše, implicitne počas výpočtu použ́ıvame ešte jedno pravidlo. Ako sme už

hovorili, ak máme substitúciu, nebudeme ju dávat’ do konjunkcie so zvyškom

podmienok, ale aplikujeme ju na jednotlivé termy v nich.

z = t ∧ P [z] 7→ P [z] (z ← t)

Implementácia

Pri implementácii podmienok sme začali s úpravou nerovnost́ı. Pravidlá pre

nereflex́ıvnost’, konflikt a occur check boli jednoduché. Navyše occur check

sme mali už naimplementovaný kvôli unifikácii. Pre dekompoźıciu pozna-

menáme, že ju nestačilo urobit’ len na vstupných termoch, ale bolo by dobré

ju urobit’ aj na výsledku. Zoberme si pŕıklad, ked’

t1 = f (g (x1, x2) , x3, g (x4, x5)) a

t2 = f (g (y1, y2) , h (y3) , y4)

Po aplikovańı pravidla dekompoźıcie na t1 6= t2 dostaneme disjunkciu:
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g (x1, x2) 6= g (y1, y2) ∨ x3 6= h (y3) ∨ y4 6= g (x4, x5)

Ako vid́ıme, na niektoré podmienky budeme môct’ znova použit’ dekompoźıciu

(pŕıpadne aj pravidlá konflikt, occur check a pravidlo pre nereflex́ıvnost’),

a preto je pri implementácii vhodné redukovat’ podmienky pokial’ sa už

nedá použit’ žiadne zo spomı́naných pravidiel. Na konci teda dostaneme ako

výsledok disjunkciu nerovnost́ı, > alebo ⊥.

Pravidlo nahradenia bolo jednoduché a priamočiare. Z nášho hl’adiska

bola najzauj́ımaveǰsia situácia pri implementácii zlučovania. Zoberme si prvý

pŕıklad, ked’

x1 6= t1 ∨ x1 6= x2 ∨ x2 6= x3 ∨ x3 6= x4

a postupne aplikujme pravidlo zlučovania na podčiarknuté podmienky:

x1 6= t1 ∨ x1 6= x2 ∨ x2 6= x3 ∨ x3 6= x4 7→
x1 6= t1 ∨ x2 6= t1 ∨ x2 6= x3 ∨ x3 6= x4 7→
x1 6= t1 ∨ x2 6= t1 ∨ x3 6= t1 ∨ x3 6= x4 7→
x1 6= t1 ∨ x2 6= t1 ∨ x3 6= t1 ∨ x4 6= t1

Ako vid́ıme, podmienka A1 = x1 6= t1 ∨ x1 6= x2 ∨ ... ∨ xn−1 6= xn je

nesplnitel’ná práve vtedy, ked’ je nesplnitel’ná pomienka A2 = x1 6= t1 ∨ x2 6=
t1 ∨ ... ∨ xn 6= t1.

1) ak A1 je nesplnitel’ná, to znamená, že muśı platit’ x1 = t1 ∧ x1 = x2 ∧
... ∧ xn−1 = xn. Vd’aka komutativite konjunkcie a nerovnosti môžeme túto

podmienku preṕısat’ na xn = xn−1 ∧ ... ∧ x2 = x1 ∧ x1 = t1. Ked’ si túto

podmienku zoberieme ako substitúciu a aplikujeme ju na A2, tak dostaneme

t1 6= t1 ∨ ... ∨ t1 6= t1, čo je tiež nesplnitel’né.

2) ak je nesplnitel’ná A2, tak muśı platit’ x1 = t1 ∧ ... ∧ xn = t1. Po takejto

substitúcii dostaneme z A1 nesplnitel’nú formulu t1 6= t1 ∨ ... ∨ t1 6= t1.

V inom pŕıpade si zoberme podmienku x1 6= t1 ∨ x1 6= t2 ∨ x1 6= t3

a použime pravidlo zlúčovania:
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x1 6= t1 ∨ x1 6= t2 ∨ x1 6= t3 7→
x1 6= t1 ∨ x1 6= t2 ∨ t2 6= t3 7→
x1 6= t1 ∨ t2 6= t1 ∨ t2 6= t3

Vo všeobecnosti teda môžeme naṕısat’, že podmienka x 6= t1∨x 6= t2∨...∨x 6=
tn je splnitel’ná práve vtedy, ked’ je nesplnitel’ná podmienka x 6= t1 ∨ t1 6=
t2 ∨ t1 6= t3 ∨ ... ∨ t1 6= tn. Toto sa dá ukázat’ podobným spôsobom ako v

predchádzajúcom pŕıpade.

Spojeńım týchto dvoch većı dostaneme jeden zložiteǰśı pŕıpad. Zoberme

si podmienku a upravme ju

x1 6= t1 ∨ x1 6= x2 ∨ x2 6= t2 ⇐⇒ podl’a prvého pŕıpadu

x1 6= t1 ∨ x2 6= t1 ∨ x2 6= t2 ⇐⇒ podl’a druhého pŕıpadu

x1 6= t1 ∨ x2 6= t1 ∨ t1 6= t2

Vo všeobecnosti teda uprav́ıme formulu nasledovne:

1. budeme si udržiavat’ dve množiny: množinu termov T a množinu pre-

menných X,

2. vyberieme si počiatočnú nerovnost’ xi 6= tj, xi pridáme do množiny X.

Ak je term tj premenná, tiež ho pridáme do X, inak ho pridáme do

množiny T ,

3. pre každú premennú z množiny X nájdeme vo zvyšných nerovnostiach

také, v ktorých sa nachádza, a druhú stranu nerovnosti pridáme do

niektorej z množ́ın podl’a predchádzajúceho kroku,

4. bod 3 opakujeme, až kým nedostaneme uzáver oboch množ́ın,

5. ak je množina T prázdna, ponecháme pôvodné podmienky, inak si vybe-

rieme nejaký term t ∈ T a skonštruujeme nové podmienky nasledovne:

∀x ∈ X pridáme podmienku x 6= t,

∀t′ ∈ T, t′ 6= t pridáme podmienku t 6= t′.
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Samozrejme je dôležité ponechat’ všetky ostatné podmienky, ktoré sme takýmto

spôsobom nevybrali. Vid́ıme, že takáto aplikácia pravidla zlučovania nám

môže značne pomôct’ urýchlit’ zjednodušovanie podmienok. Po takejto úprave

môžeme znova skúšat’ predošlé pravidlá, najmä dekompoźıciu, a proces ite-

rovat’, pokial’ sa dá niečo upravit’.

6.1.6 Vizualizácia

Aby sme videli, ako dôkaz prebiehal, potrebovali sme vizualizovat’ výsledný

dôkazový strom. Výsledkom vykresl’ovanie je obrázok vo formáte svg. Tento

formát slúži na zachytenie vektorovej grafiky v jazyku XML.

Pri implementácii sme sa zaoberali dvoma problémami. Prvým bolo zist’ovanie

parametrov dôkazového stromu a poźıcie jednotlivých vrcholov. Tieto poźıcie

sme chceli určovat’ dynamicky na základe vel’kosti samotného vrchola a vel’kost́ı

jeho synov. Pri výpočte sme preto museli rekurźıvne prejst’ celý strom a na

základe vel’kost́ı podstromov vypoč́ıtavat’ aktuálnu poźıciu.

Druhým problémom bolo samotné vykresl’ovanie termov a podmienok.

Vykresl’ovanie textu bolo nečitatel’né, ṕısmená a najmä znaky ako zátvorky

mali pŕılǐs malé odsadenie. V dôsledku toho sme sa rozhodli vykresl’ovat’

každý znak osobitne. Pri takomto riešeńı trvá śıce vykresl’ovanie o malý kúsok

dlhšie, no výrazne zlepš́ı čitatel’nost’ textu.
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Kapitola 7

Záver

Práca nás podrobne oboznámila s problémom zastevenia pre systémy na

prepisovanie termov a výsledkami v predmetnej oblasti. Ked’že daná oblast’

je úzko špecializovaná, metód na riešenie nášho problému je málo. Väčšina

metód sa zaoberala riešeńım problému pri špecifickej stratégii. Metódu, ktorá

pokrývala viacero stratégíı a bola vhodná na rozš́ırenie, sme našli jednu.

Ked’že jej implementácia nie je podporovaná autormi, rozhodli sme sa pre

vlastnú implementáciu tejto metódy.

Môžeme skonštatovat’, že sme vytvorili funkčný poloautomatický nástroj,

pomocou ktorého vieme dokazovat’ zastavenie prepisovacieho systému pri

strátegii innermost. Táto implementácia vznikla v programovacom jazyku

Haskell. Postup, akým program vznikal je zachytený v kapitolách 4, 5.

Súčast’ou nášho riešenia bolo aj preskúmanie a implementácia d’aľśıch

problémov súvisiacich s realizáciou danej metódy. Medzi týmito problémami

sa nachádzajú aj nerozhodnutel’né problémy, napŕıklad disunifikácia alebo

nájdenie vhodného usporiadania na termoch. Mnohé z nich sme neriešili

všeobecne, ale prispôsobili sme ich pre naše potreby. Tým sme vedeli zväčšit’

pokrytie pŕıpadov pre ktoré je možné rozhodnút’. Pŕıkladom je disunifikácia,

kde sme použili dodatočné podmienky o normálnych formách. Iný pŕıstup
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sme zvolili pri usporiadańı. Usporiadanie, ktoré sa má použit’, už́ıvatel’ zadá

ako parameter alebo využije jedno z predvolených.

Môžeme povedat’, že ciele, ktoré sme si stanovili na začiatku, sme naplnili.

Ostalo ale množstvo priestoru na rozš́ırenie. V prvom rade je to implemen-

tovanie d’aľśıch stratégíı, najmä outermost, lokálne stratégie a už́ıvatel’sky

definované stratégie. V samotnej implementácii je možnost’ vylepšit’ dote-

raz použité riešenia a zefekt́ıvnit’ použité algoritmy. V kategórii súvisiacich

problémov sa otvárajú možnosti preskúmat’ niektoré z nich do väčšej h́lbky.

To by mohlo znamenat’ väčšie pokrytie pŕıpadov, pre ktoré sa dá dokázat’, že

výpočet na nich zastav́ı. Tetnto výskum by sa mal týkat’ hlavne podmienok

s normálnymi formami, kde sa dá predpokladat’ existencia lepšieho riešenia.

Druhou možnost’ou je zmenšenie interakcie už́ıvatel’a pri práci so sytémom,

napŕıklad pre riešenie usporadania nájst’ vhodné usporiadanie na funkčných

symboloch.
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[5] Borovanský, P., Cirstea, H., Deplange, E., Dubois, H., Kirchner, C.,

Kirchner, H., Moreau, P.-E., Nguyen, Q.-H., Ringeissen, C., Vit-

tek, M. ELAN: User Manual. http://elan.loria.fr/manual-elan/index-

manual.html, 2006.
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Pŕılohy

Pŕılohy k diplomovej práci sa nachádzajú na priloženom CD.

• zdrojové kódy programu v jazyku Haskell,

• použ́ıvatel’ská pŕıručka.
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