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Abstrakt

Autor: Matej Dunik
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Majme jednoduchy neorientovany graf GG a vsetky jeho vrcholové farbenia C. Mno-
zina vrcholov grafu farbeni je totoznd s mnozinou farbeni C. Hrany grafu farbeni zavisia
od toho, akt operaciu na farbeniach si zvolime. NajcastejSie sa skimaji 2 typy: vymena
farieb vrcholov na komponente grafu indukovaného dvomi farbami (Kempe-prepnutie) a
zmena farby jedného vrchola. V préaci sa zaoberame prvym typom na hranovych grafoch.
Kempe-ekvivalentné farbenia st také, ze medzi vrcholmi tychto farbeni existuje cesta v
grafe farbeni. Ak st vSetky farbenia grafu navzajom Kempe-ekvivalentné, hovorime, ze
graf je Kempe-ekvivalentny. V praci ukazeme vztah medzi Kempe-ekvivalenciou a hrano-
vou k-vyberatelnostou grafu. Dokazeme niektoré vlastnosti grafu farbeni pre hranové grafy,
najmé ze izomorfné farbenia st Kempe-ekvivalentné. Dokazeme, ze ak bipartitny graf G
nie je Kempe-ekvivalentny, potom akykolvek bipartitny graf, ktory obsahuje podgraf izo-
morfny s GG, tiez nie je Kempe-ekvivalentny. Tento poznatok v praci vyuzivame na analyzu
Kempe-ekvivalencie subkubickych grafov s chromatickym indexom nanajvys 3. Prave na
tieto grafy je mozné pouzit poznatky o k-vyberatelnosti grafu. Zavedieme operaciu na sub-
kubickych grafoch, ktora zachovava Kempe-ekvivalenciu a ukazeme nekoneéni mnozinu
blokov, ktorymi je mozné grafy rozsirovat

Klucové slova: Kempe-ekvivalencia, graf farbeni, k-vyberatelnost, hranové farbenie
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Let G be a simple undirected graph and C all of its vertex colorings. Let the set of
vertices of graph of colorings be equal to C. The edges of graph of colorings depends on
what operation on colorings we choose. Most frequently two types of operations are studied:
switch the colors of vertices of one component of graph induced by two colors (Kempe-
switch) and change of color of one vertex. In this thesis we are studying the former type
on linegraphs. Two colorings are called Kempe-equivalent if there exists a path in graph
of colorings connectig them. If all of the colorings of a graph are Kempe-equivalent, we
call such graph Kempe-equivalent. In this thesis we show relationship between Kempe-
equivalence and k-edge choosability for regular graphs. We proove some properties of a
graph of colorings, especially that coloring which are isomorphic are also Kempe-equivalent.
We proove that if bipartite graph G is not Kempe-equivalent, then any bipartite graph that
contains subgraph isomorphic to G is also not Kempe-equivalent. We use this to analyze
Kempe-equivalence of subcubic graphs with chromatic index less or equal to 3 as it is
a class of graphs to which the k-edge choosability and Kempe-equivalence relationship
can be applied. We introduce an operation on subcubic graphs that preserves Kempe-
equivalence and we show infinite set of graph segments that can be used to extend non-
Kempe-equivalent graphs.

Keywords: Kempe-equivalence, graph of coloring, k-edge choosability, edge coloring
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Uvod

Teéria grafov sa zaobera mnohymi zaujimavymi problémami, z ktorych jednym z najdlhsie
skiimanych je problém farbenia grafov. Venoval sa mu aj Alfred Kempe, ktorého matema-
ticka obec pozna najméa vdaka jeho dokazu tvrdenia, ktoré sa da zjednodusene formulovat
tak, ze v kazdom rovinnom grafe je mozné oblasti zafarbit 4 farbami tak, Ze susediace oblasti
maju vzdy rozne farby. V tomto dokaze vyuzival operaciu na farbeni grafu, ktord dnes po-
zname pod pojmom Kempe-prepnutie. V tejto praci sa venujeme najme stiudiu K-prepnutiu
a otazkam, napriklad ,da sa z kazdého farbenia ziskat Tubovolné iné iba postupnostou K-
prepnuti?“ pre rozne triedy grafov. Graf, v ktorom by bola odpoved na ponuknutt otazku
,ano“ je tzv. Kempe-ekvivalentny graf.

Motivaciou pre tento problém je samotny problém. Ukazuje sa totiz, Ze sa za nim skryva
mnozstvo zaujimavej matematiky a vedie k relevantnym vysledkom z inych oblasti teorie
grafov. Ako ukazeme, existuje vztah medzi Kempe-prepnutim hranovych farbeni grafu a
jeho hranovou k-vyberatelnostou. Poniikame vSak aj dalSiu motivaciu pre skiimanie tejto
teorie.

V statistickej mechanike sa skiima tzv. Pottsov model, ¢o je model interakcii spinov na
krystalickej mriezke. Stidium tohto modelu ma vyjznam pre pochopenie feromagnetizmu.
Na spominanej krystalickej mriezke st miesta, ktoré mozu nadobidat rozne stavy pre rézne
casy. Blizke miesta su zviazané vazbami. Na simuldciu tohto modelu sa pouzivaju rozne
algoritmy, jednym z nich je, tzv. Wang-Swendsen-Kotecky algoritmus [20], ktory si v jednej
iteracii najprv zvoli dva stavy (farby) a potom na vézieb, ktoré si v jednom z tychto
dvoch stavov, ndjde zhluky tychto miest (Kempe-komponenty) a v nich zamiena stavy
(Kempe-prepnutie). Tento algoritmus je ergodicky préave vtedy, ak je mozné prejst z kazdej
podiato¢nej konfigurdcie do kazdej inej (Kempe-ekvivalencia). Wang-Swendsen-Kotecky je

teda ergodicky prave vtedy, ak prislusny graf farbeni je Kempe-ekvivalentny [20].



V prvej a druhej kapitole zadefinujeme potrebné terminy a v druhej navyse zavedieme
farbenie v Standardnom tvare, o ktorom dokazeme uzito¢né vlastnosti pre dalSie skiima-
nie Kempe-ekvivalencie. V tretej kapitole sa zaoberame vzfahom medzi grafom farbeni a
hranovou k-vyberatelnostou. V stvrtej kapitole uvedieme, pre ktoré triedy grafov a po-
¢ty farieb sa uz podarilo dokazat, ze si Kempe-ekvivalentné a zaroven pontkneme dokaz
Kempe-ekvivalencie pre jednu triedu grafov a niekolko prikladov grafov, ktoré sluzia ako
kontrapriklady pre iné triedy. V piatej kapitole prezentujeme vysledky niektorych z expe-
rimentov, ktoré sme previedli. V Siestej kapitole sa venujeme Kempe-ekvivalencii grafov s

maximalnym stupniom 3 a chromatickym ¢islom 3.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole zhrnieme zdkladné pojmy. Budeme pouzivat Standardné definicie termi-
nov z teérie grafov, aké sa daji néjst napriklad v [4]. Okrem toho popiSeme konvenciu v

oznacovani, ¢o by malo napomoct k jednoduchsiemu ¢itaniu tejto prace.

Definicia 1.1. Graf G je usporiadana dvojica (V, E), kde V' je mnozina a F je mnozina
dvojprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvky mnoziny V' sa nazyvaju vrcholy a prvky
mnoziny F sa nazyvaju hrany. Mnozinu vrcholov grafu G oznacujeme aj V(G). Mnozinu

hran grafu G' oznacujeme aj E(G).

Pojem graf bude v tejto praci vzdy znamenat jednoduchy neorientovany graf. Grafy
budeme oznacovat najmé pismenami G, H. Vrcholy grafu budeme oznacovaf najmé pis-
menami u,v,w ..., hrany oznacujeme bud pismenom e alebo ako neusporiadani dvojicu

vrcholov (vy, vg).
Definicia 1.2. Hrana (u,v) je incidentnd s vrcholom w, ak plati, w € (u,v).

Definicia 1.3. Grafy G; = (Vi, Ey) a Gy = (V,, Es) st izomorfné, ak existuje bijektivne
zobrazenie f: V) — Vs, ze pre kazdd dvojicu vrcholov (v,w) C Vi plati (v,w) € E; <

(f(v), f(w)) € Ey

Definicia 1.4. Stupen wvrchola v grafe je pocCet hran incidentnych s vrcholom. Stupen

vrchola v v grafe G budeme oznacovat degq(v)

Definicia 1.5. Dve hrany (uy,us) a (v, vs) st incidentné, ak nie st totozné a sucasne ak

v grafe existuje vrchol w, s ktorym st incidentné.

7



Definicia 1.6. Reguldrne hranové k-farbenie grafu je zobrazenie ¢: E — {1,... k} také,
ze pre kazdé dve incidentné hrany e, €’ plati, c¢(e) # c(e’). Mnozina {1,...,k} je mnoZina

farieb, jej prvky su farby.

Pojmom k-farbenie budeme v dalsom texte oznacovat regularne hranové k-farbenie, ak
nie je napisané inak. Na oznacenie konkrétnych farbeni budeme pouzivat najma pismena

c,d.

Definicia 1.7. Najmensie prirodzené ¢islo k také, ze existuje regularne hranové k-farbenie

grafu G sa nazyva chromaticky index grafu G a budeme ho oznacovat x'(G).

Definicia 1.8. Dve hranové farbenia ci,co grafu G si izomorfné, ak Vey,es € E(G) plati

ci(er) = c1(ea) & caler) = ca(ea).
Definicia 1.9. Graf G'(V', E') je podgraf gratu G(V, E), ak plati V! C V a stcasne £’ C E.

Pre vyjadrenie skutocnosti, ze graf G je izomorfny s podgrafom grafu H budeme pouzi-
vat ten isty pojem, teda ze graf G je podgrafom grafu H. To, ¢i je graf G naozaj podgrafom

grafu H, alebo je s jeho podgrafom iba izomorfny vyplynie z kontextu.

Definicia 1.10. Graf G'(V', E') je podgraf grafu G(V, E) indukovany mnozinou hran D C
E, ak plati, ze graf G’ obsahuje prave hrany D a vSetky vrcholy, ktoré susedia s hranami z
D, teda formalne pre hrany grafu G’ plati E' = D a pre vrcholy plati v € V' prave vtedy,
ked v € V' a stcasne existuje hrana e v mnozine D taka, Ze e a v st incidentné. Graf G’

oznacujeme G(D).



Kapitola 2

Kempe-ekvivalencia

2.1 Kempe-prepnutie

Kempe-prepnutie je operacia na farbeni grafu. Majme graf, ktorého hrany si zafarbené
nejakym k-farbenim. Zvolme si dve rozne farby a najdime v grafe mnozinu hran, pre ktoru

plati, ze
e kazda hrana ma jednu z dvoch vybranych farieb
e graf indukovany touto mnozinou je suvisly
e mnozina je maximalna vzhladom na inklaziu.

Kempe-prepnutim nazyvame operaciu, ktord navzajom vymeni farby hrdn v tejto mno-
zine. Priklad Kempe-prepnutia mozeme vidiet na obrazku Zadefinujme teda Kempe-

prepnutie formalne.

Definicia 2.1. Majme graf G a k-farbenie c. Nech a,b € {1,...,k} st rdzne farby. Graf
indukovany dvojicou farieb G(a,b) bude podgraf grafu G indukovany mnozinou tych hran

{e1,...,ei, ...}, pre ktoré plati, ze ich farba c(e;) je bud a alebo b.

Definicia 2.2. Kazdy sivisly komponent K grafu G(a,b), kde a, b st rézne farby, nazy-
vame K-komponent (skratka od Kempe komponent). Vymenou farieb a a b v niektorom
komponente dostaneme nové regularne hranové farbenie. Ttto operdciu nazyvame Kempe-

prepnutie.



Obr. 2.1: Priklad K-prepnutia. Hranové 3-farbenie grafu C'L,, K-komponent CL4(1,2),
K-komponent C'L4(1,2) po K-prepnuti, Nové hranové 3-farbenie grafu C'L,

Dalej zavedieme relaciu Kempe-ekvivalencia.

Definicia 2.3. Dve k-farbenia ¢, ¢, st Kempe-cekvivalentné (oznacujeme aj K*-ekvivalent-
né, ak chceme zdoraznit pocet farieb vo farbeni), ak existuje postupnost Kempe-prepnuti,

pomocou ktorych zmenime farbenie ¢; na cs.

V préci [5] sme ukazali, Ze této relacia je relaciou ekvivalencie. Preto je mozné rozlozit
mnozinu vSetkych farbeni na triedy ekvivalencie. Prace [15], [L0] sa zaoberaji poc¢tom
tychto tried pre rozne parametre grafov. Detailnejsi pohlad na vnutorna strukturu tychto

tried nam ponukne graf farbeni.

2.2 Graf farbeni

Definicia 2.4. Majme graf G. Mnozinu vsetkych k-farbeni grafu G ozna¢ime V’. Nech E’
je takd mmnozina dvojprvkovych podmnozin V', Ze plati ¢y, co € E’ prave vtedy, ked existuje
K-prepnutie, pomocou ktorého z ¢; dostaneme c,. Dvojicu (V', E') nazveme graf k-farbent
grafu G.

V grafe farbeni teda vrcholy predstavuji farbenia iného grafu a dva vrcholy (dve farbe-
nia) st spojené hranou vtedy, ak mézeme medzi tymito farbeniami Kempe-prepnut. Mo-
zeme teda vidief vzfah medzi grafom farbeni a triedami ekvivalencie - vrcholy, ktoré patria
do jedného komponentu grafu farbeni predstavuju také farbenia, ze sa da menit jedno na
druhé pomocou koneéného pocétu prepnuti. Takze pocet tried ekvivalencie je rovny poctu

komponentov grafu. Pocet tried ekvivalencie oznacujeme Ke(G, k), ak farbime hrany grafu

G, k farbami.
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Ak sa da prepnuf medzi vsetkymi k-farbeniami navzajom, teda ak je graf farbeni stuvisly,
hovorime, ze graf G je Kempe-ekvivalentny a zapisujeme Ke(G, k) = 1.

Na obrazku je priklad grafu, ktory zafarbime vSetkymi moznymi 3-farbeniami. Roz-
nych farbeni je 6 a d& sa medzi nimi prepinat. Na obrazku je graf farbeni, ktory k
tejto mnozine farbeni prislicha. Obrazok vyjadruje ten isty graf farbeni, len v kazdom

vrchole je nakreslené farbenie, ktoré dany vrchol reprezentuje.

Y

Obr. 2.2: Priklad grafu Obr. 2.3: Priklad grafu farbeni

4
X
Iy EpRY

Obr. 2.4: Priklad grafu farbeni s nakreslenymi farbeniami

2.3 Standardny tvar farbenia

Je velmi nepraktické pracovat so vsetkymi farbeniami grafov. So zvysujicim sa poctom
farieb totiz rastie pocet izomorfnych farbeni. Pre k farieb je pocet izomorfnych farbeni

grafu k!, pretoze existuje k! permutdcii k farieb. Napriklad 1-faktorizdcia grafu je taka

11



trieda izomorfnych farbeni v $pecidlnom pripade, ked graf je regularny a stupen vrcholov
je rovnaky ako pocet farieb.

Budeme preto uvazovat standardny tvar farbenia tak, ze v grafe farbeni bude namiesto
k! vrcholov reprezentujtcich rozne, navzajom izomorfné farbenia, len jedno farbenie v Stan-
dardnom tvare. Prirodzenou otazkou je, ¢i pocet komponentov takéhoto nového grafu far-
beni, v ktorom su len standardné farbenia, bude rovnaky, ako pocet komponentov povod-
ného grafu farbeni, v ktorom st vsetky farbenia.

V [5] sme ukazali pre Specidlny pripad — pre kubické grafy a 3 a 4 farby — ze ak je graf
farbeni s iba standardnymi farbami suvisly, tak aj prisliachajuci graf farbeni so vSetkymi
farbami je suvisly. Teraz ukazeme, ze pre tieto aj pre dalsie triedy grafov plati silnejSie
tvrdenie, a to, ze pocet komponentov grafu farbeni je ekvivalentny poctu komponentov
grafu farbeni s iba standardnymi farbeniami. Vdaka tomu bude mozné analyzovat omnoho

jednoduchsie grafy farbeni, ¢o sa ukaze zvlast uzitoéné pri vyssom pocte farieb.

Definicia 2.5. Majme graf G, ktory ma hranové k-farbenie. Maximalny stupen vrchola
v takomto grafe je teda nanajvys k. Nech maximalny stupen vrchola v grafe je aspon
k — 1. Ozna¢me niektory vrchol s maximéalnym stupniom v a jeho susedov wy, ws, ..., wi_1
(pripadne este wy). Farbenie v standardnom tvare je také farbenie c: E(G) — {1,2,...k},

pre ktoré plati Vg1 2, x—13c(vw;) = 4 (pripadne este c(vwy) = k).

Toto oznacenie vrcholov v a w; budeme pouzivat aj v nasledujicom texte tejto sekcie.

Aby bola definicia konzistentna, musi platif nasledujica veta.

Veta 2.6. Ziadne dve rozne farbenia v standardnom tvare nie st navzdjom izomorfné a

pre kazdé farbenie existuje jeho standardny tvar.

Dokaz. Sporom, nech st dve rozne farbenia v standardnom tvare izomorfné, oznac¢me ich
c1, c2. Potom existuje bijekcia p : {1,...,k} — {1,...,k} takd, Ze pre vrchol v a vrcholy
Wy, Wy, ..., wi_1 plati, ze p(ci(vw;)) = co(vw;) pre vsetky ¢ € {1,2,...k — 1}. Zaroven
vieme, ze ¢ (vw;) = ca(vw;) = i, farbu k uz musi funkcia p zobrazit do k, z ¢oho vyplyva,
ze p je identita a teda farbenie ¢; a farbenie ¢y st zhodné, ¢o je spor s predpokladom.

K druhej casti vety pre lubovolné reguldrne farbenie ¢ najdeme potrebnu bijekciu. Vez-
mime funkciu r : {1,...,k} — {1,...,k}, ktord zobrazi c¢(vw;) na farbu i, teda plati
r(c(vw;)) = i pre vSetky i € {1,2,...k — 1}. Farbu f ktord sa nevyskytuje medzi far-

bami c(vwy), . ..c(vwy_1) zobrazi do k. Kedze vsetky farby c(vwy), ... c(vwg_1), f st rozne
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a zobrazuju sa na vsetky farby {1,...,k}, ide o bijekciu a teda k danému farbeniu ¢ exis-
tuje farbenie v Standardnom tvare (ozna¢me ho d), ktory je s farbenim ¢ izomorfny a je

definovany ako d(e) = r(c(e)) pre kazda hranu e. O

Zavedme dalej pojem graf farbeni v standardnom tvare. Budeme tak nazyvaf podgraf
grafu farbeni indukovany vrcholmi, ktoré reprezentuju farbenia v standardnom tvare. Prak-
ticky pri tvorbe grafu farbeni v Standardnom tvare postupujeme nasledovne: vrcholy, ktoré
maju reprezentovat farbenia, ktoré nie si v standardnom tvare, do grafu jednoducho ne-
priddme. Ak by niektorym Kempe-prepnutim malo dojst k zmene farbenia na také, ktoré
nie je v standardnom tvare, taki hranu do grafu tiez nepridame.

Aby pre nas malo zmysel analyzovat grafy farbeni v standardnom tvare vzhladom na
pocet komponentov, je potrebné aby platilo, ze tento pocet je zhodny s po¢tom komponen-
tov grafu vsetkych farbeni. Inak povedané, musi platit, ze dva vrcholy reprezentujtce rézne
farbenia su v tom istom komponente grafu farbeni prave vtedy, ked vrcholy ich prislichaju-
cich farbeni v standardnom tvare st v tom istom komponente grafu farbeni v standardnom

tvare.

Veta 2.7. Dva vrcholy reprezentujice rozne farbenia patria do toho istého komponentu
grafu farbeni prave vtedy, ked vrcholy ich prislichajicich farbeni v standardnom tvare patria

do toho istého komponentu grafu farbeni v standardnom tvare.

Najprv ukdzeme, ze pomocou postupnosti Kempe-prepnuti je mozné z Ilubovolného far-
benia ziskat farbenie v standardnom tvare. Kedze Kempe-prepnutie je reflexivna relacia,
vieme proces obratit jednoducho vykonavanim prepnuti v opa¢nom poradi, takze dosta-

neme zo standardného tvaru povodné farbenie.

Lema 2.8. Kazdé farbenie a jeho prislusné farbenie v Standardnom tvare siu navzdjom

Kempe-ekvivalentné.

Dokaz lemy. Jediné, c¢o je potrebné spravit, je permutovaf farby hran. Dokaz prevedieme
indukciou vzhladom na pocet farieb. Nech je graf zafarbeny hranovym k-farbenim c. Vsetky
hrany, ktoré maju farbu c(vw;) potrebujeme zafarbit farbou ¢islo 1 a naopak vSetky hrany s
farbou 1 potrebujeme zafarbit farbou ¢(vw;). Vykondme teda Kempe-prepnutie (1, ¢(vw;))
na vsetkych komponentoch grafu indukovaného prislusnymi farbami. Tym padom dosta-

neme nové farbenie ¢y, ktoré je Kempe-ekvivalentné s pévodnym farbenim a zaroven plati, ze
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c(vwy) = 1. Majme farbenie ¢;, v ktorom prvych [ hran susediacich s vrcholom v je zafarbe-
nych spravne podla standardného tvaru. Urcite potom plati, Ze c(vw;,1) ¢ {1,...,1}). Tym
padom, ak opat vykondme pre kazdy komponent grafu indukovaného farbami c(vwyyq), (41
Kempe-prepnutie (¢(vwy41),l + 1), dostaneme opéat farbenie Kempe-ekvivalentné s pévod-
nym farbenim ¢ a zaroven nepokazime prvych [ farieb. Nakoniec teda dostaneme farbenie

¢k, ktoré je v standardnom tvare, ekvivalentné s pévodnym. O
Désledok 2.9. Izomorfné farbenia si Kempe-ekvivalentné.

Dékaz vety. Ak su dve farbenia (v standardnom tvare) v grafe farbeni v standardnom tvare
v rovnakom komponente, z lemy vyplyva, ze tieto dve farbenia st v rovnakom komponente
aj v grafe vSetkych farbeni (spdja ich té istd cesta). Spolu s tymito dvomi farbeniami
su v grafe vSetkych farbeni v rovnakom komponente aj vsetky farbenia, ktoré st s nimi
izomorfné, ¢im je dokdzana implikacia sprava dolava. Na ilustra¢nom obrazku je vlavo

graf s farbeniami v Standardnom tvare a vpravo graf so vSetkymi farbeniami.

Obr. 2.5: Grafy farbeni (vlavo farbenia v standardnom tvare, vpravo vsetky farbenia)

Implikacia zlava doprava vyplyva z nasledovného tvrdenia: Ak existuje v grafe vsetkych
farbeni cesta z farbenia ¢ do farbenia d, potom existuje aj cesta (v grafe vsetkych farbeni)
z farbenia prislichajiceho k farbeniu ¢, ktoré je v standardnom tvare (ozna¢me ho ¢) do
farbenia d' (ktoré je farbenie v standardnom tvare prislichajice k farbeniu d). Dokézeme
toto tvrdenie. Nech cesta pozostava z farbeni ¢ = ¢y, c9,¢3,...¢, = d. Pre kazdé z tychto
farbeni existuje standardny tvar ;. Zoberme lubovolné 1 < I < n — 1. Ak existuje hrana
medzi vrcholmi reprezentujticimi farbenie ¢; a farbenie ¢;; 1, tak sa medzi tymito farbeniami
da Kempe-prepntt. Toto prepnutie meni farbu aspon jednej hrany. Nastane jeden z dvoch

pripadov. Bud ziadna z hran, ktorych farba sa tymto Kempe-prepnutim meni, nesusedi
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s vrcholom v (podla oznacenia z lemy — vrchol, ktorého susedné hrany st vo vsSetkych
farbeniach v standardnom tvare zafarbené rovnakymi farbami), alebo niektora hrana, ktorej

farba sa meni, susedi s vrcholom wv.

.
.
.
.

Al ' ’ H
L} ] .
1 ' H '

.
L} A L}

H '\ ' '
L} ’ '
' H '
' H '
'

farbenia H : : : s :
v dtandartnom 1 g | : b : ch :

tvare >— - - ._‘—$—.

Obr. 2.6: Graf farbeni, implikacia zlava doprava

Nech ziadna z menenych hran nesusedi s vrcholom v, ozna¢me jednu z tychto hran e.
Této situdcia je na obrazku [2.6/a. Potom Kempe-prepnutie zmeni jej farbu z ¢;(e) na farbu
ci+1(e). Nech r a s st funkcie, Ze plati r o ¢, = ¢, s 0 131 = ¢} 4. Takéto funkcie existuju,
pretoze dané dvojice farbeni st izomorfné. Navyse v oboch farbeniach ¢; aj ¢;1 su farby
hran susediacich s vrcholom v rovnaké, takze funkcie r a s s zhodné. Potom staci vo
farbeni ¢; prepnit hranu e z farbenia ¢j(e) = (r o ¢;)(e) na farbu (r o c;41)(e) = ¢, a tym
dostaneme, pomocou Kempe-prepnutia, z farbenia v standardnom tvare ¢}, nové farbenie
Clyr-

Druh& moznost je, ze hrana e susedi s vrcholom v, obrazok b. V tom pripade vo
farbeni ¢, ktoré je v standardnom tvare, nemozeme menit farbu tejto hrany, lebo by sme
dostali farbenie (oznacme x), ktoré nie je v Standardnom tvare. Ako vSak bude vyzerat
Standardny tvar farbenia x, teda ¢, ;7 Zjavne sa bude od farbenia ¢ liSif prave farbami
¢(e) a z(e) vo vsetkych komponentoch grafu indukovaného touto dvojicou farieb okrem toho
komponentu, v ktorom je vrchol v. Takze mozeme namiesto jedného prepnutia, ktorym
by sme z farbenia ¢; dostali farbenie z, vykonat jedno prepnutie pre kazdy komponent
indukovaného grafu, rozny od toho, ktory obsahuje v a dostaneme po kone¢nom pocte

prepnuti farbenie ¢, ;. O

Vsimnime si, ze sa moze stat, ze graf indukovany dvomi farbami pozostava len z jedného
komponentu. Jeho sicastou musi byt aj vrchol v, pretoze hrany incidentné s vrcholom v

maju vsetky farby z mnoziny {1,...,k}. Vtedy dochadza k druhej moznosti, teda musime
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postupne Kempe-prepnit vo vSetkych ostatnych komponentoch, ktorych je nulovy pocet.
To znamena, ze po nula prepnutiach dostavame to isté farbenie v Standardnom tvare.

Obrézok 2.6 c. Z toho vyplyva veta [2.10]

Veta 2.10. Ak pre kazdé dve farby vo farbeni grafu plati, Ze graf indukovany touto dvojicou

farieb je suvisly, potom je vrchol (farbenia) v grafe farbeni izolovany.

Dosledok 2.11. Ak existuji aspon 2 neizomorfné farbenia a aspon jedno farbenie je také,
ze kadzZd dvojica farieb tvori hamiltonovski kruznicu alebo hamiltonovski cestu, graf nie je

Kempe-ekvivalentny.

Autori ¢lanku [10] vyuZivaja fakt, Ze ak pre kazdd dvojicu farieb plati, Ze graf in-
dukovany dvojicou farieb je hamiltonovska kruznica, tak graf nie je Kempe-ekvivalentny.
Dosledok je teda tvrdenim so slabsim predpokladom.

V dalsom texte budeme oba typy grafov (so Standardnymi tvarmi farbeni aj tie so
vSetkymi farbeniami) oznacovat ako graf farbeni, pricom budeme mat na mysli grafy farbeni
v standardnom tvare. Ak budeme chcief hovorit o velkych grafoch, ktoré obsahuja tplne
vsetky farbenia, explicitne to uvedieme.

Uzitoc¢nost tohto zjednodusenia grafu farbeni mozno vidief na nasledovnom priklade.
Na obrazku moézme vidiet priklad grafu. Tento graf farbime 5 farbami a dostavame graf
farbeni v standardnom tvare, ktory je na obrazku a graf vSetkych farbeni na obrazku
2.9l Pocet vrcholov grafu farbeni so vSetkymi farbeniami je 1680 na rozdiel od 14 vrcholov
grafu farbeni v Standardnom tvare. Vsimneme si, ze pocet komponentov v jednotlivych

grafoch farbeni je rovnaky.
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Obr. 2.7: Graf Obr. 2.8: Graf farbeni v standardnom tvare

Obr. 2.9: Graf vSetkych farbeni grafu z obr.
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Kapitola 3
Hranova k-vyberatelnost grafu

V tejto Casti popiSeme vztah medzi hranovou k-vyberatelnostou grafu a Kempe-ekvivalent-

nostou regularnych grafov. Najprv zadefinujme hranova k-vyberatelnost.

Definicia 3.1. Nech £ je prirodzené ¢islo. Hovorime, ze graf G je hranovo k-vyberatelny ak
pre kazdy systém mnozin {S, : e € E(G)} takych, ze |S.| = k, existuje regularne farbenie ¢
také, ze pre kazdi hranu e € E(G) plati, ze farba hrany e je z mnoziny S, teda c(e) € Se.

Hypotéza 3.2 (prevzaté z [7]). Majme multigraf G s chromatickym indexom x'. Potom je

G hranovo k-vyberatelny.

Dalej sa v tejto ¢asti budeme zaoberat len d-regularnymi grafmi. Najprv zadefinujme

grafovy polyném tak, ako ho uviedli v ¢lanku [7].

Definicia 3.3. Grafovy polyndm neorientovaného grafu G = (V, E) ktorého mnozina vr-

cholov V' = {vy, va,...v,} je definovany ako

fG(9017$27~--,90n)= H Tij — Tj.
{’Ui,'l]j}eE,i<j
Grafovy polyném pouzil uz Petersen vo svojom ¢lanku [17]. Nas bude zaujimat koeficient

pri jedom ¢lene z tohto polynému. Nech &(G) oznacuje koeficient pri H z? v grafovom
e€E(Q)
polynéme hranového grafu L(G) (kde G je d-regularny graf). Ak {(G) # 0, potom graf je

d-hranovo vybratelny ([7]).
V ¢lanku [7] st uvedené zaujimavé interpretacie tohto koeficientu £(G). Tieto vyuzivaji

operaciu sign, ktora si teraz zadefinujeme.
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Nech §(v) je mnozina hrén incidentnych s vrcholom v. Tdto mnozinu usporiadame pre
kazdy vrchol. Budeme mat teda funkciu =, : §(v) — {1,2,...,d} pre kazdy vrchol v.
Tato funkiu nazveme hviezdicové oznacenie. Globalne hviezdicové oznacenie je mnozina
m = {m, : v € V(G)}. Predpokladajme, ze pre graf G mame jedno globélne oznacenie
p = p(G) = {py}, ktoré nazyvame referencné oznacenie a s ktorym budeme iné hviezdicové
oznacenia porovnavaf.

Znamienko hviezdicového oznacenia pre vrchol v (relativne k p) je znamienko permutéacie
TP, - Oznacime ho sign,(m,) a nadobtda hodnotu 1, ak pocet vymen v permutdcii je parny
a —1, ak je neparny. Znamienko globalneho hviezdicového oznacenia definujeme ako stucin

znamienok pre jednotlivé vrcholy, teda sign(m) = [] sign(m,).
veV(Q)
K samotnym interpretaciam koeficientu: Ozna¢me mnozinu vsetkych hranovych d-far-

beni grafu C. Kazdé farbenie ¢ uréuje jedno globalne hviezdicové oznacenie 7(c) tak, Ze
pre pre kazda hranu e = (u,v) plati, ze 7,(e) = 7,(e) = c(e). Potom koeficient mozeme
vypocitat podla vzorca

§(G) =+ sign(c).

ceC
Vezmime dvojicu farieb a,b. Ak v celom grafe vymenime tieto dve farby, tak v kazdom
vrchole grafu G déjde k zmene. Zmien bude teda |V (G)|, pricom pocet vrcholov je pérnyE]
a preto nové farbenie ma rovnaké znamienko ako staré farbenie. Z toho vyplyva, ze vSetky
navzajom izomorfné farbenia maji rovnaké znamienko. Vezmime si iba farbenia v Stan-

dardnom tvare C’. Pre ne plati

E(G) = xd! > sign(c).

ceC’

Da sa pouzit aj Kempe-ekvivalencia. Kazdé dve farbenia, ktoré st Kempe-ekvivalentné,
maji rovnaké znamienko. Ozna¢me K E(G) mnozinu komponentov grafu farbeni, x jeden
komponent grafu farbeni. Potom prirodzene plati sign(k) = sign(c), kde ¢ je Tubovolné

farbenie v komponente grafu farbeni k. Plati:

(@) =+ > sign(x)|[V(s)|

KREKE(G)

Nakoniec ak berieme do ivahy graf farbeni v standardnom tvare a zavedieme oznacenie

IPocet vrcholov grafu je parny, pretoze graf je d-reguldrny a existuje preii hranové d-farbenie.
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analogické k predchddzajicemu K E'(G) a ', dostaneme tvrdenie

£(G) = +d! Z sign(k)|V ().

K EKE'(G)
Z ¢lanku [7] vyplyva nasledovnd veta
Veta 3.4. Nech G je d-reguldrny multigraf. Ak aspon jedno z nasledujicich turdeni plati:
e (G md nepdrny pocet roznych 1-faktorizacii,
e (G je 1-faktorizovatelny a graf farbeni je suvisly,
e (G je 1-faktorizovatelny a lubovolné dve 1-faktorizdcie maji rovnaké znamieko,
potom koeficient £(G) # 0 a teda graf G je hranovo d-vyberatelny.

Vzhladom k tomu, Ze pracujeme s d-farbenim a d-regularnymi grafmi, nas standardny
tvar farbenia v tomto pripade zodpoveda 1-faktorizacii. Vdaka nasej vete nam staci ako

predpoklad, ze G je 1-faktorizovatelny a graf 1-faktorizacii je sivsily.

3.1 Rozklad komponentov grafu farbeni

Predpokldajme, ze mame pre graf G graf farbeni, ktory nie je suvisly a chceme zistif, ¢i
£(G) = 0. Uvedieme jemnejsiu podmienku pre nenulovost koeficientu £. Nech graf farbeni
méa k komponentov. Pre kazdy komponent vieme, kolko obsahuje vrcholov, ozna¢me [;, pre
i€{1,...,k}. Ak sa nedd z postupnosti ¢isel S = {ly,..., [} vybrat takd podpostupnost
S’, ze sucet ¢isel v postupnosti S rovny dvojnasobku sictu ¢isel v podpostupnosti S, potom
£(G) # 0. Tento problém sa nazyva aj problém rozkladu ¢isel a vieme o 1iom, ze je NP-
uplny (¢lanok [14]), takze takéto riesenie nie je vzdy lepsie ako spocitat pre kazdui triedu
Kempe-ekvivalencie znamienko. Pre maly pocet komponentov sa vsak da lahko pouzit,
napriklad pre graf na obrazku a 3-farbenie dostavame komponenty s poc¢tami vrcholov:
6,1,1,1,1, takze sice nemozeme priamo pouzit vetu |3.4] ale vidime, ze rozklad neexistuje,
takze {(G) # 0.

My sme implementovali algoritmus, ktory priradi farbeniu hodnotu sign, ktory pracuje
v case O(|V(G)| - d). Toto je zjavne rychlejsie ako generovat graf farbeni. Preto, ak by sme

cheeli zvysit rychlost algoritmu, ktory rozhoduje pre vstupny graf, ¢i jeho graf farbeni je
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Obr. 3.1: Priklad grafu

Kempe-ekvivalentny, mohli by sme vyuzit vlastnost, ze Kempe-ekvivalentné farbenia maja
rovnaké znamienko. Tzn. najprv otestovat, ¢i maju vsetky farbenia rovnaké znamienko a

graf farbeni generovat iba v pripade, ze by boli vsetky znamienka rovnaké.
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Kapitola 4

Zname vysledky o K-ekvivalencii

4.1 Hranové farbenia

Zhrnieme zname vysledky o Kempe-ekvivalencii hranovych farbeni réznych tried grafov.
Prvy poznatok hovori o vztahu Kempe-ekvivalencie a chromatického indexu grafu. Na-

vyse hovori, ze pre dostatocny pocet farieb je kazdy graf Kempe-ekvivalentny.

Veta 4.1 (prevzatd z [15]). Nech A(G) je mazimdlny stupen grafu G. Ak k > x'(G) + 2
potom Ke(G, k) = 1.

Vsimnime si, Ze tato veta hovori aj o vztahu Kempe-ekvivlaencie a maximalneho stupna
grafu (A(G)), pretoze podla Vizingovej vety [19] je chromaticky index x’'(G) bud rovny
A(G) alebo A(G) + 1. Grafy, pre ktoré x'(G) = A(G) nazyvame grafmi prvej triedy a tie,
pre ktoré plati x'(G) = A(G) + 1 nazyvame grafmi druhej triedy. Tato veta teda pre grafy
prvej triedy hovori, ze pre pocet farieb k = A(G) + 2 je graf Kempe-ekvivalentny, ale pre
grafy druhej triedy zabezpecuje tato veta Kempe-ekvivalenciu az pre k = A(G) + 3. Pre
grafy druhej triedy sa Ke(G,A(G) + 2) = 1 podarilo dokézat pre grafy s maximédlnym

stupnom 4.

Veta 4.2 (prevzatd z [10]). Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A(G) < 4, potom
Ke(G,A+2)=1.

My sme tito vetu pocas osobnej komunikacie ([3]) rozsirili pre ¢ast grafov s maximéalnym

stupnom 5.
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k — pocet farieb

3 4 5 6 8 9
3 X@ v .4.6. v .4.2. v .4.1.
CESE S E Bk
5 b (. (27 V1
0) b (4.7
30 XH E
7 X@12) b .4.7.
8
9

Tabulka 4.1: Triedy grafov, u ktorych vieme, ¢i st Kempe-ekvivalentné

Veta 4.3. Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A(G) < 5 a obsahuje 1-faktor, potom
Ke(G,A+2)=1.

Na dokaz tejto vety pouzijeme lemu z ¢lanku [10], ktort tu uvedieme bez dokazu.

Lema 4.4. Ak G je graf a ¢ je hranové k-farbenie grafu G, pricom k > A+1, potom existuje

hranové (A + 1)-farbenie ¢ grafu G také, Ze farbenie ¢ a farbenie ¢ si. Kempe-ekvivalentné.

Dékaz vety. Majme graf G s maximalnym stupniom A(G) < 5. Majme dve jeho 7-farbenia
¢, d. Podla lemy k farbeniu ¢ existuje Kempe-ekvivalentné 6-farbenie ¢’ a podobne k farbeniu
d existuje farbenie d'. Z predpokladu vieme, ze graf G méa 1-faktor. Hrany tohto 1-faktora
odstranime a dostavame graf G’ s maximalnym stupniom A(G’) < 4 a's dvomi 6-farbeniami,
teda farbeniami ¢, d’ zizenymi na hrany F(G’). Tieto dve farbenia si v grafe G’ Kempe-
ekvivalentné vzhladom na 6-farbenie podla vety [4.2]

Tento postup teda moézme realizovat s tym rozdielom, ze namiesto odstranenia hran 1-
faktora, tieto hrany iba zafarbime farbou 7. Toto mdzeme urobif pomocou Kempe-prepnuti,
pretoze vo farbeniach ¢, d sa farba 7 nepouziva. ZvySok postupu funguje rovnako, lebo
prepiname iba dvojice farieb z mnoziny {1,...,6} a teda prepinané Kempe-komponenty v

grafe G a v grafe G’ su zhodné. H

Vsimnime si, Ze to, ze graf obsahuje 1-faktor este neznamend, ze je z prvej triedy. (V
takom pripade by stacilo pouzit vetu )
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Pre bipartitné grafy existuje este tesnejsi vysledok

Veta 4.5 (prevzata z [15]). Ak G je bipartitny graf s mazimdlnym stupriom A(G), potom
Ke(G,A+1)=1.

Rovnako tesny vysledok plati aj pre subkubické grafy

Veta 4.6 (prevzata z [10]). Ak G je graf s mazimdlnym stupriom A(G) < 3, potom
Ke(G,A+1) =1.

Veta 4.7 (prevzatd z [15]). Nech G je bipartitng graf. Ak plati A(G) < k + 1, potom
Ke(G,k) =1.

Veta 4.8 (prevzata z [10]). Nech p > 3 je prvocislo. Potom Ke(Ks,—1,2p —1) > 1.

Tieto vety zhrnieme do prehladovej tabulky .1} Znak «znamend, ze grafy daného
maximéalneho stupna st Kempe-ekvivalentné vzhladom na hranové k-farbenia. Ak je v
bunke ,b“, znamena to, ze bipartitné grafy z tejto triedy si Kempe-ekvivalentné. Pri
kazdom pozitivnom vysledku je ¢islo vety, ktord o nom hovori. Krizik (X) znamend, ze
sme nasli kontrapriklad a aj ho pod uvedenym c¢islom uvadzame. Ak je v niektorej bunke
tabulky krizik, vietky nizSie bunky v danom stipci implicitne obsahuju krizik. MnoZina
grafov s nejakym maximalnym stupnom je totiz podmnozinou mnoziny grafov s vyssim
maximalnym stupniom, takze totozny kontrapriklad zafunguje aj tam.

Pre bunky, kde £ < A samozrejme plati, ze niektoré z grafov maju vyssi chromaticky
index ako k. V takom pripade hovorime o Kempe-ekvivalencii tych z nich, ktoré sa daju

zafarbif.

Kontrapriklad 4.9. je priklad grafu, ktory md maximdlny stupen vrchola A = 3 a pri
farbeni k = 3 farbami nie je Kempe-ekvivalentny. Prislusny graf farbeni mozZeme vidiet na
obrazku . Tento sa skladd z dvoch vrcholov (v kaZdom je nakreslené zafarbenie povodného
grafu).

Kontrapriklad 4.10. je priklad grafu, ktory md mazimdlny stupen vrchola A = 4 a pri

farbeni k = 4 farbami nie je Kempe-ekvivalentny. Prislusny graf farbeni mozZeme vidiet na
obrazku[{.9
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Obr. 4.1: Graf farbeni pre kontrapriklad [4.9]

ik

Obr. 4.2: Graf farbeni pre kontrapriklad

Kontrapriklad 4.11. je priklad grafu, ktory md opdt mazimdlny stupen vrchola A = 4,
ale narozdiel od predchadzajiceho, ho farbime aZ k = 5 farbami. Tento graf je Ks, teda

kompletny graf na 5 vrcholoch. Prislusny graf farbeni mozZeme vidiet na obrdzku[{.3

Implementovali sme algoritmus na hladanie perfektnej 1-faktorizacie kompletného grafu.

Tento algoritmus pouzijeme na hladanie nasledovnych protiprikladov.

Kontrapriklad 4.12. V&imnime si, Ze v oboch grafoch na obrdzku[].4] plati, Ze kazdd dvo-
jica farieb indukuje hamiltonovsky cyklus. (Toto je v ludskych sildch skontrolovat, pretoZe
dvojic je len (;) = 21). To znamend, Ze lubovolné Kempe-prepnutie vytvori izomorfné farbe-
nie. Dve uvedené farbenia vsak nie si izomorfné (pretoZe napriek tomu, Ze hrany susediace
okolo vrcholov s oznacenim 0 maji totoiné farby, zvysok farbenia nie je rovnaky.) CiZe graf
Ky nie je Kempe-ekvivalentny vzhladom na hranové T-farbenie. MozZeme vsak este odstranit
lubovolny vrchol v oboch grafoch - tym pddom dostaneme dve neizomorfné farbenia grafu
K7, v ktorych kazdy Kempe-komponent je hamiltonovskd cesta. TakzZe graf K; je vzhladom

na 7-farbenie tieZ Kempe-neekvivalentny.

Protipriklady a su najmensie mozné grafy, ktoré spiﬁajﬁ parametre a nie s
Kempe-ekvivalentné. Boli ndjdené algoritmom, ktory je sticastou tejto prace. Protipriklad
bol uvedeny aj v ¢lanku [10], kde autori dokazali, ze naozaj nie je Kempe-ekvivalentny.

S vyuzitim nasej vety je vsak v Tudskych silach priamo sa presvedcit o tom, ze uvedené
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Obr. 4.3: Graf farbeni pre kontrapriklad

Obr. 4.4: Dve navzajom neizomorfné perfektné 1-faktorizacie Ky

farbenia st vSetky a vskutku nie st Kempe-ekvivalentné. Po najdeni kontraprikladu
je raciondlne prestat sa zaoberaf prislusnou triedu grafov (stupna maximélne 4) a farbeni
(5 farbami) — pretoze uz je o nej rozhodnuté. My sme to vSak neurobili, naopak, rozhodli
sme sa ist hlbsie a presktimat, ktoré grafy v tejto triede si Kempe-ekvivalentné a ktoré nie.

O Kempe-ekvivalentnosti niektorych z nich hovori nasledujiica veta:

Veta 4.13 (prevzata z [10]). Nech G je sivisly graf so stupriom nanajvys 4 a s vlastnostou,
Ze Ziadne dva vrcholy stupria 4 nie si susedné. Dalej predpokladajme, Ze v grafe existuje

vrchol v, pre ktory plati bud
1. deg(v) <2, alebo
2. deg(v) = 3, a vrchol v md nanajvys dvoch susedov stupria 4

Potom Ke(G,5) = 1.
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4.2 Vrcholové farbenia

Pre tplnost uvedieme aj niekolko tvrdeni o Kempe-ekvivalencii pri vrcholovych farbeniach.
Existencia grafov, ktoré si Kempe-ekvivalentné pre nizsi pocet farieb a nie si Kempe-
ekvivalentné pre vyssi pocet farieb je takym zaujimavym vysledkom, ze ho ponikame aj s

dokazom.

Veta 4.14 (prevzatd z [15]). Pre lubovolné prirodzené cisla 1, k, pre ktoré plati 3 <1 <
k existuje graf G s chromatickym cislom [, taky, Ze je Kempe-ekvivalentny vzhladom na

vrcholové [-farbenia, ale nie je Kempe-ekvivalentny vzhladom na vrcholové k-farbenia.

Dokaz. Staci ako graf G vziat kategoridlny stucin kompletnych grafov K; x K. Jeho vrcholy
su teda pary (i,7),1 <i <1[,1 <j < kavrchol (i, ) je incidentny s vrcholom (i’, j') préve
vtedy, ked i # i' a j # j'. Nech ¢ je I-farbenie grafu G, kde ¢((4,7)) = i a nech ¢ je
k-farbenie grafu G také, ze ¢((i,7)) = j. VSimnime si, ze podgraf indukovany vrcholmi
(1,1),(2,2),...(L,1) je izomorfny s K;. Vzhladom na to a na existenciu farbenia ¢’ plati, ze
chromatické &islo x(G) = [. Dalej je vidno, Ze ak vyplnime najprv farby v tomto podgrafe
a chceme zafarbit graf G iba [ farbami, tak farbenie m6zme doplnit deterministicky na
farbenie c. Z toho vyplyva, ze toto farbenie je jediné (az na izomorfné) a teda je tento graf
vzhladom na [-farbenia Kempe-ekvivalentny. Farbenie ¢ m4 ti vlastnost, Ze lubovolné dve
farby indukuju suvisly podgraf, takze nie je mozné prepinanim dostat neizomorfné farbenie.

Farbenie ¢ a farbenie ¢ st neizomorfné a teda nie st Kempe-ekvivalentné. O

Dalsia veta hovorf o d-degenerovanom grafe, teda o grafe, ktorého kazdy podgraf obsa-

huje vrchol stupna nanajvys d.

Veta 4.15 (prevzata z [15]). Nech graf G je d-degenerovany graf, potom pre kazZdé k > d

plati, Ze graf je vzhladom na vrcholové k-farbenia Kempe-ekvivalentny.

A 7z nej vyplyva nasledujice tvrdenie o Kempe-ekvivalencii vzhladom na maximalny

stupen grafu:

Veta 4.16 (prevzata z [15]). Nech A(G) je mazimdlny stupen grafu G a nech k > A + 1.
Potom graf je vzhladom na wvrcholové k-farbenie Kempe-ekvivalentny. Ak G je suvisly a

obsahugje vrchol mensieho stupnia ako A(G), potom je tiez Kempe-ekvivalentny.
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Vsimnime si, ze priamo z tejto vety vyplyva Kempe-ekvivalencia kubickych grafov vzhla-
dom na hranové 5-farbenia. Veta [4.6] ktort jej autori dokdzali neskdr, vSak pontika tesnejsi

vysledok.
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Kapitola 5
Testovanie grafov

Ako sme ukazali v predchadajicej kapitole, o niektorych triedach grafov je uz rozhodnuté,
¢i pre dané k-farbenie st alebo nie st Kempe-ekvivalentné. Prikladom takej triedy st vSetky
grafy, s maximdlnym stupniom 4 a hranové 5-farbenia. V ¢lanku [I0] autori ukazali, ze graf
K5, ktory je z danej triedy, nie je Kempe-ekvivalentny. My sme tuto skutocnost overili a
chceli sme najst dalsi taky graf.

Najprv sme sa obmedzili na reguldrne grafy. Vysledok experimentu je v tabulke [5.1]

Medzi 4-regularnymi grafmi sme nenasli ziadne dalsie neekvivalentné farbenia okrem
K. Veta naznacovala, ze aj zvysné grafy s maximélnym stupnom A(G) = 4 mdzu byt
Kempe-ekvivalentné, rozhodli sme za tucelom objavenia dalSich neekvivalentnych grafov
tesovat grafy s maximalnym stupnom 5, ktoré obsahuji aspon jeden vrchol stupna aspon
4. (Také, ktoré takyto vrchol neobsahuji nazyvame trividlne).

Tentokrat sme uz nasli dalsie Kempe-neekvivalentné grafy. Sice stale jediny s maxi-
malnym stupniom 4 zostava Kj, ale asponn ho mame s ¢im porovnat. Na obrazku je
jediny Kempe-neekvivalentny graf na 5 vrcholoch, na obrazku je vsetkych 6 Kempe-
neekvivalentnych grafov na 6 vrcholoch (takych, ze obsahuji aspon jeden vrchol stupna
aspon 4).

Moézme si vSimnut, ze zo Siestich grafov na obrazku je prvych 5 takych, ze obsahuju
podgraf K5. Otazkou je, ¢i prave to, ze obsahuju tento podgraf je jedinym dévodom ich
Kempe-neekvivalentosti a ¢i taka vlastnost ma Specialne tento graf, alebo je to standardna

vlatnost Kempe-neekvivalentnych grafov.
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Pocet vrcholov  Pocet Pocet Kempe-

v grafe grafov -neekvivalentnych grafov

) 1 1
6 1 0
7 2 0
8 6 0
9 16 0
10 39 0
11 265 0
12 1544 0

Tabulka 5.1: Testovanie 4-regularnych grafov na K-ekvivalenciu vzhladom na 5-farbenia

Pocet grafov Zafarbi- K-neekvivalentnych K-neekviva-

V(&)

s A(G) <5  telnych s A(G) <5 lentnych
) 21 11 1 1
6 112 33 0 6
7 697 626 0 30
8 6386 6171 0 230
9 75700 75578 0 2480

Tabulka 5.2: Testovanie grafov na Kempe-ekvivalenciu vzhladom na 5 farbenia

5.1 Hladanie Kempe-neekvivalentnych podgrafov (ja-
dier)

Graf, ktory je Kempe-neekvivalentny a pre ktory plati, Ze odobratim lubovolnej hrany sa
stane Kempe-ekvivalentnym, budeme nazyvat jadro.

Pri testovani grafov sme si vSimli, ze viaceré K-neekvivalentné grafy maju zhodny pod-
graf, ktory je sam o sebe Kempe-neekvivalentny. Po manualnom overeni najmensich grafov
sme sa teda rozhodli hladat Kempe-neekvivalentné grafy ako podgrafy ekvivalentnych a ne-
ekvivalentnych grafov. Pre tento ti¢el sme implementovali algoritmus na hladanie podgrafov
inspirovany clankom [18].

Zoradili sme grafy podla po¢tu vrcholov a po¢tu hréan a zacali sme s prazdnou mnozinou
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Obr. 5.1: Kompletny graf na 5 vrcholoch (Kj3)
Obr. 5.2: Najmensie neekvivalentné grafy na 6 vrcholoch vzhladom na 5-farbenie

podgrafov. Pre kazdy neekvivalentny graf sme otestovali, ¢i obsahuje podgraf izomorfny s
niektorym z mnoziny podgrafov. Ak ano, urobili sme len zdznam o tom, s ktorym. Ak nie,
pridali sme dany graf do mnoziny podgrafov, zjavne takyto graf je jadro. Takto sme presli
vsetky grafy na danom pocte vrcholov. Nasledne sme otestovali, vsetky Kempe-ekvivalentné
grafy, ¢i niektory z nich neobsahuje podgraf izomorfny s niektorym jadrom.

Vysledky st v tabulke a podrobné v stubore ,hladanie neekvivalentnych jadier
col_5.ods”. Zaujimavy vysledok z tejto tabulky je, ze v nami skimanej mnozine gra-
fov neexistuje ziadny Kempe-ekvivalentny graf, ktory by obsahoval podgraf izomorfny s
Kempe-neekvivalentnym grafom.

Néasledne sme sa rozhodli experiment opakovat s inym poc¢tom farieb, vysledky su v
tabulkach[5.4] 5.5 Prave pri 4 farbeniach sa ukézalo, Ze existuju aj také Kempe-ekvivalentné
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Pocet  Netrivialnych Neekviv. Pocet K-ekvivalentnych

V(G) grafov zafarbitelnych grafov jadier s j. podgrafom
5 21 11 1 1 0
6 112 83 6 1 0
7 853 626 30 12 0
8 11117 6171 230 13 0
9 261080 75578 2480 1040 0
3 2747 1067 0

Tabulka 5.3: Hladanie neekvivalentnych jadier pre hranové 5-farbenia

Pocet Netrividalnych Neekviv. Pocet K-ekvivalentnych

ViG) grafov  zafarbitelnych grafov jadier s j. podgrafom
4 6 4 0 0 0

5 21 17 3 2 0

6 112 74 14 1 0

7 853 336 61 7 0

8 11117 1900 314 10 0

9 261080 11963 1994 285 1

10 11716571 88791 13333 396 27

> 15719 701 28

Tabulka 5.4: Hladanie neekvivalentnych jadier pre hranové 4-farbenia

grafy, ktoré obsahuju ako podgraf jadro. Uvedena vlastnost teda neplati pre vSetky grafy,

v nasledujicej kapitole ju vsak dokazeme pre bipartitné grafy.
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Pocet Netrivialnych Neekviv. Pocet K-ekvivalentnych

VG grafov  zafarbitelnych grafov jadier s j. podgrafom
3 2 2 0 0 0
4 6 6 0 0 0
5 21 9 1 1 0
6 112 28 3 0 0
7 853 59 6 2 0
8 11117 187 19 1 0
9 261080 501 62 10 0
10 11716571 1679 222 12 0
11 5310 746 64 0
> 1059 90 0

Tabulka 5.5: Hladanie neekvivalentnych jadier pre hranové 3-farbenia
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Kapitola 6

Kempe-neekvivalentné podgrafy
(jadra)

Vezmime graf G, ktory je Kempe-ekvivalentny, teda jeho graf farbeni je suvisly. Otazkou
je, kedy mdze nastaf situacia, ze odobratim jednej hrany grafu G vznikne novy graf, ktory
uz nie je Kempe-ekvivalentny. Keby takato situacia nemohla nastat, vyplyvalo by, Ze pre
lubovolny graf, ktory nie je Kempe-ekvivalentny, existuje taky podgraf, ktory je minimalny
vzhladom na pocet vrcholov a potom vzhladom na pocet hran, ktory tiez nie je Kempe-
ekvivalentny. Potom by uz nebolo potrebné zaoberat sa ostatnymi neekvivalentnymi grafmi,
stacilo by skiimaft tieto minimalne podgrafy a teda by malo byt jednoduchsie dokazovat
tvrdenia o Kempe-ekvivalentnosti roznych tried grafov.

Najprv nas zaujimalo, ¢o sa vlastne deje s grafmi farbeni, ked z povodného grafu od-
strdanime hranu. Zobrali sme si graf K5 a jeho graf farbeni je na obrazku [6.1 Odobratim
hrany (3,4) dostaneme novy graf a jeho graf farbeni je na obrézku [6.2 Modré st farbenia
prislichajice povodnym a sedé st nové farbenia, vdaka ktorym sa stal graf farbeni stvis-
Iym. Odobratim dalsej hrany, tentokrat (3,4), pribudni dalsie farbenia. Na obrazku st
prislusné vrcholy zafarbené na zlto. Mozeme si vSimnuf, ze sa zmenil pocet Sedych vrcho-
lov - ak sa dve farbenia lisili iba vo farbe odoberanej hrany, potom hrana v grafe farbeni,
ktora tieto dve farbenia spajala, kontrahovala. Dalej na obrazku vidime, ze farbenia, medzi
ktorymi sa dalo prepnit v grafe na obr. st kempe ekvivalentné na jedno alebo na dve
prepnutia aj na grafe na obr. Okrem toho vznikli nové farbenia, o ktorych zatial vela

nevieme.
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Obr. 6.1: Graf farbeni Kj

Hypotéza 6.1. Majme graf G, ktory je Kempe-ekvivalentny. Odobratim lubovolnej hrany
z grafu G dostaneme novy graf H = (V(QG), E(G) — e), ktory je Kempe-ekvivalentny.

Tuato hypotézu sme testovali pre vSetky grafy s po¢tom vrcholov nanajvys 9 a hranové 5-
farbenia. Najmensi neekvivalentny graf je K. Kazdy neekvivalentny graf sme bud vyhlasili
za minimalny, alebo sme nasli jeho Kempe-neekvivalentny podgraf, ktory je miniméalny.
Ziadny Kempe-ekvivalentny graf neobsahoval podgraf, ktory by bol Kempe-neekvivalentny.
Experiment sme opakovali pre 4-farbenia a 3-farbenia. Zistenia véac¢sinou sihlasili s nasou
hypotézou, no objavili sa aj grafy (najmenej 9 vrcholové pre 4-farbenia), ktoré nesthlasili.
Vysledky experimentov su v tabulkach a[p.5

Ako vidno v tabulke existuje 9-vrcholovy graf, pre ktory hypotéza neplati. Graf je
mozné vidiet na obrdzku [6.4] Ak sa v grafe nachddza aj hrana zndzornend prerusovanou
ciarou, je Kempe-ekvivalentny, ak sa nenachadza, tak nie je K-ekvivalentny.

Tvrdenie z hypotézy sa vsak da dokazat pre niektoré triedy grafov. Nech H je graf,
ktory sme dostali z grafu G odobratim hrany (u,v) (obrézky , vytvorme novy graf
H' z H tak, ze donho priddme dva nové vrcholy «/,v" a dve nové hrany (u,u’) a (v,v’)
(obrazok . Ozna¢me C, D a D' mnoziny vsetkych farbeni grafov G, H a H'.

Zjavne ak kazdé farbenie z D' zuzime na hrany V(H), tak vzniknutd mnozina bude
totozna s mnozinou D. Navyse ak vezmeme z mnoziny D’ prave tie farbenia, v ktorych
sa farby hran (u,u’), (v,v’) rovnaji, dostaneme mnozinu (ozna¢me ju D), v ktorej kazdé
farbenie zodpoveda farbeniu z mnoziny C tak, ze zhodné hrany maju zhodné farby a farba

hrany (u,v) v grafe G sa bude zhodovat s farbami hrén (u,u’), (v,v’) v grafe H'.
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Obr. 6.2: Graf farbeni grafu (K5 po odstraneni jednej hrany)

Ukézeme, ze vSetky farbenia z mnoziny D_ st Kempe-ekvivalentné. Vezmime dve far-
benia z tejto mnoziny. K nim zodpovedajice farbenia z mnoziny C st podla predpokladu
Kempe-ekvivalentné, takze existuje postupnost Kempe-prepnuti, ktori treba vykonat, aby
sme dostali z jedného farbenia druhé. Tieto Kempe-prepnutia mézeme vykonat aj v grafe

H. Musi nastaf jedna z 3 moznosti:

1. prepnutie v grafe G nemeni farbu hrany (u,v), potom moZeme totozné prepnutie

vykonat v grafe H'

2. v grafe (G je hrana (u,v) stcastou prepinaného Kempe-komponentu a K-komponent
je kruznica. Nech po prepnuti nadobida hrana (u, v) farbu x, prepneme teda v grafe

H’ hranu (u, ') na farbu 2. Kedze K-komponent bola v G kruznica, v tomto pripade
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Obr. 6.3: Graf farbeni grafu (K5 po odstraneni dvoch hran)

to bude cesta vedica az do (v,v') a tato hrana sa teda prepne sticasne

3. v grafe G je hrana (u,v) sucastou prepinaného Kempe-komponentu a K-komponent
je cesta. Nech po prepnuti nadobuda hrana (u,v) farbu z, prepneme teda v grafe H’

hranu (u,u’) na farbu z a nasledne hranu (v,v’) na farbu z.

To, ze po takomto prepnuti bude nové farbenie v grafe H' zodpovedat novému farbeniu
v grafe G je zrejmé. Jednoducho vzdy vykondme to isté prepnutie. Iba v pripade, ze sa
Kempe-komponent kvoli absencii hrany (u,v) v grafe H' rozdelil, tu vykondme prepnutia
dve.

Ostala nam teda eSte mnozina farbeni D — D_, teda takych farbeni, v ktorych hrany

(u,u'), (v,v") majt rozne farby. Ozna¢me tito mnozinu D). Stacf ukdzat, Ze kazdé farbenie
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Obr. 6.4: Najmensi graf, pre ktory neplati hypotéza [6.1] pre hranové 4-farbenie

Obr. 6.6: Graf H — bez hrany Obr. 6.7: Graf H'

Z Mnoziny D;é sa da prepnuf na niektoré farbenie z mnoziny D’_.

A7 do tohto momentu sme o grafe G ni¢ nepredpokladali. Tu zavedieme predpoklad, ze
graf neobsahuje kruZnicu nepérnej dizky. V takom pripade ani hrana (u,v) nemdze lezat
na kruznici neparnej dizky a teda neexistuje cesta parnej dizky v grafe H’ medzi vrcholom
u’ a vrcholom v’. Preto ak predpokladdme, Zze hrana (u,u’) a hrana (v,v’) maji rozne
farby a chceme prepinat tieto dve farby, uvedené hrany nemdézu byt v tom istom Kempe-
komponente (lebo ak by boli, potom by v grafe H existovala cesta parnej dizky medzi
vrcholmi u, v). Takze mézeme prepnit farbu jednej z tychto hran bez toho, aby sa prepla
farba druhej a tym dostaneme farbenie z mnoziny D.. Tvrdenie, Ze graf je bipartitny je
ekvivalentné tvrdeniu, Ze graf neobsahuje cyklus neparnej dizky ([21]). Tym je dokézana
veta [0.2)

Veta 6.2. Majme bipartitnyg graf G, ktory je Kempe-ekvivalentny vzhladom na hranové k-
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farbenia. Odobratim lubovolnej hrany z grafu G dostaneme novy graf H = (V(G), E(G)—e),

ktory je tiez Kempe-ekvivalentny vzhladom na hranové k-farbenia.
Veta je ekvivalentnd nasledovnému tvrdeniu [6.3]

Veta 6.3. Majme bipartitny graf G, ktory je Kempe-neekvivalentny vzhladom na nejaké
k-farbenie. KaZzZdy bipartitny graf H, ktory obsahuje podgraf izomorfny s G, je Kempe-

neekvivalentny vzhladom na k-farbenie.

Tato vetu pouzijeme v nasledovnej sekcii.

6.1 Kempe-ekvivalencia bipartitnych kubickych gra-

fov

V élanku [15] autor polozil otazku, pre ktoré kubické bipartitné grafy a hranové 3-farbenia
je graf farbeni suvisly. My sme sa touto otdzkou uz zaoberali v praci [5]. Tam sme vSak
iba uviedli niekolko nekonec¢nych tried grafov pre rozne parametre, ktoré maju suvisly
graf farbeni. Teraz by sme chceli s vyuzitim vety objavit nejakt vlastnost, ktora pri
kubickych grafoch zabezpecia Kempe-neekvivalenciu. Uz vieme, ze méa zmysel zaoberaf sa
subkubickymi grafmi, pretoze pre kazdy subkubicky graf, ktory je Kempe-neekvivalentny
plati, ze kazdy jeho kubicky nadgraf je Kempe-neekvivalentny.

Rozhodli sme sa preto hladat minimélne (vzhladom na pocet vrcholov a néasledne pocet
hrén) grafy, ktoré su bipartitné, subkubické, Kempe-neekvivalentné.

Touto metédou sme teda dokazali obmedzit 12753 Kempe-neekvivalentnych grafov na
111 jadier, pre ktoré plati, Ze ak je niektoré z nich izomorfné s podgrafom Iubovolného bipar-
titné¢ho grafu G, potom graf G je vzhladom na hranové 3-farbenia Kempe-neekvivalentny.
Mozeme teda generovat velké mmnozstvo neizomorfnych Kempe-neekvivalentnych grafov,
staci vziat Tubovolné z ndjdenych jadier a pridavat k nemu vrcholy a hrany tak, aby vznik-
nuty graf bol biaprtitny a podla vety bude Kempe-neekvivalentny.

Ako ukazeme v nasledujicej sekcii, existuje dalSia operéacia, ktorou mézme jadra menit

bez toho, aby sa porusila vlastnost Kempe-neekvivalentnosti.
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Pocet Netrividlnych, bipartitnych Origindlnych

V(&) grafov zafarbitelnych, K-neekvivalentnych grafov
3 2 0 0
4 6 0 0
5 21 1 1
6 112 3 0
7 853 3 0
8 11117 8 0
9 261080 18 1

10 11716571 b2 1
11 ' 123 3
19 ‘ 354 1
13 _ 953 18
14 ‘ 2872 23
15 ' 8366 63
5 12753 111

Tabulka 6.1: Hladanie neekvivalentnych jadier pre hranové 3-farbenia bipartitnych grafov

6.2 Kempe-zachovavajiuca expanzia

Pozrime sa na niekolko grafov spomedzi vygenerovanych jadier v predchadzajtcej casti
(obrézok . Prvy z grafov je K, 3, teda najmensie kubické bipartitné jadro pre 3-farbenia,
dalsie tri grafy su tiez Kempe-neekvivalentné, obsahuju cast grafu K, 3, ale neobsahuji
ho cely ako podgraf, preto s to dalsie jadra. Vsimli sme si tie casti grafov, ktoré v grafe
nahradili bud hranu (obr. , alebo niektory vrchol (obr. . Su to také casti
grafu, ktoré maju rovnaké vlastnosti (z pohladu hranového farbenia a Kempe-ekvivalencie)

ako hrana ¢i vrchol.

Definicia 6.4. Majme subkubicky graf G a 2 jeho vrcholy u, v stupna 1. Vrcholy incidentné
s vrcholmi u, v oznacime postupne u’,v’. Ak plati, Ze v kazdom hranovom farbeni grafu
G maji hrany (u,u’) a (v,v’) rovnaké farby, a sicasne kazdy Kempe-komponent obsahu-
juci (u,u), obsahuje aj (v,v’), potom graf indukovany mnozinou vrcholov V(G) — {u, v}

nazyvame hranovy blok, vrcholy u/,v' nazyvame pripdajacie vrcholy.
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Obr. 6.8: Priklady kubickych bipartitnych jadier pre 3-farbenia

(a

Analogicky definujeme vrcholovy blok.

Definicia 6.5. Majme subkubicky graf G a 2 (alebo 3) jeho vrcholy u,v (pripadne w)
stupna 1. Vrcholy incidentné s vrcholmi u,v (w) oznac¢ime postupne o', v, (w'). Ak plati,

sucasne:

e v kazdom hranovom farbeni grafu G maji hrany (u,u’) a (v,v") (a w,w’) navzajom

rozne farby

e pre kazdé farbenie ¢ plati, Zze v grafe sa nachadza alternujiica cesta medzi hranou
(u,u') a hranou (v,v’) (a medzi dvojicou hran (u,u’), (w,w’) a aj medzi dvojicou

hran (v,?"), (w,w’) )

potom graf indukovany mnozinou vrcholov V(G)—{u, v} (alebo V(G)—{u, v, w}) nazyvame

vrcholovy blok, vrcholy v/, v" (w') nazyvame pripdjacie vrcholy.

Ak nahradime hranu v grafe hranovym blokom alebo vrchol vrcholovym blokom, tato
operaciu budeme nazyvat Kempe-zachovdvajica expanzia alebo skratene Kz-expanzia.

Implementovali sme algoritmus, ktory testuje, ¢i vstupny graf je blok a spustili ho na
vSetkych subkubickych grafoch do 15 vrcholov. Takto sme nasli velké mnozstvo (479762)
blokov, z ktorych nds zaujimali bipartitné (4775). Dalej nds zaujimalo, ktoré jadré vznikli
z inych jadier Kz-expanziou. Pri hladani takych jadier nestaci hladat bloky ako podgrafy -

potrebujeme este overif, ze blok sa so zvyskom grafu spaja len v pripajacich vrcholoch.
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Este predym ako prehladame mnozinu jadier na vyskyt blokov, pokisime sa pocet
blokov znizit. Existuji totiz bloky, ktoré ako podgraf obsahuji niektoré jadro. Ziadne jadro
ale nemoze obsahovat ako podgraf iné jadro, takze zjavne nemoze ani obsahovat blok,
ktory ako podgraf obsahuje iné jadro. Odstranili sme preto bloky, ktoré obsahuju jadro ako
podgraf a ostalo nam 445 blokov.

Prehladali sme teda mnozinu jadier na vyskyt tychto 445 blokov a na obrazku [6.9]

uvadzame najdené bloky. Pripajacie vrcholy st vyznacené tmavou vyplnou.

P
@@%

()

@m

Obr. 6.9: Vrcholové bloky

6.2.1 Rebrikové bloky

Pozrime sa blizsie na bloky, ktoré st rebrikovymi grafmi (ladder graph). Rebrikovy graf L;
dostaneme ako kartezidnsky sacin cesty dizky 1 a cesty dizky i. Nech P;j je cesta dizky j,
potom L; = PP,

Najprv ndjdeme vsSetky hranové 3-farbenia grafu L, aj s ,trcéiacimi hranami“ (obr.
. Lahko sa da overit, ze pre kazdé farbenie nastane jedna z moznosti zafarbenia hran
A, B, C, D uvedena v tabulke (neuvddzame izomorfné farbenia). Zjavne ak zjednotime
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) Graf Ly ) Graf Ls

Obr. 6.10: Priklady rebrikovych grafov

A B|C D A B|C D
110 010 O 10 010 O
0O 01 1 210 01 1
0 10 1 0O 111 0
Tabulka 6.2: Farbenia grafu Lo Tabulka 6.3: Farbenia grafu L

hrany A a C, jediné pripustné bude farbenie v trefom riadku tabulky, takze dostaneme
graf, v ktorom tréiace hrany B a D maji nutne rovnakt farbu. Navyse podgraf indukovany
dvojicou farieb (0, 1) aj podgraf indukovany dvojicou farieb (0,2) je stvisly (obrézok [6.11]),
¢ize uvedeny graf je hranovy blok.

Podobne ak priddme vrchol a spojime ho s hranami A, C, jediné mozné farbenie je
na druhom riadku tabulky. Hrany B, D maji nutne rézne farby a nova hrana tiez. Opat
jednoducho skontrolujeme, ze pre kazdu dvojicu farieb existuja dve trciace hrany, ktoré s

v rovnakom Kempe-komponente. Dostaneme vrcholovy blok (obrézok [6.12)).

Obr. 6.11: Hranovy blok pre Lo

Obr. 6.12: Vrcholovy blok pre Lo

Vsimnime si, ze rozdiel medzi grafmi Ly a Lz vo farbeni tréiacich hran je len v poslednom
riadku (tabulky|[6.2] [6.3)). Analogicky (k pripadu Lo) staci zjednotit hrany A, C' a dostaneme

hranovy blok, ak bude splnend druhd podmienka bloku. To lahko overime ma obrazkoch
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[6.13] a [6.14] Pridanim vrchola a jeho spojenim s hranami A, C' dostaneme vrcholovy blok
(¢itatel druht podmienku Tahko overi).

V pripade L3z moézeme zjednotit hrany A, D alebo pridat vrchol a spojit ho s hranami
A, D, ¢im opat dostavame hranovy resp. vrcholovy blok. (VSimnime si Ze pri Ly sme toto

nemohli spravit, pretoze by vznikla dvojita hrana resp. cyklus neparnej diiky).

Obr. 6.13: Farbenie L3 Obr. 6.14: Farbenie L3

Ukéazali sme teda 6 roznych blokov vytvorenych z grafov Ly a Lz. V nasledujicom texte
poznatky zovseobecnime pre L;, kde ¢ > 4.

Kazdy graf L;, kde ¢ > 3 zjavne vieme vytvorif spojenim niekolkych grafov L, a Ls
tak, ze hrany A, B z jedného grafu zjednotime s hranami D, C' z druhého grafu. Z uvede-
nych tabuliek , vyplyva, Ze pre rebrikové grafy parnej dizky Lo, plati, Ze ich hrany
A, B,C, D sa daju zafarbif prave tak, ako v grafe L,. Hrany A, B, C, D rebrikovych grafov
neparnej dlzky Lo.i1 sa daji zafarbit prave tak, ako v grafe Ls.

Teraz overime druhd podmienku pre blok pre vSeobecny graf L. Hrany v grafe Ly

oznacime podla obrazka [6.15

Uy o Ul o U o U3 Uh—2_Uk-1 Uk
wl °te wkil wk

U, v v v v
0 1 2 3 Vo Uk_1 k

Obr. 6.15: Oznacenie hran L,

Vezmime si pripad, ked k je parne. V takom grafe moézme zjednotif hrany wug, vy a ak

kazdy K-komponent obsahujici vy obsahuje aj vy, tak ide o hranovy blokﬂ Vezmime si

1Citatel si zaiste v&imol, Ze hrany wug, vy nemdzeme zjednotit, lebo by vznikla kruznica nepérnej dizky
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pripad farbenia ¢, ked farby hran ug a vy st rovnaké c(ug) = c(vg). Potom pre vsetky

dvojice hran (u;,v;) pre i € 0,...,k plati, c¢(u;) = ¢(v;). Vezmime si dve farby. Ak cesta

U, Ut, - - -, Uy, je zafarbend len tymito farbami (PRIPAD 1), potom této dvojica farieb in-
dukuje cestu ug, uq,...,u, a cestu vg, v1,...,v,. V opac¢nom pripade zvolena dvojica farieb
indukuje cestu g, U1, ..., Um_1, Wiy U1, - - Vo & CEStU Up, Ug_1, - - - , Up, Wy, Uy, - - . U PTE

niektoré 1 < m < n < k.(PRIPAD 2). V oboch pripadoch st teda hrany vy, v v tom istom
komponente a ide o hranovy blok. Trefou moznostou je, ze hrany ug, u; st zafarbené roz-
nymi farbami. Vtedy pre farby c(vy), c(wp) existuje K-komponent v, wy, uy, wa, va, . . . Wy, vy
a pre farby c(vg), c(wp) dostavame K-komponent vy, vy, va, . .. vk. V tomto pripade teda tiez
ide o hranovy blok.

Pokracujme s parnym k a pridajme novy vrchol a spojme ho s ug, vi. Toto nam za-
bezpeci, ze hrany wug, vy s zafarbené roznymi farbami. Preto nemdze nastat prvy pripad
z predchadzajucej casti. Moze vsak nastat druhy a treti pripad. V kazdom z nich kazda
dvojica farieb indukuje podgraf, ktory obsahuje K-komponent obsahujtci dvojicu tréiacich
hran.

Podobne ukazeme aj pre grafy s neparnym k iba s tym rozdielom, Ze pre vznik hranového

bloku zjednotime hrany wug, v a pre vznik vrcholového bloku pridany vrchol spojime s uq, uy.
Veta 6.6. Majme rebrikovy graf Ly definovany ako
V(Le) ={(0,7),i € {1,2},j € {1.. . k}},
B(L) = {((3,), (i + 1)si € {1,2} 5 € {L..ck = 1} UL((15),(2,5)) . j € {1... k}}
. Potom

o graf L definovany ako V(L) = V (L), E(LS) = E(Lg) U{((1,1),(1,k))} pre pdrne
k je hranovy blok s pripdjacimi vrcholmi (2,1) a (2,k),

o graf L, definovany ako V(L5) = V (L), E(LY) = E(Ly)U{((1,1), (2, k))} pre neparne
k je hranovy blok s pripajacimi vrcholmi (2,1) a (1,k),

o graf L} definovany ako V(L}) = V(L) U{v}, E(L}) = E(Lk)U{((1,1),v), (v, (2,k))}
pre parne k je vrcholovy blok s pripdjacimi vrcholmi (2,1), (1,k), v,

e graf L} definovany ako V(L}) = V(L) U{v}, E(L}) = E(Lg) U{((1,1),v), (v, (1,k))}

pre nepdrne k je vrcholovy blok s pripajacimi vrcholmi (2,1), (2,k), v.
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Ukézali sme teda nekoneén mnozinu blokov. Dalsie priklady blokov néjdete v priloze-

nom subore.

6.2.2 Multihranovy blok

Pocas vyhladavania blokov v grafe sme natrafili na také grafy, v ktorych boli v pripade
hranovych blokov pripdjacie vrcholy spojené hranou a v pripade vrcholovych blokov boli
dva pripajacie vrcholy incidentné s jednym vrcholom mimo bloku. To znamena, Ze ak by sme
vykonali inverzni operaciu, dostali by sme v prvom aj v druhom pripade vo vzniknutom
grafe dvojicu vrcholov spojenych dvomi hranami. Doteraz sme uvazovali iba jednoduché
grafy, no v takom pripade by sme prisli o moznost vytvorit niektoré grafy pomocou Kz-
expanzie alebo naopak, by sme nemohli vykonat opac¢ni operaciu.

Preskimat tieto dvojité hrany je vsak velmi jednoduché. Jedind moznost existencie
multihrany v kubickom grafe je zndzornend na obrazku [6.16] kde st dva vrcholy stupna 3 a
tieto si navzajom spojené dvomi hranami. Nakolko tieto dve hrany musia mat vzdy roznu
farbu, aby bola splnend podmienka regularneho farbenia, z ¢coho vyplyva, ze ,tréiace hrany“
su zafarbené rovnakou farbou. Navyse ak prepneme jednu tréiacu hranu na Iubovolnu zo
zvysnych dvoch farieb, prepne sa aj druha tréiaca hrana. Z toho vyplyva, Ze na obrazku
je znazorneny hranovy blok s dvomi pripajacimi vrcholmi. Iné multihrany pri inverznej
operacii ku Kz-expanzii nevzniknu a teda mozeme pri jej pripadnom vzniku nahradit tento
blok hranou a graf bude nasledne opét jednoduchy so zachovanou K-ekvivalenciou (obr.

6.17).

< e

Obr. 6.16: Multihrana v kubickom grafe
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Obr. 6.17: Priklad inverznej operacie ku Kz-expanzii
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Zaver

V préci sme sa venovali najmé Kempe-ekvivalencii grafov. Ukazali sme, ze pri uréovani po-
¢tu tried K-ekvivalencie staci pracovat so Standardnymi farbeniami. Ukazali sme stuvislosti
medzi K-ekvivalenciou a k-vyberatelnostou v regularnych grafoch a pontkli sme aj sposob
vyuzitia tohto vztahu na rychlejsie ur¢ovanie, ¢i je graf K-ekvivalentny. Zhrnuli sme a v pre-
hladnej podobe pontkli zname vysledky o Kempe-ekvivalencii réznych tried grafov a dalej
sme skumali subkubické grafy, o ktorych sme ukéazali, Ze prave od nich zavisi, ¢i ich kubické
nadgrafy si alebo nie st K-ekvivalentné. Prave na kubické grafy a hranové 3-farbenia je
mozné aplikovat poznatky o vztahu K-ekvivalencie s k-vyberatelnostou. Nasli sme neko-
necné mnoziny K-neekvivalentnych grafov. Tieto grafy ktoré sa daju generovat pridavanim
vrcholov a hran k jadram a tiez pouzitim Kz-expanzie. Popisali sme tiez nekoneé¢nti mnozinu
blokov, ktoré sa daju pri Kz-expanzii pouzit.

Pri praci sme otestovali statisice grafov na rozne vlastnosti, na to sme napisali viac
ako 5000 riadkov kédu v programovacom jazyku C. Pouzivali sme rozlicné néstroje, ktoré
spominame v dodatku tohto dokumentu.

Autor by sa tymto chcel podakovat Citatelovi za jeho odhodlanie precitat tito pracu a
zaroven sa ospravedlnit za nepresnosti ¢i nejasné formulacie a ubezpecif ho, ze v pripade

otazok je plne k dispozicii; kontakt na neho sa da pravdepodobne lahko vyhladaf.

48



Dodatok A

Programy vytvorené ako stucast tejto

prace

V tejto casti uvedieme niektoré z programov, ktoré vznikli ako (velmi podstatnd) sucast

tejto prace a daju sa najst na prilozenom DVD.

non__regular__graph.c
Slizi na generovanie grafov farbeni lubovolnych grafov
VsTup: stbor s grafmi vo forméte g6, pocet farieb, [¢islo grafu]
VYSTUP: ak je zadané ¢islo grafu tak vystupom je graf farbeni vo forméte GraphML.
V opacnom pripade st vystupom zakladné informécie o kazdom grafe (bipartitnost,
pocet vrcholov, pocet hran, maximélny stupen, bipartitnost) a o prislusnom grafe

farbeni (pocet komponentov, pocet farbeni)

regular__graph.c
Slizi na generovanie grafov farbeni regularnych grafov
VsTuP: stibor s grafmi vo forméte g6, pocet farieb, [¢islo grafu]
VYSTUP: oproti predchddzajicemu navySe rata ¢islo §G/d!, kde d a znamienko-

ekvivalenciu farbeni.

find__subgraph.c
Slizi na hladanie podgrafov

VsTup: dva stbory s grafmi vo forméate g6
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VYSTUP: Pre kazdy graf z druhého vstupného siboru najde prvy graf z prvého vstup-

ného suboru, ktory je v nom obsiahnuty ako podgraf.

find__segment__in_ graph.c
Slizi na hladanie blokov
VsTUP: Stbor s blokmi vo forméte gb rozsirenom o zoznam pripajacich vrcholov a
stubor s grafmi vo formate g6
VYSTUP: Pre kazdy graf z druhého vstupného siboru najde prvy graf z prvého vstup-

ného suboru, ktory je v nom obsiahnuty ako blok.

compare-goc.c
Sluzi na porovnanie dvoch grafov farbeni pre podobné vstupné grafy. Vystup je mozné
vidiet napriklad na obr.
VsTuP: nemé uzivatelsky interface, treba nastavovat v kdde

VYsTUP: graf vo forméte GraphML

perfect-1-factorization.c
Slizi na hladanie perfektnej 1-faktorizacie kompletného grafu, pouzili sme na hladanie
kontraprikladov v ¢asti
VSTUP: pocet vrcholov grafu
VYsTUP: graf vo formate GraphML

dump.c
Slizi na zmenu formatu grafu
VsTUP: format, sibor s blokmi vo formate g6, ¢islo grafu
VYSTUP: zadany graf v inom forméte, pricom podporované su formaty tgf, xwg (pre

vizualizacny program Wilma) a g6
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Dodatok B
Pouzité nastroje a formaty grafov

Pocas pripravy tejto prace sme pouzili velké mnozstvo rozlicného softvéru. Absencia uni-
verzalneho nastroja na generovanie, vizualizaciu, analyzu a interaktivnu pracu s grafmi
sposobuje, ze je potrebné zaobstarat si na plnenie kazdej z tiloh Specidlny program. Kazdy
z nich je schopny importovat a exportovaf rozne formaty dat, medzi ktorymi je zriedka
prekryv. Zavisenim nelahkej tlohy je chybajica, v lepSom pripade netplna dokumentacia.

Tuato kapitolu teda zaradujeme v nadeji, ze pomoze dalsim studentom zorientovat sa v
spleti viac ¢i menej kvalitnych aplikacii. Pozitivnou spravou pre nich bude, Ze sme pouzivali
a uvadzame iba softvér, ktory je mozné pouzivat na studijné ucely zdarma. VsSetky ponikané

aplikacie sa st kompatibilné s operacnymi systémami Linux a Mac OS X.

B.1 Nastroje

B.1.1 Generovanie grafov

Na vygenerovanie vacsieho mnozstva grafov, ktoré nie si navzajom izomorfné, su k dis-
pozicii dva nastroje. My sme pouzivali program geng ktory je sucastou balika programov
nauty od autora Brendan D. McKay [12]. Dokaze generovat vsSetky grafy na n vrcholoch,
pripadne s dalsimi obmedzeniami. Stcastou balika je aj grafovy framework, my sme ho
vsak nepouzili.

Druhym néstrojom je program genreg od M. Meringera [13], ktory slizi na generovanie

iba regularnych grafov, je vsak rychlejsi.
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B.1.2 Vizualizacia

Ak je potrebné vizualizovat v davke velké mnozstvo grafov, najjednoduchsie je pouzit soft-
vérovy balik graphviz [9]. Nevyhodou je, ze vystup je bud bitmapa alebo vektorovy obrazok,
nie je vsak mozné vystup nadalej spractuvat ako graf. Pouziva format DOT.

Na interaktivne editovanie je k dispozicii aplikacia yEd od spolo¢nosti yWorks. Je to
najrobustnejsi nastroj v ponuke, pri vacsich grafoch vsak velmi pomaly. Pouziva mnozstvo
formatov, pre nas boli zaujimavé Trivial graph format a GraphML.

Oba, graphviz aj yEd st schopné vytvarat velmi zlozité, grafy vo vrcholoch (¢o sme vy-
uzili pri grafe farbeni), pouzivat farby, styly atd. Treti pontkany program je velmi jednodu-
chy interaktivny nastroj WilmaScope [1], ktory je uZito¢ny, ak je potrebné graf vizualizovat

v 3D. Pouziva vlastny xml format.

B.2 Formaty grafov

Kazdy z uvedenych programov pouziva iny format suboru na ukladanie grafu. To spo-
sobovalo malé komplikacie, ak bolo potrebné pouzit vystup jedného programu ako vstup
druhého. Niektoré su priamociare XML subory a autori uvadzaju aj prislusné Document
Type Definition (DTD), takze ich pouzitie je jednoduché. Na druhej strane, nasli sa aj
pripady, ked bolo potrebné viac reverse engineeringu, ¢i studovania dokumentacie. Najzau-

jimavejsie su forméty graph6 a sparse6, ktoré su pouzivané programovym balikom nauty.

B.2.1 graph6 a sparse6 - vSeobecné informacie

Graph6 a sparse6 su formaty, pouzivané balikom programov nauty a kedze sme z tohto
balika pouzivali program geng na generovanie neizomorfnych grafov, bolo potrebné imple-
mentovat tieto formaty v nasich programoch. Zaujimavostou je, ze zapis grafu je velmi
kratky, ¢o je nevyhnutné, ak stibor mé obsahovat radovo miliény réznych grafov. Pritom
format pouziva iba tlacitelné znaky s ASCII kédmi 63 - 126 a znaky ,koniec riadku®, takze
aj rufnd manipuldcia s jednotlivymi grafmi je jednoducha. Popis je prevzaty z [11].

Na kazdom riadku je jeden objekt. Ukazeme ako sa kéduju jednotlivé struktiary

Bitovy vektor z dlzky k sa zakéduje nasledovne:

Priklad: 1000101100011100
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1. Najprv sa pridé taky pocet nil na koniec vektora, aby bola celkova dizka ndsobkom
6.

Priklad: 100010110001110000

2. Vektor sa rozdeli do setbitovych retazcov
Priklad: 100010 110001 110000

3. Kazdu Sesticu asajazasaiag povazujeme za binarne zakédované éislo ((as - 2° + -+ - +
ap - 2°). K tomuto ¢islu v dekadickom zépise pricitame 63.

Priklad: 97 112 111

4. Kazda hodnota je potom ulozend ako jeden znak (jeden byte).

Nech R(x) oznac¢uje tuto reprezentaciu vektora x ako retazca bytov.
Malé prirodzené cisla:
Nech n je celé ¢islo z rozsahu 0 — —68719476735(236 — 1). Zadefinujeme kédovanie tohto

¢isla N(n) nasledovne:

e ak 0 < n < 62, zadefinujeme N(n) ako jeden byte n + 63.

e ak 63 < n < 258047, zadefinujeme N (n) ako Stvorbytovy retazec 126 R(z), kde x je

18-bitovy binarny zapis c¢isla n.
o ak 258048 < n < 68719476735, zadefinujeme N (n) ako 8-bytovy retazec 126 126 R(z),
kde x je 36-bitovy binarny zapis cisla n.

Priklady:

N(30) =93
N(12345) = N (000011 000000 111001) = 126 66 63 120
N (460175067) = N (000000 011011 011011 011011 011011 011011)
= 126 126 63 90 90 90 90 90
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Obr. B.1: Priklad grafu

B.2.2 graph6

Format dokaze kédovat jednoduché neorientované grafy s poctom vrcholov maximalne
68719476735.

Predpokladajme, ze graf G ma n vrcholov. Zapiseme prvky nad hlavnou diagondlou ma-
tice susednosti ako bitovy vektor z dlzky @ v poradi (0,1),(0,2),(1,2),(0,3),...,(n—
1,n).

Graf je potom reprezentovany ako N(n)R(z)

Priklad: Majme 5-vrcholovy graf s hranami (0,2), (0,4), (4,3), (3,1) (obrézok [B.1]).

Matica susednosti:

(e
o = O
_ o O

Takze dostaneme vektor z = 0 10 010 1001.
Kéd grafu je teda N(5)R(010010 100100) = 68 81 99 = DQc .

B.2.3 sparse6

Format dokaze kédovat neorientované grafy s poctom vrcholov maximélne 68719476735.
Na rozdiel od graph6 je mozné kodovat aj slucky a paralelné hrany.

Zakodovany graf pozostava z:
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1. znaku ,:“, aby sa kdéd odlisil od graph6,
2. poctu vrcholov,

3. zoznamu hran

4. znaku ,koniec riadku®.

Slucky a paralelné hrany sa daju zakddovat, ale orientacia hran nie. Poc¢et vrcholov n
kédujeme rovnako ako v graph6 pomocou N(n).

Zoznam hran: Nech £ je pocet bitov potrebnych na binarnu reprezentaciu n — 1. Majme
sekvenciu byzobixy . . . bTy,. Pre vietky 4 plati, Ze b; ma dlzku 1 bit a z; ma dlzku k.

Sekvenciu doplnime na dizku delitelnt 6 nasledovne:

1. Ak (n, k) € {(2,1),(4,2),(8,4),(16,5)} a vrchol n—2 m4 hranu ale n— 1 nem4 hranu

a treba doplnit aspon k + 1 bitov, doplnime jednou Oa zvysnymi 1.
2. Inak doplnime bitmi 1 tak, aby dl7ka celého vektora bola nasobkom 6.

Uéelom tychto pravidiel je zabezpedit, aby sa doplnené bity nedali nespravne interpre-
tovat ako slucka v niektorych Specidlnych pripadoch.
Vrcholy grafu st 0,...n — 1. Hrany urc¢ime zo sekvencie pomocou nasledovného cyklu:
v=20
for i from 0 to m do
if b[i] = 1 then v = v+1 endif;
if x[i] > v then v = x[i] else output {x[i],v} endif
endfor
Neuplny (b, z) par sa nepouzije.
Priklad:
:Fa@x™

Dvojbodka na zaciatku hovori, Ze ide o sparse6 format. Od ostatnych bytov odé¢itame
63 a napiSeme v binarnej sustave poslednych 6 bitov z kazdého bytu.

000111 100010 000001 111001 011111

Kedze prvy byte nie je 63, tak je to priamo n. Pocet vrcholov n = 7. Na reprezentaciu
¢isla n — 1 = 6 potrebujeme aspon 3 bity, takze k = 3. Zvysné bity teda napiSeme v
tvare sekvencie: 1 000 1 000 0 001 1 110 0 101 1 111. Toto zodpovedd sekvencii

95



1,0 1,0 0,1 1,6 0,5 1,7. Dvojica 1,7 zodpoveda doplnenym bitom (do nisobku 6).

Spracovanie sekvencie mozeme vidiet v tabulke. Dostavame hrany (0,1), (0,2), (1,2), (5,6).

i b x v akcia nova hrana (z[i],v)

0 1 0 1 zvysisahodnota vakedze v <z

tak dostaneme hranu (0,1)
1 1 0 2 zvysisahodnota v a kedze v < x

tak dostaneme hranu (0,2)
2 0 1 2 hodnota v ostane rovnaka a kedze v < x

tak dostaneme hranu (1,2)
3 1 6 6 ajpozvyseni hodnoty v plati, ze v < z,

takze nastavime v na r = 6
4 0 5 6 hodnota v ostava a kedze plati, ze v < x

tak dostaneme hranu (5,6)

B.2.4 Trivial graph format - tgf

Trivial graph format je ako uz nazov napoveda najjednoduchsi z pontkanych formatov. Je

v nom mozné zapisovat orientované multigrafy so sluckami a vrcholy a hrany mozu mat

priradeny napis. Stubor sa skladd z dvoch c¢asti, v prvej st vymenované vrcholy, na kazdom

riadku jeden, pripadne s napisom. V druhej si vymenované hrany ako dvojice vrcholov,

opit moze byt priradeny napis. Casti st oddelené riadkom, v ktorom je znak ,#*.
Priklad grafu:

o o

label for ¢

b

c

a this_is_loop

d label for_ edge c¢_d

¢ multi__edge

®» o » » ®» J A o
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B.2.5 dot

Tento format je vyuzivany vizualizaénym néstrojom GraphViz. Je velmi bohaty na nasta-
venia, my sme ho vsak pouzivali minimalne (vzhladom k tomu, Ze vzniknuté vizualizacie
neboli dostatocne prehladné bez toho, aby s nimi musel ¢lovek manipulovat a manipulacia

bola mozn4 len v grafickych programoch).

graph K4 {
a — b;

a — C;

a — d;

b — c;

b — d;

c — d;

}

B.2.6 graphml, xwg

GraphML a XWG st XML sibory pre programy yEd a Wilma. Vsetky grafy farbeni v
tomto dokumente st z nasich algorimtov exportované do GraphML a néasledne upravované
pomocou yEd. Je teda zrejmé, ze ide o velmi robustny ndastroj. Tu uvedieme len velmi
kratky priklad siboru vo forméate GraphML, kedze prave tento nie je velmi dobre popisany.
XWG je narozdiel od GraphML jednoduchy a dobre popisany pomocou ,,doctype* definicie
pribalenej priamo k aplikacii Wilma.

<?xml version="1.0" encoding="UTF-8"7>
<graphml xmlns="http://graphml.graphdrawing.org/xmlns"
xmlns:xsi="http://www.w3.org /2001 /XMLSchema—instance"
xsi:schemaLlocation="http://graphml. graphdrawing.org/xmlns
http://www.yworks.com/xml/schema/graphml/1.1/ygraphml.xsd"
xmlns:y="http://www.yworks.com/xml/graphml">
<key id="d0" for="node" yfiles.type="nodegraphics"/>
<key id="dl" for="edge" yfiles.type="edgegraphics"/>
<graph id="G" edgedefault="undirected ">
<node id="n0" yfiles.foldertype="folder ">
<data key="d0">
<y:GroupNode>
<y:NodeLabel>0</y:NodeLabel>
<y:Fill color="#eeeeee" transparent="false"/>
</y:GroupNode>
</data>
<graph id="GO0" edgedefault="undirected ">
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<node id="GO0:n0">
<data key="d0"'>
<y:ShapeNode>
<y:Geometry width="10.0" height="10.0"/>
<y:Fill color="#eeeeee" transparent="false"/>
<y:NodeLabel>0</y:NodeLabel>
<y:Shape type="ellipse"/>
</y:ShapeNode>
</data>
</node>
<node id="GO0:nl1">
</node>
<edge id="GO0:€0:1" source="GO0:n0" target="G0:nl">
<data key="dl1">
<y:PolyLineEdge>
<y:LineStyle type="line" width="4.0" color="#FF0000" />
<y:EdgeLabel>0</y:EdgeLabel>
</y:PolyLineEdge>
</data>
</edge>
</graph>
</node>
</graph>
</graphml>
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