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Abstrakt

Autor: Ivana Selec¢éniova
Nézov: Antidilatacia stromov

Univerzita:  Univerzita Komenského v Bratislave

Fakulta: Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Katedra: Katedra informatiky

Skolitel: doc. RNDr. Rastislav Kralovi¢, PhD.
Pocet stran: 44

Year: 2011

Antidilatécia je jednym z mnohych problémov oznacovania vrcholov v grafe. Cielom je
najst také vnorenie vrcholov grafu G do vrcholov grafu H, aby susedné vrcholy grafu G
boli od seba ¢o najviac vzdialené v grafe H. Vo vSeobecnosti je tento problém NP-tazky.

V préaci sa venujeme problému antidilatacie cesty do stromov. Analyzujeme hlavne an-
tidilataciu cesty do pavucich grafov, teda grafov, ktoré maji jeden vrchol stupna aspon 3
a ostatné vrcholy stupria najviac 2. Uvadzame niekolko metéd na odhadovanie antidilaté-
cie zhora a polynomiélne algoritmy na najdenie optimélnych vnoreni (vzhladom na hod-
notu antidilatacie) ciest do niektorych Specidlnych paviéich grafov. Dokazujeme niekolko
dolnych odhadov antidilatacie cesty na vSeobecné pavucie grafy. Nakoniec analyzujeme

antidilataciu cesty do husenicovych grafov.

KL UCOVE SLOVA: stromy, pavidcie grafy, hiisenicové grafy, antidilatacia.
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Antidilation belong to the rich family of graph labelling problems. The goal is to find an
embedding of a graph GG in a graph H such that the distance of the images of the incident
vertices in G is maximized. The antidilation problem is NP-hard in general.

We analyze the antidilation problem of paths in trees. Our results are focused mainly on
the antidilation of a path into spider graphs. (A spider graph is a tree with one vertex of a
degree at least 3 and other vertices with degree at most 2.) We present several methods for
determining the upper bounds on the antidilation and polynomial algorithms for finding
the optimal embeddings (with respect to the antidilation) of the paths in the subfamilies
of the spider graphs. Lower bounds on the antidilation of paths in spider graphs are also

considered. We analyze the antidilation problem of paths in caterpillar graphs.

KEYWORDS: trees, spider graphs, caterpillar graphs, antidilation.
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Kapitola 1

Uvod

Problém antidilatacie, skiimany v tejto diplomovej praci, patri k triede problémov zaobe-
rajucich sa oznacovanim vrcholov v grafoch. Medzi preskimané problémy tohto typu patri
aj vrcholové farbenie, hladanie nezévislej mnoziny v grafe, ale aj problém dilatécie. Nasim
cielom je skiimat duélny problém k dilatéicii grafov. Tento problém bol zatial skiimany len
v Specialnych pripadoch, ktorymi st antibandwidth a cyklicky antibandwidth.

V kapitole 2 uvadzame zakladné definicie tykajice sa antidilatacie a zname vysledky
pre Specialne pripady antidilatacie, ktorymi st antibandwidth a cyklicky antibandwidth.
Tieto varianty antidilatacie boli skiimané hlavne kvoéli vyznamnej praktickej motivacii, ku
ktorej patri napriklad planovanie procesov a tedria kédovania.

Kapitola 3, ktord je jadrom prace sa zaobera antidilataciou na stromoch. Uvadzame
definicie niekolkych tried stromov, ktoré sa zvyknu skimat pri pribuznych problémoch.
V tejto kapitole skimame antidilataciu na tychto stromoch, uvadzame presné hodnoty,
asymptotické odhady hodnét a algoritmy na najdenie vnoreni s najlepsou hodnotou an-
tidilatacie. Nasim cielom je najst antidilataciu z cesty na tieto stromy. Uvaddzame tu aj
niekolko metéd — polynomialnych algoritmov — na odhadovanie antidilatécie zhora, pricom
o jednej z nich predpokladame, ze dava tesné odhady nie len pre antidilataciu cesty do
skimanych tried stromov, ale aj do vSeobecnych stromov. Ukazujeme, ze pre kazdy pavuci
(resp. htisenicovy) graf G, pre ktory dostaneme horny odhad antidilatacie cesty do G aspon

2, existuje vnorenie cesty do GG s antidilataciou aspon 2.



Kapitola 2

Prehlad problematiky

V tejto kapitole definujeme pojem antidilatacie grafov a uvedieme poévodnta motivaciu, kvoli
ktorej sa antidilatacia zacala skiimat. Poskytujeme prehlad znédmych vysledkov tykajicich
sa problému antidilatacie a jej lepsie preskimanych specialnych pripadov, antibandwidth-u
a cyklického antibandwidth-u.

V préaci pouZivame Standardné pojmy a oznacenie z tedrie grafov, ktoré moze citatel
néajst v [Die05).

2.1 Motivacia

Pociatoény zaujem o skiimanie problému antidilatacie bol spojeny s tym, ze antidilatacia
je dudlnym problémom k viac skimanému problému dilatacie. Antidilatacia bola skiimané
v snahe dosiahnuf nové vysledky o dilatacii. Antidilatacia spolu s dilataciou patria k velkej
skupine problémov oznacovania vrcholov v grafe. [Gall0]

Problém antidilatacie je NP-tazky, navySe je pomerne nepreskimany. Kvoli tomu sa
skiimaju $peciélne pripady antidilaticie pre niektoré grafy (resp. triedy grafov) s vhod-
nymi vlastnostami. V ramci tejto kapitoly uvedieme dva takéto Specialne pripady, anti-
bandwidth a cyklicky antibandwidth. V nasej praci potom budeme pokracovat skiimanim
dalsieho Specidlneho pripadu antidilatacie a to antidilatiacie stromov na stromy. Pre sku-
manie stromov sme sa rozhodli kvoli faktu, Ze stromy st pomerne jednoduchym typom
grafov a myslime si, Ze vlastnosti ako acyklickost mozu ulah¢if rieSenie problému.

Pévodna motivécia pre skiimanie (Specidlnych pripadov) antidilatécie pochédza z na-
sledovného problému. Mame n frekvencii a n vysielacov. Ulohou je priradif frekvencie
vysielacom takym spdsobom, aby fyzicky susedné vysielace mali ¢o najroznejsie frekvencie.
Vysielace su reprezentované grafom susednosti, ilohou je teda ocislovat vrcholy ,frekven-
ciami“ tak, aby bola splnend podmienka uvedend vyssie. [Hal80] Inou ¢asto vyuzivanou
motivaciou je problém rozmiestnenia nepriatelskych jednotiek na cestu (pripadne kruznicu

alebo mriezku) tak, aby boli nepriatelia ¢o najdalej od seba. Nepriatelstvo sa d4 podobne



2.2. Definicie Kapitola 2. Prehlad problematiky

ako v predchadzajicom pripade vyjadrit hranou v nejakom grafe. [Cap99]
Antibandwidth bol prvy krat skimany v spojeni s multiprocesorovym planovanim pod

menom separation number v praci [LVW84].

2.2 Definicie

Na definovanie problému antidilatacie potrebujeme najskor zaviest pojem vnorenia grafu.
Vnorenie grafu G do grafu H je injektivne priradenie vrcholov grafu G vrcholom grafu
H. Problém antidilatacie potom mézeme popisat ako problém néjdenia takého vnorenia
grafu G do grafu H, aby sme maximalizovali minimélnu vzdialenost (merant v grafe H)

vsetkych dvojic vrcholov z grafu H, ktorym sa priradené susedné vrcholy z grafu G.

Definicia 2.2.1. Majme dva grafy G = (V1, E1) a H = (Va, Es). Vnorenie grafu G do grafu
H je injektivne zobrazenie ¢ : V; — V5. Mnozinu vSetkych vnoreni z G do H budeme

oznacovat symbolom ®¢ j.

Pozndmka 2.2.1. Aj ked to nie je podmienkou definicie, o vnoreni budeme vzdy predpo-
kladaf, ze je bijektivne, teda plati |V;| = |V5].

Priklad 2.2.1. Na obrazku 2.1 moze ¢itatel vidief vnorenie Petersenovho grafu do mriezky
M275.

Obr. 2.1: Vnorenie Petersenovho grafu do My .

Definicia 2.2.2. Nech G = (W4, E4), H = (V3, E») su grafy a ¢ € ®¢ y je vnorenie grafu
G do grafu H. Antidilatacia grafu G na graf H vzhladom na vnorenie ¢ je

adil,(G,H) = min (disty(p(u), p(v))).

weE(QG)
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Definicia 2.2.3. Majme dva grafy G = (4, Ey) a H = (V3, Ey). Antidilatacia grafu G
na graf H je

dil(G,H) = dil, (G, H)) = in dist :
WG, H) = g (adil, (G ) = o (i dista(o(0). o))
Pozndmka 2.2.2. Graf G z prechadzajucej definicie budeme volat hostovsky graf a graf H
budeme volat hlavny graf. (Z anglického the guest graph a the host graph.)

Na antidilatéciu sa teda méZeme pozerat nasledovne. Hladame priradenie vrcholov grafu
G do vrcholov grafu H!. Pri danom priradeni vrcholov nas zaujima najmensia vzdialenost
medzi dvoma vrcholmi v H, ktorym boli priradené susedné vrcholy z grafu GG. Na zistenie
antidilatacie chceme néjst také priradenie vrcholov grafu G, v ktorom je vyssSie popisand
hodnota ¢o najvicsia.

Ukézalo sa, Ze problém antidilatécie je vo vSeobecnosti NP-fazky. (Dosledok vety 2.3.1,
ktora je dokdzana v [LY03].) Napriek tomu vSak mozZe byt zaujimava otézka antidilatacie
v Specidlnych pripadoch. Jednym zo skiimanych typov antidilatacie je antibandwidth —

antidilatacia grafu G do cesty, ktora ma V(G) vrcholov.
Definicia 2.2.4. Nech G = (V, E) a |V| = n. Antibandwidth grafu G je

ab(G) = adil(G, P,),

kde P, je cesta dlzky n — 1. Nech ¢ € ®¢ p,, potom antibandwidth grafu G vzhladom na
vnorenie ¢ je
ab,(G) = adil, (G, P,).
V pripade antibandwidth-u je graf H z definicie antidilatacie cesta. Hladdme teda pri-
radenie vrcholov grafu GG na cestu tak, aby susedné vrcholy z GG boli priradené ¢o najvzdia-

lenejsim vrcholom z cesty. Iny pohlad na antibandwidth ukazuje poznamka 2.2.3.

Poznamka 2.2.3. Antibandwidth grafu G mozeme najst nasledovnym spdsobom. Za anti-

bandwidth oznac¢ime hodnotu

ob(G) = (i (170~ £0))).

f weE(G)
pricom f:V — {1,...,|V|} je bijektivna funkcia. (Oc¢islovanie vrcholov.)
1 Ako sme uz spomenuli v pozndmke 2.2.1, v praci budeme vidy uvazovat |V (G)| = |V(H)|. Definicia

antidilatacie vSak nevylucuje ani pripad |V(G)| < |[V(H)|. V takomto pripade dostane ,oznacenie“ len
|V (G)| vrcholov grafu H.
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Priklad 2.2.2. Pre mriezku Mj 3 je antibandwidth rovny 3. Prislusné vnorenie grafu Mj 3
do cesty Py, ako aj ocislovanie grafu Ms s v zmysle poznamky 2.2.3, mozeme vidief na
obrazku 2.2.

6 9 3
2 5 8

1 2 3 4 ) 6 7 8 9
7 1 4

Obr. 2.2: Vnorenie M3 do Py

Ani takyto Specidlny pripad antidilatdcie nie je o ni¢ Tahsi ako povodny problém —
antibandwidth je tiez NP-tazky problém, ako hovori veta 2.3.1. Existuju vSak rieSenia
antibandwidth-u pre konkrétne triedy grafov. V sekcii 2.3 ukazeme zname vysledky pre
antibandwidth na cestach, kruzniciach, uplnych k-arnych stromoch, mriezkach a hyperkoc-
kach.

Inym Specialnym pripadom antidilatacie je takzvany cyklicky antibandwidth, pre ktory
je graf H kruznicou. Aj tento variant antidilatécie je NP-tazky. (Veta 2.3.2.)

Definicia 2.2.5. Nech G = (V| E) a |V| = n. Cyklicky antibandwidth grafu G je
cab(G) = adil(G, C,,),

kde ), je kruznica s n vrcholmi.

Poznamka 2.2.4. Cyklicky antibandwidth grafu G moézeme najst nasledovnym sposobom.
(Podobne ako pre antibandwidth v poznamke 2.2.3.) Budeme skimat vSetky bijektivne
funkcie (ocislovania vrcholov) f: V — {1,...,|V|} a za cyklicky antibandwidth grafu G

oznacime

cab(G) = max ( win_ (1f() — F@)L V] |£(u) - f(v)|)) |

f weE(G)

V zmysle poznamok 2.2.3 a 2.2.4 o alternativnom pohlade na antibandwidth a cyklicky
antibandwidth je rozdiel medzi cyklickym antibandwidth-om a antibandwidth-om v tom,
ze pri ¢islovani nas nezaujima len rozdiel ¢isel dvoch susednych vrcholov v G (ktory zod-
povedd vzdialenosti vrcholov ,v smere hodinovych ruci¢iek na kruznici), ale aj rozdiel
medzi celkovym poc¢tom vrcholov a rozdielom ¢isel susednych vrcholov. (Ktory zodpoveda

vzdialenosti vrcholov ,proti smeru hodinovych ruciciek.)

7



2.3. Zname vysledky Kapitola 2. Prehlad problematiky

Priklad 2.2.3. Pre mriezku M; 3 je cyklicky antibandwidth rovny 3. Prislusné vnorenie
grafu Mj; 3 do kruznice Cy a ¢islovanie grafu Ms 3 v zmysle poznamky 2.2.4 mozeme vidiet

na obrazku 2.3.

5
4
2 8 5 6
3
7
69— 9 ,
8
1 g 4 L9

Obr. 2.3: Vnorenie M3 3 do Cy

Podobne ako antibandwidth a cyklicky antibandwidth moZeme vytvérat aj iné $pecidlne
pripady antidilatacie. V kapitole 3 sa budeme zaoberat antidilataciou cesty do stromov,

resp. do $pecidlnych tried stromov. Takéito verzia problému doposial nebola skiimana.

2.3 Zname vysledky

V tejto Casti sa budeme venovat znamym vysledkom tykajicich sa antidilatacie. Kedze
samotna antidilatacia nebola podrobne sktimané, uvadzame pre nu len zakladné zname
vysledky. LepSie preskiimané Specialne pripady antidilatacie, antibandwidth a cyklicky

antibandwidth, rozoberame v oddelenych sekciach.

2.3.1 Vysledky o zlozitosti

Na tvod sa budeme zaoberat zlozitostou antidilatécie, antibandwidth-u a cyklického anti-
bandwidth-u. Ako bolo spominané vyssie, vSetky tri problémy st NP-tazké. [LVW84],
[LY03] D& sa ukazat, ze problém néjdenia hamiltonovskej cesty resp. kruznice v grafe je

polynomiélne redukovatelny na antibandwidth resp. cyklicky antibandwidth.
Veta 2.3.1. Problém rozhodnutia, ¢i ab(G) > 2 je NP-iplny.
Désledok 2.3.1. Problém rozhodnutia, ¢ adil(G, H) > 2 je NP-uplng.

Veta 2.3.2. Problém rozhodnutia, ¢i cab(G) > 2 je NP-iplny.
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2.3.2 Antidilatacia

V tejto Casti uvadzame zékladny vztah medzi antidilatdciou a dilataciou. Dilatacia grafu
G na graf H vzhladom na vnorenie ¢ je maximalna vzdialenost medzi vrcholmi v grafe H,
ktorych obrazy st susedné vrcholy z grafu G. Dilatacia grafu GG na graf H je minimalna
hodnota dilatacie vzhladom na vSetky vnorenia z ®¢ 5. Dokaz nasledovného tvrdenia moze
Citatel najst v [Tor07].

Veta 2.3.3. Nech G, je hostovsky graf a Gy hlavny graf. Oznacme G komplement grafu
G. Potom plati
adil(G1, Gy) < dil(G1,Go) + 1.

2.3.3 Antibandwidth

Horné a dolné odhady

Nasledujice vety ukazuju vztah medzi antibandwidth-om a velkostou maximélnej kliky
[G6b94], chromatickym ¢islom [LY03], minimalnym stuptiom a velkostou maximélnej ne-
zévislej mnoziny [G6b94].

Je celkom logické, Ze antibandwidth a velkost maximéalnej kliky v grafe st nepriamo
umerné. V pripade velkej kliky v grafe je vela vrcholov navzdjom susednych a preto je

hodnota antibandwidth-u nizsia, ako by mohla byt, keby niektoré vrcholy susedné neboli.

Veta 2.3.4. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi. Nech w(G) oznacuje velkost mazimdlnej
kliky v G. Potom

n—1
b(G) < | ———1.
w0 < |5
Podobne nepriamo timerny je aj vztah medzi antibandwidth-om a chromatickym ¢islom

grafu, pretoze velké chromatické ¢islo znamend pocetné prepojenie vrcholov hranami.

Veta 2.3.5. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi. Nech x(G) oznacuje chromatické ¢islo

grafu G. Potom
n

X@G) -1

Vztah antibandwidth-u a minimélneho stupna grafu uz nie je nepriamo timerny, no stéle

ab(G) <

.....

tvrdenia je aj trividlny horny odhad antibandwidth-u stuvislych grafov dany polovicou

poctu vrcholov. Takyto horny odhad sa dosahuje napriklad pre cesty.
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Veta 2.3.6. Nech G = (V| E) je spojity graf s n vrcholmi a minimdalnym stupriom 0(G).

o= [3]- |21

Nasledovna veta hovori, ze ak graf obsahuje len mali nezavisli mnozinu vrcholov,

Potom

bude antibandwidth maly. Opac¢néa implikacia vsak neplati. Napriklad pre strom s jednym
vrcholom stupnia n — 1 a ostatnymi vrcholmi stupiia 1 je antibandwidth rovny 1, aj ked

velkost maximélnej nezavislej mnoziny je n — 1.

Veta 2.3.7. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi. Nech a(G) oznacuje velkost mazimdlnej

nezavislej mnoziny vrcholov v G. Potom

ab(G) < a(G).
Vsetky vyssie uvedené tvrdenia udavaju horné odhady antidilatacie. V nasledovnej vete
ukazeme aj dolny odhad antidilatacie. Graf G je komplementom grafu G a graf G* pre i > 1
oznacuje graf, ktory dostaneme z grafu GG, ak spojime hranami vSetky vrcholy, ktoré su

v G vo vzdialenosti najviac i. [LY03]

Veta 2.3.8. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi a k > 2. Potom ab(G) > k prdve vtedy,
ked PF=1 C G.

Aj ked predchadzajica veta pomerne presne popisuje hodnotu antidilaticie, treba si
uvedomif, Ze uz len pre k = 2 tato veta hovori, Ze ab(G) > 2 prave vtedy, ked graf G
obsahuje hamiltonovskt cestu, ¢o znamena NP-tplnost tejto otazky.

Presné vysledky pre niektoré typy grafov

V tejto casti uvadzame presné ako aj asymptoticky presné vysledky k problému antiban-

dwidth, ktoré st prevzaté z prace [Tor07].

Veta 2.3.9. Nech P, je cesta o n vrcholoch. Antibandwidth grafu P, je rovny



2.3. Zname vysledky Kapitola 2. Prehlad problematiky

Veta 2.3.11. Nech Ty, je kompletny bindrny strom hlbky h. Potom antibandwidth grafu
T je rovny
ab(Tg,h) = 2h — 1.

Veta 2.3.12. Nech T}, je uplny k-drny strom, kde k > 3, s vyskou h a poctom vrcholov
n = (k"' —1)/(k — 1). Potom antibandwidth grafu Ty.; je rovny

e ak k je pdrne cislo tak

n+1—k
ab(Typ) = —

e ak k je nepdrne cislo a h > 3 tak

k h
ab(Ty ) < g — max {5, 3 o(h)} :
Nasledujuce tvrdenia st prevzaté z prace [RSST09], v ktorej ¢itatel moze najst aj ich

dokazy.

Veta 2.3.13. Nech M,,, je mrieZka rozmerov m x n pricom m > n > 2. Potom antiban-

dwidth grafu M, , je rovny
-1
ab(M,, ) = {u—‘ _
2
Veta 2.3.14. Nech T, je torus rozmerov n xn (graf C,, x C,, ). Potom antibandwidth grafu

T, je rovny
(n—2)n

ab(T) = { (n—22)(7:+1)
2

ak n je parne,

, akn je nepdarne.

Veta 2.3.15. Nech Q),, je n-rozmernd hyperkocka. Potom antibandwidth grafu QQ, je rovny

V21n

Polynomialne algoritmy na zistenie antibandwith-u existuju pre nasledovné triedy gra-

ab(Qn) = 2t —

(14 0(1)).

fov: komplementy intervalového grafu, ,arborescent comparability“ a ,treshold“ grafy.
Konkrétne algoritmy a definicie vyssie uvedenych grafov moze ¢itatel najst v pracach [DI99]
a [Isa98].
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2.3. Zname vysledky Kapitola 2. Prehlad problematiky

2.3.4 Cyklicky antibandwidth

Podobné vysledky ako pre problém antibandwidth boli dosiahnuté aj pre problém cyklicky
antibandwidth. Nasledovné tvrdenia st prevzaté z prace [STVO05], v ktorej moze citatel
najst aj ich dokazy.

Mnoho z nizsie uvedenych vysledkov sa da odvodif z vysledkov o antibandwidth-e

pomocou nasledovnej jednoduchej vety.

Veta 2.3.16. Majme graf G o n vrcholoch. Nech f je optimdlne ocislovanie® vrcholov grafu
G, v ktorom mazimalna vzdialenost susednych vrcholov nie je vicsia ako n—ab(G). Potom

cab(G) = ab(G).
Veta 2.3.17. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi. Potom

cab(G) < LEJ :
2
Podobné tvrdenie, ako hovori veta 2.3.8 pre antibandwidth, je moZné sformulovat aj pre
cyklicky antibandwidth. [T6r07] Na zaklade tohto tvrdenia je mozné ukazat NP-tplnost
problému, ¢ cab(G) > 2, pretoze graf G obsahuje hamiltonovska kruznicu prave vtedy,

ked cab(G) > 2.

Veta 2.3.18. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi a k > 2. Potom cab(G) > k prdve
vtedy, ked C*1 C G.

Veta 2.3.19. Majme cestu P,, s n vrcholmi a kruznicu C,, s n vrcholmi. Potom pre cyklicky

antibandwidth plati
cab(P,) = cab(C,) = {g—‘ -1

Nasledovné tvrdenie dava do stivisu antibandwidth a cyklicky antibandwidth.

Veta 2.3.20. Pre lubovolny graf G plati
1
§ab(G) < cab(G) < ab(G).

Veta 2.3.21. Majme mriezku M,,,, kde m > n a zdroven plati, Ze m je pdrne a n je

nepdrne. Potom plati

{WJ < cab(Myz) < ab(Mp,,) = [WW '

20ptimalne ocislovanie f je také, pre ktoré minimélna vzdialenost susednjych vrcholov je
miny,e () |f(v) — f(v)| = ab(G).

12



2.3. Zname vysledky Kapitola 2. Prehlad problematiky

V opacnom pripade plati
-1
cab(M,,n) = %

Veta 2.3.22. Nech T, je torus rozmerovnxn (graf C,, x C,, ). Potom cyklicky antibandwidth

grafu T, je rovny
(n—2)n

cab(T,) = { (nfm(n’ﬂ)
2

ak n je parne,

, ak n je nepdarne.

Veta 2.3.23. Nech Q),, je n-rozmernd hyperkocka. Potom cyklicky antibandwidth grafu ),

je rovny
n—1

V2mn

cab(Q,) = 2" — (14 0(1)).

13



Kapitola 3

Antidilatacia na stromoch

V tejto kapitole zacneme skumat antidilataciu stromov na stromy. KedZe antidilatacia
stromov na stromy zatial nebola skimand, budeme sa venovat antidilatacii s ¢o najjedno-
duchsim hostovskym grafom, cestou. Dalsi dévod, preco za hostovsky graf volime cestu, je
mozny vztah s uz skimanym antibandwidth-om, ¢o je antidilatacia grafu G na cestu. Pre
dalsi vyskum moze byt zaujimavé analyzovat, ¢o sa stane ak vymenime hostovsky a hlavny
graf. (Cim dostaneme z nami sktimaného problému antibandwidth.)

Na zaciatku uvedieme definicie tried, ktorymi sa budeme zaoberat. Neskor uvadzame
niekolko vlastnych vysledkov o antidilatécii ciest na tychto $peciadlnych podtriedach stromov
vo forme hornych, dolnych odhadov a algoritmov na konstrukciu vnoreni dosahujtcich

maximéalnu hodnotu antidilatacie.

3.1 Pavudie grafy

Pavucie grafy st Specidlnou podtriedou stromov, ktorej venujeme tiito sekciu. Kazdy pavaci
graf sa sklada z niekolkych ciest, ktoré st spojené v jednom (centralnom) vrchole. Formalnu

definiciu tychto grafov uvadzame nizsie.

3.1.1 Definicie

V nasledujicom texte uvadzame definicie Specidlnych podtried stromov, pre ktoré budeme
hladat presné hodnoty antidilatécie s cestou ako hostovskym grafom, a pojmov, ktoré

budeme pouzivat. Definicia pavacieho grafu je prevzata z [Weib].

Definicia 3.1.1. Stvisly acyklicky graf G budeme volat pavtéi graf!, ak st splnené nasle-

dovné podmienky.

1. Existuje préave jeden vrchol v € V(G), ktory ma stupeti aspori 3. Tento vrchol budeme

volat centrdlny.

17 anglického spider, pozri [Weib]
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

2. Kazdy vrchol u € V(G) \ {v} mé stupeil nanajvys rovny 2.

Poznamka 3.1.1. Cestu od centralneho vrchola v do nejakého listu u budeme nazyvat noha.
Za vrcholy na nohe povazujeme vsetky vrcholy, ktoré sa nachadzaja na ceste od v do u,

okrem centralneho vrchola v. Pod dlzkou nohy rozumieme dizku cesty od v po u.

Definicia 3.1.2. Pavadci graf Sk, n, ks n, je graf o n = king + kang + 1 vrcholoch, s jednym

vrcholom v stuptia k = ky + ko, pricom existuje k; noh dlzky n, a ke néh dizky n..

Pozndmka 3.1.2. V dalsom texte budeme pre pavudie grafy Sk, n,k..n, implicitne predpo-
kladat, ze ki + ko > 3, pretoze v opacnom pripade graf Sk, n, k,.n, nebude pavacim grafom.

(Nebude platit, Ze existuje vrchol stuptia aspon 3.)

Definicia 3.1.3. Olivovnik? je $pecialny typ pavucieho grafu, ktory ma k noh a plati, Ze

i-ta noha ma dizku i. Olivovnik s & nohami oznacujeme Oy

Obr. 3.1: VSeobecny pavuci graf pavuci graf S 235 olivovnik Oy

Podobne ako v pripade antibandwith-u, aj na antidilataciu cesty na graf G sa d& pozerat
ako na ¢islovanie vrcholov grafu GG. Narozdiel od antibandwith-u, kde néas zaujimal rozdiel
¢isel priradenych susednym vrcholom, nas bude v tomto pripade zaujimat vzdialenost vr-
cholov, ktorym su priradené po sebe idtce ¢isla i a ¢ + 1, pre vSetky ¢ € {1,...,|V]| —1}.

Toto pozorovanie zhrnieme v nasledujtcej vete.

Veta 3.1.1. Nech G = (V. E) je graf s n vrcholmi a Fg,, je mnoZina vsetkych bijektivnych
zobrazeni z V do {1,...,n}. Potom plati

adil(P,, G) = max< min (dist(f‘l(i),f‘l(i+1)))>.

feFan \ie{l, .,n—1}

2z anglického olive tree
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Dokaz. Vrcholy cesty budeme oznacovat ako vy, vg, ..., v,, priCom vy a v, su listy. Musime
. . . .
si uvedomit, ze adil(P,, G) = max cq,, . adil,(F,,G).
Najprv ukazeme, ze ku kazdému vnoreniu ¢ existuje ¢islovanie f také, ze

adil,(P,,G) = min _(dist (f7'(0), f' (i +1))) .

ie{l,...n—1}

Vhodné éislovanie f vytvorime tak, aby f~1(i) = (v;). V takom pripade bude platit

i dist (f7'(7),f~"(i+1))) = min (dist = adil,(P,, G).
omin | (dist (7). 76+ 1) = min (dist (p(0), 9(0)) = adil, (P, 6)
Analogicky sa déa ukazat, ze ku kazdému ¢islovaniu existuje ekvivalentné vnorenie. (Také,

aby vyssie uvedend rovnost platila.) O

Na zéklade vety 3.1.1 budeme pod vnorenim cesty do grafu G rozumiet aj ocislovanie
vrcholov grafu G. Ak povieme, Ze vrcholu v priradime ¢islo ¢, znamena, to, ze p(v;) = v,
kde v; je i-ty vrchol cesty P,. Na obrazku 3.2 méZzeme vidiet graficky znézornenu kores-

pondenciu medzi vnorenim a ¢islovanim.

Obr. 3.2: Vztah vnorenia a &slovania

Ukéazeme este, ze pre antidilataciu cesty do grafu G plati analogické tvrdenie k tvrde-

niam viet 2.3.8 a 2.3.18, ktoré hovoria o antibandwith-e, resp. o cyklickom antibandwidth-e.

Veta 3.1.2. Nech G = (V, E) je graf s n vrcholmi a k > 2. Potom adil(P,,G) > k prdve
vtedy, ked GF=* C P,.
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Dékaz. Ak G¥! C B, tak P, C G*1. To znamena, ze v GF—1 existuje cesta s n vrcholmi,
inymi slovami, existuje postupnost vrcholov vy, ..., v, takych, ze v;v;11 & E(GF1). Zvo-
lime dislovanie f(v;) = i. Kedze distge-1(v;,vip1) > 2, tak distg(vi,vi1) > k. (Ak by
distg(vi, vi41) < k, v grafe G*=! by bola hrana v;v;41.) Uk4zali sme, %e vzdialenost vrcho-
lov s po sebe idicimi ¢islami je aspon k, preto adil(P,, G) > k.

Opacne, ak adil(P,, G) > k, existuje ¢islovanie f, pre ktoré je kazda dvojica susednych
vrcholov vzdialend aspori k. Pozrime sa na vrcholy v; = f71(i). Kedze distg(vi, viy1) > k,

vrcholy v; a v;41 nie st susedné v G*~1. Preto P, C G¥-! a teda G*~! C P,. O

3.1.2 Horné a dolné odhady pre triedu {Sj ;.1 | k,n,l € N}

V tejto Casti sa budeme zaoberat antidilataciou cesty do pavucich grafov typu Sk, n-1-
Najprv zostrojime horny odhad antidilatacie, potom ukazeme, ze tento odhad je tesny,

tym, ze zostrojime algoritmus, ktory skonstruuje pozadované vnorenie.
Metéda 1. Za odhad zvolime dizku najdihsej nohy pavicieho grafu S.

Veta 3.1.3. Odhad vypocitany metodou 1 je hornym odhadom antidilatacie cesty do pa-

vucieho grafu S.

Dokaz. Centralnemu vrcholu musi byt priradené nejaké ¢islo, preto antidilatdcia nemoze

.....

Pri pavéich grafoch je tato vzdialenost rovna dizke najdlhsej nohy. O

Pre grafy, ktoré maju len nohy dlzok n a n — 1 je odhad, ktory vrati metéda 1 tesny.
V dokaze nasledujtcej vety ukazeme, ako zostrojit ¢islovanie (resp. vnorenie), v ktorom sa

dana hodnota antidilatacie dosahuje.

Veta 3.1.4. Antidilatdcia grafu Py, yin—1)+1 do grafu Sy in—1, kde k > 1, je rovnd

adﬂ(Pkn+l(n—1)+17 Sk,n,l,nfl) =n,

kde n je dizka najdlhsej nohy v Sknin—1-

Dokaz. Z metédy 1 vyplyva, Ze antidilatacia s vii¢Sou hodnotou nemoze existovat. Preto
sta¢i navrhnat algoritmus, ktory najde vnorenie zodpovedajice danej hodnote antidilatacie.
Algoritmus funguje nasledovne: centrélny vrchol bude mat ¢islo 1. Zoradime nohy podla

velkosti, teda nohy Iy, ..., I, maja dizku n a nohy ly,1, ..., majia dlzku n — 1. Cislo 2
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

bude priradené vrcholu vo vzdialenosti n od centralneho vrchola na nohe ;. Cislo 3 bude
mat vrchol, ktory je na nohe [ a je ¢o najblizsie k centralnemu vrcholu. Takto budeme
pokracovat dalej, ak sme ¢islo 4 pridali na nohu /; na najblizsie volné miesto od listu, tak
¢islo i+ 1 priddme na nohu /(j mod (k+1))+1 na najblizsie volné miesto od centralneho vrchola.
Takto ocislujeme vsetky vrcholy. Ukézeme, Ze vzdialenost medzi lubovolnymi susednymi
¢islami i a i + 1 je aspon n. Dokaz budeme robit samostatne pre parny a neparny pocet
noh.

Majme neparny pocet ndh. Pre i = 1 je vzdialenost medzi ¢ a i + 1 rovna n, pre-
toze dlzka najdlhsej nohy je n. Cislo i napiSeme na nohu l(i—2 mod k+1)+1 VO vzdialenosti
[(i —1)/(2(k +1))] — 1 od listu alebo [(i — 1)/(2(k +1))] od centralneho vrchola. Cislo
t 4+ 1 napiSeme na nasledujicu nohu do rovnakej vzdialenosti ako ¢ ale ,,z opacnej strany“.
Preto je ich vzdialenost aspon n — vzdialenost jedného z vrcholov k centrdlnemu vrcholu
je [(1—=1)/(2(k+1))] a vzdialenost druhého je |I;| — [(: —1)/(2(k+1))] + 1. Sucet je teda
asponi n. Jediny rozdiel nastava, ak i dava zvySok 1 po deleni 2(k +1). Vtedy je ¢ vrchol vo
vzdialenosti [(: —1)/(2(k+1))] od centralneho vrchola, ale vrchol i + 1 len vo vzdialenosti
lli] = [(: —1)/(2(k +1))] od centralneho vrchola. To vSak nevadi, lebo i + 1 lezi na nohe
dizky n.

Ak mame parny pocet noh, postupujeme nasledovne. Cislo i znovu piseme na nohu
l(i—2 mod k+1)+1, tentokrat vsak, ak je Cislo nohy parne, piseme cisla vzdy od centralneho
vrchola a ak je ¢islo nepéarne, piSeme ich od listu. Vzdialenost ¢isla ¢ od centralneho vrchola
bude [(i—1)/(k+1)]. (Od listu to bude o 1 menej.) Podobne ako pri neparnom poéte noh,
dva vrcholy s po sebe idicimi ¢islami maju vzdialenost aspoii n, pretoze jeden je napisany
vo vzdialenosti [(i — 1)/(k +1)] a druhy |l;] — [(: — 1)/(k + )] + 1. Pri prechode z nohy
I+, na nohu I3 nastava zmena, vrcholy s k sebe blizsie o jednu hranu, |l;| je vSak n, takze

celkova vzdialenost je n. O

Priklad 3.1.1. Antidilatécia cesty Psy (resp. Pig) do pavicieho grafu Ss 334 (resp. Sa33.4)

je v oboch pripadoch 4. Konkrétne vnorenia mozeme vidiet na obrazku 3.3.

Pozndmka 3.1.3. Z grafov na obrazku 3.3 si mdézeme vSimnut systém ¢islovania vrcholov.
V pripade parneho poc¢tu noh ¢isla vrcholov v ramci nohy klesaja resp. rastii. Na druhe;j
strane, v pripade, Zze mé graf neparny pocet noh, si ¢isla na nohu umiestinované striedavo

z oboch stran.
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Obr. 3.3: Antidilatacia cesty P (vlavo) a Pyg (vpravo) do stromu Ss 334 resp. S233.4

3.1.3 Horné a dolné odhady pre triedu {S1,_;-141 | n, k € N}

V tejto Casti sa budeme venovat antidilatacii cesty do Sy ,—k—1k1. Pri pouziti metédy 1
narazime na problém, Ze horny odhad nie je tesny. Sktisime preto navrhnit int metddu,

ktord bude davat pre tieto typy grafov tesny odhad.

Metoda 2.
1. Opakuj kroky 2—4 pre vSetky i € {1,...}.
2. Zvol mnozinu Vi = {w | dist(v,w) <1, v je centrdlny vrchol S}.
3. Zvol mnozinu Vo =V \ V.
4. Ak |Vi| > |Va| + 1 skonci — odhad je max, yey, dist(u,v).

Veta 3.1.5. Odhad vypocitany metodou 2 je hornym odhadom antidilatdcie cesty do pa-

vucieho grafu S.

Dokaz. Najprv si vSimneme, ze metéda 2 vrati pre kazdy paviaci graf nejaky odhad: pre
dost velké i bude mnozina V5 prazdna, preto bude |V;| > V5] + 1 = 1. (Podla definicie
pavucich grafov je |Vi| = [V] > 4.)

Hlavnou myslienkou tejto metddy je rozdelit graf na dve mnoziny vrcholov Vi a V;
tak, aby kazd4 dvojica vrcholov z V; bola od seba vzdialend maximélne d.®> Kazd4 dvojica
vrcholov z V3 je od seba vzdialend aspon d + 2. Ak plati, ze |V;| > V| + 1, tak st aspori 2
po sebe idtce ¢isla priradené vrcholom v Vi, to znamen4, Ze antidilatdcia moze byt najviac

rovna d. L]

3V metéde 2 volime za V) vrcholy blizko centradlneho vrchola. St véak mozné aj iné volby V;.
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Poznamka 3.1.4. Tato metéda moze fungovat aj pre vSeobecné hlavné grafy, ak budeme
napr. volit za V; vrcholy v istej vzdialenosti od centra grafu, alebo budeme mnoziny V;

konstruovat postupne okolo vSetkych vrcholov a ndjdeme minimalny odhad.

Priklad 3.1.2. V pavicom grafe S; 5 2 » mozeme mnozinu V; zvolit tak, ako je znazornené
na obrazku 3.4. Vidime, ze |Vi| = 11 a |V3| = 9. Na zaklade metédy 2 dostavame horny

odhad antidilatacie max, ey, dist(u,v) = 4.

Obr. 3.4: Priklad volby mnoziny V; na pavtéich grafoch.

Veta 3.1.6. Antidilatdcia grafu P, do grafu Si,—k—1x1, kde 2k +1 < n, je rovnd

. n+3
a.dll(Pn, Sl,nfkfl,k,l) = \‘ 9 J — k.

Dokaz. Najprv ukdzeme horny odhad antidilatécie cesty P, do grafu S ,,—x—14,1. VyuZijeme
pritom metodu 2. Nech Vi, V5 st mnoziny z poslednej iteracie metody 2, nech [ oznacuje
polomer pouzity v definicii V4. V mnozine V; sa nachadza [ 4+ k + 1 vrcholov. V mnozine
V4 sa nachadza (n — k — 1) — [ vrcholov. Z kroku 4. vieme, Ze vo V] je ostro viac vrcholov
ako |V3| + 1. Preto plati:

l+k+1>Mn—-k-1-1)+1.

Upravami dostaneme nerovnost

n—2k—1_n—1

[ >
2 2

— k.

To znamena, ze hodnota antidilatacie je najviac [ + 1. Po tprave dostavame ohranicenie
1 3
n+1p Eal— n+o| 5
2 2

Vo vSeobecnosti mdZzeme optimélne vnorenie zostrojit nasledovnym spdsobom. Vytvo-

antidilatacie zhora, ako

rime ¢islovaciu postupnost (2,4,6,...,2m,1,3,...,2m =+ 1). Budeme postupne ¢islovat vr-
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

choly grafu v smere $ipky ako je na obrazku 3.5 a ¢isla budeme priradovat podla ¢islovace;j

postupnosti.

Obr. 3.5: Antidilatacia graf cesty P;; do stromu S 641

Ukazeme, ze vnorenie dosahuje pozadovanii hodnotu antidilatacie. Najprv zistime vzdia-
lenost d medzi vrcholmi s ¢islami 2m a 2m + 1. Potom ukdZeme, Ze Ziadne dva vrcholy
s po sebe iducimi ¢islami, nie sa blizsie ako d a preto hodnota antidilatacie bude rovna
prave tejto vzdialenosti. Vzdialenost medzi tymito dvoma vrcholmi sa da vyjadrit pomo-
cou poctu neparnych ¢isel na najdlhsej nohe neratajic centralny vrchol. Ak si tento pocet

oznacime ako 7, dostavame
n

j:(n—k—l)—bJ.

Vzdialenost d medzi vrcholmi 2m a 2m 4+ 1 potom moZeme vyjadrif nasledovne:

d = j+2:(n—k—1)—{gJ+2
- (n—{gJ)—kH:m—kH

(el

Cim dostavame hodnotu z tvrdenia. Teraz este ukézeme, Ze vzdialenost medzi kazdou
dvojicou vrcholov je aspon d. Pre dvojicu vrcholov s po sebe idicimi ¢islami taku, ze jeden
z vrcholov je na jednej z k noh dizky 1 (oznaéme ho ) a druhy na najdlhsej nohe (oznacme
ho v), je zrejmé Ze vzdialenost je aspon také, ako vzdialenost medzi vrcholmi s ¢islami 2m a
2m=1 (ktord je d), lebo v méa pérne ¢islo a teda vzdialenost medzi centralnym vrcholom a v
je urcite aspon taka ako je vzdialenost medzi centralnym vrcholom a vrcholom s éislom 2m.
Vzdialenost medzi centralnym vrcholom a u je rovnaka ako vzdialenost medzi centralnym
vrcholom a vrcholom s ¢islom 2m + 1. Ak st oba vrcholy u, v na najdlhsej nohe, tak

vzdialenost medzi nimi je rovnaké ako na ceste P, a teda je aspon d. ]

Priklad 3.1.3. Antidilatacia cesty Pi; do pavucieho grafu S 41 je rovna 3. Konkrétne

vnorenie, kde sa tato hodnota dosahuje, mozeme vidief na obrazku 3.5.
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Poznamka 3.1.5. V pripade, Ze 2k + 1 > n, vrati metéda 2 odhad 2. Ak nebudeme brat
do tvahy pripad, ked mé dlhsia noha dlzku 1 (teda vsetky nohy st dizky 1 a nemdzeme
hovorit o paviiom grafe s dvoma dizkami ndh), da sa dany graf ocislovat nasledovne.
Ocislujeme dlhsiu nohu spolu s centralnym vrcholom a jednou kratSou nohou ako jednu
cestu s n—k+1 vrcholmi. Za¢neme od listu dlhsej nohy a ¢islujeme najprv parnymi ¢islami,
potom neparnymi ¢islami v rozsahu od 1 po n — k + 1. Je vidiet, Ze ¢islo n — k + 1 nebolo
priradené centralnemu vrcholu. Zvysné vrcholy na kratsich nohach ocislujeme zaradom od
n — k + 2. KedZe pocet vrcholov na dlhsej nohe je aspon 2, v prvej ¢asti nasho ¢islovania
sme priradili ¢isla aspoii Styrom vrcholom. Preto je vzdialenost po sebe idicich ¢isel aspori
2. Zvys$né cisla su priradené na listy kratkych noh, ktoré st vo vzdialenosti 2, pretoze ich

oddeluje centralny vrchol.

3.1.4 Horné a dolné odhady pre olivovniky

V dalSom texte budeme skiimaf Specidlny typ grafu — olivovnik. Ako sa ukéZze neskor,

metdda 2 nedava tesny odhad pre olivovniky. Navrhneme preto ini metédu.

Metdda 3.

~

. Zwol odhad d = exc(v), kde v je centrdlny vrchol.*
2. 1=0.
3. Nech A; ={w eV | dist(v,w) <i} a B;={w eV | Ju € A;, dist(u,w) > d}.
4. Ak A; N B; # 0, skonci: odhad je d.
5. Ak |A)| = 1= |B;| a A; U B; =V, skondi: odhad je d.
6. Ak |A;| > |Bi|, pokracuj od kroku 2 s d=d — 1.
7. Pokracuj od kroku 8 si =1+ 1.
Priklad 3.1.4. Pre olivovnik O; metéda 3 zacne s odhadom d = 7. Postupne prejde cez

vsetky nevyhovujtice hodnoty az po d = 5. Skonstruované mnoziny A; a B; pre hodnotu

d = 5 moézeme vidiet na obrazku 3.6.

4exc(v) oznacuje excentricitu vrchola v.
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3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

Obr. 3.6: Rozdelenie olivovnika O; na mnoziny A;, B; podla metédy 3. Plati Ag C A; C
As, By C By C By.

Veta 3.1.7. Odhad vypocitany metodou 3 je hornym odhadom antidilatacie cesty do pa-

vicieho grafu S.

Dokaz. Najprv si vSimneme, ze metdda 3 vrati nejaky odhad pre Tubovolny pavici graf. Pre
kazdé d existuje ¢ také, ze metdda 3 skonéi bud na riadku 4 respektive 5, alebo zamietne
odhad d a prejde na testovanie odhadu d — 1. Takéto i je napriklad : = d + 1 alebo
i = exc(v). Ak d = 1, tak algoritmus toto d urcite akceptuje lebo Ay = {v}, By = V' \ {v}
a A; N By # 0 to znamen4, %e skonéime na riadku 4.

Cielom tejto metddy je postupne zlepSovat nejaky odhad antidilatacie. Zacneme s odha-
dom d vypocitanym podla prvej metédy. Pre vSetky i od 0 budeme postupne konstruovat
mnoziny A; a B; — mnozina A; bude obsahovat vSetky vrcholy vzdialené od centralneho vr-
chola o najviac i, mnozina B; bude obsahovat vSetky vrcholy, ktorych vzdialenost je aspori
d od nejakého vrchola z A;. V pripade, ze A; N B; # () kon¢ime s odhadom d. V pripade,
ze |A;| — 1 = |B;| a zaroven A; U B; =V tiez kon¢ime s odhadom d. V opa¢nom pripade
ak |A;| > |B;|, tak sa hodnota antidilatacie d neda dosiahnut, pokrac¢ujeme od zaciatku

Na to aby sme ukézali, Ze odhad vypocitany metédou 3 je naozaj hornym odhadom,
stacl ukazat, ze v kroku 6 zamietame len také d, ktoré sa skutocne nedé dosiahnut. Dokaz
rozdelime na dva pripady, podla toho, ¢i A;UB; = V alebo nie. Ak 4no, z toho, Ze sme tento
odhad neakceptovali v kroku 5 vyplyva, ze |A;| — 1 > |B;|. Mame mnozinu A;, ktord ma
a vrcholov. Kazdy vrchol v A; mé dvoch susedov (vzhladom na cestu) z mnoziny B;, okrem
dvoch vrcholov, ktoré mézu mat iba jedného suseda. Preto musi platit, ze |B;| > a — 1. To

je spor s [A;| — 1> |B|.
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Pripad, ked A; U B; # V, rozdelime na dva podpripady. Ak je v A; len jeden vrchol,
ktory ma jedného suseda v B;, musi mat B; asponl a vrcholov, ¢o je spor s |A;| > |B|.
Pozrime sa teraz na pripad, ked st v A; dva vrcholy, ktoré maji len jedného suseda v B;.
Ak sa pozrieme na suvislé useky cesty P, v ktorych sa striedaju vrcholy z A; a B;, mdZzeme
pozorovat nasledovni vlastnost. Ak obsahuje takyto isek jeden koniec cesty, mé rovnako
vela vrcholov z A; ako z B;. Ak neobsahuje ziaden koniec cesty, mé viac vrcholov z B; ako
z A;. Pripad, ked suvisly tsek obsahuje oba konce cesty nemoze nastat, lebo A; U B; # V.
Preto musi platit |B;| > |A4;|, ¢o je ale spor s |A4;| > | Bl O

Pozndamka 3.1.6. V pripade olivovnikov lahko vidiet, Ze v mnoZine By sa na najdlhsej nohe
nachédza maximélne n — 1 vrcholov, kde n je dlzka najdlhsej nohy, pretoze d vypocitané

metddou 3 je aspon 2.

Oznacenie 3.1.1. Nohy olivovnika O,, oznac¢ime postupne [y, ...,[, tak, Ze na nohe [; sa
nachédza ¢ vrcholov. (Pri¢om nerdtame centralny vrchol.)

Pre vSetky 4, pre ktoré to ma zmysel (vzhladom na metédu 3) oznacime A, = A; \ A,
a Bl =B\ B,_..

Cislo nohy, na ktorej lezi vrchol v budeme oznacovat leg(v). (Ak vrchol v lezi na nohe
l;, tak leg(v) = i.) Mnozinu®, do ktorej patri vrchol v budeme oznacovat set(v). (Ak v je

centralny vrchol, plati set(v) = Aj.)

Veta 3.1.8. Nech d je horny odhad antidilatdcie cesty na olivovnik O,, vyrdtany na zdklade
metody 3. Potom
adﬂ(P(n2+n)/2+1, On) =d.

Dékaz. Pripad ked n = 3 vyrieSsime samostatne. Cislovanie O3 je zndzornené na obrazku
3.7. Lahko vidiet, Ze antidilatdcia je rovnd 3, ¢o suhlasi s vysledkom metédy 3. Ak n > 3,
skonstruujeme algoritmus na najdenie vnorenia, v ktorom sa dosahuje hodnota antidilatacie
d. Algoritmus je zaloZeny na postupnom cislovani vrcholov z mnozin Ay, By, ..., A/,
B\ay2), opisanych v metéde 3. (Mozeme si vSimnut, Ze |[A;| =n 4+ 1.)

Centralnemu vrcholu v (jedinému v Ag) priradime ¢islo 1, ¢islo 2 priradime listu na
najdlhsej nohe. (Tento vrchol uréite patri do By.) Vrcholom z mnoziny A} priradime dalsich
n neparnych ¢isel (t.j., od 3 po 2n + 1), vrcholom z mnoziny B; priradime dalsich n
parnych ¢isel (t.j., od 4 po 2n + 2). (MdZe sa stat, Ze v mnozine B; neoc¢islujeme vSetky
vrcholy a to v pripade, ak |B;| > n + 1. K neocislovanym vrcholom sa este vratime.) Cisla

2,4,...,2n+ 2 priradime vrcholom z B; nasledovnym spdsobom. Zaciname v liste na nohe

°z mnozin Ay, A},..., B}, By, ...
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l, a pokracujeme smerom k centralnemu vrcholu, potom prejdeme na nohu /,,_; a postup
opakujeme, az kym nepriradime vSetky parne ¢isla po 2n + 2. Mozeme si vSimnut, Ze urcite
neskon¢ime na nohe [,,. (Pozri poznamku 3.1.6.) Oznacime index nohy, na ktorej je ¢islo
2n+2 ako c¢. Vrcholy v mnozine A} ozna¢ime nasledovnym spésobom. Susedné ¢islo k ¢islam
vrcholov u a w na nohe [, kde dist(u,v) = n a dist(w,v) = n — 1, priradime na (jediny)
vrchol z mnoziny A; na nohe [,,_;. Podobne, susedné ¢islo k ¢islam vrcholov v a w na nohe
l; (pre i > ¢), kde dist(u,v) =i a dist(w,v) = i — 1, priradime na vrchol z mnoziny A} na
nohe [;_;. V pripade, Ze sme na nohe /. ocislovali viac ako jeden vrchol, priradime susedné
¢islo k ¢islam vrcholov w a w na nohe ., kde dist(u,v) = ¢ a dist(w,v) = ¢ — 1, na vrchol
z A} na nohe [,,. V pripade, Ze sme na nohe [, oéislovali iba list, priradime vrcholu z A} na
nohe [, ¢islo o jedna mensie, ako je ¢islo listu na nohe [..5 Ostatné vrcholy v mnozine A;
oznac¢ime nepouzitymi neparnymi ¢islami do 2n + 1 Iubovolne, napriklad v poradi od nohy
[y po nohu [._1.

V pripade, ze sme v metéde 3 vytvorili aj mnoziny As, By, budeme v ich ¢islovani
postupovat nasledovne. Oznacime k = min,ep; (leg(w)) a m = min,e 4, (leg(w)). Neparne
¢isla od 2n + 3 priradime postupne vrcholom z A} na nohach ly_1, li, lpt1, -y lny Ly
lin+1s -« lg—o. Pérne ¢isla od 2n+4 priradime postupne vrcholom z Bj na nohéch Iy 1, lx4 2,

ooy b, lp. Zvy$né parne ¢isla do 4n budeme priradovat zatial neoc¢islovanym vrcholom z By
od najnizsieho skdre, pricom skdre vrchola w poc¢itame ako skére(w) = n-dist(w, v)—leg(w).
Takto sme ocislovali vSetky vrcholy z Af a Bj.

Analogicky ocislujeme aj vSetky dalsie mnoziny A}, B]. Nakoniec v pripade, Ze mnozina
C = V \ (Ajaj2) U Baj2)) nie je prazdna, tak vrcholy z tejto mnoziny budeme cislovat
postupne od nohy s najmensim cislom po nohu s najviacsim c¢islom, vSetkymi ¢islami od
¢isla x + 1, ak x bolo posledné cislo, ktoré sme priradili nejakému vrcholu.

V pripade, ze v mnozine B; eSte existuju neocislované vrcholy, budeme tieto vrcholy
¢islovat zatial nepouzitymi ¢islami, postupne od vrchola s najniz$im skére po vrchol s naj-
vyssim skore.

Potrebujeme ukézat, Ze sa v takomto vnoreni dosahuje vzdialenost medzi susednymi
vrcholmi aspon d. Z popisu ¢islovania vyplyva, ze k ¢islam priradenym vrcholom z A} st
susedné ¢isla priradené vrcholom z B;. Z popisu mnozin A; a B; v metéde 3 vyplyva, ze
ak tieto Cisla nie su priradené vrcholom na rovnakych nohach, je medzi nimi vzdialenost
aspot d. Ostava ukazaf, Ze susedné ¢isla st na rdznych nohéach.

K cislu 1 je jediné susedné cislo 2, ktoré je priradené listu najdlhsej nohy, tento list

6V pripade, ze ¢ = n — 1, tato situdcia nemdze nastat, ako vyplyva z pozorovania v poznamke 3.1.6.
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patri do By pretoze d je nanajvys dizka najdlhsej nohy. Cisla vrcholov v A; na nohe [;,
kde i € {¢,...,n — 1} maja oboch susedov na nohe ;. Cislo vrchola v A; na nohe [,, ma
bud oboch susedov na nohe I. alebo jedného na I._; a druhého na I.. V takomto pripade
¢ # n — 1, ako hovori poznamka 3.1.6. Zvysné vrcholy z A; nie st na nohéch, ktoré v B;
(zo zaciatku) ¢islujeme, teda susedné ¢isla k tymto ¢islam st na roznych nohach.

Cisla vrcholov z A, na nohach I;, kde i € {k —1,...,n — 2} maji susedov na nohach
lix1 alio, az na pripad, ak i = k—1, vtedy je jeden zo susedov na nohe /; 5 a druhy niekde
v B, priCom vieme, Ze v Bj nie je ziaden vrchol na nohe [;,_;. (Toto plati aj pre vSetky
ostatné Al ktoré ¢islujeme analogicky ku A}.) Vrchol z A} na nohe [, ; ma susedné ¢isla
na nohéch [, a ly. Vrchol z A} na nohe [, ma susedné ¢islo vo vrchole z B) na nohe [;, a
druhé susedné ¢islo vo vrchole z By s najniz$im skdre, ktory je zatial nepouzity. (Nie je to
na nohe [,,, pretoze vSetky vrcholy z By na nohe [,, uz st pouzité. Analogickd tvaha plati
aj pre ostatné A’.) Cisla vrcholov z A} na nohach I;, kde i € {m, ...,k — 2} majt susedné
¢isla vo vrcholoch z B;. Ziadne vrcholy z B; vSak na tychto nohéach nie st.

Nakoniec vrcholy z V'\ (A|a/2) U Bjajz)) ¢islujeme zaradom, tieto st viak v dostatocnej
vzdialenosti. Neo¢islované vrcholy z B; é&islujeme podla skére. Ziadne dve za sebou idtce
¢isla nebudt priradené vrcholom na rovnakej nohe, pretoze plati, Zze vrcholy v B; st na
nohéch postupne v pocte 1, 2, ..., t a na nohe [. ich moze byt nanajvys ¢. Potom z toho,
ze vrcholy ¢islujeme podla skére vyplyva, ze na ziadnej nohe nebudu dve za sebou iduce

(v:iSla,. 0

Priklad 3.1.5. Antidilatacia cesty Pag do olivovnika O je rovna 5. Vnorenie, ktoré sme
nasli na zaklade postupu popisanom v dokaze predchadzajicej vety je znazornené na ob-
razku 3.7 vlavo. Antidilatacia cesty P; do olivovnika O3 je rovné trom. Prislusné vnorenie

je znazornené na obrazku 3.7 vpravo.

3.1.5 Horné a dolné odhady pre triedu {Sk, , k., | k1, 71, k2,19 € N}

V tejto sekcii vyuzijeme horny odhad ziskany pomocou metédy 3. Narozdiel od predchadza-
jucich dvoch metéd, metdda 3 dava tesny odhad pre vSetky doteraz spomenuté podtriedy
pavucich grafov. Ako uvidime v nasledujtcej vete, tesny odhad dosiahneme aj pri pouziti
tejto metédy na grafy Sk, n, ken,- 10 naznacuje, ze metéda 3 je vSeobecnejsie pouzitelna.

(V porovnani s prvymi dvoma metédami.)
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Obr. 3.7: Antidilatacia cesty P9 do olivovnika Oy

Antidilatacia z P; do O3

Veta 3.1.9. Nech d je horny odhad antidilatdcie cesty na pavici graf Sk, n, kon, VYrdtany

na zdklade metody 3, kde ny > nq, ki > 3. Potom

adﬂ(Pklnl-Hfznz-i-la Skl,nl,kmnz) =d.

Dokaz. V pripade, ze nqy < ns + 1, je tvrdenie zrejmé z vety 3.1.4. (Metéda 3 zacne s od-
hadom d = nq, tito hodnotu nemdze zamietnut, pretoze sa dand hodnota da dosiahnut.)

Podobne mozeme predpokladaft, Ze ko > 1, pretoze v pripade ky = 0 je tvrdenie zrejmé

z vety 3.1.4.

Pri konstruovani vhodného vnorenia budeme postupovat podobne ako vo vete 3.1.8

o antidilatacii cesty na olivovnik. Budeme ¢islovat vrcholy mnozin Aj, By, ..

/ /
.y AZ’ B’L'

V pripade, 7Ze |A}| > | Bj|, pouzijeme nadbytocné vrcholy v By. (Tieto musia existovat, lebo

|A;| < |By].) Bez ujmy na veobecnosti predpokladajme, Ze nohy s dlzkou n; st i, ...

a nohy s dlZkou ny st ley+1s lkyt2y -« oy Uiy tkn - Cislo 1 priradime centralnemu vrcholu.
Ak Bj obsahuje iba vrcholy na nohéach [y, ..

k1 parnych cisel priradime postupne listom na nohach Iy, (s, ..

) lkl

.y lg,, postupujeme nasledovne. Prvych

., lg,, ktoré st v mnozine

By C B;. Neparne cisla 3,5,...,2k; + 1 priradime vrcholom z A} na dlhsie nohy na vr-

choly vo vzdialenosti 1 od centralneho vrchola a to takym sposobom, Ze na nohe [; pre

i €{2,3,...,k1} bude ¢slo o jedna vii¢sie ako je v liste na nohe l(i—2 mod k1 )+1- Ostatnym

vrcholom z mnoziny A; mozeme priradif zvy$né neparne ¢isla Tubovolne, napriklad v za-

vislosti od ¢isla nohy. DalSie eSte neocislované vrcholy z mnoziny B; modzeme ocislovat

zvySnymi parnymi ¢islami do 2(k; + ko 4+ 1) Tubovolne, napriklad podla skére, ktoré pre

vrchol w vypocitame nasledovne skére(w) = n; - dist(w, v) — leg(w).
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V pripade, ze B obsahuje vrcholy na vSetkych nohach, postupujeme nasledovne. Prvych

k1 + ko parnych ¢isel priradime postupne listom na nohach Iy, ..., lx,+x,, 0 ktorych vieme,
Ze patria do mnoziny B;. Nepérne ¢isla 3, 5, ... ,2(ky 4 k2) + 1 priradime postupne vrcholom
z Ay na nohéch I3, ly,. .. )l 4kys U1, Lo

Teraz rozoberieme ¢islovanie A, a B.. Nech z je posledné doteraz priradené ¢islo. Znovu
Cislovanie rozdelime na dva pripady: ak |A;| = |B}| a ak |A}| > | B}|. Ak |A}| = |B;|, budeme
priradovat ¢isla x+2, 244, ..., x+2|A}| do mnoziny B} a ¢islaz+1, x+3, ..., 2 +2|A}| -1
do A! tak, ze zacneme ¢islovat taky vrchol z mnoziny A’, ktory nelezi na nohe s vrcholom,
ktory bol posledny o¢islovany na predchadzajicej trovni (v B;_;). Ak priradime ¢islo y na
nohu /; v Aj, nasledovné ¢islo y + 1 priradime na nohu /(j 1) mod (k;+ks)+1 vV Mnozine 5.
Podobne postupujeme s ¢islom y + 2 na nohe [ ynod (k;+k2)+1-

Ak |Al| > | Bi| priradime ¢isla x + 1, ..., z + 2| Bi| tak, Ze za¢neme ¢islovat taky vrchol
z mnoziny A} na jednej zndh [y, ..., Iy, , ktory nelezi na nohe s vrcholom, ktory bol posledny
o¢islovany na predchadzajicej Grovni. Ak priradime y na nohu /; v mnozine A}, nasledovné
¢islo y+1 priradime na nohu /((j4+1) mod &,)+1 v mnozine B;. Analogicky postupujeme s y+2,
toto ¢islo priradime na nohu /(j mod 4,)+1 do mnoziny Af. Cisla z + 2|Bl| + 1, x + 2|B}| + 3
..., ©+2|Al| — 1 priradime neocislovanym vrcholom z A} lubovolne, napriklad podla ¢isla
nohy. Cisla x + 2| B}| + 2, x + 2|B!| + 4, ..., x + 2| A}| budeme priradovat do B; C B; na
neocislované vrcholy podla skore.

Este neocislované vrcholy, ktoré sa nenachadzaju v Ziadnej mnozine A;, B; (t.j., ta
troven, pre ktort uz A; N B; # () ocislujeme zaradom podla ¢isla nohy tak, aby sme
nezacinali na tej nohe, na ktorej sme skoncili pri ¢islovani poslednej trovne. Neocislované
vrcholy v By mozeme ocislovat zaradom podla skére. V pripade, Ze by sme prvé takto
priradené ¢islo mali dat na rovnakt nohu, ako doteraz posledné priradené ¢islo, vymenime
poradie dvoch vrcholov s najnizsim skére. (Tieto vrcholy st uréite na roznych nohach.)

Podobne ako v dokaze vety 3.1.8, aj tu ma kazdy vrchol z A, oboch susedov v B;.
Z konstrukcie mnozin A; a B; vyplyva, Ze ak st na roéznych nohach, st vo vzdialenosti
aspot d. Preto chceme ukézat, Ze kazdé dve po sebe idtce ¢isla st priradené vrcholom na
roznych nohach.” Z popisu éislovania vidiet, Ze vrcholy v rdmci jednej tiirovne st oéislované
vyhovujico. Pri prechode medzi troviiami sme vzdy priradovali prvé ¢islo na ind nohu,

ako doteraz posledné priradené cislo. O

Priklad 3.1.6. Podla predchadzajicej vety je antidilatacia cesty P34 do pavicieho grafu

"A% na &isla 1 a 2, kde je é&islo 1 priradené centralnemu vrcholu a nachédza sa teda na kazdej nohe. To
ale nevadi, pretoze vzdialenost medzi centralnym vrcholom a listom je n; > d.

28



3.1. Pavudie grafy Kapitola 3. Antidilatacia na stromoch

S3.6,5,3 rovna 5. Vnorenie skonstruované z popisu v dokaze predchadzajtcej vety mozeme

vidiet na obrazku 3.8.

Obr. 3.8: Antidilatacia cesty P4 do stromu Ss 53

Veta 3.1.10. Nech d je horny odhad antidilatdcie cesty na pavicie grafy Sk, ny kons VYTa-

tany pomocou metody 3, kde nqy > no, k1 = 2. Potom

adil(Pk1n1+k2n2+1a Skl,m,k2,n2> =d.

Dokaz. V pripade, ze ny < ns + 1, je tvrdenie zrejmé z vety 3.1.4. (Metéda 3 zacne s od-
hadom d = n4, tito hodnotu nemoze zamietnut, pretoze sa dand hodnota da dosiahnut.)
Budeme preto predpokladat, ze ny > ny + 1.

Podobne ako vo vete 3.1.9 budeme ¢islovat vrcholy z mnozin Ay, Ai, ..., Ajg/2) a By,
By, ...,B|4/2)- DIhé nohy si oznacime ako [y, [ a kratke ls, ..., li,42, centralny vrchol bude
mat ¢islo 1.

Najskor vyriesime pripad, ked B; obsahuje vrcholy z kratsich noh. Cisla 2 a 4 priradime
postupne na nohu /; smerom od listu, ¢slo 3 priradime na vrchol z A; na nohe I,. Cislo 5
priradime na vrchol z A; na nohe l3. Cisla 8 a 6 priradime postupne na nohu l, smerom
od listu. Cislo 7 priradime na vrchol z A; na nohe l;. Vrcholy z A; na nohéch I, aZ
Uiy +k, OCIslujeme neparnymi ¢islami od 9 po 2(ky + k2) + 1. Prislusné parne ¢isla od 10 po
2(k1 4+ ko) +2 priradime postupne listom na nohy I3, ..., Iy, +r,—1. Nasledovné nepdrne ¢islo
2(ky + ko) + 3 priradime na nohu i, ,. Zatial neocislované vrcholy v B; budeme ¢islovat

postupne ¢islami od 2(k; + k2) + 4 podla skdre, skére(w) = ny - dist(w, v) — leg(w). Kedze
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B obsahuje vrcholy z krat$ich noh, budu takéto vrcholy obsahovat aj ostatné mmnoziny
B;. Preto moézeme zvys$né vrcholy ocislovat podobne, ako v predchédzajucich vetach. Teda
ak bolo posledné ¢islo z priradené vrcholu na nohe [; v mnozine B;, ¢islo « 4 1 priradime
na vrchol z A; na nohu /(;_s mod ky4+ks)+1, Cislo x + 2 priradime na vrchol z B; na nohu
l(j mod ky+k2)+1- Takto pokracujeme, az kym neocislujeme vSetky vrcholy z A; U B;. Vrcholy
v C' =V \ (A4 U Bjaj2)) modzeme Cislovat zaradom tak, aby sme nezacinali na nohe, na
ktort sme priradili zatial posledné ¢islo.

V pripade, Ze B; neobsahuje vrcholy z kratSich néh, budeme postupovat nasledovne.
Cisla 2 a 4 priradime postupne na nohu /; smerom od listu, ¢islo 3 priradime na vrchol z A,
na nohe l,. Cislo 5 priradime na vrchol z A; na nohe l5. Cisla 8 a 6 priradime postupne
na nohu I, smerom od listu. Cislo 7 priradime na vrchol z A; na nohe l;. Vrcholy z A; na
nohéch Iy az ly, 1, o¢islujeme neparnymi ¢islami od 9 po 2(k; + k) + 1. Parne ¢isla od 10
po 2(ky + ko) + 2 priradime vrcholom do mnoziny By, striedavo na nohy [; a [y smerom od
listov.

Ak pre nejak troveni su v B; vrcholy z krat$ich noh, budeme pouzivat podobné ¢islova-
nie ako v prvom pripade. Ak bolo posledné ¢islo x priradené vrcholu na nohe /; v mnozine
B;, ¢islo x + 1 priradime na vrchol z A; na nohu [(;_2 mod k;+ks)+1, Cislo x + 2 priradime
na vrchol z B; na nohu I(; mod ky+k,)+1- Takto pokracujeme, az kym neocislujeme vSetky
vrcholy z A; U B;. Neocislované vrcholy v By a vrcholy v C' = V' \ (A|4/2) U B|a/2)) moZeme
¢islovat zaradom tak, aby sme nezacinali na nohe, na ktort sme priradili zatial posledné
¢islo.

Ak pre nejaki troven buda v B; len vrcholy z dlhsich néh a v A; aj vrcholy z kratsich
noh, postupujeme nasledovne. Bez ujmy na vsSeobecnosti predpokladajme, Zze posledné
priradené ¢islo x bolo priradené na nohu ly. (V pripade, Ze toto ¢islo bolo priradené na
nohu /;, do¢asne zmenime oznacenia prvych dvoch noh.) Cislo x + 1 priradime na nohu
l; do mnoziny A;, ¢islo x + 2 priradime na nohu /s do mnoziny B; na prvy neocislovany
vrchol smerom od listu. Cislo # + 3 priradime na nohu I3 do mnoziny A;, ¢slo = + 4
priradime na nohu /; do mnoZiny B; na prvy neocislovany vrchol smerom od listu. Cislo
x + 5 priradime na nohu l; do mnoziny A;, ¢islo x 4+ 6 priradime na nohu /; do mnoziny
B; na prvy neocislovany vrchol smerom od listu. Cislami = + 7, ..., z + 2(k; + kg) + 1
ocislujeme zaradom vrcholy z A; na nohéach ly, ..., lx, 4k, Cislaz+8, ..., r+2(k1+ ko) +2
priradime do mnoziny B; striedavo na nohy [, [, smerom od listov.

V pripade, ze mnoziny A;, B; (i € {¢,c+1,...,|d/2]}), ktoré su zatial neocislované,

obsahuju len vrcholy z dvoch dlhych noéh [y, I, postupujeme nasledovne. Bez ujmy na
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vseobecnosti predpokladajme, Ze posledné doteraz priradené ¢islo x bolo priradené vrcholu
na nohe l;. Budeme ¢islovat naraz vSetky vrcholy z C = |J(A; U B;). pre vsetky i €
{e,e+1,...,]d/2]}. Cisla 2 + 1,2+ 3,...,2 + |C| — 1 priradime vrcholom na nohu I,
postupne smerom od centralneho vrchola po list. Cisla z + 2,2 + 4, ...,z + |C] priradime
vrcholom na nohu /; postupne smerom od listu po centralny vrchol.

Vrcholy v C' = V' \ (Aa/2) U B|4/2)) mdzeme Cislovat zaradom tak, aby sme nezacinali
na nohe, na ktora sme priradili zatial posledné ¢islo.

MoézZeme si vSimnut, ze vzdialenost vrcholov po sebe iducich ¢isel je vzdy aspon d. Je
to preto, lebo ak je ¢islo « na vrchole v A}, tak ¢islo z + 1 je v B; a ak je ¢islo x v B, tak
je ¢islo z + 1 vo V' \ A;_;. Davame si pozor na to, aby po sebe iduce ¢isla boli na réznych

nohéch. Toto plati aj v pripade, ked ¢islujeme uz len vrcholy na dvoch dlhsich nohach. [

Obr. 3.9: Antidilatacia cesty Pig do stromu Sy 711

Priklad 3.1.7. Podla predchadzajicej vety je antidilatacia cesty Pyg do pavicieho grafu
Sa.711 rovnd 7. Vnorenie skonstruované z popisu v dokaze predchadzajicej vety mozeme

vidiet na obrizku 3.9.

Veta 3.1.11. Antidilatdcia cesty Piin,+kono+1 @0 Skynikoms, kde n1 > ng, ki =1 je rovnd

hodnote vyratane; Metodou 3.

Dékaz. Musi platit, ze ky > 2, inak graf nie je pavaci graf. (Centralny vrchol nemé dosta-
toény stupe.)
Najprv rozoberieme pripad, ked d > 2n,. Oznac¢ime si kratsie nohy (s dizkou ny) ako

li, la, ..., lg,. V prvom kroku budeme priradovat neparne ¢isla 1, 3, 5, ..., 2ky — 1 listom
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(vrcholy vo vzdialenosti ny) na nohéach v poradi Iy, ls, ..., lx,. V druhom kroku priradime
dalsie neparne ¢isla 2ko + 1, 2ky + 3, ..., 4ks — 1 na vrcholy vo vzdialenosti ny — 1 od
centralneho vrchola na nohy Iy, lo, ..., ly,. Takychto kol urobime n, a nasledne budeme

priradovat ostatné neparne ¢isla centralnemu vrcholu a vrcholom na jedinej dlhej nohe
v poradi od centralneho vrchola. Ak posledné neparne ¢islo priradime vrcholu vo vzdiale-
nosti h od centralneho vrchola, tak parne ¢isla priradime postupne vrcholom na dlhej nohe
smerom ku listu, zac¢inajic vrcholom vo vzdialenosti A + 1 od centralneho vrchola.

Na dokéazanie, ze takymto ¢islovanim dosiahneme hodnotu antidilatécie d, stac¢i ukazat,
Ze Cislo 2 je priradené vrcholu vo vzdialenosti d od listu na nohe [;. Pre vSetky ostatné
po sebe idtuce ¢isla plati, ze vrcholy, ktorym boli priradené st od seba vzdialené aspon d.
Vieme, ze d > 2ns, preto pre mnoziny A,,, B,, vyratané pre d v metéde 3 musi platit, Ze
|An,| < |Bp,| alebo |A,,| = |Bn,| + 1, ak A,, U B, = V. Druhy pripad je jednoduchsi,
vtedy je totiz d = 2ny + 1 a cislovanim popisanym vyssie priradime c¢islo 2 prave na
vrchol na dlhsej nohe vo vzdialenosti ns + 1 od centralneho vrchola. Pozrime sa teraz na
pripad |A,,| < |By,|. V takomto pripade musi platit, ze ny > ng + (k2 + 1)ns + 1. Nech
m = ny — (ny + (k2 + 1)ng + 1). UkdZeme, Ze hodnota vyratand metédou 3 je rovnakd, ako
vzdialenost vrcholov s ¢islami 1 a 2, a sice |(m +1)/2] + 2ny + 1.

Zacneme dokazovanim vzdialenosti vrcholov s ¢islami 1 a 2. Parnych cisel od 1 po
noks + nq + 1 je dolné celd cast polovice z celkového poctu, preto je ¢islo 2 priradené vo
vzdialenosti ny — | (n; +naoka+1)/2] +1 od centralneho vrchola. To znamen4, ze vzdialenost

vrcholov s ¢islami 1 a 2 je

{m + ngky +1
n— | ————

5 J + 1+ no. (3.1)

Chceme ukézat, ze

m+1

n1+n2k2+1
ny — f
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Postupnymi Gpravami dostavame

ny + ngky + 1 m + 1
n—|———— = I +n27
2 2
ny — na(ke + 2 ny + noky +1
ny = ! 2(ks ) + S + no,
I 2 2
ny — nak ny + naky + 1
n = MJ_nﬁ{#JMQ,
2 2
n . nl—ngkg 4 n1+n2k2+1
1 — I 2 9 3
¢o mozeme dalej upravit na
ny — Nok ny + noky + 1
i+ gky = &MMJ%#J,
2 2
ny + nok ni + ngks + 1
T 1 22| | 2R2 7
2 2
ny + nok ny + nok
ok — $J+[$W
2 2
n1+n2k2 = n1+n2k2.

Kedze vsetky upravy boli ekvivalentné, poévodna rovnost plati. Ostéva ukazat, ze hod-
nota d vypocitana metédou 3 je rovnéd hodnote (3.1). Budeme analyzovat spravanie metédy
3 pre hodnoty odhadu od 2ns+m+2 nizsie. Mozeme si vSimnit, Ze mnoziny A; nezavisia od
prave analyzovaného odhadu, preto budi mat vSetky rovnaka velkost, ktort oznac¢ime a;.
Pozrime sa ako sa metéda 3 sprava na odhade 2ny +m+2. Vieme, Ze |B,,| = a,, — 1, preto
bude téato hodnota metédou zamietnuta. (MoZeme si v8imnaf, ze |A;| < |B;| pre vSetky
1 < ng, pretoze A;_1 ma o ko + 1 vrcholov menej, ako A;, pricom v pripade mnozin B; a
B 11 sa tento pocet 1isi len o 1.) To znamen4, Ze hodnota vratena metédou 3 je nanajvys
2ne +m + 1.

Ak m =0, tak d = 2ny + 1+ |(m + 1)/2], ¢o sme chceli ukazaf. Inak sa pozrieme na
spravanie metédy pre odhad 2ny + m + 1. Pozrieme sa na velkost mnozin A,,,1 a B,1.
Plati, Ze any41 = Gny, + 1 & |Bpyi1| = |Bny| = an,. Ak A,y U Bp,i1 = V), je hodnota
2ny + m + 1 vratena metédou 3. (Této situdcia nastava pre m = 1.) V opa¢nom pripade
je hodnota 2ny + m + 1 metédou 3 zamietnuta. Zmienime este, ze |V \ (A, U By,)| = m
a [V \ (A1 U Bp,t1)] = m — 1. Pokracujeme s hodnotou o jedna mensou, 2ny + m. Pre

tito hodnotu budi prislusné mnoziny na trovni ny + 1 rovnako velké (v mnozine B,,, 1 je
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o jeden vrchol viac, ako v pripade odhadu 2ny, + m + 1), no na nasledujicej trovni bude
uz situdcia znova rovnaka, |A,, 2| = |Bn,42| + 1. MoZeme si vS§imnit, Ze pre dant hodnotu
horného odhadu je |V \ (Any41 U Bpyy1)| = m — 2.

Analogicky pokrac¢ujeme pre dalsie horné odhady. Pre odhad 2ny, +m + 2 — i je prva
problematicka Grovet ns +1i, kde |Ay,+i| = |Bnyti| +1 a |V \ (Anysi UBnyti)| = m—2(i—1).
Na zistenie odhadu, ktory vrati metéda 3 néas zaujima, kedy m — 2(i — 1) < 0. To nastane
presne pre i = [m/2| + 1, ¢im dostavame

1
d=2ng+m+2—i=2ny+m+2— L%J—1:2n2+[%-‘+1:2n2+L%J + 1

Teraz prejdeme na pripad, ked d < 2ny. V takomto pripade budeme pri ¢islovani

postupovat v dvoch fazach. Ozna¢me najdlhsiu nohu grafu ako [; a zvys$né nohy postupne
la, ..., lg,+1. Dalej oznaéme C' = V' \ (Alas2) U Blaja))-
1. fdza: Ak C # (), o¢islujeme najprv vrcholy v mnozine C' postupne ¢islami 1, ..., ky + 1,
postupne cez vietky nohy [y, ..., lx,,1. Dalej budeme é&islovat mnoziny® A’L d/2] & B’L a/2) tak,
ze vrcholom v mnozine B’L d/2] priradime ¢isla ko + 2, ko + 4, ..., ka + 2(k2 + 1) postupne
na nohy ly, ..., lg,+1 @ vrcholom v mnozine A’W2J priradime cisla ko + 3, ko + 5, ...,
ko + 2(ky + 1) + 1 postupne na nohy I3, ..., lg,+1, l1, lo. Noha I3 vzdy existuje, pretoze
ky > 2.
Analogicky pokracujeme pre vSetky i od |d/2] — 1 nizsie, také, ze B} obsahuje vrcholy
na kratkych nohéch. Ak sme posledné ¢islo = priradili na nohu I3 vrcholuz A; |, ¢isla 241,
.., T + 2ky + 1 priradime vrcholom z mnoziny B} postupne na nohy [y, ..., l;,41. Cisla
x+2, ..., x+2(ky + 1) priradime vrcholom z mnoziny A} postupne na nohy I3, ..., ly,11,
ly, lo.

Takto sme ocislovali vSetky mnoziny A’

., B! také, ze B! malo vrcholy na krats$ich nohach.
Teraz ocislujeme vrcholy v A; a B;, pricom B; nema vrcholy na kratkych nohéch. Ak x
bolo posledne priradené ¢islo, budeme priradovat postupne ¢isla x + 2,  + 4, ..., najprv
na vrcholy nohy I3 v A;, centralnemu vrcholu, vrcholom na [; z A; a nakoniec zvy$nym este
neoéislovanym vrcholom z A;. Nech posledné é&islo priradené do A, je y. Cisla o + 1, x + 3,

.., y — 1 priradime na nohu /; vrcholom z B; postupne smerom k listu.
2. faza: Momentalne mame ocislované vSetky vrcholy na kratkych nohéch a niekolko vr-
cholov na dlhej nohe smerom od centralneho vrchola. Ostava nam docislovat vrcholy na

dlhsej nohe. Nech je pocet neocislovanych vrcholov o. Posunieme vsetky ¢isla, ktoré boli

8Pripometime, ze Ay = Ao, A} = A; \ A;_1. Analogicky pre B..
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priradené vrcholom na nohe [y, na vrcholy vo vzdialenosti |0/2| smerom k listu. Tym
dostaneme dva tseky neocislovanych vrcholov na nohe [;, oddelené tisekom ocislovanych
vrcholov. Mozeme teda priradovaf ¢isla  + 1, z + 3, ... Gseku ktory obsahuje list, smerom
k listu a ¢isla x 4+ 2, x +4, ... tseku ktory neobsahuje list smerom od centralneho vrchola.

Ostéva ukéazat, ze vzdialenost kazdych dvoch po sebe idicich ¢isel je aspon d. V prvej
faze sme priradovali ¢isla 7 a i + 1 vZdy do mnozin Ay a By, pri prechode medzi Groviiami
do By a Ag,1. V oboch pripadoch sme tieto ¢isla priradovali na vrcholy na réznych nohéch,
preto ich vzdialenost bude aspon d. V druhej faze sme ¢isla nechali na rovnakej nohe, ako
boli v prvej faze, posunuli sme ich vSak smerom k listu, preto bude vzdialenost medzi
susednymi ¢islami ¢ a i + 1, z ktorych je jedno priradené na dlhitt nohu, aspon d + |o/2].
Vsimneme si eSte, ze vzdialenost ¢isla x priradeného v 1. faze na nohu I3 do A; (pre také
i, ze B; nemé vrcholy na kratkych nohéch) a ¢isla x + 1 priradeného v 1. fiaze na dlha
nohu v B; je aspoti d. Preto aj vzdialenost medzi centralnym vrcholom a vrcholom s ¢islom
faze na nohe [; je aspon d. Ak dame susedné ¢isla striedavo na tsek neocislovanych vrcholov
pri liste a tsek neocislovanych vrcholov pri centralnom vrchole, budu tieto ¢isla dostatocne

vzdialené. O

Priklad 3.1.8. Antidilatacia cesty P»; do 571234 je rovna 6. Vnorenie, ktoré sme nasli na
zéklade postupu popisanom v dokaze predchadzajicej vety pre d < 2ns je znédzornené na
obrazku 3.10 vlavo.

Antidilatacia cesty Ps; do S11234 je rovna 6. Vnorenie, ktoré sme nasli na zaklade
postupu popisanom v dokaze predchadzajtcej vety pre d > 2ns je znédzornené na obrazku

3.10 vpravo.

3.1.6 Dolné odhady pre vSeobecné pavucie grafy

V tejto ¢asti sa budeme venovat hlavne dolnym odhadom® antidilatacie cesty do pavtcich
grafov. Nasledovna veta hovori o dolnom odhade antidilatacie cesty do vseobecného pavi-
¢ieho grafu. V tejto vete ukdzeme, ako je mozné najst vnorenie cesty do pavicieho grafu

s dostatoc¢ne velkou hodnotou antidilatécie.
Veta 3.1.12. Nech G = (V, E) je pavici graf, |V| = n a { je dlzka najkratsej nohy.
Antidilatdcia cesty P, do grafu G je aspori |£/2] a najviac d, kde d je hodnota vyrdtand

na zaklade metody 3.

9Pomerne dobry horny odhad pre antidilaticiu cesty do pavicich grafov poskytuje metéda 3.
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Obr. 3.10: Antidilatacia cesty P do stromu Syj234 (vlavo), antidilatacia cesty Pj5 do
stromu S 1922 (vpravo).

Dokaz. Druhé ¢ast tvrdenia vyplyva z vety 3.1.7. Prva ¢ast dokdZeme najdenim vnorenia
¢ € ®p, ¢, pre ktoré plati, ze adil,(P,, G) > |¢/2]. Oznac¢ime nohy ako Iy, I, ..., l; podla
dlzky.

Oc¢islujeme postupne vSetky nohy tak, ako sa ¢isluje cesta, pouzitim zatial nepouzitych
¢isel. Presnejsie, nohu [y aj s centralnym vrcholom ocislujeme ¢islami 1, ..., £ + 1, od
centralneho vrchola najprv parnymi a potom neparnymi ¢islami. Nohu [; oc¢islujeme uz bez
centralneho vrchola ¢islami z +1, ..., z+ |l;|, kde = oznacuje zatial posledné pouzité ¢islo.
(Vrcholu na nohe /; najblizsie k centrédlnemu vrcholu priradime ¢islo = + 2.)

KedZe sme pouzili zndme ¢islovanie pre cesty, v ramci nohy [; je vzdialenost ¢isel x a
x + 1 vzdy aspon ||;|/2] > [¢/2]. Pri prechode medzi nohami [; a l;;1 si méZeme vSimnat
nasledovni skutocnost. Ak je ¢islo x priradené na vrchol u na nohe [; a ¢islo z + 1 na

vrchol w na nohe [;41, tak dist(u, w) = dist(u, v) + dist(v, w), kde v je centralny vrchol a
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dist(v,w) = [|l;+1]/2] > [£/2] a dist(u,v) > 0, preto aj dist(u, w) > |[£/2]. O

Veta 3.1.12 v8ak nehovori (resp. velmi mélo) o pavadich grafoch, ktoré maju aspori
jednu nohu dlzky 1 alebo 2. UkaZeme, Ze aj pre tieto grafy vieme skonstruovaf vnorenie,

v ktorom sa dosahuje vyssia hodnota antidilatacie ako trivialna dolna hranica 1.

Veta 3.1.13. Nech G je pavici graf a d je hodnota horného odhadu antidilatdcie vypocitand
na zdklade metody 3. Ak d > 2, tak existuje vnorenie p € ®p, ¢ také, Ze adil,(Py|,G) > 2.

Dokaz. Na zaciatok si uvedomime, ze jediny typ pavicich grafov, pre ktoré metéda 3 vrati
odhad d = 1 je taky, ze graf ma vsetky nohy dlzky 1.

Nohy si ozna¢ime ako [y, ..., l. Nohy rozdelime na dve mnoziny A = {I; | |l;| < 3} a
B = {l; | |l;| > 4}. Rozoberieme niekolko pripadov.

Ak je A = (), vSetky nohy grafu G maji dlzku aspon 4 a na zéklade predchadzajicej
vety vieme néjst vnorenie s antidilatdciou aspon |[4/2] = 2.

Ak |A| = 1, postupujeme nasledovne. Nech [; € A. Oc¢islujeme nohy [y, centralny vrchol
a ly ako jednu cestu.(T4to cesta ma dlzku aspoti 4.) Zvys$né nohy v B o¢islujeme podobne
ako vo vete 3.1.12, ¢im dosiahneme hodnotu antidilatacie aspon 2.

Ak |A| > 2, budeme rozoberat niekolko pripadov. Bez ujmy na vSeobecnosti predpo-
kladajme, Ze nohy [y, ..., [. patria do A a nohy l.,1, ..., lx patria do B.

Ak existuji nejaké nohy dizky 3, oéislujeme spolu vietky nohy dlzok 3 a 2 a centralny
vrchol tak, ako je popisané vo vete 3.1.4, v ktorej sa zaoberame pavucimi grafmi typu
Skimksm—1- V pripade, Ze mame len jednu nohu dlzky 3 a Ziadnu nohu dlzky 2, oéislu-
jeme centralny vrchol s touto nohou, ¢im dosiahneme antidilataciu asponn 2. V pripade zZe
mame 2 nohy dlZok 3 a 2, oéislujeme tieto dve nohy aj s centralnym vrcholom ako jednu
cestu. (Najprv parnymi a potom neparnymi ¢islami.) Vrcholy na nohéach dlzky 1 oéislujeme
zaradom. Nohy z B ocislujeme tak, ako vo vete 3.1.12. Takto dostavame vnorenie s anti-
dilataciou asponi 2, pretoze susedné ¢isla na vrcholoch noh dizok 2 a 3 st v dostatocénej
vzdialenosti, pricom posledné ¢islo z tohto podgrafu je vo vzdialenosti aspon 1 od central-
neho vrcholu a preto aj ¢isla na vrcholoch na nohach dlzky 1 st vo vzdialenosti aspori 2.
Cisla priradené do mnoziny B st v dostato¢nej vzdialenosti. (Vyplyva z vety 3.1.12.)

Ak Ziadne nohy dlzky 3 neexistuji, rozoberieme pripady podla toho, ¢ existuji nohy
dlzky 2. Ak &no, oéislujeme vietky nohy dlZok 2 a 1 tak, ako je popisané vo vete 3.1.4.
V pripade, Ze mame iba 2 nohy kratkej dizky (t.j., netvoria paviéi graf), oéislujeme tieto

dve nohy aj s centralnym vrcholom ako jednu cestu, tato cesta mé aspon 4 vrcholy. Vrcholy
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na nohach z mnoziny B budeme ¢islovat tak ako v predchadzajucej vete. Takymto cislova-
nim najdeme vnorenie s hodnotou antidilatacie aspon 2. Ak sa v A nachadzaju iba nohy
dizky 1, vieme, 7ze B # (). (V opa¢nom pripade by metéda 3 nevratila d > 2.) Potom oéis-
lujeme jednu z noh z B spolu s centralnym vrcholom ako jednu cestu, vrcholom na nohach
v mnozine A priradime zaradom nasledujice ¢isla a prejdeme na ¢islovanie zvysnych néh
v mnozine B tak, ako je popisané vo vete 3.1.12. Takymto spésobom znova dosiahneme

pozadovant hodnotu antidilatacie. O

3.2 Hiusenicové grafy

3.2.1 Definicie

V tejto Casti sa budeme venovat hisenicovym grafom. Definicia tychto grafov je prevzata
z [Weia).

Definicia 3.2.1 (Husenicovy graf). Savisly graf G budeme volat hiisenicovy graf!, ak
z grafu po odobrati vSetkych vrcholov stupna 1 a hran s nimi incidentnjch dostaneme

cestu.

vV
A A A

Obr. 3.11: Husenicovy graf

Hisenica je teda strom, ktorého vsetky vrcholy st vo vzdialenosti 1 od centralnej cesty.
V husenici (), ;, kazdy vrchol centralnej cesty susedi s & vrcholmi mimo tejto cesty. Navyse

tato cesta mé dlzku n.

3.2.2 Horné a dolné odhady pre triedu {C,; | n,k € N}

Metdda 3 je zmysluplna len pre pavucie grafy, pretoze vyuziva existenciu centralneho vr-
chola. KedZze v pripade htsenic nemame centralny vrchol, urobime v metéde 3 miernu (a

prirodzent) tGpravu.

107 anglického caterpillar
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Metdda 4.

1. Pre kaZdy v € V' ndjdi odhad d, vypocitany metodou 3, ak za centralny vrchol pre-

hlasime vrchol v.

2. Vrdt min,cy d,.

Veta 3.2.1. Antidilatacia cesty do hisenice C,,j je rovnd hodnote vyrdtane; Metodou 3.
Tato hodnota je |n/2] + 1.

.....

pretoZe na centralnej ceste existuje vrchol (ten, ktory je v strede), ktorého excentricita je
|n/2] + 1. Z korektnosti metddy 4 a toho, Ze zostrojime vnorenie s hodnotou antidilatacie
|n/2| + 1 vyplyva, Ze metéda 4 vréti presne tito hodnotu.

Dokaz rozdelime na 2 c¢asti podla parity n. Vrcholy na centralnej ceste oznacime po-
stupne vy, ..., Up.

Ak n je parne, postupujeme nasledovne. Cislo 1 priradime vrcholu v, /241, Cislo 2 pri-
radime synovi vrchola v;. Cislo 3 priradime synovi vrchola v, /241, Cislo 4 vrcholu v;. Dalej
o¢islujeme neparnymi ¢islami 5, ..., 2k 4 1 zatial neocislovanych synov vrchola v,,/o41 a
parnymi ¢islami 4, ..., 2k + 2 odislujeme zatial neoéislovanych synov vrchola vy.

Analogicky pokracujeme pre vrcholy v, 24 a vs, @ € {2,...,n/2}, pricom vrcholu v; a
jeho synom priradujeme parne ¢isla od (2k + 2)(7 — 1) + 2 po (2k + 2)i a vrcholu v, /24,
a jeho synom priradujeme nepérne ¢isla od (2k + 2)(i — 1) + 1 po (2k + 2)i — 1. (Cislo
(2k +2)(7 — 1) + 1 bude priradené vrcholu v, /o4, a ¢islo (2k 4 2)(i — 1) + 4 bude priradené
vrcholu v;.)

V pripade, 7e n je neparne, postupujeme nasledovne. Cisla 1, 5 a 6 priradime postupne
vrcholom v, /2|41, vn @ v1. Cisla 2, 3, 4 priradime postupne jednému zo synov vrcholov v,,,
Uln/2/+1 @ V1. Cisla od 7 po 3k + 3, ktoré davaju zvysok 1 po deleni tromi, priradime zatial
neocislovanym synom vrchola v, ¢isla od 8 po 3k + 3, ktoré davaju zvysok 2 po deleni
tromi priradime zatial neoc¢islovanym synom vrchola v, /2|11 a ¢isla od 9 po 3k + 3, ktoré
st delitelné tromi priradime zatial neoéislovanym synom vrchola vy.

Vrcholy v; a v|y/2)4: pre @ € {2,...,[n/2]} a ich synov budeme ¢islovat podobne, ako
v pripade, Ze n bolo parne. Pre upresnenie, na tieto vrcholy budeme priradovat ¢isla od
(2k+2)(i—1)+k+2po (2k+2)i+k+ 1.

Ukézeme, ze pri takomto ¢islovani dosahujeme antidilataciu [n/2] 4+ 1. V pripade, Ze n
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je parne, si sta¢i vSimnut, Ze po sebe iduce ¢isla tvaru (2k+2)(i —1)+1, (2k+2)(i—1)+2
a ¢isla (2k +2)(i — 1) + 3, (2k +2)(i — 1) + 4 st na vrcholoch vo vzdialenosti n/2 + 1. Cisla
idice po sebe, ktoré si iného tvaru st v listoch vrcholov u a v, pricom dist(u,v) = n/2,
preto maju dostato¢nu vzdialenost. Napokon ¢isla (2k +2)i a (2k+2)i+ 1 st v dostatocnej
vzdialenosti, pretoze jeden z nich je na centralnej ceste a druhy je synom vrchola, ktory je
od povodného vrchola vo vzdialenosti n/2.

V pripade, Ze n je nepéarne, si mozeme vSimnut, Ze po sebe iduce ¢isla z mnoZiny
{1,2,3,4,5,6} st od seba vzdialené asponi |n/2] + 1. Po sebe iduce ¢isla od 6 po 3k + 3
st priradené listom vrcholov u a v pricom plati dist(u,v) > |n/2], preto st vzdialené
dostatocne. Analogicky ku parnemu pripadu si mdéZeme v8imnaf, Ze po sebe iduce ¢isla
tvaru (2k+2)(i—1)+(k+1)+1, (2k+2)(i—1)+(k+1)+2 adisla (2k+2)(:—1)+(k+1)+3,
(2k+2)(i — 1)+ (k+1) +4 st na vrcholoch vo vzdialenosti [n/2] + 1. Zvysné po sebe idtce
Cisla su priradené synom vrcholov v dostatocnej vzdialenosti. Pre ¢isla (2k + 2)i + (K + 1)
a (2k + 2)i + (k + 1) 4+ 1 plati, Ze jedno z nich je priradené vrcholu na centrélnej ceste a

druhy je synom vrchola, ktory je od povodného vrchola vo vzdialenosti |n/2]. O

Priklad 3.2.1. Podla predchadzajicej vety je antidilatacia cesty P12 do hisenice Cj3
rovnéd 2. Vnorenie skonstruované z popisu v dokaze predchadzajtcej vety mozeme vidiet
na obrazku 3.12. Podla predchadzajicej vety je antidilatacia cesty Pig do hiusenice Cy 3
rovné 3. Vnorenie skonstruované z popisu v dokaze predchadzajtcej vety mozeme vidiet
na obrazku 3.12.

4 9 12 2 710

3 8 11 10 14 16 11 13 15

Obr. 3.12: Antidilatacia cesty P2 do stromu C5 3 a cesty Pjg do stromu Cy 3

3.2.3 Dolny odhad pre vSeobecné husenicové grafy

V tejto casti ukdzeme, ze pre kazda huisenicu C', ktorej horny odhad antidilatécie na zaklade

metddy 4 je aspon 2, plati adil(Py ¢y, C) > 2.

Veta 3.2.2. Nech C = (V, E) je hisenicovy graf s centralnou cestou s n vrcholmi a poétom
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vrcholov k. Ak metdda 4 vrdti horny odhad antidilatdcie d > 2, tak
adil(Py, C) > 2

Dékaz. Najprv ukdzeme, Ze na kazda htisenicu s centralnou cestou dizky n < 3, pre ktort
je d > 2, sa da pozeraf ako na htisenicu s centralnou cestou dizky aspoii 4. Ak n = 1, graf
C' je pavaéim grafom so vSetkymi nohami dizky 1. O takomto grafe sme uz ukazovali, Ze
metdda 3 (a teda aj metéda 4) vrati horny odhad d = 1.

Ak n = 2 a aspon jeden z vrcholov na ceste nemé synov, da sa na graf C' pozerat
ako na paviéi graf so vietkymi nohami dlzky 1. KaZzdy vrchol centralnej cesty preto musi
mat aspon jedného syna. Ak oboch tychto synov priddme na centralnu cestu ako koncové
vrcholy (tieto vrcholy nebudi mat Zziadnych synov), dostavame centralnu cestu so $tyrmi
vrcholmi.

V pripade, ze n = 3 a ziaden z koncovych vrcholov na centralnej ceste nemé synov, da
sa na graf C tak isto pozeraf ako na pavtéi graf so vSetkymi nohami dizky 1. Ak jeden
z koncovych vrcholov cesty méa synov, mozeme jedného z jeho synov pridaf na centralnu
cestu, ¢im dostaneme centralnu cestu so Styrmi vrcholmi.

Bez ujmy na vSeobecnosti mdéZzeme preto predpokladat, Zze n > 4. Ak existuje len jeden
vrchol v centralnej cesty, ktory ma synov, graf C' je pavicim grafom s centralnym vrcholom
v. Dokazované tvrdenie potom vyplyva z vety 3.1.13. V opac¢nom pripade postupujeme
nasledovne. Vrcholom centralnej cesty priradime postupne najprv parne, potom neparne
¢isla od 1 po n. Zvysnym vrcholom priradime ¢isla od n + 1 po k Iubovolne tak, aby sme
nepriradili ¢islo n + 1 synovi vrchola s ¢islom n. Kedze vrcholy centralnej cesty st aspon
4, vzdialenost vrcholov s ¢islami i a ¢ + 1 pre i € {1,...,n} bude aspon 2. (V pripade n a
n + 1 je to z dévodu, Ze ¢islo n 4 1 nie je ani na centralnej ceste, ani vo vrchole, ktory je
synom vrchola s ¢islom n.) Ostatné po sebe idice ¢isla st na vrcholoch od seba vzdialenych

aspon 2, pretoze ich oddeluje minimélne jeden vrchol centréalnej cesty. O

3.3 Otvorené problémy

Na zaver sformulujeme hypotézu, ktora hovori o tesnosti odhadov vypocitanych na zaklade
metody 4. Tato hypotéza je podlozena tym, ze metdda 4 dava tesny horny odhad pre vsetky

triedy grafov, pre ktoré v praci konstruujeme optimalne vnorenia.
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Hypotéza 3.3.1. Nech G = (V, E) je strom s n vrcholmi a d je horny odhad antidilatdcie

vypocitany na zdklade metody 4. Potom

adil(P,, G) = d.

Pozndmka 3.3.1. Domnievame sa, Ze by nemalo byt nidroéné pozmenit horné odhady a
Cislovania tak, aby fungovali pre antidilataciu kruznic do tychto grafov. (V pripade horného

odhadu metédy 3 bude jedind zmena v tom, Ze nebudeme povolovat |A;| = |B;| + 1.
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Kapitola 4

Zaver

V praci sme sa venovali problému antidilatacie. V vodnej kapitole sme definovali po-
jem antidilatacie a uviedli prehlad znamych vysledkov z tejto oblasti, Specidlne vysledky
o problémoch antibandwidth a cyklicky antibandwidth.

V druhej c¢asti prace sme sa venovali antidilatacii cesty na niektoré triedy stromov.
O poslednej z nich sa domnievame, Ze bude poskytovat tesny odhad pre antidilataciu cesty
do Tubovolného stromu, pretoze déva tesné odhady pre vSetky nami skiimané pavucie a
htisenicové grafy. Tuto domnienku sme sformulovali v hypotéze 3.3.1.

Prezentovali sme niekolko metéd na odhadovanie antidilatacie zhora, ktorych casovéa
zlozitost je polynomiédlna. Uviedli sme nové algoritmy pre konstruovanie optiméalneho vno-
renia vzhladom na antidilataciu z ciest na pavidcie grafy a niektoré hisenicové grafy. Nasli
sme polynomidlne algoritmy na zistenie presnej hodnoty antidilatacie pre vSetky pavi-
Cie grafy, ktoré maju len dve rdézne dlzky noh, triedu olivovnikov a triedu pravidelngch
htisenicovych grafov.

Pracu je mozné rozsirit niekolkymi smermi. Jednou z moznosti je skiimat vztah medzi
antidilataciou cesty na stromy a antibandwidth-om stromov, teda antidilataciou stromov
na cestu. Zaujimavou otazkou je aj platnost hypotézy 3.3.1 o tesnosti horného odhadu
metody 4 na odhadovanie antidilatacie cesty do stromov. V pripade, ze by sa ukazalo, ze
problém antidilatécie cesty do stromov nie je NP-tazky, bolo by zaujimavé skimat zlozitost

antidilatacie stromov do stromov.
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