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Abstrakt

Cielom prace je analyza rozli¢nych strukturalnych vlastnosti snarkov, ¢ize kubickych
grafov bez hranového 3-zafarbenia. Medzi skiimané vlastnosti budua patrit cyklicka st-
vislost snarkov, klastre cyklov, permuta¢ny charakter, kritickost, ireducibilita a iné.
Na testovanie tychto vlastnosti bude treba vytvorit pozadované algoritmy napisat pri-
slusné programy. Zistené vysledky sa budeme analyzovat a niektoré sa budeme snazit

zovseobecnit na vSeobecne platné matematické tvrdenia, ktoré dokazeme.

Krlucoveé slova: graf, snark, klaster



Abstract

The aim of this work is analysis of structural properties of snarks, cubic graphs with
no 3-edge-colouring. The investigated properties will include clusters of 5-cycles, per-
mutation character, irreducibility and others. It will be necessary to design required
algorithms and write the corresponding programs to test this properties. Found proper-
ties will be analyzed and we try to generalize them to valid mathematical statements

and mathematically prove them.

Keywords: graph, snark, cluster
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Uvod

Cielom tejto prace je skiimanie a lepsSie pochopenie Strukttry snarkov - suvislych bez-
mostovych grafov, ktorych chromaticky index je 4. Aj napriek tomu, Ze existuji nastroje
ako vytvarat nové snarky a pozname niekol'ko nekonecnych tried snarkov, tak sa jedna
o pomerne mladu triedu grafov, ktora nie je stale dostato¢ne preskimané a nepozname
struktaru mnohych z nich. V dne$nej dobe o mnohych grafoch vieme povedat, ze patria
medzi snarky, avSak nepozname mnozstvo ich dalich vlastnosti ako aj ich Strukturu.
Prave preto sme sa rozhodli vytvorit program, ktory bude niektoré z vlastnosti overovat
a hladat. Potreba vyuzitia pocitacového programu na overovanie vlastnosti je zjavna,
kedZe sa ¢asto jedné o velké grafy a pre niektoré vlastnosti sa jedna o miliony iterécii
prehladévania a pocitania, ktoré by ¢loveku pri poc¢itani na papier zabrali prinajlepsom
dni a pocitac¢ to zvladne za par sekund. Okrem zistenia vlastnosti a Struktury daného
grafu program pomoze pri lahsej vizualizacii grafov.

Okrem toho sa budeme venovat aj podgrafom Petersenovho grafu - klastrom, a ich
vyskyte v jednotlivych snarkov a priblizia nam suvislosti medzi jednotlivymi snarkami.
Do tejto ¢asti bude patrit aj dokaz uplnosti tychto podgrafov.

Samotny program, ktory je gro tejto préace je napisany v jazyku C-++. Tento jazyk
bol zvoleny najmé kvoli tomu, ze sa jedna o velmi rychly jazyk na rozdiel od mozno

popularnejsich a jednoduchsich jazykov ako napriklad Python alebo Java.



Kapitola 1
Zakladné pojmy z teérie grafov

Mnozstvo pojmov z tebrie grafov sa v tejto praci bude opakovat. Aby sme predisli
nepochopeniu medzi autorom a ¢itatelom z doévodu roéznych interpretécii jednotlivych
pojmov, budi v tejto kapitole niektoré pojmy zadefinované a pri vSetkych tychto poj-
moch pouzitych dalej v praci budeme vychadzat z tychto definicii. Pojmy z teorie
grafov, ktoré nie st definované v tejto kapitole budi vychadzat z Diestelovej knihy

Teoria grafov(3].

Graf

Graf G je usporiadana dvojica dvoch mnozin G = (V, E) . V = {vy,vq,...,0,} je
neprazdna mnozina vrcholov grafu G a E = {ej, es,...,€,} je mnozina hran grafu G.
Kazda hrana e€E je interpretovana ako neusporiadana dvojica vrcholov e = {v;, v;},
kde vrcholy v; aj v; sa nazyvaju koncovymi vrcholmi hrany e a v;, v;€V. Takyto graf G
sa nazyva neorientovany graf. Tato praca sa zaobera vylucne neorientovanymi grafmi. O
hrane e = {v;, v;} hovorime, Ze je incidentné s vrcholom v; aj s vrcholom v;. Oznacenie

hran pismenom e a vrcholov pismenom v pochadza z anglickych slov edge a vertex.

Pocet vrcholov

Pod pojmom pocet vrcholov grafu G sa bude rozumiet mohutnost mnoziny V' a oznacuje
sa ako |G|. Citatel sa moze stretnit aj s pojmom rad grafu, ktory je ekvivalentny s

pojmom pocet vrcholov grafu.

Pocet hran

Poctom hran grafu G sa mysli mohutnost mnoziny E a oznacuje sa ako ||G]|.
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Stupen vrcholu

Stupnom vrcholu v; sa oznacuje pocet hran, ktoré su s vrcholom v; incidentné. Stupen
vrcholu sa oznacuje aj ako deg(v;)

Pre neorientované grafy je zname Y- deg(v) = 2||G||
veV

Kubicky graf

Graf G = (V, E) , pre ktorého vsetky vrcholy veV plati, Ze deg(v) = 3 sa nazyva
kubicky graf. Pocet hran v takomto grafe je ||G|| = (3 % |G|)/2 a vyplyva z toho, zZe

pocet vrcholov grafu G je parny.

Odstranenie hrany

Ak G = (V, E) je graf a e; je jeho hrana, tak G — e; oznacuje graf (V, E — {e;}) Pod
tymto oznacenim sa mysli odstranenie prvku e; z mnoziny E a znizi sa tym stupen

koncovych vrcholov danej hrany.

Prerezanie hrany

KedZe v praci sa pracuje s kubickymi grafmi a odstranenie hrany vytvara dva vrcholy
stupnia 2 budeme c¢asto miesto pojmu odstranenie hrany pouzivat pojem prerezanie
hrany. Mysli sa tym, Ze hrana e; z grafu G sa rozdeli na dve polhrany. Kazda polhrana
mé len jeden koncovy vrchol. Tie sa mézu nasledne prepojit s inymi polhranami, ¢im
opat vzniknu celé hrany. Aj pri odstraneni hrany sa uvazuje, ze v grafe ostanu dve

polhrany. Oznacenie visiaca polhrana je ekvivalentnéa s ozna¢enim polhrana.

Odstranenie vrcholu

Odstréanenie vrcholu v;€V 7z grafu G = (V, E') sa ozna¢uje ako G — v;. Mysli sa pod tym
odstranenie prvku v; z mnoziny V. Zaroven sa spolu s vrcholom v; odstrénia z grafu G
aj vetky hrany, ktoré st s vrcholom v; incidentné. Plati teda, ze ak hrana e; = {v, v},

kde vy = v; alebo v; = v; bude hrana e; odstranené z grafu tiez.

Podgraf

Hovorime, ze graf H = (V' E’) je podgraf grafu G = (V| E) a piseme HCG, ak V'CV
a F'CE. Je zrejmé, ze kazdy podgraf HCG sa da ziskat postupnym odstranovanim

hran a vrcholov z grafu G.
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Indukovany podgraf

Indukovany podgraf H = (V' E’) grafu G = (V, E) je taky podgraf, ktory vznikol
odstranovanim vrcholov z grafu . Z definicie odstranovania vrcholov vyplyva, Ze boli

odstranené iba hrany, ktoré boli s odstranenymi vrcholmi incidentné.

Susedné hrany

Dve hrany v grafe G = (V, E) sa oznacuju ako susedné, pokial su existuje vrchol veV,

pre ktory plati, Ze obe hrany s s vrcholom v incidentné.

Susedné vrcholy

Dvojica vrcholov v, v;€V z grafu G = (V, E) sa nazyva susednymi vrcholmi, ak existuje
hrana e€ I, také, ze e = {v;,v;}. V pripade viacerych vrcholov sa pod pojmom susedné
vrcholy rozumie, Ze medzi kazdou dvojicou vrcholov z tejto mnoziny existuje cesta C

ktora obsahuje iba vrcholy z tejto mnoziny.

Sled

Sledom sa nazyva postupnost vrcholov a hran vy, €1, vy, €, ..., €,, v, v grafe G = (V, E)
a plati, ze hrana e; ma koncové vrcholy v;_1,v;. V slede sa hrany a vrcholy mézu

opakovat. Sled pre ktory plati, Ze vy = v,, sa nazyva uzavrety sled.

Cesta

Sled v ktorom sa ziaden vrchol neopakuje sa nazyva cesta. Z podmienky, Ze sa ziaden
vrchol neopakuje vyplyva dosledok, ze ani ziadna hrana sa neopakuje. Na oznacenie
cesty sa budi zvidsa pouzivat iba vrcholy danej cesty a nie hrany. Oznacenie cesty kim
bude teda znamenat cestu z vrcholu k do vrcholu [ a odtial do vrcholu m. DIzkou cesty

sa rozumie pocet hran, ktoré tato cesta obsahuje.

Cyklus

Pokial v grafe G = (V, E) plati, Ze existuje postupnost vrcholov a hran vy, e1, vy, €a, ..., €, Up,
pricom plati, Ze vy = v, a pre [ubovolné i > 0 a Iubovolné j > 0 rézne od i plati v;#v;,
tak sa tato postupnost nazyva cyklus.

Pojem kruznica je ekvivalentny s pojmom cyklus.
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Odstranenie cesty

Ak sa z grafu G = (V, F) odstrani cesta C' = {vg, €1, v1, .., €n, v, } mysli sa tym odstra-
nenie vSetkych vrcholov, ktoré su v ceste C'. Z definicie odstranenia vrcholov vyplyva,

ze sa odstrania aj vSetky incidentné hrany, ¢ize aj tie, ktoré nepatria do cesty C.

Vzdialenost hran

Pre nesusedné hrany e;, e; definujeme vzdialenost hran ako dlzku najkratsej cesty C,
kde e; je hrana, ktorej jeden koncovy vrchol je prvy vrchol v C' a posledny vrchol v C'

je jeden z koncovych vrcholov hrany e;, pricom plati, ze e;, e;¢C.

Vzdialenost vrcholov

Pre vrcholy v;,v; definujeme ich vzdialenost ako dlzku najkratsej cesty z v; do v;. 7

toho vyplyva, Ze vzdialenost susednych vrcholov je 1, kedZe maju spolo¢ntu hranu.

Dizka cyklu

Dlzkou cyklu sa oznacuje pocet vrcholov v€V, pre ktoré plati, ze veC, kde C je cyklus.

Bezchordovy cyklus

Pokial existuje v grafe G = (V, E) cyklus C = {vg,e1,v1,€9,...,€,,0,} a v grafe G
neexistuje hrana e, = {v,1, vz2}, pre ktora plati, ze e, ¢C a v,1¢C alebo v,9¢C nazyva
sa tento cyklus bezchordovy. Zjednodusene povedané neexistuje hrana medzi dvoma
vrcholmi, ktoré nie st v cykle C' susedné. Dosledok tohto je, ze pre I'ubovolnu pod-
mnozinu vrcholov z cyklu C neexistuje kratsi cyklus.

Pokial v grafe existuje takato hrana nazyva sa chorda. Pojem indukovany cyklus je

ekvivalentny s pojmom bezchordovy cyklus.

Odstranenie cyklu

Odstranenim cyklu C' z grafu G = (V, E) sa mysli odstranenie vetkych vrcholov v z

mnoziny V', pre ktoré plati, Ze veC'. Spolu s vrcholmi sa odstrania aj incidentné hrany.

Hamiltonovsky cyklus

Podgraf grafu G = (V, F) , ktory je cyklus a obsahuje vSetky vrcholy z grafu G sa vola

hamiltonovsky cyklus.
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Stuvisly graf
Graf G = (V, E) , v ktorom pre Tubovolné vrcholy v;,v; € V, pricom i # j existuje

cesta v;-v; sa nazyva suvisly graf.

k-Savisly graf

Pokial odstréanenie Tubovolnych & — 1 vrcholov z grafu zachova jeho sivislost nazyva
sa takyto graf k—suvisly. Inak povedané, aby z k-savislého grafu G = (V, E) vznikol

nesuvisly graf, treba z neho odstranit najmenej k vrcholov.

Komponent grafu

Maximéalny suvisly podgraf grafu G = (V, F) sa nazyva komponent. Pokial méa G prave

jeden komponent, tak G je stvisly.

Most

Pokial v grafe G = (V, E) existuje hrana e€ E, pre ktoru plati, ze G — e mé vacsi pocet
komponentov ako GG, tak sa hrana e nazyva most. Most e je teda taka hrana, ktorej

odstranenie urobi graf nestuvislym.

Obvod grafu

Obvodom grafu G = (V, E) sa oznacuje dlzka najkratsieho cyklu v grafe G.

Chromaticky index

Chromaticky index grafu x/(G) je minimélny pocet farieb potrebnych na to, aby sa
kazdej hrane grafu G = (V, E) priradila prave jedna farba, tak, aby vsetky susedné
hrany mali priradené rozne farby.

Pre x'(G) = k sa zvykne pouzivat aj vyjadrenie, ze graf G je hranovo k-zafarbitelny.
Pokial sa v praci vyskytne zjednoduSené vyjadrenie k—zafarbitelny, bude sa tym mys-

liet vylucne hranova zafarbitelnost.

Faktor grafu

Podgraf H = (Vy, Ey) grafu G = (V, E) , ktorého mnozina vrcholov obsahuje rovnaké

prvky ako mnozina vrcholov grafu G - tj. V =V}, sa nazyva faktorom grafu G.
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k-Faktor

Pokial je H = (V', E') faktor grafu G = (V, E) a pre YveV’ plati, ze deg(v) = k,

oznacuje sa tento faktor ako k—faktor.

Hamiltonovsky graf

Hamiltonovsky graf G = (V, E) je graf, ktory obsahuje aspon jeden hamiltonovsky
cyklus.

Hypohamiltonovsky graf

Hypohamiltonovsky graf, je taky graf G = (V| F) , ktory nie je hamiltonovsky, avsak
pre YveV plati, ze podgraf G — v je Hamiltonovsky graf.

Planarny graf

Graf G = (V, E) je planarny graf, pokial sa da reprezentovt v euklidovskej rovine tak,

aby sa ziadne dve hrany grafu G nepretinali.

Grafovy izomorfizmus

Graf G = (V, E) je izomorfny s grafom H = (V' E'), pokial existuje bijektivne zobraze-
nie f : V — V', kde pre vietky vrcholy v;,v; € G plati {v;, v;}€G < {f(v), f(v;)}€H.

Ak su grafy G a H izomorfné, pouziva sa oznacenie G=H

Automorfizmus

Automorfizmus je taky izomorfizmus v grafe G = (V, E) , ze existuje bijekcia f :V —
V', ze pre vietky vrcholy v;, v;€G plati {v;,v,}€G < {f(v), f(v;) }€G.

Cyklicka suvislost

Cyklicka suvislost grafu sa oznacuje ako Ao a udava najmensi pocet hran potrebnych
na odstranenie z grafu G = (V, E) , pricom vzniknuty podgraf H nebude suvisly a

kazdy komponent bude obsahovat aspon jeden cyklus.



Kapitola 2
Snarky

Cela praca je zamerand na snarky. Téato kapitola vysvetli, ¢o st to snarky, povie kratko

o ich historii a vysvetli niekol'ko spésobov ako ich konstruovat.
Definicia 1. Nech pre graf G = (V, E) plati:

e ( je kubicky graf,

e X'(G) =4,

e Graf G neobsahuje hranu e€ E, ktora je most.

Potom je graf G snark.

,Napriek tejto pomerne jednoduchej definicii a vySe storoc¢ia skiimania snarkov st
ich vlastnosti a Struktura velkou neznamou*|§|
7 definicie snarku vyplyva a dé sa dokdzat mnozstvo inych vlastnosti. Napriklad to, ze
ak je graf snark, tak nie je hamiltonovsky graf. Napriek tomu, ze ziaden snark nie je
hamiltonovsky graf, existuje mnozstvo snarkov, ktoré si hypohamiltonovské grafy. Téato
préaca sa bude zaoberat vylu¢ne snarkami a okrem toho, ze vSetky skiimané grafy budua
snarky, budi vietky spliiat aj iné vlastnosti. Vietky snarky buda mat cyklicka savislost

Ac>4 a obvod vsetkych snarkov bude >5. Takéto snarky sa nazyvaju netrivialne.

2.1 Redukovanie problémov na snarky

Dovod zaoberat sa snarkami, za uc¢elom spoznania ich vlastnosti a lepgieho po-
chopenia ich struktury je motivovany tym, Zze mnozstvo problémov a tvrdeni v teorii
grafov sa da zredukovat na snarky. To znamené, %e pokial sa dokaze alebo vyvrati,
ze tvrdenie plati pre snarky, tak plati respektive neplati pre vSetky grafy. Medzi ta-
kéto problémy patri napriklad hypotéza 5-flow conjecture od britského matematika
W.T.Tutteho, ktora stuvisi s vrcholovym farbenim planarnych grafov. Dalsf problém,
ktory sa da zredukovat na snarky je hypotéza cycle double cover conjecture, ktora

vysvetlime v kapitole 6. Urcit ¢i je graf snark je NP-tiplny problém.|7]

8
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2.2 Historia snarkov

Prva zmienka o snarkoch pochadza z roku 1880 po tom, ako skotsky matematik
P.G.Tait dokézal, Ze teoréma o styroch farbdch je ekvivalentna s tvrdenim, Ze Ziaden
snark nie je plandrny. V tom ¢ase sa pojem snark eSte nepouzival. AZ osemnést rokov
po tomto dokaze bol objaveny vobec prvy snark. Do roku 1970 bolo dokopy objavenych
iba 5 netrividlnych snarkov. Vyrazny posun nastal v roku 1972, ked bol objaveny prvy
sposob ako generovat nekonecéné mnozstvo snarkov.

Oznacenie snark bolo pouzité prvykrat az v roku 1976 americkym matematikom Mar-
tinom Gardnerom|5|. Tento nazov prebral z béasne Lewisa Carolla The Hunting of the

Snark, ktorej dej zachytava lovenie zahadnej a nebezpecnej prisery.

2.3 Vyznamné snarky

Dnes uz je zname, ze snarkov je nekone¢ne vela a existuje viacero sposobov ako genero-
vat a konstruovat nové snarky. V roku 2012 stvorica matematikov z univerzit v Gente
a Umea vygenerovala vSetky snarky do radu tridsatstyri s obvodom >4. Dokopy ich
je vySe tridsat milionov. V generovani vacsich grafov pokracovali a dnes sa na portali
House of Graph[19] daju stiahnut sibory so vSetkymi snarkami do tridsatsest vrcholov,
ktorych obvod je >4. Takychto snarkov je takmer péatsto milionov. Aj napriek tomu,
ze dnes je uz mnozstvo grafov skonstruovanych a objavenych vznikali snarky pomaly a

niektoré st vyznamnejsie ako ostatné.

2.3.1 Petersenov graf

Najznédmejsi, najmensi a zaroven prvy objaveny snark je Petersenov graf, ktory nesie
meno po svojom objavitelovi danskom matematikovi Juliusovi Petersenovi. Aj napriek
tomu, Ze zmienka o tomto grafe sa nasla v poznamkach britského matematika Sira
Alfreda Braya Kempeho z roku 1886 sa jeho objavenie pripisuje Petersenovi a datuje
sa na rok 1898.

S desiatimi vrcholmi a pétnéastimi hranami sa jednd o najmensi snark. Aj napriek
tomu, Ze mé iba desat vrcholov sa v fiom nachadza az dvanast roznych cyklov dlzky
pét. Petersenov graf sa moze oznacit ako zakladny stavebny kamen snarkov, kedze vela
dnes znamych snarkov vzniklo modifikovanim Petersenovho grafu a jeho podgrafov.
Petersenov graf je symetricky, hypohamiltonovsky graf, ktorého cyklicka sivislost je

Ac = 5 a vSetky jeho vrcholy su automorfné.
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pavhy

Obr. 2.1: Petersenov graf - najmensi existujici snark

2.3.2 BlanusSove snarky

Chorvatsky matematik Danilo Blanusa zostrojil v roku 1946 dva nové snarky. Kon-
Strukcia pozostéva z dvoch Petersenovych grafov, pricom sa z kazdého odstrani lubo-
volny vrchol a nasledne sa takto vzniknuté podgrafy navzajom prepoja. Od sposobu
vzajomného prepojenia zavisi, ktory z dvoch grafov vznikne, pri¢om sa v niektorych
vlastnostiach liSia. Oba BlanuSove snarky maju osemnést vrcholov a dvadsatsedem
hrén a casto sa oznacuji ako By a B,. Po Petersenovom grafe st to najmensie dva

netrivialne snarky.

Type 1 Type 2
Az By A B)

Obr. 2.2: Blanusove snarky[21] - vznikna spojenim dvoch Petersenovych grafov

2.3.3 Descartesov snark

.Dalsi snark bol objaveny Blanche Descartesom v roku 1948: méa 210 vrcholov
a bol zostrojeny pridavanim ’hviezdicovej konfiguracie’ ku kazdej hrane Petersenovho
grafu.“[20]
Hviezdicova konfigurdcia spociva v tom, ze sa hrana nahradi podgrafom obsahujicim
strnast vrcholov a vizuédlna reprezentacia tohto podgrafu ma podobu hviezdy, tak ako
je znazornené na obrazku 2.3. Blanche Descartes je pseudonym, ktory pouzivala stvor-
ica matematikov, medzi ktorymi boli aj Rowland Brooks a William Tutte, ktori patria

medzi vyznamnych vedcov v tedrii grafov.
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Obr. 2.3: Vyrez z Descartesovho snarku[15]- ukazka hviezdicovej konfigurécie

2.3.4 Szekeresov snark a Watkinsov snark

V roku 1973 zostrojil australsky matematik madarského povodu Szekeres novy
snark spojenim piatich Petersenovych grafov. Skonstruovany graf ma 50 vrcholov a
75 hréan. Vhodnym sposobom je mozné rozsirit Szekeresov snark na nekonecnu triedu
pridanim I'ubovolného mnoZstva Petersenovych grafov. V roku 1989 objavil John Wat-
kins snark, ktory vznikol rovnako ako Szekeresov snark spojenim piatich Petersenovych

grafov a ma 50 vrcholov a 75 hran.

Obr. 2.4: Szekeresov snark[17] a Watkinsov snark|18] - oba vznikna spojenim piatich

Petersenovych grafov

2.3.5 Flower snarky

,Pomalé a pracné objavovanie snarkov preslo dramatickou zmenou, ked bola ob-
javena nekonecCné trieda snarkov, E.Grinbergom v roku 1972, a nezavisle na nom aj v
roku 1974 R.Isaacsom “[20)|

Americky matematik Rufus Isaacs objavil v roku 1974 nekone¢nt triedu snar-
kov, ktora sa nazyva flower snarks. Nazov nesie podla vizuéalnej reprezentacie, ktora

pripomina kvet a zaklad tvori n-uholnik v ktorom sa na kazdy vrchol sa napoji trojica
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vrcholov a navzajom sa tieto trojice prepoja.

[saacs objavil aj druhti nekone¢nu triedu snarkov. Pomocou konstrukénej ope-
racie zvanej 4-siucin zovseobecnil metodu, ktora pouzil Blanusa na konstrukciu svojich
snarkov. Tato trieda sa nazyva BlanuSa-Descartes-Szekeres, skratene oznacované aj
BDS a ako napoveda nazov, patria do nej aj BlanuSove snarky, Descartesov snark a

SzekereSov snark.

Obr. 2.5: Flower snarky|[16] - pripominaju pohlad na kvet

2.4 Vlastnosti snarkov

Pre mnozstvo snarkov nas budu zaujimat aj iné vlastnosti ako su tie, ktoré bude pre-
verovat nami vytvoreny program. Jedna sa najma o nasledujtce Styri vlastnosti, pre
ktoré uz su hotové programy, ktoré ich overuju.

Kriticky snark je taky snark G, v ktorom pre ubovolni dvojicu susednych vr-
cholov u,veV plati, ze podgraf G — u, v je hranovo 3-zafarbitelny.

Bikriticky snark je taky snark G, v ktorom pre lubovolnii dvojicu vrcholov u, veV
kde uv, plati, Ze podgraf G — u, v je hranovo 3-zafarbitelny.

Bikritickost je silnejsia vlastnost ako kritickost a preto bude platit, ze bikritické

snarky st podmnozinou kritickych snarkov.

k-Redukcia Jk hran v snarku G, ktoré ked sa prerezu, tak vznikni dva kompo-
nenty. Pokial nie je jeden z tychto komponentov hranovo 3-zafarbitelny, moze sa k
polhran v tomto komponente navzajom poprepéjat, pripadne ak k je neparne, tak pri-
dat jeden vrchol a poprepajat a takto vzniknuty kubicky graf bude snark a bude sa
nazyvat k—redukciou snarku G. Ak plati, ze |G'| < |G|, kde G’ je k—redukcia snarku,

tak tato redukcia sa oznacuje ako vlastna redukcia.
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Ireducibilita Pokial snark G nemé vlastnu k—redukciu pre vSetky k& < m, ozna-
¢uje sa ako m—ireducibilny. Pokial je snark m—ireducibilny pre Vm>1, oznacuje sa

zjednodusene ako ireducibilny.

Teoréma 1. Ak je graf G snark, potom
1. Pre 1<k<4 plati G je k-ireducibilny snark <= G je cyklicky k—suvisly snark
2. Pre 5<k<6 plati GG je k-ireducibilny snark <= G je kriticky snark
3. Pre k>7 plati G je k-ireducibilny snark <= G je bikriticky snark

Dosledok tejto teorémy je, ze G je ireducibilny vtedy a len vtedy ak je G bikriticky.[10]

2.5 Konstrukcie snarkov

Existuje niekol'ko sposobov ako konstruovat nové snarky. Na tieto konStrukcie treba
mat na vstupe jeden alebo viacero snarkov a tie sa nasledne modifikuji a vznikne z

nich novy snark.

2.5.1 Trojuholnikova substiticia

Je to najjednoduchsi sposob ako generovat nové snarky. Pre existujici snark G = (V, E)
sa vezme [ubovolny vrchol z grafu G a substituuje sa za trojicou vzajomne prepojenych
vrcholov.[21]Na obrazku 2.5.1 je znazornené, ako treba nastavit novym hranam spravne
farbenie, aby bolo zachované, ze x'(G) = 4. Pri trojuholnikovej substiticii vSak vznika
v grafe cyklus dlzky tri a tym sa meni aj obvod grafu. Takto vzniknuty snark s obvodom
obvod <4 je trivialny snark a kedZe v tejto praci sa venujeme iba netrivialnym snarkom,
tak tuto metoédu na konStruovanie snarkov nebudeme pouzivat.

Tento sposob sa da pouzit aj opaénym smerom, ked dochédza k redukeii cyklu dizky

tri na jediny vrchol ¢im sa mdze z trivialneho snarku skonstruovat netrivialny snark.

Obr. 2.6: Trojuholnikova substittcial21]| - generuje trividlne snarky
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2.5.2 4-Suéin (dot product)

4-Sucin, po anglicky dot product, je metoda, ktora objavil vyssie spominany Rufus
[saacs a vytvoril pomocou nej triedu snarkov BDS. 4-Stcin sa podrobne venoval John
Watkins vo svojich publikaciach Snarks|20] a A Survey of Snarks|21].

Na tuto metodu treba dva snarky G = (Vg, E¢) a H = (Vy, Ey) pricom nie je vylacené,
7e G=H.

Definicia 2. V snarku G sa vyberu dve I'ubovolné nesusedné hrany e = ab a f = cd a
v snarku H sa vybertu [ubovolné dva susedné vrcholy u a v. Nech a',b" a v st susedné
vrcholy u a nech ¢ d’" a u st susedné vrcholy v. Nasledne sa zo snarku G odstréania
hrany e a f a zo snarku H vrcholy u a v. Po odstraneni sa spoja vrcholy a s a’, bs ¥/,

c¢sc adsd. Takto vzniknuty graf je 4-stic¢inom G-H.

4-Sucin sa Standardne znac¢i ako I = G-H, kde I je skonstruovany snark, ktory
vznikne aplikovanim metody dot product na snarky G a H. Pre novovzniknuty snark
I = (Vi Ep) plati, ze |I| = |G|+ |H|—2a ||I|| = ||G]||+]||H||—3 a jedna sa o netrivialny
snark.
Je zjavné ako Isaacs vytvoril pomocou tejto metody nekoneénu triedu netrividlnych
snarkov, vzhladom k tomu, Ze sa moze 4-sucin pouzit opéat na novovzniknuty snark,
¢i uz so sebou samym, alebo s uz zndmym snarkom, napriklad aj tym z ktorého bol

vytvoreny.

Obr. 2.7: Ukazka generovania snarkov pomocou 4-stu¢inu

2.5.3 5-Suéin (star product)

5-Sucin, po anglicky 5-product alebo star product, je dalsia metdéda pomocou ktorej
je mozné generovat nové snarky. Na 5-sucin treba dva grafy G = (Vg, Eg) a H =
(Vu, Ey), aviak na rozdiel od 4-suc¢inu staci, aby bol iba jeden z tychto grafov snark.

Oba tieto grafy viak musia obsahovat cyklus dlzky pét.

Definicia 3. V snarku G a snarku H sa vybere Iubovolny cyklus C' a C’ dlzky 5.
Odstranenim tychto cyklov vznikne v oboch grafoch pét vrcholov stupiia 2. Nech st to

v snarku G vrcholy a,b,c,d a e a v snarku H vrcholy a’,b',c/,d" a ¢’. Prepojenim vrcholov
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asad,bsbt,csd,dsd aese dostaneme novy snark, ktory je 5-su¢inom snarkov G
a H.

Na oznacenie 5-sucinu sa pouziva zapis I = GxH a hovori sa, ze I je 5-sti¢inom
grafov G a H. Graf I = (V}, E;) je netrivialny snark a plati pre neho, ze |I| = |G| +
|H|—10 a pocet hréan je ||I|| = ||G||+||H|| — 15. Pokial st oba grafy cyklicky 5-suvislé,
tak aj vysledny graf je cyklicky 5-stvisly.

Obr. 2.8: Ukazka generovania snarkov pomocou 5-si¢inu

2.5.4 Negatorova substitiicia

Negator s tri vrcholy u,w a v a ich incidentné hrany, pre ktoré existuje cesta uwv
dlzky 2.

Petersenovsky negator je podgraf, ktory vznikne odstranenim negatora z Pe-
tersenovho grafu. Petersenovsky negator je tvoreny dvoma cyklami dizky pét. Nech
st tieto cykly C a (5, existuji prave dve hrany e a f, pre ktoré plati, ze e, feC] a
zaroven e, feCy, pricom existuje vrchol v s ktorym st hrana e aj hrana f incidentné.
Pét vrcholov v tomto podgrafe ma hrany idice von z tohto podgrafu, ktoré ho spajaja
so zbytkom grafu. Jeden z tychto vrcholov je prave ten, ktory je incidentny aj s hranou
e aj s hranou f. Nech je tretia hrana incidentna s tymto vrcholom hrana r, takato pol-
hranu budeme oznacovat ako rezidualna polhrana. Medzi zvy$nymi vrcholmi, ktorych
incidentna hrana ide von z Petersenovského negéatora existuje automorfizmus. Peterse-
novsky negator méa sedem vrcholov a osem hran. Viac o Petersenovskom negatore je v
kapitole 4.

Na tato metodu treba dva snarky G = (Vg, E¢) a H = (Vg, Eg), pricom graf G

musi obsahovat Petersenovsky negator ako podgraf.
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Definicia 4. Z grafu G sa odstrani Petersenovsky negétor N, ¢o sposobi, ze v G — N
ostane péat polhran. Nasledne sa z grafu H odstrani negator uwv. KedZe sa jedna
o netrividlne snarky, tak u a v nemdézu byt susedné a tato trojica vrcholov mé iba
jednu moznu reprezentaciu. Odstrénenim tejto trojice ostane v grafe H péat polhran.
Polhrana, ktora ostane v grafe H a jej koncovy vrchol bol stredny vrchol z cesty uwv sa
bude oznacovat ako rezidualna polhrana podgrafu H — N’ kde N’ je negéator. Podgrafy
G — N a H— N’ a polhrany v nich sa prepoja tak, aby sa reziduédlne polhrany v G — N

a H — N’ prepojili navzajom a eqy = {vg, vy}, kde vg€Vg a vyeVy.

B4
." )
| 7
G r r H

Obr. 2.9: Ukazka generovania snarkov pomocou negatorovej substiticie

Pokial by sa nedodrzalo prepojenie reziduélnych polhran, tak by vysledny graf ne-
bol snark, kedZe by bol hranovo 3-zafarbitelny.|[4]
Graf I = (Vy, Ey), ktory je vysledkom negdtorovej substiticie grafov G a H je ne-
trividlny snark, ktorého pocet vrcholov je |I| = |G| + |H| — 10 a pocet hran je
I|1I|| = ||G]| + ||H]|| — 15. Okrem toho plati, Ze pokial pre oba snarky H a G A¢ = 5,
tak negatorova substitticia rovnako ako 5-stcin zachovéava cyklicki stavislost a vysledny
graf I bude mat tiez A\c = 5.



Kapitola 3
Permutacné snarky

V tejto diplomovej praci sa ststredime na sktimanie jednej doélezitej triedy snarkov, a
to permutacnych snarkov. Téato kapitola je venovana prave tejto triede snarkov a ich

konstrukciam.

Definicia 5. Snark, ktory je tvoreny dvoma disjunktnymi cyklami rovnakej dizky,

medzi ktorymi existuje perfektné parovanie sa nazyva permutacny snark.

Tvrdenie 1. Snark, ktory ma 2-faktor tvoreny dvoma bezchordovymi cyklami sa na-

zyva permutacny snark.

Lahko si v&imnut, Ze definicia 5 a tvrdenie 1 tvrdia to isté. Medzi permutacné
snarky patri napriklad Petersenov graf alebo aj oba Blanusove grafy popisané v kapitole
2. Pomocou zovseobecnenia Petersenovho grafu boli permutacné snarky v roku 1967

zadefinované.|23]

3.1 Permutacny snark

Definicia 6. Nech G je permuta¢ny snark, ktory ma permutacny 2-faktor C' skladajici
sa z dvoch cyklov Cy a Cy. Potom {C, Cy} budeme oznacovat ako permutaény 2-faktor
a (G, {C4, Csy}) bude bicyklicka reprezentacia snarku G.

Snark moze obsahovat viacero réznych permutacnych 2-faktorov urc¢ujacich urcu-
jucich bicyklicku reprezentaciu snarku G. Hrany tvoriace perfektné parovanie medzi

cyklami permuta¢ného 2-faktoru budu oznacované ako priecky.

Definicia 7. Nech G je permuta¢ny snark a (G,{Cy,Cs}) a (G,{Dy,Dy}) sa dve
rozne bicyklické reprezentécie grafu G, potom (G,{Ci,Cs}) = (G,{Di, Dy}), ak 3
automorfizmus ¢ grafu G taky, ze o({C, Co{) = {D1, D2}.

Petersenov graf je permutacny snark a je to aj najmensi netrivialny snark, ide teda
o najmensi permutacny snark. Obsahuje az Sest roznych bicyklickych reprezentacii,

pricom vsetky st navzajom izomorfné.

17
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Obr. 3.1: Petersenov graf s permutacnymi cyklami oznacenymi ¢ervenou a modrou

farbou

3.1.1 Vlastnosti permuta¢nych snarkov

7 definicie permutac¢ného snarku vyplyvaju dalSie vlastnosti, ktoré nemusia byt na

prvy pohlad zjavné.
Tvrdenie 2. Dizka permutaénych cyklov v permutaénom snarku G = (V, E) je |G/|/2

Dokaz 1. Definicia faktoru urcuje, ze permutacny 2—faktor respektive permutacné
cykly pokryvajua vSetky vrcholy v permutaénom snarku G = (V, E) . Z definice 5 a
tvrdenia 1 vyplyva, ze cykly permutac¢ného 2-faktoru su bezchordové a existuje medzi
nimi perfektné parovanie. Preto musi platit, Ze permutacné cykly musia mat rovnaka
dlzku, pricom dlzka tychto cyklov musi byt |G|/2.

Tvrdenie 3. Pre kazdy permutacny snark G = (V, E) plati |G| =2 (mod 4)

Doékaz 2. Nech G = (V, E) je permutacny snark a |G| = 2 (mod 8). Vzhladom
k tomu, ze pocet vrcholov v grafe G je nasobok ¢isla Styri vyplyva z tvrdenia 2, Ze
dlzka permutaénych cyklov by v grafe G bola parna. V takom pripade by nam na
ofarbenie hran oboch permutac¢nych cyklov stacili dve farby a, b, pricom by sa hrany
cyklov ofarbili striedavo a —b—a — ... —b. Na ofarbenie vSetkych priecok by ndm stacila
jedna farba c a cely snark G by sa dal ofarbit iba troma farbami, ¢o je spor s definiciou
snarku. Preto musi byt |G| =2 (mod 4)

Doposial vSetky permutacné snarky, pre ktoré profesor Skoviera pretestoval bikri-
tickost tuto vlastnost spliiali a je preto mozné, ze plai, ze

permutacné snarky C ireducibilné snarky
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3.1.2 SkonStruované permutac¢né snarky

Do radu 34 existuje dokopy 10838 permuta¢nych snarkov. Iba 13 z nich ma cyklicka
savislost A\¢ > 5.[19]

Rad grafu #snarkov #permutacnych #perm. A\¢ > 5

10 1 1 1
14 0 0 0
18 2 2 0
22 31 0 0
26 1297 64 0
30 139854 0 0
34 25286953 10771 12

Tabulka 3.1: Poé¢ty snarkov a permuta¢énych snarkov [19]

Dosledok 1. Pre vSetky n>0 existuje permutacny snark radu 24n + 10, ktorého cyk-

licka suvislost je 5

Z tabulky 7.3.2 vidiet, Ze permuta¢né snarky tvoria iba malé percento zo vetkych
snarkov. Ide v8ak o zaujimavu triedu snarkov, kedze permutacné snarky suvisia s nie-
kolkymi dolezitymi hypotézami ako napriklad hypotéza cycle double cover. Tak isto je
zaujimavé si vSimnut, Ze permuta¢né snarky do radu 34 existuju len také, ze |G| = 2
(mod 8). Aj ked tvrdenie 3 nevylucuje existenciu permutacnych snarkov radu |G| = 6
(mod 8), nebol takyto permutacny snark doposial objaveny a existuje predpoklad, zZe
ani neexistuje. Tak isto existuje hypotéza o obvode 5, ktora tvrdi, ze vSetky permutacné
snarky maju obvod péat. Je zndme, Ze neexistuji permutacné snarky, ktorych obvod by
bol < 4 a doposial sa nepodarilo objavit permutacny snark, ktorého obvod by bol >6,
avSak nie je ani dokazané, Ze taky snark nemodze existovat.

Do radu 34 existuju permutac¢né snarky, pre ktoré plati A > 5 iba pre rady 10 a
34. S tymto suvisi veta, ktori v roku 2012 dokizala dvojica matematikov Hagglund
a Hoffman-Ostenhof, Ze pre kazdé n>0 existuje permutacny cyklicky 5-stvisly snark
radu 24n + 10.]6]

3.2 Konstrukcia permutac¢nych snarkov

Podobne ako pre vSeobecné snarky aj pre permutacné snarky existuji metody ako
ich konstruovat. Niektoré sposoby konstrukciu snarkov ukazané v kapitole 2 sa mozu
pouzit aj na konstrukciu permutac¢nych snarkov. Plati vSak, ze vstupné grafy v pripade

konstrukcie permuta¢nych snarkov musia byt takisto permutacné snarky:.
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3.2.1 4-SGcin

Nech G aj H st permuta¢né snarky a ich permutacné cykly st Cgq, Cao, C1 a Cho,
kde Cg1,CaoCG a Cyy, CyaCH. Konstrukcia bude vychadzat z 2.5.2, avSak vybrané
hrany eg1, g2 nemozu byt priecky a kazda musi byt z iného permutacného cyklu a
hrana ey musi byt priecka medzi Cy; a Cpyo. Dva zo Styroch vrcholov stupna dva,
ktoré zostant po odstrdneni hran eg; a ege st z permutacného cyklu Cgy a zvysné
dva st z Cgo. Toto je urcené tym, Ze eg; ani ege nie su priecky a patria do réznych
permutacnych cyklov. Tym padom oba koncové vrcholy hrany patria do rovnakého
permuta¢ného cyklu. Rovnako tak odstranenie koncovych vrcholov hrany ey z grafu H
sposobi, ze dva zo Styroch vrcholov stupiia dva budu patrit do C'y; a zvysné dva do Cys.
Kedze ey = {vy1,vga} je priecka, koncové vrcholy patria do réznych permutacnych
cyklov, tym padom zvysné dve hrany vychédzajice z vy, nie st priecky a patria spolu
s druhym koncovym vrcholom do rovnakého permuta¢ného cyklu ako vg,. Rovnako to
plati aj pre vgs. Nasledne treba tieto dva podgrafy, prepojit tak, aby dvojica polhréan,
ktord patrila do rovnakého permuta¢ného cyklu grafu G bola napojena na dvojicu
polhran, ktora je z rovnakého permutac¢ného cyklu grafu H.

Profesor Skoviera spolu s docentkou Mécajovou vyslovili tvrdenie, ze kazdy
snark, ktory ma permuta¢ny 2—faktor a jeho Ao = 4 je 4-sti¢inom dvoch permutaénych

snarkov.[9]

Obr. 3.2: Generovanie permuta¢nych snarkov pomocou 54-sic¢inu

3.2.2 5-Sécin

Lema 1. Pokial v permuta¢nom snarku G existuje cyklus dizky 5, je presne dané, ze
dve susedné hrany patria do permutac¢ného cyklu Cgq, jedna hrana patri do permutac-

ného cyklu Cgo a zvysné dve hrany si priecky permutacnych cyklov.

Toto je dané tym, ze pokial by boli menej ako dve hrany priecky - ¢i jedna alebo
ziadna, musel by existovat vrchol, v ktorom by sa stretli oba permutacné cykly, ¢o
vsak nemoéze nastat. Rovnako tak, ak by viac ako dve hrany boli priecky, musel by
existovat vrchol, ktory by bol incidentny s dvoma prieckami. KedZe priecky nemozu

byt susedné hrany, ich vzdialenost v cykle dizky 5 musi byt 1 a ich koncové vrcholy st
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z roznych permuta¢nych cyklov. Dve hrany, ktoré st z rovnakého permuta¢ného cyklu
musia byt susedné hrany, v opac¢nom pripade by existovala priecka medzi vrcholmi z
rovnakého permutac¢ného cyklu, alebo by cez jeden vrchol prechadzali oba permutacné
cykly. Toto plati pre vietky cykly dlzky 5 a permutaény 2—faktor az na jeden pripad.
Jedina vynimka je Petersenov graf, kde dlzka permutaéného cyklu je 5 a teda vietky
hrany patria do rovnakého cyklu, tak ako je to znézornené na obrazku 3.1. Avsak
pre Tubovolny par permutacnych cyklov v Petersenovom graf plati, Zze zvy$nych desat
cyklov méa pokrytie permutac¢nymi cyklami také, ako je vyssie popisané a znézornené
na obrazku 3.2.2.

Obr. 3.3: Prechadzanie permuta¢ného 2-faktoru cez 5-cyklus. Jeden cyklus permutac-

ného 2-faktoru je oznaceny Cervenou farbou a druhy modrou

Dosledok 2. Dva susedné vrcholy z cyklu dlzky 5 patria do jedného cyklu permutad-

ného 2-faktoru. Zvysné tri vrcholy patria do druhého cyklu permutac¢ného 2-faktoru.

5-Sucin na generovanie permuta¢nych snarkov vychadza z 2.5.3. Nech GxH je
snark s permuta¢nym 2—faktorom, potom G aj H musia byt permutacné snarky a ich
permutacné cykly su Cg1, Cae, Cy1 a Cho, kde Cg1, CoCG a Cyy, CygoCH. Z oboch
grafov odstranime cykly dlzky 5. Vieme, Ze pre oba cykly je pokrytie permutaénym
2—faktorom dané z definicie 1. Po odstraneni oboch tychto cyklov zostane v oboch
grafoch péat polhran, pricom dve st z jedného permutacného cyklu, dve z druhého
permutac¢ného cyklu a posledné je priecka. Odstranenim cyklu sa jeden permutacny
cyklus skréatil o dva vrcholy a druhy o tri, toto plati pre oba grafy. KedZe permutacné
cykly vysledného grafu musia mat rovnaka dizku, je potrebné, aby sa prepojil kratsi
pozostatok permutacného cyklu z G s dlhsim pozostatkom permutacného cyklu z H a
rovnako tak dlhsi pozostatok z G prepojit s dlhsim pozostatkom z H. Polhrany priecok

v oboch grafoch musia byt prepojené navzajom.
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&= =

Obr. 3.4: Generovanie permuta¢nych snarkov 5-stc¢inom

Teoréma 2. Nech G a H st permuta¢né snarky, pricom pre oba plati A\c = 5. Potom

G*H je tiez permuta¢ny snark a A\o(GxH) = 5.

Aj tato teoréma je od profesora Skovieru a docentky Macajovej |9] a z tejto teorémy

vyplyva aj dosledok 1, ktory zosiliiuje vetu od Hégglunda a Hoffman-Ostenhofa.

St zname cyklicky 5-suvislé permutacné snarky radu 34 a 5-sucin zachovéva cyklicka
suvislost, pricom pre snark I = GxH plati, |I| = |G|+|H|—10. Je o¢ividné, ze pokial sa
za H zoberie Tubovolny snark z tychto snarkov radu 34, tak vysledny graf bude mat o 24
vrcholov viac ako GG. Pokial sa novovzniknuty graf I zasubstituuje ako G a opét sa urobi
G*H, je mozné vytvorit nekonec¢ne vela cyklicky 5-stuvislych permuta¢nych snarkov,

pricom v kazdom kroku bude mat vysledny graf o 24 vrcholov viac ako predchadzajuci.

Teoréma 3. Existuje cyklicky 5-stvisly permutacny snark rddu 8n + 2, pre vSetky
n>4

Aj tato teoréma pochadza od profesora Skovieru a docentky Méacajovej a jej dokaz,
ako aj uplny dokaz teorémy 2 bol prezentovany na Bratislavskom seminari z tedrie
grafov|9| dna 5.11.2015.

3.2.3 Negatorova substiticia

Generovanie permuta¢nych snarkov pomocou negatorovej substiticie rovnako ako pre-
doslé dva pripady vychadza z tej konstrukcie, ktora je vysvetlené v 2.5.4, pricom treba
dodrzat spravne napojenie permutac¢nych snarkov a polhran z grafu G na permutacné

snarky a polhrany z H, aby novovzniknuty snark bol permuta¢ny snark.
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Lema 2. Nech G je permuta¢ny snark obsahujtci petersenovsky negator N ako svoj
podgraf, potom jeden z permuta¢nych cyklov musi prechadzat cez rezidualnu hranu a

pokryvat tri vrcholy z N. Druhy permutacny cyklus pokryva $tyri hrany.

Lema aj uplny dokaz pochadza z ¢lanku Permutation Snarks|4].

7 automorfizmu Petersenovho grafu sa da odvodit, Ze vSetky polhrany okrem rezi-
duélnej polhrany v petersenovskom negatore st izomorfné. Rezidualna polhrana patri
do jedného z cyklov permutac¢ného 2-faktoru, tak jedna zo zvy$nych $tyroch hran musi
do neho patrit tiez. Dalsie dve hrany patria do druhého cyklu permutac¢ného 2-faktoru,

tieto hrany budeme nazyvat tazky konektor. Zvysné hrana je priecka.

Lema 3. Je presne dané ako prechédzaja cykly permutacného 2-faktoru cez negétor a

ze reziduédlna hrana patri do jedného z cyklov permuta¢ného 2-faktoru.

Nech H je permutacny snark a Cpyp a Cpge st permutacné cykly. BUNV hrana
e = u,w je priecka a zvysné dve hrany incidentné s u rovnako ako aj u patria do per-
mutacného cyklu Cg;. Hrana e = w, v spolu s vrcholmi w a v patri do Cge. Rezidudlna
hrana iduca z vrcholu w musi patrit tiez do Cge, kedZe w uz je incidentné s jednou
prieckou. v je teda incidentné s dvoma hranami z Cgs a jednou prieckou, pricom priecka
nemoze ist z v do w. Nech je takyto vrchol u oznaceny ako tazky konektor a v Tahky
konektor.

Nasledne treba po odstraneni petersenovského negatora N z grafu G a negatora N’

z grafu H dodrzat, aby prepojenie bolo nasledovné
1. Reziduélna polhrana z G sa musi napojit na rezidualnu polhranu z H
2. Polhrany tazkého konektora z G sa napoja na polhrany tazkého konektora z H
3. Polhrany priecok z G' a H sa navzajom prepoja
4. 7Zvysné hrana z G sa napoji na zvy$na hranu z H

Tento postup nedefinuje jednozna¢ne novovzniknuty permutacény snark, kedze v

kroku 2 pri napajani tazkych konektorov existuji dve moznosti ako polhrany prepojit.
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Obr. 3.5: Ukazka generovania permutacnych snarkov pomocou negatorovej substitticie

Teoréma 4. Kazdy graf vytvoreny pomocou negatorovej substiticie permutac¢nych
snarkov G a H je permutacny snark. Tak isto pokial su G aj H cyklicky 5-suvislé, aj
vysledny graf je cyklicky 5-suvisly.

Teoréma 5. Existuje permuta¢ny snark s cyklickou savislostou 5, radu n, kde n(mod)2 =
8, pre kazdé n>34.

Dokaz tychto teorém ako aj tplny dokaz negatorovej substitiicie sa nachadza v

¢lanku od profesora Skovieru a docentky Méacajovej Permutation Snarks[4]

3.3 Polopermutacné snarky

V suavislosti s permuta¢nymi snarkami budeme skumat d'alsiu triedu snarkov a to po-

lopermutacné snarky.

Definicia 8. Snark G je polopermutacny, ak obsahuje 2-faktor pozostévajuci z indu-

kovanych cyklov, z ktorych jeden ma dizku |G| /2.

Tato definicia je slabsia ako definicia permutacnych snarkov a teda bude platit, Ze
permutacné snarky C polopermutac¢né snarky. Pri polopermutac¢nych snarkoch nie je
definované, ¢ takto vzniknuty podgraf musi byt savisly a v pripadoch ked snark bude
polopermuta¢ny ale nebude permuta¢ny bude platit, ze podgraf G — C' je nesuvisly
graf. Je zrejmé, ze ak by bol stvisly a nebol by permuta¢ny vznikol by spor, kedze
by obsahoval permutacny 2—faktor a zaroven by nebol permutacny. Program najprv
zistuje, Ci je snark permutac¢ny a iba ak nie je permutacny skima slab$iu podmienku
polopermutacnosti. V pripade polopermutac¢nych snarkov, ktoré nie st permutacné sa

jedna o mnozinu cyklov, kde jeden cyklus C' mé dlzku |G|/2 a prave jeden z koncovych
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vrcholov vSetkych priecok patri do C'. Obrazok 7.1 je iba ilustra¢ny obrazok, ako by

vyzeral polopermutacny 2—faktor. Nejedna sa vSak o snark.

Obr. 3.6: Ilustra¢néd ukazka, ako by vyzeral polopermutacny 2-faktor

S pouzitim nasho programu ukazeme, Ze polopermutac¢né snarky maju vyrazne od-

lisné vlastnosti od permuta¢nych snarkov.



Kapitola 4

Klastre

Pre lepsie porozumenie struktiry snarkov je dolezité vediet, aké podgrafy dané snarky
obsahuju a hladat savislosti medzi tymito podgrafmi a vlastnostami snarkov. Zame-
ranie nasej diplomovej prace je na netrividlne snarky a kazdy takyto snark mé obvod
asponi 5. Netrividlnych snarkov s obvodom 6 je velmi mélo. Do radu 38 je takychto
snarkov iba 42[19], ¢o je spomedzi netrividlnych snarkov do radu 38 mizivé percento,
pretoze ich existuje dokopy vySe sto milionov a doposial vSetky zndme permutacéné
snarky maji obvod 5 a tym padom obsahuju aspoi jeden cyklus dlzky 5. Cykly dizky
5 preto zohravaju doélezitu tlohu pri pochopeni struktiry snarkov ako aj permutacnych
snarkov. Aj preto je zameranie programu na podgrafy, ktoré suvisia s cyklami dlzky 5.

Pod oznacenim 5-cyklus sa mysli cyklus dlzky 5.

Definicia 9. Maximalny stavisly podgraf G’, ktorého kazda hrana patri do cyklu dizky

5 prislichajicemu grafu G sa nazyva klaster 5-cyklov.

V tejto kapitole sa bude miesto klaster 5—cyklov pouzivat zjednodusené oznacenie

- klaster (zhluk). V pripade klastrov 5-cyklov sa vSak nejedné o indukované podgrafy.

4.1 Klastre Petersenovho grafu

Definicia 10. Petersenovsky klaster v kubickom grafe GG je taky podgraf Petersenovho
grafu, kde kazda hrana je obsiahnutéa v cykle dlzky 5.

Aj medzi klastrami sa nachadzaji také, ktoré sa v snarkoch vyskytuji castejSie.
Ako je spomenuté v 2.3.1, Petersenov graf moze byt oznacovany za zakladny stavebny
kamen snarkov a prave klastre Petersenovho grafu su tie, ktoré sa v snarkoch vyskytuja
velmi ¢asto. KedZze obsahuje 12 cyklov dlzky 5, tak obsahuje ako svoj podgraf viacero
roznych klastrov. Aj samotny Petersenov graf je klaster Petersenovho grafu, kedze
kazda jeho hrana patri aspoit do jedného cyklu dizky 5, avak je zrejme, Ze Petersenov

graf sa nemdze vyskytovat ako podgraf v inych snarkoch, pretoze by stupne vrcholov

26
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daného snarku museli byt vicsie ako tri a preto budeme ako klastre Petersenovho grafu

brat iba tie, ktoré sa moézu vyskytovat ako podgraf v inom grafe.

4.1.1 Konstrukcia klastrov Petersenovho grafu

Pre kazdy klaster, nie len petersenovské klastre plati, Ze pocet polhran tohto podgrafu
je >4. Pokial by tomu tak nebolo, znamenalo by to, Ze by klaster bol prepojeny so
zbytkom grafu maximéalne troma hranami, avsak netrividlne snarky maji A>4. Po pre-
rezani troch hran, ktoré prepajaju klaster so zbytkom grafu by vznikli dva komponenty
¢o by znamenalo spor s cyklickou suvislostou.

Klastrov Petersenovho grafu je dokopy devét a lisia sa v poc¢toch vrcholov, po¢toch
hran a polhran a aj v tom, kolko cyklov dlzky 5 obsahuju. AZ na jednu dvojicu sa da
z trojice pocet vrcholov, pocet hran a pocet cyklov dizky 5 jednoznacéne uréit o ktory
z deviatich petersenovskych klastrov sa jedna. Samotna konstrukcia tychto klastrov z

Petersenovho grafu je pomocou dvoch operécii.

e prerezanie hrany - tato operéacie vytvori dve visiace polhrany a tym zniZi pocet

hran, znizi pocet cyklov dlzky 5 a zachovéa pocet vrcholov

e odstranenie vrcholu - vytvori tri visiace polhrany, znizi pocet cyklov a zniZi aj

pocet vrcholov

Tieto operacie sa mozu lubovolne kombinovat pricom vzdy musi byt splnena pod-
mienka, Ze kazda hrana patri aspoit do jedného cyklu dlzky 5. Aj prvotné generovanie
mnoziny peteresenovskych klastrov bolo pomocou iterovania cez Petersenov graf a uz

objavené klastre a nésledného aplikovania tychto operécii.

4.1.2 Popis a vizualizacia Petersenovskych klastrov

Kazdy z deviatich petersenovskych klastrov ma svoje meno a je neizomorfny s ostat-
nymi petersenovskymi klastrami. Pre lepsie pochopenie tychto klastrov boli aj vizuali-
zované, ¢o pomoze aj pri vizualizacii novych snarkov ak vieme aké petersenovské klastre
obsahuju. Pri jednotlivych klastroch je napisane pomocou ktorych operacii vznikli, av-
Sak plati, Ze tieto operacie sa nemozu aplikovat Tubovolne, ale maju urcité pravidla.

Podrobnejsie st tieto pravidla pre jednotlivé klastre napisane v dokaze 4.2
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Obr. 4.1: Petersenov graf s ozna¢enymi vrcholmi a hranami

Tento obrazok budeme pouzivat ako referenciu pre popisovanie vzniku jednotlivych
Petersenovskych klastrov z Petersenovho grafu. Ked budeme pri popise klastrov spo-
minat ¢isla oznacujice vrcholy a pismené oznacujice hrany bude sa mysliet oznacenie

prave na tomto obrazku.

Pentagoén

Najmensi a najjednoduchsi petersenovsky klaster je pentagon, ktory sa sklada z jed-
ného cyklu dizky 5 a z Petersenovho grafu sa ziska odstranenim Tubovolného z dvanés-
tich 5-cyklov v Petersenovom grafe - napriklad cyklu 5-6-7-8-9. M4 péat vrcholov, pét

hran, pat visiacich polhran a obsahuje jeden 5-cyklus.
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Obr. 4.2: Pentagon

Dvojity Pentagon

Dvojity pentagdn je klaster, ktory vznikné z Petersenovho grafu pomocou odstrane-
nia dvoch vrcholov a prerezanim jednej hrany. Dvojity pentagoén je klaster, ktory sa
sklad& z dvoch 5-cyklov, ktoré maji spolo¢nu hrany. Vznikne napriklad odstranenim
vrcholov 7 a 8 a prerezanim hrany k. Dvojity pentagdén mé osem vrcholov, devét

hrén, Sest visiacich polhran a dva 5-cykly.

Obr. 4.3: Dvojity Pentagon

Dyad

Dyad je klaster, ktory vznikne odstranenim troch vrcholov z Petersenovho grafu. Tak
isto vznikne aj spojenim dvoch 5-cyklov, ktoré maja dve spolo¢né hrany. Z Peterse-
novho grafu vznikne napriklad odstranenim vrcholov 4,0 a 1. Dyad mé sedem vrcholov,

osem hran, pit visiacich polhran a obsahuje dva cykly dlzky 5.
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Obr. 4.4: Dyad - dve mozné reprezentacie dyadu

Trojity Pentagén

Petersenovsky klaster trojity pentagoén vznikné prerezanim troch hrén v Peterse-
novom grafe. Nazov mé podla toho, Ze sa jedna o tri spojené pentagdny, kde kazda
dvojica pentagdénov zdiela jednu hranu. Plati, Ze v8etky tri hrany, ktoré su v dvoch
pentagodnoch su incidentné s rovnakym vrcholom a teda existuje vrchol, ktory patri
do kazdého z troch 5-cyklov. Z Petersenovho grafu vznika prerezanim hrén g¢,k,l. Ma

desat vrcholov, dvanast hran, Sest visiacich polhran a tri cykly dlzky 5.

Obr. 4.5: Trojity Pentagon

Trojbunka

Klaster trojbunka sa z Petersenovho grafu dostane rovnako ako trojity pentagén,
¢ize prerezanim troch hran. Podla toho ktoré tri hrany sa prerezi vznikne trojbunka
alebo trojity pentagdn. Prave trojbunka a trojity pentagdn su t4 dvojica pe-
tersenovskych klastrov, kde sa nedé jednoznacne urcit z trojice pocet vrcholov, pocet
hran a pocet 5-cyklov o ktory snark sa jedna. Rozdiel je v nich v tom, Ze v trojity
pentagdn zdiela kazdéa dvojica 5-cyklov jednu hranu a existuje vrchol, ktory je v kaz-

dom z tychto cyklov. Trojbunka toto nesplia a dva z cyklov dlzky 5 nemaji Ziadnu
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spolo¢ni hranu. Z Petersenovho grafu ho dostaneme napriklad prerezanim hran k,l,m.

Tento klaster méa desat vrcholov, dvanést hran, Sest visiacich polhran a tri 5-cykly.

Obr. 4.6: Trojbunka

Triada
Triada je Petersenovsky klaster, ktory vznikne ked sa z Petersenovho grafu odstréani
jeden vrchol a jedna hrana sa prereze vznikd triada. Z Petersenovho grafu ho dosta-

neme napriklad odstranenim vrcholu 0 a prerezanim hrany c. Tento klaster ma devét

vrcholov, jedenast hrén, pat visiacich polhran a tri 5-cykly.

Obr. 4.7: Tridda

Isochréom

Petersenovsky klaster isochrém dostaneme odstranenim dvoch vrcholov z Peterse-
novho grafu. Ziskame ho napriklad odstrdnenim vrcholov 0 a 5 z Petersenovho grafu.
Tento klaster ma osem vrcholov, desat hran, §tyri visiace polhrany a &tyri cykly dizky
5.

Obr. 4.8: Isochrém
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Heterochrom-1

Klaster heterochrdm-1 sa z Petersenovho grafu dostane prerezanim dvoch hran, ktoré
st vo vzdialenosti 1. M6zu to byt napriklad hrany k& a m v Petersenovom grafe. M4

desat vrcholov, trinast hran, Styri visiace polhrany a obsahuje pit cyklov dizky 5.

Obr. 4.9: Heterochrém-1

Heterochrom-2

Petersenovsky klaster heterochrém-2 vznikne rovnako ako heterochrém-1 avsak pre-
rezané hrany budi vo vzdialenosti 2. Tento rozdiel sposobi, Ze sa budu lisit tieto snarky
v pocte b-cyklov a nicom inom. Jedna sa napriklad o hrany £ a ¢ v Petersenovom grafe.
Heterochrém-2 mé teda desat vrcholov, trinast hran, styri visiace polhrany a Styri 5-

cykly.

Obr. 4.10: Heterochrom-1

4.1.3 Nepetersenovské klastre

Okrem mnoziny Petersenovskych klastrov, existuju aj nepetersenovské klastre. Jedna
sa o klastre, ktoré sa nevyskytuji ako podgraf Petersenovho grafu - je to najméa z
doévodu, Ze ide o klastre, ktoré maju viac ako 10 vrcholov. Nebola zatial zistenéa spo-
jitost medzi vyskytom nepetersenovskych klastov a petersenovskych klastov v jednom
snarku. Existuju pripady, kedy graf obsahuje iba nepetersenovské klastre pripadne iba
jeden takyto klaster. V niektorych pripadoch existuji snarky, ktorych vSetky vrcholy

patria do jedného nepetersenovského klastra. Najmensi takyto pripad je prvy Blanusov
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snark, v ktorom vsetky hrany okrem dvoch patria do nejakého cyklu dizky 5 a vietky
jeho vrcholy st v tychto cykloch. Je to teda aj najmensi snark, ktory obsahuje iba

nepetersenovské klastre.

Obr. 4.11: Prvy Blanusov snark je najmensi snark obsahujici ibe nepetersenovsky
klaster a zaroven aj najmensi snark, ktorého vsetky vrcholy st v nepetersenovskom

klastri

4.2 Dokaz aplnosti mnoziny petersenovskych klastrov

Lema 4. Pre Tubovolné dva vrcholy v Petersenovom grafe existuje cesta, ktorej dizka

je maximalne 2.

Lema 5. Pokial sa z Petersenovho grafu GG odstranuje dva a viac vrcholov, musia byt
tieto vrcholy susedné. Pokial by neboli susedné, tak je medzi nimi vrchol, ktory podla
lemy 4 lezi na ceste dlzky 2. Odstranenim koncovych vrcholov tejto cesty by v grafe

ostal volne visiaci vrchol s jednou hranou, ktory by nelezal v Ziadnom cykle dlzky 5.

7 Ay
Y A
Y )
’ A
Y A
’ Y
Y AY
4 A
4 Ay
Y Ay
Q ................... .’
) ’
A ’
A 4
Ay Y
Ay ’
Ay 4
A ’
A Y
Ay 4
A 4

Obr. 4.12: Odstranenim dvoch nesusednych vrcholov z Petersenovho grafu by v pod-

grafe ostal visiaci vrchol

Ako uz bolo spominané v 4.1.1, generovanie Petersenskych klastrov sa moze robit

pomocou dvoch operacii. Odstranenim vrcholu, respektive viacerych vrcholov, alebo
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prerezanim hrany, respektive viacerych hréan. Tieto dve operécie sa mozu Tubovolne
kombinovat.
Kazdy vygenerovany podgraf viak musi spliat nasledujice dve podmienky, aby mohol
byt klaster.

Lema 6. Kazdy klaster musi mat aspon pét vrcholov

Toto je o¢ividné, kedze pokial by v podgrafe nebolo aspon pét vrcholov, tak by

tam nemohol existovat cyklus dizky 5

Lema 7. Kazdy klaster v netrivialnych snarkoch musi mat aspon $tyri visiace polhrany.

Preto musi platit vzdy aspon jedna z nasledujicich moznosti

e 7 Petersenovho grafu sa musia odstranit aspon dva vrcholy
e V Petersenovom grafe sa musia prerezat aspon dve hrany

e 7 Petersenovho grafu sa musi odstranit aspon jeden vrchol a prerezat aspon jedna

hrana

Pokial nebude splnené Ziadna z vy$sie uvedenych podmienok tak pocet visiacich

polhran v podgrafe bude < 3 a z 4.1.1 je dané, Ze takyto pripad nemoéze nastat

Tvrdenie 4. Mnozina petersenovskych klastrov Pentagén, Dvojity pentagon, Trojity
pentagén, Trojbunka, Tridda, Isochrém, Heterochréom-1 a Heterochréom-2 je tplna a

kazdy Petersenovsky klaster je izomorfny s niektorym prvkom tejto mnoziny.

Dokaz

Tento dokaz pojednéva vsetky pripady odstrénenia vrcholov a nasledného prerezavania
hran. Pri odstraneni Siestich vrcholov by mal podgraf iba styri vrcholy a nemohol by
tam byt cyklus dizky 5. Najviiésie mnozstvo vrcholov na odstranenie ktoré pripada v

uvahu je teda pét.

4.2.1 Odstranenie piatich vrcholov

Z lemy 5 vyplyva, Ze vrcholy, ktoré sa odstrania musia byt susedné. Zo symetrie Peterse-
novho grafu vyplyva, Ze nie je jednozna¢ne dané, ktorych pét vrcholov treba odstranit,
avSak treba dodrzat, Ze pre jeden z dvanéstich 5-cyklov Petersenovho grafu plati, ze
obsahuje vSetkych pét odstranenych vrcholov. Odstranenim tychto vrcholov respektive
jedného celého 5-cyklu ostane v podgrafe pét vrcholov, ktoré budu tvorit najmensi

klaster - pentagon. Takyto podgraf ma pét hran, pat vrcholov a pét visiacich polhrén.
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Obr. 4.13: Odstranenim piatich vrcholov vznikne pentagén

Prerezanie hrany

V podgrafe, ktory vznikol odstranenim piatich vrcholov sa uz ziadna hrana nemoze
prerezat, kedZe takyto podgraf obsahuje péat hran a prerezanim [ubovolnej z nich by

nebolo mozné, aby tam existoval cyklus dlzky 5.

4.2.2 QOdstranenie styroch vrcholov

Na odstranenie styroch vrcholov sa dé& pozriet z opacnej strany a to tak, ze k pentagdnu
sa napoji jeden vrchol v;. Aby takéto napojenie vrcholu v; vytvorilo nejaky novy 5-
cyklus treba ho napojit na cestu, ktorej dizka je 3 a dve hrany idtce z v; vytvoria spolu
s cestou dizky 3 novy 5-cyklus. Ked7e cely cyklus pred napojenim vrcholu mal dlzku
5 a vybranim cesty dizky 3 by sa tento vrchol napojil aj na doplnok tejto cesty, ktorej
dlzka je 2, sposobi to, ze zaroveir s cyklom dlzky 5 vznikne aj dalsi cyklus, ktorého
dlzka by bola 4. To je zjavne spor, kedZe v Petersenovom grafe neexistuje ziaden cyklus
dlzky 4.

Obr. 4.14: Pripojenie vrcholu k pentagénu vytvori cyklus dizky 4 oznaceny Gervenou

farbou

4.2.3 Odstranenie troch vrcholov

Z lemy 5 je potrebné, aby boli v pripade odstranovania troch vrcholov tieto vrcholy

susedné. Zo symetrie Petersenovho grafu vyplyva, Zze pre Iubovolnu susednu trojicu
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vznikne rovnaky podgraf. Odstranenim takychto vrcholov vznikne podgraf, ktory maé:

e sedem vrcholov

e osem hran

e dva cykly dlzky 5

e pit visiacich polhran

Tento podgraf je ekvivalentny s dyadom a teda je to Petersenovsky klaster. Este

treba preverit pripady prerezania jednej pripadne viacerych hran v dyéade.

Prerezanie jednej hrany

7. definicie klastru Petersenovho grafu vychadza, ze kazda hrana patri do nejakého
cyklu dlzky 5. V dyade st dva 5-cykly. Prerezanie Iubovolnej hrany by aspoi jeden z
tychto dvoch cyklov narusilo a zostal by maximaélne jeden cyklus dlzky 5. Tym padom
moze z dyadu vzniknit iba pentagdn, ku ktorému st napojené dva volné vrcholy, ¢ize
by nevznikol Ziaden novy klaster a ani tento samotny podgraf by nebol klaster, kedze
by jeho dve hrany neboli v ziadnom 5-cykle. Samozrejme plati, Ze pokial prerezanie
jednej hrany v dyade nevygeneruje ziaden novy klaster, tak aj prerezanie viacerych

hran taktiez nevytvori ziaden dalsi klaster.

4.2.4 Odstranenie dvoch vrcholov

Odstranenim dvoch vrcholov, ktoré musia byt susedné a bez prerezania hrany vznikne
podgraf, ktorého kazda hrana patri do nejakého cyklu dizky 5. Tym padom patri aj
medzi klastre Petersenovho grafu a jedné sa o klaster isochrém. Zo symetrie a lemy 5
vyplyva, Ze to plati pre Tubovolna susednu dvojicu vrcholov. Tento klaster ma nasle-

dovné parametre:

e osem vrcholov

e desat hrén

e styri cykly dizky 5

e Styri visiace polhrany

Isochrém mé podobu cyklu dizky 8, kde kazdy druhy vrchol ma iba dvoch susedov.
Zvysné vrcholy su spojené s protilahlym vrcholom. A kazdé hrana patri aspont do dvoch
cyklov dizky 5.
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Prerezanie jednej hrany

Vo vseobecnosti plati, ze prerezat sa moze iba hrana, ktorej oba koncové vrcholy si
incidentné s troma hranami. Pokial by bol nejaky vrchol incidentny iba s dvoma hra-
nami, tak prerezanim jednej z nich by nam ostal voIny vrchol. V isochréme su takéto
hrany iba dve. KedZe isochrdm je symetricky, tak je jedno, ktora z tychto dvoch hran
sa prereze, lebo v oboch pripadoch vzniknt navzajom izomorfné grafy. Takyto podgraf

ma:

osem vrcholov

devat hran

dva cykly dlzky 5

e Sest visiacich polhran

Konkrétne sa jedna o petersenovsky klaster dvojity pentagoén.

Prerezanie dvoch hran

Dvojity pentagén ma dva cykly dlzky 5, pricom kazda jeho hrana musi patrit aspon
do jedného z tychto cyklov. Prerezanim Iubovolnej hrany by nastal rovnaky pripad
ako v 4.2.3, kde pri odstraneni troch vrcholov a nasledného prerezania hrany ostal iba

jeden cyklus dizky pét a z takého podgrafu by mohol vzniknif uz iba pentagén.

4.2.5 Odstranenie jedného vrcholu

Z lemy 7 je dané, ze iba odstranenie jedného vrcholu nestac¢i, a musi byt spolu s nim
prerezand aspon jedna hrana. Samotnym odstranenim jedného vrcholu teda este klaster
nevznikne. Zo symetrie Petersenovho grafu plati, ze je jedno ktory vrchol sa odstréani,
vzdy vznikne rovnaky podgraf. Konkrétne odstranenim jedného vrcholu vznikne cyklus
dlzky 6, v ktorom st vietky dvojice protilahlych vrcholov spojené a na ich spojnici lezi

eSte jeden vrchol.
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Obr. 4.15: Po odstraneni jedného vrcholu z Petersenovho grafu ostane takyto podgraf

- hrany oznacené zelenou farbou sa mozu prerezat

Prerezanie jednej hrany

Odstranenim jedného vrcholu vznikne podgraf, ktory ma devat vrcholov a dvanéast
hrén. Tri z tychto vrcholov maju stupen dva, ¢ize Sest hran, ktoré st incidentné s tymito
vrcholmi sa nemdézu prerezat. Ostava na vyber zvysnych Sest hrén, pri¢om zo symetrie
opéat vyplyva, Ze pre [ubovolni hranu sa dostant navzajom izomorfné podgrafy. Takto

vzniknuty podgraf ma:

e devit vrcholov

e jedenést hran

o tri cykly dizky 5

e pit visiacich polhran

Tento podgraf splha vietky podmienky klastru, kedZe kazda hrana patri aspoii do
jedného 5-cyklu a je to petersenovsky klaster triad.
Prerezanie dvoch hran

Prerezéavat sa mozu iba hrany, ktorych koncové vrcholy s incidentné s troma hranami.
Takéto hrany su v triade iba tri. AvSak pre vSetky tri tieto hrany plati, Zze patria do
dvoch cyklov dlzky 5 a podobne ako v 4.2.3 a 4.2.4 by ich prerezanim vznikol podgraf,
ktory by obsahoval iba jeden 5-cyklus a teda by z neho nemohol uz vzniknit iny podgraf

ako pentagdn.

4.2.6 Bez odstranenia vrcholu

Ostala uz iba poslednd moznost a to, Ze sa z Petersenovho grafu neodstrani ziaden
vrchol a budi sa iba prerezavat hrany. Z lemy 7 je urc¢ené, ze to musia byt aspon dve

hrany.
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Prerezanie dvoch hran

Tieto hrany nemézu byt susedné, pretoze by nastal pripad, ktory je popisany v leme 5,
ked by vrcholu, ktory by bol incidentny s oboma tymito hranami ostala uz iba jedna
hrana a teda by sa jednalo o volne visiaci vrchol a nemohol by patrit do Ziadneho
cyklu. Lema 4 urcuje, Ze vzdialenost medzi kazdymi dvoma hranami v Petersenovom

grafe je nanajvys dva a preto pre nesusedné hrany st dve moznosti aké hrany vybrat.

e vybrané hrany budi vo vzdialenosti 1

e vybrané hrany budu vo vzdialenosti 2

Zo symetrie Petersenovho grafu opéat vyplyva, ze aj v jednom aj v druhom pripade
je jedno, ktord konkrétna dvojica sa vyberie, pre danu vzdialenost bude vzdy podgraf
izomorfny s ostatnymi. AvSak vyber hran vo vzdialenosti 1 vygeneruje iny podgraf ako
vyber hran vo vzdialenosti 2 a teda nebudu izomorfné. Pokial st vybrané hrany vo

vzdialenosti 1 vzniknuty podgraf ma:

e desat vrcholov

e trinast hran

e pit cyklov dlzky 5

e dve visiace polhrany

Jedné sa teda o klaster heterochrém-1. V pripade, Ze by boli vybrané hrany vo vzdia-
lenosti 2, mal by tento podgraf rovnaky pocet vrcholov a hran a lisil by sa iba v pocte

cyklov dlzky 5 - boli by tam Styri takéto cykly a bol by to teda klaster heterochrém-2.

Prerezanie 3 hran

V élanku Siz signed petersen graphs, and their automorphisms|22| je dokdzané, ze st
Styri moznosti ako v Petersenovom grafe vybrat respektive prerezat 3 nesusedné hrany,
avSak iba jedna moznost vygeneruje podgraf, ktorého vsetky hrany buda v nejakom
cykle dlzky 5. Konkrétne je to pripad, ked st vietky hrany vo vzajomnej vzdialenosti
1. Existuju v8ak 2 moznosti ako z Petersenovho grafu vybrat tri hrany vo vzajomne;j
vzdialenosti 1. Najprv sa vyberta T'ubovolné dve hrany, ktoré st vo vzdialenosti 1 a
prerezu sa. Tieto dve hrany museli mat jednu susednd hranu spoloc¢ni, tato hrana sa
oznaCi ako e. Teraz treba vybrat tretiu hranu a to sa da dvoma spdésobmi. Budto, Ze
tretia hrana bude od hrany e vo vzdialenosti 1 alebo, Ze bude vo vzdialenosti 2. Po-
kial je ich vzdialenost 1 tak toto prerezanie vygeneruje trojity pentagdn. V pripade

vzdialenosti 2 vznikne trojbunka. Pre oba tieto klastre plati, Ze maju:
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e desat vrcholov

e dvanéast hran

o tri cykly dizky 5

e Sest visiacich polhran

Tieto dva klastre sa daju dostat aj z klastrov, ktoré vznikli prerezanim dvoch hran.
trojity pentagén vznikne prerezanim jednej hrany v heterochrém-1 a trojbunka

vznikne z heterochrém-2

Prerezanie 4 hran

Pokial by sa z trojbunky alebo trojitého pentagénu odstranila eSte jedna hrana
vznikol by bud podgraf, ktory by mal iba jeden cyklus dlzky 5 a rovnako ako v pripade
4.2.4 a 4.2.3 by z neho mohol vzniknit uz iba pentagdn, alebo by ostali dva 5-cykly
a v zéavislosti od toho, ktora hrana by sa prerezala by tieto dva 5-cykly mali bud
jednu alebo dve spolo¢né hrany a tym by vznikli dyad alebo dvojity pentagdn spolu
s dvoma volne visiacimi vrcholmi. A z takychto podgrafov sa uz neda vygenerovat
ziaden dalsi klaster okrem dyadu respektive dvojitého pentagénu a z nich nasledne

este pentagon.



Kapitola 5

Vizualizacia cyklicky 5-suvislych

permutac¢nych snarkov radu 34

Dlho existovala hypotéza, ze jediny cyklicky 5-suvisly permutacny snark je Petersenov
graf. To sa zmenilo v roku 2012 po vygenerovani vSetkych snarkov do radu 36, ked bolo
objavenych 12 cyklicky 5-stuvislych permutacnych snarkov rddu 34. Nasledne ¢lanok od
Hégglunda a Ostenhofa sa dokazal, ze cyklicky 5-stuvislé permutacné snarky existuji pre
kazdy rad 24n + 10, kde n>0. Tato podmienka je vSak pomerne slaba, pretoZe st velké
skoky medzi jednotlivymi radmi, kedze najblizsi rad po 34 je 58. V roku 2015 profesor
Skoviera spolu s docentkou Macajovou vytvorili cyklicky 5-suvislé permutacné snarky
radu 42 a 50. Nasledne pomocou tychto snarkov, cyklicky 5-stvislych permutac¢nych
snarkov radu 34 a pouzitim star productu na ne dokazali, Ze existuje cyklicky 5-stvisly
permuta¢ny snark radu 8n + 2 pre vSetky n>4. Ako je spomenuté v 3.1.2 pre vSetky
doposial zname permuta¢né snarky plati, ze (|G|mod8) = 2 a medzi radmi 10 a 34
neexistuje ziaden cyklicky 5-suvisly permutacny snark. 8n + 2 pre n>4 teda pokryva
vetky rady vyssie ako 34, pre ktoré st doposial zndme permutacné snarky.

Bez dvanastich snarkov rddu 34, ktoré su permutacné a cyklicky 5-suvislé, by nebolo
mozné dokézat existenciu cyklicky 5-suvislych permuta¢nych snarkov, bola sucastou
prace aj ich vizualizacia a lepsSie pochopenie ich struktury. Vsetkych tychto dvanast
snarkov si je velmi podobnych a ich konStrukcia pozostava zo siedmich negatorov a
siestich vrcholov, ktoré nepatria do Ziadneho klastra a liSia sa v tom, ako st jednotlivé

klastre a Sest vrcholov medzi sebou prepojené.

41
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Obr. 5.1: Vyznaceny permutacny 2-faktor v snarku PERMb5.34-1

5.1 Vizualizacia PERMb5.34

Tychto dvanast snarkov bolo pocas prace oznacovanych ako PERM5.3/ podla nazvu
suboru, ktory tieto snarky obsahoval. Na obrazku 5.1 je vizualizacia vSetkych dvanas-
tich snarkov z PERMS5.34. Aj pomocou tejto vizualizicie sa podarilo zistit, ze sa daju
rozdelit na dve skupiny po Siestich grafoch. Tieto skupiny sa lisia podla toho, ako vy-
zera podgraf, ktory vznikne odstranenim vsetkych styroch dyadov, ktoré sa nachédzaja
v tychto permuta¢nych snarkoch. Existuja prave dva podgrafy, ktoré mozu vzniknut -
typ 1 a typ 2. Typ 1 je suvisly podgraf, ktory ma pét hran a Sest vrcholov. Typ 2 je

nesuvisly a jedna sa o podgraf so Siestimi vrcholmi a 3 hranami.

DD

Obr. 5.2: Ukazka toho, ako vyzeraju permutacné snarky PERMb5.34 aj s vyznacenym

podgrafom typu 1 a 2. Velké ¢ierne body znazoriuju dyady
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1]

Obr. 5.3: Podgrafy, ktoré mézu vzniknut odstrénenim dyad

Odstranenim dyadov z tychto grafoch moézeme dostat iba 2 rozne podgrafy v zé-
vislosti od toho, ako sii tieto dyady navzajom prepojené. Na nasledujicom obrazku su
zobrazené podla toho, ¢i sa jedna o permutacné snarky typu 1 alebo typu 2. Prvych

Sest snarkov je typu 1 a dalsich Sest snarkov je typu 2.
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/

(g) PERM5.34-2 (b) PERM5.34-3

(k) PERMS5.34-9 (1) PERM5.34-10

Obr. 5.4: Vsetkych 12 cyklicky 5-stvislych permutacnych snarkov radu 34. Prvych Sest
je typu 1 a dalsich Sest typu 2.



Kapitola 6
Skiimané vlastnosti

Tato kapitola je venovana jednotlivym vlastnostiam, ktoré program dokaze skiimat pre
snarky. Samozrejme vlastnosti, ktoré sa v snarkoch mézu overovat je mnozstvo a tie,
ktoré zvladne program si iba zlomok z nich, ale niektoré vlastnosti st ¢asovo narocné

a na niektoré uz existuju programy, ktoré ich zvladnu overovat.

6.1 Existujtce programy

Existuje niekolko programov a kniZnic, ktoré dokézu skumat grafy a ich vlastnosti.
Patri medzi ne napriklad matematickd kniznica Sage uréena pre jazyk Python, ktora
dokaze napriklad vypocitat chromaticky index grafu, ako aj mnohé dalSie vlastnosti.
Tak isto pre Python existuje kniznica Nauty, ktora funguje dobre na overovanie izomor-
fizmu grafov. Profesor Skoviera mé k dispozicii programy, ktoré dokézu zistovat obvod
grafu, cyklicka suvislost grafu, hranovu 3-zafarbitelnost alebo bikritickost snarku. Na
niektoré vlastnosti v8ak programy zatial nie st a aj to bol jeden z dévodov, preco sa

overuju prave tieto vlastnosti.

6.2 Permutac¢nost snarku

Vel'ka cast predchadzajucich kapitol je venovand permutacnym snarkom a je preto
zrejmé, ze jedna z testovanych vlastnosti je prave zistovanie, ¢i st snarky na vstupe
permutacné alebo nie. Viacero dalsich vlastnosti mézu byt v snarku overené vtedy a len
vtedy, pokial je dany snark permutacny. Podrobnosti o tejto vlastnosti sa nachadzaju

v kapitole 3, ktora je cela venované prave permuta¢nym snarkom.

46
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6.3 Polopermutac¢nost snarku

Pokial vstupny snark nie je permuta¢ny, tak sa overi, & splita aspon slabgiu podmienku,
a to vlastnost polopermutacnosti. Rovnako ako permuta¢nost snarku aj polopermutad-

nost je blizsie popisané v kapitole 3.

6.4 VsSetky izomorfné a neizomorfné reprezentacie per-

mutac¢ného 2-faktoru

Pre permutacné snarky plati, Ze nemusia obsahovat iba jeden permuta¢ny 2—faktor.
Pokial je teda vstupny snark permutac¢ny, program dalej zistuje a uréi vsetky dal-
Sie permutacné 2—faktory. Nasledne po tom ¢o vSetky permutacné reprezentacie grafu
vyhl'ada urcuje, ktoré permutacné 2—faktory si navzajom izomorfné a ktoré nie. Na-
priklad Petersenov graf obsahuje Sest roznych permutac¢nych 2—faktorov, avsak vsetky
pary permutac¢nych cyklov st navzajom izomorfné, ¢o vyplyva aj zo symetrie Peterse-

novho grafu.

6.5 Parita permutac¢nych 2-faktorov

Tato vlastnost plati opét iba pre permutacné snarky. Hovori viac o tom, ako st na-
vzajom permutacné 2—faktory prepojené prieckami. Zistuje sa tak, ze sa zoberie jeden
z dvoch permutacnych cyklov C; a vyberie sa jeden jeho vrchol v;. Poéntc vrcholom
v; sa vSetky vrcholy z Cy postupne oznaéia 0,1, ...,n/2 tak, ako ida postupne v cykle
C:. Potom sa zoberie druhy permutacny cyklus C5, vyberie sa z neho vrchol, ktory je
susedny s v; a vrcholy sa oznacia 0, 1',...,n/2" v takom poradi, ako ida v cykle Cy. Na
orientacii tychto cyklov ako aj ktory permutacny 2—faktor sa vyberie nezalezi, pretoze
vysledna parita bude pre dany graf vzdy rovnaka. Ked su vrcholy oznacené, vytvoria
sa permutacie cyklov.

Tie sa tvoria nasledovne - vyberie sa Iubovolny vrchol z Cf, jeho oznacenie sa za-
piSe do permutécie a pozrie sa aké oznacCenie méa jeho sused z cyklu C5 a vyberie sa
jeho prislichajtice oznacenie tohto suseda v cykle ;. Pod prislichajicim oznac¢enim
sa mysli, ze pokial mal vrchol v Cy oznacenie k', tak prislichajtice oznacenie v cykle
C1 je vrchol s oznacenim k. Oznacenie tohto vrcholu sa zapiSe do permutécie a tento
postup sa opakuje, dokym sa permutacia neuzavrie takym sposobom, Ze by sa znova
doslo na prvy vrchol z permutécie a nasledne by sa to iba zacyklilo. Nasledne sa to
opakuje, dokym nie je kazdy vrchol prave v jeden permutécii. Nasledne sa na spoci-
tanie parity permuta¢ného 2—faktoru pouzije vzorec parity = (3 (perm — 1))%2, kde

perm st jednotlivé dlzky permutécii - jedna takito permutacia bude oznadovana ako
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permutécia permutacného 2—faktoru.

(0)(11494)(261210)(381316)(571511)

Obr. 6.1: Ukazka permutacie permuta¢ného 2-faktoru pre permuta¢ny snark radu 32

6.6 Involacia snarku

Tato vlastnost stvisi s paritou.

Definicia 11. Graf G je involu¢ny snark, pokial existuje taky permutaény 2—faktor,

kde dizka kazdej permutacie permutacného 2—faktoru je <2.

Najmensi involu¢ny snark je BlanuSov snark B1. Pre B2 tato vlastnost neplati. Na
overenie involu¢nosti treba na rozdiel od parity prejst vSetky permutacné 2—faktory a
orientacie tychto permuta¢nych cyklov. Aj v pripade B1 sa involicia preukéize iba pre

jednu konkrétnu orientaciu permutacnych cyklov.
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4'

(0 6)(1 4)(2 7)(3 5)(8)

Obr. 6.2: Ukazka involtucie v prvom BlanuSovom snarku

6.7 Cycle double cover

Definicia 12. Dvojité cyklové pokrytie grafu je takda mnozina cyklov C| ze kazda hrana

patriaca danému grafu sa nachadza prave v dvoch cykloch z C'
Hypotéza 1. Kazdy hranovo dvojsuvisly graf ma dvojité cyklové pokrytie.

Hypotéza 1 - Cycle double cover conjecture predpokladé, ze kazdy bezmostovy graf
méa dvojité cyklové pokrytie (CDC). Teda aj grafy, ktoré nie su snarky, alebo dokonca
ani kubické grafy. Z dovodu, ze tato prica je zamerand na snarky, program skuma

Specificky pripad dvojitého cyklového pokrytia.

Definicia 13. Permutacné dvojité cyklové pokrytie grafu (permutaéné CDC) je také
dvojité cyklové pokrytie, kde mnozina cyklov C obsahuje cykly jedného permuta¢ného

2—faktoru daného grafu.

CDC podla definicie 1 sa nezaobera tym, aké cykly st v mnozine C. V pripade
permuta¢ného CDC je dané, Zze dva z cyklov v mnozine C' musia byt par permutacénych
cyklov z grafu. Kedze kazda hrana musi byt pokryta dvakrat a pocet hran v cykle
je (|G|/2) * 3, tak stcet dlzok cyklov z mnoziny cyklov permutaéného CDC je 3|G].
Permutaény 2—faktor ma sicet dizok cyklov |G| a treba k nemu teda néjst zvyiné
cykly, ktorych stcet dlzok bude 2|G].

Hypotéza 2. Ziaden permuta¢ny snark nema permutacny CDC.

Aj z dovodu tejto hypotézy program vyhladava v permutacnych snarkoch permu-
ta¢ny CDC. KedZe existuje predpoklad, Ze taky snark neexistuje, bol by to velky objav,

ak by sa tuto hypotézu pomocou programu podarilo vyvratit.
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6.8 Klastre v grafe

Posledna vec, ktoru program zistuje su klastre, ktoré sa v snarku nachadzaju. Program
sa zaoberad petersenovskymi klastrami. V pripade, Ze objavi nepetersenovsky klaster,
tak vypiSe pocet vrcholov v tomto klastri a pre vSetky tieto vrcholy vypiSe jeho su-
sedov v danom Kklastri. Pokial st v nepetersenovskom klastri K dva susedné vrcholy,
ale hrana medzi nimi nepatri do K, je takyto susedny vrchol vypisany ako posledny a
oddeleny bodkociarkou. V pripade petersenovskych klastrov najprv vypise pocet vrcho-
lov a nazov klastra a nasledné vypisovanie jednotlivych vrcholov je trochu Specifickejsie
ako v pripade nepetersenovskych klastrov. Zistovanie klastrov v grafe ma slazit aj na
lepsiu vizualizaciu snarkov. Vypis petersenovskych klastrov je preto naprogramovany
tak, aby poradie v akom st vrcholy vypisané jednoznacne urcovalo ako klaster vyzeré.

Pre kazdy klaster je presne urcené, ktory vrchol z klastra je na danej pozicii vo vypise.

6.8.1 Vypisovanie vrcholov

Na nasledujtcich obréazkoch st znézornené vsetky petersenovske klastre a ¢isla pri

jednotlivych vrcholov znamenaju, kolky vo vypise vrcholov klastra je dany vrchol.

(a) pentagon
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Kapitola 7
Funkcionalita programu

V tejto kapitole je popis vysledného programu. Je tu vysvetlené aké st v hom pouzité
algoritmy, ako jednotlivé funkcie funguju a ich popis pre potreby, ak by si chcel niekto
program upravit podla vlastnych potrieb. Jednotlivé funkcie a metéody st popisané v
poradi v akom st volané a vykonavané pocas spustenia programu. Cely kod je napi-
sany v jazyku C++. Okrem standardnych kniznic vyuziva program cross-platformovt
kniznicu Qt[11] a v pripade linux based opera¢nych systémov aj externy program lin-
geling|2], ¢o je SAT solver sluZiaci na rychle vyhodnocovanie konjuktivnej norméalove;
formy, pomocou ktorej sa vypocitava, ¢i ma snark permutacny CDC. Lingeling nema
verziu kompatibilnti s opera¢nym systémom Windows a preto sa na Windowse pou-
ziva sa ¢asovo naro¢nejSia heuristika na urcovanie tejto vlastnosti. Z tohto dovodu je
odporucané pouzivat program na pocitacoch, kde je linux-based operacny systém a na-
instalovat SAT solver lingeling. Néasledne treba vytvorit symbolicky link na tento SAT
solver do adresara /usr/bin/lingeling pomocou prikazu sudo In -s /"cela cesta k satsol-
veru"/lingeling /usr/bin/. Toto je potrebné z dévodu, akym spoésobom je v programe

urobené volanie externého programu lingeling.

7.1 Grafické prostredie

Grafické prostredie je jedina Cast programu, s ktorou pouzivatel interaguje. Kniznica
Qt je pouzité prave na grafické prostredie. Grafické prostredie je urobené ¢o najjedno-
duchsie, pricom sa sklada iba z jedného okna. V tomto okne sa nachadzaji dve plochy
na vypisovanie, tri tlac¢idla a osem checkboxov.

Plochy na vypisovanie sa nachadzaju v strede okna. Horné plocha slizi na vylistovanie
stiborov, ktoré budua testované. Spodné plocha vypise po skonceni behu programu, ze
testovanie skoncilo a vypiSe v8etky programy, ktoré boli pretestované.

Jednotlivé vlastnosti, ktoré budu testované zvoli pouZivatel v Tavej ¢asti okna pomo-

cou zaSkrtnutia checkboxov. Pri kazdom checkboxe je napisané o aki vlastnost ide.

52
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Checkbox Cwycle permutation v tomto pripade oznacCuje testovanie parity permutac-
nych cyklov ako aj zistovanie involicie snarku. Print cluster summary sltizi na to,
aby sa na konci vypisal sumar poctov vSetkych klastrov zo vsetkych grafov v siibore
do samostatného suboru. Toto je uzitoné najméa v pripade testovania stiborov, ktoré
obsahuju velké mnozstvo grafov. Print permutation graphs vytvori samostatny subor,
ktory bude obsahovat zapis vSetkych permutacnych snarkov z testovaného suboru. Po
zvoleni vlastnosti musi pouZivatel vybrat sibory na pretestovanie a spustit program.
Tlacidlo Select files sluzi na vybranie vstupnych suborov, ktoré bude program testo-
vat. Po kliknuti na toto tlacidlo sa otvori dalsie okno, v ktorom sa otvori domovsky
prie¢inok pouzivatela. V tomto okne sa pouzivatel preklika do pozadovaného adreséru,
kde mé stubory so snarkami a zvoli, ktoré chce testovat. Po zvoleni a potvrdeni tychto
siborov sa zvolené subory ulozia do vektoru stringov QQFiles. Vsetky subory ulozené v
QQFiles sa nasledne vylistuji v hornej bielej ploche.

Tlacidlo Clear selected files sluzi na vymazanie stiborov z vektoru QFiles. Pouzivatel
najprv v hornej ploche musi pozadované siibory oznacit a néasledne sa po stlaceni tohto
tlacidla vymazu z vektoru QFiles.

Posledné tlacidlo je tlacidlo Start. Po jeho zmacknuti sa zavold metéda computeF'i-
les(), ktora nasledne pre kazdy siubor z vektoru QFiles zavola funkciu mainFunc-
tion(), ktoré testuje jednotlivé vlastnosti. Tento program bezi na pozadi a pouzivatel

nemdze do neho nijak zasahovat.

Select files... List OI: Selected ﬁles Clear selected files

/home/rasto/Documents/diplomovka/Snarks/blan.1
/home/rasto/Documents/diplomovka/Snarks/blan.2
. /home/rasto/Documents/diplomovka/Snarks/PERMS5_34.ALL
V! Permutation /home/rasto/Documents/diplomovka/Snarks/PET.10

v| Half-permutation
v| All permutations
v| Cycle permutation
v! Cycle-double cover

Run started
v/ Clusters Computing blan.1
Computing blan.2
Computing PERM5_34.ALL

v| Print permutation graphs | Computing PET.10
Run finished

v| Print clusters summary

Start

Obr. 7.1: Ukazka grafického prostredia programu
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7.2 Vstupny subor

Program je urobeny tak, ze predpokladéa, ze vSetky vstupné stbory sa validné a grafy v
nich st snarky. Na zapis grafov v sitboroch sa pouziva takzvany ‘bratislavsky format’,
ktory najprv obsahuje pocet grafov v danom siibore a nésledne jednotlivé grafy.

Tie su zapisané ako poradové ¢islo daného grafu v subore, komentar k danému grafu,
pricom ako komentar sa berie kazdy riadok ktory za¢ina symbolom {. Potom ide po-
¢et vrcholov grafu a nasleduje tolko riadkov, kolko méa graf vrcholov. Kazdy riadok
charakterizuje jeden vrchol a poradie riadku vyjadruje ¢islo vrcholu, pricom vrcholy
st indexované od 0. V riadku su tri ¢isla oddelené medzerou, kde kazdé z tychto cisiel

oznacuje jedného suseda prislichajiceho vrcholu.

7.3 mainFunction()

Tato funkcia je zéklad celého programu a vedela by fungovat aj bez grafického prostre-
dia, ktoré sliazi pre jednoduchsie pouzivanie. Funkcia dostane na vstupe nazov a adresu
suboru, ktory ma testovat a sadu booleanovskych premennych, ktoré urcuja, ktoré

vlastnosti sa maju testovat. Pre vstupny subor sa najprv zavola funkcia scanner()

7.3.1 scanner()

Scanner nacita vSetky grafy zo stiboru a pre kazdy graf vytvori premennt typu Graph.
Graph je Struktira, ktord uchovava vsetky informacie o grafe. Pocet vrcholov, vektor
susedov pre kazdy vrchol, komentar k danému grafu a prazdne premenné, do ktorych

program ukladé vysledky z testov jednotlivych vlastnosti.

7.3.2 chordless cycles()

Po nacitani vSetkych grafov scannerom sa nainicializuja vystupné programy, do kto-
rych sa postupne zapisuju vysledky. Potom program prechadza vSetky nacitané grafy
a testuje v nich vlastnosti. Najprv musi v grafe najst bezchordové cykly. Tie sa vyhla-
davaji pomocou funkcie chordless cycles(), ktora najde vsetky bezchordové cykly
do dlzky n/2, kde n je pocet vrcholov grafu. Takéto cykly st potrebné pre zistovanie
klastrov, pretoze tam treba najst vietky cykly dlzky 5 a na zistovanie permutacénosti,
kde treba cykly dizky n/2. Vyhladavanie bezchordovych cyklov funguje na zaklade
algoritmu prehladavania do hibky. Zvoli sa jeden vrchol v; a prejdi sa vietky mozné
dvojice jeho susedov a z nich sa opat prechddzaju ich susedia. Takto sa vygeneruju
cykly, do ktorych v; patri, a pre ktoré sa nasledne preveruje, ¢i st bezchordové. Potom

sa vrchol v; odstrani a postup sa zopakuje pre dalsi vrchol. Toto sa opakuje dokym nie
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je mnozina vrcholov prazdna. Po vyhladani vSetkych bezchordovych cyklov sa roztrie-
dia na tie, ktoré maju dlzku 5 a tie ktoré majua dlzku n/2. Vsetky ostatné sa zahodia,
kedZe nie st potrebné. Tato funkcia je ¢asovo velmi narocné, kedze pocet bezchor-
dovych cyklov exponencidlne narasta v zavislosti od radu grafu. Tento algoritmus je

naimplementovany podla stranky Stack Overflow|12].

Rad grafu #cyklov #5-cyklov  #|G|/2-cyklov

10 22 12 12
18 72 10 18
26 262 8 41
34 833 14 161
42 2883 16 935
50 12847 26 1778
o8 43966 20 4640
66 541716 18 69787

Tabulka 7.1: Pocty bezchordovych cyklov v zavislosti od radu grafu

7.3.3 findPermut()

Funkcia findPermu() sa zavola na testovanie permutacnosti snarku. Kedze permu-
taény 2—faktor sa sklada z dvoch bezchordovych cyklov dlzky n/2 a priecok medzi
nimi, odstranenim vrcholov jedného z tychto cyklov v grafe ostane jeden bezchordovy
cyklus dlzky n/2. Aj funkcia findPermut() takto funguje. Pre kazdy bezchordovy
cyklu dizky n/2 sa pozrie, ako by vstupny graf vyzeral po odstraneni tohto cyklu a
prechadza hrany a vrcholy, ktoré zostali v podgrafe a & tvoria dokopy cyklus dizky
n/2. V pripade, Ze funkcia najde pre nejaky cyklus permutacny 2—faktor tak skoné¢i a

netestuje uz dalsie cykly.

void findPermut (Graph &G, vector<vector> &cycles) {
//nainicializuje premenne
vector<bool> used (G.noOfVerticies );
size t currentVert = 0;
size t startVert = 0;
size _t length;
//na vstupe dostane vsetky cykly dlzky n/2
//iteruje cez vsetky z mnich
for (i = 0; i < cycles.size(); ++i) {
//vytvori si pomocny vector pre druhy cyklus
vector secondCycle;

Cycle cycle = cycles|i];
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length = 0;

for (j = 0; j < G.noOfVerticies; ++j) {
used [j]| = false;
¥
//pre wvsetky wvrcholy zo wvstupneho cyklu nastavi
//ze uz boli pouzite
for (k = 0; k < cycle.size(); ++k) {
used | cycle [k]] = true;

//nasledne iteruje cez wvsetky wvrcholy
//aby mnasiel prvy nepouzity (meobsiahnuty v cykle)
//a uwlozi ho do premennej currentVert a startVert
for (1 = 0; 1 < G.noOfVerticies; ++1) {
if (lused|[1]) {

currentVert = 1;

startVert = 1;

break ;

//zo startVert prechadza cez jeho susedov
//ktori nie su v prvom cykle az dokym sa opat
//nedostane do pociatocneho vrcholu startVert
//ked sa do meho dostane, tak sa ukonci cyklus
//ak ma dlzku n/2 tak sa jedna o druhy cyklus
//premutacneho 2—faktor
while (true) {
for (j = 0; j < 3; ++j) {
neighbor = G.vertices |[currentVert |
.neighbors|j |;
if (!used[neighbor]) {
secondCycle.push back(currentVert );

used [ currentVert| = true;
currentVert = neighbor;
length+-+;

if (length =— G.noOfVerticies / 2 — 1) {
for (k = 0; k < 3; +k) {

o6
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if (G.vertices|currentVert |
.neighbors k] = startVert) {
length++;
secondCycle.push back(currentVert );
goto goOut;
Pl
if (length =— G.noOfVerticies / 2) goto goOut;
break ;
}
if (j = 2) goto goOut;

I

goOut :;

//ak ma cyklus polovicnu dlzku tak nasiel

//permutacny 2—faktor a skonci, ak mema, tak zoberie

//dalsi cyklus dizky n/2

if (length =— G.noOfVerticies / 2) {
G.permutationCycles.push back(cycle);
G.permutationCycles.push back(secondCycle );
G.permut = true;
goto finish;

bl

finish :;

7.3.4 findAllPermut|()

Ak je zvolené, ze program ma najst vsetky permutacné 2—faktory, tak sa zavola funkcia
findAllPermut(), ktora robi to isté ako findPermut(), len s tym rozdielom, ze ak
najde nejaky permutacny 2—faktor, tak neskonci, iba pomocou jednoduchej pseudo-
hashovacej funkcie overi, ¢i uz tento permuta¢ny 2—faktor neobjavila predtym. Toto
overovanie je potrebné z dovodu, ze pre dvojicu permuta¢nych cyklov C; a Cy by sa
stalo, Ze by najprv pre C nasiel Cs a nésledne by pre Cy nasiel 'y a mnozina vSetkych
permuta¢nych 2—faktorov by obsahovala duplikiaty. Ina moznost ako toto vyriesit by
bola, ze po najdeni Cy pre C; by sa oba vymazali z mnoziny cyklov dizky n/2, to by

vsak bolo ¢asovo narocnejsie.

//jedina rozdielna cast medzi findPermut ()
//a findAllPermut ()
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//pokial najde permutacny 2—faktor tak neskonci
//iba ho pomocou pseudohashovacej prida na zoznam
//a pokracuje na dalsi cyklus
goOut :;
if (length — G.noOfVerticies / 2) {
uint64 t sumSecond = 0;
uint64 t productSecond = 1;
for(size t m = 0; m < cycle.size (); +m){
sumSecond = sumSecond+tsecondCycle [m];
productSecond = productSecond*(secondCycle [m]+1
}
string secondCycleString = to_ string(productSecond)
+ " " 4+ to_ string(sumSecond);

usedCycles.insert (secondCycleString );
usedCycles.insert (firstCycleString);

G.allPermutationCycles.push back(cycle);
G.allPermutationCycles.push back(secondCycle);

7.3.5 halfPermut()

Ak graf nie je permutacny, tak funkcia halfPermut() testuje, ¢ je aspoii polopermu-
tatny. Aj tato funkcia funguje rovnako ako findPermut() a teda, Ze pre kazdy cyklus
dlzky n/2 sa pozrie, ¢ jeho odstranenim z grafu bude vzniknuty podgraf 2—faktor

tvoreny viacerymi cyklami.

//prechadza mnozinu vrcholov, ktore nie su

J/v cykle dlzky n/2

while (notUsed.size() > 0) {

Cycle newCycle;

//zacne z wvrcholu currentVert a prechadza

//jeho susedov, ktory nie su v cykle dizky n/2

//dokym sa opat medostane do pociatocneho wvrcholu

//tym sa wzatvori cyklus a zoberie si dalsi nepouzity vrchol
//toto opakuje, dokym nie su wvsetky wvrcholy pouzite
currentVert = xnotUsed.begin ();

notUsed . erase (currentVert );

~—
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newCycle.push back(currentVert );

bool hasNext = true;

while (hasNext) {

hasNext = false;

for (j = 0; j < 3; ++j) {

neighbour = G.vertices|currentVert|.neighbors|j|;
if (lused[neighbour| &&

notUsed . find (neighbour)!=notUsed.end ()){
currentVert = neighbour;
notUsed . erase (currentVert );
newCycle.push back(currentVert );
hasNext = true;
break;

b

G. halfPermutationCycles.push back(newCycle);

}

7.3.6 determinelsomorphic()

Tato funkcia slizi na to, aby pre vSetky permutac¢né 2-faktory urcila, ktoré z nich sa
navzajom izomorfné. Porovnava medzi sebou vSetky dvojice a pozerd sa na permuta-
ciu tychto cyklov a poradie priecok ako st navzajom prepojené v jednom a druhom

permutac¢nom 2-faktore.

void determinelsomorphic (Graph &G){

//na zaciatku si zoberie vsetky permutacne 2—faktory
vector<vector<>> permCycles = G.allPermutationCycles;
//nasledne iteruje cez ne vsetky

for (i = 0; i < permCycles.size (); i=142) {

vector firstCycle permCycles|i];

vector secondCycle = permCycles|[i+1];

//pre sucasnu dvojicu permutacnych cyklov wurci
//permutaciu priecok ako su poprepajane
vector cyclePerm:;
for (1 = 0; 1 < firstCycle.size (); ++1) {
currentVertex = firstCycle[1];
nonCycleNeigh = 0;
for (j = 0; j < 3; ++j) {
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curr = G.vertices [currentVertex |.neighbors|j|;
if (!lelementInVector(&firstCycle, curr)) nonCycleNeigh = curr
}
nonCyclePos = positionOfElement (&secondCycle , nonCycleNeigh );
cyclePerm .push back(nonCyclePos);
}
//nasedne tuto permutaciu priecok porovnava s ostatnymi
//permutacnymi 2—faktormi zavolanim funkcie compareCycles()
for (k = 0; k < result.size(); k=k+2) {
compareCycles (G, result|k], result|k+1], cyclePerm))

bool compareCycles(Graph &G, vector<> currentFirstCycle

vector<> currentSecondCycle, vector<> cyclePerm){

//na vstupe dostane 2 permutacne cykly
//vytvori cykly s opacnym smerom
vector<> reverseCurrentFirst = reverseCycle (currentFirstCycle );

vector<> reverseCurrentSecond = reverseCycle(currentSecondCycle

//na zistenie toho, ci existuje rovnaka permutacia

//priecok treba skontrolovat wvsetky rotacie permutacnych cyklov
//aj to ktory cyklus je brany ako pruvy

//nasledne sa pre wvsetky zavola singleOrientationComparsion ()
sOC(G, currentFirstCycle, currentSecondCycle, cyclePerm))

G, currentFirstCycle, reverseCurrentSecond , cyclePerm))

G, reverseCurrentFirst , currentSecondCycle, cyclePerm))

G, reverseCurrentFirst , reverseCurrentSecond, cyclePerm))

G, reverseCurrentSecond, currentFirstCycle, cyclePerm))

(
(
(

sOC(G, currentSecondCycle, currentFirstCycle, cyclePerm))
(
(G, currentSecondCycle, reverseCurrentFirst , cyclePerm))
(

sOC(G, reverseCurrentSecond , reverseCurrentFirst , cyclePerm))

bool singleOrientationComparsion (Graph &G,

vector<> currentFirstCycle, vector<> currentSecondCycle
vector<> cyclePerm){

//treba skontrolovat wvsetky shiftnutia (pociatocne wvrcholy)
//cyklov, aby bolo iste, ze permutacie priecok mnie su rovnake
for (i = 0; i < currentFirstCycle.size (); ++i) {

for (j = 0; j < currentSecondCycle.size (); ++j) {

~—
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//pre sucasnu konfiguraciu cyklov vytvori permutaciu priecok
//permutaciu vytvara ako to, mna kolky wvrchol v druhom cykle
//je prepojeny n—ty wvrchol v prvom cykle

vector<> currentCyclePerm;

for (k = 0; k < currentFirstCycle.size (); ++k) {

currentVertex = currentFirstCycle [k];

nonCycleNeigh = 0;

for (1 = 0; 1 < 3; ++1) {

curr = G.vertices |[currentVertex |. neighbors|1];

if (!lelementInVector(&currentFirstCycle , curr))

nonCycleNeigh = curr;

}

nonCyclePos = positionOfElement(&currentSecondCycle

nonCycleNeigh );

currentCyclePerm . push back(nonCyclePos);

}
//pokial su permutacie rovnake, tak sa moze vratit
//lebo mnasiel izomorfne permutacne 2—faktory

if (currentCyclePerm = cyclePerm) {

return true; }
//pokial nie su rovnake tak shiftne druhy cyklus o jeden prvok

shiftSecond = currentSecondCycle.at (0);

currentSecondCycle. erase (currentSecondCycle. begin ());

currentSecondCycle.push back(shiftSecond );
}
//ak preveril vsetky shiftnutia druheho cyklu
//tak shifne prvy cyklus o prvok a preveruje znowva
//vsetky mozne posuny druheho cyklus
//toto opakuje pre vsetky shiftnutia prveho cyklu
shiftFirst = currentFirstCycle.at (0);
currentFirstCycle.erase (currentFirstCycle.begin ());
currentFirstCycle.push back(shiftFirst );

}

return false;

}
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7.3.7 runCyclePerm()

Na vypocitanie parity permutac¢nych cyklov a nésledného zistenia involucie je funkcia
runCyclePerm(). T4to funkcia prechddza mnozinu v8etkych permuta¢nych 2—faktorov
a pre vSetky mozné orientacie permutacnych cyklov a vsetky moznosti pociato¢nych
vrcholov zavola funkciu cyclePermutationInvolution(). Téato funkcia je takmer to-
tozna a funguje na rovnakom principe ako preverovanie izomorfnych permutac¢nych
2-faktorov. Jediny rozdiel je, Ze v pripade determinelsomorphic() prechadza vrcholy
cyklu postupne a robi permutéciu priecok, tak v tejto funkcii ak je k-ty vrchol z pr-
vého cyklu prepojeny s [-tym vrcholom, tak v dalSom kroku nepozera v prvom cykle

prvok k + 1 ale prvok .

//pozera sa na k—ty prvok v prvom cykle a zistuje
//s ktorym prvokm v druhom cykle je prepojeny

currentCycle.push back(currentVertex );

used [ currentVertex| = true;
diffCycle = —1;
vector<> neigh = G.vertices|[firstCycle|[currentVertex||.neighbars;

for (k = 0; k < 3; ++k) {
if (lelementInVector(&firstCycle , neigh|k])){
diffCycle = int(neigh[k]);
b
//zisti, ze k—ty prvok v prvom cykle je prepojeny s l—tym
//prvokm v druhom cykle a do dalsej iteracie si miesto k+1

//zoberie poziciu I

currentVertex = positionOfElement(&secondCycle, size t(diffCycle));

7.3.8 cyclePermutationInvolution()

V 6.5 je popisany postup s oznac¢ovanim vrcholov 0..n/2 a 0'..n/2". KedZze cykly sa v
celom programe zapisané vo vektoroch ako postupnost vrcholov, tak takéto oznaco-
vanie netreba robit a sta¢i pouzit index daného elementu vo vektore prislichajiceho
cyklu. Najprv sa nainicializuje mnozina vrcholov, ktoré uz boli pouzité. Vyberie sa prvy
nepouzity vrchol z prvého permutacného cyklu a pozrie sa, aké je ¢islo tohto vrcholu.
Toto ¢islo sa oznaci ako currentVertex a vlozi sa do vektoru currentCycle reprezen-
tujiceho jednu permutéciu. Potom sa funkcia pozrie na suseda vrcholu currentVertex,
ktory patri do druhého permutac¢ného cyklu, ulozi si index tohto vrcholu do premennej
diff Cycle. Funkcia positionOfElement() vypocita poziciu elementu diffCycle vo vek-
tore secondCycle a toto ¢islo ulozi do premennej currentVertex. Takyto postup, pocas

ktorého sa postupne skace medzi jednym a druhym permuta¢nym cyklom sa opakuje,
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dokym nie je permutécia konecénéd. To nastava vtedy, ked nastane pripad, ze sa do
currentVertex ulozi element, ktory uz je vo vektore currentCycle - vzdy je to element,
ktory je v tomto vektore prvy. Koneéna permutacia sa nésledne ulozi do vektoru re-
sult, ktory obsahuje vSetky zistené permutécie. Toto sa vykonava dookola, kym nie st
vSetky vrcholy z grafu v mnozine pouzitych vrcholov. Potom sa pre vSetky permutéacie
vo vektore result vypocita parita podla vzorca parita = (Y perm — 1)%2 a tak isto sa

pozrie, & nie je dizka kazdej permutécie <2, ¢o by urcovalo involiciu grafu.

7.3.9 Cycle double cover - Windows

Cycle double cover ma dve rozne implementacie v zavislosti od toho, ¢i je program
spustany na Windowse alebo na Linuxe. V pripade Windowsu sa vola funkcia signed-
RotationCycles(), na linuxe sa vola funkcia createSATfile().

V pripade Windowsu sa nastavi pre graf signovana rotacia. Tato ¢ast kodu je prav-
depodobne najnaroc¢nejsia na modifikovanie ako aj pochopenie. Ide o systém, kde ma
kazdy vrchol nastaveny orientéciu v akom poradi ida jeho incidentné hrany. Tak isto
mé kazda hrana nastaveny svoj smer a priradi sa jej ¢i je kladné alebo negativna a tak
isto je nastaveny stucasny stav prechadzania, ktory je tiez pozitivny alebo negativny.
Nésledne sa v takomto grafe prechddza po hranach a paméta sa stav a smer v akom
sa hrana prechadzala - kladny alebo negativny a po smere alebo protismeru orienté-
cie hrany. Ak je hrana negativna tak sa stav prechadzania zmeni na opacny. Ked sa
dojde do vrcholu, tak v kladnom stave ide dalej po hrane, ktora je po smere orientacie
vrcholu, v zapornom stave sa vyberie do protismeru. Ked sa pri prechadzani dostane
znovu do stavu, Ze sa prejde po hrane po ktorej uz sa §lo v rovnakom smere a v rov-
nakom stave, tak sa to zacykli a toto definuje jeden cyklus z permutacného CDC. Ak
existuje taka signovana rotacia, ze cez kazda hrana sa prejde v obidvoch smeroch prave
raz, tak vytvorené cykly budu tvorit permutacné dvojité cyklové pokrytie. KedZe na
zaciatku st dané dva permutacné cykly, tak vSetkym vrcholom a hranam tychto cyklov
je dané orientécia a smer hran podla orientacie permuta¢ného cyklu. Nasledne treba
preverit vSetky moznosti nastavenia priecok, smer tychto prie¢ok méze byt Tubovolny,
avsak treba preverit kazdy pripad, pre kazdu priecku ¢i je jej stav kladny alebo zaporny.
Kedze priecok je v grafe |G|/2 tak pre velké grafy to bude ¢init obrovské mnozstvo
moznosti, ktoré narasta exponencialne v zavislosti od poc¢tu vrcholov a tym narasta aj
doba vypoctu tejto vlastnosti. Plati, Ze moznosti nastavani kladnosti respektive zapor-
nosti priecok je v grafe 2/¢1/2.

Signované rotécia sa moze pouzivat aj na zafarbovanie planarnych grafov. Podrobné
vysvetlenie toho ako funguje sa nachadza v ¢lankoch The combinatorial map color

theorem|13] a Generalized embedding schemes|14]



KAPITOLA 7. FUNKCIONALITA PROGRAMU 64

signedRotationCycles()

Funkcia signedRotationCycles() pre kazdy par permutaénych cyklov nastavi smer

tychto cyklov a zavola funkciu initSignedRotation().

initSignedRotation()

Volanie tejto funkcie nainicializuje signovanu rotéciu podla vstupnych orientacii per-
mutacnych cyklov. Kazdému vrcholu nastavi orientaciu a hranam permutac¢nych cyklov
smer, pricom vSetky si kladné. Vsetkym prieckam nastavi smer a zavola funkciu sig-
nedSystemAllPossibilites()

signedSystemAllPossibilites()

signedSystemAllPossibilites() vytvori niekolko pomocnych poli, ktoré budiu po-

trebné na prechadzanie signovanej rotacie a zavola rekurzivne volanie switchChords().

switchChords()

Tato rekurzivna funkcia sa vola do hlbky |G|/2, pricom v hlbke n nastavi priecke s
indexom n obe moznosti - ¢i je kladna alebo zaporné a pre obidve prepnutia zavola
swtichChords() pre hibku n+ 1. Pokial je hibka |G|/2, znamena to, Ze vietky priecky

uz maju nastaveny stav a zavola sa computeCycleDouble().

computeCycleDouble()

Na vstupe dostane signovantu rotaciu, kde uz st nastavené vsetky potrebné stavy hran
a orientécie vrcholov a prechadza cez tieto hrany a overuje, ¢i prejde cez kazdu hranu
prave dvakrat. Ak sa tak udeje, tak sa funkcia ukonéi, ulozi cykly permutacného CDC

a nepreveruje uz dalSie moznosti.

7.3.10 Cycle double cover - Linux

Testovanie permuta¢ného CDC v linuxe je podstatne jednoduchsie. Pouziva sa na to
SAT solver lingeling, ktorému treba dat jeden vstupny subor. Tento stubor musi v
prvom riadku obsahovat informécie o tom, kol'ko obsahuje formul a premennych. Na-
sledne kazdy riadok obsahuje jednu formulu v konjuktivnej normalovej forme ukonceny
znakom 0, pre formulu plati, Ze ak mé na zaciatku premenné znak minus, znamené to
negaciu danej premennej. Na vytvorenie tohto stiiboru sa pouziva funkcia createSAT-
file().
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createSATfile()

Na to aby permutacny graf mal permutacné CDC treba v jazyku SAT solvera splnit
urcité podmienky. Pomocou tychto podmienok sa pre vstupné hrany hladajia cykly.
Pre kazda podmienku je vytvorena samostatna funkcia, ktora zapisuje formuly v kon-

juktivnej normalovej forme do stiboru, pre ktory sa nasledne spusti lingeling

e symmetry() - ak je v cykle hrana idica z vrcholu v; do v;, musi v iom byt aj

hrana idica z v; do v;
e inCycle() - kazda hrana v grafe musi byt v nejakom cykle

e minTwoEdges() - pre kazdy vrchol v cykle plati, Ze minimélne dve hrany s

ktorymi je incidentny st v danom cykle tiez

e maxTwoEdges() - pre kazdy vrchol v cykle plati, Ze maximélne dve hrany s

ktorymi je incidentny st v danom cykle tiez

e containPermutCycles() - permutacné cykly musia byt tieZ vo vyslednych cyk-
loch

e minTwoCycles() - kazda hrana v cykle musi byt aspon v dvoch cykloch
e maxTwoCycles() - kazda hrana v cykle musi byt maximéalne v dvoch cykloch

Tieto podmienky sa zapisu do suboru satfile.tzt pomocou volania system() sa
spusti lingeling a ako vstupny siibor sa mu zada satfile.txt. Pre potreby tohto volania
je potrebné, aby bol vytvoreny symbolicky link na lingeling v /usr/bin/ Z vysledného
suboru z lingelingu sa nasledne sparsuje vysledok, ¢i graf ma alebo nema permutacné
dvojité cyklické pokrytie. Beh lingelingu je velmi rychly, rddovo su to sekundy ¢o je

velky rozdiel oproti testovania vo Windowse.

7.3.11 separate cycles into graphs()

Funkcia slazi na zistovanie klastrov 5-cyklov. Mnozinu cyklov dlzky 5 pomocou al-
goritmu Union-Find a funkcie separate graph vertices() rozdeli podla vrcholov
na vrcholovo disjunktné mnoziny a tym zadefinuje, ktoré 5-cykly patria do rovnakého
klastru. Po rozdeleni vysledok ulozi do premennej klaster v ktorej st ulozené vsetky
klastre ako mnozina cyklov dlzky 5. Pre kazdy prvok z premennej klaster zavola funkciu
clusterType(), ktora urci podla trojice pocet vrcholov, pocet cyklov a pocet hran o
ktory klaster sa jedné. Pri klastroch triple pentagon a tricell este overuje, ¢i existuje
vrchol, ktory je vo vietkych troch cykloch dlzky 5.

Nésledne je pre kazdy typ petersenovského klastru vytvorena samostatna funkcia, ktora
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dany klaster vypiSe tak, ako je to popisané v 6.8.1. Tieto funkcie funguji na zaklade vy-
hl'adavania $pecifickych vrcholov v klastroch a ich susedov a podla toho urc¢uju, ktory
vrchol je ktory a nasledne ich vypisu. VSetky tieto funkcie sa nachadzaju v sibore

printclusters.cpp.

separate cycles into_ graphs(const vector<Cycle> &cycles) {
auto cycledGraphs = <vector<CycledGraph>>(new vector<CycledGrap

//rozdeli vrcholy na jednotlive podgrafy(klastre)
//pomocou funkcie separate ...()
vector<GraphVertices> graphs vertices;

separate graph vertices(cycles, graphs vertices);

for (1 = 0; 1 < graphs vertices.size (); ++1) {
CycledGraph emptyGraph;
cycledGraphs—>push back (emptyGraph );
}
//vsetkym cyklom priradi, do ktoreho podgrafu patria na
//zaklade wvrcholov v tomto cykle

for (i = 0; i < cycles.size(); ++i) {

firstElement = cycles[i][0];

for (j = 0; j < graphs vertices.size (); ++j) {

unordered set<size t> currentVertices = graphs vertices]|j];
bool graphHasThisVertex = currentVertices

.find (firstElement) != currentVertices.end();

if (graphHasThisVertex){

(*cycledGraphs )|[j|.push back(cycles|i]);

break;

Pyl

Tato funkcia v sebe vola funkciu separate graph vertices(), ktora rozdeluje vr-
choly do jednotlivych podgrafov na zéklade cyklov dlzky 5. Implementécia algoritmu

union-find.

//iteruje cez wvsetky cykly dlzky 5

for (i = 0; i < cycles.size(); ++i) {

Cycle cycle = cycles|i];

//vytvori novy podgraf, skladajuci sa z jedneho cyklu
GraphVertices current cycle graph(cycle.begin(), cycle.end());

//nasledne pozera, ci moze niektore podgrafy spojit

//do jedneho podgrafu na zaklade spolocnych vrcholow
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for (k = (graphs vertices.size()) — 1; k >= 0; —k) {

GraphVertices graph = graphs vertices|size t(k)];

//iteruje cez wvsetky wrcholy aktualneho podgrafu a pozera

//ci sa vrchol nevyskytuje v oboch tychto podgrafoch

for (j = 0; j < cycle.size(); ++j) {

vertex = cycle|j];

bool graphHasThisVertex = graph.find(vertex) != graph.end();
if (graphHasThisVertex) {

//ak sa mnejaky vrchol vyskytuje v 2 podgrafoch, tak tieto 2

//podgrafy spoji do jedneho wvacsieho

merge graph vertices(graph, current cycle graph);

//po spojeni podgrafov vymaze predosle

graphs vertices.erase (remove(graphs vertices.begin (),
graphs vertices.end (), graph), graphs vertices.end());

break ;

Pyl

//vrati mazimalne podgrafy

graphs vertices.push back(current cycle graph);

}

7.4 Vystupny subor

Subor s vysledkami testovania ma nazov ako pévodny stubor, len pred priponu este pridé
_ results. Defaultne je to nastavené, Ze sa v samostatnom prie¢inku results/, ktory je
v adresari odkial bol program spustany - tuto ¢ast rie$i kniZznica Qt a na niektorych
opera¢nych systémoch sa to moze liSit. Vystupny sibor obsahuje informéaciu o pocte
testovanych grafoch, celkovy pocet permuta¢nych a polopermuta¢nych grafov v stibore
a vysledky pre jednotlivé grafy.

Pre grafy je najprv uvedené ¢&islo grafu vo vstupnom stibore, nasledne je na vystupe
vypisany pocet vrcholov grafu. Nasleduje informécia o tom ¢ je dany graf permutac¢ny
a ak je, tak vypiSe pocet permutacnych 2—faktorov a za tym vypiSe vSetky bicyklické
reprezentécie daného grafu. Bicyklické reprezentécie vypise vo formate dlzka cyklu a
nésledne vSetky vrcholy cyklu tak, ako ida postupne v cykle. Nésledne vypiSe pocet
neizomorfnych bicyklickych reprezentacii grafu a vypise vSetky tieto bicyklické repre-
zentacie v rovnakom formate ako vSetky bicyklické reprezentacie.

Ak graf obsahuje permutacny CDC tak tuto informéciu vypise a za nou ida vSetky
cykly z mnoziny permuta¢ného CDC, pricom najprv ida dva permutacné cykly az po-

tom ostatné. Tvar vypisu cyklov je pocet vrcholov a nasledne vSetky jeho vrcholy v
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poradi v akom ida v cykle.

Na vystupe nasleduje informacia o parite permutacie permutac¢nych cyklov a ak je graf
involucny, tak vypise aj konkrétnu permutaciu permutacnych cyklov, ktora dava invo-
ltciu. Ak nie je involuény nevypiSe ni¢. Ako posledné vypiSe informécie o klastroch v
grafe. Ich pocet, nasledne pre kazdy klaster nazov tohto klastru, pocet jeho vrcholov a
potom vrcholy v takom poradi ako je to popisane v 6.8.1. Posledny riadok je informacia

o vrcholoch, ktoré nie st v ziadnom klastri.
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Vysledky

Hlavnym ciefom prace bolo vytvorit program, ktory zvladne overovat urcité vlastnosti
v snarkoch. Program funguje spolahlivo s tym, Ze pri va¢Sine funkeii bol déraz kladeny
na to, aby bola ¢asova zlozitost vypoctu ¢o najefektivnejsia a tym padom aj samotny
program ¢o najrychlejsi. Tak isto je program strukturovany tak, aby pridavanie nového
kodu a testovanie dalsich vlastnosti v budicnosti ¢o najjednoduchsie. Funkcie st na-
programované tak, aby v boli jedna od druhej ¢o najmenej zavislé, aby tprava jednej
funkcie sacasného kodu nesposobila znefunkénenie dalsich vlastnosti.

Popri hlavnom programe boli v rdmeci tejto prace naprogramované aj dalsie tri prog-
ramy. Jeden je modifikicia hlavného programu, ktora sliazi iba na vyhladavanie klastrov
v grafe, s tym, ze niektoré funkcie st upravené a zefektivnené pre potreby tohto kon-
krétneho tucelu. Jedna z takychto funkcii je napriklad funkcia chordless cycles(),
ktora v hlavnom programe musi vyhl'adat vsetky bezchordové cykly do velkosti |G| /2.
V pripade klastrov stacia iba bezchordové cykly do dizky 5 a teda je jej beh podstatne
rychlejsi.

Zvysné dva programy su implementacie dvoch sposobov generovania permutacnych
snarkov. Jedno je implementécia star productu a druhé je negatorovd substiticia. Tieto
programy boli naprogramované z dévodu generovania permutacnych cyklicky 5-suvislych
permutac¢nych snarkov. Takto vygenerované snarky boli nésledne testované hlavnym
programom, aby mohli byt analyzované ich vlastnosti.

Pomocou tychto dvoch programov bolo vygenerovanych a pretestovanych priblizne tri-
tisic cyklicky 5-stvislych permutaénych snarkov. Vaésina z nich bola vygenerovana zo
snarkov PERM5.34 medzi sebou, ale niekol'ko stoviek bolo skonstruovanych aj zo 42 a
50 vrcholovych grafov. Tieto grafy boli vstupy do programov pre star product a nega-
torovi substiticiu a boli medzi sebou rézne kombinované. Vygenerované grafy sa teda
pohybuju od 58 vrcholovych az po 90 vrcholové permutacné 5-stvislé snarky:.
Samotné testovanie hlavnym programom neprinieslo velmi prekvapivé vysledky. Zia-

den z grafov nemal permutacné dvojité cyklové pokrytie, ¢o bol ocakavany vysledok.

69
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Pokial by sa objavil graf s permuta¢nym CDC iglo by o velky objav, kedZe by sa po-
darilo vyvratit hypotézu 2. To sa zial neudialo. V pripade cyklickych permuta¢nych
5-suvislych snarkov bol najcastejsi klaster negator, ktory tvoril priblizne 65% vsetkych
klastrov v tychto grafoch. Po nom nasledovali klastre pentagon a triad, obcas sa tiez
vyskytol double pentagon. Ostatné klastre sa v nich nevyskytli ani raz.

V pripade nepermutacnych snarkov sa nedé povedat, Ze by niektory klaster vyrazne
svojim poc¢tom prevySoval ostatné. Zastupenie v grafoch mali vSetky klastre, avSak
klastrov, ktoré vzniknt z Petersenovho grafu iba prerezavanim hran, bolo vyrazne me-
nej ako ostatnych. Konkrétne sa jedna o klastre tricell, triple pentagon, heterochrome
1 a heterochrome 2. Nepetersenovské klastre sa tak isto vyskytovali bezne a objavili sa
aj pripady, ked bol v grafe iba nepetersenovsky klaster a nebol v om Ziaden klaster
odvodeny z Petersenovho grafu.

V pripade permutac¢nych snarkov sa nepodarilo objavit ziaden taky, pre ktory by pla-
tilo (|G|mod8 = 6).

Okrem testovania grafov sa podarilo odvodit vSetky petersenovské klastra a dokazat
uplnost tejto mnoziny. Tak isto boli vizualizované grafy PERMS5.34 ¢o pomohlo k po-
znatku, Ze z dvoch z nich sa da skonstruovat zvysnych desat poprepajanim dvoch hréan.
Zdrojovy kod programu, ako aj programov na testovanie klastrov a generovanie snar-
kov pomocou a negatorovej substiticie sa nachadzaji na disku prilozenom k vytlacku

prace ako aj v repozitari https://github.com/kalerab/diplomova_ praca na GitHube.



Zaver

V naSej praci sme sa zaoberali Strukturou snarkov a skiimaniu ich vlastnosti. Pre tieto
ucely sa nam podarilo vytvorit program na pocitanie vlastnosti a vyhladavanie klas-
trov, ako aj ich generovanie. Niektoré snarky a podgrafy boli vizualizované a bola

dokéazana aj uplnost mnoziny petersenovskych klastrov.

Aj napriek pretestovaniu desattisicok grafov, vygenerovaniu tisicov novych snarkov
a vSetkym poznatkom zhrnutych v kapitole 8, je mnozstvo otazok v teorii grafov tyka-
jucich sa snarkov, na ktoré nie st zname odpovede.
Existuje permuta¢ny snark radu 6(mod8)? Ma kazdy permuta¢ny snark obvod 57 Exis-
tuje permutacny snark s cyklickou suvislostou 67 Existuje permutacny snark, ktory mé

permutacné dvojité cyklové pokrytie?

Je moZné, Ze na niektoré z tychto otéazok nebude odpoved znama eSte mnoho rokov,
treba v8ak pokracovat v zistovani vlastnosti snarkov a snazit sa pochopit ich Struktiru.
Je to potrebné najma z dovodu, Ze existuje mnozstvo problémov v teorii grafov, ktoré
sa daju zredukovat iba na snarky. Stcasna vypoctova sila pocitacov umoziuje pocitat
a testovat mnozstvo vlastnosti aj pre velké grafy, ¢o bolo pred rokmi nemozné. Iba
postupnym zistovanim dalSich vlastnosti ¢o najvac¢sieho mnoZstva grafov, sa podari
najst suvislosti medzi jednotlivymi vlastnostami.

Treba iba difat, Ze sa to podari v ¢o najkratSom case.
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